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BARZEL, Birbel & SCHNASSE, Saskia
Essen, Dresden

Mathematikabitur — Status Quo 2025

Vorwort

Die Vergleichbarkeit der Abiture als gemeinsames Ziel der Lander wurde
seit der Jahrtausendwende politisch gesetzt, um damit die Anforderungen in
den Bundesldndern anzugleichen. So sollten unter anderem Nachteile fiir
Schiilerinnen und Schiiler aus einzelnen Léindern bei der Vergabe von
Studienplidtzen vermieden werden. Seit 2016, dem Zeitpunkt der ersten
gemeinsamen Fachtagung von Bildungsadministration, Schulpraxis und
Wissenschaft ,,Mathematikabitur — Vergleichbar — Unvergleichbar* (SMK,
2017), sind wichtige Meilensteine zur Vereinheitlichung der
Abiturpriifungen insbesondere mit Blick auf formale Anforderungen erreicht
worden.

So entstehen auf der Grundlage der Bildungsstandards in den Fichern
Mathematik, Deutsch und Fremdsprachen (Englisch, und Franzosisch) seit
2003 und in den Naturwissenschaften (Chemie, Biologie und Physik) seit
2022 unter Federfilhrung des Instituts fiir Qualititssicherung im
Bildungswesen (IQB) gemeinsame Aufgabenpools. Seit 2017 gibt es diese
fiir die erste Gruppe und seit 2025 auch fiir die Naturwissenschaften. Zudem
erfolgte mit dem Priifungsjahr 2025 eine gemeinsame Festsetzung der
Bewertungseinheiten (BE) im grundlegenden Niveau auf 80 BE und im
erhohten Niveau auf 100 BE eine Angleichung der Priifungsbedingungen in
den Landern im Hinblick auf Bearbeitungsumfang und Bearbeitungszeit.

,Die Aufgaben selbst haben stark nominierenden Charakter, weit liber das
Abitur hinaus* (SMK, 2017, S.13). Insbesondere durch die vollstindige
Veroffentlichung der Aufgaben einschlieBlich Erwartungshorizonten und
Standardbezug hat sich ein bundesweit einheitliches Nachschlagewerk
etabliert, das sowohl Lehrkriaften als auch Schiilerinnen und Schiilern ein
solides Tool fiir Unterricht, Aufgabenentwicklung sowie zur
Priifungsvorbereitung geworden ist.

Es haben sich auch gemeinsame Priifungstermine etabliert, die auch
weitreichend genutzt werden. Solche Absprachen starteten im Priifungsjahr
2025 auch in den Naturwissenschaften, hier stehen allerdings zwei
Zeitleisten fiir die Priifungstermine zur Auswahl. Das vereinfacht den
Landern eine  Terminierung  angepasst an  landerspezifischen
Priifungszyklen.
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Diese zweite Fachtagung kniipfte an die Ergebnisse der ersten Fachtagung
von 2016 (https://publikationen.sachsen.de/bdb/artikel/29894) an und lenkt
den Blick auf die seitdem vorangeschrittenen Entwicklungen.

Wieder kamen alle Expertinnen und Experten, die unmittelbar und mittelbar
in die Gestaltung des Mathematikabiturs eingebunden sind aus
unterschiedlichen Wirkungskreisen zusammen: aus Aufgabenentwicklung
in den Landern, Fachdidaktik, Fachwissenschaft, IQB und Fachverbianden.
Eine Neuerung auf dieser Fachtagung war die Erweiterung um
Vertreterinnen und Vertreter des Deutschen Zentrums fiir Lehrkriftebildung
Mathematik (DZLM). Das DZLM als Teil des Leibniz-Institut fiir die
Padagogik der Naturwissenschaften und Mathematik (IPN) setzt seit 2023
das bundesweite Programm ,,QuaMath* zur Entwicklung der Fortbildungs-
und Unterrichtsqualitidt im Fachbereich Mathematik um — als ein zentraler
Auftrag der Kultusministerkonferenz (KMK). In Schulnetzwerken werden
Lehrkréfte gezielt in Schulteams i{iber zwei Jahre hinweg fortgebildet und
befdhigt, kontinuierlich ihre Unterrichtsqualitit gemdf der aktuellen
didaktischen Forschungsergebnisse im Blick zu behalten und zu verbessern.
Gleichzeitig wird diese Entwicklung beforscht, um weitere Informationen
zur Verbesserung des Mathematikunterrichts bzw. Mathematiklernens und
in der Fortbildungsorganisation und -umsetzung zu schirfen.

Insbesondere der positive Effekt der Angleichung der Priifungen auf Basis
der Bildungsstandards und deren Riickwirkung auf Unterricht ist ein
wichtiger Authdnger, der hier die Didaktikerinnen und Didaktiker des
DZLM und die Akteurinnen und Akteure rund um die Abiturpriifungen der
Lander miteinander ins Gespriach bringen sollte.

Neben den wichtigen Errungenschaften bei vielen Rahmenbedingungen
bleiben die weitere Vergleichbarkeit der Abiture hinsichtlich struktureller,
medialer und vor allem inhaltlicher Fragen herausfordernd. Die zweite
Fachtagung zum Mathematikabitur stellte sich dieser Herausforderung und
nahm weitere wichtige Schritte zur Vergleichbarkeit in den Blick. Diesmal
wurde bewusst die inhaltliche Gestaltung der Abituraufgaben adressiert und
die Rolle der Medien diskutiert. Ziel war es Erkenntnisse auszutauschen, zu
diskutieren und einer groBeren Offentlichkeit vorzustellen. Dieser Austausch
war nach der ersten Fachtagung von 2016 ein ausdriicklicher Wunsch aller
Beteiligten. Es wurde intensiv diskutiert, wie die unterschiedlichen
Perspektiven die Weiterentwicklung bereichern und sogar zu guten,
gemeinsamen Losungen werden konnen. Von diesem Ziel war auch die
zweite Fachtagung und der weitergehende Austausch geprigt. Mit dem
vorliegenden Tagungsband wollen wir die Diskussion transparent und einer
breiteren Offentlichkeit zuginglich machen. Sie finden folgend eine


https://publikationen.sachsen.de/bdb/artikel/29894

Zusammenfassung der Vortrage, Workshops und Diskussionen der Tagung
sowie weiterfiihrende Aspekte zu aktuellen Entwicklungen.
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PREDIGER, Susanne
Berlin / Dortmund

Abitur und Unterrichtsentwicklung zusammen denken:
QuaMath und die Erfordernisse von Constructive Alignment

Rolle des Abiturs zur Weiterentwicklung der Bildungsqualitiit

Gemeinsam haben sich die Bildungsministerien der Lander ambitionierte
Ziele gesetzt: ,,Die Strategie der Kultusministerkonferenz (KMK) zur
Weiterentwicklung der Bildungsqualitét in Deutschland sieht vor, durch die
Einfiilhrung von gemeinsamen Bildungsstandards fiir Transparenz
schulischer ~ Anforderungen zu sorgen, die Entwicklung eines
kompetenzorientierten Unterrichts zu fordern und eine Grundlage fiir die
Uberpriifung der erreichten Ergebnisse zu schaffen. [...] Flankiert von
geeigneten Implementierungs- und Unterstiitzungsmafnahmen bilden
Bildungsstandards eine Basis fiir eine systematische Weiterentwicklung des
Bildungssystems.* (KMK-Bildungsstandards, KMK, 2012, S. 2).

Mit den gemeinsamen Bildungsstandards fiir die Allgemeine Hochschulreife
(KMK, 2012) wurden die schulischen Kompetenzziele explizit, gut
aufeinander abgestimmt und einheitlich fiir alle Lander formuliert. Mit dem
teilgemeinsamen Abitur, in dem Lénder auf einen gemeinsamen
Aufgabenpool zugreifen und diese durch landeseigene Aufgaben erginzen,
wurde diese Gemeinsamkeit in einem organisatorisch anspruchsvollen
Schritt realisiert.

Die genaue fachdidaktische Ausgestaltung der Abiturpriifungsaufgaben
entfaltet dabei an vielen Schulen eine stirkere normative Kraft fiir die
Ausrichtung des Oberstufenunterrichts als die Bildungsstandards selbst:
Empirische Studien belegen sogenannte Backwash-Effekte (Sabio et al.,
2015), d.h. Lehrkriafte priorisieren die in Tests abgefragten Teil-
Kompetenzen und vernachléssigen Lerngelegenheiten fiir nicht in Priifungen
vorkommende Teilkompetenzen. Die oft zitierte Kurzformel ,,What you test
i1s what you get* (Burkhardt & Schoenfeld, 2018, S. 577) hat weiterhin
ungebrochen Giiltigkeit.

Daher ringt die Aufgabenkommission intensiv um jede Teilaufgabe, um die
Breite der Anforderungen der Bildungsstandards ernst zu nehmen und mit
Sorgfalt zu operationalisieren. Gleichzeitig muss die Aufgabenkommission
jedoch auf Unterrichtsrealititen mit ihren traditionellen Priorisierungen
Riicksicht nehmen, um Lernende nicht zu benachteiligen, deren Lehrkréfte
die Kompetenzziele der Bildungsstandards noch nicht vollumfanglich oder
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mit begrenzt wirksamen Unterrichtsansdtzen adressieren. Diese
Diskrepanzen zwischen dem Soll und dem Sein, also zwischen
ambitionierten Kompetenzzielen und Realitéiten reduzierter
Lerngelegenheiten sollen durch ,geeignete Implementierungs- und
Unterstiitzungsmafnahmen® (KMK, 2012, S.5) moglichst sukzessive
verkleinert werden.

Wie Abbildung 1 zeigt, umfassen solche Implementierungs- und
UnterstiitzungsmaBBnahmen einen ganzen Kranz mdglicher Angebote. Sie
konnen allerdings fiir die intendierte Weiterentwicklung des Unterrichts nur
greifen, wenn sie kohérent in ihren Prioritdtensetzungen sind (Newmann et
al., 2001), d.h. sie sollten curricular stringent auf die Bildungsstandards
ausgerichtet sein und stets denselben Unterrichtsqualititsmerkmalen als
Prozessziele der Weiterentwicklung kohdrent folgen.

Je intensiver Constructive Alignment hergestellt wird (Biggs, 1996), desto
besser konnen Schulen in der Weiterentwicklung von Unterrichtsqualitit zur
Erreichung der Bildungsstandards unterstiitzt werden.

Constructive Alignment = Alle Angebote rund um Unterricht miissen kohdrente Prioritdten setzen

| Parallelarbeiten |
in Schulen

Curriculumsnahe
alltagstaugliche Diagnosen

»

- Datengestitzte
Schulinterne ¢ : :
: Unterrichtsentwicklung
Curricula s

Unterrichts- [
materialien P

Fortbildungen
und Qualifizierungen

Abb. 1: Constructive Alignment als Voraussetzung fiir Weiterentwicklung

QuaMath: Bundesweites Programm zur Weiterentwicklung
des Mathematikunterrichts

Eine ldndergemeinsame Mallnahme der KMK, um die Diskrepanz zwischen
Soll und Sein zu reduzieren, ist das Zehnjahresprogramm QuaMath —
Unterrichts- und Fortbildungsqualitit in Mathematik entwickeln, das vom
Deutschen Zentrum fiir Lehrkriftebildung Mathematik (DZLM) in enger



Zusammenarbeit mit den Landesinstituten und -ministerien durchgefiihrt
wird (Prediger et al., 2024).

Ziele des Programms Qua Math [} Unierichts und Fortbildun

® Etablierung langfristig kohdrenter Fortbildungsstrukturen
zusammen mit den Lindern

® Steigerung der fortbildungsfachdidaktischen Expertise
der Multiplizierenden

Generierung von
empirisch
fundiertem
Erkldrungs- und

Fortbildungsebene Unterrichtsqualitt
® Steigerung der fachbezogenen Fortbildungsqualitat

inkl. fokussierter Anregungen zur Lehrkrafte-Kooperation Kognitive Aktivierung:

Aktive Lernprozesse anregen

Handlungswisse.. Lehrkréfte-Ebene I
auf jeder Ebene

® Steigerung der Expertise von Lehrkraften
® Etablierung unterstiitzender Bedingungen an Schulen

durch Anregung von Lehrkréfte-Kooperation

Verstehensorientierung: Konzepte,
Strategien und Verfahren grundlegen

Durchgingigkeit:
Langfristiges Lernen ermdglichen

® Steigerung der Unterrichtsqualitat

Lernenden-Orientierung & Adaptivitat:
Lernstinde aufgreifen

® Starkung der mathematischen Bildung von KiTa bis Abitur
(nach Regel- und Mindeststandards der KMK)
® Reduktion sozialer (Start-)Nachteile

Abb. 2: Ziele des Programms QuaMath (aus Prediger et al., 2024)

Kommunikationsfdrderung:
Uber Mathematik sprechen

DOQES

Das Programm zielt auf die Starkung der mathematischen Bildung von der
KiTa bis zum Abitur, dazu arbeiten 10.000 Schulen in acht Kohorten jeweils
zwel Jahre lang schuliibergreifend in Schulnetzwerken und danach
selbstindig weiter. Das DZLM hat dazu gemeinsam mit erfahrenen
Fortbildenden Fortbildungsmaterial entwickelt, konkret drei Basismodule
(fir KiTa, Primarstufe und Sekundarstufe I/I) und 24 Inhalts- und
Vertiefungsmodule entwickelt, erprobt und an 500 Multiplizierende
ausgebracht.

Vier dieser Inhalts-Module beschiftigen sich mit dem Unterricht der
gymnasialen Oberstufe: Differentialrechnung (Modulverantwortliche
Schacht, Barzel, Thurm & Greefrath), Integralrechnung (HuBmann), Lineare
Algebra & Analytische Geometrie (Wessel) und Stochastik (Kempen).
Gerade fiir diese Module ist die Auseinandersetzung mit dem Abitur von
besonderer Bedeutung.

Zum Constructive Alignment versuchen die QuaMath-Fortbildungsmodule
beizutragen, indem sie sich nicht nur an den Bildungsstandards ausrichten,
sondern auch an einem kohédrenten Set von fiinf fachdidaktischen
Unterrichtsqualititsmerkmalen (vgl. Abb. 2 rechts), mit denen die
instruktionspsychologischen Basis-Qualititsdimensionen Kognitive
Aktivierung und fachbezogene Lernendenunterstiitzung (Klieme, 2006)



ausdifferenziert werden (theoretisch und empirisch begriindet in Prediger et
al., 2022).

Gegenseitige Abhiingigkeit von QuaMath und den Abituraufgaben

Was nun hat QuaMath mit dem Abitur zu tun? QuaMath will Lehrkréfte zur
Unterrichtsentwicklung inspirieren und dabei unterstiitzen,
Unterrichtsqualitdt fachdidaktisch substantiell umzusetzen, dies kann im
Idealfall zu besseren Abiturergebnissen beitragen.

Umgekehrt konnen die Abituraufgaben forderlich oder hinderlich fiir die
anzustoBenden Unterrichtsentwicklungsprozesse wirken, je nach genauer
fachdidaktischer Ausgestaltung oder Stirke der Kompromisse mit dem
Status Quo.

An Qualitdtsentwicklungsprojekte wie QuaMath ist aus Perspektive des
Abiturs daher zum Beispiel zu fragen:

Inwiefern gelingt es in den QuaMath-Modulen,

e das Beurteilen von Kompetenzen in den Fortbildungen immer wieder als
wichtige fachdidaktische Aufgabe zu thematisieren?

e datengestiitzt mit typischen Ergebnissen zu arbeiten?

e zentrale inhalts- und prozessbezogene Kompetenzen vertieft zu
thematisieren, bei denen die Abiturpriifungen wiederkehrende
Schwierigkeiten bei Lernenden zeigten?

e Lehrkrifte dabei zu unterstiitzen, ihre Lernenden langfristig moglichst gut
zu fordern, die Abituranforderungen kompetent zu bewiltigen?

An die Ausgestaltung der Abituraufgaben ist aus Perspektive der
Unterrichtsqualitdtsentwicklung (nicht nur in QuaMath) zum Beispiel zu
fragen:

Inwieweit ist die Ausgestaltung der Aufgaben forderlich oder hinderlich bei
der Etablierung folgender Aspekte von Unterrichtsqualitit:

o Kognitive Aktivierung: Die Aufgaben erfassen kognitive Aktivitdten
unterschiedlicher Reichhaltigkeit und sorgen dafiir, dass auch in technisch
einfachen Aufgaben kognitiv anspruchsvolle Aktivititen abgefragt
werden.

o Verstehensorientierung: Fiir Konzepte, Verfahren und Strategien werden
jeweils Verstidndnis der Bedeutungen und Fertigkeiten im routinierten
Umgang abgefragt, in enger Verkniipfung mit prozessbezogenen
Kompetenzen.



o Kommunikationsférderung: Mathematikunterricht soll stets auch zur
Sprachbildung beitragen, daher fragen Abituraufgaben auch rezeptive und
produktive sprachliche Kompetenzen ab, insbesondere Erkldaren von
Bedeutungen, Beschreiben von  Strukturen, Begriinden von
Entscheidungen.

o Durchgdingigkeit: Der langfristige kumulative Zusammenhang von
Konzepten, Verfahren und Strategien wird in den Abituraufgaben sichtbar
gemacht, indem auf durchgéngig relevante Darstellungen explizit Bezug
genommen und fiir Lehrkrifte und Lernende langfristige Beziige sichtbar
gemacht werden.

o Lernendenorientierung und Adaptivitit: Aufgaben bauen Briicken, damit
sich alle Lernende zunichst eindenken und ihre Kompetenzen zeigen
konnen, bevor anspruchsvolle Anforderungen differenzierend
hinzukommen.

Die Beispiele von Kriterien deuten an: Je intensiver die Priifungs- und
Fortbildungsperspektiven zusammen gedacht werden, desto besser gelingt
das Constructive Alignment (Biggs, 1996). Dies macht Austauschforen wie
die Fachtagung Quo Vadis so wertvoll, in denen weitere Fragen und
Verkniipfungen durchdacht werden.
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STANAT, Petra; HERZ, Andreas & SCHICKEL, Marco
Berlin

Landergemeinsame Abituraufgabenpools im Fach
Mathematik: Erreichter Stand und Ausblick aus Sicht des
1QB

Das Institut zur Qualitidtsentwicklung im Bildungswesen (IQB) an der
Humboldt-Universitit zu Berlin iibernimmt als wissenschaftliche
Einrichtung der Lénder zentrale Aufgaben der Qualitdtsentwicklung und
Qualitatssicherung  im  deutschen Schulsystem. Im Bereich der
Sekundarstufe 11 koordiniert das IQB die Entwicklung von Aufgaben fiir die
gemeinsamen Abituraufgabenpools der Liander (,,Poolaufgaben®) und fiihrt
regelméfBig Evaluationen des Einsatzes dieser Aufgaben durch. Im
Folgenden wird fiir das Fach Mathematik zusammengefasst, was in diesem
Vorhaben bislang erreicht wurde, und in einem Ausblick beschrieben,
welche Herausforderungen in Zukunft zu bearbeiten sind.

Erreichte Meilensteine im Bereich Mathematik Sekundarstufe 11

Ein grundlegender Meilenstein, der im Bereich Mathematik Sekundarstufe II
erreicht wurde, ist die Einflihrung von Bildungsstandards fiir die Allgemeine
Hochschulreife (AHR). Die Entwicklung dieser Vorgaben, die definieren,
welche Kompetenzen Schiilerinnen und Schiiler ,,in der Regel“ im Fach
Mathematik entwickelt haben sollen, wenn sie die Schule mit der
Allgemeinen Hochschulreife abschlieBen, wurde vom 1QB koordiniert und
mit Beschluss der Bildungsstandards durch die Kultusministerkonferenz
(KMK) im Jahr 2012 abgeschlossen (KMK, 2012). AnschlieBend waren die
Lander gefordert, die Selbstverpflichtung zur Implementierung der
Vorgaben umzusetzen. Dies erfordert nicht nur entsprechende Anpassungen
von Bildungs- und Lehrplidnen sowie Priifungen, sondern insbesondere auch
die Unterstiitzung von Lehrkriften durch Fortbildungen und Material.

Auch bei den Abituraufgabenpools der Linder handelt es sich um eine
Implementierungsmafinahme, da davon ausgegangen werden kann, dass
Lehrkrifte sich an Anforderungen zentraler Priifungen orientieren und diese
somit auf die Unterrichtsgestaltung wirken (sog. ,,Backwash-Effekt, vgl.
z. B. Kiihn, 2010). Mit der Entwicklung der Abituraufgabenpools werden die
Bildungsstandards lindergemeinsam konkretisiert, was die Vergleichbarkeit
der fachlichen Anforderungen erhdhen, die Qualitit ldnderiibergreifend
sicherstellen und zu einer gemeinsamen Aufgabenkultur fiihren soll.

Um Abituraufgaben zu entwickeln, die in allen Lindern eingesetzt werden
konnen, mussten zusitzlich zu den Bildungsstandards zundchst weitere
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Vereinbarungen getroffen werden. Unter anderem war es erforderlich, sich
auf Operatoren zu einigen, eine Formelsammlung zu erstellen, die
Schiilerinnen und Schiiler in der Priifung verwenden diirfen, und inhaltliche
Konkretisierungen vorzunehmen'. Die Einigungsprozesse hierzu waren
komplex und langwierig, letztlich aber erfolgreich. Auch kénnen jedes Jahr
gemeinsame Priifungstermine gefunden werden, was frither als
ausgeschlossen galt. Die erste Abiturpriifung unter Einsatz von Aufgaben
aus dem landergemeinsamen Abituraufgabenpool fand im Jahr 2017 statt.

Der Prozess der lindergemeinsamen Abituraufgabenerstellung hat sich also
etabliert und entwickelt sich kontinuierlich weiter. Unterstiitzt wird der
Prozess durch die Evaluation der Poolaufgaben, die vier Elemente umfasst?:
Erstens wird jedes Jahr {iberpriift, wie viele Aufgaben aus den Pools von den
einzelnen Léindern zur Nutzung in ihren Priifungen entnommen und
modifikationsfrei eingesetzt wurden. Zweitens wird eine Stichprobe von
Lehrkriften zu  verschiedenen Aspekten der Aufgaben (z. B.
Schwierigkeitsgrad, Dichte, sprachliche Komplexitit) befragt. Drittens
erhalten auch die Mitglieder der Abiturkommissionen der Lédnder die
Moglichkeit, Riickmeldungen zu den Poolaufgaben zu geben. Und viertens
schlieBlich werden die Zusammenhidnge zwischen den Leistungen einer
Stichprobe von Abiturientinnen und Abiturienten in den Priifungen mit ihren
Vorleistungen in der Qualifikationsphase (Klausuren und Halbjahresnote)
analysiert’, wobei bei den Priifungsleistungen die eingesetzten Poolaufgaben
und landeseigenen Aufgaben separat betrachtet werden.

Die Ergebnisse der Evaluationen zeigen, dass die Anzahl der Aufgaben, die
von den Lindern aus den Pools zum Einsatz in thren Abiturpriifungen im
Fach Mathematik entnommen werden, seit dem Priifungsjahr 2017
kontinuierlich angestiegen ist. Die von der KMK vereinbarte
Entnahmequote, wonach in jeder Abiturpriifung die aus dem Pool
entnommenen Aufgaben mindestens 50 Prozent der erreichbaren
Bewertungseinheiten ausmachen sollen, wird in der Regel erreicht. Auch
werden fast keine Modifikationen an den entnommenen Poolaufgaben mehr
vorgenommen.

Die Riickmeldungen der befragten Lehrkriafte und Mitglieder der
Abiturkommissionen der Lander zu den Aufgaben fallen weitgehend positiv

!'vgl. z. B. https://www.igb.hu-
berlin.de/media/documents/M_Inhaltliche Vereinbarungen zur Gestaltung der Aufgaben.pdf
(31.01.2026)

2 https://www.igb.hu-berlin.de/de/schule/sekundarstufe-ii/abituraufgabenpools/#evaluation [31.01.2026]
3 Dieser Teil der Evaluation wird mit wechselndem Ficherschwerpunkt durchgefiihrt. Zuletzt lag der
Schwerpunkt im Priifungsjahr 2024 auf dem Fach Mathematik.
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aus und unterscheiden sich in der Regel nicht signifikant zwischen den
Poolaufgaben und den landeseigenen Aufgaben. Bis zum Priifungsjahr 2023
bildete die ,,Dichte* der Poolaufgaben hierbei eine Ausnahme, die vielfach
kritischer bewertet wurde. Insgesamt wies das Ergebnismuster der
Befragungen darauf hin, dass die Anforderungen der Poolaufgaben, fiir die
dafiir zur Verfiigung stehende Bearbeitungszeit, etwas zu umfangreich
waren. Entsprechend wurde der Umfang der drei Aufgaben im
Priifungsteil B der Abiturpriifungen jeweils um etwa 20 % reduziert, ohne
die zur Verfiigung stehende Arbeitszeit zu verdndern. Die Ergebnisse der
Evaluationen in den Folgejahren weisen darauf hin, dass mit dieser
Mafnahme die angestrebte Wirkung erzielt werden konnte: Die Dichte der
Poolaufgaben wird nunmehr in dhnlichem Maf3e als angemessen beurteilt
wie die Dichte der landeseigenen Aufgaben.

Ausblick

In der Arbeitsgemeinschaft Aufgaben Mathematik, die fiir die Entwicklung
der Poolaufgaben zusténdig ist und vom IQB koordiniert wird, arbeiten hoch
qualifizierte Kolleginnen und Kollegen aus allen 16 Bundesldnder sowie
Vertreterinnen und Vertreter aus den Bereichen Hochschuldidaktik und
Fachwissenschaft zusammen. Die Entwicklung der Poolaufgaben findet
dabei kontinuierlich im Spannungsfeld zwischen ldndergemeinsamen
Standardisierungsbestrebungen auf der einen Seite und Beriicksichtigung
individueller Standpunkte und Traditionen der Lander auf der anderen Seite
statt. Die Mitglieder dieses Gremiums beraten und entscheiden gemeinsam
iber alle Aspekte, die fiir den Prozess der Abituraufgabenentwicklung von
Bedeutung sind. Damit wird nicht nur die Vergleichbarkeit der
Anforderungen der Abiturpriifungen der Linder, sondern auch eine hohe
Aufgabenqualitit gesichert. Dieser Prozess ist mit erheblichem Aufwand
verbunden. Im Sinne eines effizienten Ressourceneinsatzes wire es daher
wiinschenswert, die Entnahmequote der Poolaufgaben noch weiter zu
steigern. Entsprechend sehen die politischen Vorhaben zu einer
Landervereinbarung aus dem Jahr 2020 vor, die Aufgabenpools so
weiterzuentwickeln, dass eine Entnahme von 100 Prozent der Aufgaben
moglich ist*. Es ist davon auszugehen, dass die Entwicklung der
Entnahmequote weiterhin im Rahmen der Evaluation erfasst wird und
zukiinftig auch veroffentlicht werden kann.

Zudem wird aktuell iiber die Aktualisierung der Bildungsstandards der KMK
fiir die Allgemeine Hochschulreife diskutiert, die inzwischen fast 15 Jahre

4 https://www .kmk.org/fileadmin/veroeffentlichungen_beschluesse/2020/2020 10 15-Politische-
Vorhaben-LV.pdf [31.01.2026]
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alt sind. Die Bildungsstandards fiir den Primarbereich und die
Sekundarstufe I wurden bereits tiberarbeitet und in der aktuellen Fassung im
Jahr 2022 verabschiedet. Dabei wurden insbesondere Anforderungen
aufgegriffen, die mit der KMK-Strategie ,,Bildung in der digitalen Welt*
verbunden sind. Im Fach Mathematik beinhaltet dies die Erweiterung des
Kompetenzstrukturmodells durch eine siebte prozessbezogene Kompetenz
mit der Bezeichnung ,,mit Medien mathematisch arbeiten®, die sich auf die
Nutzung analoger und digitaler Medien bezieht. Ferner wurden bei der
Uberarbeitung der Bildungsstandards fiir den Primarbereich und die
Sekundarstufe I die verwendeten Bezeichnungen weiter vereinheitlicht und
darauf geachtet, dass der schrittweise Aufbau der Anforderungen iiber die
Schulstufen sinnvoll abgebildet wird. Diese Weiterentwicklungen miissen
nun auch in den Bildungsstandards fiir die Allgemeine Hochschulreife
aufgegriffen und umgesetzt werden. Zudem sollten so weit wie moglich die
im Rahmen der Entwicklung der Poolaufgaben bereits getroffenen
Vereinbarungen und Konkretisierungen einbezogen werden. Die AGs
Aufgaben der Facher Deutsch, Englisch, Franzosisch und Mathematik
wurden bereits um eine Einschitzung gebeten, inwieweit fiir die
Bildungsstandards fiir die Allgemeine Hochschulreife Uberarbeitungsbedarf
besteht. Fir das Fach Mathematik wurde dabei ein ,unbedingt
erforderlicher Uberarbeitungsbedarf festgestellt. Uber das Vorgehen des
Aktualisierungsprozesses wird derzeit anhand eines vom 1QB vorgelegten
Eckpunktepapiers in den Gremien der Bildungsministerkonferenz (BMK)
beraten.

Die groBte Herausforderung im Fach Mathematik diirfte allerdings weiterhin
darin bestehen, die Bildungsstandards der KMK von der Primarstufe bis zur
Allgemeinen Hochschulreife zu implementieren. So hat der IQB-
Bildungstrend 2024 erneut gezeigt, dass die Bildungsstandards der KMK
von einem hohen Anteil der Schiilerinnen und Schiiler nicht erreicht werden,
wobei sich dieser Anteil zwischen den Landern erheblich unterscheidet
(Sachse & Paul, 2025). In der Gruppe der Neuntkldsslerinnen und
Neuntkléssler, die die Allgemeine Hochschulreife anstreben, wird der
Regelstandard fiir den Mittleren Schulabschluss in Deutschland insgesamt
von 65 Prozent der Schiilerinnen und Schiiler erreicht, bei einer Spannweite
im Vergleich der Léander von 43 bis 87 Prozent. Diese erheblichen
Unterschiede diirften bis zum Abschluss der Sekundarstufe II kaum
auszugleichen sein. Um das Ziel einer hoheren Vergleichbarkeit der
Schulabschliisse zu erreichen, ist es daher erforderlich, den Unterricht und
Forderung in allen Schuletappen weiter zu verbessern und auf das Erreichen
der Bildungsstandards auszurichten. Hierfiir konnten solche Programme wie
QuaMath wichtige Beitrdge leisten.
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Das Fach Mathematik in der gymnasialen Oberstufe: Ziele,
empirische Befunde und Perspektiven

Die Trias der Bildungsziele

Die fachiibergreifenden Bildungsziele der gymnasialen Oberstufe werden
von der Kultusministerkonferenz (KMK) seit Jahrzehnten durch eine Trias
beschrieben: die Vermittlung einer vertieften Allgemeinbildung, einer
allgemeinen Studierfdhigkeit sowie einer wissenschaftspropédeutischen
Bildung (KMK, 2023; Rolfes et al., 2022). Auch aus mathematikdidaktischer
Perspektive erscheint diese Trias anschlussfdhig, da sie eine zu starke
Verengung des Blicks auf den Mathematikunterricht vermeidet. Sie macht
deutlich, dass die Bildungsziele auf den Mathematikunterricht in einem
umfassenderen Sinne verstanden werden miissen als es ein reiner Fokus auf
eine fachspezifische Studierfahigkeit erlauben wiirde.

Die Grunderfahrungen nach Winter als normativer Rahmen

Zur Konkretisierung des fachspezifischen Beitrags der Mathematik zur
Allgemeinbildung haben sich in der deutschsprachigen Mathematikdidaktik
die drei ,,Grunderfahrungen“ (Winter, 1996) etabliert. Die erste dieser
Grunderfahrungen betrifft die Fahigkeit, Erscheinungen der Welt in
spezifisch mathematischer Weise wahrzunehmen und zu verstehen. Dabei
steht insbesondere die Anwendung mathematischer Mittel zur Bearbeitung
realititsbezogener Probleme, etwa 1im Rahmen mathematischer
Modellierungsprozesse, im Vordergrund.

Die zweite Grunderfahrung betont, dass Mathematik auch jenseits
realititsbezogener Kontexte einen eigenstindigen allgemeinbildenden Wert
besitzt. Lernende sollen Mathematik ,,als eine deduktiv geordnete Welt
eigener Art kennenlernen und begreifen (Winter, 1996, S.35). Kritisch
anzumerken ist jedoch, dass in der Unterrichtspraxis der Fokus hdufig auf
die Aneignung von Verfahrenstechniken verengt wird, wodurch die
Erfahrung von Mathematik als formales und logisch in sich geschlossenes
System in den Hintergrund gerit. Ein zeitgemaBer Mathematikunterricht in
der gymnasialen Oberstufe sollte daher sicherstellen, dass diese
Grunderfahrung nicht lediglich ein theoretisches Postulat bleibt, sondern
durch geeignete Aufgabenformate und Lerngelegenheiten tatsdchlich
erfahrbar wird. Die dritte Grunderfahrung, der zufolge der
Mathematikunterricht eine Problemlésekompetenz fordern soll, die iiber die
Mathematik und seine lebensweltliche Anwendung hinausreicht, muss aus

DOI: 10.17185/duepublico/86710

Dieses Werk ist lizenziert unter einer Creative Commons 16
BY

Namensnennung 4.0 International Lizenz.


https://doi.org/10.17185/duepublico/86710
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Sicht des Autors auf Grund der bescheidenen empirischen Ergebnisse zu
doméneniibergreifenden Transfereffekten (vgl. Bialik & Kabback, 2014)
jedoch eher als Wunschbild denn als realistisches Unterrichtsziel verstanden
werden. Gleichwohl sollte doméanenspezifisches, also mathematikbezogenes
Problemldsen zentraler Gegenstand des Mathematikunterrichts sein. Dieses
kann aber unter die ersten beiden Grunderfahrungen gefasst werden.

Kompetenzorientierung

International haben Kompetenzmodelle (u. a. das ddanische KOM-Projekt,
Niss & Hgjgaard, 2019) an Bedeutung gewonnen, die mathematische
Kompetenz nicht ausschlieBlich iiber die fachbezogenen Inhalte definieren.
Stattdessen riicken auch die Tatigkeiten, die Individuen im Umgang mit
Mathematik ausfiihren (z. B. reasoning, modelling) verstirkt in den Fokus.
Die unterschiedlichen mathematischen Arbeitstitigkeiten haben in
Deutschland in den Bildungsstandards in Form der prozessbezogenen
Kompetenzen Eingang gefunden.

Beziiglich der inhaltsbezogenen Kompetenzen fokussiert sich der
Mathematikunterricht in Deutschland in der gymnasialen Oberstufe
traditionell auf die Einfiihrung und Vertiefung neuer Begriffe und Verfahren
innerhalb der drei zentralen Sachgebiete Analysis, Analytische Geometrie
bzw. Lineare Algebra sowie Stochastik. International zeigen sich
diesbeziiglich jedoch deutliche Unterschiede, die stark von der jeweiligen
Zielsetzung und Ausrichtung des Bildungsgangs abhidngen. So wird
international auch in der Sekundarstufe II in einigen Lindern, wie z. B. in
den Niederlanden (Kop, 2022), in Norwegen (Borge et al., 2022) oder in
Ungarn  (Ambrus et al., 2022) noch eine Vertiefung der
elementarmathematischen Inhalte unterrichtet, wahrend dieses in
Deutschland (bisher) eher eine untergeordnete Rolle einnimmt.

Empirische Ergebnisse zu den Schiilerleistungen

Ein hiufig gedullertes Narrativ in der Bildungsdebatte ist, dass das
Leistungsniveau insbesondere in der Mathematik iiber die Jahrzehnte
kontinuierlich gesunken sei. Eine genauere empirische Betrachtung dieser
These zeigt jedoch ein differenzierteres Bild. So verglichen Rolfes et al.
(2023) in einer Sekundéranalyse die Leistungen von Abiturientinnen und
Abiturienten in der First International Mathematics Study (FIMS; Husén,
1967; Schultze & Riemenschneider, 1967) aus dem Jahr 1964 mit der Third
International Mathematics and Science Study (TIMSS, Baumert et al., 2000)
von 1996. Entgegen der verbreiteten Annahme des kontinuierlichen
Leistungsabfalls konnten trotz einer deutlichen Zunahme der
Abiturientenquote von 8% im Jahre 1964 auf 25% im Jahre 1996 keine
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signifikanten Leistungsunterschiede zwischen diesen beiden Stichproben
festgestellt werden. Auch eine Sekundédranalyse von zahlreichen
Schulleistungsstudien von 1996 bis 2012 deutete nicht auf einen
systematischen negativen Trend in der Leistungsentwicklung hin (Rolfes et
al., 2021).

Allerdings sind auch mit dem Ausbleiben eines negativen Trends die
Ergebnisse in den Mathematikleistungen nicht zufriedenstellend. So
offenbarte bereits die TIMSS-Studie 1996 eklatante Defizite: In der
voruniversitiren Mathematik, die gerade fiir die Aufnahme eines
mathematikhaltigen Studiengangs hohe Relevanz besitzt, erreichte nur rund
jeder Dritte Mindestniveau geméall eines damals von Klieme (2000)
entwickelten Kompetenzstufenmodells. Eine Replikationsanalyse, in der die
Itemschwierigkeiten der TIMSS-Daten ausschliefSlich anhand der deutschen
Stichprobe ermittelt wurden, bestitigte die oben genannten Ergebnisse der
internationalen Itemskalierung (Rolfes & Heinze, 2022). Diese Befunde
legen nahe, dass bis zum Jahr 2012 das Problem weniger in einem zeitlichen
Verfall der Leistungen lag, sondern darin, dass der Mathematikunterricht in
der gymnasialen Oberstufe iiber Jahrzehnte seine postulierten Bildungsziele
nicht erreichte.

Aktuelle Herausforderungen und die ,,Corona-Liicke*

Die problematische Situation beziiglich der Mathematikleistungen der
Abiturientinnen und Abiturienten scheint sich im letzten Jahrzehnt unter
anderem durch die Auswirkungen der Corona-Pandemie verschirft zu
haben. Auch wenn die Datenlage zu den aktuellen Leistungen der
Abiturientinnen und Abiturienten defizitér ist, so lassen Ergebnisse aus der
Sekundarstufe I und aus der Studieneingangsphase vermuten, dass in den
letzten 10 bis 15 Jahren in der Tat ein negativer Trend bei den
Mathematikleistungen erfolgte. So zeigten PISA-Ergebnisse von 2022
(Lewalter et al., 2023) und der IQB-Bildungstrend von 2024 (Stanat et al.,
2025) in der Sekundarstufel einen deutlichen Riickgang der
Mathematikleistungen, der in etwa dem Lernzuwachs eines halben bis zu
einem Schuljahr entspricht. Auch Untersuchungen von einem
Mathematikvorkurs an einer Universitidt in NRW zeigten einen deutlichen
Riickgang der mathematischen Lernvoraussetzungen bei
Studienanfiangerinnen und -anfingern (Biichter et al., 2024). Wihrend die
durchschnittlichen Losungsraten in einem identischen Eingangstest in den
Jahren 2017 bis 2019 noch stabil im Bereich von etwa 50 Prozent lagen,
sanken sie im Jahr 2023 auf rund 35 Prozent ab. Gleichwohl muss natiirlich
limitierend festgestellt werden, dass diese Ergebnisse von einem
Hochschulstandort eventuell nur eingeschrinkt verallgemeinerbar sind.
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Besonders kritisch ist dabei, dass diese Defizite nicht nur komplexere Inhalte
der Oberstufe betreffen, sondern bereits bei elementaren Inhalten der
Sekundarstufe I beginnen, wie empirische Ergebnisse aus der
Studieneingangsphase von mehreren Hochschulen zeigen (Wosch et al.,
2025). Bei einer defizienten Grundlage in der elementaren Arithmetik und
Algebra fehlt jedoch die Basis fiir ein erfolgreiches Weiterlernen in der
Oberstufenmathematik. Dadurch besteht die Gefahr, dass das Verstiandnis
der Oberstufenmathematik auf einem rudimentdren Niveau verbleibt und
lediglich unreflektiert Verfahrensablaufe gelernt werden, ohne dafiir ein
grundlegendes Verstindnis der Begriffe und Verfahren zu entwickeln.

Curriculare Konsequenzen

Die Befunde, dass eine Mehrheit der Abiturientinnen und Abiturienten mit
Mathematikfdhigkeiten die Oberstufe verlassen, die deutlich unterhalb der
curricular  angestrebten Ziele liegen, erzwingen eine Kkritische
Auseinandersetzung mit den curricularen Strukturen der gymnasialen
Oberstufe. Ein zentrales Problem erscheint dabei die durchaus beachtliche
Menge an Begriffen und Verfahren, die bis zum Abitur bewiéltigt werden
sollen. Es steht zu befiirchten, dass im Mathematikunterricht die Lehr-Lern-
Prozesse zu oberflachlich bleiben und ein zu starker Fokus auf das Einiiben
von Kalkiilen liegt, um die Anforderungen der Priifungen zu erfiillen.

Ein wesentlicher Reformansatz bestiinde darin, die mathematischen
Basiskompetenzen nicht nur in der Sekundarstufe I, sondern auch in der
gymnasialen Oberstufe in den Blick zu nehmen. So sehen
Hochschuldozierende vor allem die Beherrschung von mathematische
Basiskompetenzen als zentrale Lernvoraussetzungen fiir mathematikhaltige
Studiengiinge an (Neumann et al., 2022). Insbesondere die elementare
Algebra, die als Sprache der Mathematik das Fundament fiir fortgeschrittene
mathematische Inhalte bildet, wird in der aktuellen Praxis oft als bekannt
vorausgesetzt, obwohl sie bei vielen Lernenden nicht stabil verankert ist. Um
den notwendigen Raum fiir eine Vertiefung der elementar-algebraischen
Grundlagen zu Termen, Gleichungen und Funktionen zu schaffen, miisste
wahrscheinlich eine starkere Fokussierung auf zentrale Begriffe und
Verfahren der Oberstufenmathematik erfolgen.

Dartiber hinaus stellt sich die Frage nach einer stirkeren Zieldifferenzierung
innerhalb der Oberstufe. Zwar ermoglichen Leistungs- und Grundkurse
unterschiedliche Schwerpunktsetzungen, allerdings wird bereits seit
Jahrzehnten kritisiert, dass die Grundkurse kein eigenstindiges Konzept
aufwiesen (Heymann, 1996; Kultusministerkonferenz, 1995). Angesichts
der heterogenen Schiilerschaft und der unterschiedlichen angestrebten
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Bildungswege nach dem Abitur sollte diskutiert werden, ob ein einheitliches
Curriculum allen Lernenden gerecht werden kann. Ein stirker zieldifferenter
Unterricht beispielsweise zwischen Kursen, die primér auf eine breite
mathematische Grundbildung abzielen, und Kursen mit einem explizit
wissenschaftspropdadeutischen  Fokus mit einer Ausrichtung auf
mathematikintensive Studiengidnge, konnte helfen, die individuellen
Lernbedarfe besser zu adressieren, ohne den Anspruch der Trias aufzugeben.

Evidenzbasierte Unterrichtsentwicklung

Jenseits curricularer Reformen riickt die Qualitit des Unterrichts selbst als
entscheidender Faktor fiir den Lernerfolg in den Fokus. Die empirische
Bildungsforschung hebt hierbei insbesondere die kognitive Aktivierung
(Praetorius et al., 2024) hervor. Mathematikunterricht darf sich nicht in der
Einiibung von mathematischen Verfahren erschopfen, sondern muss die
Lernenden dazu herausfordern, eigene Losungswege zu entwickeln,
mathematische Argumentationen aufzubauen und Zusammenhinge
zwischen verschiedenen Représentationsebenen herzustellen.

Ein weiterer Hebel zur Steigerung der Unterrichtseffektivitdt konnte neben
der Bertiicksichtigung von fachdidaktischen Erkenntnissen in der stirkeren
Beriicksichtigung lernpsychologischer Erkenntnisse liegen. Wahrend in der
aktuellen Praxis Themenblocke wie Analysis, Geometrie oder Stochastik
hiufig oft massiert iiber ein gesamtes Halbjahr unterrichtet werden, sprechen
vielfach replizierte empirische Befunde (z. B. Hopkins et al., 2016) eindeutig
fiir eine zeitliche Verteilung der Lerninhalte in Form verteilten Lernens
(spaced practice). Eine spiralformige Anordnung des Curriculums, bei der
alle drei Inhaltsbereiche in jedem Halbjahr der Oberstufe priasent sind,
konnte moglicherweise zu einer hdheren Nachhaltigkeit des Gelernten
fiihren.

Erginzend hierzu scheint das formative Assessment im Oberstufenunterricht
noch ausbaufdahig. Wie Metaanalysen belegen (Hattie, 2023), gehort
hochwertiges Feedback zu den -einflussreichsten Faktoren fiir den
schulischen Erfolg. Fiir den Mathematikunterricht bedeutet dies, dass
Lehrkrifte tiber Diagnoseinstrumente verfiigen sollten, um Lernstinde
identifizieren und FordermaBnahmen individuell unterstiitzen und
zielgerichtet begleiten zu konnen. Die Bereitstellung solcher Instrumente
und die Schulung der Lehrkréfte in deren Anwendung sollten wesentliche
Aufgaben einer modernen Lehrerbildung und Schulentwicklung darstellen.
Fir die Entwicklung dieser Instrumente und FordermaBnahmen ist
mathematikdidaktische = Expertise unabdingbar, wie bereits eine
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wissenschaftliche Expertise feststellte (Bundesministerium fiir Bildung und
Forschung, 2003).

Die oben genannten Beispiele sind nur exemplarische Ideen, in welcher
Weise eine evidenzbasierte Unterrichtsentwicklung in der gymnasialen
Oberstufe  erfolgen  konnte.  Wichtig  wire  hierbei,  dass
Verdnderungsmalnahmen und Pilotversuche griindlich evaluiert werden.
Erst eine klare Zielsetzung und eine kritische Bestandsaufnahme, in welcher
Weise die gesetzten Ziele einer UnterrichtsentwicklungsmaBBnahme auch
erreicht werden, ldsst eine Erhohung der Wirksamkeit des
Mathematikunterrichts in der gymnasialen Oberstufe erhoffen.

Der Backwash-Effekt der Abiturpriifung

Zentrale Priifungen haben einen Einfluss auf die Gestaltung des
vorangehenden Unterrichts (sogenannter Backwash-Effekt). Wenn
beispielsweise  Priifungsaufgaben primdar die Anwendung von
Standardverfahren in vertrauten Kontexten abfragen, wird auch der
Unterricht tendenziell darauf ausgerichtet sein, diese Verfahren mechanisch
einzuiiben. Umgekehrt bote eine zentrale Abiturpriifung die Chance, um
gewlinschte prozessbezogene Kompetenzen wie das Argumentieren oder
Modellieren starker im Unterricht zu verankern.

Eine Studie zu den Abitur-Aufgaben des Instituts zur Qualititsentwicklung
im Bildungswesen (IQB) zeigte jedoch, dass die Integration der
prozessbezogenen Kompetenzen in den Abitur-Aufgabenpool noch
ausbaufédhig ist (Frenken et al., 2024). Insbesondere die Integration der
Kompetenz, mathematisch mit digitalen Medien zu arbeiten, stellt aus Sicht
des Autors des vorliegenden Buchbeitrags eine gro3e Herausforderung dar.
Die zunehmende Digitalisierung der Arbeits- und Wissenschaftswelt
verlangt, dass diese Kompetenz auch in Abiturpriifungen abgebildet wird.
Wenig hilfreich ist hierfir allerdings eine Verengung auf -einen
ausschlieBlich fiir die Abiturpriifung entwickelten Taschenrechner wie es ab
dem Priifungsjahr 2030 geplant ist (Kultusministerkonferenz, 2025).
Stattdessen konnte ein Teil der Abiturpriifung mit Computerunterstiitzung
erfolgen, sodass  unterschiedliche  digitale = Werkzeuge (z. B.
Computeralgebrasysteme, dynamische Geometriesoftware,
Tabellenkalkulation) im Abitur zum Einsatz kommen kénnen. Ein solches
computergestiitztes Priifungsformat wird beispielsweise bereits an
Hochschulen erfolgreich umgesetzt. AuBlerdem ermoglicht dieses
Priifungsformat die zeitnahe Integration von in den kommenden Jahren neu
aufkommenden digitalen Werkzeugen.
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Gleichzeitig muss jedoch kritisch reflektiert werden, wie viel Zentralisierung
zielfiihrend ist. Um eine zu starke Einengung auf Teaching to the Test zu
vermeiden und das Autonomieerleben der Lehrkrifte zu starken, konnte eine
Kombination aus zentralen Elementen zur Sicherung bundesweiter
Vergleichbarkeit und dezentralen Anteilen zur Beriicksichtigung
spezifischer Unterrichtsschwerpunkte der Schule oder der unterrichtenden
Lehrkraft eine sinnvolle Balance darstellen.

Ausblick: Wege zu einem zukunftsfihigen Mathematikunterricht

Die vorangegangenen Analysen verdeutlichen, dass das Fach Mathematik in
der gymnasialen Oberstufe einer kritischen Reflexion unterzogen werden
sollte. Die Diskrepanz zwischen den hochgesteckten bildungspolitischen
Zielen — der Trias aus vertiefter Allgemeinbildung, allgemeiner
Studierfahigkeit und Wissenschaftspropddeutik — und der empirisch
fassbaren Realitit der Schiilerleistungen kann als eklatant bezeichnet werden
und sollte stirker in den Fokus der Unterrichtsentwicklung riicken. Die
aktuell wahrgenommenen Probleme sind nicht allein auf die Corona-
Pandemie zuriickzufiihren, wenngleich sie die Problemlage noch einmal
verschirft zu haben scheint. Vielmehr handelt es sich um strukturelle
Herausforderungen, die sowohl die curriculare Gestaltung als auch die
Qualitit der Lehr-Lern-Prozesse und die Priifungskultur betreffen.

Wie die aufgefiihrten empirischen Ergebnisse zu den mathematischen
Féahigkeiten von Abiturientinnen und Abiturienten nahelegen, verldsst ein
nicht unerheblicher Teil der Schiilerschaft die gymnasiale Oberstufe, ohne
iiber jene mathematischen Basiskompetenzen zu verfiigen, die fiir ein
erfolgreiches Studium oder eine souverdne Teilhabe an der Gesellschaft
erforderlich wéren. Besonders besorgniserregend ist dabei die Erkenntnis,
dass Defizite in den elementaren Basiskompetenzen (z. B. elementare
Algebra) oft ein zentrales Hindernis fiir den Erwerb fortgeschrittenerer
Inhalte in der gymnasialen Oberstufe und sogar spater in einem
mathematikhaltigen Studium darstellen.

Eine Verbesserung der Situation konnte durch eine engere Verzahnung von
Bildungspolitik, mathematikdidaktischer Forschung und schulpraktischer
Umsetzung gelingen. Die hier prisentierten Befunde und Perspektiven
verstehen sich als Plddoyer fiir eine mutige Weiterentwicklung des Fachs,
die den Anspruch der Studierfahigkeit ernst nimmt, ohne den
anwendungsorientierten Wert der Mathematik im Sinne einer vertieften
Allgemeinbildung zu vernachlédssigen. Nur wenn diese beiden Perspektiven
in Balance gebracht werden, kann es gelingen, dass der
Mathematikunterricht in der gymnasialen Oberstufe seinem Auftrag als
Vorbereitung auf Wissenschaft und Gesellschaft gerecht wird.
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Gute Abituraufgaben in Mathematik: gestern, heute, morgen

Abstract

Der Beitrag diskutiert die zentrale Rolle von Abituraufgaben im Fach
Mathematik, die sowohl der Leistungsiiberpriifung als auch der Steuerung
von Unterrichtsprozessen dienen. Ausgehend von einem Riickblick auf die
Harmonisierungsbemiihungen seit der Fachtagung 2016 in Dresden wird die
Entwicklung von der Vielfalt hin zur Etablierung des bundesweiten 1QB-
Aufgabenpools  nachgezeichnet. Trotz  erfolgreicher  struktureller
Vereinheitlichung identifiziert der Beitrag eine Diskrepanz zwischen
fachdidaktischem Anspruch und aktueller Prifungswirklichkeit. Empirische
Befunde weisen auf ein oft zu geringes Aktivierungspotenzial der Aufgaben
hin, die prozessbezogene Kompetenzen wie Modellieren und Argumentieren
noch unzureichend adressieren. Die aktuelle Debatte um die Zertifizierung
digitaler Hilfsmittel (WTR vs. CAS) wird kritisch beleuchtet, insbesondere
im Hinblick auf die Forderungen der Bildungsstandards. Sprachliche
Komplexitit bleibt eine zentrale Herausforderung. Unter Riickgriff auf das
Konzept des Constructive Alignment wird dargelegt, wie qualitativ
hochwertige Priifungsformate die Unterrichtskultur positiv transformieren
konnen. Der Ausblick betont die Notwendigkeit einer engen Verzahnung
von Priifungsentwicklung und Lehrkrifteprofessionalisierung, um
nachhaltige mathematische Bildung fiir die Zukunft zu sichern.

Einleitung

Abituraufgaben im Fach Mathematik haben eine doppelte Funktion: Sie
dienen der Leistungsiiberpriifung am Ende der Schullautbahn und
beeinflussen gleichzeitig den Unterricht in der Sekundarstufe II. Insofern
sind sie nicht nur Priifungsinstrumente, sondern auch Steuerungsinstrumente
der Bildungsprozesse (Hoffmann et al., 2022). Die Frage, was ,gute
Abituraufgaben* ausmacht, ist daher von hoher Relevanz fiir
Unterrichtspraxis, Wissenschaft und Bildungspolitik. Die Diskussion und
die Optimierung von Abiturpriifungsaufgaben ist eine gemeinsame Aufgabe
von Unterrichtspraxis, Wissenschaft und Bildungssteuerung.

Riickblick auf ,,Gestern*: Von Vielfalt zu Vereinheitlichung

Die Diskussion iiber die Qualitidt und Vergleichbarkeit von Abituraufgaben
ist nicht neu (Schiemann, 2015). Bereits 2015 zeigten sich Unstimmigkeiten
im Rahmen des sogenannten ,,Abitur-Chaos®, pointiert dargestellt in
medialer Kritik (z. B.: Extra 3, NDR, 17. Juni 2015). Auf der Fachtagung
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zum Mathematikabitur 2016 in Dresden (Séchsisches Staatsministerium fiir
Kultus, 2017) wurden viele Abstimmungsbedarfe benannt und konkretisiert.

Blickt man hier zuriick, ist es aus heutiger Sicht erfreulich, dass viele
Probleme und offene Fragen, die sich 2016 gestellt haben, geldst sind. So
wurde ein bundesweiter Aufgabenpool am 1QB etabliert und ist der Prozess
der Vereinheitlichung der Strukturen und Rahmenbedingungen weit
gediehen. Es wurden Abstimmungen getroffen zu: Bewertungseinheiten,
Arbeitszeitanteilen und der gewichteten Beriicksichtigung der Sachgebiete.

Auf der Fachtagung in Dresden 2016 wurde viel diskutiert und von
Forschungsseite empfohlen und es wurde ein ausgewogenes Verhéltnis
zwischen hilfsmittelfreien und hilfsmittelgestiitzten Priifungsteilen erreicht.
Dabei wurde auch fiir die hilfsmittelfreien Anteile nicht nur das Uberpriifen
von Wissen und Fertigkeiten gefordert, sondern ebenso der Nachweis des
Verstdndnisses mathematischer Zusammenhédnge. Dies wurde sehr gut
umgesetzt, die Aufgaben im hilfsmittelfreien Teil gehen weit liber alleinige
prozeduralen Anforderungen hinaus und werden von Wissenschaft und
Unterrichtspraxis als modellhaft wahrgenommen.

Als selbstverstandlich und im Einklang mit fachdidaktischen Empfehlungen
wurde 2016 auch der Einsatz digitaler Mathematikwerkzeuge in der
Oberstufe und damit auch im Abitur betont. Zu diesen digitalen
Mathematikwerkzeugen gehodren dynamische Geometriesysteme (DGS),
Tabellenkalkulation  (TK),  Statistiktools, = Funktionenplotter = und
Computeralgebrasysteme (CAS) (vgl. z. B. Greefrath et al., 2024). Damit
sollte auch die eindeutige Forderung der Bildungsstandards fiir die
Allgemeine Hochschulreife (KMK, 2012, S. 13) umgesetzt werden: ,,Einer
durchgéngigen Verwendung digitaler Mathematikwerkzeuge im Unterricht
folgt dann auch deren Einsatz in der Priifung.” Hierzu passt nicht die
Entscheidung, dass aktuell Abiturpriifungsaufgaben nicht nur in der Variante
CAS (Computeralgebrasystem) angeboten werden, sondern auch in der
Variante WTR (Wissenschaftlicher Taschenrechner), die das in den
Bildungsstandards beschriebene Potenzial digitaler Werkzeuge nicht
iiberpriifen kann (KMK, 2012). Dariiber hinaus dient dieses Parallelangebot
nicht dem Ziel der Vereinheitlichung der Abiturbedingungen. Aus
wissenschaftlicher Perspektive ist nicht nachvollziehbar, dass der
wissenschaftliche Taschenrechner (WTR) als digitales Hilfsmittel
bezeichnet wird. Ein WTR, der nur einfache Rechenoperationen verkiirzt,
zahlt in der fachdidaktischen Literatur nicht zu den digitalen
Mathematikwerkzeugen (Barzel & Greefrath, 2015; Barzel & Klinger,
2022).
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Mit der grundlegenden Orientierung an den Bildungsstandards fiir die
Allgemeine Hochschulreife (KMK, 2012) wurde in Dresden eine
systematische Einbeziehung von Anwendungsaufgaben gefordert. Die
Priifungen sollen sowohl innermathematische Fragestellungen als auch
Anwendungsaufgaben beinhalten und zudem ausgewdhlte Inhalte der
Sekundarstufe I ~ beriicksichtigen, = um  Anschlussfdhigkeit  und
Durchgingigkeit zu sichern. Auch wenn dies in den Folgejahren stirker
beriicksichtigt wurde, =zeigt hier die aktuelle Forschung noch
Entwicklungsbedarf fiir die Zukunft (Frenken et al., 2024).

Die entwickelten Abituraufgaben standen lange in der 6ffentlichen Kritik.
Lehrkriafte und Lernende iibten Kritik an der zeitlichen Machbarkeit der
Priifungen, da sie erlebten, dass die Aufgaben in der vorgesehenen
Priifungszeit auch von leistungsstarken Lernenden kaum zu bewiltigen sind.
Dieses Problem fiihrte auch noch in vielen Folgejahren nach 2016 zu heftiger
medialer Kritik nach den zentralen Abiturterminen. Seit 2024 ist diese Kritik
zuriickgegangen und die Abituraufgaben erfiillen die Forderung, zeitlich
bewaltigbar und nicht iiberladen zu sein.

Ein Blick auf ,,heute*: Anspruch und Wirklichkeit

Analysen zeigen, dass Abituraufgaben hiufig ein geringes kognitives
Aktivierungspotenzial aufweisen. Frenken et al. (2024) belegen, dass
Aufgaben in den Bereichen Problemlosen, Modellieren, Argumentieren und
Kommunizieren zu selten anspruchsvolle Denkprozesse erfordern. Dabei
spielt das kognitive Potenzial von Abituraufgaben mit Blick auf den Einfluss
fir die Lernprozesse im Unterricht eine zentrale Rolle. Gerade solche
Aufgaben, die iiber reine Rechenroutinen hinausgehen und hohere
Denkprozesse initiieren, fordern kognitive Aktivierung, die als zentrale
Basisdimension wirksamer Lernprozesse gilt (Klieme, 2018; Reusser et al.,
2021). Solch kognitiv aktivierende Aufgabenformate in der Priifung konnen
im Sinne eines Backwash-Effekts (s. u.) Signalwirkung fiir den Unterricht
haben.

Neben der kognitiven Dimension ist auch die sprachliche Gestaltung
bedeutsam. Ebel, Schroeder und Halverscheid (2025) analysieren die
sprachliche Komplexitdt von Abituraufgaben zwischen 2017 und 2023 und
zeigen Unterschiede zwischen Sachgebieten: Wéhrend Analysis-Aufgaben
starker symbolisch geprigt sind, weisen stochastische Aufgaben eine hohere
alltagssprachliche Einbettung, aber auch komplexere Satzstrukturen auf.

Die Evaluation der Aufgabenpools zeigte deutliche Unterschiede zwischen
Poolaufgaben und landeseigenen Aufgaben. Auch hier spielt das Sachgebiet
Stochastik eine wichtige Rolle, da hier die Unterschiede am auffélligsten
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sind (Hoffmann, Schroter & Stanat, 2022). Gleichzeitig besteht eine
erhebliche Liicke zwischen den mathematischen Kompetenzen von

Erstsemesterstudierenden und den Erwartungen der Hochschullehrenden
(Derr et al., 2021).

Die Entwicklung der Frage nach den fiir das Abitur zugelassenen Medien
beschiftigt aktuell die Beteiligten in Bildungsadministration, Wissenschaft
und Schulpraxis. Es lduft ein Zertifizierungsprozess der KMK zu den
Produkten beit WTR und MMS (Modulares Mathematiksystem) mit dem Ziel
der Vereinheitlichung, giiltig ab dem Abitur im Jahr 2030. Dieses redliche
Ziel fihrt leider aktuell zu einer kiinstlichen Reduktion der Funktionalitdten
der digitalen Hilfsmittel, so dass von einer Passung zu den in den
Bildungsstandards (KMK, 2012) beschriebenen Potenzialen digitaler
Mathematikwerkzeuge nicht mehr die Rede sein kann. Dieser Prozess 16st
grofle Kritik, Diskussionen und Verunsicherung aus (z. B. Stellungnahme
der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik GDM, 2025).

Der Ausblick auf ,,Morgen*: Perspektiven und Entwicklungsbedarfe
Bildungsstandards und Kompetenzen

Die zukiinftige Gestaltung von Abituraufgaben in Mathematik ist eng mit
der Frage verbunden, welche Rolle schulische Priifungen im Kontext einer
kompetenzorientierten Bildung einnehmen sollen. Aus
mathematikdidaktischer Perspektive wird zunehmend betont, dass
Priifungsaufgaben im Sinne der Bildungsstandards nicht nur die
Reproduktion von Routinen erfassen diirfen, sondern vielmehr
Lerngelegenheiten bereitstellen miissen, die zur Verstehensorientierung und
kognitiven = Aktivierung  beitragen. = Komplexe und  vernetzte
Problemstellungen ermdglichen es, mathematische Inhalte in sinnstiftenden
Zusammenhdngen zu bearbeiten und verschiedene Darstellungs- und
Argumentationsformen produktiv miteinander zu verkniipfen.

Dariiber hinaus ist die Forderung prozessbezogener Kompetenzen zentral
(KMK, 2012). Trotz der bestehenden positiven Entwicklungen zu
gehaltvollen Abituraufgaben, bleibt die Gefahr bestehen, dass zu stark auf
Rechenfertigkeiten und das Beherrschen standardisierter Verfahren
fokussiert wird. Gerade stirker prozessbezogene Kompetenzen wie
Modellieren, Argumentieren und Kommunizieren werden in aktuellen
Abituraufgaben noch zu wenig beriicksichtigt (Frenken et al., 2024). Von
daher ist ein Paradigmenwechsel notig, der im Einklang mit nationalen
Bildungsstandards und internationalen Vergleichsstudien steht, die ein
breiteres Verstindnis mathematischer Kompetenz betonen.
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Hier konnen Ideen leitend sein, wie sie Kury und Leuders (2021) fiir das
Problemlosen mit offeneren Aufgabenformaten an vielen Beispielen
theoretischen Leitlinien vorstellen. Fiir das Modellieren wird die hohe
Relevanz der Einbindung authentischer Anwendungskontexte betont (Sube
et al., 2020). Aufgaben, die gesellschaftlich bedeutsame Themen wie
Klimawandel, Datenanalyse oder Okonomische Entscheidungsprozesse
adressieren, tragen zu einer gesteigerten Relevanzwahrnehmung von
Mathematik bei und konnen die Motivation der Lernenden erhohen
(Kdmmerer, 2025). In der mathematikdidaktischen Forschung wird dies mit
dem Anspruch verkniipft, Mathematikunterricht und damit auch die
Priifungen anwendungs- und lebensweltorientiert auszurichten, ohne den
fachlichen Anspruch zu reduzieren. Dabei konnten auch einzelne Schritte
des Modellierens (z. B. Validieren) gezielt in Aufgaben gepriift werden
(Greefrath et al., 2017), wobei sich das Einbeziehen fiir Abituraufgaben
bislang ungewohnter Aufgabenformate wie Multiple Choice, offene
Aufgaben, Aufsitze oder Liickentexte anbietet. Dadurch konnen neue Wege
eroffnet werden, auch komplexere Kompetenzen gezielt zu priifen.

Constructive Alignment

Bei allen aktuellen und zukiinftigen Entwicklungen ist es wichtig, den
Einfluss von Priifungen auf den Unterricht zu bedenken. Dieser sogenannte
Backwash-Effekt stellt dabei ein ambivalentes Phinomen dar: Er birgt das
Potenzial, Unterricht qualitativ zu bereichern und starker auf Kompetenzen
auszurichten, kann jedoch ebenso zu einer einseitigen Verengung auf
prifungsrelevante Routinen fiihren. Umso wichtiger ist es, dass die
Aufgabenformate der Priifungen sich in Vielfalt an den Bildungsstandards
orientieren. Fiir den Backwash-Effekt lassen sich zwei grundlegende
Ausprdagungen unterscheiden (Prodromou, 1995; Sabio et al., 2015): Ein
direkter Backwash-Effekt zeigt sich, wenn Lehrkréfte ihre unterrichtliche
Aufgabenkultur eng an den in zentralen Priifungen verwendeten Formaten
orientieren. In diesem Fall prigen Priifungsaufgaben unmittelbar die
Unterrichtsgestaltung, indem bestimmte Themen, Losungswege oder
Aufgabentypen in besonderem Malle in den Mittelpunkt riicken.
Demgegentiber liegt ein indirekter Backwash-Effekt vor, wenn die
Ergebnisse zentraler Priifungen Ausgangspunkt fiir eine Weiterentwicklung
des Unterrichts sind (Racherbaumer & Kiihn, 2013).

So konnen wiederkehrende Schwierigkeiten von Schiilerinnen und Schiilern
in  bestimmten  Aufgabenkategorien zu  Anpassungen in  der
Unterrichtsplanung und -durchfiihrung fiihren. Vor diesem Hintergrund wird
die Bedeutung der Passung von Priifungsaufgaben und Ausrichtung des
Unterrichts generell im Sinne des ,,Constructive Alignments* betont (Barzel
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& Leuders, 2021; Biggs, 1996; Biggs & Tang, 2011; Greefrath, Barzel et al.,
2024). Dieses Konzept erfordert eine Abstimmung zwischen Lernzielen,
Lehrmethoden und Priifungen. Abituraufgaben sollten daher nicht isoliert
entworfen werden, sondern mit Blick auf langfristige Lernziele und
Unterrichtspraxis.

Zusammenspiel Lehrkrdfteprofessionalisierung und Priifungsentwicklung

Um die Passung von Unterricht und zentralen Priifungen zu erreichen, ist
unter Berlicksichtigung des Backwash-Effekts auch eine Passung und ein
Zusammenspiel von Lehrkréfteprofessionalisierung und
Priifungsentwicklung erforderlich. Das von der KMK geforderte
,»QuaMath*- Projekt (Unterrichts- und Fortbildungs-Qualitit in Mathematik
entwickeln) zur Lehrkréfteprofessionalisierung fundiert seine Arbeit mit
funf Prinzipien fiir einen guten Mathematikunterricht, die literaturbasiert
aufgestellt wurden (Holzdpfel et al.,, 2024): Verstehensorientierung,
Kognitive Aktivierung sowie Lernendenorientierung, Durchgéngigkeit und
Kommunikationsforderung. Die ersten beiden Prinzipien betreffen
unmittelbar auch die Entwicklung von Priifungsaufgaben. Der Grad der
kognitiven Aktivierung ist eng verbunden mit der Wahl der Operatoren in
Aufgabenstellungen, wodurch die Qualitit der gedanklichen Leistung
bestimmt wird. Fir die Verstehensorientierung 1ist neben der
Darstellungsvernetzung das Einbeziehen von Grundvorstellungen ein
zentrales Element, um mathematischen Begriffe eine inhaltliche Bedeutung
geben zu konnen und so ein tiefes Verstandnis zu ermoglichen (Greefrath et
al., 2026; Holzipfel et al., 2024; KMK, 2012). Eine zukunftsorientierte
Aufgabenkultur sollte die Integration von Grundvorstellungen beachten, die
ein tragfdhiges und langfristiges Verstindnis mathematischer Inhalte
gewihrleisten. Damit wird ein Anschluss an theoretische Konzepte der
Mathematikdidaktik hergestellt, in denen Grundvorstellungen als mentale
Modelle fungieren, die den Ubergang zwischen formalen Symbolsystemen
und anwendungsbezogenen Deutungen ermdoglichen (Frenken et al., 2024).

Vereinheitlichung beim Medieneinsatz

Die sinnvolle Nutzung digitaler Medien erdffnet neue Moglichkeiten der
Aufgabengestaltung und gehort deshalb zu Unterricht und Priifungen.
Digitale Mathematikwerkzeuge wie Computeralgebrasysteme,
Statistiksoftware oder dynamische Visualisierungen erlauben es,
komplexere Problemstellungen zu bearbeiten und explorative Zuginge zu
fordern (Kieran & Drijvers, 2006; Zeller & Barzel, 2010) und sollten auch

31



zukiinftig fiir mathematische Bildung in der digitalen Welt integriert bleiben.
Dadurch wird auch die Anschlussfdahigkeit an universitire und berufliche
Kontexte gestirkt, in denen digitale Hilfsmittel integraler Bestandteil
mathematischer Praxis sind.

Hierbei ist es wichtig, nicht hinter den Anspriichen der Bildungsstandards
(KMK, 2012) zuriickzufallen, ein WTR erfiillt nicht die Erfordernisse eines
digitalen Hilfsmittels.

Weitere Vereinheitlichung der Strukturen

Ein einheitliches Vorgehen zum Beispiel in Bezug auf Wahlaufgaben bleibt
eine wichtige Perspektive. Auch das Verhdltnis von zentralen und
dezentralen Anteilen sollte als Option weiterhin diskutiert und als
Moglichkeit bedacht werden, da hier sowohl lehrkriftespezifische
Adaptionen als auch landerspezifische Traditionen bei gleichzeitiger
bundesweiter Vergleichbarkeit Beriicksichtigung finden kdnnen.

Die sprachliche Vereinheitlichung von Priifungsaufgaben stellt dariiber
hinaus ein zentrales Kriterium fiir Vergleichbarkeit und Fairness dar.
Empirische Untersuchungen zeigen, dass sprachliche Formulierungen einen
erheblichen Einfluss auf die Bearbeitbarkeit von Aufgaben haben kénnen
(Haag et al., 2015; Rewer & Greefrath, 2023). Einheitliche Standards bei der
Aufgabenstellung  tragen daher dazu  bei, chancengleiche
Priifungsbedingungen zu sichern und die Validitit der Abiturpriifung als
Selektionsinstrument zu erhohen.

Fazit

Abituraufgaben sind weit mehr als Priifungsinstrumente: Sie priagen den
Mathematikunterricht und damit die Bildungsbiografien von Schiilerinnen
und Schiilern. Es bedarf einer Passung zwischen Unterricht,
Lehrkréftefortbildung und Priifungsanforderungen. Priifungsaufgaben
entfalten eine starke Steuerungswirkung auf unterrichtliche Praktiken;
insofern konnen Innovationen in der Aufgabenkultur nur dann wirksam
werden, wenn  Lehrkridfte  durch  entsprechende  Fort- und
Weiterbildungsangebote begleitet werden. Die Forschung zur sogenannten
»assessment literacy* zeigt deutlich, dass die professionelle Kompetenz der
Lehrkrifte  bei der  Interpretation  und  Umsetzung  von
Priifungsanforderungen eine entscheidende Rolle spielt (Pastore, 2023).

Die bisherigen Analysen zeigen Optimierungspotenziale in der kognitiven
Aktivierung, in der sprachlichen Gestaltung und in der Integration digitaler
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Werkzeuge. Leitlinien wie die Bildungsstandards, Constructive Alignment
und die QuaMath-Prinzipien liefern eine tragfahige Grundlage fiir die
Weiterentwicklung. Gute Abituraufgaben der Zukunft werden daran zu
messen sein, ob sie nicht nur Wissen abfragen, sondern nachhaltiges
mathematisches Lernen ermdglichen.
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Verstehen adressieren und Darstellungen vernetzen:
Exemplarische Aufgaben zur analytischen Geometrie

1. Ausgangslage

Die Bildungsstandards fiir die allgemeine Hochschulreife spezifizieren sechs
allgemeine mathematische Kompetenzen die ,,von den Lernenden nur in der
aktiven Auseinandersetzung mit Fachinhalten erworben® (KMK, 2012, S.
12) werden koénnen. Verschiedene mathemathematikdidaktische Beitrige
konstatieren flir den gegenwértigen Unterricht zur analytischen Geometrie
allerdings im Sinne der Kompetenz K5 (,,mit symbolischen, formalen und
technischen Elementen der Mathematik umgehen* (KMK, 2012, S.12)) eine
starke Orientierung am Kalkiil (z. B. Borneleit et al., 2001, S. 78-79; Henn
& Filler, 2015, S. 3; Frohn & Salle, 2020, S. 32). Dies birgt die Gefahr, dass
man im Mathematikunterricht der folgenden, zentralen Idee nicht geniigend
gerecht wird:

,Die der Analytischen Geometrie zugrundeliegende Idee ist es, mit Hilfe von
Koordinaten und Vektoren geometrische Sachverhalte algebraisch zu beschreiben und

umgekehrt algebraische Sachverhalte geometrisch zu interpretieren® (Tietze et al., 2000,
S. 2).

Das Verwenden mathematischer Darstellungen (allgemeine mathematische
Kompetenz K4) ist demzufolge fiir das Lehren und Lernen von analytischer
Geometrie von besonderer Bedeutung. Dabei erweisen sich die im obigen
Zitat adressierten zentralen Strategien des Geometrisierens und
Algebraisierens, wenn sie von Lernenden aktiv und selbststindig genutzt
werden konnen, als Heuristiken, die auch iiber den konkreten Inhalt hinaus
zur Forderung allgemeiner mathematischer Kompetenzen beitragen (Vohns,
2016, S. 4).

Im Sinne des Constructive Alignments (Biggs & Tan, 2011; Barzel &
Leuders, 2021) 1ist eine notwendige Bedingung fiir gelingenden
Kompetenzerwerb, dass Lernziele, Unterricht und (zentrale) Priifungen im
Einklang miteinander stehen. So nehmen einerseits Priifungsaufgaben (insb.
zentral gestellte, wie Abiturpriifungen) einen zentralen Einfluss auf den
Unterricht, umgekehrt ergeben sich gute Priifungsaufgaben aus einem
qualititsvollen Unterricht mit geeigneten Lernzielen. In diesem Beitrag
wollen wir im Bereich der analytischen Geometrie Beziehungen zwischen
Qualitdtsmerkmalen von Unterricht, Aufgaben und Priifungen exemplarisch
an zwei Aufgaben diskutieren. Zunichst behandeln wir ausfiihrlich eine
Aufgabe zum Inhalt Skalarprodukt und anschlieend geben wir als zweites
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kiirzeres Beispiel einen Einblick in eine Aufgabe zum Inhalt Spiegeln.
Anhand dieser Aufgabenbeispiele diskutieren wir einen produktiven
Umgang mit verschiedenen Darstellungen im Unterricht und daraus
resultierende Implikationen fiir Priifungsaufgaben. Unser Anliegen ist es
aufzuzeigen, wie tiefgehendes Verstindnis im Unterricht gefordert und
schlieBlich auch in Priifungen adressiert werden kann. Dabei erweisen sich
spezifische kognitiv aktivierende Heuristiken im Umgang mit und bei der
Vernetzung von Darstellungen als zentraler Ausgangspunkt, um
qualititsvollen analytischen Geometrieunterricht zu beschreiben.

Dieser Beitrag verfolgt zur Bearbeitung dieses zentralen Anliegens folgende
Struktur: Zunéchst entwickeln wir in Abschnitt 2 bestehende Theorie zu
Darstellungen im Kontext der analytischen Geometrie weiter und biindeln
diese in einem vektorzentrierten Darstellungsmodell. In Abschnitt 3 stellen
wir schlieflich eine Aufgabe zum Skalarprodukt und in Abschnitt 4 eine
Aufgabe zum Spiegeln an Ebenen vor. Dabei nutzen wir das
Darstellungsmodell in beiden Abschnitten mit zwei unterschiedlichen
Funktionen: (1) Zur Abbildung moglicher Lernprozesse sowie (2) Zur
Rekonstruktion des Potenzials der Aufgaben fiir den Unterricht und fiir
Priifungen. Abschlieflend fassen wir die Erkenntnisse aus unseren Analysen
in Abschnitt 5 zusammen und formulieren Implikationen fiir qualititsvollen
analytischen Geometrieunterricht und die Gestaltung zugehoriger
Priifungen.

2. Qualititsvoller Unterricht und Darstellungsvernetzung zur
analytischen Geometrie

Unterricht zur analytischen Geometrie, in dem Algebraisieren und
Geometrisieren einen zentralen und expliziten Stellenwert haben, befasst
sich zwangsldufig damit, algebraische und geometrische Darstellungen
miteinander in Zusammenhang zu bringen. Wahrend das Algebraisieren das
Darstellen von geometrischen Objekten und Konfigurationen mithilfe
algebraischer Objekte beschreibt, meint die Geometrisierung andersherum
die geometrische Interpretation algebraischer Objekte (Vohns, 2016, S. 4;
siche auch Tietze et al., 2000, S. 60). Im Sinne des Prinzips der
Verstehensorientierung (z. B. Holzdpfel et al.,, 2024) ist es wichtig,
verschiedene Darstellungen im Unterricht nicht nur zu adressieren, sondern
auch miteinander zu vernetzen. Dabei geht das Vernetzen von Darstellungen
insofern tiber das algorithmisch eintrainierte Umwandeln von Darstellungen
hinaus, dass Zusammenhdnge von Darstellungen expliziert und begriindet
werden, sowie in Problemldseprozessen als Heuristiken verwendet werden.
Mochte man beispielsweise im Unterricht eine Koordinatengleichung der
Ebene der Form E:ax+by+cz=d mit einer passenden
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Parameterdarstellung der Form E:X = d + AV + uw vernetzen, ist das
algorithmische Uberfiihren ineinander fiir Lernende womdglich ein
unverstandenes Verfahren. Erst wenn Lernende erklaren konnen, weshalb
beide Gleichungen dasselbe Objekt beschreiben, lidsst sich Verstindnis
diagnostizieren.

Konkret unterscheiden sich die beiden oben genannten Darstellungen der
Ebene strukturell in Bezug auf das Vorhandensein von Vektoren. Weil die
Koordinatengleichung nur aus Skalaren und deren Verkniipfung miteinander
besteht, nennen wir sie eine skalar-algebraische Darstellung. Die
Parameterform, die Vektoren einbezieht, ist dahingegen ein Beispiel fiir eine
vektoriell-algebraische Darstellung. Beide algebraischen Darstellungen
lassen sich auf unterschiedliche Weise geometrisieren:

Um die skalar-algebraische Koordinatengleichung zu
geometrisieren, lassen sich zundchst verschiedene
Punkte ablesen, die die Gleichung erfiillen. Zeichnet
man ausreichend viele solcher Punkte in ein gegebenes D R
Koordinatensystem ein (z. B. mithilfe einer digitalen v
Geometriesoftware), lasst sich daraus eine Ebene ... .

. . . gl
abstrahieren. Ist bereits bekannt, dass die skalar- giementar-
algebraischen Darstellung eine Ebene symbolisiert, geometrische
geniigen drei Punkte, um die Ebene eindeutig ™~ e
darstellen zu konnen. Eine so resultierende Darstellung der Ebene
bezeichnen wir als elementar-geometrisch.

Mochte man die vektoriell-algebraische (o
Parameterdarstellung geometrisch deuten, liegt es =(3) 1 L
nahe, die in der Gleichung gegebenen Vektoren als ———
Pfeile einzuzeichnen. Die Addition der Vektoren lasst / '

sich dabei als Verkettung der zugehorigen Pfeile

verstehen. Startet man im Ursprung und verkettet die Abbildung 2:

drei zu den Vektoren gehorigen Pfeile in einer Pfeilgeometrische
beliebigen Reihenfolge miteinander, lassen sich Darstellung einer Ebene
wiederum Punkte auf der Ebene identifizieren. Um tatsdchlich alle Punkte
zu erreichen, ist das skalare Multiplizieren der sogenannten
Richtungsvektoren geometrisch als Léangenvariation dieser Pfeile zu
interpretieren. Die auf diese Weise durch die Zuhilfenahme von Pfeilen
erarbeitete geometrische Darstellung der Ebene nennen wir dann
pfeilgeometrisch.

Ein umfassendes Verstdndnis einer Ebene wird dann durch explizites
Vernetzen dieser Darstellungen miteinander gekennzeichnet. In unserem
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vektorzentrierten Darstellungsmodell (Abb. 3) finden sich
verallgemeinernd fiir verschiedene Inhalte der analytischen Geometrie nicht
nur die oben skizzierten Darstellungsformen (in beigen und blauen Késten),
sondern auch zugehdrige Vernetzungsprozesse.

O elementar- skalar- /)
“ —

geometrisch algebraisch

Elementar
interpretieren

X 2
[N 7
N\ /
Geometrisieren Algebraisieren
l / \ l

ES

pfeil- vektoriell-
—»

(jeometrisch i algebraisch Q

Abbildung 3: Vektorzentriertes Modell der Darstellungsvernetzung in der analytischen
Geometrie. Die selbstreferenziellen, dunkelroten Pfeile beschreiben die Arbeit innerhalb
einer Darstellungsform, wohingegen die grauen Pfeile das Wechseln zwischen zwei
Darstellungen beschreiben. Die hellroten, dicken Pfeile (Algebraisieren, ...)
verdeutlichen prototypische Prozesse fiir explizite Darstellungsvernetzung.
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Darstellungsvernetzungsprozesse zwischen geometrischen und
algebraischen Darstellungen bezeichnen wir der Literatur folgend als
Geometrisieren und Algebraisieren. Im Modell tauchen diese Prozesse im
horizontalen hellroten Doppelpfeil auf. Der vertikale hellrote Doppelpfeil
beschreibt Darstellungsvernetzung zwischen vektorisierten Darstellungen
(siche oben) wund nicht vektorisierten Darstellungen. Letztere
Vernetzungsprozesse sind fiir die vektorielle analytische Geometrie, wie sie
heutzutage in den Curricula vieler Bundeslidnder verankert ist, zentral und
leiten sich aus Malles (2005, S. 6) Vorschlag ab, Vektoren nicht nur als
Rechen-, sondern vor allem auch als Darstellungsmittel fruchtbar fiir
verstehensorientierten Unterricht zu nutzen. Dies gilt sowohl fiir
geometrische Darstellungen (Pfeile) als auch fiir algebraische Darstellungen
(n-Tupel oder gekapselte Zeichen wie ,,a). Das geometrische Einzeichnen
von Pfeilen, bzw. das algebraische Strukturieren skalar-algebraischer
Darstellungen mithilfe von Vektoren (als n-Tupel) bezeichnen wir als
Vektorisieren. Andersherum sprechen wir vom elementaren Interpretieren.

5> Mit ,,vektorzentriert meinen wir hier, dass das Darstellungsmodell vektorbasierte und nicht-
vektorbasierte Darstellungen voneinander unterscheidet. Wahrend Lernende mit nicht-vektorbasierten
Darstellungen bereits aus der Sekundarstufe I vertraut sind, werden vektorbasierte Darstellungen in der
Regel erst in der Sekundarstufe II eingefiihrt. Der Ubersichtlichkeit des Modells halber fassen wir
insbesondere unter dem Begriff ,,skalar-algebraisch* verschiedene Darstellungen zusammen, die unter
einem anderen didaktischen Schwerpunkt weiter unterschieden werden kdnnen, z. B. Darstellungen durch
Funktionsterme, lineare Gleichungen, Ortsliniengleichungen.
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Die damit verbundenen konkreten Aktivititen unterscheiden sich deutlich
auf geometrischer und algebraischer Seite. Der Ubersichtlichkeit halber
nutzen wir hier aber auf beiden Seiten dieselben Begriffe, um die
grundsitzliche Idee des Wechselns und Vernetzens zwischen Darstellungen
mit und ohne Vektoren zu betonen.

In den folgenden Abschnitten stellen wir zwei konkrete Aufgaben vor, in
denen jeweils Verstehensorientierung und Darstellungsvernetzung
besonders im Fokus stehen. Fiir beide Aufgaben beschreiben wir, wie das
Modell aus Abbildung 3 bei der Aufgabenkonzeption und zur Analyse
zugehoriger Bearbeitungswege genutzt werden kann. Dafiir konnen zwei
unterschiedliche Perspektiven auf das Modell herangezogen werden:

1. Fokus auf die Arbeit innerhalb der vier Darstellungsformen
(selbstreferenzielle dunkelrote Pfeile in Abb. 1): Innerhalb welcher
der Darstellungsformen wird bei der Aufgabenbearbeitung zu
welchem Anteil gearbeitet? Welche Darstellungsformen sind aus
normativer oder deskriptiver Perspektive besonders produktiv fiir
gegenstandsspezifisches, inhaltliches Verstindnis?

2. Fokus auf die Vernetzung der verschiedenen Darstellungen (graue
Pfeile zwischen unterschiedlichen Darstellungsformen in Abb. 3):
Welche Darstellungswechsel gibt es in einer Aufgabe? Welche
Darstellungswechsel sollen durch eine zu konzipierende Aufgabe
forciert werden?

Aus der Analyse der beiden Aufgaben ergeben sich jeweils Implikationen
fiir qualitdtsvolle Aufgaben zur Leistungsiiberpriifung, die in Abschnitt 4
beschrieben werden.

3. Aufgabenbeispiel I: Gleiche Skalarprodukte finden

3.1. Kerngedanke und Aufgabenstellung

Im Kontext des genuin algebraisch fundierten Konzepts Skalarprodukt ist
das Wechselspiel von Algebra und Geometrie expliziter Bestandteil der
gegenstandsbezogenen curricularen Vorgaben: In den Bildungsstandards
(KMK, 2012, S. 19) wird das Skalarprodukt nicht nur zur rechnerischen
Bestimmung von Streckenldngen und Winkelgréen genutzt, sondern soll
explizit auch geometrisch gedeutet werden.

In der unterrichtlichen Realitit wird dem Spezialfall orthogonaler Vektoren
bzw. der Uberpriifung von Orthogonalitiit durch Priifung der Gleichung d e

b=0 hiufig besondere Aufmerksamkeit geschenkt (Herrmann & Wessel,
2025a). Dieser Zusammenhang lésst sich durch folgenden Satz geometrisch
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beleuchten: Zwei Vektoren haben das Skalarprodukt 0, genau dann, wenn
alle zugehorigen Pfeile im geometrischen Sinne paarweise zueinander
orthogonal stehen.

Zu einem tiefgehenden Verstindnis und einer umfassenden geometrischen
Deutung gehort aber gerade auch die Betrachtung von Skalarprodukten
ungleich Null. Aufgrund der Abhéngigkeit des Skalarprodukts von Lange
und eingeschlossenem Winkel der beteiligten Vektoren ist die Situation hier

komplexer. Das Verstehen der geometrischen Bedeutung von z. B. @ b=
0,4 erfordert ein Zusammenspiel verschiedener Verstehenselemente wie es
sich in den folgenden drei Zusammenhéngen zeigt.

e Stellt man keine weiteren Voraussetzungen an die Vektoren @ und 1_5,
lasst sich eine qualitative Aussage iiber den Winkel treffen. Dazu kann
man den Zusammenhang zwischen dem Vorzeichen des
Skalarproduktes mit der Art des von den zugehorigen Pfeilen
eingeschlossenen Winkels ausnutzen: Wegen 0,4 > 0 erkennt man,
dass der Winkel zwischen zwei zugehorigen Pfeilen ein spitzer
Winkel sein muss.

e Fordert man, dass die Vektoren d, b normiert sind, entspricht das
Skalarprodukt genau dem Kosinus des Winkels zwischen zwei zu den
Vektoren gehorenden Pfeilen. Diese Annahme lédsst sich nur fiir
Skalarprodukte mit Werten in [—1,1] treffen.

e Kennt man einen der beiden Vektoren, z. B. @, oder betrachtet die
Situation fiir ein beliebiges, aber festes d, gibt es unendlich viele
Moglichkeiten fiir die Wahl von B, sodass die Gleichung erfiillt ist.
Diese lassen sich geometrisch charakterisieren: Wahlt man zur
geometrischen Darstellung vond und b Pfeile mit gemeinsamem
Ursprung, entsprechen die Spitzen aller Pfeile moglicher Kandidaten

fiir b einer zu d senkrechten Gerade (in der Ebene) bzw. einer zu a
senkrechten Ebene (im Raum).

Zusammenhang 3 wirkt auf den ersten Blick etwas sperrig, ist aber die
zentrale geometrische Deutung zur Gleichheit zweier Skalarprodukte, die
beispielsweise zum Verstindnis der Abstandsberechnung Punkt-Ebene
zwingend erforderlich ist’. Sie steht im Zentrum der nachfolgend

6 Ist P ein Punkt und E eine Ebene durch den Punkt 4 mit Normalenvektor 7, dann kann man den
Abstand von P zu E {iber den Term W berechnen. Durch die im Text beschriebene geometrische
Deutung erkennt man, dass das Skalarprodukt im Zdhler dem Skalarprodukt des zu 7 linear abhingigen
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vorgestellten Aufgabe ,,Gleiche Skalarprodukte®, die sowohl als Lern- oder
auch als Priifungsaufgabe geeignet ist (aus Herrmann et al., 2024). Wir
nutzen sie in diesem Abschnitt in einem Lernsetting.

Gleiche Skalarprodukte
In der nebenstehenden Abbildung ist der Vektor

¥ € R? durch einen Pfeil dargestellt.
a) Zeichne drei Pfeile mit unterschiedlichen Richtungen -
ein, die jeweils dasselbe Skalarprodukt mit ¥ haben. /
b) Begriinde, weshalb deine gewéhlten Pfeile dasselbe
Skalarprodukt haben.

Abbildung 4: Aufgabe "Gleiche Skalarprodukte"

Eine naive Herangehensweise, bei der lediglich zu v senkrechte Pfeile
eingezeichnet werden, die bekanntermallen allesamt das Skalarprodukt 0
haben, wird hier ausgeschlossen, da sich auf diese Weise nicht drei Pfeile
mit unterschiedlicher Richtung finden lassen. Nachfolgend werden
unterschiedliche Bearbeitungswege zur Aufgabe dargestellt, aus fachlicher
Perspektive beleuchtet und anschlieend in unserem vektorzentrierten
Darstellungsmodell eingeordnet.

3.2. Verschiedene authentische und potenziell mogliche
Bearbeitungswege zur Aufgabe und dafiir notwendige
Verstehensgrundlagen

In diesem Absatz beschreiben wir unterschiedliche Bearbeitungen und
Bearbeitungsmdglichkeiten zur Aufgabe ,,Gleiche Skalarprodukte®. Uns
liegen dabei videographierte Daten von Lehrkriften vor, die die Aufgaben
bearbeitet haben und ihre Losung innerhalb einer Kleingruppe berichteten.
Die Aufgabe hatte fiir die Lehrkréfte einen Neuwert, weshalb die Zugénge
zur Aufgabe ein authentisches Problemldseszenario abbilden, was sich
ahnlich auch auf Lernende {libertragen lief3e.

Wir stellen zunichst die beiden Bearbeitungswege der aus diesem Datensatz
stammenden Lehrkrifte Andreas und Dunja dar und reichern diese durch
fachliche Uberlegungen an. In C und D stellen wir dariiber hinaus weitere
mogliche Bearbeitungsmoglichkeiten der Aufgabe dar, die sich in unseren
Daten nur im Ansatz oder kaum zeigen. Sie ergdnzen die empirisch
fokussierten Bearbeitungswege von Andreas und Dunja und untermauern die

Vektors von A zur orthogonalen Projektion auf die Ebene entspricht. Dessen Lénge ist genau der gesuchte
Abstand.
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reichhaltige Losungsvielfalt der Aufgabe, sowie die Moglichkeiten zur
tiefgehenden, inhaltlichen Auseinandersetzung mit dem Skalarprodukt.

(A) Andreas ‘ Bearbeitung iiber geometrisches Verstindnis zu Projektionen

Andreas greift bei der Bearbeitung der
Aufgabe auf sein  Wissen zum
Zusammenhang des Skalarproduktes mit
Projektionen zuriick. Er zeichnet in die
gegebene Skizze zunichst einen Pfeil d ein
und skizziert dann die orthogonale
Projektion auf v. Dann zeichnet er einen

weiteren Pfeil b und dessen Projektion auf
Abbildung 5: Andreas Skizze zur v ein Pnd abstrahiert seiI.le Ub.erlegungen
Bearbeitung der Aufgabe ,,Gleiche miindlich auf weitere Pfeile mit derselben
Skalarprodukte* Projektion: ,,Jeder dieser Vektoren hier,
der projieziert ja die gleiche Linge auf v.

Andreas geht falschlicherweise davon aus, dass das Skalarprodukt der Lange
der Projektion entspricht, weshalb seine Argumentation zu gleichen
Skalarprodukten hier nicht korrekt und etwas voreilig ist. Die Aufgabe kann
er trotz der Fehlvorstellung mit seinem Ansatz zur Projektion korrekt 16sen.

Wir méchten diesen Bearbeitungsweg im Folgenden aufbauend auf Andreas
Ansatz fachlich korrigieren und durch mathematische Begriindungen
anreichern. Um zu begriinden, weshalb Andreas eingezeichneter Pfeil des

Vektors b dasselbe Skalarprodukt mit ¥ hat wie d@ ziehen wir seine Skizze
heran. Denkt man sich ein rechtwinkliges Dreieck mit der Kathete @, und
der Hypothenuse d in die Skizze hinein, so ldsst sich liber cos(a) - |d| die
orientierte Linge der orthogonalen Projektion von @ auf die durch den
gemeinsamen Pfeilursprung und v festgelegte Gerade beschreiben. Das
durch cos(a) festgelegte Vorzeichen ist genau dann positiv, wenn die
Orientierungen der Projektion von d und ¥ {ibereinstimmen (spitzer Winkel
zwischen d und 7) und sonst negativ (stumpfer Winkel zwischen d und 7).

Dass die Skalarprodukte d@ % und b » ¥ tatsichlich genau dann gleich sind,

wenn die orthogonalen Projektionen a,, und b_v) gleich sind, ldsst sich unter
Riickgriff auf Andreas Skizze auch allgemeingiiltig begriinden:

Sind d, b, ¥ Vektoren mit @, = b, und ¥ # 0, gilt [a@,| = |b,|. AuBerdem
sind @, b, dann gleich orientiert (*). Fiir |d[, |b| gilt also: % Sld| - 7] =
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[P
5]

und damit die Gleichheit der Skalarprodukte d@ « % und b  ©.

|B| - [3]. Wegen (+) folgt dann cos(a) - |d| - 15| = cos(B) - |b| - ||

-

Fiir die andere Richtung seien d, b, % (# # 0) Vektoren mit d e % = b  ©.
Wieder folgt aus der Kosinus-Termdarstellung mit der umgekehrten

Rechnung wie oben |a,| = |_b_;|. Da nach Definition der orthogonalen
Projektion zusitzlich ¥ und sowohl a,, als auch b_v) linear abhidngig sind, muss
@, = +b, sein. Wire @, = —b,, konnten a und B nicht beide gleichzeitig
spitz oder stumpf sein. Dann haben aber cos(a) und cos(f) unterschiedliche
Vorzeichen, woraus wegen |d|, |b| und |#] > 0aus der Kosinus-
Termdarstellung d % = —(b » B) folgt (im Widerspruch zur Annahme).

(B) Dunjas Bearbeitung iiber Koordinatisierung und Algebraisierung des
Pfeils

L<|b

|

Y i
CEDY
N e

Dunja identifiziert den gegebenen Pfeil

= %) mit dem Vektor v = (g) Da der Wert der

5 o '“’21& Skalarprodukte nicht vorgebeben ist,
a3 = §=$f_}8 setzt Dunja ihn auf 18 fest und ermittelt
= \7,_(':) dann  mithilfe  der B arithmetischen
y-V>1§  Termdarstellung deb = a;b; + a,b,

Vektoren mit diesem Skalarprodukt mit

Abbildung 6: Dunjas Bearbeitung zur 5 zym Beispiel: w = (3), X = (0), y =
Aufgabe "Gleiche Skalarprodukte" (2) 0 ¥
o) e

Dunjas Aufgabenbearbeitung stellt eine Mdglichkeit dar, die Aufgabe auch
ohne ein geometrisches Verstindnis gleicher Skalarprodukte zu l16sen. Dunja
koordinatisiert zundchst den gegebenen Pfeil ¥, indem sie anhand des Gitters
Koordinaten ermittelt, mit denen sie den Vektor als n-Tupel darstellen kann.
Der Vektor ist dabei fiir Dunja ein ,,Bindeglied zwischen Geometrie und
Algebra® (Henn & Filler, 2015, S. 149). Im Anschluss an die
Algebraisierung ermittelt Dunja systematisch weitere n-Tupel, deren
Skalarprodukte sich schnell im Kopf ausrechnen lassen und alle den Wert 18
haben. Dunja zeichnet schlieBlich die gefundenen n-Tupel als Pfeile mit
gleichem Ursprung wie ¥ in die gegebene Skizze ein. Sie erkennt dabei
allerdings nicht den geometrischen Zusammenhang der gleichen
Skalarprodukte.

Neben Andreas‘ und Dunjas Bearbeitungen sollen hier noch zwei weitere
mogliche Bearbeitungsansitze zur Aufgabe dargestellt werden:
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(C) Bearbeitung tiber geometrisches Verstindnis zu Zerlegungen und
algebraische Distributivitdt

Der folgende geometrische Losungsansatz kommt auch ohne das
Verstiandnis von Projektionen im Zusammenhang mit dem Skalarprodukt
bzw. ohne die Kosinus-Termdarstellung aus. Die Idee ist, den zu d gehdrigen
Pfeil beziiglich ¥ in einen parallelen Teil @ und einen orthogonalen Teil @,
zu zerlegen. Dieser geometrische Ansatz kann dann produktiv genutzt
werden, wenn er algebraisch mit der Distributivitdt des Skalarproduktes
vernetzt wird:

Der Vektor a lasst sich in der nebenstehenden
Zeichnung durch den Vektorzug a;+a;,
beschreiben. Mit der Distributivitit des
Skalarproduktes gilt also:

dev=(aqj+a)ev=qjev+a v
Weil v und a, orthogonal zueinander sind,
verschwindet das zweite Produkt in der Summe
und es folgt, dass das Skalarprodukt nur vom zu
v parallelen Teil a abhdngt. Es giltd e v = q; o
¥. Dementsprechend haben alle Vektoren, die bei orthogonaler Zerlegung
beziiglich ¥ denselben parallelen Teil haben, dasselbe Skalarprodukt mit ¥
und umgekehrt.

Abbildung 7: Planskizze zur
Bearbeitung tliber
Zerlegungen und

(D) Bearbeitung tiber ein geometrisches Verstindnis zum Differenzvektor

Folgender Bearbeitungsweg, fiir den ebenfalls geometrisches Verstéindnis
zum Skalarprodukt notwendig ist, greift auf das Distributivgesetz zuriick und
startet algebraisch vom Ziel her:

- -

Gesucht ist ein Vektor b mitbh « ¥ = @ » #. Wenn die
Skalarprodukte von @ und b mit # gleich sein sollen,
dann muss gelten: be G —GeB =0 (b—a) e
v=0

Geometrisch bedeutet dies, dass der Differenzpfeil

. vond und b senkrecht zu ¥ sein muss. Mithilfe

Abbildung 8: Planskizze solcher orthogonaler Differenzpfeile lassen sich

zur Bearbeitung iiber den beliebig viele weitere Pfeile konstruieren, deren
Differenzvektor Vektoren dasselbe Skalarprodukt mit ¥ haben.

45



3.3. Potenzial der Aufgabe fiir Unterricht und Priifungen

Die dargestellte Aufgabe bietet wie in 3.2 dargestellt vielfiltige
Bearbeitungsmdglichkeiten, fiir die jeweils ein naives Verstdndnis des
Skalarproduktes nicht ausreicht. Sowohl die gegebene Situation (ein Pfeil)
als auch die geforderte Antwort sind geometrischer Natur. Dadurch, dass das
Skalarprodukt selbst aber algebraisch definiert ist, beinhaltet jede der
Bearbeitungen automatisch  Prozesse des Geometrisierens und
Algebraisierens. Inwiefern die Aufgabe dabei insbesondere Potenzial hat,
geometrisches Verstindnis zum Skalarprodukt zu adressieren, was zwar
durch den Lehrplan gefordert, aber im realen Unterricht haufig zu kurz
kommt, kann mithilfe des Darstellungsmodells konkretisiert werden. Dabei
nutzen wir das Modell mit einem Fokus auf die Arbeit innerhalb der vier
Darstellungsformen und mdchten herausarbeiten, welche Schwerpunkte
innerhalb der Aufgabenbearbeitungen gesetzt werden (vgl. Perspektive 1,
Abschnitt 2).

Die beiden folgenden Diagramme in Tabelle 1 kontrastieren die
Bearbeitungswege von Andreas und Dunja. Die Aufgabe war beiden zuvor
nicht bekannt und stellte aufgrund des unbekannten Losungsweges ein neues
mathematisches Problem dar. Anhand der berichteten Aufgabenlosung kann
abgeschitzt werden, zu welchem Anteil sie jeweils in welcher
Darstellungsform gearbeitet haben. Die Abbildung illustriert berichtete
Schwerpunkte bei den Aufgabenbearbeitungen von Andreas und Dunja; die
Punktstdrken sind qualitativ zu interpretieren und nicht als exakt
quantifizierbare Anteile.

Tabelle 1: SchwerpunktméBig adressierte Darstellungsformen bei Andreas und Dunja

Schwerpunkte in Andreas‘ | Schwerpunkte in Dunjas
Bearbeitung Bearbeitung

" »
L‘: ¥ . -

Wihrend Andreas im Zuge seiner Bearbeitung stark geometrisch arbeitet
und Wissen zum Zusammenhang von Projektionen und dem Skalarprodukt
aktiviert, l0st Dunja das geometrisch gegebene Problem allein mit
algebraischen Methoden. Die Koordinaten des so ermittelten n-Tupels sowie
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die arithmetische Formel des Skalarproduktes erlauben ihr ein algebraisches
Arbeiten mit skalaren GroB3en ohne Vektoren, bei dem sie die Koordinaten
weiterer n-Tupel durch Rechnungen ermittelt. Zwar gelingt es ihr auf diese
Weise, algebraisch produktiv zu arbeiten, allerdings verliert sie durch den
Fokus auf die Koordinaten das geometrische Problem aus den Augen. Thr
gelingt es folglich nicht, verallgemeinerbare geometrische Einsichten iiber
die Lage aller moglichen Pfeile zu formulieren.

Andreas arbeitet dahingegen weniger prozedural daran, gleiche
Skalarprodukte systematisch zu ermitteln, sondern er aktiviert durch
pfeilgeometrische Darstellungen vor allem konzeptuelle
Verstehenselemente (siehe Abschnitt 3.1). Dabei stellt er Beziige zur
Projektion und den Lingen und Winkeln der zu den gesuchten Vektoren
gehorenden Pfeile her und kann das Problem so geometrisch 16sen. Eine
algebraische Begriindung fiihrt er allerdings nicht an.

Die beiden Bearbeitungsbeispiele zeigen, dass sich die Aufgabe an
verschiedenen Stellen im Unterrichtsverlauf zum Skalarprodukt einsetzen
lasst. Thr Einsatz ist davon abhéngig, welche Bearbeitung erwartet werden
kann und welche allgemeinen mathematischen Kompetenzen
schwerpunktméiBig adressiert werden sollen.

Wird die Aufgabe relativ friith eingesetzt und ist zu diesem Zeitpunkt die
Kosinus-Term-Darstellung noch nicht eingefiihrt, so ist damit zu rechnen,
dass die meisten Lernenden ausgehend von der arithmetischen
Termdarstellung zundchst einen Losungsansatz wie den von Dunja
einschlagen werden. Die Bearbeitungen der gesamten Lerngruppe
zusammengenommen bieten dann einen Anlass, um das dahinterliegende
geometrische Phdnomen (Pfeilspitzen liegen auf bzw. bilden sogar eine
Orthogonale) zu entdecken. Dann kann eine Begrindung dieser
Beobachtung im Sinne von (C) oder (D) Teil der ndchsten Unterrichtsphase
sein. So eingesetzt wird besonders (K2) ,,Probleme mathematisch l16sen* und
anschlieBend (K1) ,,Mathematisch argumentieren” sowie ggf. (Ko6)
,,Mathematisch kommunizieren* adressiert.

Ist die Kosinus-Termdarstellung schon bekannt, kann diese Aufgabe dazu
dienen, die geometrische Bedeutung der Termstruktur mit Beziigen zur
Trigonometrie der Sekundarstufe I (Prinzip der Durchgingigkeit) zu
fokussieren. Auch hier spielt (K2) eine Rolle, der Fokus liegt aber stiarker
von vornherein auf (K1) (und (K6)).

Dabei hilft das Darstellungsmodell, wie oben dargestellt, die
Bearbeitungswege von Lernenden innerhalb der Darstellungsformen zu
verorten und so Bearbeitungsschwerpunkte zu identifizieren. Die
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Anforderung an Lehrkrifte im Unterricht ist es dann, die (jeweils noch)
vernachldssigten Darstellungsformen durch geschickte Impulse zu
adressieren.  Exemplarische Impulse zu den  unterschiedlichen
Vernetzungsprozesse finden sich auf dem Handout ,Impulse zur
Darstellungsvernetzung® (siche Anhang; aus Herrmann & Wessel, 2025b).
Wiéhrend im Fall von Dunja der Blick am Ende der Aufgabenbearbeitung auf
das geometrische Phdnomen gelenkt werden sollte, kann Andreas zu einer
algebraischen Begriindung seiner geometrischen Argumentation angeleitet
werden.

Die Aufgabe birgt auch fiir Priifungen Potenzial. Insofern die Aufgabe nicht
bereits im Unterricht adressiert wurde, kann das Problemlosen fokussiert
werden. Andernfalls kann die Aufgabe leicht verdndert werden, ohne die
aufgezeigten Potenziale zu verlieren.

e Moglichkeit 1: FEinen Bearbeitungsweg forcieren, in dem ein
moglicher Losungsansatz (z. B. der Differenzvektor) bereits
eingezeichnet ist. Es soll dann begriindet werden, wie man darauf
aufbauend die Gleichheit des Skalarprodukts begriinden kann.

e Moglichkeit 2: Die Aufgabe wird umgekehrt. Es werden zusétzlich zu
einem Pfeil zu ¥ noch zwei andere Pfeile gleichen Ursprungs
eingezeichnet (ohne Koordinatensystem), deren Differenzvektor aber
nicht orthogonal zu v ist. Begriindet werden soll dann, warum die
beiden zugehorigen Vektoren mit ¥ nicht das gleiche Skalarprodukt
haben konnen.

Durch solche oder dhnlich gelagerte Veranderungen ist es moglich, die
Grundidee der Aufgabe sowohl im Unterricht als auch im Rahmen der
Leistungstiberpriifung zu nutzen, um inhaltliches Verstindnis zur
geometrischen Deutung des Skalarproduktes sowie das Vernetzen von
Geometrie und Algebra als zentrale Kompetenz der analytischen Geometrie
zu adressieren bzw. zu priifen.

4. Aufgabenbeispiel 2: Spiegelterme

4.1. Kerngedanke und Aufgabenstellung

Vektorielle Untersuchungen zum Spiegeln konnen in den Bildungsstandards
der Kompetenz ,geometrische Sachverhalte in Ebene und Raum
koordinatisieren (Leitidee: Raum und Form (L3), KMK, 2012, S. 19)
zugeordnet werden; in manchen Landescurricula wird das Thema sogar
explizit erwédhnt (z. B. MSB NRW, 2023, S. 25 ff.). Auch bei diesem Thema
besteht die Gefahr, dass Lernende die mathematische Reichhaltigkeit auf
eine — im ungiinstigsten Fall auswendig gelernte — Formel reduzieren, mit
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der die Spiegelung eines Punktes an einer Ebene vektoriell algebraisch
ausgerechnet werden kann: Soll P € R? an einer Ebene mit Normalenvektor
7 und enthaltenem Punkt A € R3 gespiegelt werden, erhilt man den
Bildpunkt P’ zum Beispiel mithilfe der Formel

AP el

W=0_P)—2 n.

|7l
Zunéachst i1st zu erwdhnen, dass die Formel nur begrenzten Nutzen hat und
vor allem bei der Grundaufgabe des Spiegelns eines Punktes hilft. Der
Versuch, eine typische Umkehraufgabe wie das Finden einer zu einem
Punktepaar passenden Spiegelebene iiber die Formel zu 16sen, fiihrt schnell
zu ineffizienten und sehr technischen Losungsansétzen. Dariiber hinaus kann
ein unreflektiertes Anwenden der Formel schnell zu Vorzeichen-,
Einsetzungs-, oder sonstigen algebraischen oder numerischen Rechenfehlern
fuhren. Das Finfithren einer algebraischen Formel ohne den vorherigen
Aufbau konzeptuellen Verstindnisses kann dazu fiihren, dass Lernende
weder verstehensorientiert damit umgehen noch Darstellungen geeignet
vernetzen konnen (Prediger, 2009).

Konzeptuelles Verstindnis zur Spiegelung in der Sekundarstufe II fullt
stattdessen unter anderem auf den Konzepten Skalarprodukt und

LotfuBpunkt. So ist ein Verstehenselement fiir das Verstindnis der
Spiegelungsformel, dass mithilfe des Skalarproduktes durch AlpT'ln der
Abstand von P zur Ebene beschrieben wird. Das Berechnen eines Vektors
zwischen Punkt und LotfuBBpunkt erscheint jedoch fiir das Verstdndnis der
Kernidee der vektoriellen Darstellung des Spiegelns zweitrangig und ist ein
wesentlicher, komplexititsgenerierender Aspekt der obigen Formel. Um
stattdessen Verstehensorientierung und Darstellungsvernetzung im Kontext
des Spiegelns an Ebenen zu adressieren, bietet es sich an, auf einzelne
Verstehenselemente (wie z. B. die Abstandsgleichheit vom Punkt und
Bildpunkt zur Spiegelebene/-gerade oder die Orthogonalitit der Punkt-
Bildpunktgerade) zu fokussieren und durch geeignete Aufgabenstellungen
das Vernetzen unterschiedlicher Darstellungen (insb. auch algebraischer und

geometrischer) zu forcieren.

Diesem Gedanken folgend betrachtet die untenstehende Aufgabe
(Hoffmann, 2025) zunichst die korrespondierende zweidimensionale
Situation (die so ins Dreidimensionale iibertragbar ist) und nutzt das
Berechnen von Lotfullpunkten als Blackbox.
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Spiegelterme

P ist ein Punkt im R?, g eine Gerade und L der LotfuRpunkt von P auf g. Mia
und Hakim geben jeweils einen Term an, um den Spiegelpunkt P’ zu
bestimmen:

Mia: O—P')=O—P)+2-ﬁ)
Hakim: W =2.0L—0P

a) Visualisiere beide Terme durch geeignete Skizzen mit Pfeilen.
b) Begriinde, dass durch beide Terme die Spiegelung korrekt beschrieben wird.

4.2. Verschiedene Bearbeitungswege
Eine mogliche Bearbeitung fiir Teil a) wird in der folgenden Abbildung
dargestellt:

N AN j

. oL~ L

—x

v
~V

/ /

Abbildung 9: Bearbeitungsbeispiel fiir Teilaufgabe a) mit Mia links und Hakim rechts

Um fiir Teil b) zu begriinden, dass durch beide Terme die Spiegelung korrekt
beschrieben wird, gibt es zwei unterschiedliche Strategieansitze:

(A) Korrektheit beider Terme nachweisen

Man kann einerseits argumentieren, dass beide Terme die Spiegelung
korrekt beschreiben: Mias Term beschreibt die Spiegelung korrekt, weil die
Gerade durch P und P’ senkrecht zu g steht (da sie durch den LotfuBpunkt L
verlduft) und weil auBBerdem L der Mittelpunkt von P und P’ ist (da die
Vektoren von L zu P und P’ Gegenvektoren, also gleich lang sind). Hakims
Losung beschreibt die Spiegelung korrekt, weil die Situation geometrisch als
Parallelogramm aufgefasst werden kann und sich deswegen die Diagonalen
halbieren. Dann muss aullerdem der LotfuBBpunkt L auf der Geraden durch P
und P’ liegen, die damit senkrecht zu g ist.

(B) Korrektheit eines Terms nachweisen und Gleichheit iiberpriifen
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Andererseits geniigt es auch nur zu begriinden, dass einer der beiden Terme
korrekt ist (siehe Begriindung oben) und dann unter Verwendung des

Zusammenhangs OP + PL = OL die Umformungsgleichheit der beiden
Terme nachzuweisen:
OP+2-PL=0P+PL+PL=0L+PL=0L+0L—0P=2-0L—O0P.

4.3. Potenzial der Aufgabe fiir Unterricht und Priifungen

Beim Vergleich der in 4.2 beschriebenen Losungswege wird deutlich, dass
in ganz unterschiedlicher Weise unterschiedliche Darstellungsformen
miteinander vernetzt werden. Insbesondere bei der direkten Begriindung der
Korrektheit von Hakims Term finden nennenswerte elementargeometrische
Uberlegungen basierend auf Vorwissen zu besonderen Vierecken aus der
Mittelstufe statt. Es ist allerdings stets erforderlich, die vektoriell-
algebraischen Terme mit den zentralen (elementar)geometrischen Aspekten
von Spiegelungen (Orthogonalitdat der Urbild-Bild-Gerade, Halbierung der
Urbild-Bildgerade durch das Objekt, an dem gespiegelt wird) in Verbindung
zu setzen. Die Aufgabe ist durch Teil a) so konzipiert, dass die explizite
Nutzung pfeilgeometrischer Darstellungen dabei den wesentlichen
Zwischenschritt darstellt.

Diese Designentscheidung bei der Aufgabenkonzeption kann mithilfe des
Darstellungsmodells und dem Fokus auf das Vernetzen unterschiedlicher
Darstellungsformen (vgl. Abschnitt 2, Perspektive 2) expliziert und
eingeordnet werden. Soll ein vektoriell-algebraischer Term mit
elementargeometrischen Vorkenntnissen zum Spiegeln in Zusammenhang
gebracht werden, miissen die Darstellungen sowohl geometrisiert als auch
elementar interpretiert werden. Die Aufforderung zum Erstellen
pfeilgeometrischer Skizzen 16st die Uberlagerung  beider
Darstellungsvernetzungsprozesse auf (Abbildung 10).

O elementar-

geometrisch

Elementar
interpretieren

/

N

Geom( ‘isieren Algebraisieren

W BN

pfeil- vektoriell-

C/geometrisch = = algebraisch\)

Abbildung 10: Darstellungsbezogenes Konstruktionsprinzip der Aufgabe
»Spiegelterme

Ui ISLOPRA
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Konkret sind die Terme von Mia und Hakim zunédchst vektoriell-
algebraische Darstellungen. Arbeitsauftrag a) adressiert die Vernetzung der
algebraischen Termstrukturen mit pfeilgeometrischen Darstellungen
(Geometrisieren). Die pfeilgeometrischen Darstellungen (vgl. Abbildung 3)
missen dann im Rahmen von Arbeitsauftrag b) elementargeometrisch
interpretiert werden (vgl. Abschnitt 4.2 (A)/(B)). Wird Losungsweg (B)
genutzt, findet dariiber hinaus fiir den Nachweis der Aquivalenz noch ein
Arbeiten innerhalb der vektoriell-algebraischen Darstellungen statt
(dunkelroter Pfeil).

Insgesamt bietet die Aufgabe fiir den Unterricht das Potenzial, reichhaltige
Diskussionen zum  Spiegeln unter Vernetzung unterschiedlicher
Darstellungen und mit Rickgriff (im Sinne des Prinzips der
Durchgingigkeit) auf passende geometrische Vorkenntnisse aus der
Sekundarstufe I zu ermdglichen. Dabei wird bewusst der fiir viele Lernende
hiufig technisch anspruchsvolle Bereich des Ausrechnens von
LotfuBBpunkten beiseitegelassen, um zu verhindern, dass dabei auftretende
Schwierigkeiten den Verstindnisaufbau zu gespiegelten Situationen
dominieren. Damit kann die Aufgabe dazu beitragen, durch explizite
Darstellungsvernetzungsaktivititen  konzeptuelles  Verstindnis  zum
vektoriellen Spiegeln aufzubauen, das iiber das naive Nutzen der fertigen
Formel hinausgeht.

Dariiber hinaus eignet sich die Aufgabe auch als Vorbild / als Vorlage / als
Anregung fiir die Konzeption von Priifungsaufgaben. Wird das Erstellen
pfeilgeometrischer Darstellungen zu einer vektoriell-algebraischen Situation
explizit eingefordert, kann konzeptuelles Verstdndnis gepriift werden. Eine
textuelle Erlduterung wesentlicher Aspekte der Vernetzung kann dies
vertiefen. Bezogen auf das Beispiel der Spiegelungen konnen in der Aufgabe
Terme variiert werden, um sowohl in Priifungen als auch im Unterricht
eingesetzt werden zu konnen. Fiir Priifungen kann auBerdem Teil b)
konkretisiert werden, indem z. B. explizit gefordert wird, zunéchst die
Umformungsgleichheit nachzurechnen und dann die beiden oben
beschriebenen zentralen Aspekte gespiegelter Situationen zu iiberpriifen.
Alternativ wire auch eine Umkehraufgabe vorstellbar, etwa der Bauart: ,,Gib
begriindet einen vektoriellen Term an, der zu der hier gezeichneten
Pfeildarstellung passt®.

5. Abschluss und Diskussion

Im Unterricht zur vektoriellen analytischen Geometrie liegt viel Potenzial
fiir den Aufbau konzeptuellen Verstdndnisses in einem produktiven Umgang
mit Darstellungen und einer verstehensorientierten Vernetzung derselben.
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Priifungen, insbesondere zentral gestellte, setzen bekanntermallen die
MalBstibe fiir den Unterricht. Wird dort explizit das Vernetzen von
Darstellungen eingefordert, riickt das fiir die vektorielle analytische
Geometrie zentrale produktive Zusammenspiel geometrischer und
algebraischer Darstellungen auch im Unterricht stirker in den Fokus.

Bezogen auf solch einen produktiven Umgang mit Darstellungen kann das
vorgestellte Darstellungsvernetzungsmodell wie folgt einen Beitrag leisten:
Auf  Lernprozessebene kann es als Werkzeug dienen, um
Bearbeitungsprozesse von Lernenden beim Arbeiten mit unterschiedlichen
Darstellungen genauer auszudifferenzieren. Es kann sichtbar machen,
welche Darstellungsformen die Lernenden nutzen, welche sie
vernachlédssigen und welche Formen fiir inhaltliches Verstdndnis besonders
produktiv sind. Auf Aufgabenebene kann das Modell in der
Aufgabenkonstruktion zur Fokussierung auf die Uberginge zwischen
Darstellungsformen dienen. Mit dem Modell als Konstruktionswerkzeug
konnen beispielsweise Aufgaben so gestaltet werden, dass Lernende gezielt
zu expliziten Darstellungsvernetzungen angeregt werden, die konzeptuelles
Verstehen fordern. Das Ziel ist dabei, Darstellungsvernetzung nicht nur als
implizit notwendige Strategie zur erfolgreichen Aufgabenbearbeitung,
sondern als expliziten Lerngegenstand zu sehen. Der Inhalt Skalarprodukt
und die vorgeschlagene Aufgabe zu gleichen Skalarprodukten zeigt eine
Moglichkeit auf, durch das verstehensorientierte Arbeiten mit Darstellungen
unterschiedliche Bearbeitungswege anzubahnen, welche im Unterricht oder
auch in Priifungen besonderes Potenzial zur Beriicksichtigung konzeptuellen
Verstindnisses liefern. Am Beispiel des Spiegelns an Ebenen zeigt sich, wie
Darstellungsvernetzungsprozesse  explizit gemacht, gefordert und
schlieBlich in Priifungen abgebildet werden koénnen.

In beiden Beispielen ist nicht nur das Zusammenspiel von Geometrie und
Algebra fiir typische Arbeitsweisen im Bereich der analytischen Geometrie.
Wir pliddieren auch dafiir, dem Konzept des Vektors sowie dem
Vektorisieren elementargeometrische, bzw. skalar-algebraischer
Darstellungen im Unterricht eine zentrale Bedeutung zuzumessen. So gelingt
es nicht nur das Vektorkonzept zu plausibilisieren und fiir Lernende als
Werkzeug in Probleml6seprozessen fruchtbar zu machen, sondern auch im
Sinne der Durchgingigkeit (Holzépfel et al., 2024, S. 6) neue Lerninhalte der
Sekundarstufe II an geometrische oder algebraische Vorwissenselemente
aus der Sekundarstufe I anzudocken und zu einem kohérenten
Verstehensaufbau zu realisieren.

Acknowledgement: Vielen Dank an Barbel Barzel und Leander Kempen fiir
die kritische Durchsicht und die resultierenden instruktiven Kommentare.
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Forderung: Die Entwicklung und Erforschung der vorgestellten Aufgaben
findet im Rahmen und mit Unterstitzung des von der
Kultusministerkonferenz geforderten Projektes QuaMath statt.
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Impulse zur Stochastik in der Oberstufe

Grundlegende Aspekte zur Stochastik in der Oberstufe

Die Bedeutung der Stochastik hat in unserer von Daten und Datenanalyse
geprigten Welt stark zugenommen und spiegelt sich zunehmend auch in den
Bildungspldnen wider. In diesem Zusammenhang wurden Empfehlungen zur
Gestaltung des Unterrichts fiir die Leitidee Daten und Zufall allgemein, aber
auch speziell fiir die Sekundarstufe Il entwickelt (Arbeitskreis Stochastik,
2002; Biehler et al., 2010). Aus diesen Empfehlungen mdchten wir hier
diejenigen Aspekte herausgreifen, die uns auch fiir die Gestaltung der
Abiturpriifungen und dem zugehorigen Stochastikunterricht in der Oberstufe
als zentral erscheinen:

o Die Betonung des konzeptuellen Verstindnisses: Auch fiir die
Sekundarstufe II sollte explizit das konzeptuelle Verstindnis zentraler
stochastischer Ideen und deren inhaltliche Interpretation in den
Mittelpunkt gestellt werden (Biehler et al., 2010).

o Die sinnstiftende Verwendung digitaler Medien: Besondere Bedeutung
kommt dabei dem FEinsatz digitaler Medien zu; Simulationen,
Datenanalysesoftware und Visualisierungen erdffnen Lernenden neue,
eigenaktive und verstehensorientierte Zugéange zu stochastischen Inhalten
(Biehler et al., 2023) und ergidnzen so die Moglichkeiten, ein
konzeptuelles Verstindnis aufzubauen.

e Der Einbezug moglichst authentischer Sachkontexte: Bei dem Einbezug
von Daten oder der Verwendung von Sachkontexten sollte auch die
Authentizitdt der verwendeten Sachsituationen und Datensitze —
insbesondere im Unterricht — kritisch reflektiert werden.

e Die kritische Betrachtung der mit der jeweiligen Mathematisierung
einhergehenden Modellannahmen: Die Bearbeitung realitdtsnaher
Fragestellungen erfordert stets eine Modellierung des Sachverhalts, deren
Voraussetzungen und Grenzen explizit thematisiert werden sollten. Diese
Modellierung ist integraler Bestandteil vieler Anwendungsaufgaben; ihre
kritische Auseinandersetzung kann wesentlich zur Forderung
stochastischer Modellierungskompetenz beitragen (Schoberleitner, 2017).

e Die Beachtung und Forderung der dabei zu erfolgenden Sprachbildung
im Mathematikunterricht: Ein tieferes Verstidndnis entsteht insbesondere
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durch die inhaltliche Deutung zentraler Begriffe und KenngroB3en. Hierbei
ist dem kommunikativen Austausch eine zentrale Rolle beizumessen.
Denn anspruchsvollere Lernziele wie das Begriinden, Interpretieren oder
Bewerten stochastischer Sachverhalte setzen eine prizise sprachliche
Auseinandersetzung voraus und fordern diese zugleich. Sprachbildung
sollte daher  integrativer = Bestandteil eines reflektierten
Stochastikunterrichts sein.

o Spiralcurriculare Betrachtung der Lerninhalte: SchlieBlich sollte im
Sinne des Spiralprinzips der Unterricht in der Sekundarstufe II konsequent
an die in der Sekundarstufel eingefiihrten Inhalte und Konzepte
ankniipfen (AK Stochastik, 2002). So kann etwa bei der Behandlung der
Binomialverteilung  auf das  Vorwissen zu  mehrstufigen
Zufallsexperimenten und Baumdiagrammen zuriickgegriffen werden
(Eichler & Vogel, 2013; Kriiger et al., 2015).

In den folgenden beiden Abschnitten werden die genannten Aspekte
gegenstandsspezifisch aufgegriffen. Zundchst wird der Umgang mit
Visualisierungen zu bedingten Wahrscheinlichkeiten thematisiert und
anschlieBend der Modellierungsgedanke zur  Binomialverteilung
konkretisiert.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten verstehen

Ein ausreichendes Verstindnis bedingter Wahrscheinlichkeiten ist fiir
miindige Biirgerinnen und Biirger essenziell. Dies zeigt sich auch daran, dass
Missverstandnisse und Fehlinterpretationen im Zusammenhang mit
bedingten Wahrscheinlichkeiten regelméfBig in Medien, Politik, Medizin
oder juristischen Kontexten anzutreffen sind. Ein Beispiel hierfiir war das
Pilotprojekt ,,Sicherheitsbahnhof Berlin Siidkreuz®, in dem verschiedene
Gesichtserkennungssysteme getestet ~ wurden, um  potenzielle
Gefdhrderinnen und Gefdhrder zu erkennen (Gigerenzer, 2018). In der
medialen Berichterstattung wurde vor allem die hohe Erkennungsrate von
,uber 80 % berichtet sowie die niedrige Falsch-Treffer-Rate von ,,unter
0,1 %*“. Diese Zahlen erwecken Vertrauen, zeigen jedoch nicht das
vollstindige Bild. Dieser reale Kontext konnte unterrichtlich thematisiert
werden und bietet eine bessere Lerngelegenheit als einige abiturtypische
Beispiele.

Ein Gedankenexperiment, das sich auf eine konkrete Personengruppe
bezieht, hilft, die Situation besser verstehen zu konnen: Was passiert, wenn
wir — wie es zum Zeitpunkt der Pressemitteilung auch wirklich gefordert
wurde — flichendeckend an deutschen Bahnhofen die Gesichtserkennung
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einfiihren und morgen neben uns am Bahnhof eine Person herausgezogen
wird, weil die Gesichtserkennung Alarm geschlagen hat. Wie
wahrscheinlich ist es nun, dass es sich bei dieser Person wirklich um eine
,gefahrliche Person handelt (im Abschlussbericht des
Bundespolizeiprasidiums werden "Terroristen und Gewalttiter" als
Zielpersonen genannt)? Gehen wir hierfiir davon aus, dass sich an deutschen
Bahnhofen téglich etwa 11.900.000 Personen befinden (siche Abbildung 1
und Gigerenzer, 2018). Wir nehmen auBlerdem an, dass sich darunter etwa
100 gefahrliche Personen befinden, die durch die
Gesichtserkennungssysteme entdeckt werden sollen. Die hohe Trefferrate
von 80 % bedeutet, dass etwa 80 der 100 gefdhrlichen Personen entdeckt
werden, 20 bleiben also unentdeckt. Und die niedrige Falsch-Treffer-Rate
von 0,1 % bedeutet, dass von 11.900.000 Personen, die keine gefihrlichen
Personen sind, etwa 11.900 Menschen filschlicherweise Alarm auslosen.
Bei diesen Menschen handelt es sich um Personen, die einfach nur zur Arbeit
fahren mdchten, Verwandte besuchen oder dhnliches. Insgesamt haben wir
nun also etwa 11.980 Personen, die Alarm auslosen. Von diesen sind aber
nur etwa 80 wirklich gefdhrliche Personen. Wenn wir unser
Gedankenexperiment betrachten und uns fragen, wie wahrscheinlich die
Person neben uns wirklich eine gefdhrliche Person ist, wenn sie Alarm
ausgelost hat, lautet die Antwort: Nur mit einer Wahrscheinlichkeit von ca.
0,7 % (ndmlich 80 von 11.980).

| 11.980 | >
Alarm (A) G
100 11 900.000 11.899.900
Gefahrliche Keine gefahrliche
Person (G \Personen ) Person (G)
“‘o' 0....‘

A

20 11.888.020 11.888.000
EdE ' Kein | = —=
un Alarm (A) GundA
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Abbildung 1: Haufigkeitsnetz zur Illustration der Situation der Gesichtserkennung am
Bahnhof Siidkreuz in Berlin (Binder, Krauss & Wiesner, 2020)

Diese Antwort iiberrascht und 16st einen kognitiven Konflikt oder eine
produktive Irritation aus (Niithrenborger & Schwarzkopf, 2019). Es scheint
im ersten Moment irritierend, dass der sogenannte positive pradiktive Wert
mit 0,7 % so niedrig ist, wo die beiden Giiteparameter des Tests doch
eigentlich gut sind: Die allermeisten gefahrlichen Personen werden erkannt
und der Anteil der Personen, die fdlschlicherweise als gefdhrliche Person
eingestuft werden, ist niedrig.

Sich eine konkrete Stichprobe vorzustellen hatte uns bereits geholfen, die
gesuchte Wahrscheinlichkeit zu berechnen. Wir héitten diese auch mithilfe
von  Wahrscheinlichkeiten ~ und  beispielsweise mit einem
Wabhrscheinlichkeitsbaum 16sen konnen. Nachweislich konnen Schiilerinnen
und Schiiler (aber beispielsweise auch Arztinnen und Arzte) solche
Aufgaben hiufiger korrekt 16sen, wenn sie sich eine konkrete Stichprobe
vorstellen und sich iiberlegen, was die gegebenen Wahrscheinlichkeiten fiir
diese Stichprobe bedeuten, also welche Erwartungswerte sich fiir die
einzelnen Personengruppen ergeben (Steib et al., 2025). Auch bei der Frage,
warum der positive pradiktive Wert so niedrig ist, helfen uns diese
Uberlegungen weiter, den kognitiven Konflikt aufzuldsen und die
entstandene Irritation iiber die Antwort produktiv nutzen zu kénnen (Binder,
Weber & Krauss, 2019): Weil es so viele ungefdhrliche Personen gibt
(ndmlich 11.899.900 Personen) wirkt sich die eigentlich kleine Falsch-
Treffer-Rate von 0,1 % ganz deutlich aus und fiihrt dazu, dass es viel mehr
Personen gibt, die nur félschlicherweise einen Alarm auslésen (nédmlich
11.900), als solche, die einen Alarm auslosen, weil sie tatsdchlich gefahrliche
Personen sind (ndmlich 80). Unterrichtlich ist es moglich, dieses Phdanomen
(also die iiberraschend niedrige Losung) beispielsweise mithilfe einer
Computer-Simulation eigenstindig zu erkunden und zu entdecken (Biichter
et al., 2025). Nur wenn authentische Aufgaben — wie obige Situation zur
Gesichtserkennung — genutzt werden, kann ein entsprechender kognitiver
Konflikt erzeugt werden und die irritierende Losung kann produktiv genutzt
werden, um eine Erklarung fiir das Phdnomen zu ergriinden.

Was sind nun entscheidende (priifungsrelevante) Kompetenzen, die im
Unterricht im Zusammenhang mit bedingten Wahrscheinlichkeiten
aufgebaut werden miissen, wenn man exemplarisch die obige Situation zur
Gesichtserkennung betrachtet? Neben einer einfachen Berechnung der
Losung ist hier sicherlich auch wichtig, argumentieren zu kénnen, warum
das Ergebnis so tiberraschend niedrig ist. Dies wird in der obigen Situation
durch die niedrige Basisrate, also den geringen Anteil an gefdhrlichen
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Personen, beeinflusst. Auch den Einfluss anderer Parameter sollte man
kritisch diskutieren konnen: Wenn man nicht nur 80 %, sondern wirklich alle
gefdhrlichen Personen erkennen wiirde, dann wire das Ergebnis immer noch
so iiberraschend niedrig. Fir miindige Biirgerinnen und Biirger, die die
Pressemitteilung zum Bahnhof Siidkreuz richtig einordnen konnen, wire es
auch wichtig zu erkennen, dass in der obigen Situation die alleinige Angabe
der Trefferrate und Falschtrefferrate unzureichend ist. Wir kdnnen uns erst
ein vollstdndiges Bild von der Situation machen, wenn auch die Basisrate
(der Anteil der gefahrlichen Personen) bekannt ist. Ein solches Wissen wére
essenziell, da hdaufig mediale Berichterstattungen iiber neue Diagnose- oder
Therapiemethoden zu finden sind, in denen allein mit der Trefferrate
geworben wird (sogar die Falsch-Trefferrate wird manchmal nicht
mitgeteilt).

Wie bereits oben angemerkt, hat es sich als verstdndnisorientierter Zugang
erwiesen, sich eine entsprechende konkrete Stichprobe vorzustellen
(Gigerenzer & Hoffrage, 1995) und dabei solche Visualisierungen zu nutzen,
die auch die konkrete Stichprobe illustrieren (Steib et al., 2025). Das obige
Haufigkeitsnetz ist hierfiir gut geeignet und ermdglicht auch, Verbindungen
zwischen absoluten Haufigkeiten und Anteilen herzustellen oder sich zu
iiberlegen, welche absoluten Hiufigkeiten man bei einer konkreten
gegebenen  Stichprobe  erwarten  wiirde, wenn  entsprechende
Wahrscheinlichkeiten bzw. Anteile in der Aufgabenstellung gegeben sind.
Nutzen Personen zur Losung von Aufgaben Visualisierungen, die absolute
Haufigkeiten prasentieren, 16sen diese in Trainingsstudien haufiger die
Aufgaben korrekt als mit Visualisierungen, die Wahrscheinlichkeiten
illustrieren. Unterrichtlich besonders gewinnbringend ist jedoch auch die
Darstellungsvernetzung und damit Erkldrungen dariiber, inwiefern eine
Information aus dem obigen Haufigkeitsnetz auch in einem Baumdiagramm
oder einer Vierfeldertafel zu finden ist. Auch Uberlegungen, welche
Wabhrscheinlichkeiten in einem Baumdiagramm oder in einer Vierfeldertafel
tiberhaupt dargestellt werden und welche nicht, koénnen hier hilfreich sein.

SchlieBlich lohnt es sich auch, typische Fehler zu kontrastieren, da
bestimmte Verwechslungen bedingter Wahrscheinlichkeiten héufig
beobachtet werden konnen: Héaufig wird die 1) "Wahrscheinlichkeit, eine
gefdhrliche Person erfasst zu haben, wenn die Gesichtserkennung Alarm
schldagt" verwechselt mit der 2) "Wahrscheinlichkeit, dass der Alarm
anschldgt, wenn die Person gefdhrlich ist" oder mit der 3)
"Wahrscheinlichkeit, dass eine Person gefahrlich ist und Alarm auslost".
Diese sprachliche Nihe dieser drei Formulierungen verdeutlicht, wie wichtig
es hierbei ist, bildungssprachliche Kompetenzen im Themenbereich
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bedingte Wahrscheinlichkeiten aufzubauen (Post & Prediger, 2024), da
Schiilerinnen und Schiiler grole Schwierigkeiten haben, diese zu
versprachlichen (RofBner, Binder & Albrecht, 2026). Schiilerinnen und
Schiiler sollen also in die Lage versetzt werden, die inhaltliche Bedeutung
von P(gefdhrliche Person|Alarm) zu erfassen, diese aber auch selbst zu
versprachlichen oder umgekehrt gesprochene oder textuelle Formulierungen
(wie "die Wahrscheinlichkeit, eine gefahrliche Person erfasst zu haben, wenn
der Alarm ausgelost wird") in formale mathematische Sprache zu
uberfiihren.

Um Schiilerinnen und Schiilern ausreichende Kompetenzen im Umgang mit
bedingten Wahrscheinlichkeiten mitgeben zu konnen, miissen diese
einerseits typische Berechnungsaufgaben losen konnen und auch ein
Verstdndnis fiir das Zustandekommen der Losung entwickeln. Sie miissen
andererseits aber auch ein umfassendes Verstindnis dafiir aufbauen, welchen
typischen Fehlvorstellungen sie womdglich unterliegen konnen, und sie
sollen in medialen Darstellungen erkennen konnen, ob die gegebenen
Informationen iiberhaupt die Informationen sind, die fiir sie von Interesse
sind und ob gegebenenfalls noch weitere Informationen eingeholt werden
missen, um die Situation ausreichend durchdringen zu konnen. Das Denken
in bedingten Wahrscheinlichkeiten in Situationen mit zwei dichotomen
Merkmalen kann spiralcurricular umgesetzt werden, indem entsprechende
Fehlvorstellungen bereits in der Sekundarstufe I mithilfe von Anteilen oder
davor schon mithilfe absoluter Haufigkeiten kontrastiert werden.

Binomialverteilung und Modellierung in der Stochastik

In der Mathematikdidaktik wird seit vielen Jahren gefordert, eingekleidete
Aufgaben, bei denen die Einbettung in den Sachkontext kiinstlich und
problematisch ist, mindestens teilweise durch Modellierungsaufgaben zu
ersetzen, in denen die Losung des Sachproblems authentisch ist und im
Vordergrund steht. Das Konzept des mathematischen Modellierens bietet
einen Rahmen dafiir, wie solche Sachprobleme bearbeitet werden kdnnen
und sollen. Modellierungskompetenz zu entwickeln entspricht den
Forderungen der Lehrpline und der Bildungsstandards. Gerade in der
Stochastik muss dies realisiert werden, ist doch die mogliche
Anwendungsorientierung ein zentrales Argument fiir die Einfithrung der
Stochastik in der Schule. Biehler und Griese (2022) formulieren hierfiir
verschiedene Vorschldge. Ein wichtiges Prinzip ist es, implizite Annahmen
zu vermeiden. In {iblichen Schulaufgaben findet man aber oft die implizite
Annahme einer Gleichverteilung, der stochastischen Unabhingigkeit, der
Konstanz der Wahrscheinlichkeit, von einer Zufallsstichprobe auszugehen
(ohne Population und Stichprobenverfahren mit oder ohne Zuriicklegen zu
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nennen) oder relative Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit als identisch zu
betrachten. In einem modellierungsbewussten Stochastikunterricht sollten
dagegen solche authentischen Kontexte gewidhlt werden, in denen
Annahmen mindestens anndhernd gelten, Idealisierungen bewusst gemacht
werden konnen und Fragestellungen so formuliert werden, dass sie auch im
Kontext sinnvoll sind. Das Heft 232 von mathematik lehren (Biehler &
Griese, 2022a) gibt eine Vielzahl geeigneter Beispiele.

Bei der Binomialverteilung lassen sich zwei unterschiedliche Typen von
Anwendungskontexten unterscheiden: Erstens handelt es sich um
stochastische Prozesse mit bindren Ergebnissen, bei denen konstante
Wahrscheinlichkeiten und stochastische Unabhéngigkeit vorausgesetzt
werden, wie etwa der wiederholte und voneinander unabhiangige Wurf einer
Miinze. Zweitens geht es um Stichprobenziehungen (mit Zuriicklegen) aus
klar definierten Populationen mit einem bindren Merkmal. Es miissen
geeignete Mallnahmen ergriffen werden, dass jedes Element mit gleicher
Wabhrscheinlichkeit gezogen werden kann, z. B. vermeiden, dass man nur aus
einer Teilgruppe der Population zieht. Sukzessive Ziehungen miissen
stochastisch unabhingig sein.

Beispiel 1: Gliicksrad drehen

Wir setzen uns exemplarisch mit einigen Aufgaben auseinander, beginnend
mit der folgenden Aufgabe:

Ein Gliicksrad mit zwei Sektoren, griin (30 %) und rot (70 %), wird 10-mal
gedreht: Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass genau zweimal griin kommt.

In der Regel erwartet man, dass diese Aufgabe mit der Binomialverteilung
gelost wird. Dabei wiirde die Konstanz der Wahrscheinlichkeit und die
stochastische Unabhédngigkeit implizit angenommen werden! Es ist
allerdings schon nicht trivial anzunehmen, dass bei einem einfachen Drehen
rot wirklich mit einer Wahrscheinlichkeit von 70 % kommt, selbst wenn der
Sektor 70 % umfasst. Dies hiangt davon ab, wie genau gedreht wird. Wenn
beispielsweise beim zweiten Drehen kein besonderer Schwung gegeben
wird, ist das Ergebnis der zweiten Stufe nicht stochastisch unabhingig vom
Ergebnis des ersten Drehens. Zur Verbesserung der Aufgabe sehen wir vier
Moglichkeiten:

e Man macht alle impliziten Annahmen explizit und fordert die
Schiilerinnen und Schiiler auf, im vorgegebenen Modell zu rechnen.

e Bevor man im Modell rechnet, wird die folgende Voraufgabe gestellt:
Welche Bedingungen miissen in der Realitit gegeben sein, damit die
Annahme eines Bernoulliprozesses bzw. einer Binomialverteilung
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anndhernd gerechtfertigt ist? Nenne Bedingungen, unter denen die
Voraussetzungen sicher nicht erfiillt sind!

e Man gibt ein reales Gliicksrad vor und die Aufgabe, sein wiederholtes
Drehen zu modellieren.

e Man nimmt einen Fall aus der Praxis, in dem bereits eine solche
Modellierung vorgenommen wurde, und ldsst ihn von den Schiilerinnen
und Schiilern kritisch rekonstruieren.

Ein Beispiel aus der Praxis, in dem die anzunehmenden Modellannahmen
nur mit groBem Aufwand erfiillt werden konnen, ist das Roulettespiel in
Casinos. Die Regeln fiir das Betreiben eines Roulettespiels enthalten
verschiedene Vorgaben, die der Herstellung stochastischer Unabhingigkeit
und Gleichwahrscheinlichkeit dienen. Dazu zdhlen die Bauweise und die
exakte Lagerung des Kessels sowie die Vorschriften fiir den Croupier. So
wird die Kugel stets entgegen der Drehrichtung des Kessels in Bewegung
gesetzt und muss mindestens drei bis fiinf vollstindige Umdrehungen
vollfiihren, andernfalls erfolgt die Ansage ,,no spin®“. Aullerdem wird nach
jedem Wurf die Drehrichtung gewechselt. Es ist darauf zu achten, dass die
Geschwindigkeit nicht zu hoch ist (siehe hierfiir eine Schulung fiir
Croupiers, z. B. unter https://www.youtube.com/watch?v=BPxa2 40nE).
Natiirlich wird in der Praxis auch iiberpriift, ob die Ergebnisse einer
Gleichverteilung geniigen. Dazu wird z. B. der y2-Test herangezogen. Es
wire deshalb wiinschenswert, diesen Test oder entsprechende elementarere
Verfahren in der Schule zu behandeln (Biehler, 2005; Biehler et al., 2017;
Schreiter et al., 2022).

Beispiel 2: Stichprobenziehen

Bei Stichprobenziehungen aus Populationen mit einem bindren Merkmal
sind einige Bedingungen besonders wichtig. Beim Ziehen mit Zuriicklegen
wird vorausgesetzt, dass jedes Element der Population die gleiche Chance
hat, ausgewahlt zu werden. Beim Ziehen ohne Zuriicklegen ist die Anzahl
der Erfolge streng genommen hypergeometrisch verteilt. Jedoch kann unter
bestimmten Bedingungen die Binomialverteilung als gute Approximation
dienen, etwa wenn der Stichprobenumfang n im Verhéltnis zur
PopulationsgroBe N klein ist (/N < 5 %). Dariiber hinaus muss die
Population klar definiert sein, und es sollte realistisch moglich sein, praktisch
eine Zufallsstichprobe aus dieser Population zu ziehen.

In Schulbiichern und in Priifungsaufgaben gibt es zahlreiche Beispiele, bei
denen einige dieser Bedingungen nicht erfiillt sind. Wir mdchten die
Problematik nicht anhand der Kritik an solchen Aufgaben verdeutlichen. Wir
haben stattdessen ausprobiert, ob ChatGPT solche problematischen
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Aufgaben erfinden und verbessern kann und haben dem Programm die
folgende Frage gestellt:

Nenn mir eine Aufgabe zum Stichprobenziehen aus Schulbiichern, bei der es
unrealistisch ist, dass eine solche Zufallsstichprobe praktisch gezogen
werden kann.

Die Aufgabe von ChatGPT:

Eine Schule mit 1.200 Schiilerinnen und Schiilern mochte herausfinden, wie
viele Schiilerinnen und Schiiler tdglich mit dem Fahrrad zur Schule kommen.
Datfiir soll eine reprdsentative Zufallsstichprobe von 100 Schiilern gezogen
werden.

Frage an ChatGPT: Warum ist das unrealistisch?
Chat GPT:

Kein vollstdndiges Verzeichnis der Schiilerdaten: Fiir die Zufallsauswahl
brduchte man eine vollstindige Liste aller Schiiler der Schule (z. B. eine
Namensliste), aus der die Stichprobe zufdllig gezogen wird. Solche Listen
sind oft aus Datenschutzgriinden nicht zugdnglich oder existieren nicht in
der bendtigten Form.

Logistischer Aufwand.: Selbst wenn es eine Schiilerliste gibt, miisste man
sicherstellen, dass die 100 ausgewdhliten Schiiler auch tatsdchlich zur
Befragung erscheinen. In der Praxis fehlen oft Schiiler wegen Krankheit,
Veranstaltungen oder anderen Griinden.

Zugang zu den Schiilern: Die Schiiler konnten sich in verschiedenen
Klassenrdumen oder Gebduden befinden, was das Befragen oder
Beobachten von 100 zufdllig ausgewdhlten Schiilern in kurzer Zeit schwierig
macht.

Selbstselektion bei Befragungen: Hdufig wird bei solchen Aufgaben implizit
angenommen, dass die Schiiler ehrlich und vollstindig antworten. In der
Praxis konnten jedoch viele Schiiler keine genauen Angaben machen oder
gar nicht teilnehmen, wodurch die Stichprobe verzerrt wird.

Kosten und Zeit: In der Realitdt brduchte man fiir das Ziehen und Befragen
einer Zufallsstichprobe Zeit, Ressourcen und eine klare Organisation, was
fiir Schiilerprojekte unrealistisch ist. “

Weitere kritische Einwinde {iber diese Antworten von ChatGPT hinaus sind
moglich, z. B.: Warum macht man nicht eine Totalerhebung iiber die
Klassenlehrerinnen und Klassenlehrer? (Antwort: Das wére zwar sachlich
angemessen, aber dann eignet sich die Aufgabe nicht zur Anwendung der
Binomialverteilung.)
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Auch miisste operationalisiert werden, was es genau heillen soll, dass eine
Schiilerin oder ein Schiiler "tdglich" mit dem Fahrrad zur Schule kommt.
Was ist, wenn eine Schiilerin oder ein Schiiler mal mit dem Fahrrad kommt
und mal nicht? Wenn man an einem bindren Merkmal festhalten mochte,
miisste man "iiberwiegend" in der Fragestellung ergénzen und festlegen, bei
wie vielen Tagen das Pridikat "tiberwiegend" vergeben wird. Doch was ist
tiberhaupt das Motiv der Schulleitung, eine solche Erhebung durchzufiihren?
Realistischer wire es, wenn eine Schulleitung untersuchen wollte, warum
Schiilerinnen und Schiiler mit dem Fahrrad kommen oder nicht und welche
MaBnahmen den Anteil der Fahrradfahrenden erh6hen kénnten.

Dies sind alles zentrale Fragen aus Sicht der Anwendungen von Stochastik.
Es ist von zentraler Bedeutung, dass diese Punkte im Unterricht thematisiert
und entsprechend in Priifungen aufgegriffen werden.

Beispiel 3: Nowitzki-Aufgabe im NRW-Abitur 2008

Eine weitere interessante Aufgabe zur Binomialverteilung ist die sogenannte
Nowitzki-Aufgabe aus dem NRW-Abitur 2008, die groBe Kontroversen
ausgelost hat. Den Schiilerinnen und Schiilern wurde seinerzeit angeboten,
die Abiturpriifung zu wiederholen. Der Teil a der Aufgabe lautete.

Der deutsche Basketball-Profi Dirk Nowitzki spielt in der amerikanischen
Profiliga NBA beim Club Dallas Mavericks. In der Saison 2006/2007
erzielte er bei Freiwiirfen eine Trefferquote von 90,4 %.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er

(1) genau 8 Treffer bei 10 Versuchen erzielt,

(2) hochstens 8 Treffer bei 10 Versuchen erzielt,

(3) hochstens vier Mal nacheinander bei Freiwiirfen erfolgreich ist.

Was kann man daran kritisieren? Die verschiedenen Positionen dazu finden
sich bei Davies (2009), Diepgen (2008) und Borovcnik (2008). Das Abitur
musste wiederholt werden, weil die Aufgabe a (3) unvollstindige
Informationen enthielt (die Anzahl der Wiirfe fehlte). Hinzu kommen
weitere Kritikpunkte: (1) Implizite und nicht begriindete Annahme der
stochastischen Unabhingigkeit, (2) die Annahme der Konstanz der
Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer und (3) die Annahme, dass es korrekt
ist, die relative Haufigkeit von 90,7 % aus der Vergangenheit auch als
Wabhrscheinlichkeit fiir die Zukunft zu nehmen.

Vor diesem Hintergrund lieBe sich die Aufgabe etwa wie folgt formulieren:

Wir wissen nicht, welche Trefferquote Nowitzki in Zukunft haben wird, aber
es liegt nahe ndherungsweise von einer Trefferquote von 0,9 auszugehen.
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Wir wissen auch nicht, ob die Wiirfe stochastisch unabhdngig durchgefiihrt
werden oder ob es Abhdngigkeiten gibt (Ermiidungserscheinungen,
Ermutigung bei Erfolgsserien etc.). Aus Studien weifs man aber, dass die
Annahme stochastischer Unabhdngigkeit eine gute Approximation ist.

Gehen Sie davon aus, dass Sie die Anzahl der Erfolge in einer Serie von
Nowitzkis Freiwiirfen mit einer Binomialverteilung
(Erfolgswahrscheinlichkeit 0,9) modellieren konnen.

Berechnen  Sie unter diesen Modellannahmen die  folgenden
Wahrscheinlichkeiten...

Diese Aufgabenformulierung macht die impliziten Annahmen bewusst und
legt nahe, dass man damit ndherungsweise rechnen kann. In dieser Variante
wadre sie auch als Abituraufgabe geeignet, da man in dieser Priifungssituation
offene Modellierungsaufgaben nicht stellen kann.

Fiir den Unterricht ergibt sich aber durchaus eine andere Sichtweise.
Modellieren ist eine zentrale Kompetenz, die gefordert werden soll. Das
Thema Basketball ist interessant, weil es eine umfangreiche
wissenschaftliche Diskussion dazu gibt, ob man die Wurfprozesse als
Bernoullikette modellieren kann oder nicht. Im Kern geht es darum, dass es
auch eine empirische Frage ist, ob stochastische Unabhéngigkeit vorliegt
oder nicht - ein Aspekt, den man durchaus auch in der Schule thematisieren
konnte. Man spricht hier vom "Hot-Hand-Phdnomen" im Basketball. Es
beschreibt die Annahme, dass ein Spieler nach einer Serie erfolgreicher
Wiirfe eine erhohte Wahrscheinlichkeit hat, weitere Treffer zu erzielen. Ob
dieses Phidnomen existiert, ist seit Jahrzehnten Gegenstand
wissenschaftlicher Debatten. Gilovich, Vallone und Tversky (1985) kamen
in einer einflussreichen Studie, in der umfangreiche Daten aus dem
Basketball analysiert wurden, zu dem Schluss, dass die Wahrnehmung der
“heillen Hand” eine Fehlinterpretation von Mustern in zufélligen Folgen sei
und dass die Daten (die Sequenzen aus Erfolg und Misserfolg) mit der
Annahme stochastischer Unabhingigkeit und konstanter Wahrscheinlichkeit
kompatibel sind. Dies bedeutet aber nicht, dass nicht auch andere Modelle,
die Abhingigkeiten modellieren, kompatibel mit den Daten sein konnten.
Die Diskussion wurde von Tversky und Gilovich (1989; 1989a)
weitergefiihrt, dessen Ansatz Larkey et al. (1989) kritisieren, woraufthin eine
breite Diskussion folgte. Wir weisen auf Yaari und Eisenmann (2011) hin,
die mehr als 300.000 Freiwiirfe in der NBA untersuchten und zu
differenzierten Ergebnissen kommen, dass es unter bestimmten
Bedingungen ein Hot-Hand-Phinomen gibt. Insgesamt wird deutlich, dass
sich hinter dieser scheinbar einfachen Aufgabe, bzw. dem Sachkontext
"Freiwurf im Basketball", verschiedene interessante Aspekte verbergen,
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wodurch (echte) Realititsbeziige im Mathematikunterricht thematisiert
werden konnten. Wir sehen es dabei auch als eine Aufgabe der
Mathematikdidaktik an, solche Quellen zu erschlieen und fiir Lehrkréfte
derart aufzubereiten, dass sie solche Aspekte mit geringerem Zeitaufwand
im Mathematikunterricht thematisieren konnen. Fiir entsprechende
Betrachtungen wire es niitzlich, wenn die Schiilerinnen und Schiiler einen
statistischen Test kennenlernen wirden, der die stochastische
Unabhéngigkeit testet (z. B. verschiedene Run-Tests). Solche Tests sind
auch geeignet, um die Qualitdt von Zufallszahlen zu testen. Wenn auch die
Simulation mit Zufallszahlen im Unterricht behandelt und genutzt werden
soll, was manche Lehrplane fordern, liegt hiermit ein weiteres Argument zur
Behandlung dieser Tests im Unterricht vor. Man konnte Runtests durchaus
theoriearm einfilhren und Referenzverteilungen und p-Werte durch
Simulation bestimmen (vgl. z. B. Biehler et al., 2011, S. 131 ff.).

Ausblick und Impulse fiir Stochastikaufgaben im Abitur

Welches Potential in Bezug auf diese beiden Themenbereiche konnte nun in
Abituraufgaben aufgegriffen werden? Der Aufbau prozeduraler
Kompetenzen im Umgang mit bedingten Wahrscheinlichkeiten ist essenziell
wichtig. Um Situationen wie die Gesichtserkennung am Bahnhof Stidkreuz
tatsachlich durchschauen zu konnen, ist es essenziell, dass Schiilerinnen und
Schiiler dariiber hinaus verstehen und argumentieren konnen, warum der
berechnete positive Vorhersagewert so niedrig ist (also die
Wabhrscheinlichkeit, dass die Person gefdhrlich ist, wenn die
Gesichtserkennung Alarm schlédgt). Erst wenn Schiilerinnen und Schiiler in
der Lage sind, diesen kognitiven Konflikt aufzuldsen, der entsteht, wenn die
Gitekriterien eigentlich sehr gut zu sein scheinen, sind sie auch spéter in der
Lage, bei eventuell irrefiihrender Berichtserstattung die Situation zu
durchschauen und die richtigen Fragen im Sinne einer kritischen
Betrachtung zu stellen. Unsere Empfehlung wire daher, bewusst solche
Aufgaben, die einen solchen kognitiven Konflikt auslésen, auch im Abitur
zu adressieren und damit auch die Argumentationsfihigkeit von
Schiilerinnen und Schiiler abzupriifen (Biichter et al., 2025). Diese
Argumentationsfahigkeit bendtigt ausreichendes konzeptuelles Verstindnis
sowie bildungssprachliche Kompetenzen. Hierfiir ist der Einsatz
authentischer Kontexte empfehlenswert, da genau in diesen Situationen
hiufig die oben beschriebenen "liberraschenden Ergebnisse" zustande
kommen. Aufgaben zu Zufallsexperimenten mit "die Kugel ist rot" und "die
Kugel zeigt eine 1" konnen diese Bedarfe nicht adressieren.

Auch bei Binomialverteilungen im Abitur sollte man nach Moglichkeit
realistische Kontexte nutzen und Modellierungsannahmen explizit machen
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und begriinden. Die verbesserte Nowitzki-Aufgabe zeigt eine entsprechende
Richtung auf. Eine Alternative ist es, Schiilerinnen und Schiiler in einer
"Voraufgabe" selber diskutieren zu lassen, unter welchen realen
Bedingungen Annahmen eher anndherungsweise erfiillt werden oder eben
auch eher nicht. Wichtig erscheint uns aber, dass offenere
Modellierungsaufgaben, auch wenn Sie fiir die Abiturpriifung nicht geeignet
erscheinen, trotzdem im Mathematikunterricht behandelt werden, um die
Relevanz der Stochastik zur Losung realer Probleme wenigstens einmal
exemplarisch in der Tiefe zu diskutieren. Das wiirde auch den Forderungen
der Bildungsstandards entsprechen. Dafiir ist z. B. die zitierte Literatur zur
"Hot hand" im Basketball geeignet, aber auch die u. a. bei Biehler (2005)
diskutierte Frage, inwiefern die Geschlechterverteilung in Familien mit
mehreren Kindern durch die Binomialverteilung modelliert werden kann.
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BARZEL, Biarbel; LANGE, Thomas & SCHNASSE, Saskia
Essen, Berlin, Dresden

Status Quo - bei allen Akteuren und Quo Vadis? -
Herausforderungen, Visionen, nachste Schritte

Schon 2016 wurde der Bedarf formuliert, die Kommunikation, den
Austausch  und die  Zusammenarbeit  zwischen  Schulpraxis,
Bildungsadministration und Wissenschaft nicht abreiflen zu lassen und ein
nichstes Treffen als notwendig erachtet. Damit war der Weg zu dieser
zweiten Fachtagung geebnet, um an die Ergebnisse der ersten anzukniipfen,
den Blick auf die seitdem vorangeschrittenen Entwicklungen zu lenken und
zu erweitern auf "Quo vadis?".

Der erste Tag der Veranstaltung stand unter dem Motto "Status Quo", um
einen Uberblick iiber die zentralen Entwicklungen seit 2016 bis heute zu
geben. Dabei ging es zunidchst um die Prozesse am IQB zur Koordination
der Entwicklung der gemeinsamen Aufgabenpools der Lédnder. Zudem
wurde das bundesweite Fortbildungsprogramm der KMK QuaMath
vorgestellt, dass die Qualitdtsentwicklung im Mathematikunterricht in den
Blick nimmt, mit dem Ziel des Constructive Alignment von Unterricht,
Fortbildung und Priifungen.

In den weiteren Vortrigen wurde die Perspektive der Fachdidaktik auf die
Entwicklung von Priifungsformaten gerichtet. Diese Vortrige mit ihren
Uberblicken und Einsichten sind in den entsprechenden Artikeln dieses
Tagungsbandes zusammengefasst. Den Rahmen setzte ein Vortrag von
Gilbert Greefrath (und Barbel Barzel, krankheitsbedingt nicht anwesend) mit
dem Titel "Gute Abituraufgaben in Mathematik: gestern, heute, morgen", der
unmittelbar an den Vortrag beider von 2016 ankniipfte und gleichzeitig
Impulse fiir den Austausch zu Priifungskontexten zur Analysis beinhaltete.

Weitere Impulsvortrage gab es in parallelen Austauschrunden auch zu den
Fachgebieten der Geometrie und Stochastik, der Struktur der Sachgebiete in
den gemeinsamen Abiturpriifungsaufgaben folgend. In diesen Runden
wurden nach kurzen Impulsen auf TaskCards notwendige Aspekte zur
Diskussion gesammelt. An dieser Stelle wollen wir die wichtigsten Aspekte
aus diesen Gesprachen zusammenfassen und dokumentieren.

Status Quo - aus Sicht aller Akteure

Nach der Fachtagung 2016 hatten sich viele Forderungen ergeben fiir weitere
Entwicklungsschritte, die zwischen den Landern in Kooperation mit dem
IQB und mit der Fachdidaktik abgestimmt werden sollten. Davon wurden
einige Aspekte umgesetzt — sowohl beziiglich iibergreifender allgemeiner

DOI: 10.17185/duepublico/86716

Dieses Werk ist lizenziert unter einer Creative Commons Namensnennung - 72

s Weitergabe unter gleichen Bedingungen 4.0 International Lizenz.


https://doi.org/10.17185/duepublico/86716
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/

Aspekte als auch mit Blick auf die Sachgebiete Analysis, Analytische
Geometrie/ Lineare Algebra und Stochastik.

Es wurde konstatiert, dass in den aktuellen Aufgaben des gemeinsamen
Aufgabenpools die Anforderungen der Bildungsstandards (KMK, 2012)
sowohl mit Blick auf inhaltsbezogene wie allgemeine prozessbezogene
Kompetenzen in allen drei Sachgebieten Analysis, Analytische Geometrie/
Lineare Algebra und Stochastik gut erfiillt sind und in Bezug auf die schon
2016 formulierten Forderungen nach Integrieren méglichst vieler allgemeine
mathematischer Kompetenzen und Leitideen als Bestandteile zentraler
Priifungen wichtige Schritte zu verzeichnen sind. Dabei wurde fiir die
Analysis das Einbeziehen von sowohl anwendungsbezogenen als auch
innermathematischen Aufgaben in den Priifungen als guter Weg
hervorgehoben - vor allem mit Blick auf Annidherung an Léndertraditionen.

Die Aufteilung der Priifungen in einen Teil ohne und einen mit digitalen
Hilfsmitteln wird allgemein als wertvoll begriilt. Dabei wird vor allem
wertgeschétzt, dass der hilfsmittelfreie Teil Aufgaben zum Verstindnis
enthdlt und weniger enge Aufgaben zum Abfragen von Wissen und
Fertigkeiten sowie kalkiilbezogener Rechenverfahren.

Es wurde begriiBt, dass in den Aufgaben des ldndergemeinsamen
Abituraufgabenpools auch Elemente der Mathematik aus der
Sekundarstufe I enthalten sind. Eine ldndergemeinsame mathematisch-
naturwissenschaftliche Formelsammlung (https://www.igb.hu-
berlin.de/abitur/dokumente/mathematik/)  ist  abgestimmt  worden,
verdffentlicht und im Einsatz.

Benannt wurden {bergreifend weitere Vereinheitlichungen der (Tiefen-)
Struktur der Priifungsarbeiten unter folgenden Aspekten: Arbeitszeitanteile,
Anteile der Sachgebiete, zentrale/ dezentrale Anteile, ungewohnte
Aufgabentypen, Multiple Choice, offene Aufgaben, Aufsatz, Liickentext.

Es wurde beziiglich der Wahlaufgaben ein weitergehendes, einheitlicheres
Vorgehen der Lander gefordert, auch wenn hier bereits wichtige Schritte im
Rahmen der Aufgaben im hilfsmittelfreien Teil zu verzeichnen sind.

Die aktuellen Abituraufgaben seit 2024 werden nach dem Verdndern des
Anforderungsniveaus insgesamt als nicht iiberlastend empfunden und als
zeitlich machbar fiir die Schiilerinnen und Schiiler eingeschitzt.

Quo Vadis? - Herausforderungen, Visionen, nachste Schritte

Der Kompetenzbereich Modellieren wurde weiterhin als zu wenig priasent in
den Abituraufgaben eingeschitzt. Hier konnten zum Beispiel neue
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Aufgabenformate zu den Schritten des Modellierungskreislaufs (z. B. zum
Validieren) zukiinftig entstehen. Ebenso sollten in den Priifungen offenere
Aufgaben stirker einbezogen werden, um auch dadurch eine Stirkung
prozessbezogener Kompetenzen wirksam werden zu lassen.

Zur sprachlichen Gestaltung der Aufgaben wurde bereits eine erhohte
Verstdandlichkeit durch Standardisierung der Aufgabenformulierung
(,,Abisprech*) wahrgenommen. Der daraus resultierende Nachteil fehlender
sprachlicher Variabilitdt (mit Blick auf Hochschulen) wurde diskutiert. Der
fachdidaktische Ansatz, formuliert in der Gruppe in der Analysis (auch
giiltig in allen anderen Fachgebieten) Basiskompetenzen auch im Hinblick
auf sprachliche Entwicklung zu sichern, bietet die Perspektive, die Varianz
in der Fachsprache dann wieder weiter ausbauen zu konnen.

Aus den Riickmeldungen in der Diskussion ergab sich dariiber hinaus die
Forderung, Einheitlichkeit in Zusammenarbeit mit den anderen Fichern
(z. B. Naturwissenschaften) zu priifen. Es wurde die klare und einheitliche
Bedeutung der Operatoren gelobt und gleichzeitig eine Erhohung der
kognitiven Aktivierung und eine Spezifizierung der Operatoren mit Blick auf
den Grad der kognitiven Aktivierung gewiinscht.

In der Arbeitsgruppe zur Analysis wurden konkrete inhaltliche Aspekte
betrachtet. Als gute Beispiele aus den bereits genutzten Aufgaben wurden
genannt: das Format der Bilanzaufgabe beim Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung und die Thematisierung von exponentiellem Wachstum in
den Priifungsaufgaben. Dariiber hinaus wurden die weiterreichende Priifung
der Anwendungskontexte fiir trigonometrische Funktionen und die Priifung
der Authentizitdt fiir polynomiale Zusammenhénge angeregt.

Es wurden zudem fiir die Zukunft Herausforderungen benannt, die in
Kooperation aller Akteure aus Fachdidaktik und Praxis der
Aufgabenentwicklung zu bearbeiten sind. Dabei bezogen sich viele Fragen
auf das Constructive Alignment von Unterricht und Priifungen, bewusst in
beiden Richtungen des Einflusses: von Unterricht auf Priifungen sowie von
Priifungen auf Unterricht:

e Wie konnen neue Aufgabenformate etabliert werden (z. B. zum
Modellieren und Problemldsen), um die Riickwirkung von Priifungen
auf Unterricht im positiven Sinne in kleinen Schritten zu bewirken?

e Wie kommt man aus dem ,gefilhlten” Teufelskreis
»Aufgabentradition® nimmt Einfluss auf ,,Aufgabenauswahl* nimmt
Einfluss auf ,,Unterricht* bildet ,,Aufgabentradition* heraus?
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e Wie kann der Einbezug moderner Technologie in Priifungsaufgaben
gelingen? Geht von einer Beschrankung des MMS in Priifungen eine
Gefahr in Bezug auf Reduzierung der Breite der Nutzung im
Unterricht aus?

Diese noch unbeantworteten Fragen zeigen, dass der Dialog gemeinsam
weitergefiihrt werden muss. Mit der Ausrichtung von gemeinsamen
Tagungen ist eine gute Basis geschaffen worden, in direkten Austausch
miteinander zu treten. Dabei bietet der im Nachklang der Tagung gegriindete
Arbeitskreis ,,Sekundarstufe II“ in der Gesellschaft fiir Didaktik der
Mathematik (GDM) ein gutes Forum. Dieser Arbeitskreis ist bewusst offen
fiir alle Personen aus Wissenschaft, Schulpraxis und Bildungsadministration
(https://aksek2.didaktik-der-mathematik.de).

Fiir alle weiteren Kooperationen mag dieser Tagungsband eine erste
Grundlage fiir Diskussion und Weiterentwicklung bieten. Wir danken allen
Referentinnen und Referenten fiir Thre Beitrdge zu diesem Band.

Insgesamt war man sich einig: Eine  Umsetzung eines
»idealen* gemeinsamen und wirklich vergleichbaren Abiturs gelingt nur als
Kooperation von Bildungsexperten der Linder in unterschiedlichen Ebenen
und den Fachdidaktikerinnen und Fachdidaktikern, auch unter Einbezug der
Forderungen der Fachwissenschaften an Universititen und Hochschulen,
sowie den realen Rahmenbedingungen von Schule und der
gesellschaftlichen  Diskussion um  Fédhigkeiten, Fertigkeiten und
(Zukunfts-)Kompetenzen. Der Weg zum ,jidealen” Abitur ist ein Weg
gemeinsamer Entwicklung, der nicht beendet werden kann, sondern
gemeinsam im stetigen Austausch fortgefiihrt werden muss.
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