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Kurzzusammenfassung

Das Wissen, wie sich rutschende und rollende Objekte auf Fliachen verhalten, bietet
einen groflen Raum fiir unterschiedlichste Anwendungsmoglichkeiten. In dieser Arbeit
wird ein computergestiitztes Verfahren zur geometrischen Konturauslegung von Was-
serrutschen unter Beriicksichtigung rutschender Objekte in einer stationdren Wasser-
rinnenstromung vorgestellt. Bei der heutigen Auslegung von Wasserrutschen werden
immer neue Konzepte generiert, bei denen sich das Spaflerlebnis und die Sicherheit der
rutschenden Person zumindest teilweise gegentiberstehen. Aktuell gibt es keine Simula-
tionsumgebung, welche die Wasserrinnenstromung und die Interaktion der rutschenden

Person mit dieser in einer akzeptablen Berechnungszeit berticksichtigt.

Um dieses Problem zu lésen, wird eine Starrkorperfliche als kinetostatisches Ubertra-
gungselement, das Flachengelenk, formuliert, welches die Bewegung des Starrkorpers
sowie die relative Bewegung zweier Flachenparameter auf der Fliche auf die Bewegung
eines sogenannten Darboux-Koordinatensystems abbildet. Die parametrische Fléche
des Fléachengelenkes kann als elementare Flache, als bivariate B-Spline-Flache, als roh-
renformige Flache oder als Verbundfliche erzeugt werden. Unter Verwendung einer
bereits bestehenden objektorientierten Simulationsumgebung, welche, durch die An-
einanderreihung kinetostatischer Ubertragungselemente, die Beschreibung der Mehr-
korperdynamik in Minimalkoordinaten ermoglicht, werden die Bewegungsgleichungen
unter Betrachtung der Bindungsgleichung fiir Punktkontakt zwischen zwei Flachen auf
Positionsebene und auf Geschwindigkeitsebene fiir zwei Anwendungsbeispiele gelost

und die Ergebnisse verglichen.

Anschlielend wird ein Wassermodell zur Berechnung der stationdren Wasserstromung
in einer rohrenférmigen Wasserrutsche mit konstantem Kreisquerschnitt unter Verwen-
dung des Bernoulli-Ansatzes und eines Saint-Venant-Korrekturterms aufgestellt, wobei
die Auswertung der Ergebnisse zeigt, dass der Saint-Venant-Korrekturfaktor vernach-
lassigbar ist. Zur Beschreibung der Reibungskraft werden drei Terme verwendet: ein
konstanter Term, ein kriimmungsabhangiger Term und ein Term, der positive Kriim-
mungsanderungen beriicksichtigt. Die Parameteridentifikation wird mithilfe einer Op-

timierung durchgefiihrt, wobei Messdaten einer realen Wasserrutsche zugrunde liegen.

Ein Modell der rutschenden Person wird erstellt, welches aus zwei Starrkoérpern be-
steht, die in drei Punkten die Rutsche beriihren, mit dem Wasser interagiert und unter
Einfluss von Reibung die Rutsche hinunterrutscht. Der Reibungskoeffizient der rut-

schenden Person wird mithilfe einer Optimierung und Messdaten ermittelt.
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Abstract

The knowledge of the behaviour of sliding and rolling objects on surfaces offers a wide
range of application options. In this work, a computational method for the geometric
design of the contour of water slides taking into accout sliding objects with stationary
water channel flow is presented. During the design phase of water slides, new concepts
are generated where the fun and the safety of the passenger can interfere. The current
state-of-the-art does not offer any simulation tool which computes the water channel

flow and the interaction of the passenger with this in an affordable computational time.

To solve this problem, a rigid-body surface is modeled as a kinetostatic transmission
element, the surface joint, which maps the motion of the rigid-body as well as the
relative motion of two surface parameters on its surface to the spatial motion of a
corresponding Darboux frame. To describe the parametric surface of the surface joint
elementary surfaces, bivariate B-spline surfaces, tube-like surfaces or blended surfaces
can be used. Using an already existing object-oriented simulation framework, which
allows the computation of the multibody dynamics in minimal form by the concatena-
tion of kinetostatic transmission elements, the equations of motion considering contact
constraints for two surfaces for point contact at position level and velocity level are

solved for two application examples and the results are compared.

After that a water model for the calculation of the stationary water channel flow for
tube-like water slides with a constant circular cross section is set up using the Bernoulli
approach and a Saint-Venant correction term, whereby the evaluation of the results
shows, that the Saint-Venant correction term can be neglected. To describe the friction
force three terms are used: a static one, a curvature depending one and a term which
considers the positive change of curvature. The parameter identification is performed

with the help of an optimization where the basis are measurements of a real water

slide.

The model of the sliding person is set up, which consists of two rigid bodies which
are in constant contact with the water slide in three points, interacts with the water
channel flow and slides down the slide under the influence of friction. The parameter
identification of the friction coefficient is done by an optimization based on measure-

ments.






XI

Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

1.1

1.2

1.3

1.4

Motivation . . . . . . . .
Stand der Technik . . . . . . . . .
Gliederung der Arbeit . . . . . . . ...

Notation . . . . . . . .

2 Grundlagen der Flichenmodellierung

2.1

2.2

2.3

Differentialgeometrie von Kurven . . . . . . . . .. ... .. ... ...
Differentialgeometrie von Flachen . . . . . . . .. ... ... ... ...
Kurven- und Flachenanpassung mit B-Splines . . . . . . .. .. .. ..
2.3.1 Univariate B-Splines . . . . . . . . ... ... .
2.3.2 Bivariate B-Splines . . . . .. ... ... oL
2.3.3 Kurvenanpassung . . . . . ... ...

2.3.4 Flachenanpassung . . . . . . . .. ..o Lo

3 Mehrkoérperdynamik mit kinetostatischen Ubertragungselementen

3.1

3.2

3.3

3.4

Zustandsobjekte . . . . . ...
Kinetostatische Ubertragungselemente . . . . . . ... ... ... ...
3.2.1 Kurvengelenk . . . . .. ..o
3.2.2  Geometrische Messungen . . . . . ... .. ... ... ...
3.2.3 Verkettung kinetostatischer Ubertragungselemente . . . . . . . .
3.2.4  Kréafte und Trégheitseigenschaften . . . . . . . .. ... ... ..
Schlieffen kinematischer Ketten . . . . . . . . ... .. ... ... ...

Generierung der Bewegungsgleichungen . . . . . . . .. . ... ... ..

10

14

14

17

20

22

27



XII Inhaltsverzeichnis
3.5 Generierung und Anwendung des Flachengelenkes . . . . . . . . .. .. 38
3.5.1 Beschreibung des Flachengelenkes . . . . . . .. ... ... ... 39

3.5.2  Geometrie des Flachengelenkes . . . . . .. .. ... ... ... 42

3.5.2.1 Elementare Flachen . . . . . . ... ... .. .. ... 42

3.5.2.2  Rohrenformige Flachen . . . . . . . . .. .. ... ... 43

3.5.2.2.1 Rohrenformige Flachen mit konstantem Quer-

3.5.2.2.2  Rohrenformige Fliachen mit variablem Quer-

schnitt . . . . . ... o 45

3.5.2.3 Bivariate B-Spline-Flachen . . . . . . .. .. ... ... 48
3.5.24 Verbundflichen . . . . . . . .. ... 48

3.5.3 Punktkontakt zwischen zwei Flachen . . . . . . ... ... ... 52
3.5.3.1 Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene . . . . 52
3.5.3.2 Bindungsgleichungen auf Positionsebene . . . . . . .. 54

3.5.3.3 Anwendungsbeispiele . . . . ... 55

4 Modellierung rohrenformiger Wasserrutschen mit Kreisquerschnitt 61

4.1

4.2

4.3

4.4

Grundlagen der Stromungsmechanik . . . . . ... .00 000 61

Berechnung der stationaren Wasserrinnenstromung fiir einen Wasserzulauf 62

Modellierung einer rutschenden Person . . . . . . . .. ... ... ... 69
Ergebnisse . . . . . . ..o 73
4.4.1 Parameteridentifikation fiir die Stromlinie . . . . . . . . .. .. 73

4.4.2 Simulation der Wasserrinnenstromung in einer CFD-Umgebung 81
4.4.2.1 Grundlagen der numerischen Stromungsmechanik . . . 81

4.4.2.2 Simulation der Wasserrinnenstromung in OpenFOAM . 84



Inhalt XIII

4.4.3 Parameteridentifikation fur die rutschende Person . . . . . . .. 87
4.5 Diskussion der Ergebmisse . . . . . ... ..o 95

4.6 Ausblick: Berechnung der Wasserrinnenstromung bei rohrenférmigen Rut-

schen mit allgemeinem Rutschenquerschnitt . . . . . .. .. ... ... 96

4.7 Ausblick: Optimierung der Rutschengeometrie . . . . . . .. ... ... 97

5 Zusammenfassung und Ausblick 103
Literaturverzeichnis 105

A Zeitliche Ableitungen der z-Achse des Darboux-Koordinatensystems

in singulidren Punkten 113

B Beschleunigungsiibertragung des Flachengelenkes 115

C Partielle Ableitungen der verwendeten Gleichungen fiir eine rohren-

formige Fliche 118
C.1 Partielle Ableitungen der Rotationsmatrix 'Rp(u) . . . . . .. . .. .. 118
C.2 Partielle Ableitungen der resultierenden Flache r(u,v). . . . . . .. .. 120

C.3 Partielle Ableitungen der Querschnittsfunktion fiir zwei und mehr Quer-

schnitte . . . . . . L 120
C.4 Partielle Ableitungen der logistischen Funktion . . . . . . . .. ... .. 121
D Partielle Ableitungen der Verbundfliche 123

E Erlauterungen zu den Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebenel25

F Partielle Ableitungen fiir das Wassermodell 128

G Projektion eines Kugelsegmentes auf eine Ebene 129






1 Einleitung

In diesem Kapitel wird kurz die Motivation der Arbeit erlautert. AnschlieBend wird
eine Ubersicht iiber den Stand der Technik gegeben sowie die Gliederung der Arbeit

und die verwendete Notation vorgestellt.

1.1 Motivation

Der Titel ,,Ein Verfahren zur computergestiitzten geometrischen Konturauslegung von
Wasserrutschen unter Berticksichtigung rutschender Objekte in einer stationdren Was-
serrinnenstromung* weist darauf hin, dass die grundsétzliche Motivation dieser Arbeit
in der Auslegung von Wasserrutschen liegt. Bei der heutigen Auslegung von Wasser-
rutschen werden immer neue Konzepte generiert, bei denen sich das Spaflerlebnis und
die Sicherheit der rutschenden Person teilweise gegeniiberstehen, denn die Wasserrut-
schen werden immer auflergewohnlicher, sodass auch neue Anforderungen an die Simu-
lationsprogramme entstehen. Aktuell gibt es keine Simulationsumgebung, welche die
Wasserrinnenstromung und die Interaktion der rutschenden Person mit dieser in einer
akzeptablen Berechnungszeit beriicksichtigt. Damit eine solche Simulationsumgebung

entstehen kann, miissen folgende Aufgaben betrachtet werden:

1) Beschreibung der Geometrie der Wasserrutsche als Fléche, welche mit anderen

Flachen oder Objekten interagieren kann

2) Aufstellen eines Modells der rutschenden Person sowie der Formulierung von Kon-
taktbedingungen, sodass das Modell oder andere Objekte auf der Wasserrutsche

rutschen koénnen
3) Berechnung der Wasserrinnenstromung in einer akzeptablen Zeitspanne

4) Modellierung der Interaktion zwischen rutschender Person und Wasserrinnenstro-

mung

Bereits das Losen der ersten beiden Aufgaben erméglicht die Auslegung von Rutschen
auf beispielsweise Spielplatzen. Ebenso ist es moglich, die Mehrkérperdynamik mehre-
rer Objekte, welche als Flache repréisentiert werden konnen, die aufeinander rutschen
oder, durch das Hinzufligen einer nicht-holonomen Gleichung, rollen, darzustellen, wo-

durch sich viele weitere Anwendungsmoglichkeiten ergeben.
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1.2 Stand der Technik

Die Dynamik einer Punktmasse wurde bereits 1736 von Euler [Euler, 1736] beschrie-
ben. Er untersuchte die Bewegung einer Punktmasse auf einer Flache, welche sich, nur
unter Einfluss der Gravitationskraft, entlang der kiirzesten Verbindung zwischen dem
Anfangs- und Endpunkt bewegt. Neben der Dynamik von Punktmassen wird in vielen
Anwendungen, wie beispielsweise in den Bereichen der Robotik (Greifen und Bewegen
von Objekten [Bicchi und Kumar, 2000], Simulation von kugelférmigen Robotern [Ho-
gan und Forbes, 2015]) oder der Biomechanik (Interaktion zwischen Fu8 und Boden
wahrend der Standphase [Millard und Kecskeméthy, 2015]), eine robuste Formulierung
der Dynamik von Starrkérpern, wahrend sie im Kontakt sind und sich relativ zueinan-
der bewegen, benotigt. Der iibliche Ansatz, solche Anwendungen zu modellieren, ist es,
allgemeine einseitige Bindungsgleichungen aufzustellen und diese, wie in [Jain, 2013]
und [Pfeiffer und Glocker, 2000}, entweder mithilfe von reguldren Methoden oder nicht-
glatten Kontaktmodellen zu modellieren. Beide Arten von Modellen zeigen numerische
Schwierigkeiten, welche sich auf die Diskontinuitdten beim Eintreten und Verlieren des
Kontaktes zurtickfithren lassen. Dies lasst sich nur vermeiden, wenn die Starrkorper
stets im Kontakt miteinander sind, sodass kinematische Bindungsgleichungen formu-
liert werden kénnen, welche das Durchdringen oder Entfernen der Korper verhindern.
Diese kinematischen Bindungsgleichungen, die die Bewegung der sich beriihrenden Kor-
per beschreiben, wurden auf Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene bereits ein-
gehend untersucht (beispielsweise in [Montana, 1988] und [Cai und Roth, 1987]) und
es ist gangige Praxis, diese in den Bewegungsgleichungen des Systems durch Lagrange
Multiplikatoren zu berticksichtigen. Da diese kinematischen Kontaktbedingungen je-
doch nur lokal erfiillt werden konnen, fithrt dies auf Positionsebene zu Driftfehlern, die
stabilisiert werden miissen. Losungen dafiir bieten beispielsweise [Baumgarte, 1972],
[Gear et al., 1985], [Lotstedt und Petzold, 1986] oder [Park und Chiou, 1988].

Zur Berechnung der Dynamik von rutschenden und rollenden Objekten auf einer Fla-
che werden in dieser Arbeit Informationen der Differentialgeometrie der Fliache und
ein, auf der Flache bewegbares, Koordinatensystem benotigt. Die Differentialgeome-
trie von Flachen wurde unter anderem von Gauf§ [Gauf}; 1902] geprégt, welcher durch
die Gauf}’sche Krimmung intrinsische Mafle von extrinsischen Maflen unterschied. Ei-
ne weit verbreitete Definition eines bewegten Koordinatensystems entlang einer Kurve
ist das Frenet-Serret-Koordinatensystem, welches von Frenet [Frenet, 1852] und Serret
[Serret, 1868] unabhéngig voneinander dargestellt wurde. Eine Achse zeigt dabei stets

in Richtung der Tangente der Kurve, die zweite Achse zeigt in Normalrichtung der Kur-
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ve, welche der Ableitung des Tangentenvektors nach der Bogenldnge dividiert durch
die Kriimmung entspricht. Die dritte Achse ergibt sich entsprechend aus dem Kreuz-
produkt der beiden vorher definierten Achsen. An Stellen, an denen die Kriimmung
Null betrédgt, wie beispielsweise an geraden Kurvensegmenten oder in Wendepunkten,
ist das Frenet-Serret-Koordinatensystem allerdings nicht definiert. Um diesen Nach-
teil zu umgehen, beschreiben Kecskeméthy und Tandl [Kecskeméthy und Tandl, 2006]
eine singularfreie Erweiterung des Frenet-Serret-Koordinatensystems und Bishop [Bi-
shop, 1975] zeigt eine andere Methode, den RPAF (,relative parallel adapted frame®).
Ahnlich zum Frenet-Serret-Koordinatensystem wird bei dem RPAF die erste Achse in
Richtung der Tangente definiert. Die beiden dazu senkrechten Achsen werden dann, ab-
héngig von einem zu Beginn definierten Koordinatensystem (beispielsweise dem Frenet-
Serret-Koordinatensystem) entsprechend eines relativ parallelen Vektorfeldes berech-
net. Ein senkrecht relativ paralleles Vektorfeld entlang einer Kurve ist so definiert, dass
seine Ableitung tangential ist, sich also nur so weit dreht, dass es weiterhin normal zur
Tangente der Kurve verlduft. Nachteilig ist hier jedoch die numerische Integration zur
Ermittlung der beiden Achsen senkrecht zur Tangente der Kurve, wie in [Téndl, 2009
beschrieben. Téndl [Téndl, 2009] stellt ein Darboux-Koordinatensystem fiir Kurven
dar, dessen erste Achse ebenfalls in Richtung der Tangente der Kurve definiert ist.
Die zweite Achse ergibt sich aus dem Kreuzprodukt der Tangente und eines vorher
definierten Horizontvektorfeldes, welches sich entlang der Kurve éndern kann. Dieses
Koordinatensystem lehnt sich an das Darboux-Koordinatensystem von [Darboux, 1889]
an, welches sich auf einer Flache entlang einer parametrischen Kurve bewegt. Die dritte

Achse ist dabei in Richtung der Normalen der Fléiche definiert.

Zur Berechnung der parametrischen Kurven und Flachen werden in dieser Arbeit Spli-
nes verwendet. Diese haben den Vorteil, dass sie lokal leicht berechnet werden kon-
nen aber trotzdem global sehr anpassungsfiahig sind [De Boor, 1990] und nicht, wie
beispielsweise Polynome, zum Uberschwingen neigen [Schumaker, 2007]. Bei Splines
handelt es sich um die stiickweise Aneinanderreihung von Polynomen, die auf unter-
schiedlichen Basisfunktionen beruhen. Weit verbreitet sind beispielsweise die B-Spline-
Basisfunktionen, welche eine Erweiterung der Bernstein-Bézier-Basisfunktionen sind
[de Boor, 2001] und auch in dieser Arbeit verwendet werden. Weitere Interpolations-
moglichkeiten bieten unter anderem die Hermite-, Bessel- oder Akima’s Interpolation,
wie in [de Boor, 2001] beschrieben. Aufgrund des breiten Anwendungsfeldes gibt es
verschiedenste Splines und deren Abwandlungen, auf die hier nicht weiter eingegangen
wird. Die Einsatzbereiche von B-Spline-Kurven liegen beispielsweise in der Simulation

von Achterbahnen [Tandl, 2009], in der Bewegungsplanung von autonom fahrenden
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Fahrzeugen [Shiller et al., 1991], Gewicht hebenden Robotern [Wang et al., 1999]
oder allgemeinen Mehrkérpersystemen [Geu Flores, 2013] und von B-Spline-Flachen
beispielsweise in der Medizin zur Auswertung von Magnetresonanztomografiebildern
[Amini et al., 2001], zur Rekonstruktion des menschlichen Knochens [Yoo, 2011] oder
in der Konstruktion von Propellerblittern [Pérez-Arribas und Pérez-Fernandez, 2018].
Die von Dierckx [Dierckx, 1995] implementierten Algorithmen zur Verwendung von
univariaten und bivariaten B-Splines sind weit verbreitet und werden auch in dieser
Arbeit eingesetzt. In der Computergrafik werden standardméfig NURBS (non-uniform-
rational-B-Splines) zur Darstellung von Freiformflachen verwendet [Rogers, 2001]. Dies
fithrt zu einer groflen Anzahl an Weiterentwicklungen der NURBS selbst oder Effizi-
enzsteigerungen in der Darstellung (beispielsweise in [Guthe et al., 2002] oder [Kris-
hnamurthy et al., 2007]). Eine dieser Weiterentwicklungen der klassischen NURBS
sind beispielsweise die dynamischen NURBS (D-NURBS), welche zusétzlich ein phy-
sikalisches Modell mit Massenverteilung, inneren Verformungsenergien oder anderen
physikalischen Eigenschaften beinhalten, sodass der Anwender die Form auch durch
direkte physikalische Manipulation verandern kann [Terzopoulos und Qin, 1994]. Auch
das liickenlose Verbinden zweier NURBS Flachen stellt eine grofie Herausforderung dar,

die beispielsweise in [Sederberg et al., 2008] bewéltigt wird.

Bei der Modellierung von Wasserrutschen werden immer neue Konzepte generiert, bei
denen sich das Spafierlebnis und die Sicherheit der rutschenden Person gegentiberstehen
konnen. Aktuell gibt es keine Simulationsumgebung, welche die Wasserrinnenstromung
und die Interaktion der rutschenden Person mit dieser in einer akzeptablen Berech-
nungszeit berticksichtigt. In der aktuellen Literatur wird die Geometrie der Wasserrut-
sche entweder als Aneinanderreihung vordefinierter Elemente (beispielsweise Zylinder,
Torussegmente [Szczepaniak und Walentyniski, 2007] und Segmente entlang kubischer
Kurven mit Kreisquerschnitt [Joo et al., 2006]) oder anhand der Flachenanpassung
mit bivariaten B-Splines [Joo und Chang, 2001] erstellt. Wahrend der erste Ansatz die
Vielfalt an moglichen Designs beschrankt, fiihrt der zweite Ansatz zu einem uniiber-
schaubaren Parametersatz, der fiir praktische Applikationen nicht geeignet zu sein
scheint [Joo et al., 2006]. Die Dynamik des rutschenden Objekts wird entweder als
Punktmassenbewegung auf der Rutschenoberfliche in Minimalkoordinaten [Joo und
Chang, 2001], [Joo et al., 2006] oder als Starrkoérperbewegung unter dem Einfluss von
regulierten Kontaktkraften in kartesischen Koordinaten formuliert [Szczepaniak und
Walentynski, 2007]. Die Wasserrinnenstromung und ihre Interaktion mit rutschenden
Objekten wird entweder nicht berticksichtigt [Joo und Chang, 2001], [Joo et al., 2006]

oder es wird nur die Wasserrinnenstromung mithilfe von Finite-Volumen-Verfahren
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[Burzynski und Szydtowski, 2003] berechnet, was zu sehr langen Rechenzeiten fiihrt.

Zur Beschreibung einer Stromung gibt es, je nach Stromung, unterschiedliche Be-
rechnungsmodelle, die beispielsweise in [Durst, 2006] oder [Spurk und Aksel, 2020]
zu finden sind. Die Navier-Stokes-Gleichungen sind neben der Kontinuitatsgleichung
Grundlage der Stromungsmechanik und liefern die Losung fiir den Druck und das
Geschwindigkeitsfeld der Stromung [Durst, 2006]. FlieBt die zu beschreibende Stré-
mung in einem offenen Kanal, gelten teilweise andere Berechnungsgrundlagen als bei
Stromungen in gefiillten Rohren. Einen Einblick zur Berechnung von Stromungen in
offenen Kanélen liefern beispielsweise [Chaudhry, 2008] oder [Chanson, 2004]. Durch
die steigenden Rechenleistungen der Computer verbreitet sich die Verwendung der
numerischen Stromungsmechanik (CFD) zur Simulation verschiedenster Strémungen
stark. Anwendungsbereiche sind unter anderem in der Medizin die Simulation des Herz-
Kreislaufsystems oder die Analyse bzw. Modellierung von medizinischen Produkten wie
beispielsweise Stents oder Blutfilter ([Stewart et al., 2012], [Morris et al., 2016]), in der
Aerodynamik die Untersuchung von Autos ([Corin et al., 2008], [Zhang et al., 2018])
oder von Flugzeugen ([Abbas-Bayoumi und Becker, 2011], [Ghoreyshi et al., 2014]),
die Simulation von Pumpen [Shah et al., 2013], Mischbehéltern [Delafosse et al., 2008],
chemischer Kreislaufverbrennung [Guan et al., 2014], Diisengeometrien [Ruangtrakoon
et al., 2013] oder Turbinen [Rezaciha et al., 2018], in der Stadtentwicklung die Untersu-
chung der Schadstoffausbreitung [Lateb et al., 2016], die Simulation von Dammbriichen
[Biscarini et al., 2010] oder von Wasser in Flissen [Keylock et al., 2012] oder Rohren
[Ghorai und Nigam, 2006] und viele mehr.

1.3 Gliederung der Arbeit

Ziel der Arbeit ist eine computergestiitzte geometrische Konturauslegung von Flachen
unter Beriicksichtigung rutschender Objekte in einer stationdren Wasserrinnenstro-
mung. Dafiir muss zunéchst die Moglichkeit bestehen, die Flachen darzustellen und mit
diesen zu interagieren. AnschlieBend wird ein Modell zur Bestimmung der stationéren
Wasserrinnenstromung sowie eine Methode der Interaktion zwischen Wasserrinnenstro-

mung und rutschendem Objekt benotigt.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: Kapitel 2 beinhaltet die, fiir diese Arbeit benotig-
ten, theoretischen Grundlagen zu der Differentialgeometrie von Kurven und Flachen,
zu den univariaten und bivariaten B-Splines und darauf aufbauend zu der Kurven-

und Flachenanpassung. In Kapitel 3 wird die Mehrkorperdynamik mit kinetostati-



6 1 FEinleitung

schen Ubertragungselementen in Minimalform, wie sie in der Simulationsumgebung
MIIBILE verwendet wird, erlautert und das zur Darstellung der Flachen verwendete
kinetostatische Ubertragungselement ,Flichengelenk® wird beschrieben und anschlie-
Bend beispielhaft, ohne stationdrer Wasserrinnenstromung, angewendet. In Kapitel 4
wird eine rohrenférmige Wasserrutsche mit konstantem Kreisquerschnitt simuliert. Da-
fiir wird zunéchst ein Modell zur Berechnung der stationaren Wasserrinnenstromung
vorgestellt, anschlieBend wird eine rutschende Person und die Interaktion dieser mit
der Wasserrinnenstromung modelliert sowie eine Parameteridentifikation mit Messda-
ten einer realen Wasserrutsche durchgefiihrt. AbschlieSfend werden in Kapitel 5 die

wichtigsten Erkenntnisse zusammengefasst und ein kurzer Ausblick gegeben.

1.4 Notation

In der hier vorliegenden Arbeit beschreibt ¢ die Zeit. Die Zeitableitung d(-)/d¢ wird
mit () dargestellt. Wahrend es sich bei dem Parameter v stets um einen allgemeinen
Flachenparameter handelt, kann der Parameter u je nach Kontext sowohl einen all-
gemeinen Kurvenparameter, als auch einen allgemeinen Flachenparameter darstellen.
Die partiellen Ableitungen 0(-)/0u und 9(-)/0v werden entsprechend mit (-),, und (+),

abgekiirzt, wobei hohere und gemischte partielle Ableitungen analog abgekiirzt werden.

Ein Vektor ]ij repréasentiert die physikalische FEigenschaft b im Zielkoordinatensystem
K;, gemessen beziiglich des Koordinatensystems X; und ausgedriickt in Koordinaten
des Koordinatensystems K. Ist der linke obere Index k nicht angegeben, so ist der

Ausdruck fiir jede Koordinatenzerlegung gtltig.

Die schiefsymmetrische Matrix

0 —a, ay

|2
Il

a, 0 —a,

—a, a; 0

wird anhand des Vektors a = [a, a, az]T generiert. Das Kreuzprodukt zweier Vektoren

¢ = axb kann mithilfe der schiefsymmetrischen Matrix durch eine Matrixmultiplikation

a
¢ = ab ausgedriickt werden.

Werden z verschiedene Ausfithrungen eines Vektors (-) bendtigt, so werden diese als

oberer rechter Index des Vektors gemaf ()Z mit beispielsweise ¢ = 0, ...,z — 1 kennt-

lich gemacht, wobei die anderen Indizes, wie oben beschrieben, besetzt sein konnen.

Verschiedene Ausfithrungen eines Skalars werden durch einen unteren rechten Index
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gemaf (), mit beispielsweise £ = 0, ...,z — 1 gekennzeichnet, aufler das entsprechende
Skalar besitzt partielle Ableitungen, die im weiteren Verlauf benotigt werden oder der
untere rechte Index wird anderweitig verwendet. In diesem Fall wird auch bei einem
Skalar der rechte obere Index zur Anzeige der unterschiedlichen Ausfiihrungen verwen-
det, sodass der rechte untere Index fiir die partiellen Ableitungen verwendet werden
kann. Beispielsweise ergibt sich so fiir die partielle Ableitung nach u erster Ordnung der
dritten Ausfiihrung des Skalars (-) entsprechend (-)?. Diese Notation ist nicht mit ein-
zelnen Iterationsschritten eines Skalars oder Vektors oder der anderen Schreibweise der
Angabe des Grades der Ableitung zu verwechseln, denn bei diesen Kennzeichnungen

wird der rechte obere Index in Klammern gesetzt und je nach Kontext verwendet.

In dieser Arbeit wird, wenn nicht explizit gekennzeichnet, der Betrag eines Vektors ||b]|

nicht durch das Skalar b repréisentiert.



2 Grundlagen der Flachenmodellierung

In diesem Kapitel werden zunéachst die Grundlagen der Differentialgeometrie von Kur-
ven und Flichen beschrieben. Anschliefend wird ein Uberblick zu univariaten und
bivariten B-Splines gegeben und darauf aufbauend die Kurven- und Flédchenanpassung

in komprimierter Form erlautert.

2.1 Differentialgeometrie von Kurven

Eine raumliche parametrisierte differenzierbare Kurve ist eine differenzierbare Abbil-
dung r(u) : I — R* des eindimensionalen Parameters u der Kurve aus einem offenen
Intervall I = (ug,u;) in den R®. Hierbei wird der Parameter u an jeder Stelle des
Intervalls I auf einen Punkt r(u) = [z(u) y(u) z(u)]" abgebildet. Dabei bedeutet dif-
ferenzierbar, dass die einzelnen Funktionen z(u), y(u) und z(u) differenzierbar sind.
Die Bildmenge der parametrisierten Kurve wird dabei als Spur bezeichnet. [do Carmo,
1993]

Die parametrisierte differenzierbare Kurve ist reguldr, wenn r,,(u) # 0 gilt. Die Bogen-

lange s einer solchen Kurve ldsst sich von einem Punkt r(ug) aus gemafl

s) = [ |lry(w)lldu (2.1)

U
definieren. Handelt es sich um eine nach der Bogenlange parametrisierte Kurve u = s,

dann besitzt der Tangentenvektor £(s)

t(s) = r,(s) (2.2)

stets die Lange Eins

1)} = llzs ()] = Jrs(s) - 15(s) = ds/du = 1. (2.3)

Die Funktion x(s) = ||r,,(s)|| wird als Krimmung bezeichnet und misst die Abweichung
der Kurve zu einer, entlang der Tangente, verlaufenden Geraden. Der Vektor r(s)

verlauft dabei senkrecht zu r,(s), da das Differenzieren der Gleichung (2.3)

Is(s) - 15(s) =0 (2.4)

liefert. Hieraus kann ein Normalenvektor

1
n(s) = @fss(S) (2.5)
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definiert werden, wenn x(s) # 0 gilt. Die beiden Vektoren t(s) und n(s) spannen eine
Ebene, die sogenannte Schmiegebene, auf (Abbildung 2.1). Der Vektor, der aus dem
Kreuzprodukt der beiden Einheitsvektoren £(s) und n(s) geméas

b(s) = (s) x n(s) (2.6)

entsteht, wird Binorminalvektor genannt. Der Betrag der partiellen Ableitung des Bi-
norminalvektors, die Torsion,

7(s) = [lbs(s)]l (2.7)
gibt an, wie stark sich die Kurve bei s aus der Schmiegebene herausdreht. [do Carmo,

1993]

Schmiegebene

Abbildung 2.1: Differentialgeometrie von Kurven (modifiziert nach [do Carmo, 1993])

Mithilfe des Tangentenvektors ¢(s), des Normalenvektors n(s) und des Binorminal-
vektors b(s) lasst sich ein rechtshandiges Koordinatensystem definieren, welches sich
entlang der Kurve bewegen kann. Differenzieren der Gleichungen (2.2), (2.5) und (2.6)

nach der Bogenlange s liefert die Gleichungen

ty(s) = K(s)n(s) 2.8
ny(s) = —k(s)t(s) + 7(s) b(s) (2.9)
by(s) = —7(s)n, (2.10)

welche unter den Frenetschen Formeln (engl. Frenet-Serret equations) bekannt sind.
Durch die Kriilmmung x(s) und die Torsion 7(s) ist es also moglich, die partiellen
Ableitungen t,(s), ny(s) und b,(s) durch die Vektoren t(s), n(s) und b(s) entsprechend

t(s 0 K($) 0 t(s)
ny(s) | = | —k(s) 0 7(s) n(s) (2.11)
b,(s 0 —7(s) 0 b(s)

auszudriicken. [Kithnel, 2012]
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Eine weitere Moglichkeit zur Erstellung eines sich auf einer Kurve bewegenden Ko-
ordinatensystems wird in [Téndl, 2009] beschrieben. Die dort dargestellte Darboux-
Parametrisierung definiert die z-Achse des Koordinatensystems ebenfalls in Richtung
der Tangente. Die y-Achse ergibt sich aus dem Kreuzprodukt eines vorher definierten
Horizontvektorfeldes h(s) und der Tangente (Abbildung 2.2) zu
(o) )X 6)
S5 ) x )l

Die z-Achse vervollstandigt das rechtshandige Koordinatensystem.

(2.12)

Diese Parametrisierung kann singulér werden, wenn die beiden Vektoren ¢(s) und h(s)
parallel sind. Um dies zu umgehen, kann das Horizontvektorfeld i(s) entlang der Kurve
variiert werden. [Téndl, 2009]

nwektorfe\d

Horizo

Abbildung 2.2: Darboux-Parametrisierung eines bewegten Koordinatensystems entlang
einer Kurve

2.2 Differentialgeometrie von Flachen

Bei einem regularen parametrisierten Flachenstiick handelt es sich um eine Immersion

r:U—=R? (u,0)r(uv), (2.13)

wobei U eine offene Menge ist, die die Parameter v und v beinhaltet. Dabei ist r die
Parametrisierung der Flache

r(u,v) = [2(u,v) y(u,v) z(u,v)]" € R?, (2.14)

die die beiden Parameter u und v auf einen Punkt mit kartesischen Koordinaten (z, y, )
abbildet (Abbildung 2.3). Da es sich um eine Immersion handelt, sind die beiden parti-
ellen Ableitungen r, = dr/0u und r, = Or/0v in jedem Punkt linear unabhéangig und

spannen entsprechende Tangentialebenen auf. [Kiithnel, 2012]
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v A /_\

SV

Abbildung 2.3: Darstellung eines parametrisierten Flachenstiicks, modifiziert nach
[Kiithnel, 2012]

Anhand der Geometrie der Flache lassen sich intrinsische und extrinsische Gréflen be-
rechnen. Intrinsische Groflen beschreiben die innere Geometrie der Flache, sind also
unabhéngig von ihrer Lage im Raum und konnen beispielsweise zur Berechnung der
Lange einer Kurve auf der Fléche, eines Winkels zwischen zwei Vektoren (und damit
auch zweier sich schneidenden Kurven) oder zur Berechnung des Flacheninhaltes eines
Teilgebietes der Fliche verwendet werden. Die Koeffizienten der ersten Fundamental-

form koénnen in einer symmetrischen und positiv definiten Matrix

Fu b } (2.15)

Ty Iyt T

y)

&
—~~
E
<
SN~—
g
—
E
<
~— ~—
| IS
I
1
SIS
< <
513

angeordnet werden. Die Bogenldnge s einer parametrischen Kurve (Kurvenparameter
u.) auf einer Fléche r(u.) = r(u(u.), v(u.)) ergibt sich dann &hnlich zur Gleichung (2.1)

zu

() = [ I, (o) e = [/ dug
0 0
- /uc \/(zu uuc + fU ch) ' (zu uuc + fv ch) duc
0
- /uC \/(ﬁu ’ fu) <uuc)2 + Q(Ku ) L})uucvuc + (ﬂv ’ L}) (UUC)Q duc
0

_ /” VE (w,)? + 2F u,, v, + G (v,.)* du,. (2.16)
0

Die erste Fundamentalform wird auch oft als das, sich aus Gleichung (2.16) ergebene,

quadratische Differential
[ =ds® = Edv® + 2Fdudv + Gdv® (2.17)

beschrieben. ([Kihnel, 2012], [do Carmo, 1993])
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Der Winkel 6, unter dem sich zwei parametrische Kurven ' (u.) und r°*(u) auf der

Flache schneiden (ue = ue1 und uee = uq2) ergibt sich zu

cos(0) = iﬁld (Ueo1) ’Kf?ﬂ (Ue02)

ek, (ueon) 12, (ueon) |

(2.18)

Demnach berechnet sich der Winkel, unter dem sich die Koordinatenkurven der Para-

metrisierung r(u, v) schneiden, zu

r.o-T F
) = L =Y _ — . 2.19
©sO) = Tl ~ VEG (219)

Eine Parametrisierung heifit dann orthogonal, wenn die Koordinatenkurven orthogonal
sind, also F'(u,v) = 0 gilt. [do Carmo, 1993]

Wird nun eine Teilmenge Q von U betrachtet, so lasst sich der Flacheninhalt des ent-

stehenden Teilflachenstiicks zu

AQ) ://Q |y, X 1, || dudv
Z//Q VEG — F2 dudv (2.20)

berechnen [do Carmo, 1993].

So besitzen beispielsweise eine Ebene, die durch den Punkt p = [z y Z]T und die beiden

orthogonalen Vektoren rl, und r!, gemif
rl(ug,v) = p+ riiu+rlior mit (ug,v) € R? (2.21)
definiert ist, und ein Zylinder, der geméaf3
(g, v3) = [cos(ug) sin(ug) vo]" mit 0 < uy < 27, —00 < vy < 00 (2.22)
definiert ist, die gleiche erste Fundamentalform [do Carmo, 1993]
E=1 F=0 G=1. (2.23)

Die zweite Fundamentalform befasst sich mit der Kriimmung. Dafiir wird zunéchst
eine parametrische Kurve r(s), wobei s die Bogenldange und £(s) der Tangentenvektor
(Gleichung (2.2)) der Kurve sind, auf einer Flache r(u, v) mit den Flachenparametern u
und v, betrachtet, welche durch einen Punkt p verlauft. Dabei ist N (u, v) der normierte
Normalenvektor

Ty X Ty

N = (2.24)

[Eoy |
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der Flidche im Punkt p. Der Vektor n(s) ist der Normalenvektor der Kurve (Glei-
chung (2.5)), welcher multipliziert mit der Krimmung r(s) den Krimmungsvektor
k = k(s)n(s) = dt/ds ergibt und in zwei Anteile, den Normalkriimmungsvektor
k, = knN(u,v) und den Tangentialkriimmungsvektor k, = kn — kN = Kg(NN X t),
zerlegt werden kann, wobei x,, die Normalkrimmung und &, die Tangentialkrimmung
oder geodatische Kriimmung genannt wird. Die Normalkriimmung ist die Projektion
des Kriimmungsvektors auf die Flachennormale. ([Struik, 1961], [do Carmo, 1993])

Wird die Gleichung ¢ - N = 0 nach der Bogenldnge s differenziert, ergibt sich die

Normalkriimmung zu

dt dN
—  N=—t.—
ds — ~ ds
dr(s) dN dr-dN
_ AN _dredv 2.2
fon ds ds ds? (2.25)

Mit dN = N,du + N, dv und dr = r,du + r,dv berechnet sich die Normalkrimmung

(Ku : Mu)du2 + (Zu ' Mv + Ty - Mu)dUdU + (EU : M)dUQ
Edu? + 2Fdudv + Gdv?
edu? + 2fdudv + gdv? !

= == 9.9
Edu? + 2Fdudv + Gde? 1 (2.27)

Kp = —

(2.26)

aus dem Quotienten der zweiten und ersten Fundamentalform. Das Differenzieren der

Gleichungen N -r, = 0 und N - r, = 0 nach den Flachenparametern u und v ergibt

N, r,+Nr,, =0
N, r,+N1r,, =0

(2.28)
Ny -1y, +Nry=0
N, r,+ N1, =0,
wodurch
N, -r, =N, r,=—N-r,
N, r,=—-N-1y, (2.29)
Ny ry=—N-1y,
gilt. Durch das Verwenden von Gleichung (2.29) ergeben sich die Koeffizienten
e=N-Iy,
f=N-r, (230
g=N"-r,

der zweiten Fundamentalform. ([Struik, 1961], [do Carmo, 1993])
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Es gibt zwei Richtungen, in denen die Normalkriimmungen maximal k; und minimal
ko werden. Diese Normalkrimmungen werden Hauptkrimmungen genannt. Eine de-
taillierte Berechnung der Hauptkrimmungen findet sich in [Struik, 1961]. Mithilfe der

Hauptkriimmungen lassen sich die mittlere Kriitmmung

Eg—2fF +eG

1
M= =(k ko) = 2.31
g (k1 + k) 2(EG — F?) (2:31)
und die Gauf’sche Kriimmung (oder Totalkriimmung)
P
K =kiky = 70— 2 (2.32)

berechnen. [Struik, 1961]

Ein Punkt auf einer Flache wird
- elliptisch, wenn K > 0,
- hyperbolisch, wenn K < 0,
- parabolisch, wenn K = 0 mit dN # 0,

- planar, wenndN =0,

genannt [do Carmo, 1993].

2.3 Kurven- und Fliachenanpassung mit B-Splines

Der Begriff “Spline® bezeichnet urspriinglich eine diinne, bewegliche Latte, die als Zei-
chengerét eingesetzt wurde. Durch die Fixierung der Latte an definierten Punkten,
biegen sich die freien Teile der Latte so, dass die befestigten Punkte glatt verbunden
sind. [De Boor, 1990] In dieser Arbeit werden B-Splines (Basis Splines) verwendet, um
die Geometrie von Kurven und Flachen darzustellen. Die Kurven- oder Flachenanpas-
sung ermoglicht es, aus einem Satz gegebener Datenpunkte, eine interpolierende bzw.

approximierende Kurve oder Flache zu erstellen.

2.3.1 Univariate B-Splines

Bei einer Funktion r(u), definiert auf dem geschlossenem Intervall I = [a,b] mit dem
Grad k, der Ordnung k + 1 und der aufsteigenden Knotensequenz A;,j =0,1,...,g +1
(mit \p = a und A\,41 = b), wobei g die Anzahl der inneren Knoten ist, handelt es sich

um einen Spline, wenn



2.3 Kurven- und Flachenanpassung mit B-Splines 15

1) auf jedem Knotenintervall [A;, A\j41] die Funktion r(u) ein Polynom ist, welches

den maximalen Grad k besitzt, und

2) die Funktion r(u) und ihre Ableitungen bis zur Ordnung k — 1 auf dem Intervall
[a, b] kontinuierlich sind. [Dierckx, 1995]

Der (normalisierte) B-Spline (Basis Spline) NV, x11 mit den Knoten A;, ..., i1 ist als

= (Aigj — U)i
Nigr1 () = Nigrar — M) Y =7 (2.33)
j=0 Hn:Q(A’FFj - >\i+n)
n#j
definiert, wobei die abgeschnittene Potenzfunktion (\;;; — u)" gemé8
Niei —w)¥  wenn A\, > u
()\2+] . u)’i _ ( +J ) +5 = (234>

0 sonst

berechnet wird. Der (normalisierte) B-Spline aus Gleichung (2.33) kann ebenfalls re-

kursiv \ \
U — A4 i+n+l — U
N; ., =——N;, ——————Nitim 2.35
() = FEEN, ) N ) (2.35)
mit
1 wennu € [N\, N\iv1) ,
Nia(u) = Ao Aeva) (2.36)

0 sonst

definiert werden. Die B-Splines aus Gleichung (2.33) bzw. (2.35) heiflen normalisiert,
da

g
> Nigy1(u) = Lfir alleu € [a, b] (2.37)
i——k

gilt. [Dierckx, 1995]

Durch die gegebene Knotensequenz A;, 7 = 0,...,g + 1 konnen g — k + 1 linear un-
abhéngige B-Splines mit Grad k erzeugt werden (N;gi1(u) fir i = 0,...,g — k). Um
einen vollen Satz an Basisfunktionen zu erhalten, werden weitere 2k linear unabhangige

B-Splines benotigt, damit ein Spline r(u) durch die einzigartige Darstellung

g
r(u) = Y Niga(u) (2.38)
i=—k
reprisentiert werden kann, wobei ¢ B-Spline-Koeffizienten genannt werden. Dafiir wer-
den weitere Knoten A_g,...,A_; und Agi9, ..., \g4x+1 an den Grenzen eingefiigt. Diese
Randknoten werden tiblicherweise zusammenfallend oder periodisch gewéhlt: [Dierckx,
1995]
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¢ Bei den zusammenfallenden Randknoten

)\,k = )\,k+1 =..= )\,1 = )\0 =a, (239)
b= Agi1 = Ag2 = ... = Agik = Agiita

verschwinden alle B-Splines aulerhalb des Intervalls [a, b], sodass
r(a) = ¢ * und r(b) =¢?

gilt. Sind nur Randknoten (g = 0) vorhanden, dann werden die B-Spline-Basis-
funktionen auf dem Intervall [a, b] zu BERNSTEIN-Basisfunktionen

Nips1(u) = By, ( ) i=—k,..,0 (2.40)

b—a
mit
k

‘ ) (1—a)"u . (2.41)
J

B - (

¢ Periodische Randknoten

)\—i:/\ _i—b+a,
ot i=1, ..k (2.42)
Aitgt1 =Ai+b—a,

werden dafiir verwendet, um periodische Bedingungen zu erzeugen. Dies fiihrt

dazu, dass

=0T =1,k (2.43)

gilt, da
Nfi,k+1(u) = Ng+1,i’k+1(u+b—a>, 1= 1,...,]€. (244)

Eine detaillierte Beschreibung der Berechnung der Ableitung oder des Integrals eines

univariaten B-Splines findet sich in [Dierckx, 1995].

Abbildung 2.4 zeigt beispielhaft die B-Spline-Basisfunktionen N; 4(u), i = —3,...,4 mit
dem Grad k = 3, den zusammenfallenden Knoten A_3 = Ao = A1 = Ay = 0 und
As = g = A7 = Ag = 5 und den g = 4 inneren Knoten \; = 1, Ay = 2, A3 = 3 und
Ay = 4 auf dem Intervall u = [0, 5].
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Abbildung 2.4: B-Spline-Basisfunktionen N; 4(u) mit Grad k = 3, inneren Knoten g = 4
und der Knotenfolge A=[0000123455055]

2.3.2 Bivariate B-Splines

Als Erweiterung der univariaten Splines haben sich die sogenannten Tensorprodukt-
Splines durchgesetzt, bei denen die Grundlagen der univariaten Splines aus Kapitel
2.3.1 auf zwei Variablen, die einen rechteckigen Bereich abdecken, angewendet werden
konnen. Die Funktion r(u,v) wird bivariater (Tensorprodukt-)Spline mit Grad k > 0
in wund ¢ > 0 in v auf R = [a,b] x [c, d] mit der aufsteigenden Knotensequenzen in u-

und v-Richtung

a=X <A\ <..<Ag<Agy1 =0 (2.45)

Cc= o < 1 < ... < up < Upg1 = d (246)
genannt, wenn die Bedingungen, dass
o auf jedem Teilrechteck R;; = [A\i, Ait1] X [145, fj41] die Funktion r(u,v) durch ein
Polynom mit Grad k in u und Grad ¢ in v gegeben ist und
o die Funktion r(u,v) und alle ihre partiellen Ableitungen 0“1 (u,v)/0u’dv’ mit

0 <i< kund 0 < j < ¢ auf R kontinuierlich sind,

erfillt sind. [Dierckx, 1995]
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Das Hinzufiigen zusatzlicher Randkonten

Ak S A1 S <A < Mg =a,

b= Ag+1 < A2 <o < Mgk < Agqrnn

(2.47)

und

Pt < foppr <o < fiog < g = €,
+1 1 0 (2.48)

d= phy1 < plnge <o < fhye < Phyert
erzeugt 2k + 2¢ weitere unabhangige B-Splines, sodass jeder Spline r(u,v) die einzig-
artige Darstellung

g h
r(u,v) = Y > I Njppa(w) M (v) (2.49)
i=—k j=—t

besitzt, wobei N; y11(u) und M, e11(v) die normalisierten B-Splines auf den Knoten-
sequenzen A und g und ¢/ die B-Spline-Koeffizienten sind. Der B-Spline N; ;41 wird
dabei geméf Gleichung (2.35) berechnet. Analog dazu ist der B-Spline M; ;4 mithilfe

der Rekursion durch

U — [ Hj+m+1 — U
Mjmi1(v) = ————Mjm(v) + Mj1,m(v) (2.50)
e Hj+m — Hj ’ Hjtm+1 — Hjt1 a
mit
1 wennv € [pu;, 1, ,
M;(u) = 4 1) (2.51)
0 sonst

gegeben. [Dierckx, 1995]

Eine detaillierte Beschreibung der Berechnung der Ableitung oder des Integrals eines
bivariaten B-Splines findet sich in [Dierckx, 1995]. Abbildung 2.5 zeigt beispielhaft die
B-Spline-Basisfunktionen M;4(v), j = —3,...,3 mit dem Grad [ = 3, den zusammen-
fallenden Knoten p_g3 = pt—o = pi—1 = pp = 0 und py = ps = g = 7 = 5 und den
h = 3 inneren Knoten p; = 1.25, Ay = 2.5 und A3 = 3.75 auf dem Intervall v = [0, 5].

Abbildung 2.6 zeigt die kubischen (k = ¢ = 3) bivariaten B-Spline-Basisfunktionen
N;a(u) M;4(v) fiir i = =3,..,4 und j = —3, ...,3. Ahnlich zu den univariaten B-Spline-

Basisfunktionen gelten fiir die bivariaten B-Spline-Basisfunktion

>0 firalleu,v € R
N () My 11 () (2.52)

=0 firallew,v & [Ai, Nivry1] X (15, fj1041]

und

g h
> > Niggi(u) Mje(v) =1 fir alleu,v € R [Dierckx, 1995]. (2.53)
i=—k j=—t
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\M_3.4(v) Msa(v) ||

0.7 - M0’4(’U) :: |

=0 1 = 1.25 s = 2.5 = 3. =5
v

Abbildung 2.5: B-Spline-Basisfunktionen M, 4(v) mit Grad [ = 3, inneren Knoten h = 3
und der Knotenfolge 1= [000 0 1.252.53.7555 5 5]

0.8
0.6
0.4

0.2

Nia(u) Mj4(v)

u

D M

Abbildung 2.6: Kubische bivariate B-Spline-Basisfunktionen N; 4(u) M;4(v) mit Grad

k = 3 und Grad ¢ = 3, inneren Knoten ¢ = 4 und h = 3 und den Knotenfolgen
A=[000012345555undp=1[00001.2525375550575]
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2.3.3 Kurvenanpassung

Bei der hier beschriebenen Kurvenanpassung mit Splines geht es darum, die Parameter
der B-Splines so zu ermitteln, dass die entstehende Kurve einen Satz von Datenpunkten,
welche in Abhéngigkeit der unabhédngigen Variable u gegeben sind, bestmoglich appro-
ximiert bzw. interpoliert. Dafiir wird die FORTRAN Bibliothek von Dierckx [Dierckx,
1995] verwendet. Hierbei steht die Routine CONCUR im Vordergrund, welche die ge-
gebenen Datenpunkte p”, r = 1,...,m unter Berticksichtigung des ungeraden Grades

k=20 — 1 gemaf des Optimierungsproblems

minimiere
g
= 3 IO e O, (2.54)
unter der Bedingung
0(c, A) ==Y [we|lp” —r(u) > < S (2.55)
r=1
und
T(]_l)(a) - QJ? .] = ]" "'7jCL 0 S ja S g (2 56)
U0y =g, j=1,5y 0<j<C '

approximiert bzw. interpoliert. Dabei ist ¢ der Vektor der B-Spline-Koeffizienten ¢’
(i = —k,...,g), A ist der Vektor der inneren Knoten, sodass r®(\,+) bzw. r®(\,—)
die rechts- bzw. linksseitigen Grenzen der k-ten Ableitung am entsprechenden inneren
Knoten A, von r(u) sind, w, bezeichnet die Gewichtung der einzelnen Datenpunkte p”
und S ist der nicht-negative Parameter, welcher Glattungsfaktor genannt wird. Bei den
in Gleichung (2.56) dargestellten Randbedingungen handelt es sich um die am Anfang
(a?) bzw. Ende (QJ ) vorgegebenen, von null verschiedenen Ableitungen des Splines.
Gesucht werden die B-Spline-Koeffizienten ¢ und die inneren Knoten )\, wobei 7j(c, \)
die Glattung und 6(c,A) den Grad der Interpolation (S = 0) bzw. Approximation
(S > 0) des resultierenden Splines beschreiben. Dabei ist es moglich, den Spline r(u)

in zwei Komponenten

r(u) = p(u) +£(u) (2.57)
aufzuteilen, sodass p(u) ein Polynom beschreibt, welches die Randbedingungen aus
Gleichung (2.56) erfiillt und 7 (u) ein Spline ist, bei dem die entsprechenden Ableitungen

am Anfang und Ende des Splines Null sind. Zur effizienten Berechnung des Polynoms
p(u) mit Grad k = 2¢ — 1 wird die Bernstein-Darstellung

=208 (3 259
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w5 (20)= () 05207 G20

verwendet. Diese Art der Polynome ermoglicht eine rekursive Berechnung der Ablei-

tung und daraus resultierend eine direkte Berechnung der Koeffizienten ¢’*°, wobei eine
genaue Darstellung in [Dierckx, 1995] zu finden ist. Werden zusammenfallende Rand-
knoten und keine inneren Knoten (g = 0) gewéhlt, kann die Bernstein-Basis durch eine

B-Spline-Basis N/}, (u) gema8

Zd”“ ik () (2.59)

i=—k
ersetzt werden. Aus den gegebenen Datenpunkten p” und dem zuvor berechneten Spline

p(u) werden nun neue Datenpunkte

ar

=p" —pu,) (2.60)

I3

berechnet, die zur Losung des Optimierungsproblems

minimiere
7E ) = 3 [0 ) — 2P, )P 2.61)
unter der Bedingung -
5(2,8) = 3ol " — £w)|[? < 8 (2.62)
und -
PU(a) =0, =1 e 05ja<t (2.63)

f(jfl)(b) =0, j=1,...5, 0<j</? ,
verwendet werden. Die Verwendung von zusammenfallenden Randknoten fiithrt zu
é_k_1+j = Q, ] = 17 ...,ja und Qg+1_j — Q; ,] - 17 "’7jb . (264)

Die restlichen Koeffizienten &/, j = —k + j,, ..., g — j, werden als Losung der Methode
der kleinsten Quadrate eines tiberbestimmten Systems berechnet und die Knoten A

werden bestimmt, sodass der gesuchte Spline

Z "N g (u (2.65)

i=—k
ermittelt wird. Eine genaue Erlauterung der Vorgehensweise findet sich in [Dierckx,
1995]. Unter Verwendung eines, in [Dierckx, 1995] néher beschriebenen, Algorithmus

zum Einfligen der zuvor ermittelten Knoten A wird der Spline aus Gleichung (2.59) zu

= zg: d' Njpi1(u), (2.66)

i=—k
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sodass 7(u) (Gleichung (2.65)) und p(u) (Gleichung (2.66)) dieselbe B-Spline-Basis
besitzen. Dies hat den Vorteil, dass die B-Spline-Koeffizienten des gesuchten Splines
r(u) durch Addition der B-Spline-Koeffizienten o8 und & fir i = —k, ..., g berechnet

werden konnen. Es ergibt sich also der gesuchte Spline

g .
r(u) = Z (¢ +d) i1 (U Z " N; g1 (u (2.67)
i=—k i=—k
der die gegebenen Datenpunkte, unter Berticksichtigung des Glattungsfaktors und der
gegebenen Ableitungen am Anfang und am Ende, bestmdglich interpoliert (S = 0)
bzw. approximiert (S > 0). [Dierckx, 1995]

2.3.4 Flachenanpassung

Analog zur Kurvenanpassung sollen bei der Flédchenanpassung die B-Spline-Koeffizi-
enten und die Knotenvektoren eines bivariaten B-Splines gefunden werden, der einen
Satz von gegebenen Datenpunkten bestmoglich approximiert bzw. interpoliert. Im Fol-
genden werden die Hintergriinde dreier Routinen zur Flachenanpassung der FORT-
RAN Bibliothek von Dierckx [Dierckx, 1995] erldutert, die sich darin unterscheiden,
wie die Datenpunkte vorliegen. Die Flachenanpassung kann dabei anhand zerstreuter
Datenpunkte (SURFIT) oder anhand von Datenpunkten auf einem rechteckigen Gitter
(REGRID) berechnet werden. Ebenfalls ist es moglich, eine parametrische Flachenan-

passung anhand von Datenpunkten auf einem Gitter (PARSUR) zu ermitteln.

Flachenanpassung anhand zerstreuter Datenpunkte

Bei der Flachenanpassung anhand zerstreuter Datenpunkte handelt es sich bei den
Flachenparametern v und v um die z- und y-Koordinaten der Fléche, sodass sich als
Funktion zur Beschreibung der Fliche r(u,v) = [u v s(u,v)]T ergibt. Mithilfe der ge-
gebenen Datenpunkte p” = [z, v, %" r =1, ... mmit (u,,v,) € R = |a,b] x [¢,d], den
dazugehorigen Gewichtungen w,,r = 1,...,m und den Graden k£ und ¢ wird der biva-
riate B-Spline s(u,v) auf R mit den Knoten \;,i =0,...,g + 1 (Ao = @, \j11 = b) und
i g =0,....h+1(o = ¢, ptht1 = d) in u-und v-Richtung gesucht. Das Glattungskrite-
rium fiir univariate B-Splines (Gleichung (2.61)) lasst sich dabei auf bivariate B-Splines

geméf

OFFi s(N\g+,v) _ O s(\,—,v)
oukovi oukovi
otti S(u, Mr+> ot S(u, Mr_)
outov’ outov’

(2.68)

(2.69)
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erweitern, wobei ¢ = 1,...,9;7 = 0,...,0;c < v < dund r = 1,...,h; 1 = 0,...,k;
a < u < b gilt. Unter Verwendung der B-Spline-Basisfunkionen ergibt sich

g

Y Cijaig=0, qg=1,..,9j=—L.h (2.70)
i=—k

h

S cijbi,=0, r=1..hi=—k g (2.71)
j=—t

mit
k
— N3 (M)
Hlk' Aitk+1 — Ai)

wenn g—k—1<i:<gq

z+k+1 A o )\ )
#q (2.72)
sonst
¢
%=M’WM—WAW)
CEL (1t — 0
= IEIJMA/(VLJHH )'u]) wenn r—(—1<j<r
_ Hi
= Z# . (2.73)
0 sonst

Daraus ergibt sich das Glattungskriterium
g g 2 h g h 2
= Z Z > Cigtig)| +3 2| D Cigbir | (2.74)
a=1j=—t \i——k r=li=—k \j=—t
Der gesuchte Spline s(z,y) wird dann anhand des Optimierungsproblems
minimiere
n(c) (2.75)

unter der Bedingung

2

m g h

(c) == Z (wrzr - Z Z Ci,jwrNi,kﬂ(l"r)Mj,eH(yr)) <S (2.76)
r=1 i=—k j=—4

gefunden, wobei mithilfe der Methode von Lagrange die B-Spline-Koeffizienten des

geglatteten Splines s,(x,y) als Losung der kleinsten Quadrate des tiberbestimmten

Systems
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g h
W, Z Z CiiNigr1 () Mj i1 (yr) = w2, r=1,...,m
i=—k j=—{
g

\;ﬁi_kCi7jai7q:0, qg=1,...,9;5=—4,....h (2.77)
1

N =

bestimmt werden, wobei p die Losung der Gleichung F'(p) = S mit

m

F(p) = 3 (w, (2 — sy(,,30))’ (2.78)

r=1
ist. [Dierckx, 1995] Eine detaillierte Beschreibung zur Losung des iiberbestimmten Glei-
chungssystems in Matrixschreibweise und zur Ermittlung der Positionen der Knoten
findet sich in [Dierckx, 1995].

Flachenanpassung anhand von Gitter-Datenpunkten

Liegen die x- und y-Koordinaten der gegebenen Datenpunkte auf den Knoten eines
rechteckigen Gitters, ermoglicht dies eine effiziente Berechnung des bivariaten B-Splines
s(u,v), der z-Koordinate der Fliche. Seien nun die Werte z,, und die dazugehorigen
Datenpunkte (z4,y,), fir ¢ = 1,...;my und 7 = 1,...,;mo mit @ < 2, < 2441 < b
und ¢ < y,. < Y41 < d gegeben, dann kann ein bivariater B-Spline s(u,v) mit den
Graden k und ¢, den Knoten \;,i = 0,...,9 + 1 (Ao = @, \g41 = b) in u-Richtung und
pi i =0,...,h+1(po = ¢, ptpt1 = d) in v-Richtung gefunden werden. Das zu lésende
Gleichungssystem (Gleichung (2.77)) verdndert sich zu

g h
Z Z Ci,jNi,k+1<xq)Mj,£+1(yr) =Zqr, 4= Lomyr=1,...,ms
i=—k j=—1

1 g
Cijtiq=0, ¢=1,..,9,7=—L . h (2.79)
k

wobei nun fiir p # oo keine Uberfiihrung des Gleichungssystem in Matrixschreibwei-
se moglich ist und somit die B-Spline-Koeffizienten nicht effizient berechnet werden
konnen. Um ein Gleichungssystem zu erhalten, welches in Matrixschreibweise darge-
stellt werden kann, um die Vorgehensweise der zerstreuten Datenpunkte anwenden zu

kénnen, wird ein neuer geglétteter Spline 5,(u, v) mit der dazugehérigen Funktion

F(p) = Z Z(Zq,r - gp(xqa yr))2 (2'80)
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eingefithrt. Das Gleichungssystem zur Berechnung der B-Spline-Koeffizienten ergibt

sich nun zu

Z Z Cz‘,sz‘,kH(Iq)Mj,zH(yr) =Zr, q=1,...,myr=1..,ms
i=—k j=—1

h

g
— Z Z CijNik+1(xg)bj, =0, q=1,...my;r=1,.h
\/_z*—kj*—é

Z CijigMi1(y,) =0, q=1,..,¢g;r=1,....,my

\/_ z—fk j=—t

- Z Z Cijaighi, =0, q=1,..,9;,7r=1..h

z—fk j=—

(2.81)

und kann wie in [Dierckx, 1995] beschrieben, gelst werden. Hierbei wird davon aus-
gegangen, dass jeder Knoten des rechteckigen Gitters besetzt ist. Falls Datenpunkte
fehlen, missen diese erst direkt oder iterativ bestimmt werden (genaue Beschreibung
n [Dierckx, 1995]). Bei der direkten Methode, welche nur effizient ist, wenn fir die
Anzahl M fehlender Datenpunkte M < mims gilt, wird die Gegebenheit verwendet,
dass die B-Spline-Koeffizienten als Linearkombination der Datenpunkte z,, darstellbar
sind, wodurch die fehlenden Datenpunkte ermittelt werden kénnen. Bei der iterativen
Methode werden als Datenpunkte der Iteration n + 1 die Splinewerte der Iteration n
verwendet. [Dierckx, 1995]

Parametrische Flichenanpassung anhand von Gitter-Datenpunkten

Bei der parametrischen Fliachenanpassung werden die x-, y- und z-Koordinaten in
Abhéngigkeit der Flachenparameter u und v gegeben. In diesem Fall liegen die Fla-
chenparameter auf einem Gitter, sodass a < u < b und ¢ < v < d gelten. Fiir die z-,
y- und z-Koordinaten werden drei geglattete B-Splines

g

x(u,v) = Z Z Cij, Nigr1(w) Mj ey (v)

]_,g
y(u,v) = so(u,v) Z Z cij, N, ikr1 (W) M 41 (v) (2.82)
i=—k j——f
z(u,v) = s3(u,v) Z Z Cij, Nig1(w) M 41 (v)
i=—k j=—/
- T
mit den Geraden k und ¢ berechnet, wobei ¢/ = [Ci,jm Cij, Ci’jzj| eER3 i=—k,...,g;

j = —{, ..., h das Kontrollnetz der Flache genannt wird. Um die B-Spline-Koeffizienten
der drei bivariaten B-Splines zu ermitteln, wird analog zur Flédchenanpassung mit
Gitter-Datenpunkten fiir jede Koordinate ein neuer geglitteter Spline erstellt, wel-

cher zusammenfallende oder periodische Randbedingungen fiir die Knoten in u- und
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v-Richtung besitzen kann. Das zu losende Gleichungssystem, welches in [Dierckx, 1995]
genauer beschrieben ist, ergibt sich analog zur Flidchenanpassung mit Gitter-Daten-
punkten aus der Minimierung der Spriinge in den Ableitungen und der gewiinschten
Approximation bzw. Interpolation der gesuchten Fléche zu den gegebenen Datenpunk-
ten. [Dierckx, 1995]
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3 Mehrkorperdynamik mit kinetostatischen

Ubertragungselementen

Zur Beschreibung der Dynamik von Mehrkorpersystemen werden im Wesentlichen zwei
Methoden unterschieden, die sich in der Anzahl der Koordinaten unterscheiden, die
zur Formulierung der Lage und Orientierung der Starrkorper verwendet wird. Bei der
ersten Methode werden die Lage und Orientierung (Pose) der Korper durch einen
vollstandigen Satz kartesischer Koordinaten dargestellt. Zur eindeutigen Ermittlung
der Pose werden fiir jeden Starrkorper sechs Koordinaten benétigt. Die Bindungen
zwischen den Korpern werden durch das Hinzufiigen von nichtlinearen algebraischen
Zwangsbedingungen erreicht. Der Vorteil dieser Methode liegt in der unkomplizierten
Formulierung der Bewegungsgleichung des Systems und dem einfachen Hinzufiigen von
Kraftfunktionen oder Zwangsbedingungen, wihrend der Nachteil in der hoheren Anzahl
der zu losenden Gleichungen besteht. Hier liegt der Vorteil der zweiten Methode, welche
zur Beschreibung der Pose der Starrkérper die Freiheitsgrade des Systems verwendet.
Dies fithrt zu einer minimalen Anzahl an Bewegungsgleichungen, aber auch zu einer
komplizierten Einbindung von Kraftfunktionen oder Zwangsbedingungen. [Shabana,
2013]

Das im folgenden Kapitel dargestellte Konzept beschreibt die Mehrkérperdynamik mit
kinetostatischen Ubertragungselementen unter Verwendung der minimalen Anzahl an
Koordinaten (zweite Methode). Dafiir wird die objektorientierte Programmierungsum-
gebung M[JBILE verwendet, welche, neben grundlegenden mathematischen Objekten
wie Vektoren oder Matrizen, Zustandsobjekte und kinetostatische Ubertragungsele-
mente beinhaltet. [Kecskeméthy, 1993]

Nach der Vorstellung der benétigten Grundlagen zur Verwendung der objektorien-
tierten Programmierungsumgebung M BILE folgt die Vorstellung des Flachengelen-
kes, welches die Bewegung eines Koordinatensystems auf einer parametrischen Fl&-
che ermoglicht. AnschlieBend wird ein Uberblick iiber verschiedene Moglichkeiten zur
Erzeugung der parametrischen Flache gegeben. Das Flachengelenk ermoglicht es, die
Bindungsgleichungen zur Beschreibung von Punktkontakt zwischen zwei Flachen auf
Positionsebene zu formulieren, denn die Verwendung von Bindungsgleichungen auf Ge-
schwindigkeitsebene fiihrt ohne Stabilisierung zu Driftfehlern. Der Abschnitt endet mit
der Erlauterung der Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeits- und Positionsebene

und einem Vergleich anhand von zwei Beispielen.
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3.1 Zustandsobjekte

Zustandsobjekte, die entweder raumlich (Koordinatensystem) oder skalar (Variable)
sind, werden als Ein-und Ausginge kinetostatischer Ubertragungselemente verwendet.
Sie beinhalten kinematische und dynamische Informationen an einer bestimmten Stelle

des Mehrkorpersystems.

Das raumliche Zustandsobjekt (Abbildung 3.1) stellt die relative Bewegung eines Koor-
dinatensystems IC; zu einem Referenzkoordinatensystem Ky und die im Ursprung von

KC; wirkenden Kréfte und Momente dar. Sie umfassen also die Pose (Orientierung °R;

°R; | Rotation

ol Translation

oW, Winkelgeschwindigkeit
o — oW; lineare Geschwindigkeit

' 0W; Winkelbeschleunigung

0Q; lineare Beschleunigung

oTi Moment

of s Kraft

Abbildung 3.1: Struktur eines rdumlichen Zustandsobjektes, modifiziert nach [Kecs-
keméthy, 1993]

und Position r;), den Geschwindigkeitswinder und seine zeitliche Ableitung

oti = [ 0% ] ot = [ 0% } ; (3.1)
oW, 0%;

bestehend aus der Winkelgeschwindigkeit w,, der linearen Geschwindigkeiten ,w,, der

Winkelbeschleunigung (w,; und der linearen Beschleunigung a, sowie den Kraftwinder

W, = "”] , (3.2)
’ [f

der das Moment ,7; und die Kraft f, enthélt. [Kecskeméthy, 1993]

Skalare Zustandsobjekte 3 (Abbilung 3.2), welche sowohl eine Drehvariable als auch
eine lineare Variable sein konnen, beinhalten, dhnlich zu den rdumlichen Zustands-
objekten, die Position [, die Geschwindigkeit 3, die Beschleunigung A und die ver-

allgemeinerte Kraft ()3. Bei einer Drehvariable handelt es sich bei 3, den zeitlichen
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Ableitungen 4 und § und der verallgemeinerten Kraft ()3 entsprechend um einen Win-
kel, eine Winkelgeschwindigkeit, eine Winkelbeschleunigung und ein verallgemeinertes
Moment, wéhrend es sich bei einer linearen Variable entsprechend um eine Distanz,
eine linearen Geschwindigkeit, eine linearen Beschleunigung und eine verallgemeinerte
Kraft handelt. [Kecskeméthy, 1993]

15} Position
3 Geschwindigkeit
s Beschleunigung

{6} =

Qs | verallgemeinerte Kraft

Abbildung 3.2: Struktur eines skalaren Zustandsobjektes [Kecskeméthy, 1993]

Ebenfalls den skalaren Zustandsobjekten zuzuordnen sind die geometrischen Messun-
gen g zwischen zwei Koordinatensystemen /C; und C; (Abbildung 3.3). Diese werden
beispielsweise eingesetzt, um Bindungsgleichungen zu l6sen und somit kinematische
Ketten zu schliefen. Bei der geometrischen Messung handelt es sich bei der Position
um einen Wert und bei der Geschwindigkeit und der Beschleunigung um dessen ers-
te und zweite zeitliche Ableitung. Die verallgemeinerte Kraft ist geméafl des Messtyps
(Distanz oder Winkel) eine Spannung, welche dem LAGRANGE’schen Multiplikator A
beim Losen von Bindungsgleichungen entspricht (Kapitel 3.3). [Kecskeméthy, 1993]

K;

g8 g

Wert
erste zeitliche Ableitung

A A\

{g} =

zweite zeitliche Ableitung

> 0”: 0”- 0%

Ko Spannung
Abbildung 3.3: Struktur einer geometrischen Messung, modifiziert nach [Kecskeméthy,
1993]

3.2 Kinetostatische Ubertragungselemente

Kinetostatische Ubertragungselemente (Abbildung 3.4) bilden die Bewegung eines Sat-
zes von m Eingangszustandsobjekten ¢, auf einen Satz von n Ausgangszustandsob-
jekten g auf Positions-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene ab. Die Kraft-

iibertragung findet in entgegengesetzter Richtung statt.
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gin —> 3 gout Position

¢, —>| Bewegungs- | 5 4 Geschwindigkeit
G, 3| bertragung | o q,,, Beschleunigung
Q,, <«—| Kraftiibertragung l€«— &, Kraft

Abbildung 3.4: Blockdiagramm eines kinetostatischen Ubertragungselementes, modifi-
ziert nach [Kecskeméthy, 1993]

Die Ubertragungsfunktionen der Bewegungsgleichung lauten

gout - JT_‘ ( gzn ) (33)
Qout = J]:gzn (34>
Qout - J]:Qin + j]: gzn ’ (35>

wobei Jx = 9F /dq, die m x n Jacobi-Matrix des kinetostatischen Ubertragungsele-
mentes darstellt. Unter der Annahme eines idealen, also leistungsfreien, kinetostati-
schen Ubertragungselementes, muss die virtuelle Arbeit am Eingang gleich der virtu-

ellen Arbeit am Ausgang
6Q$LQ’LH - 5qT Qout (36)

Zout

sein. Durch das Ersetzen der virtuellen Verschiebung éq_, = Jzdq, in Gleichung (3.6)

ergibt sich die Kraftiibertragung des Elementes zu

Q, =4:Q (3.7)

in out

und wird in entgegengesetzter Richtung zur Bewegungsiibertragung mithilfe der trans-
ponierten Jacobi-Matrix berechnet. [Kecskeméthy, 1993] Als Beispiele fiir kinetostati-
sche Ubertragungselemente werden im Folgenden das Kurvengelenk und vier elementa-
re Messungen vorgestellt, die zum Schlieflen kinematischer Ketten zu Schleifen dienen

koénnen.

3.2.1 Kurvengelenk

Das Kurvengelenk (Abbildung 3.5) beschreibt die Bewegung eines Ausgangskoordi-
natensystem Ky entlang einer Kurve zum Referenzkoordinatensystem K. Die Ein-
gangsgroflen sind das Koordinatensystem ICq, welches sich bewegen kann, und die
Wegkoordinate s. Die Kurve ist dabei durch die Vektorfunktion Ar(s) relativ zum

Eingangskoordinatensystem K; gegeben, sodass fiir die Orientierung und Position des
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Ausgangskoordinatensystem Ko

'R, = “R;AR (3.8)
ors = AR (ory + A'r) (3.9)

gilt, wobei die relative Rotationsmatrix zwischen Eingangs- und Ausgangskoordinaten-

system
AR = {lt lgy lgz} (3.10)

so definiert ist, dass die z-Achse stets in Richtung der Tangente der Kurve zeigt. Die
Richtungen der anderen Achsen sind abhédngig von der Parametrisierung des Koordi-

natensystems (beispielsweise das Frenet-Serret-Koordinatensystem). Die Geschwindig-

Bewegungs- > Ko
Ky —> iibertragung

Q «— = — — 1
W, < Kraftiibertragung |[€— 02

Abbildung 3.5: Darstellung des Kurvengelenkes, modifiziert nach [Tandl, 2009]

keitsiibertragung ist dabei gemaf
ows _ oW
oWy OV

T
definiert, wobei J, die Jacobi-Matrix des Starrkorpers und J; = {QT LT] die Jacobi-
Matrix der Abbildung der Wegkoordinate sind. Die Jacobi-Matrix Jg besteht dabei
aus dem Tangentenvektor ¢ der Kurve und dem DARBOUX Vektor u, welcher abhingig

ART 0
_ARTAl; ART

Iy

+ 0.5 (3.11)

von der Parametrisierung des Koordinatensystems berechnet wird. Eine genaue Er-
lduterung fiir die verschiedenen Parametrisierungen findet sich in [Tandl, 2009]. Die
Beschleunigungsiibertragung ergibt sich nach zeitlicher Ableitung der Geschwindig-
keitstiibertragung zu
3Q2 _ (1)Q1 0
2 = 1
0d2 01

0 .0
22 ARTA

2~
w
+ 354+ 08+ + 1=
0 230,

] 1.5, (3.12)
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wobei J!, die partielle Ableitung der Jacobi-Matrix J; nach der Wegkoordinate s ist.

Die Kraftiibertragung findet in entgegengesetzter Richtung statt, sodass sich mithilfe

der transponierten Jacobi-Matrix

(1)11
1

of 1
Qs

ergibt. [Tandl, 2009

(3.13)

Tl
5ok

3.2.2 Geometrische Messungen

Um die SchlieBbedingungen kinematischer Ketten aufzustellen, werden geometrische

Messungen verwendet. Es werden vier elementare geometrische Messungen unterschie-

den (Abbildung 3.6)

(I) Punkt - Punkt

Die geometrischen Messung gpp berechnet den quadrierten Abstand zwischen

zwei Koordinatensystemen. Dafiir wird die Lénge des Verbindungsvektors 2611‘

zwischen den beiden Koordinatensystem X; und K;

gpp = jd; - ;d; = |lor; — 0£j”2

(3.14)

berechnet und quadriert. Auf Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene erge-

ben sich entsprechend

gpp =2 jdz’ ) gdz =2;d; - (ow; — Owj) = [O 2jdiT 0 -2 jdiT}

J

e =2,d; - ;d; +2 ,d; -

=i 24

d

Jj=i o =

Jr

(3.15)
(3.16)

Y

wobei Jr die Jacobi-Matrix ist, welche transponiert zur Berechnung der Kraft-

iibertragung

0L 0
ols | | 2% |y (3.17)
()Ij 0
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(1)

(111)

verwendet wird und A ein Parameter ist, welcher die Kraft innerhalb der Messung
beschreibt.

Ebene - Punkt
Die geometrische Messung ggp berechnet den Abstand eines Koordinatensystems
zu einer Ebene. Daflir wird das Skalarprodukt des Normalenvektors der Ebene

n,; mit dem Verbindungsvektor jdi zwischen den beiden Koordinatensystemen /C;

und K,

gep = 1 - jdi =n; - (or; — ofj) mit [|n,[| =1 (3.18)

gebildet.

Ebene - Ebene
Die geometrische Messung ggp berechnet den Kosinus des Winkels zwischen zwei
Ebenen. Dafiir wird das Skalarprodukt der beiden Normalenvektoren der Ebenen

n,; und n;

gpp = n; - n; mit|n| =1, [[n;] =1 (3.19)

berechnet.

Gerade - Gerade

Die geometrische Messung gge berechnet den Abstand zwischen zwei Geraden.
Dafiir wird das Skalarprodukt des Vektors, der senkrecht auf den beiden normier-
ten Richtungsvektoren der Geraden e, und €; steht, mit dem Verbindungsvektor

zweier Punkte auf den Geraden gemaf

gac = (e; X ¢;) - ;d; (3.20)

J J=t

gebildet. [Kecskeméthy, 1993]

Die Berechnungen der Geschwindigkeits-, Beschleunigungs- und Kraftiibertragung der

geometrischen Messungen (I1)-(IV) erfolgen analog zur Berechnung der geomertrischen
Messung (I).
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(III) Ebene - Ebene (IV) Gerade - Gerade

Abbildung 3.6: Darstellung der vier geometrischen Messungen, modifiziert nach [Kecs-
keméthy, 1993]

3.2.3 Verkettung kinetostatischer Ubertragungselemente

In den oben (Abschnitt 3.2.1 und 3.2.2) dargestellten Berechnungen der Ubertragungs-
funktionen ist die Jacobi-Matrix jeweils explizit bekannt. Beim Einbetten der kinetosta-
tischen Ubertragungselemente in die objektorientierte Programmierumgebung wird al-
lerdings zur Vereinfachung meistens eine Darstellung gewéhlt, bei der die Jacobi-Matrix
nicht explizit implementiert wird [Geu Flores, 2013]. Ein Vorteil der Verwendung kine-
tostatischer Ubertragungselemente ist, dass Mehrkorpersysteme als Verkettung mehre-
rer kinetostatischer Ubertragungselemente darstellbar sind. Diese Verkettung kann als
ein kinetostatisches Ubertragungselement betrachtet werden, welches die Freiheitsge-
rade des Systems als Eingangszustandsobjekte besitzt. Zur Ermittlung der gesamten
Jacobi-Matrix muss entweder jedes kinetostatische Ubertragungselement mit zusétzli-
chen komplexen Eigenschaften ausgestattet werden (genaue Erlduterungen finden sich
in [Kecskeméthy, 1993]) oder die Jacobi-Matrix wird durch das mehrfache Durchlaufen
der Geschwindigkeits- oder Kraftiibertragung aufgestellt. [Kecskeméthy, 1993]
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o ) Bestimmung der Jacobi-Matrix mithilfe der Geschwindigkeitstibertragung

Bei festgehaltener Position werden alle Eingéinge des kinetostatischen Ubertra-
gungselementes auf Geschwindigkeitsebene bis auf den Eingang ¢/, = 1 auf Null
gesetzt und die Geschwindigkeitsiibertragung gerechnet. Das Ergebnis aus Glei-
chung (3.3) liefert dann die j-te Spalte der Jacobi-Matrix. Allgemein gilt also

j-te Spalte vonJz =¢_ . (3.21)

~ 1firi=y
4in=
0 sonst

o II) Bestimmung der Jacobi-Matrix mithilfe der Kraftiibertragung

Bei festgehaltener Position werden alle Ausginge des kinetostatischen Ubertra-
gungselementes auf Kraftebene bis auf den Ausgang Q7,, = 1 auf Null gesetzt
und die Kraftiibertragung gerechnet. Das Ergebnis aus Gleichung (3.7) liefert
die j-te Spalte der transponierten Jacobi-Matrix (j-te Zeile der Jacobi-Matrix).
Allgemein gilt also

J-te Zeile vondr = Q.

3.22
Lin i_{lﬁirz’:j (3.22)

0 sonst

3.2.4 Krafte und Tragheitseigenschaften

Krifte oder Triagheitseigenschaften werden ebenfalls als kinetostatische Ubertragungs-
elemente modelliert. Da sie keinen Einfluss auf die kinematische Ubertragungsfunkti-
on, also keine Ausgénge auf Positions-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene,
besitzen und somit keine weiteren kinetostatischen Ubertragungselemente an ihnen
angereiht werden konnen, werden sie als Blattelemente betrachtet. Mithilfe der Ein-
giange der Bewegungsiibertragung werden bei Massenelementen die D’Alembertschen
Tragheitskréfte

0Ti ] _ [ —[Os; ow; + gw; X Os; gw;| + Arg, X ol ; (3.23)

Oii

welche aufgrund der Bewegung des Referenzkoordinatensystems K; auf den Ursprung

Owi = .
—mi[pa; + o; X Aﬁsi + ow; X (pw; X Aﬁsi)]

dessen wirken, berechnet. Dabei handelt es sich bei m; und ©@g, um die Masse und
den Trigheitstensor des Massenelementes, welches um den Vektor Arg. zum Ursprung
des Referenzkoordinatensystems IC; verschoben ist. Das Referenzkoordinatensystem /C;
besitzt dabei die Winkelgeschwindigkeit (w,, die Winkelbeschleunigung w,; und die
lineare Beschleunigung ,a; (Abbildung 3.7). [Kecskeméthy, 1993]
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AESﬁ m;, OSZ-

Bewegungs-
iibertragung

Kraftiibertragung

Abbildung 3.7: Massenelement, modifiziert nach [Kecskeméthy, 1993]

3.3 Schlie3en kinematischer Ketten

Mehrkérpersysteme kénnen als Aneinanderreihung kinetostatischer Ubertragungsele-
mente beschrieben werden. Durch die Verwendung der in Abschnitt 3.2.2 beschriebe-
nen Messungen konnen Bindungsgleichungen aufgestellt werden, welche offene Ketten
schlielen, sodass Schleifen entstehen. Es werden r unabhéngige Bindungsgleichungen
f(B,9) = [fr, -, [-]" = 0 aufgestellt, wobei ¢ die verallgemeinerten Variablen und

B=1p, . B,]T die 7 noch unbekannten abhéingigen Variablen sind. Fiir das Losen von
Bindungsgleichungen gibt es verschiedenste Moglichkeiten, wobei im Folgenden nur die,
in [Kecskeméthy, 1993] vorgestellte, iterative Losung fir das nichtlineare Gleichungs-

system
f(B:9)=0 (3.24)

erlautert wird. Anschlieend werden zur vollstandigen Beschreibung die Geschwindig-

keits-, Beschleunigungs- und Kraftebene berechnet.

Iterative Bestimmung von 8 und der Jacobi-Matrix Jg

Die abhéngigen Variablen  werden durch die Newton-Iteration (Iterationsschritt 7)

B0 = gli-v _ Pg%)}*li@@fl),q) (3.25)

mit den Anfangsbedingungen é(o) bestimmt, wobei die Jacobi-Matrix Jg_l) durch r
Auswertungen der Kraftiibertragung (Vergleich Abschnitt 3.2) ermittelt werden kann.
Die verallgemeinerten Krafte, die in den Gelenken der abhéngigen Variablen auftreten,
berechnen sich zu

Q,=JA+Q,, (3.26)
wobei A die Lagrange Multiplikatoren, also die Schnittkréfte, sind und Q 5 alle Einfliisse
beinhaltet, welche nicht aus den Schnittkréften resultieren. Durch das Ausschalten von
Q 2 dem Setzen der v-ten Schnittkraft \, = 1 und der restlichen Schnittkrafte zu Null,
ergibt sich aus dem resultierenden Vektor ¢ 5 die v-te Zeile der Jacobi-Matrix Jz. Durch
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v = 1,...,7 Wiederholungen ergibt sich die gesamte Jacobi-Matrix Jg. Je mehr Bin-
dungsgleichungen vorhanden sind, desto grofler ist auch der entstehende Aufwand. Zur
Reduzierung des Aufwandes kann entweder die Jacobi-Matrix fiir alle Iterationsschrit-
te konstant gehalten werden, was allerdings aufgrund der schlechteren Konvergenz zu
mehr [terationsschritten fithrt, oder die Jacobi-Matrix kann in jedem Iterationsschritt

fiir den neuen Iterationsschritt entsprechend

Ai(i’l) _ Jgfl)Aé(Fl)) Aﬁ(ifl)T

I =30 ¢ P (3.27)

mit
6 i—1) __ B(Z B(i_l) (328)
AfY = f(8Y 9 - £(8°7, ) (3.29)

berechnet werden. [Kecskeméthy, 1993]

Bestimmung der zeitlichen Ableitungen @ und é

Die zeitlichen Ableitungen der Bindungsgleichung (Gleichung (3.24)) ergeben sich zu

P Lo S (3.30)
Lo — B=-J3'F, (3.31)
wobei die Terme z bzw. i durch die entsprechende Auswertung der Geschwindigkeits-

bzw. Beschleunigungstiibertragung fiir ﬁ = 0 bzw. ﬁ = 0 berechnet werden konnen.
[Kecskeméthy, 1993]

Ermittlung der Schnittkrafte A

Zur Ermittlung der r Schnittkrafte A wird beriicksichtigt, dass bei einer geschlossenen

kinematischen Schleife, welche sich im statischen Gleichgewicht befindet, keine verall-

gemeinerten Krafte an den abhingigen Gelenken auftreten, sodass
Q,=3A+Q,=0 (3.32)
gelten muss. Die Schnittkréfte berechnen sich dann zu
= _JEQB 7 (3.33)

wobei der Vektor Q 5
Gleichung (3.26) berechnen lasst. Die so ermittelten Schnittkréifte A werden dann bei

sich mithilfe der Kraftiibertragung und dem Setzen von A = 0 in

der Berechnung der Kraftiibertragung fiir die tatséchlich wirkenden Kréfte verwendet.
[Kecskeméthy, 1993]
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3.4 Generierung der Bewegungsgleichungen

Ein Mehrkorpersystem, bestehend aus f Freiheitsgraden und den dazugehorigen ver-
allgemeinerten Koordinaten ¢ = [q1, ..., ¢f|, besitzt die inverse Dynamik gpgfl, welche
die verallgemeinerten Krafte an den Eingangsgelenken, abhéangig von den verallgemei-
nerten Koordinaten, deren ersten und zweiten Zeitableitungen sowie den eingeprigten

Kréaften, wie die Gewichts- oder Reibungskrafte, berechnet. Es ergibt sich

Q=¢Y (44,9 =—M()q - b(g,q) + Q(q.9). (3.34)

wobei M die verallgemeinerte Massenmatrix, b(q, ¢) die verallgemeinerten Zentripetal-
und Corioliskréfte, Q(g, ¢) die projizierten eingepragten Kréfte auf die verallgemeiner-
ten Koordinaten und @ (auch Residuen genannt) die verallgemeinerten Kréfte an den
Eingangsgelenken beinhalten. Fiir eine tibersichtlichere Darstellung wird im Folgenden

Q =b(q,q) — Q(q, ¢) geschrieben, sodass sich die inverse Dynamik zu

Q=08 (¢,4,4) = —M(@)i — Qg, q) (3.35)

ergibt. Bei der direkten Dynamik sind dahingegen die Beschleunigungen der verallge-
meinerten Koordinaten ¢ gesucht. Fiir die Bewegungsgleichungen in Minimalkoordina-

tenform ohne verallgemeinerte Krifte an den Eingangsgelenken gilt

M(q)i + Q(g,4) = 0. (3.36)

Die Ermittlung der Massenmatrix M(g) und des Vektors Q(g, q) wird durch f +1
Durchliufe der inversen Dynamik % ' realisiert. Zur Bestimmung des Vektors Q wer-
den die Beschleunigungen der verallgemeinerten Koordinaten zu Null gesetzt ¢ = 0,
sodass der Term M(g)¢ in der inversen Dynamik ¢§ " verschwindet und die Residuen
den Vektor Q ergeben. Zur Bestimmung der i-ten Spalte der Massenmatrix M(q) wird
zunéchst der Vektor Q zu Null gesetzt, indem die Berechnung der Zentripetal- und
Corioliskraft sowie der projizierten eingepragten Kréfte ausgeschaltet werden und die
i-te Beschleunigung zu Eins ¢; = 1 und die restlichen Beschleunigungen der verallge-
meinerten Koordinaten zu Null gesetzt werden. Durch die Wiederholung ¢ = 1,..., f

ergeben sich alle Spalten der Massenmatrix. [Kecskeméthy, 1993]

3.5 Generierung und Anwendung des Fliachengelenkes

Im folgenden Abschnitt wird zunéachst das Flachengelenk selbst erlautert. Anschlie-
Bend wird ein Uberblick iiber verschiedene Moglichkeiten zur Erzeugung der parame-

trischen Flache gegeben. Das Fliachengelenk ermoglicht es, die Bindungsgleichungen
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zur Beschreibung von Punktkontakt zwischen zwei Flachen auf Positionsebene zu for-
mulieren, denn die Verwendung von Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene
fithrt ohne Stabilisierung zu Driftfehlern. Der Abschnitt endet mit der Erlduterung der
Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeits- und Positionsebene und einem Vergleich

anhand von zwei Beispielen.

3.5.1 Beschreibung des Flachengelenkes

Das Flachengelenk beschreibt die Bewegung eines Darboux-Koordinatensystems Kp
auf einer Fliche, welche durch die Funktion }rp = r(u,v) relativ zum Koordinatensys-
tem Ky, welches sich frei bewegen kann, gegeben ist (Abbildung 3.8). Die Orientierung

des Darboux-Koordinatensystems Kp beziiglich &y ist durch

lRD = |:1£D (U, U) IED (U, U) lgD(uv U)] (337>
gegeben, wobei die z-Achse des Darboux-Koordinatensystems
or, X T,
parametrische Flache
r(u,v)
U —
v Bewegungs- > Kp
Ky »| ibertragung
Qu «—{ — T T
@ iibell?trfafg;;mg Wo
W) «—
(a) Flachengelenk (b) Blockdiagramm

Abbildung 3.8: Parametrische Fliche als kintostatisches Ubertragungselement Flichen-
gelenk

stets parallel zur Flachennormalen an der Stelle r(u,v) ist, r, und r, die partiellen
Ableitungen von r(u,v) beztglich der beiden Flachenparameter u und v sind und o
ein konstanter Parameter ungleich Null ist, welcher die Orientierung von zp(u,v)

bestimmt.

Gleichung (3.38) wird singuldr, wenn das Kreuzprodukt der beiden partiellen Ablei-

tungen den Nullvektor ergibt. Dies ist entweder der Fall, wenn die beiden partiellen
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Ableitungen linear abhéngig sind oder eine der beiden partiellen Ableitungen den Null-
vektor ergibt. Der erste Fall wird hier nicht betrachtet. In einem Punkt, in dem die
partielle Ableitung r,, den Nullvektor ergibt und die partielle Ableitung r, vorhanden

ist, muss sich das Darboux-Koordinatensystem Kp auf einer Kurve mit der Tangente

<

1t = |*”” (3.39)

bewegen (aus Gleichung (3.52)). Die z-Achse im singularen Punkt berechnet sich dann

=

zu
1z o lt or, X (Z’U X fvv)

f— 7/1) p— . 3:40
2D =TT~ Torw x (2 X 2o (3.40)

Die Zeitableitungen 12]) und léD befinden sich im Anhang A. Diese Implementie-
rung wurde anhand einer Simulation einer Punktmassenbewegung in einem ellipti-
schen Paraboloid getestet, welches an der Spitze einen singuldaren Punkt aufweist
(r(u,v) = [acos(u)v bsin(u)v v?]T, wobei a und b die Kriimmung des Parabolo-
ids beeinflussen und 0 < u < 27, v € R gilt). Die Simulationsergebnisse stimmen dabei
mit den Ergebnissen eines dhnlichen Paraboloids iiberein, welches ohne Singularitét

parametrisiert wurde (Gleichung (3.58)).

Die Achsen 'zp(u,v) und 'y, (u,v) kénnen frei gewahlt werden, solange sie in der
Tangentialebene der Fliche an der Stelle r(u,v) liegen und senkrecht zueinander sind.
In dieser Arbeit wird die z-Achse des Darboux-Koordinatensystems

Qu Ty + Ty

Yop(u,v) = (3.41)

N “O‘uﬁu + ava”

parallel zu einer Linearkombination der beiden partiellen Ableitungen r, und r, ge-
wahlt, wobei a, und «, konstante Parameter sind. Sind beide Parameter «, und «,
von Null verschieden, ist die z-Achse auch in singuldren Punkten, in denen eine der

beiden partiellen Ableitungen zum Nullvektor wird, definiert.
Die y-Achse
typ (u,v) = Tzp(u,v) X zp(u,0) (3.42)

komplementiert das rechtshiandige Darboux-Koordinatensystem.

Die absolute Lage des Darboux-Koordinatensystems ergibt sich zu

OR :OR 1R
b TP (3.43)

o'p = ol1 +1I'p -

Die relative Winkelgeschwindigkeit des Darboux-Koordinatensystems beztiglich K; kann

in Koordinaten von Kp durch den Winkelgeschwindigkeitstensor (beispielsweise aus
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[Angeles und Kecskeméthy, 1995]) zu
ZD 'QD
Swp = | zp - Zp (3.44)
Yp Lo
berechnet werden, wobei die Zeitableitungen ip, Zp und g durch
'3y = at + bo
i = e+ di (3.45)
Yy =i+ [0
mit
p = (0 + aur) X (Qur, + ) X (Qur + 00r,) (3.46)
||Oéuﬂu —I— O[’UKUH3
p = ~(0urs +0ur,) X (@ury & 0ur,) X (Ou, + 00r,y)) (3.47)
ltar, + v, |2
o _(Ufu X ﬁv) X ((O'Ku X fv) X (Ufuu X Ty + ory X zuv)) (348)
Ho'fu X £UH3
g = = x ) X (01, X 1) X (07 X 1, + 07y X 121)) (3.49)
”O-fu X zv||3
e exan ot xa 3.50)
f=dxzp+zpXxDb (3.51)

gegeben sind.

Die relative Geschwindigkeit ;w, des Darboux-Koordinatensystems beztiglich £y kann

durch

1 . .
1Wp = LU + v

(3.52)

berechnet werden. Die absolute Winkelgeschwindigkeit und die absolute lineare Ge-

schwindigkeit des Darboux-Koordinatensystems sind durch die lineare Abbildung

1 T 1 T
Zp - e zp - f

0 1 T 0 1 T
[ 0wn ] b 0553 Rp | 'zp -c Rp | ‘zp” -d

0 o 1, T 1, T

W . .
0Wp Yp a Yy b
0 0 0
L —1”p B R, 1, R,

Jacobi-Matrix J x

0
Al

0
oWy
U

v

(3.53)

gegeben. Das anschlieende Differenzieren der Gleichung (3.53) ergibt die Beschleuni-

gungsiibertragung, welche im Anhang B zu finden ist. Die Kraftiibertragung ergibt sich
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mithilfe der transponierten Jacobi-Matrix zu

_ 0= -
|3 1D
05,3 15
- 4T
1, T
0 Zp- - €
0T1 =b =
0 'zp"-c | °Rp r, "RY or
01 | = oD (3.54)
Q 1, T, 0
u Yp - a 0LD
— 2 T
QU 1§DT . f
1, T 0RT ToRT
Ip - d RD r, Rl
1, T
L L Y b ] J

transponierte Jacobi-Matrix J;

3.5.2 Geometrie des Flachengelenkes

Die Geometrie des Flachengelenkes, welche durch die Funktion r(u, v) beschrieben wird,
kann abhédngig von der Anwendung auf unterschiedliche Weisen erzeugt werden. Im Fol-
genden werden elementare Flachen, rohrenférmige Flachen, bivariate B-Spline-Fléchen

und Verbundflachen naher erlautert.

3.5.2.1 Elementare Fliachen

Unter elementaren Fliachen werden in dieser Arbeit Flichen verstanden, die anhand
einfacher Funktionen beschrieben werden koénnen. Im Folgenden werden die elementa-
ren Flachen Ebene, Ellipsoid, Paraboloid und Zylinder naher betrachtet.

Ebene

Die Parameterform einer Ebene
r(u,v) = ir, +ur, +vr, mit u,veER (3.55)

kann anhand dreier Ortsvektoren }r 4, ir 5 und ir- zu den Punkten A, B und C, welche

in der Ebene liegen, mit

1 1 1 1

1'p — 14 1Yo —1Ta
r, =—>——-"- und r, = +—"—"— (3.56)
“ \HZB - %ﬁA” ! H%Kc - %KAH

dargestellt werden, wobei r, und r, linear unabhangig voneinander sein miissen.
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Ellipsoid
Ein Ellipsoid kann durch die Parameterform
a cos(v) cos(u
(0) cos(u) o
0

=}
~
[N}

r(u,v) = | bceos(v)sin(u) mit (3.57)

IA N
SIS
IA A
N
3

csin(v)

beschrieben werden, wobei a, b und ¢ die Langen der Halbachsen sind, sodass bei der
Wahl a = b = ¢ = R eine Kugel mit dem Radius R entsteht.

Paraboloid

Paraboloide konnen durch die Parameterform

u

r(u,v) = v mit w,v €R (3.58)
u?  v?

c— + —
a?

dargestellt werden, wobei a und b die Krimmung des Paraboloids beeinflussen und fiir

¢ = 1 ein elliptisches Paraboloid und fiir ¢ = —1 ein hyperbolisches Paraboloid entsteht.

Zylinder

Ein elliptischer Zylinder kann durch die Parameterform

a cos(v) c R
u
r(u,v) = | bsin(v) mit 0<v< o (3.59)
u

dargestellt werden, wobei a und b die Liangen der Halbachsen einer Ellipse beschreiben
und bei der Wahl @ = b = R ein Kreiszylinder mit dem Radius R entsteht.

3.5.2.2 Rohrenformige Flachen

Unter rohrenférmigen Flachen werden in dieser Arbeit Flachen verstanden, welche da-
durch entstehen, dass ein Querschnitt senkrecht entlang einer Mittellinie bewegt wird.
Die Mittellinie wird dabei anhand der Algorithmen von Dierckx [Dierckx, 1995] zur
Kurvenanpassung unter Vorgabe von Datenpunkten als B-Spline-Mittellinie erzeugt.
Im Folgenden werden rohrenférmige Fliachen mit konstantem und entlang der Mittel-

linie kontinuierlich veranderlichem Querschnitt vorgestellt.
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3.5.2.2.1 Rohrenformige Flachen mit konstantem Querschnitt

Eine rohrenférmige Fliche r(u,v) kann durch eine B-Spline-Mittellinie {r(u) = c(u)
und ein dazugehoriges bewegtes Koordinatensystem Cr als eine Funktion des einen
Parameters u und einem Querschnitt +rp(v) = s(v) in Koordinaten des Koordinaten-
systems [Cr parametrisiert werden (Abbildung 3.9 mit kreisformigen Querschnitt als
Beispiel). Fiir die Wahl der Parametrisierung des Koordinatensystems gibt es mehrere
Moéglichkeiten. In dieser Arbeit wird die Darboux-Koordinatensystemparametrisierung,

wie sie in [Téndl, 2009] beschrieben ist, gewéhlt, was zu einer relativen Orientierung

Re(w) = ["za(0) Myp(u) 'zp(w) (3.60)

fiihrt, wobei die 'z-Achse

1 Cu<u)
o) = e @l (3.61)

tangential zur Mittellinie ¢ verlauft, die QT—Achse ist senkrecht zu einem Horizontvek-
torfeld A(u) mit :
1 l0) = [T o]
n L
und die 'zp-Achse komplementiert das rechtshindige Koordinatensystem mit

tap(u) = tzp(u) x Ty (u). (3.63)

Um sicherzustellen, dass die 1QT(U)-Achse nicht singuléar wird, kann die Funktion des

1

(3.62)

Horizontvektors h(u) so definiert werden, dass der Horizontvektor niemals parallel zum
Tangentenvektor der Mittellinie an der Position u ist. Die resultierende parametrische

Fliiche ergibt sich zu
r(u,v) = c(u) + 'Ryp(u) s(v) . (3.64)
Da s(v) = [0 s,(v) s,(v)]" gilt, kann dies zu
r(u,v) = c(u) + 'y (u) sy (v) + 'zp(u) 5:(v)

mit den partiellen Ableitungen erster Ordnung

h x ¢,
Ty = €, *+ <||h><cu||> Sy  + <1$T(U)XIQT(U))1L Sz

h x ¢,
ry = <|”> Sy, + (1£T(u) X 1QT(U>) Szv

|h X ¢

(3.65)

umgeschrieben werden, wobei die Abhéngigkeiten der Flachenparameter u und v zur
Vereinfachung ausgelassen worden sind. Die partiellen Ableitungen der Rotationsmatrix
'R (u) bis zur dritten Ordnung befinden sich im Anhang C. Die Mittellinie ¢(u) und das
Horizontvektorfeld h(u) werden durch univariate B-Splines dargestellt, welche durch die
Kurvenanpassung der Routine CURFIT [Dierckx, 1995] berechnet werden.
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i

W
A

Abbildung 3.9: Darstellung einer rohrenférmigen B-Spline-Fléche mit Kreisquerschnitt,
wobei die Mittellinie ¢(u) und das Horizontvektorfeld h(u) als univariate B-Splines
durch Kurvenanpassung berechnet werden

3.5.2.2.2 Rohrenformige Fliachen mit variablem Querschnitt

Ist die rohrenformige Flache nicht durch einen konstanten Querschnitt darstellbar,
besteht die Moglichkeit den Querschnitt in Abhédngigkeit der Position v der Mittellinie
darzustellen. Die Querschnittsfunktion frp(u, v) = s(u,v) aus Kapitel 3.5.2.2.1 ist nun

eine Funktion von u und v, sodass sich die Berechnung der parametrischen Flache zu
r(u,v) = c(u) + "Re(u) s(u,v) = c(u) + "y(uw) sy(w,0) + zp(u) s:(u,v), (3.66)

mit den partiellen Ableitungen erster Ordnung

r, = ¢, -+ % S + % s
- ||h><§u|| ” Y ||hx§u|| Y,u
* (1£T(U) % 1gT(u))u 5z + (1£T(u X lgT(u)) Sz,u (367)
h x ¢,
BT <Hh><cH> Syp + <1£T(u) X lgT(u)) 52

ergibt. Die partiellen Ableitungen bis zur dritten Ordnung befinden sich im Anhang
C. Bei einer Flache mit konstantem Querschnitt ist die Querschnittsfunktion s nur
von dem Flédchenparameter v abhingig, sodass die partiellen Ableitungen nach dem
Flachenparameter u den Nullvektor ergeben und somit nicht gesondert im Anhang

aufgefiithrt werden.
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Die Abhéngigkeit der Querschnittsfunktion s(u,v) von der Position u der Mittellinie
kann dabei allgemein durch eine Funktion, wie beispielsweise dem Sinus, erreicht wer-
den, wobei diese Moglichkeit im Folgenden nicht weiter betrachtet wird. In diesem
Abschnitt wird das Vorgehen zur Ermittlung der Querschnittsfunktion s(u,v) fiir zwei
oder mehr zuvor definierte Querschnitte, die durch sanfte Uberginge miteinander ver-
bunden werden sollen, vorgestellt. Die Querschnittsfunktion s(u,v) berechnet sich fiir

zwei Querschnitte geméf3

s(u,0) = (1= Aw) () + A(u) "' (v), (3.68)

wobei Tp® und Tp' die parametrischen Querschnittsfunktionen in Koordinaten des
Koordinatensystems Kt sind, und fiir mehr als zwei Querschnitte geméafl

s(u,v) = (1 — 04 Z A1 = A Tptt 4 An 2Tt (3.69)
wobei n die Anzahl der unterschiedlichen Querschnitte und Tp? = [0 p/(v) pl(v)]"
mit j = 0,...,n — 1 die parametrischen Querschnittsfunktionen in Koordinaten des
Koordinatensystems Kt sind und A die logistische Funktion

1

AMw) = e

(3.70)

beschreibt. Die logistische Funktion A(u) kann Werte zwischen Null und Eins anneh-
men und ermoglicht dadurch einen sanften Ubergang zwischen den einzelnen Quer-
schnitten entlang der Mittellinie, wobei ¢ die Wendestelle und £ die Wachstumskon-
stante der logistischen Funktion beschreiben. Die Wachstumskonstante kann mithilfe

der Logit-Funktion, wie in [Hosmer et al., 2013] beschrieben, geméaf

In (%) = —{(u—¢) (3.71)

berechnet werden. In dieser Arbeit wird II = 0.99 gewéhlt, sodass

1-0.99
In ()
_ 0.99 (3.72)

U0.99 — S
fiir die Wachstumskonstante gilt und ug.g9 die Stelle beschreibt, an der die logistische
Funktion den Wert A(uggg) = 0.99 annimmt. Abbildung 3.10 zeigt die logistische
Funktion A(u) und ihre partiellen Ableitungen erster bis dritter Ordnung nach u bei-
spielhaft fiir die Werte ¢ = 5.0, ugg9 = 7.0 und v = [0 10]. Die Berechnungen der
partiellen Ableitungen bis zur dritten Ordnung der Querschnittsfunktion fiir zwei und

mehr verdnderliche Querschnitte und der logistischen Funktion finden sich im Anhang

C.
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Abbildung 3.10: Darstellung der logistischen Funktion und ihre partiellen Ableitungen
erster bis dritter Ordnung nach v mit ¢ = 5.0 und wug g9 = 7.0

Abbildung 3.11 zeigt die beispielhafte Darstellung einer rohrenférmigen Fléche mit zwei
kreisformigen Querschnitten (Radien 0.5m und 1.0m), welche ebenfalls als B-Splines
definiert sind. Der Ubergangsbereich zwischen den beiden Querschnitten betrigt ein
Drittel der gesamten Léange der Mittellinie. In der Mitte der Mittellinie besitzt der

Querschnitt einen Radius von 0.75 m.

Wendestelle von

£~  Endedes Alu) (u=c¢) . Anfangdes
7 Ubergangbereiches Ubergangbereiches
U = Uo.99

Abbildung 3.11: Darstellung der réhrenférmigen Flache mit zwei kreisformigen Quer-
schnitten, wobei ein sanfter Ubergang zwischen dem Querschnitt zu Beginn (Radius
0.5m) und dem Querschnitt am Ende (Radius 1.0m) stattfindet
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3.5.2.3 Bivariate B-Spline-Fliachen

Bivariate B-Spline-Flachen werden anhand der Algorithmen zur Fléchenanpassung von
Dierckx [Dierckx, 1995] (Vergleich Kapitel 2.3.4) erzeugt. Dabei werden unter Vorga-
be von Datenpunkten die bivariaten B-Spline-Flachen interpoliert bzw. approximiert.
Abbildung 3.12 zeigt eine bivariate B-Spline-Flache mit ihren Datenpunkten (schwarze

Kreise).

Abbildung 3.12: Darstellung einer bivariaten B-Spline-Flache, welche unter Vorgabe
von Datenpunkten (schwarze Kreise) und unter Verwendung der Algorithmen von Dier-
ckx [Dierckx, 1995] berechnet wird

3.5.2.4 Verbundflaichen

In diesem Abschnitt wird das Erzeugen von Verbundflichen aus zwei oder mehr einzel-
nen Flachenstiicken beschrieben. Dabei wird davon ausgegangen, dass die Flachen in

u-Richtung verbunden werden. Abbildung 3.13 zeigt zwei Flachenstiicke (schraffiert)

1Q0(uo,vo) in dem Intervall  [to min, %omax] X [V0.mins V0 .max] (3.73)

lgl(ul,vl) in dem Intervall [ min, U1 max] X [V1min, V1 max) (3.74)
die so miteinander verbunden werden, dass eine Fliche (grau ausgefiillt)

r(u,v) mit 0 <u < (Ugmax — Yomin + Uo,1 + Ul max — Utmin) Und 0<ov <1
(3.75)
entsteht, wobei ug; den Ubergangsbereich zwischen den beiden Flichenstiicken dar-
stellt. Damit die Verbundfliche berechnet werden kann, miissen die Flachen 130 und

Ipt im Parameterbereich

[uO,mim U0, max + Up,1 + UL, max — ul,min] X [UO,min7 UO,max]

[Ufl,min - (UO,l + Ul,max — ul,min)a ul,max] X [Ul,minv Ul,max]
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definiert sein.

0N
1,,1
p
Uy
Vo
0
Vomax | ooy — — — e e e
0,max T U1, max
I
V0. mi I
,min - ” — U1, min
0,min 0,max U U1, min U1 max U1

Abbildung 3.13: Darstellung der Parameterbereiche zweier Flachenstiicke zur Erzeu-
gung einer Verbundflédche

Fiir n Flachenstiicke ergibt sich entsprechend eine Flache

n—1

ﬁ(u7 U) mlt 0 S U S u07max - uO,min + Z (um—l,m + um,max - um,min) (376)

m=1

und 0<v <1

und ein benétigter Parameterbereich der ersten Flichen !p° von

n—1
[uo,min7 U0, max + Z (um—l,m + Um,max — um,min) X [’UO,mirn UO,max] ;
m=1

der mittleren Fléchen (wenn n > 2) 'p9(g = 1,...,n — 2) von

g n—2
|:ug,min - Z(uk—l,k + Uk—1,max — uk—l,min)7 Ug max + Z(ué,f—l—l + Ug41,max — ué—l—l,min)
k=1 l=g

X [Ug,mina Ug,max]
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und der letzten Fliche 'p"~! von

n—1
unfl,min - Z (umfl,m + um,max - um,min)v unfl,max X [Unfl,mina (Unfl,max] .

m=1
Damit bei der Berechnung der Verbundflache die richtigen Stellen der einzelnen Fla-
chen verwendet werden, missen die Flichenparameter u;,v; der einzelnen Flachen
'/ (uj(u),v;(v)) mit j = 0,...,n — 1 in Abhéngigkeit der Flichenparameter u und v
der resultierenden Verbundflache ausgedriickt werden. Fiir m = 1,...,n — 1 ergibt sich

fiir die einzelnen Flidchenparameter entsprechend
Uy = U + U0, min

Vo = (UO,max - UO,min>U + V0,min

m 3.77
U, = U + Uy min — Z(uq—l,q + Ug,max — uq,min) ( )
q=1

Um = (Um,max - Um7min>v + U, min -

Mithilfe der logistischen Funktion (Gleichung (3.70) aus Abschnitt 3.5.2.2) kann die

Verbundflache aus zwei Flachenstiicken zu
r(u,v) = (1 —A%'"p" + A% 'p! (3.78)

und die Verbundflache aus n Flachenstiicken (n > 2) zu

r(u,v) = (1— 04 Z AZ — AT 1p1+1 A2 Lynl (3.79)

berechnet werden. Die partiellen Ableltungen der Verbundflache bis zur dritten Ord-
nung befinden sich im Anhang D.

Das Erzeugen von Verbundflichen wird im Folgenden an zwei Beispielen ndher darge-

stellt. Die erste Verbundfliche wird aus drei elliptischen Paraboloiden

1 0( ) _ u(2) 4 U7(2)_ B

]2 Up, Vo) = -UO Vo Ca b2_

1,1 [ U2 U%_T T
p (u1,v1) = |us vy CCT + 5] + (3.0 0.0 0.0]
1,2 _ uj Ug_T T
p (u27v2) = |Ug V2 C; + b72 + [60 0.0 00]

geméB Gleichung (3.58) mit ¢ = 1,a? = b* = —8.5 berechnet, wobei die Paraboloide

um jeweils 3 m zueinander versetzt sind und

Uomin = Ulmin = U2min = Vomin = Vimin = VU2min = —1.0

(3.80)

Upmax — Ulmax — U2max — VYomax — Vlmax — VU2 max
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gilt (Abbildung 3.14). Die logistischen Funktionen A°(u) und A'(u) berechnen sich
gemafd Gleichung (3.70) zu

In (1 —0.99
1 : 0.99 >
Afy) = L ¢ S G V3> 3.81
(u) 1 4+ e—61lu—s1) mit & U1,0.99 — S1 ( )
| 1-0.99
A — i - ) (3.82)
1+ e&2(u—) ? Us 099 —S2 '

wobei 11999 = 3.0, 61 = 2.5, U099 = 6.0 und g5 = 5.5 gesetzt wurden, sodass die in
Abbildung 3.15 dargestellte Verbundfliache entsteht.

Abbildung 3.14: Darstellung der drei Paraboloide, welche zur Erzeugung der Verbund-
flaiche verwendet werden

Abbildung 3.15: Darstellung der aus den drei Paraboloiden erzeugte Verbundfliche
(graue Flache) im Vergleich zu den urspriinglichen Paraboloiden (schwarze Linien)

Die zweite beispielhafte Verbundfliche wird aus zwei sich durchdringenden Zylindern
erstellt, welche geméaf Gleichung (3.59) berechnet werden. Fiir den ersten Zylinder
ergibt sich 'p®(ug, vo) = Rz, 90°]R[y, —40°]R[z, —90°][ag cos(vy) by sin(vg) )" und fiir

T wobei fiir die

den zweiten Zylinder 'p'(ui,v1) = Rly, 180°][a; cos(u1) by sin(uy) v1]
Konstanten ag = by = a; = 1.0 und b; = 2.0 gilt. Bei dem zweiten Zylinder werden die
Flachenparameter getauscht, damit die Verbundflache in u-Richtung entstehen kann.

Die Flachenstiicke und die Parameter der logistischen Funktion sind dabei geméf3

U0, min = o <wup < —-0.9 = U0, max und V0,min = 0 Svg < 7= V0, max
U1, min = 3.7 <wu < 46 = U7, max und V1,min = 1.5 < v < —-1.5= U1, max

Upg9 = 3.3 und ¢ =32

gewéhlt worden. Abbildung 3.16 zeigt die sich durchdringenden Zylinder (a), die Teil-
flichenstiicke zur Erzeugen der Verbundfliche (b) und die erzeugte Verbundfliche (c).
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a) einzelne Zylinder b) Teilfldchenstiicke ¢) Verbundflache

Abbildung 3.16: Darstellung der sich durchdringenden Zylinder (a), der verwendeten
Teilflachenstiicken zur Erzeugung der Verbundflache (b) und der erzeugten Verbund-
flache (c)

3.5.3 Punktkontakt zwischen zwei Flachen

In vielen Anwendungsbereichen der Mehrkorperdynamik wird eine robuste Formulie-
rung zweier Koérper, welche sich relativ zueinander bewegen, aber stets einen Kontakt-
punkt besitzen, benotigt. Die Bindungsgleichungen, die die Bewegung zweier Starr-
korper in Kontakt ermoglichen, kénnen auf Positions- und Geschwindigkeitsebene auf-
gestellt werden. In diesem Kapitel werden zum einen Bindungsgleichungen auf Ge-
schwindigkeitsebene, welche weit verbreitet sind, aber zu Driftfehlern neigen, und zum
anderen Bindungsgleichungen auf Positionsebene, welche diesen Nachteil vermeiden,
vorgestellt und anschlieBend an zwei Beispielen verglichen. Das erste Beispiel befasst
sich mit einem sich auf einer Ebene drehenden prolaten Ellipsoid, sodass hier das Glei-
ten zwischen zwei Fliachen behandelt wird, wahrend bei dem zweiten Beispiel zwei

Paraboloide aufeinander und auf einer Ebene rollen.

3.5.3.1 Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene

Die Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene zur Beschreibung der Bewegung
von Mehrkorpersystemen wurden weitreichend untersucht (unter anderem von [Cai und
Roth, 1987] und [Montana, 1988]). Im Folgenden wird die Vorgehensweise von Monta-
na [Montana, 1988] verwendet. Dafiir werden zwei konvexe Fléchen &; und S, mit den

Flachenparametern u;, v; und us, vy betrachtet, welche sich relativ zueinander bewe-
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gen, aber stets in einem Punkt Kontakt miteinander haben. Die Koordinatensysteme
K1 und Iy sind die Koordinatensysteme, in denen die Flachen dargestellt sind, und
K1p und ICop die dazugehorigen Darboux-Koordinatensysteme. Die Koordinatensyste-
me K5 und Kog sind Referenzkoordinatensysteme, welche die gleichen Urspriinge wie
die Darboux-Koordinatensysteme besitzen, aber starr mit den entsprechenden Koordi-

natensystemen Ky bzw. Ky verbunden sind (Abbildung 3.17). Die Bindungsgleichungen

Abbildung 3.17: Darstellung der verwendeten Koordinatensysteme und Vektoren zum
Aufstellen der Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene

auf Geschwindigkeitsebene ergeben sich, wie in [Montana, 1988] beschrieben, zu

18Was = 1Wip — 2Wop T Q'SélD (3.83)

18Wos = 1Wip =~ 2Wop
wobei die Geschwindigkeiten ;w;p, sWop, 1Wyp Und oW, Funktionen der Flachenpara-
meter u;, v, und uy, vy (Gleichung (3.53)) sind und ¢ die relative Winkelgeschwindigkeit
der Flache 8 zur Flache §; um die gemeinsame Flachennormale ist. Unter Verwendung
von Gleichung (3.83) ergeben sich die absoluten Geschwindigkeiten der zweiten Fléche

zu

0Ws = ow; + 1@ip — oWop + PZip (3.84)

oWy = oWy + 1 Wyp + oWy X 1Typ — oWop — oWa X oTgp -
Sollen die Flachen nicht nur aufeinander gleiten, sondern aufeinander rollen, so ist
die relative lineare Geschwindigkeit zwischen den beiden Flachen Null, also besitzen
die Darboux-Koordinatensysteme die gleiche lineare Geschwindigkeit, sodass sich der
nicht-holonome Zusammenhang

[ Oirip  9irip 1

ouy ovy

Uy

(3.85)

= [ 03rap  Oalap ] [u2

8u2 8'[}2 1'}2

01
fir die Flachenparameter ergibt. Eine kurze Beschreibung der Gleichungen sowie die

Darstellung der Beschleunigungs- und Kraftebene, befinden sich im Anhang E.
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3.5.3.2 Bindungsgleichungen auf Positionsebene

Da die Formulierung der Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene ohne Stabi-
lisierung zu Driftfehlern fiihren kann, wird im Folgenden eine Moglichkeit zur Beschrei-
bung der Bindungsgleichungen auf Positionsebene unter Verwendung des Flachenge-
lenkes vorgestellt. Werden zwei konvexe Flachen & und S mit den Flachenparame-
tern wuy,v; und us,ve betrachtet, so kann die relative Pose des Koordinatensystems
ICy beziiglich Ky durch die Aneinanderreihung eines weiteren Flachengelenkes S5 mit
Flachenparametern u, und v, eines Schubgelenkes mit Koordinate z;5 und eines
Kugelgelenkes mit den Winkeln 15,615 und 15, wobei der Winkel ;5 die Drehung
um die Flachennormale 2,5 beschreibt, dargestellt werden. Die Koordinatensysteme &y
und K, sind die Koordinatensysteme, in denen die Fliachen dargestellt sind und KCip
und KCop die entsprechenden Darboux-Koordinatensysteme, welche als Endpunkte ei-

ner offenen Kette verstanden werden kénnen (Abbildung 3.18). Durch das Lésen von

Ug

V12 Z
012 O é]C? Y
0,

\
|
P12 |
I
<12 8
K2 )
V12 ’
7
Urp Uy M

Ki v1 Kip

Q:[U1U19012U2U2]T

(a) Schliefbedingungen (b) Topologiediagramm
Abbildung 3.18: Darstellung der verwendeten Koordinatensysteme und Variablen zum
Aufstellen der Bindungsgleichungen auf Positionsebene
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SchlieSbedingungen auf Positionsebene

g1 = Zip - (rop(uie, v12, 212, P12, 012, Y12, U, v2) — rip(u1,v1)) 0 Ebene-Punkt

g2 = Y,p - (Top(wiz, V12, 212, P12, 012, P12, Ug, v2) — Typ(ur,v1)) = 0 Ebene-Punkt

g3 = 2zip - (rop(uia, v12, 212, P12, 012, Y12, U, v2) — rip(us,v1)) = 0 Ebene-Punkt

g1 = zip(ui,v1) - zop(Uia, V12, 1o, 012, V12, Us, U2) = 0 Ebene-Ebene
) - 0

Ebene-Ebene
(3.86)

befinden sich die Urspriinge der zwei Darboux-Koordinatensysteme am selben Ort und

gs = zplu,v y2D(U12,U1279012,91%%0127“2,@2) =

die z-Achsen sind parallel, wobei die ersten drei SchlieSbedingungen einer geometri-
schen Messung des Typs II (Ebene - Punkt) und die letzten beiden SchlieBbedingungen
einer geometrischen Messung des Typs 111 (Ebene - Ebene) entsprechen (Abschnitt 3.2).

Analog zu den Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene (Gleichung (3.84)) kon-
nen die Bindungsgleichungen auf Positionsebene (Gleichung (3.86)) zum Erzeugen von
Punktkontakt zwischen zwei Flachen verwendet werden. Die nicht-holonome Rollbedin-
gung in Gleichung (3.85) kann zusétzlich hinzugefiigt werden. Die SchlieBbedingungen
kénnen, wie in [Kecskeméthy, 1993] beschrieben und in Kapitel 3.3 angedeutet, mithilfe
eines Newton-Losers gelost werden und in die kinematische Kette eingereiht werden,

um die Bewegungsgleichungen in Minimalform aufzustellen.

3.5.3.3 Anwendungsbeispiele

Es werden zwei Beispiele erlautert, bei denen die Bindungsgleichungen, welche die
Bewegung zweier Starrkorper in Kontakt beschreiben, auf Positionsebene mit den Bin-
dungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene verglichen werden. Anhand der Beispiele
soll gezeigt werden, dass das Losen der Bewegungsgleichungen unter Betrachtung der
Bindungsgleichung auf Positionsebene zwar langsamer ist, als die Verwendung der Bin-
dungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene ohne Stabilisierung, aber trotzdem in ei-
ner akzeptablen Zeit stattfindet und Driftfehler vermieden werden. Die Bewegungsglei-
chungen wurden jeweils mit der Routine LSODAR von ODEPACK [Hindmarsh, 1983],
einem Livermore Gleichungsloser fiir gewohnliche Differentialgleichungen mit automa-
tischer Methode zum Wechseln zwischen steifen und nicht-steifen Aufgabenstellungen
mit einem Ausgabezeitschritt von 5.0e-3 s und zwei verschiedenen Integratortoleranzen
(P1) relTol = 1.0e-11, absTol = 1.0e-10 und (P2) relTol = 1.0e-6, absTol = 1.0e-5
mit Bindungsgleichungen auf (a) Positions- und (b) Geschwindigkeitsebene ohne Sta-
bilisierung auf einen Prozessor Intel(R) Core(TM) i7-9700 CPU @ 3.00GHz berechnet.
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Das erste Beispiel wurde von [Moffatt und Shimomura, 2002] inspiriert, die das Aufrich-
ten eines hart gekochten Eis untersuchten, wenn es schnell genug auf einem Tisch ge-
dreht wird. Zum Nachbilden wird ein prolates Ellipsoid (¢ = ¢ = 0.025m,b = 0.033 m)
mit einer Masse von 80 g verwendet, welches sich zu Beginn mit einer Winkelgeschwin-
digkeit von 150rad/s dreht. Es wurde die viskose Reibungskraft aus [Moffatt und Shi-
momura, 2002] verwendet, wobei die Differenzgeschwindigkeit zwischen Ei und Ebene
aus der Differenz der Darboux-Koordinatensysteme (Gleichung (3.83)) oder durch die
Gleichung

1sWas = oWy + oWy X 9Top (3.87)

berechnet werden kann, da sich die Ebene (der Tisch) in Ruhe befindet. Die Simula-
tionen wurden fiir zwei unterschiedliche Reibungskoeffizienten (¢ = 0.3 und p = 0.8)
durchgefiihrt. In [Moffatt und Shimomura, 2002] wird die Gleichung

tan § = erat—to) (3.88)

mit ¢ = 5g(a® — b?)/(2(a? 4+ b*)) zur Beschreibung des monotonen Aufrichtens des Eis
als Referenzkurve angegeben, wobei 6 der Winkel zwischen der Léngsachse des Eis und
der Vertikalen ist, ¢t die Zeit beschreibt und ¢, eine Integrationskonstante ist. Das Fi
wird so positioniert, dass der Winkel zwischen der Langsachse des Eis und der Verti-
kalen zu Beginn 6 ~ 77° betragt. Je grofler der Startwinkel ist, desto hoher muss auch
die Anfangswinkelgeschwindigkeit sein, mit der sich das Ei dreht. Die Ergebnisse der
Simulationen sind in den Abbildungen 3.19 und 3.20 unter Verwendung der Bindungs-
gleichungen auf Positionsebene und auf Geschwindigkeitsebene aufgezeigt. Es ist zu
erkennen, dass die Simulationsergebnisse den beschriebenen Kurven von [Moffatt und
Shimomura, 2002] folgen. Werden die Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene
verwendet, unterscheiden sich die Simulationen mit den verschiedenen Integrationsto-
leranzen deutlich, denn das Ei kann sich nicht komplett Aufrichten bzw. der Winkel 0
wird im Laufe der Zeit wieder grofler. Werden die Bindungsgleichungen auf Positions-
ebene verwendet, richtet sich das Ei bei der Verwendung beider Integrationstoleranzen
auf und kippt auch nicht mehr um. Abbildung 3.21 zeigt die Messungen g; — g3 fiir
die Integrationstoleranzen P2. Hier ist ein Drift bei der Verwendung der Bindungs-
gleichungen auf Geschwindigkeitsebene ohne Stabilisierung zu erkennen. In Tabelle
3.1 sind die benotigten CPU-Zeiten fiir die vier Simulationen dargestellt. Werden die
Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene verwendet, wird eine etwas geringere
Simulationszeit benotigt, allerdings weisen die Ergebnisse aber auch, wie oben beschrie-

ben, einen Driftfehler auf.
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Tabelle 3.1: CPU-Zeiten fur das sich aufrichtende Ei fir 10s Simulationszeit

(a) Positionsebene (b) Geschwindigkeitsebene
P1 P2 P1 P2
CPU-Zeit [s] | 0.919447 0.34408 0.873915 0.333965

90

T T
——Referenz p = 0.3
——Referenz pn = 0.8
Simulation (a) p = 0.3 (P1)
- - -Simulation (a) p = 0.3 (P2)
Simulation (a) p = 0.8 (P1)
- Simulation (a) p = 0.8 (P2)

5 6 ‘7 8 9 10
Zeit [s]
Abbildung 3.19: Simulationsergebnisse des Aufstehenden Eis mit Bindungsgleichun-
gen auf Positionsebene unter Verwendung zweier Reibungskoeffizienten (p = 0.3 und
p = 0.8) und unterschiedlicher Integrationstoleranzen (P1 und P2). Die schwarze Linie
beschreibt die Referenzkurve aus [Moffatt und Shimomura, 2002]

Das zweite Beispiel zeigt zwei Paraboloide, welche durch Flachenanpassung mit bi-
variaten B-Splines fiinften Grades anhand der Routine SURFIT [Dierckx, 1995] be-
rechnet werden und aufeinander und auf einer unbewegten Ebene rollen (Abbildung
3.22a). Die Formulierung der Bindungsgleichungen auf Positionsebene fithrt zu ei-
ner geschlossenen Kette mit zwei Schleifen (Abbildung 3.22b). Zur Ermittlung der
Datenpunkte der Paraboloide wird Gleichung (3.58) verwendet, wobei fiir das erste
Paraboloid a? = b? = 3.0,c = 1.0 und —2.0 < g, v, < 2.0 verwendet wird und
a’> = b?> = 0.5,¢c = 1.0 und —0.5 < wuz,v3 < 0.5 fiir das zweite Paraboloid. Insge-
samt werden jeweils 169 (13 x 13) Datenpunkte und ein Glattungsfaktor von 0.05 fiir
die beiden Paraboloide verwendet. Abbildung 3.23 zeigt die drei Messungen g? — g3
zwischen Ksp und Kocp flir die Losung der Bewegungsgleichungen unter Betrachtung
der Bindungsgleichung auf Positionsebene (a) und auf Geschwindigkeitsebene (b) und
den Integrationstoleranzen P2 und Tabelle 3.2 zeigt die Simulationszeiten aller vier

Simulationen. Die Verwendung der Bindungsgleichungen auf Positionsebene fithrt, im
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90

T T

—— Referenz p = 0.3

—— Referenz p = 0.8
Simulation (b) g = 0.3 (P1)||

- - -Simulation (b) x = 0.3 (P

—— Simulation (b) u = 0.8 (P

---------- Simulation (b) p = 0.8 (P

Zeit [s]
Abbildung 3.20: Simulationsergebnisse des Aufstehenden Eis mit Bindungsgleichungen
auf Geschwindigkeitsebene ohne Stabilisierung unter Verwendung zweier Reibungskoef-
fizienten (x = 0.3, p = 0.8) und unterschiedlicher Integrationstoleranzen (P1 und P2).
Die schwarze Linie beschreibt die Referenzkurve aus [Moffatt und Shimomura, 2002]
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Abbildung 3.21: Verlauf der Messungen g; — g3 (Gleichung (3.86)) in den ersten 10s der
Simulation fiir die Losung der Bewegungsgleichungen unter Betrachtung der Bindungs-
gleichungen auf (a) Positionsebene und (b) Geschwindigkeitsebene ohne Stabilisierung
fiir das sich aufrichtende Ei
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Abbildung 3.22: Darstellung der verwendeten Koordinatensysteme und Variablen zum
Aufstellen der Bindungsgleichungen auf Positionsebene fiir drei aufeinander rollende
Flachen

Gegensatz zu der Verwendung der Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene oh-

ne Stabilisierung, zu keinen Driftfehlern, bendtigt aber eine lingere CPU-Zeit.

Tabelle 3.2: Darstellung der verschiedenen CPU-Zeiten fiir die auf einer Ebene rollenden
Paraboloide fiir 20 s Simulationszeit

(a) Positionsebene (b) Geschwindigkeitsebene
P1 P2 P1 P2
CPU-Zeit [s] | 5.00772 1.94759 2.5749 0.923197

Wird ein Turm aus aufeinander rollenden Paraboloiden auf einer Ebene gebildet, die
Bindungsgleichungen auf Positionsebene formuliert und die Integrationstoleranzen P1
verwendet, konnen bis zu fiinf B-Spline-Paraboloide verwendet werden, um die Simula-
tion in Echtzeit durchzufithren (19.3864 s CPU-Zeit fiir 20s Simulationszeit). Werden
anstatt B-Spline-Flachen parametrische Fliachen verwendet, konnen bis zu sechs Pa-
raboloide aufeinander rollen, wihrend die Simulation in Echtzeit durchgefithrt wird
(19.5114 s CPU-Zeit fiir 20s Simulationszeit).
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Zeit [s]
Abbildung 3.23: Verlauf der Messungen g; — g3 (Gleichung (3.86)) in den ersten 20's der
Simulation fiir die Losung der Bewegungsgleichungen unter Betrachtung der Bindungs-
gleichungen auf (a) Positionsebene und (b) Geschwindigkeitsebene ohne Stabilisierung
fiir drei aufeinander rollende Fléchen ohne Gleiten
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4 Modellierung rohrenformiger Wasserrutschen

mit Kreisquerschnitt

Im folgenden Kapitel wird zunachst auf die hier benétigten Grundlagen der Stromungs-
mechanik (Bernoulli-Stromfadentheorie, die Verwendung der Saint-Venant-Gleichung
und die Berechnung der Reynolds-Zahl in offenen Kandlen) eingegangen und anschlie-
Bend eine stationdre Wasserrinnenstromung mithilfe des zuvor beschriebenen Fléchen-
gelenkes, der Stromfadentheorie und der Saint-Venant-Gleichung fiir eine réhrenférmi-
ge Wasserrutsche mit konstantem Kreisquerschnitt berechnet. Des Weiteren wird ein
kinematisches Modell fiir die rutschende Person mit drei Kontaktpunkten zur Wasser-
rutsche verwendet, welches anhand von Reibungs- und Widerstandskoeffizienten mit
der Rutschenoberfliche und der Wasserrinnenstréomung interagiert. Die parametrische
Flache des Flachengelenkes wird dabei als B-Spline-Mittellinie mit konstantem Kreis-
querschnitt modelliert. Anschliefend wird die Wasserrinnenstromung und die Fahrt
einer rutschenden Person auf einer realen Wasserrutsche simuliert und mit Messungen
verglichen. Zusétzlich wird die Wasserrinnenstromung in einer CFD Simulation in der
Simulationssoftwareumgebung OpenFOAM ermittelt und mit der Messung und der

Flachengelenksimulation (rutschende Punktmasse) verglichen.

4.1 Grundlagen der Stromungsmechanik

Die Stromfadentheorie besagt, dass in vielen Anwendungsbereichen die Stréomung eines
Fluides anhand eines Stromfadens dargestellt werden kann. Die Stromungseigenschaf-
ten kénnen dann durch eine mittlere Stromlinie, welche durch den Stromfaden verlduft
in Abhéngigkeit der Bogenldnge ¢ und, bei nicht stationdren Stromungen, der Zeit t
beschrieben werden. [Spurk und Aksel, 2020]

Die Bernoulligleichung fiir stationéare, inkompressible Stromungen lautet

2

p% + p + pgh = konstant, (4.1)

wobei p die Dichte, w die Geschwindigkeit des Wassers, p der Druck, g die Erdbe-
schleunigung und h die Hohe iiber ein bestimmtes Nullniveau sind. Die potentielle
und kinetische Energie eines Punktes auf der Stromlinie ist gleich der kinetischen und
potentiellen Energie eines anderen Punktes auf der Stromlinie vermindert um einen
Reibungsanteil. [Spurk und Aksel, 2020]
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Die Saint-Venant-Gleichung wird fiir die Beschreibung von flachem Wasser verwendet.

Dabei wird unter anderem angenommen, dass

e eine hydrostatische Druckverteilung vorliegt,

« dass die Untergrundneigung so klein ist, dass die Wassertiefe senkrecht zur Ober-

flaiche ungefdhr der Wassertiefe vertikal zur Oberflache entspricht und

o dass der Querschnitt und die Untergrundneigung sich nicht verandern. [Chaudhry,
2008]

Eine Herleitung der Saint-Venant-Gleichung findet sich in [Chaudhry, 2008]. Da die
einzelnen Terme der Saint-Venant-Gleichung in Kapitel 4.2 erlautert werden, wird hier

auf eine Beschreibung der Saint-Venant-Gleichung selbst verzichtet.
In offenen Gewéssern wird die Reynolds-Zahl geméaf3

Re = W (/P) (4.2)
v

berechnet, wobei w die Geschwindigkeit des Wassers, v die kinematische Viskositéit des

Wassers und der Quotient A/ P der hydraulische Radius (Quotient aus Querschnittsflé-

che A und benetztem Umfang P des Wassers), und in diesem Fall die charakteristische

Léange der Stromung, sind. [Chaudhry, 2008]

4.2 Berechnung der stationidren Wasserrinnenstromung fiir

einen Wasserzulauf

In diesem Abschnitt werden die Stromfadentheorie und die Saint-Venant-Gleichung
verwendet, um die Wasserrinnenstromung in einer rohrenférmigen Rutsche mit einem
Wasserzulauf und konstantem Kreisquerschnitt zu ermitteln. Die Flidche der Rutsche
wird als B-Spline-Mittellinie mit konstantem Kreisquerschnitt mit Radius r und Quer-
schnittsfunktion s = [0 —cos(v)r —sin(v)r]T dargestellt. Zudem werden die Parameter
des Flachengelenkes zu 0 = 1, o, = 0 und o, = 1 gesetzt. Wenn Wasser im statio-
naren Zustand flieBit, ist der resultierende Stromfaden fest im Raum und durch eine
mediane Stromlinie darstellbar und die Summe der kinetischen und der potentiellen
Energie eines Punktes auf der Stromlinie entspricht der Summe der kinetischen und

der potentiellen Energie eines anderen Punktes auf der Stromlinie minus eines Terms,
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welcher die Reibung berticksichtigt [Spurk und Aksel, 2020]. Im Zusammenhang mit
der Saint-Venant-Gleichung [Chaudhry, 2008| kann eine flache Wasserstromung durch

ow  ow . Ok
o1 ac " Jac
<~

=0, stationar

+g(Sf—50) =0, (4.3)

mit Wasserkoordinate ¢, Wassergeschwindigkeit w, Wasserhohe h, Erdbeschleunigung
g, Reibungsgefalle Sy, Untergrundneigung Sy und Zeit ¢ beschrieben werden. Unter der

Annahme einer stationdren Stromung folgt

d d

CTVtV:o und w:W(C):dg.
Da die Geschwindigkeit w des Wassers nur eine Funktion des Ortes ist, ergibt sich fiir
den zweiten Term der Saint-Venant-Gleichung (Gleichung (4.3)) mithilfe der Ketten-

regel

(4.4)

dw dwd dw

WdC:dCdg:dt:w. (4.5)
Der dritte Term beschreibt die partielle Ableitung des hydrostatischen Drucks nach
der Wasserkoordinaten, wobei die Dichte des Wassers bereits aus der Gleichung ge-
kiirzt wurde. Der vierte Term ist dquivalent zu dem, was in der Mehrkorperdynamik
des zweiten Newton’schen Gesetzes als Summe der Kréfte zusammengefasst wird. Hier
sind das Bremsen aufgrund der Reibung und die Beschleunigung aufgrund der Un-
tergrundneigung zusammengefasst. Die Saint-Venat-Gleichung kann in eine allgemeine
Mehrkorpergleichung fiir eine virtuelle Punktmasse m,, = 1kg, welche sich entlang ei-
ner Kurve auf der Fliache bewegt, iiberfithrt werden. Diese Kurve entspricht dann einer
Stromlinie des Wassers, anhand derer die gesamte Wasserrinnenstromung beschrieben

werden kann.

Es werden zwei Koordinatensysteme
eingefithrt. Zum einen das Darboux-
Koordinatensysem K,; (Flachengelenk-
parameter 0 = 1,, = 0 und «, = 1),
welches sich auf der Flache bewegen kann
und an dem sich die virtuelle Punktmas-

se my, befindet und zum anderen das Ko-

ordinatensystem /C,, welches den glei-

chen Ursprung wie das Koordinatensys- Abbildung 4.1: Rutschende Punktmasse auf

tem KCps besitzt. einer Wasserrutsche

Die z-Achse z,, des Koordinatensystems K, ist parallel zur der z-Achse des Darboux-

Koordinatensystems Ky, also normal zu der Fléche gerichtet. Die x-Achse z,, des Ko-
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ordinatensystems Ky, zeigt dabei in Richtung der Geschwindigkeit der Punktmasse bzw.
der Wassergeschwindigkeit (eindimensionale Richtung der Saint-Venant-Gleichung) und
somit tangential zur Trajektorie der Punktmasse. Wird eine Wasserséule entlang der
Stromlinie normal zur Flache betrachtet, so wirken als externe Kréfte die Gewichts-
kraft mg, die Reibungskraft —Frz,, in entgegengesetzte Richtung der Geschwindigkeit
und die Normalkraft Nz,. Nach Multiplikation der Saint-Venant Gleichung (Gleichung
(4.3)) und Uberfithrung in dreidimensionale Vektorschreibweise ergibt sich die Mehr-

korpergleichung der Punktmasse zu

MW + Ky = —Frxy,, + Nzy + myg. (4.6)
Saint-Venant-Korrekturfaktor -

Hierbei bezeichnet z, einen Einheitsvektor in Richtung der Wassergeschwindigkeit
(tangential zur Bahn der Punktmasse), F ist die resultierende Reibung zwischen Was-
ser und Rutsche, N ist die aktuelle Normalkraft, z,, ist der Einheitsvektor senkrecht
zur Flache, g beschreibt den Vektor der Erdbeschleunigung und x den Saint-Venant-
Korrekturfaktor. Dabei entspricht Gleichung (4.6) in Richtung der Geschwindigkeit z,
Gleichung (4.3) fiir eine gerade Untergrundneigung. Die Mehrkorpergleichung stimmt
mit dem Bernoulli-Ansatz tiberein, welcher besagt, dass die Summe aus potentieller
und kinetischer Energie eines Punktes auf der Stromlinie der Summe der potentiellen
und kinetischen Energie eines anderen Punktes auf der Stromlinie, vermindert um Rei-
bungseffekte, entspricht, nur, dass noch der Saint-Venant-Korrekturterm fiir die flache

Wasserstromung erganzt wird.

Um die Beschleunigung der Flachenkoordinaten und die Grenzen der Wasserrinnen-

stromung auf der Flache zu ermitteln, werden die folgenden Schritte berticksichtigt:

1) Definition der Reibungskraft
Die Reibungskraft wird proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit gewéhlt (Pro-

portionalitatsfaktor f), da die Reynolds-Zahl sich fir diese Anwendung auf Re =
86600 belauft (Wassergeschwindigkeit w &~ 3.5 m/s, kinematische Viskositat v ~ 1.0 x
107%m? /s und hydraulischer Radius A/P ~ 0.0025m). Es wird angenommen, dass die

Reibung aus drei Komponenten

2 9 0 wenn y, <0
Fr = fw” = (fi + xf2 + H(xu)Xufs)W H(x.) = (4.7)
1 sonst

besteht. Hierbei ist x die Kriimmung der Mittellinie

— Hfu X ﬁuu” 7 (48)

[
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X« die partielle Ableitung der Krimmung der Mittellinie beziiglich der Longitudinal-

koordinate u

qu X zuuHuHZu”3 - ||£u X ZuuH(“fu”g)u
_ 4.9
e g (49)
(T X T (T X Ty

|7, x 1

mlt “fu X fuuHu -

wul

und  (||7y]1?)w = 3ry - Tuullrall

und H(y,) die Heaviside-Funktion, welche Eins fiir positive Argumente und sonst Null
liefert (Abbildung 4.2). Der erste Teil beriicksichtigt die konstante Reibung tiber der
Wasserrutsche. Der zweite Teil, welcher als Druckverlust in Rohrkrimmungen in der
Literatur (beispielsweise [Idel’¢ik, 1966]) beschrieben wird, wird der Zentrifugalkraft
zugeordnet und ist abhéngig von der Kriitmmung der Mittellinie. Der letzte Teil kann
auf den ,Splash-Effekt“ zuriickgefithrt werden, wenn das Wasser auf ein Segment mit
hoherer Kriimmung (kleinem Kriimmungsradius), ausgehend von einem Segment mit
kleinerer Krimmung (groBer Kriimmungsradius), trifft. Die Modellparameter f;, fo und

f3 werden in Abschnitt 4.4.1 anhand numerischer Optimierung ermittelt.

konstante Reibung Zentrifugalkraft »oplash-Effekt*

4

Mittellinie

x>0

\p:i/ x=0

e

Mittellini
ittellinie Mittellinie

Abbildung 4.2: Veranschaulichung des konstanten Reibungsparameters f; (links), des
kriimmungsabhéngigen Reibungsparameters fo (mittig) und des Reibungsparameters
f3, welcher abhéngig von der Kriimmungsénderung der Mittellinie ist (rechts)

2) Allgemeine Kinematik

Die Beschleunigung des Wasser kann entweder durch die Winkelgeschwindigkeit des

Wasserquerschnitts durch
W = Wz, + We, = W, + w(égw—ibgM) , (4.10)

wobei 6 die Winkelgeschwindigkeit um die z,;-Achse und ¢ die Winkelgeschwindigkeit

um die y_-Achse sind, oder durch die Flichenkoordinaten zu

W=+, 04+ a mit @ = 1,47 + 20,00 + 1y, 07 (4.11)
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berechnet werden.

3) Normalkraft
Durch Multiplikation der Gleichung (4.6) mit z,, ergibt sich die Normalkraft N zu

Myzy - (T, +1r,0+a) =N4+myzy-g=>N=muzy - (@—g). (4.12)

4) Saint-Venant-Korrekturfaktor - Kontinuitétsgleichung
Die Saint-Venant-Gleichung (Gleichung (4.3)) beruht unter anderem auf den Annah-

men, dass die Untergrundneigung gering ist und die Stromlinie nur kleine Kriitmmungen
aufweist, sodass eine hydrostatische Druckverteilung vorliegt [Chaudhry, 2008]. Eine
Multiplikation des dritten Terms der Saint-Venant-Gleichung mit der virtuellen Mas-
se my, wiirde einen entsprechenden Korrekturfaktor x in der Mehrkorpergleichung
(Gleichung (4.6)) ergeben, welcher proportional zum virtuellen Gewicht ist. Fur den
Fall einer gekriimmten Stromlinie, wie bei einer Wasserrutsche, ist es realistischer,
den Korrekturfaktor x proportional zu der Normalkraft zu wahlen. Der Saint-Venant-
Korrekturfaktor x wird durch oh

k=N ac (4.13)
beschrieben und kann mithilfe der Kontinuitatsgleichung @ = Aw = konstant berech-
net werden, wobei A die Querschnittsfliche des Wassers ist. Aufgrund des Winkels
zwischen der Wassergeschwindigkeit und der Tangente der Mittellinie, welche parallel
zur negativen y, -Achse des Darboux-Koordinatensystems ist, ist die Querschnittsfla-
che des Wassers in einem geraden Rutschenabschnitt ein Teil einer Ellipse mit Ne-
benachse r (Radius des Kreisquerschnitts der Wasserrutsche) und Hauptachse a. Da
die Wasserhohe h in der Wasserrutsche sehr gering ist, wird die Ellipse durch einen
Kreis mit Radius R angenahert, welcher dem Kriimmungsradius des Nebenscheitels
der Ellipse entspricht (Abbildung 4.3). Dieser Ersatzquerschnitt wird fir die gesamte

Wasserrutsche verwendet.

Die Berechnung der Nebenachse

a=r1y/1+tan(f)? = r\l 1+ (zM :;) (4.14)

Ym

und des Kriimmungsradius des Nebenscheitels

R—f—r(lJr (C;Z@Q) (4.15)
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=

Wasserrutsche

Wasserrinnenstromung 4

Abbildung 4.3: Darstellung der Wasserrinnenstromung in einer Wasserrutsche mit kreis-
formigen Querschnitt

konnen singulér werden, wenn das Wasser senkrecht zur Tangente der Mittellinie flief3t,
was sehr unwahrscheinlich fiir diese Art der Wasserrutsche ist. Die partielle Ableitung

der Wasserhohe nach der Wasserposition kann mithilfe der Kontinuitatsgleichung

O(Aw) _ 0(AV-w) _ (4.16)

ot ot
3} 0A OhO¢ 0A OR\ )
iiber <8h (97(@ + IR &)W =—Azx, W (4.17)
<~ <~
b Ra—b
oh 1 A ] )
- % = w (-wa % — (Ra — b)R> (4.18)

mit

6 — Y. 9
W
Ty X (Ty X Tyy) . 1y X (1) X Ty,) | (4.19)
Ty = — —
[EIE |3

a = 2acos(1 — h/R)
b= 2Rsin(a/2)

berechnet werden, wobei b die Wasserbreite und a der Mittelpunktswinkel sind. Eine
Herleitung zur Berechnung von 0A/dh, 9A/OR, R und 6 findet sich im Anhang F.

5) Tangentialbeschleunigung

Durch die Multiplikation von Gleichung (4.6) mit x,, ergibt sich die Tangentialbeschleu-
nigung des Wassers zu
1 N 1 . F

( —(Ra—bR— L 4z, - g> : (4.20)

My bW My
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6) Beschleunigungsgleichungen in Fldchenkoordinaten

Um die Beschleunigung der Flachenkoordinaten zu erhalten, werden zum einen Glei-

chung (4.6) mit y und zum anderen Gleichung (4.11) mit z,, multipliziert, sodass

sich
y (rya+rd+a)=y g (4.21)
W = 2 (1,1 + 1,0 + a) (4.22)
-1
@{u :[yW'T“ yw'r’”] [y.w'(g_cf)] (4.23)
¥ Ty Ty Ly T, W — 2,4

ergibt. Die Trajektorie der Punktmasse kann durch numerische Integration der ge-
wohnlichen Differentialgleichungen, welche die Beschleunigungen der Flachenkoordina-
ten mit den Anfangsbedingungen ¢, = [uo, vo]" und ¢, = [ti, 0o]" und die zeitliche

Anderung der Wasserhohe
: A ' :
h=2 <—xw % — (Ra — b)R) (4.24)
w

mit Anfangsbedingung hg, passend zum Wasserquerschnitt zu Beginn, beinhalten, er-

mittelt werden.

7) Fliachenkoordinaten der Grenzen der Wasserrinnenstromung

Um die Flachenkoordinaten der Grenzen der Wasserrinnenstromung zu finden, wird
das Koordinatensystem K, verwendet, welches den gleichen Ursprung und die gleiche
z-Achse wie das Darboux-Koordinatensystem K, besitzt. Die z-Achse von K, wird
parallel zur linearen Geschwindigkeit des Wasser definiert und die y-Achse komple-
mentiert das rechtshandige Koordinatensystem. Beginnend bei Koordinatensystem /C,,,
werden zwei weitere Koordinatensysteme Cy,;, und ICy, g hinzugefiigt, deren Urspriinge
um die Wasserhohe in z,,-Richtung und die halbe Wasserbreite /2 in positive bzw. ne-
gative y_-Richtung verschoben sind. Zwei weitere Darboux-Koordinatensysteme Kp vz,
und Kp g mit den Flichenkoordinaten [uyr, vyz]" und [uyr vyr]t auf der Wasserrut-

sche werden eingefiihrt, um die Zwangsbedingungen

. N R —

(Epwe = Zwe) " Zpwe 2 Punkt-Ebene Bedingung (4.25)
(TDwr — Twi) "Yowr =

r r'wr) "L =0
(Lp.wr = Lwr) " Zpwr 2 Punkt-Ebene Bedingung (4.26)
(KD,WR TWR) ) yD,WR -

zur Positionierung der Darboux-Koordinatensysteme mit einer minimalen Distanz zu

den beiden Koordinatensystemen /Cy,;, und Ky g zu formulieren (Abbildung 4.4).
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Abbildung 4.4: Darstellung der verwendeten Koordinatensysteme, um die Grenzen der
Wasserrinnenstromung zur ermitteln (links), und eine VergroBerung der rechten Grenze
(rechts)

4.3 Modellierung einer rutschenden Person

Die rutschende Person wird als offene kinematische Kette aus Starrkorpern, bestehend
aus einem Becken (Referenzkoordinatensystem Kp), einem Unterkorper, welcher durch
ein Drehgelenk, welches die Flexion ¢, der Beine erlaubt, mit dem Becken verbunden
ist und einem Oberkorper, welcher durch ein Drehgelenk, welches die Vorwartsneigung
o des Rumpfes erlaubt, mit dem Becken verbunden ist, modelliert. Die Person rutscht

mit gekreuzten Armen und Beinen (Abbildung 4.5).

(a) Modell einer rutschenden Person (b) Topologiediagramm

Abbildung 4.5: Modell (a) und SchlieBbedingungen (b) einer rutschenden Person

Die offene kinematische Kette rutscht mit drei Kontaktpunkten, am Becken (Koordi-

natensystem Kp), an den Fersen (Koordinatensystem Kp) und am Riicken (Koordi-
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natensystem Kp), die Wasserrutsche hinunter, wobei die drei Kontaktpunkte die Was-
serrutsche stets beriihren und kein Abheben dieser moglich ist. Die Freiheitsgrade des
Systems g = [u vy @, ist die Lage des Beckens, welche durch die Position [u, v,]T
auf der Wasserrutsche und der Drehung ¢ um die entsprechende Flachennormalen z,
der Wasserrutsche beschrieben wird. Zwei zuséatzliche Darboux-Koordinatensysteme

Kp, und Kp, auf der Wasserrutsche werden eingefiihrt, um die Schliebedingungen

T
Zp,

QEU [ZU(UBaUBaSDBaiﬂu)—ZDU(UU,UU)] =
2,
T,
ygo {fo(UBaUBAOB,SOo)—KDO(UO,UO)} =

T
2D,

()

3 Punkt—-Ebene Bed.

|0Q
S
I

o

3 Punkt—-Ebene Bed.

|og
S
I

(4.27)
zu formulieren, welche zu zwei geschlossen kinematischen Ketten und den, oben be-
schriebenen, drei Freiheitsgraden fiihrt (Abbildung 4.5b).

Im Folgenden wird nun zunéachst allgemein erldutert, wie die Reibungskraft und die
Wasserwiderstandskraft fiir rutschende Objekte berechnet werden. Um Reibungseffek-

te, welche auf das rutschende Objekt wirken, zu simulieren, wird die Reibungskraft

Fr = —pp (||Np]| |wp |~ wp) , (4.28)

eingefiihrt, wobei up der Reibungskoeffizient, Ny, die resultierende Normalkraft, welche
auf das entsprechende Darboux-Koordinatensystem Kp wirkt und wp die lineare Ge-
schwindigkeit von Kp sind. Um die Wasserwiderstandskraft, welche aus der Interaktion
des rutschenden Objektes mit der Wasserrinnenstromung resultiert, annaherungswei-
se zu berechnen, wird eine Kugel um die Geometrie des rutschenden Objektes gelegt,
welche sich mit dem Darboux-Koordinatensystem bewegt (Abbildung 4.6), sodass sich

die Wasserwiderstandskraft zu
Fp =-05Cp pw Ac||wp — wl| (wp — w) (4.29)

berechnet, wobei Cp der Widerstandskoeffizient ist, welcher gemafi [Morrison, 2006]
berechnet wird, py, die Dichte des Wassers, wp — w die relative Geschwindigkeit des
Darboux-Koordinatensystems gegentiber dem Wasser und A, die projizierte Flache des
Kugelsegmentes unter Wasser auf eine Ebene senkrecht zur Richtung der relativen
Geschwindigkeit sind. Die Fliache A. wird berechnet, indem zunéchst das Kugelseg-

ment unter Wasser ermittelt wird und anschlieend, wie in [Peters und Dachsbacher,
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2019] beschrieben und im Anhang G erlautert, auf die Ebene senkrecht zur relati-
ven Geschwindigkeit projiziert wird. Um die Berechnung zu vereinfachen, wird die
Wasserwiderstandskraft ,eingeschaltet”, wenn das Darboux-Koordinatensystem Kp in
die Wasserrinnenstromung eintritt, und ,,ausgeschaltet®, wenn es die Wasserrinnenstro-
mung verldsst. Der exakte Zeitpunkt, wann dies passiert, kann wahrend der Integration
durch einen Integrator mit Wurzelsuchfunktion ermittelt werden. Da der Winkel £ zwi-
schen linearer Geschwindigkeit des Wassers und der Tangente der Mittellinie gering ist,
wird die Geschwindigkeit der Stromlinie des Wassers w und die Wasserhohe h an der
Position u in Langsrichtung zur Vereinfachung fiir das Wasser in dem dazugehoérigen
Querschnitt der Wasserrutsche verwendet. Wenn sich das Darboux-Koordinatensystem
Kp im Wasser befindet, kann das Kugelsegment, welches sich unter Wasser befindet, in
geschlossener Form in der xz-Ebene des Koordinatensystems &y, berechnet werden, in-
dem die Schnittpunkte S; und Sy (Abbildung 4.6) gefunden werden. Die z-Koordinate

der Vektorsumme

MTs, = mMTp T plc + cls,

in Koordinaten des Koordinatensystems &, ergibt

cos(y) 0 sin(7) cos(p;)rs
Mro| + Bre| + 0 1 0 0 —h=
: ¢ —sin(y) 0 cos(y) —sin(p;) rg :
& — sin(y) rgcos(p;) — cos(y) rgsin(w;) + Vrp| + Brol —h =0, (4.30)
—a x5 %

wobei v den Winkel zwischen den beiden Tangenten des Querschnittes s(v) an den

Positionen von Ky, und Kp bezeichnet. Gleichung (4.30) liefert die geschlossene Losung

—BC + AV A%+ B? — (?

sin(p,) = s
_AC T BVAT{ BZ_(?
coslpy) = L
©; = atan2(sin(y;), cos(y;)) (4.31)

fiir die beiden Winkel ¢ und 5, welche die beiden Schnittpunkte S; und S, definieren.
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MID C
— K

Abbildung 4.6: Darstellung der Kugel, die sich mit dem Darboux-Koordinatensystem
bewegt (links) und Ansatz zur Bestimmung der Schnittpunkte zwischen Kugel und
Wasser

Um nun die rutschende Person zu modellieren (Abbildung 4.7), werden das kinemati-
sche Modell der rutschenden Person und die wirkenden Kréfte auf rutschende Objekte
kombiniert. In jedem der drei Kontaktpunkte zwischen der rutschenden Person und
der Wasserrutsche werden eine Reibungskraft und eine Wasserwiderstandskraft einge-
préagt. Die Radien fiir die Kugeln zur Berechnung der Wasserwiderstandskraft betragen
hier 0.5m fiir das Becken und den Oberkorper und 0.05m fiir den Unterkorper. Die
Massenverteilung, die Tragheitsradien und die relativen Langen der Korpersegmente
werden geméaf [de Leva, 1996] und [Winter, 2009] berechnet. Insgesamt ergeben sich
die Bewegungsgleichungen, wie in Gleichung (3.36) beschrieben, mit den verallgemei-
nerten Koordinaten ¢ = [up vy 5T und dem Vektor der verallgemeinerten Kréfte
Q) = Q,(9) + Q(q) + @ (q), welche die Projektion Q,(g) der Gravitationskrfte,
die Projektion @ (q) der Reibungskrifte 'y und die Projektion Q,(¢) der Wasser-
widerstandskréfte F'y sind, welche jeweils auf die Darboux-Koordinatensysteme Kp ,,
Ko

nen kinematischen Kette konnen, wie im Abschnitt 3.2 beschrieben, ermittelt werden.

, und Kp, wirken. Die dazugehorigen projizierten Jacobi-Matrizen der geschlosse-

S s
[~ )| 7 ‘} ‘L: ] -

e e e

= 0 ] e ey

jSeet S S e T

Abbildung 4.7: Aufnahme der rutschenden Person mit gekreuzten Armen und Beinen
sowie das entsprechende Mehrkorpermodell
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4.4 FErgebnisse

Das Flachengelenk, das Modell zur Berechnung der Wasserrinnenstromung einer roh-
renformigen Rutsche mit Kreisquerschnitt und das Modell einer rutschenden Person
wurden verwendet, um einen Abschnitt einer realen Wasserrutsche (Lange 70.7 m) der
Firma wiegand.waterrides GmbH [wiegand.waterrides GmbH| mit konstantem Quer-
schnitt, welcher aus einem Halbkreis (Radius r = 0.52m) und zwei geraden Strecken
der Linge L = 0.164m (Abbildung 4.8) besteht, zu simulieren. Da wihrend der Mes-
sung weder die Wasserrinnenstromung noch die rutschende Person den halbkreisformi-
gen Teil der Wasserrutsche verlasst, wird die Querschnittsflache zur Vereinfachung als
Kreis modelliert. In Abschnitt 4.4.1 werden die Reibungsparameter zur Bestimmung
der Stromlinie des Wassers durch eine Optimierung ermittelt und die so berechne-
te Stromung mit der Messung verglichen. Anschlieend wird in Abschnitt 4.4.2.2 die
Stromung zusétzlich mit der CFD-Software OpenFOAM (Field Operation And Mani-
pulation) [OpenFOAM] simuliert. Die in OpenFOAM simulierte Stromung wird mit
der anhand der ermittelten Stromlinie berechneten Stromung und der Messung vergli-
chen. In Abschnitt 4.4.3 wird der Reibungsparameter der rutschenden Person durch

eine Optimierung ermittelt und mit der Messung verglichen.

4.4.1 Parameteridentifikation fiir die Stromlinie

Die Wasserrinnenstromung wurde anhand von Canon EOS 2000D Videokameras mit
einer Auflosung von 640 x 480 (25 fps) sowie einer Parrot Anafi Drohne mit einer Auflo-
sung von 4096 x 2160 (24 fps) aufgenommen. Zur Messung der Wasserrinnenstromung
wurden Markierungen auf der Wasserrutsche an 28 verschiedenen Querschnitten ent-
lang der Wasserrutsche und in einem Abstand von A¢ = 0.1 m entlang des Querschnit-
tes per Hand geklebt. Um die simulierten Ergebnisse mit den Messungen zu vergleichen,
wird die Mitte der Stromung an jedem Querschnitt ¢ ermittelt (Abbildung 4.8)
M= W

und durch den Winkel oM, mit vM = ¢M/r parametrisiert.

(4.32)

Die Geschwindigkeit der Wasserrinnenstromung wurde anhand von Tischtennisbéllen,
welche vom Wasser getragen werden, ermittelt (Abbildung 4.9). An fiinf geraden Seg-
menten wird die Geschwindigkeit wM in der Mitte des Segmentes geschitzt, indem die
Lange des Segmentes durch die Zeit, die die Tischtennisbélle zum Passieren benoti-

gen, dividiert wird. Abbildung 4.10 zeigt die gemessen Querschnitte fiir die Wasserrin-
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nenstromung (hellgrau), die rutschende Person (dunkelgrau) und die Abschnitte der

Geschwindigkeitsmessung (rot schraffiert).

Wasserrutsche

a) Anfang des Segmentes b) Ende des Segmentes

Abbildung 4.9: Tischtennisball am Anfang des Segmentes (a) und am Ende des Seg-
mentes (b) in der Mitte der Wasserrinnenstromung. Tischtennisbélle an der direkten
Grenze zwischen Stromung und Wasserrutsche sind aufgrund des Kontaktes langsamer
als Tischtennisbélle in der Mitte der Stromung. Deshalb werden nur Tischtennisbélle
in der Mitte der Stromung zur Geschwindigkeitsmessung des Wassers betrachtet

Die Anfangsbedingungen wurden anhand des ersten gemessenen Querschnitts geméfl

M
vt = fo und  whl = e_ < (4.33)

r A 0512 ((v% - U%) — sin (7112\/,[0 - ”%))

bestimmt.
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Abbildung 4.10: Darstellung der Positionen der gemessenen Querschnitte fiir die Was-
serrinnenstromung (hellgrau) und fiir die rutschende Person (dunkelgrau) sowie der
Abschnitte fiir die Geschwindigkeitsmessung (rot schraffiert), 3D Geometrie der Was-
serrutsche von [wiegand.waterrides GmbH]

Zur Parameteridentifikation der drei Reibungsparameter wurde das nichtlineare Opti-

mierungsproblem
minimiere
_1 LS8 w2, LK Qs Nk
Fi(p,) = 5(1'0_w)5i:1 [v5(p,) — o] +§w5i§ W (p,) = W] (4.34)

Positionsteil Geschwindigkeitsteil
mit n=27 und m=5
unter der Bedingung

1, <z <y mit p, = L1 fo f3]T

mit dem Gewichtungskoeffizienten w, der Anzahl an gemessenen Querschnitten zur
Verwendung der Positionsbestimmung der Wasserrinnenstromung n, der Anzahl an
Geschwindigkeitsmesspunkten m und der Reibungskoeffizienten als Optimierungspara-
meter p. = [f1 f2 f3]T gelést. Hier beschreibt viSJ(B 1) den Winkel, der die Position der
Mitte der berechneten Wasserrinnenstromung an dem gemessenen Querschnitt ¢ pa-
rametrisiert, w3’ (El) ist die Geschwindigkeit der Wasserrinnenstromung in der Mitte
des gemessenen Abschnitts und 1; und u; sind die unteren und oberen Grenzen der
Optimierungsparameter. Der konstante Parameter k; = 1rad s/m ist eine ungefahre
Annéherung fiir das Verhéltnis des erwarteten Bereiches der berechneten Winkel (hier
ungefihr 1rad) zu dem erwarteten Bereich der berechneten Geschwindigkeiten (hier

ungefihr 1 m/s) und iiberfithrt somit den Geschwindigkeitsteil in rad?. Zur Losung des
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Optimierungsproblems wurde die nichtlineare Optimierungsroutine nag_opt_nlin 1sq
(e04unc) [The NAG Library] mit den in Tabelle 4.1 angegebenen Toleranzen verwen-
det. Die Integration der Bewegungsgleichungen wurde mit der Routine LSODAR, einem
Livermore Gleichungsloser fiir gewohnliche Differentialgleichungen mit einer automa-
tischen Methode zum Wechseln zwischen steifen und nicht-steifen Aufgabenstellungen
mit den Toleranzen relTol = 1.0e-10, absTol = 1.0e-9 und einem Ausgabezeitschritt von
0.005 s gelost, welche Teil von ODEPACK [Hindmarsh, 1983] ist. Um die Anfangswerte

der drei Reibungskoeffizienten zu schiatzen, wurden die folgenden Schritte durchgefiihrt:

1) Schétzung des zum Quadrat der Geschwindigkeit proportionalen Reibungskoeffizien-
ten einer Punktmasse, welche die Rutsche ohne Geschwindigkeitsdnderung hinunter
rutscht, als

mwgAh = fi(wi')?s, (4.35)
wobei Ah die Héhendifferenz, s die Léinge der Wasserrutsche und wi! die gemessene
Geschwindigkeit der Wasserrinnenstromung in Abschnitt 5 der Geschwindigkeits-
messung sind. Die Berechnung liefert f; = 0.0689, was als eine Anfangsschétzung
fiir eine Optimierung verwendet wurde, welche nur die Geschwindigkeit des letzten
Abschnitts der Geschwindigkeitsmessung berticksichtigt und zusétzlich die beiden
Reibungskoeffizienten f; und f5 zu Null setzt. Hieraus entsteht eine Anfangsschat-

zung des ersten Reibungskoeffizienten von f; = 0.0695467.

2) Optimierung des Reibungskoeffizienten f, mit der Anfangsschéitzung fo = 0.0, wéh-
rend f; = 0.0695467 und f3 = 0.0 gesetzt werden und nur die Positionen der Mitte
der Wasserrinnenstromung in den gemessenen Querschnitten 15-20, welche sich in ei-
ner Kurve befinden, beriicksichtigt werden. Hieraus entsteht eine Anfangsschitzung
des zweiten Reibungskoeffizienten von f; = 0.00472592.

3) Optimierung des Reibungskoeffizienten f; mit der Anfangsschétzung f3 = 0.0, wéh-
rend f; = 0.0695467 und fo = 0.00472592 gesetzt werden und nur die Positionen
der Mitte der Wasserrinnenstromung aller gemessenen Querschnitte beriicksichtigt
werden. Hieraus entsteht eine Anfangsschiatzung des dritten Reibungskoeffizienten
von f3 = 0.690685.

Die so ermittelten Anfangsschitzungen wurden dann verwendet, um die Parameteri-
dentifikation anhand der Optimierung mit verschiedenen Gewichtungskoeffizienten w

durchzufithren. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.2 angegeben.

Schliellich wurde der Gewichtungskoeffizient w = 0.8 gewéhlt, da hier die Differenz

zwischen den Werten der Positions- und Geschwindigkeitsteile am geringsten ist und
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der Geschwindigkeitsteil geringer als der Positionsteil ist. Die Ergebnisse sind in Tabel-
le 4.3 und Abbildung 4.11 aufgezeigt. Sobald die Reibungsparameter identifiziert sind,
benotigt ein Simulationslauf der Punktmassenbewegung von 22.3 s eine CPU-Zeit von
1.0s.

Tabelle 4.1: Verwendete Toleranzen der Optimierung der Stromlinie der Wasserrinnen-
stromung

Parameter ‘ f prec ‘ optim_tol ‘ f diff_int ‘ c_diff _int ‘ step_limit
Wert | 1.0e-5 | 1.0e-3 | 1.0e-4 | 1.0ed | 1.0

Tabelle 4.2: Resultierende Reibungskoeffizienten unter Verwendung verschiedener Ge-
wichtungsfaktoren

Position Geschw.

w 1 f2 /3 Fi(p,) Positions- Geschw.- mittlerer mittlerer
5 teil teil absoluter absoluter
[kg/m] [kg] [kg ] [rad’] [rad?] [rad?] Fehler [rad] | Fehler [m/s]

0.0 | 0.0643483 | 0.0593624 | 0.441586 | 0.00623842 | 0.00623842 0.0971013 0.273846
0.1 | 0.0349814 | 0.127473 | 0.845024 | 0.00679106 | 0.00637753 | 0.000413526 | 0.103511 0.0813605
0.2 | 0.0305217 | 0.136853 | 0.919759 | 0.00634861 | 0.00588863 | 0.00045998 0.104887 0.0607741
0.3 | 0.02802 | 0.138779 | 0.955458 | 0.00579425 | 0.00525537 | 0.000538874 | 0.105481 0.0553943
0.4 | 0.0277181 | 0.141876 | 0.968661 | 0.00520169 | 0.00455341 | 0.000648282 | 0.105868 0.0538708
0.5 | 0.0278862 | 0.139067 | 0.981945 | 0.00459147 | 0.00382462 | 0.000766853 0.10588 0.052284
0.6 | 0.027805 | 0.137472 | 0.99299 | 0.00396751 | 0.00308947 | 0.000878035 0.105965 0.0506671
0.7 | 0.0272266 | 0.138018 | 1.00746 | 0.00333569 | 0.00233705 | 0.000998641 | 0.106209 0.0494152
0.8 | 0.0274748 | 0.138285 | 0.979822 | 0.00269256 | 0.00157814 | 0.00111442 0.106336 0.0484927
0.9 | 0.0285068 | 0.134881 | 0.944205 | 0.00203287 | 0.00082892 | 0.00120395 0.108095 0.0461747
1.0 | 0.0299251 | 0.131645 | 0.866512 | 0.00129371 0.00129371 0.116658 0.0421084

Tabelle 4.3: Identifizierung der Reibungsparameter des Stromlinienmodells auf ei-
nem Intel(R) Core(TM) i7-8700 CPU @ 3.20GHz unter Verwendung der Routine

nag_opt_nlin_lsq (eO4unc) [The NAG Library]

Reibungsparameter f1 [kg/m] fa [kg] f3 [kgm]
untere Grenze 0.0 0.0 0.0
obere Grenze INF INF INF
Anfangswert 0.0695467 | 0.00472592 | 0.690685
optimierter Wert N 0.0274748 | 0.138285 | 0.979822
opt. Kostenfunkt. F1(p}) 0.00269256

- Positionsteil [rad?] 0.00157814

- Geschw -teil [rad?] 0.00111442

CPU-Zeit [s] 27.9

Um einen Eindruck von dem Wert des Reibungskoeffizienten f (aus Gleichung 4.7)
zu bekommen, wurde eine abschnittsweise Optimierung der Wasserrutsche durchge-
fithrt. Dafiir wurde die Wasserrutsche in 50 gleich grofle Abschnitte geteilt. An jedem
Ubergang, als auch am Anfang und am Ende der Wasserrutsche, wurde der Reibungs-

koeffizient f optimiert, sodass insgesamt 51 Optimierungsparameter vorliegen. Damit
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Abbildung 4.11: Ergebnisse der Position und der Geschwindigkeit der Wasserrinnen-
stromung verglichen mit der Messung. Eine Position von Om in einem Querschnitt
zeigt an, dass sich die Wasserrinnenstromung auf der untersten Position im Querschnitt
(Transversalkoordinate v; ist 7/2) befindet. Im Falle einer negativen Position, befindet
sich die Wasserrinnenstromung auf der rechten Seite der Wasserrutsche (in Richtung
der Wasserrinnenstrémung)

keine Spriinge zwischen den verwendeten Reibungskoeffizienten entstehen, wurde der
Reibungskoeffizient zwischen zwei Ubergingen linear interpoliert. Abbildung 4.12 zeigt
den Reibungskoeffizienten zum einen aus der abschnittsweisen Optimierung und zum
anderen aus der Optimierung mit den drei Reibungsparametern, wie zuvor beschrieben.
Zusatzlich wird der positive Anteil der partiellen Ableitung der Kriitmmung der Mittel-
linie gezeigt. Hier ist zu erkennen, dass die Positionen der Spitzenwerte der partiellen
Ableitung der Kriimmung der Mittellinie &hnlich zu den Positionen der Spitzenwerte
der abschnittsweisen Optimierung sind. Allerdings ist zu beachten, dass diese Untersu-
chung Grenzen hat, da es nicht moglich ist, ein globales Verhalten alleine mit lokalen
Kostenfunktionen zu optimieren, jedoch niitzlich ist, um grundlegende Tendenzen zu

zeigen.

Um beurteilen zu koénnen, ob die Anzahl an gemessenen Querschnitten ausreicht und so
zu aussagekraftigen Ergebnissen fiithrt, wurden Optimierungen unter Verwendung von
weniger Querschnitten durchgefiihrt, wahrend alle Geschwindigkeitsmessungen beibe-
halten wurden. Dafiir wurden zwei Gruppen gebildet. Bei Gruppe 1 wurden die ver-

wendeten Querschnitte vom Ende gezahlt, wiahrend bei Gruppe 2 die verwendeten
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Abbildung 4.12: Darstellung des resultierenden Reibungskoeffizienten f der abschnitts-
weisen Optimierung (rote Linie), der Optimierung mit den drei Reibungsparametern
(blaue, gestrichelte Linie) und die positive partielle Ableitung der Kriitmmung der Mit-
tellinie (schwarze gestrichelt-gepunktete Linie)

Querschnitte vom Anfang der Wasserrutsche gezdhlt wurden (Abbildung 4.10). Um
die Ergebnisse zu vergleichen, wurden die optimierten Reibungsparameter verwendet,
um Fi fir alle gemessenen Querschnitte zu berechnen. Die Ergebnisse sind in Abbil-
dung 4.13 dargestellt. Es ist zu erkennen, dass die Verwendung von 10 gemessenen

Querschnitten oder mehr ein angemessenes Ergebnis liefert.

Um einen Eindruck zu bekommen, wie die Ergebnisse durch kleine Anderungen der
drei Reibungskoeffizienten beeinflusst werden, wurde eine Sensitivitatsanalyse durch-
gefiihrt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.4 dargestellt. Eine Erhohung der Reibungspa-
rameter fithrt zu einer besseren Positionsbestimmung, aber zu einer Verschlechterung
der Geschwindigkeitsbestimmung der Wasserrinnenstromung und umgekehrt, wenn die
Reibungskoeffizienten verringert werden. Die Veranderung von jedem Reibungskoeffi-

zienten erzielt eine Verdnderung der Ergebnisse.

Wie in Gleichung (4.20) gezeigt, fihrt der Saint-Venant-Korrekturfaktor k = NOh/0¢
in der Berechnung der Tangentialbeschleunigung des Wassers zu zwei Korrekturtermen
(Radiusénderung und Berticksichtigung flaches Wasser). Abbildung 4.14 zeigt die unter-
schiedlichen Positionen der Mitte der Wasserrinnenstromung in der Wasserrutsche und
verdeutlicht, dass die Beriicksichtigung der Saint-Venant-Korrektur nicht notwendig ist
und die Stromlinie des Wassers auch mit einem einfacheren Bernoulli Stromfadenmodell

mit Reibungsverlusten gefunden werden kann.
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Abbildung 4.13: Darstellung des Einflusses der Anzahl an gemessenen Querschnitten
auf F} und die resultierenden Reibungskoeffizienten fi, fo und f5. Die gemessenen Quer-

schnitte wurden vom Ende in Gruppe 1 (dunkelgrau) und vom Anfang in Gruppe 2
(hellgrau) der Wasserrutsche gezéhlt
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Abbildung 4.14: Position der Mitte der Wasserrinnenstromung mit beiden Saint-

Venant-Korrekturtermen (schwarz), mit Saint-Venant-Korrektur ohne Radiuskorrektur
(dunkelgrau gestrichelt) und ohne Saint-Venant-Korrektur (hellgrau)
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Tabelle 4.4: Sensitivitdtsanalyse der optimierten Reibungsparameter fi, fo und f3

relativer relativer relativer

f fa f3 Fi(p 1) Positions- | Geschwindig- Fehler Fehler Fehler

) : 9 teil keitsteil AFi(p,) . | Positions- | Geschwindig-

(kg /] [ke] [kgmn] [rad’] [rad?) [rad?] 2 (pl; (A1) teit [%] keitsteil [%)]

optimiert 0.0274748 0.138285 0.979822 | 0.00269256 | 0.00157814 | 0.00111442

+ 1% von fi | 0.027749548 | 0.138285 0.979822 | 0.00270548 | 0.00155346 | 0.00115202 0.48 -1.56 3.37
- 1% von f1 | 0.027200052 | 0.138285 0.979822 | 0.00270612 | 0.00160806 | 0.00109806 0.50 1.90 -1.47
+ 1% von fy 0.0274748 | 0.13966785 | 0.979822 | 0.0027084 | 0.00155058 | 0.00115781 0.59 -1.75 3.89
- 1% von fy 0.0274748 | 0.13690215 | 0.979822 | 0.00270629 | 0.00161336 | 0.00109293 0.51 2.23 -1.93
+ 1% von f3 0.0274748 0.138285 | 0.98962022 | 0.00269627 | 0.0015597 | 0.00113657 0.14 -1.17 1.99
- 1% von f5 0.0274748 0.138285 | 0.97002378 | 0.00269941 | 0.00160281 | 0.0010966 0.25 1.56 -1.60
+ 1% von allen | 0.027749548 | 0.13966785 | 0.98962022 | 0.00278228 | 0.00152526 | 0.00125702 3.33 -3.35 12.80
- 1% von allen | 0.027200052 | 0.13690215 | 0.97002378 | 0.00278632 | 0.00168732 0.001099 3.48 6.92 -1.38

4.4.2 Simulation der Wasserrinnenstromung in einer CFD-Umgebung

In diesem Abschnitt wird zunéchst rudimentar auf die Grundlagen der numerischen
Stromungsmechanik eingegangen und anschlieend die Ergebnisse der Wasserrinnen-
stromung der Simulation in OpenFOAM mit der Wasserrinnenstromung aus der Mes-

sung und den Ergebnissen unter Verwendung der rutschenden Punktmasse verglichen.

4.4.2.1 Grundlagen der numerischen Stromungsmechanik

Bei der numerischen Stromungsmechanik werden Computer zur Berechnung des Stro-
mungsfeldes benétigt, da Tausend bis Millionen von Zahlen bearbeitet werden miissen.
Zur Beschreibung jeder Stromung kénnen drei Erhaltungsgleichungen berticksichtigt
werden, die Massenerhaltung, die Impulserhaltung (das zweite Newtonsche Gesetz)
und die Energieerhaltung. [Wendt, 2009]

Die Stromung eines Newtonschen Fluides kann anhand von vier physikalischen Gro-
Ben, der Dichte, der Geschwindigkeit, des Drucks und der Temperatur in Abhéngigkeit
der Position beschrieben werden. Zusétzlich zu den drei Erhaltungsgleichungen kann
eine Zustandsgleichung verwendet werden, welche die Dichte, die Temperatur und den
Druck in Relation zueinander stellt. Werden inkompressible Fluide ohne Berticksich-
tigung der Temperatur betrachtet, so werden die Energieerhaltungsgleichung und die
Zustandsgleichung nicht benotigt. [el Moctar et al., 2021] Da das Wasser in einer Was-
serrutsche als inkompressibles Medium berechnet werden kann, wird im Folgenden nur

auf die Massenerhaltung und die Impulserhaltung eingegangen.

Diese lauten, wie beispielsweise in [el Moctar et al., 2021] erlautert,
0
2 [ pav / ndS =0 4.36
ot /v P * S PR ( )

gt/vadV""/Sp(WW)'ndS:/ST'ndS—f—/Vde, (4.37)
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wobei p die Dichte des Fluides, V' das Volumen und S die Begrenzungsflache des Kon-
trollvolumens, n der nach auflen gerichtete Normalvektor auf S, w der Geschwindig-
keitsvektor des Fluides, f der Vektor der Volumenkraft, T der Spannungstensor und ¢
die Zeit sind.

Grundsatzlich ist es moglich mit den beiden Erhaltungsgleichungen turbulente Stro-
mungen zu simulieren. Dafiir miisste aber fiir die Auflésung kleinster Wirbel bei turbu-
lenten Stromungen mit Reynoldszahlen gréfier 10° so kleine Kontrollvolumen definiert
werden, wodurch die Zeitschritte so klein werden wiirden, dass der Rechenaufwand un-
angemessen hoch ist. Um diesen Nachteil zu umgehen, konnen die gemittelten Reynolds
Navier-Stokes Gleichungen verwendet werden. Hierbei werden die Zeit und der Druck in

einen Mittelwert und turbulente Schwankungen, deren zeitliches Mittel Null ist geméaf
w=w+w und p=p+p (4.38)

aufgeteilt, wobei w und p die entsprechenden Mittelwerte sowie w’ und p’ die turbulen-
ten Schwankungen sind. Wird dies nun in die beiden Erhaltungsgleichungen (Gleichun-
gen (4.36) und (4.37)) eingesetzt und die zeitlichen Mittelwerte verwendet, so ergeben
sich die Gleichungen

9
a/Vpdwr/s,@.@dszo (4.39)

;/va‘vdv+/sp(v‘vv‘v)-ndS:/S(T—pw'w') ndS+ [ fav, (440

welche die gemittelten Reynolds Navier-Stokes Gleichungen genannt werden. [el Moctar
et al., 2021]

Um die, aus den gemittelten Reynolds Navier-Stokes Gleichungen resultierenden, sechs
unbekannten Gréflen w;w’,4,j = 1,2,3 zu berechnen, werden sogenannte Turbulenz-
modelle verwendet, welche aus zwei Transportgleichungen bestehen. Beispiele fiir solche
Turbulenzmodelle sind das k-e-Turbulenzmodell oder das SST k-w-Turbulenzmodell,
welche urspriinglich 1974 Launder und Spalding [Launder und Spalding, 1974] bzw.
1994 von Menter [Menter, 1994] eingefiihrt wurden, wobei k die turbulente kinetische
Energie pro Masseneinheit, € die Dissipationsrate der kinetischen Energie £ und w hier

die turbulente spezifische Dissipationsrate sind. [el Moctar et al., 2021]

Wird die Geschwindigkeit des Fluides mithilfe der gemittelten Reynolds Navier-Stokes
Gleichungen ermittelt, so muss fiir die Berechnung des Druckes eine weitere Gleichung
verwendet werden, da die Kontinuitatsgleichung den Druck nicht beinhaltet. Fiir in-
kompressible Fluide ist fiir die Berechnung des Druckes keine explizite Gleichung vor-

handen, weshalb die Divergenz der Impulsgleichung fiir inkompressible Fluide unter
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Beriicksichtigung der Kontinuitédtsgleichung verwendet wird. Es ergibt sich die soge-
nannte Poisson Gleichung fiir den Druck

ow
—rr
wobei p der Druck, g die Erdbeschleunigung und g hier die dynamische Viskositat
beschreiben. el Moctar et al., 2021]

V)=V (o ) 4V (T ) ()

Zur Losung der numerischen Stromungsmechanik werden verschiedene Punkte bertick-

sichtigt.

Mathematisches Modell

Zunachst muss die Stromung kategorisiert werden (beispielsweise inkompressibel - kom-

pressibel, turbulent - laminar usw.), sodass das richtige mathematische Modell gewéhlt
werden kann, denn kommen bestimmte Eigenschaften wie Turbulenz oder Mehrphasen-
stromung hinzu, konnen die exakten Navier-Stokes-Gleichungen entweder nicht mehr
aufgestellt oder gelost werden. Ein solches mathematisches Modell besteht dann aus
einem Satz von partiellen Differential- oder Integro-Differentialgleichungen, dessen Lo-
sungsmethode abhingig vom mathematischen Modell ist. [Ferziger et al., 2020]

Diskretisierungsmethode und Finite Approximation

Die Diskretisierungsmethode beschreibt das Vorgehen zur Anndherung der Differen-
tialgleichung unter Verwendung von algebraischen Gleichungen an diskreten Stellen.
Die drei am weitesten verbreiteten Methoden sind die Finite-Differenzen-Methode, die
Finite-Volumen-Methode und die Finite-Elemente-Methode, deren Losungen sich im-
mer weiter anndhern je geringer der Abstand der diskreten Stellen wird. Grundlage
der Finiten-Differenzen-Methode ist die Erhaltungsgleichung in Differentialform, wéah-
rend bei der Finiten-Volumen-Methode und der Finiten-Elemente-Methode die Inte-
gralform vorliegt. Die Finite-Elemente-Methode unterscheidet sich von der Finiten-
Volumen-Methode dadurch, dass eine Wichtungsfunktion verwendet wird, welche mit
den Gleichungen multipliziert wird. Zuséatzlich miissen die Approximationen gewéhlt
werden, die von der Diskretisierungsmethode benutzt werden sollen, also beispielswei-
se welche Wichtungsfunktion bei der Finite-Elemente-Methode, falls diese verwendet
wird, genommen werden soll. Je genauer die Approximation ist, desto hoher sind der
Zeitaufwand und der Speicherbedarf. [Ferziger et al., 2020]

Numerisches Gitter

Die Knotenpunkte des numerischen Gitters sind die diskreten Stellen, an denen die
Gleichungen gelost werden. Je kleiner das verwendete Gitter ist, desto geringer sind
die Diskretisierungsfehler, aber desto hoher ist auch der bendétigte Zeitaufwand, sodass

ein Kompromiss zwischen Aufwand und Genauigkeit der Losung gefunden werden muss.
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Deshalb wird oft ein groberes Gitter gewéhlt, welches an den Wanden der Geometrie
feiner wird. Beispielhafte Vertreter fir verschiedene Gitterarten sind strukturierte (re-
gulére), blockstrukturierte oder unstrukturierte Gitter. Bei komplexeren Geometrien
werden oft unstrukturierte Gitter angewendet, da automatische Methoden zum Erzeu-
gen der Gitter vorhanden sind. [Ferziger et al., 2020]

Losungsmethode

Die Losungsmethode fiir die, aus der Diskretisierung entstehenden, nichtlinearen al-
gebraischen Gleichungen ist abhéngig von der Anwendung, verwendet aber aufgrund
der Nichtlinearitat stets einen iterativen Prozess. Die Grofle und die Art des Gitters
spielen ebenfalls eine Rolle, welche Losungsmethode angewendet werden kann. Eigen-
schaften der Losungsmethode sind beispielsweise die Konvergenz, also das Tendieren
zur exakten Losung der Differentialgleichung bei kleiner werdenden Gitterabstanden,
die Stabilitét, also kein Aufsummieren der numerischen Fehler wahrend der Simulation,
die Konsistenz, also eine exakte Diskretisierung bei kleiner werdenden Gitterabstanden
oder die Beschrinkung, also beispielsweise Grenzen physikalischer Grofien. Eine wichti-
ge Eigenschaft ist die Genauigkeit, denn jede numerische Losung weist unterschiedlich
ausgepragte systematische Fehler auf. [Ferziger et al., 2020]

Konvergenzkriterien

Der iterative Prozess der Losungsmethode ist meist in eine innere und eine duflere Ite-
ration aufgeteilt, wobei die innere Iteration die linearen Gleichungen 16st, wihrend die
aufere Iteration die Nichtlinearitaten und die Kopplung zwischen den Gleichungen be-
riicksichtigt. Die Wahl der Toleranzen zum Beenden der Iterationsprozesse beeinflusst

die Genauigkeit und den Zeitaufwand der Simulation. [Ferziger et al., 2020]

In der numerischen Stromungsmechanik ergeben sich verschiedene Fehlermoglichkeiten,
wie beispielsweise Diskretisierungs-, Modellierungs- oder Iterationsfehler. Diskretisie-
rungsfehler entstehen sowohl durch die Eigenschaften des Gitters, als auch durch den
Diskretisierungsprozess selbst. Modellierungsfehler ergeben sich dadurch, dass das ge-
wahlte Modell nicht exakt die Stromung des realen Fluides entspricht, da besonders das
Aufstellen von Modellen zur Beschreibung von turbulenten Stromungen auf Annahmen
und empirischen Daten beruht. Iterationsfehler werden durch das Konvergenzkriterium
beeinflusst. [el Moctar et al., 2021]

4.4.2.2 Simulation der Wasserrinnenstromung in OpenFOAM

Die Wasserrinnenstromung wurde ebenfalls in OpenFOAM [OpenFOAM]| mit den ge-
mittelten Reynolds-Gleichungen (turbulent Reynolds Averaged Simulation, RAS) un-
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ter Verwendung des zwei Gleichungen k-omega Schubspannungstransportmodells (two
equation k-omega Shear Stress Transport (SST) model) [Menter et al., 2003] und
dem interFoam-Loser simuliert. Der PIMPLE Algorithmus wurde mit einer nicht-
orthogonalen Korrektur und einem Maximum von 25 &ufleren Korrekturen verwendet,
wobei die verwendeten Toleranzen der duBeren Korrekturen (outer corrector residual
control) fir die Geschwindigkeit und den Druck zu relTol = 0.1 und tolerance = le-4
und zu relTol = 0 und tolerance = 1le-4 fiir den finalen Schritt gesetzt wurden. Die Gren-
zen der Wasserrinnenstromung in den verschiedenen Querschnitten wurden so berech-
net, dass die Zellen, die mindestens mit 20% Wasser gefullt sind als in dinne Scheiben
geschnitten betrachtet wurden und anschliefend die Zellzentren auf die yp-zp-Ebene
des Koordinatensystems ICr projiziert wurden und die Winkel zwischen einerseits der
Verbindung zwischen den projizierten Zellzentren und der Mittellinie und andererseits
der y-Achse des Koordinatensystems Kt ermittelt wurden (Abbildung 4.15). Der Wert

vOF berechnet sich dann anhand des groften und kleinsten Winkels zu

’r' . 7”‘ .
'UiOF =7—05 (arccos <TWRyT> + arccos <TWLyT>> . (4.42)

HTZWRH HTKWLH

Die OpenFOAM-Simulation wurde auf einem Prozessor Intel(R) Core(TM) i7-9700
CPU @ 3.00GHz parallel auf acht Kernen durchgefiihrt und gestoppt, nachdem eine
Zeitspanne von 22.5 s das Wasser in der Wasserrutsche simuliert wurde. Insgesamt wur-
den drei OpenFOAM-Simulationen mit unterschiedlichen Zellengréfien und maximalen
Courant-Nummern durchgefiihrt, wobei eine Ubersicht in Tabelle 4.5 dargestellt ist.
Abbildung 4.16 zeigt die Ergebnisse der OpenFOAM-Simulationen und des Fléchenge-
lenkes im Vergleich mit der Messung, wobei die Position der Mitte der Wasserrinnen-
stromung in dem Querschnitt verglichen wurde. Es ist zu sehen, dass die Simulation,
welche das Fléachengelenk verwendet, im Vergleich zur Messung bessere Ergebnisse er-

zielt als die Simulationen in OpenFOAM. Um die Simulationen in OpenFOAM in einer

Tabelle 4.5: Unterschiede zwischen den drei durchgefithrten OpenFOAM-Simulationen

Anzahl maximale maximale alpha CPU-

Zellen | Courant-Nummer | Courant-Nummer zeit [s]
OF 1| 982.889 5 2 173962.2 (~ 2 Tage)
OF 2| 982.889 1 1 797508.5 (= 9.2 Tage)
OF 3| 3.497.181 2 2 1032204 (=~ 11.9 Tage)

akzeptablen Zeitspanne durchzufiihren, wurde ein grobes Gitter verwendet. Zuerst wur-
de ,,blockMesh“ mit einer Zellenlange und -breite von 0.05m und einer Zellenhohe von

0.04 m angewendet. Anschliefend wurde ,snappyHexMesh* ausgefiithrt, um die Kontur
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der Wasserrutsche zu erhalten, wobei zwei Verfeinerungsschritte fiir den Wasserzulauf
und ein oder zwei Verfeinerungsschritte fiir die Wasserrutsche durchgefithrt wurden.
Ein feineres Gitter und das Setzen der Courant-Nummer zu Eins konnte die Qualitat

der Simulation erhohen, wiirde aber auch zu langeren Berechnungszeiten fithren.

Wasserrutsche

Zellzentren mit Wasser

Abbildung 4.15: Darstellung der diinnen Scheibe zur Ermittlung der Zellzentren, wel-
che fir die Berechnung der aktuellen Position der Mitte der Wasserrinnenstromung
verwendet werden (links) und Angabe der verwendeten Vektoren zur Bestimmung der
Position der Mitte der Wasserrinnenstromung (rechts) in OpenFOAM

0.6

p— Flichengelenk
---0OF 1
s OF 2
OF 3
+ Messung H

0.4

o
)

(=1

Position [m]

o
[\]

-0.4

0.6 ‘

Abbildung 4.16: Position der Mitte der Wasserrinnenstromung von OF 1 (dunkelgrau
gestrichelt), OF 2 (mittelgrau gepunktet), OF 3 (hellgrau) und des Fléchengelenk
(schwarz) im Vergleich zur Messung (schwarze Kreuze)
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4.4.3 Parameteridentifikation fiir die rutschende Person

Die Fahrt einer rutschenden Person wurde mit denselben Kameras und Markierungen,
wie in 4.4.1 beschrieben, gemessen. Allerdings konnten nur 26 der 28 Querschnitte
ausgewertet werden. An den fiinf geraden Abschnitten wurde die Geschwindigkeit der
rutschenden Person W%[P’i in der Mitte des Abschnitts bestimmt, indem die Lange des
Abschnittes durch die Zeit dividiert wurde, die die rutschende Person zum Passieren
benotigte. Die Anfangsbedingungen der Position wurden anhand des Querschnitts Null
bestimmt und die Anfangsgeschwindigkeit wurde durch einen geraden Abschnitt, wel-
cher sich direkt vor Querschnitt Null befindet, wie oben beschrieben, identifiziert. Eine
Parameteridentifikation fiir den Reibungskoeffizienten der rutschenden Person wurde
durch eine Optimierung durchgefithrt. Dafiir wurden die Positionen ¢ f -~ und El(\)/[i
des Beckens, des Unter- und des Oberkérpers an jedem gemessen Querschmtt 1, wie in
Abbildung 4.17 gezeigt, anhand des Videomaterials ermittelt und anschliefend durch
den Radius der Wasserrutsche r dividiert, sodass sich die Winkel v}, vff und vgy, zu

den drei Korperbereichen ergeben.

Abbildung 4.17: Vergleich der Messung und der Simulation der rutschenden Person bei
up = 5.07m

Das Optimierungsproblem wurde anschliefend geméaf3

minimiere
1 1 &* 2 2 2
Fafpa) = 51 = wre) =Y { 050 — o]+ [u89 — o] + o) — o] }
i=1
Positionsteil
k2 msp 2
+ wRP;Z[WRm WRPz} (4.43)
=1

Geschwindigkeitsteil

mit ngp =25 und mgp =5
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unter der Bedingung

1, <py<uy mit ps=pup

mit dem Optimierungsparameter py = up, welcher dem Reibungskoeffizient pp ent-
spricht und an allen Kontaktpunkten zwischen rutschender Person und Wasserrutsche
gleich gesetzt wird gelost. Hier entsprechen v (ps), vf (p2) und vg!(p2) den Winkeln,
die die Position der Kontaktpunkte des Beckens, des Unter- und des Oberkorpers an
dem gemessenen Querschnitt ¢ beschreiben, wgp ist der Gewichtungskoeffizient, ngp ist
die Anzahl der verwendeten Querschnitte zur Positionsbestimmung, mgp ist die Anzahl
der Geschwindigkeitsmesspunkte und 15 und u, sind die obere und untere Grenze des
Optimierungsparameters. Der konstante Parameter ko = 1rad s/m ist eine ungeféh-
re Annédherung fiir das Verhéltnis des erwarteten Bereiches der berechneten Winkel
(hier ungefahr 2rad) zu dem erwarteten Bereich der berechneten Geschwindigkeiten
(hier ungefihr 2m/s) und iiberfiihrt somit den Geschwindigkeitsteil in rad®. Das Op-
timierungsproblem wurde mit der NAG Routine nag_opt_nlin_lsq (eO4unc) [The
NAG Library] mit den in Tabelle 4.6 aufgefithrten Toleranzen gelost. Die Zwangsglei-

Tabelle 4.6: Optimierungstoleranzen der Simulation der rutschenden Person

Parameter ‘ f prec ‘ optim_tol ‘ f diff_int ‘ c_diff int ‘ step_limit
Wert | 1.0e-5 | 1.0e-3 | 1.0e2 | 1.0e3 | 1.0

chungen wurden auf Positionsebene mit der Routine HYBRJ, einem Newton-Loser,
welcher eine modifizierte hybride Powell-Methode mit den Toleranzen xtol = 1.0e-8,
ftol = 0 und factor = 100 verwendet, und Teil des MINPACK [Moré et al., 1980] Pa-
ketes ist, gelost. Die Integration der Bewegungsgleichungen wurden mit der Routine
LSODAR, welche einen Livermore-Loser fiir gewohnliche Differentialgleichungen mit
automatischer Methode, um zwischen steifen und nicht-steifen Problemen zu wechseln,
und einer Nullstellensuche mit den Toleranzen relTol = 1.0e-10, absTol = 1.0e-9 und
Ausgabeschrittweite von 0.005s verwendet und Teil des Paketes ODEPACK [Hind-
marsh, 1983] ist, durchgefiihrt. Die Moglichkeit zur Nullstellensuche wurde eingesetzt,
um den genauen Zeitpunkt zu bestimmen, wann das Darboux-Koordinatensystem in
das Wasser eintritt oder dieses verldsst. Die Ergebnisse (der Reibungskoeffizient pup,
der Wert, der Kostenfunktion, die Werte der Positions- und Geschwindigkeitsteile, die
Summe der mittleren absoluten Fehler der Position des Ober-, Unterkorper und des Be-
ckens sowie der mittlere absolute Fehler der Geschwindigkeit der rutschenden Person)
der Parameteridentifikation fiir verschiedene Gewichtungskoeffizienten wgrp werden in
Tabelle 4.7 dargestellt.
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Tabelle 4.7: Resultierende Reibungskoeffizienten fiir verschiedene Gewichtungskoeffizi-

enten

Position Geschw.

w Fo(ps) Position- Geschw.- | Y mittlere mittlerer
RP HD 2\P2 teil teil absolute absoluter

[rad?] [rad?] [rad?] Fehler [rad] | Fehler [m/s]

0.0 | 0.0741572 | 0.0275293 | 0.0275293 0.0 0.3230074 0.18787
0.1 | 0.0737823 | 0.0271846 | 0.024915 | 0.00226957 | 0.3229931 0.184075
0.2 0.073452 | 0.0265671 | 0.0224113 | 0.0041558 | 0.3239962 0.180571
0.3 | 0.0732038 | 0.0257493 | 0.0198773 | 0.00587203 | 0.3256421 0.178034
0.4 | 0.0729036 | 0.0247293 | 0.0174078 | 0.00732151 | 0.3291437 0.174786
0.5 | 0.0726537 | 0.0235704 | 0.0148292 | 0.00874113 | 0.3322988 0.17227
0.6 | 0.0724419 | 0.0222852 | 0.0121262 0.010159 0.3357316 0.170235
0.7 | 0.0722216 | 0.0208789 | 0.00933124 | 0.0115477 | 0.3400632 0.168195
0.8 | 0.0720273 | 0.0193594 | 0.00637829 | 0.0129811 | 0.3441396 0.166451
0.9 | 0.0718785 | 0.0177447 | 0.00325653 | 0.0144882 | 0.3480076 0.165186
1.0 | 0.0716812 | 0.0160369 0.0 0.0160369 | 0.3537577 0.163564

Tabelle 4.8: Identifizierung des Reibungskoeffizienten der rutschenden Person auf einem
Prozessor Intel(R) Core(TM) i7-8700 CPU @ 3.20 GHz

Parameter 1D Parameter Wert
untere Grenze 0.0 opt. Kostenfunkt. Fy(p3) | 0.0222852
obere Grenze 0.11 - Positionsteil [rad?] 0.0121262
Anfangsbedingung 0.0 - Becken [rad?] 0.00275415
optimierter Wert p3 | 0.0724419 - Oberkérper [rad?] | 0.00646893
- Unterkorper [rad?] | 0.00290308
- Geschw -teil [rad?] 0.010159

CPU-Zeit [s] 273.18

0.6 gewéhlt, da hier die Differenz

zwischen Positionsteil und Geschwindigkeitsteil am geringsten und der Wert des Ge-

Es wurde ein Gewichtungskoeffizient von wgrp =

schwindigkeitsteils geringer als der Positionsteil war. Die Ergebnisse sind in Tabelle
4.8 und Abbildung 4.18 aufgezeigt, wobei in der Abbildung zusétzlich der Einfluss des
Wasserwiderstandes dargestellt ist. Nach der Parameteridentifikation benotigt die Si-
mulation einer 15.8 s langen Fahrt einer rutschenden Person eine CPU-Zeit von 10.98s.
Es ist zu erkennen, dass die simulierte Bewegung gut mit der Messung iibereinstimmt,

in Anbetracht dessen, dass die Simulation schneller als in Echtzeit durchgefithrt wird.

Um einen Eindruck zu bekommen, wie sich kleine Anderungen des Reibungskoeffizi-
enten auf die Ergebnisse auswirken, wurde eine Sensitivitdtsanalyse durchgefiihrt. Die
Ergebnisse sind in Tabelle 4.9 dargestellt. Eine Erhéhung des Reibungskoeffizienten

fithrt zu einer besseren Positionsbestimmung, aber zu einer schlechteren Geschwindig-
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Abbildung 4.18: Position des Beckens, des Ober- und des Unterkérpers und die Ge-
schwindigkeit der rutschenden Person mit und ohne Wasserwiderstandskraft entlang
der Rutsche im Vergleich zur Messung (schwarze Kreuze). Eine Position von 0m in
einem Querschnitt zeigt an, dass sich das entsprechende Darboux-Koordinatensystem
auf der untersten Position im Querschnitt (Transversalkoordinate v ist 7 /2) befindet.
Im Falle einer negativen Position, befindet sich die das Darboux-Koordinatensystem
auf der rechten Seite der Wasserrutsche (in Richtung der Fahrt)

keitsbestimmung. Ein gegensatzlicher Effekt ist bei der Verringerung des Reibungsko-
effizienten zu beobachten. Reibung ist also ein wichtiger Faktor fiir die Qualitat der

Simulation.

Tabelle 4.9: Sensitivitatsanalyse des Reibungskoeffizienten pup

relative relativer | relativer
Position- | Geschw.- Fehler Fehler Fehler
HD Fy(p2) teil teil AF5(ps) % Positions | Geschw.-
frad?] | [rad? rad?] | Fo(py) V0| teil [%] | teil [%]
optimiert 0.0724419 | 0.0222852 | 0.0121262 | 0.010159
+ 1% von pp | 0.073166319 | 0.0230307 | 0.0113857 | 0.0116449 3.35 -6.11 14.63
- 1% von up | 0.071717481 | 0.0229686 | 0.0133446 | 0.00962405 3.07 10.05 -5.27

Um beurteilen zu kénnen, ob die Anzahl an verwendeten Querschnitten zur Bestim-
mung des Reibungskoeffizienten ausreichend ist, um ein aussagekriftiges Ergebnis zu
erzielen, wurden Optimierungen unter Verwendung weniger Querschnitte durchgefiihrt,

wahrend alle Geschwindigkeitsmesspunkte beibehalten wurden. Zu diesem Zweck wur-
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den zwei Gruppen gebildet. Bei der ersten Gruppe wurden die verwendeten Quer-
schnitte vom Ende der Wasserrutsche gezéhlt, wiahrend bei der zweiten Gruppe vom
Anfang gezahlt wurde. Damit die Ergebnisse vergleichbar sind, wurde mit dem ermit-
telten Reibungskoeffizienten Fy fiir alle Querschnitte berechnet. Die Ergebnisse sind
in Abbildung 4.19 dargestellt. Es ist zu erkennen, dass acht gemessene Querschnitte

ausreichend sind, um ein aussagekréftiges Ergebnis zu erzielen.
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Abbildung 4.19: Darstellung des Einflusses der Anzahl der verwendeten gemessenen
Querschnitte auf F, und die resultierenden Reibungskoeffizienten pp. Die gemessenen
Querschnitte wurden vom Ende der Wasserrutsche in Gruppe 1 (dunkelgrau) und vom
Anfang der Wasserrutsche in Gruppe 2 (hellgrau) gezahlt

Um den Einfluss des Korpergewichtes, der Korpergrofie, der Schwerpunkthohe der Mas-
sen und der Radien, die zur Berechnung der Wasserwiderstandskraft verwendet werden,
zu untersuchen, werden die vier Parameter variiert. Abbildungen 4.20 und 4.21 zeigen
die resultierenden Trajektorien des Beckens. Die Ergebnisse aus der urspriinglichen
Simulation sind stets mit einer schwarzen Linie dargestellt. Eine Position von 0 m in
einem Querschnitt zeigt an, dass sich das entsprechende Darboux-Koordinatensystem
auf der untersten Position im Querschnitt (Transversalkoordinate v$? ist m/2) befin-
det. Im Falle einer negativen Position, befindet sich das Darboux-Koordinatensystem
auf der, in Richtung der Fahrt, rechten Seite der Wasserrutsche. In Tabelle 4.10 ist
die mittlere absolute Abweichung der Position des Beckens bei einer Verdnderung der
Korpermasse, Korpergrofle, Schwerpunkthohe oder Radien fiir die Berechnung der Was-

serwiderstandskraft im Vergleich zu der urspriinglichen Simulation aufgefiihrt, wobei
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die Berechnung der mittleren absoluten Abweichung an den Positionen der 25 Messstel-
len der rutschenden Person erfolgt. Anhand der beiden Abbildungen und der Tabelle
4.10 ist zu erkennen, dass die Hohe der Schwerpunkte iiber der Wasserrutsche und die
Interaktion mit dem Wasser den grofiten Einfluss auf die Trajektorie der rutschenden

Person haben.
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Abbildung 4.20: Darstellung des Einflusses der Kérpermasse und Kérpergrofie auf die
Trajektorie des Beckens der rutschenden Person

Tabelle 4.10: mittlere absolute Abweichung der Position des Beckens bei einer Verande-
rung der Koérpermasse, Korpergrofie, Schwerpunkthohe oder Radien fiir die Berechnung
der Wasserwiderstandskraft im Vergleich zu der urspriinglichen Simulation ausgewertet
an den Positionen der 25 Messstellen der rutschenden Person

Wert mittlere absolute Wert mittlere absolute
Abweichung [m] Abweichung [m]
Kérpermasse Kérpergrofie
+ 1% von 68.5m | 69.185kg 0.0003806 + 1% von 1.78m | 1.7978 m 0.0015903
- 1% von 68.5m | 67.815kg 0.0003732 - 1% von 1.78m | 1.7622m 0.0015676
- 27% von 68.5m | 50.0kg 0.0121 - 15.73% von 1.78 m | 1.5m 0.025
+ 16.79% von 68.5m | 80.0kg 0.0057 +  6.74% von 1.78 m 1.9m 0.0105
+  45.99% von 68.5m | 100.0kg 0.0133 + 17.98% von 1.78 m 2.1m 0.0262
+ 75.18% von 68.5m | 120.0kg 0.0187
Schwerpunkthéhe Radius Kugel mecken
+ 1% von 0.075m | 0.07575m 0.0009039 + 1% von 0.5m | 0.0505m 0.0001751
- 1% von 0.075m | 0.07425m 0.0009042 - 1% von 0.5m | 0.0495m 0.0001757
- 100% von 0.075m | 0.00m 0.067 - 40% von 0.5m | 0.3m 0.0077
- 46.67%von 0.075m 0.04m 0.04 - 100 % von 0.5m 0.0m 0.0186
+  100% von 0.075m 0.15m 0.0739 keine Wasserwiderstandskrafte 0.0497
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Abbildung 4.21: Darstellung des Einflusses der Schwerpunkthéhe und der Radien, wel-
che zur Berechnung der Wasserwiderstandskréfte verwendet werden, auf die Trajektorie
des Beckens der rutschenden Person

Um den Einfluss der drei verwendeten Reibungskoeffizienten (fi, fo und f3) auf die Vor-
hersage der Position und Geschwindigkeit der Wasserrinnenstromung und somit auch
auf die Position und Geschwindigkeit der rutschenden Person zu untersuchen, wur-
de die Wasserrinnenstromung neben allen drei Reibungsparametern (1) zusétzlich nur
mit dem statischen und dem krimmungsabhéngigen Reibungskoeffizienten (2) und nur
mit dem statischen Reibungskoeffizienten (3) simuliert und mit der Messung verglichen.
Abbildung 4.22 zeigt die Ergebnisse der Position und Geschwindigkeit der Wasserrin-
nenstromung in Abhéngigkeit der Anzahl der verwendeten Reibungskoeffizienten und
Abbildung 4.23 verdeutlicht die Unterschiede der Trajektorie der rutschenden Punkt-
masse in Abhéngigkeit der Anzahl der verwendeten Reibungskoeffizienten. In Abbil-
dung 4.24 ist der Einfluss der drei unterschiedlichen Wasserrinnenstromungen auf die
rutschende Person dargestellt. Alle Ergebnisse sind in Tabelle 4.11 zusammengefasst,
welche zeigt, dass alle drei Reibungskoeffizienten verwendet werden miissen, damit ein
gutes Ergebnis fiir die Simulation der Wasserrinnenstromung erreicht werden kann.
Ebenfalls ist erkennbar, dass die Wasserrinnenstromung einen nicht zu vernachlassigen

Einfluss auf die Simulation der rutschenden Person hat.
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Abbildung 4.22: Ergebnisse der Position und Geschwindigkeit der Wasserrinnenstro-
mung verglichen mit der Messung, mit nur statischer Reibung, statischer und krim-
mungsabhéngiger Reibung und allen drei Reibungskoeffizienten

Abbildung 4.23: Trajektorie der rutschenden Punktmasse unter Verwendung (a) des
statischen Reibungsparameters fi, (b) des statischen und kriimmungsabhéngigen Rei-
bungsparameters f; und f, und (c) aller Reibungsparameter fi, fo und f3

Tabelle 4.11: Einfluss auf die Position und Geschwindigkeit der Wasserrinnenstromung
unter Verwendung von nur statischer Reibung (3), statischer und kriimmungsabhén-
giger Reibung (2) und allen drei Reibungskoeffizienten (1) und wie die resultierenden
Wasserrinnenstromung die Fahrt der rutschenden Person beeinflusst

Wasserrinnenstromung rutschende Person (Becken)
Fehler bzgl. Messung Fehler bzgl. (1) Fehler bzgl. Messung Fehler bzgl. (1)
RMSE max RMSE max RMSE max RMSE max

Pos. | Geschw. | Pos. | Geschw. | Pos. | Geschw. | Pos. | Geschw. | Pos. | Geschw. | Pos. | Geschw. | Pos. | Geschw. | Pos. | Geschw.

[rad] [m/s] [rad] [m/s] [rad] [m/s] [rad] [m/s] [rad] [m/s] [rad] m/s] [rad] [m/s] [rad] [m/s]
(1) [ 0.126 | 0.053 |0.294 | 0.088 |0.000 | 0.000 |0.000| 0.000 |0.117 | 0.184 |0.322| 0.301 |0.000 | 0.000 |0.000 | 0.000
(2) 10304 | 0437 |0.754 | 0.653 |0.318 | 0.684 |0.814 | 1.419 |0.130 | 0.184 |0.334 | 0.263 |0.036 | 0.100 |0.091 | 0.172
(3) | 0.513 1.777 1.180 2.189 0.495 | 2.045 1.116 | 2.890 | 0.169 | 0.241 0.378 0.376 | 0.085 0.209 | 0.188 | 0.354
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Abbildung 4.24: Vergleich der, anhand der Messung, ermittelten Position und Ge-
schwindigkeit des Beckens (schwarze Kreuze) mit der Positionen und Geschwindigkei-
ten des Beckens, welche durch die Simulation mit einer Wasserrinnenstromung, welche
durch statischer Reibung, statischer und kriimmungsabhangiger Reibung und allen drei
Reibungskoeffizienten berechnet wurde

4.5 Diskussion der Ergebnisse

Der Vergleich mit den realen Messungen zeigt, dass die Simulationen der Position und
der Geschwindigkeit sowohl der Wasserrinnenstromung als auch der rutschenden Person
gute Ergebnisse liefern. Die Saint-Venant-Korrektur hat nur einen sehr geringen Ein-
fluss auf die Bewegung der Punktmasse zur Bestimmung der Stromlinie, sodass diese
vernachlassigt werden kann und somit auch Wasserrinnenstromungen in rohrenférmi-
gen Rutschen mit allgemeinen Querschnitten nur durch den Ansatz der Stromfaden-
theorie berechnet werden konnen. Das hier verwendete Korpermodell kann leicht auf
andere Rutschpositionen angepasst werden, ebenso konnen Reifen verwendet werden.
Die Simulationen der Wasserrinnenstromung und der rutschenden Person wurden mit
Messungen einer realen Rutsche verglichen, wobei Messfehler an unterschiedlichen Stel-
len auftreten konnten. Die reale Wasserrutsche konnte von der geplanten 3D-Geometrie
leicht abweichen. Des Weiteren wurden die Markierungen in der Rutsche per Hand ge-
klebt und die verwendeten Messungen der rutschenden Person wurden anhand mehrerer
Fahrten der Person ermittelt, wobei darauf geachtet wurde, dass die Startposition mog-

lichst unverandert bleibt. Auch die Bestimmung der Geschwindigkeit der rutschenden
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Person ist aufgrund der Bildrate fehleranféllig. Hier kann eine Abweichung von einem
Bild eine Abweichung von ca. 0.45m/s bei der Bestimmung der Geschwindigkeit bedeu-
ten (Lange des Abschnitts/(Anzahl Bilder/Bildrate). Um diesen Fehler so gering wie
moglich zu halten, wurden mehrere Fahrten ausgewertet und darauf geachtet, dass die
Bilder der Person so vorliegen, dass sich zum Zeitpunkt der Aufnahme eine definierte
Stelle auf dem markierten Querschnitt befindet. Insgesamt wurde darauf geachtet die
moglichen Fehlerquellen zu minimieren, sodass die verwendete Messung zur Paramete-

ridentifikation verwendet werden kann.

4.6 Ausblick: Berechnung der Wasserrinnenstromung bei roh-

renformigen Rutschen mit allg. Rutschenquerschnitt

Im folgenden Abschnitt wird ein kurzer Ausblick fiir die Berechnung der Stromlinie
fiir allgemeine Querschnitte in réhrenférmigen Wasserrutschen mit der Querschnitts-
funktion f(y) gegeben, wobei die Saint-Venant-Korrektur nicht mehr berticksichtigt
wird, da diese, wie in Kapitel 4.4.1 beschrieben, vernachléassigt werden kann. Ohne die
Saint-Venant-Korrektur vereinfacht sich die Berechnung der Tangentialbeschleunigung
des Wassers zu

W:—E—Fgw-g. (4.44)

M 9

Da der Winkel 8 in rohrenférmigen Rutschen klein ist, wird in diesem Ausblick das
Vorgehen vorgestellt, bei dem die Flache des Wassers in dem Rutschenquerschnitt selbst

berechnet wird (Abbildung 4.25). Der Flécheninhalt wird durch das Integral

Y2

A(h) = / (h— f(y))dy (4.45)

1
berechnet, wobei die Berechnung beispielsweise mit der Trapezregel durchgefithrt wer-

den kann. Die partielle Ableitung der Wasserfliche nach der Wasserhohe ergibt sich
mithilfe der Leibnizregel und unter Beriicksichtigung von h = f(y;) = f(y2) zu

= [ St raDdy (- SN B - SN (446)
— :2 8ah(h — f(y)dy = /:2 ldy =y — 1, (4.47)

was mit der Lange der Kreissehne b bei einem runden Querschnitt ibereinstimmt. Die

zeitliche Anderung der Wasserhohe ergibt sich daraus zu

A (—Axw-v'v>. (4.48)
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Da die Querschnittsfunktion f(y) grundsétzlich nicht bekannt ist, muss zunéchst der
Flichenparameter v fiir die in Abbildung 4.25 dargestellten Schnittpunkte S; und
S, unter Verwendung des Newton-Raphson-Verfahrens und der Wasserhohe h als z-
Koordinate ermittelt werden. Anhand der bekannten Flachenparameter konnen dann

die gesuchten y-Koordinaten berechnet werden.

A

Zr

Sl 52
U1

A

Abbildung 4.25: Darstellung zur Berechnung des Flicheninhalts des Wassers fiir einen
allgemeinen QQuerschnitt bei einer réhrenférmigen Wasserrutsche

4.7 Ausblick: Optimierung der Rutschengeometrie

Der Vorteil der Verwendung einer B-Spline-Mittellinie und eines allgemeinen Quer-
schnittes ist die geringe Anzahl an Datenpunkten zur Erzeugung der Geometrie der
Wasserrutsche. Denn durch die geringe Anzahl an Datenpunkten ist es moglich, die
Geometrie der Wasserrutsche geméfl verschiedenster Aspekte zu optimieren. Im folgen-
den Beispiel wird eine Rutsche mit B-Spline-Mittellinie und einem runden Querschnitt
(Radius = 0.7m) untersucht. Die B-Spline-Mittellinie wird aus neun Punkten erzeugt
(Abbildung 4.26 und Tabelle 4.12), wobei das Horizontvektorfeld entlang der z-Achse
zeigt. Die ersten und letzten beiden Punkte sind dabei fest und werden nicht verdndert
(Dreiecke). Die Koordinaten der mittleren Punkte (Kreise) sollen jeweils in eine Ko-
ordinatenachsenrichtung optimiert werden, wobei diese eine untere und obere Grenze

nicht iiberschreiten sollen. Die Sterne zeigen die optimierte Losung.

Simuliert wurde die Bewegung einer Masse auf einem Darboux-Koordinatensystem

ohne Wasserrinnenstromung. Diese soll einen ersten, stark vereinfachten Einblick in
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Abbildung 4.26: Darstellung der verwendeten Punkte fiir die B-Spline-Mittellinie vor
und nach der Optimierung sowie der angegeben Grenzen

Tabelle 4.12: Darstellung der Koordinaten der Punkte zur Erstellung der B-Spline-
Mittellinie vor und nach (grau hinterlegt) der Optimierung

Koordinaten Koordinaten
Punkt | vor der Optimierung | nach der Optimierung
zm] | ym]|zm]| z[m] | y[m] |z[m
PO 0.0 5.0 3.0 0.0 5.0 3.0
P1 0.2 5.0 2.9 0.2 5.0 2.9

P2 3.0 5.0 2.3 3.0 2.00599 | 2.3
P3 5.0 5.0 1.7 5.0 5.1883 1.7
P4 6.0 7.0 1.1 | 6.28544 7.0 1.1
P5 5.0 9.0 0.5 5.0 8.68063 | 0.5
P6 3.0 9.0 0.3 3.0 9.34626 | 0.3
pP7 0.2 9.0 0.03 0.2 9.0 0.03
P8 0.0 9.0 0.0 0.0 9.0 0.0

die Bewegung einer rutschenden Person geben. Die Masse (90 kg) und der Tragheits-
tensor (Quader mit Lange = 1.8 m, Breite = 0.5m und Hohe = 0.2m) wurden frei
gewahlt. Der Massenmittelpunkt wurde auf einen Abstand von 0.1 m in positive z-
Richtung des Darboux-Koordinatensystem zur Rutschenoberfliche gesetzt. Insgesamt
wurden fiinf Simulationen durchgefiihrt, wobei die Geschwindigkeitsrichtung zu Beginn
verdndert wurde. Der Betrag der Geschwindigkeit betrug stets 0.5m/s, der Winkel ¢
zwischen Anfangsgeschwindigkeit und der Querschnittsnormalen wurde von —30° bis

30° in 15°-Schritten variiert. Zur Beurteilung der Rutschfahrt wurde eine vereinfachte
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,Kippbedingung* berechnet. Dafiir wird das Moment am Darboux-Koordinatensystem
in Langsrichtung der Person durch die Normalkraft geteilt. Ist der so berechnete Hebel-
arm grofer als die halbe Breite der Person, wiirde diese kippen. Abbildung 4.27 zeigt
den Betrag der linearen Beschleunigung und Abbildung 4.28 den berechneten Hebel-
arm vor der Optimierung. Hier ist deutlich zu erkennen, dass unter der Annahme der

Kippbedingung die rutschende Person zur Seite kippen wiirde.
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Abbildung 4.27: Betrag der linearen Beschleunigung wiahrend der Rutschfahrt fiir die
fiinf verschiedenen Anfangsgeschwindigkeiten vor der Optimierung

Zur Optimierung wird die Routine LMDIF von MINPACK [Moré et al., 1980] verwen-
det, welche in diesem Fall die maximal auftretende lineare Beschleunigung anhand der

Kostenfunktion

> [max(||a;(z NI (4.49)

=1

l\:)\)—l

durch die Verwendung eines modifizierten Levenberg-Marquardt-Algorithmus optimiert,
wobei der Vektor z = [P2.y P3.y P4.x P5.y P6.y]T die Optimierungsparameter und
||la;(x)|| den Betrag der linearen Beschleunigung des Darboux-Koordinatensystems wéh-
rend der Rutschfahrt fiir die fiinf verschieden Richtungen der Anfangsgeschwindigkeit
beschreibt. Die urspriingliche Verwendung der Routine LMDIF sieht keine Bertick-
sichtigung von Grenzen oder Nebenbedingungen vor. Deshalb wurde bereits fir frii-
here Arbeiten in M{]BILE , Straffunktionen® implementiert, welche zur Kostenfunk-
tion addiert werden. Diese Straffunktionen kénnen beispielsweise fiir die Angabe von

Grenzen der Optimierungsparameter oder Nebenbedingungen verwendet werden. Wei-
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Abbildung 4.28: Berechneter Hebelarm wéhrend der Rutschfahrt fiir die fiinf verschie-
denen Anfangsgeschwindigkeiten vor der Optimierung

chen die Optimierungsparameter oder die Nebenbedingungen von den gesetzten Gren-
zen ab, werden die Differenzen mit einem zuvor gesetzten Straffaktor multipliziert
und zur Kostenfunktion addiert. Als untere Grenze der Optimierungsparameter wur-
de 1 = [4.0 4.0 5.0 8.0 8.0]" und als obere Grenze u = [6.0 6.0 7.0 10.0 10.0]T gewéhlt.
Als Nebenbedingung wurde verwendet, dass der berechnete Hebelarm die Lange 0.25 m
nicht tiberschreiten darf. Es wurden die Toleranzen FTOL = 1.0e-4 und XTOL = 1.0e-3
und der Straffaktor 1.0el zur Einhaltung der Optimierungsgrenzen sowie der Straffak-
tor 5.0e3 zur Einhaltung der Nebenbedingung gewéhlt. Die Optimierung wurde auf
einem Prozessor Intel(R) Core(TM) i7-9700 CPU @ 3.00GHz durchgefiihrt und bené-
tigte eine CPU-Zeit von 21.739s. Abbildung 4.29 zeigt den resultierenden Betrag der
linearen Beschleunigung fiir alle fiinf Geschwindigkeitsrichtungen. Die dazugehérigen

Hebelarme sind in Abbildung 4.30 aufgezeigt.

Hier ist eine deutliche Reduzierung der maximalen Beschleunigung zu erkennen. Eben-
falls liegen die berechneten Hebelarme nun unter der Grenze von 0.25m, sodass ein

Kippen der Person gemafl Kippbedingung nicht mehr auftreten wiirde.

Die hier beschriebene Kippbedingung wurde an keiner realen Rutsche getestet. Eben-
falls wurde die Optimierung der Rutschengeometrie nur anhand des maximalen Betra-
ges der linearen Beschleunigung und des berechneten Hebelarms durchgefiihrt, ohne

auf konstruktive Grenzen zu achten. Die vorliegende Optimierung soll zeigen, dass die
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Abbildung 4.29: Betrag der linearen Beschleunigung wiahrend der Rutschfahrt fir die
fiinf verschiedenen Anfangsgeschwindigkeiten nach der Opimierung
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Abbildung 4.30: Berechneter Hebelarm wéahrend der Rutschfahrt fiir die fiinf verschie-
denen Anfangsgeschwindigkeiten nach der Optimierung

zuvor beschriebene Methode aufgrund der Verwendung weniger Datenpunkte grund-

satzlich zur Optimierung der Geometrie geeignet ist.
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Abbildung 4.31 zeigt die Rutschengeometrie vor und nach der Optimierung mit der
B-Spline-Mittellinie (schwarz) und ihren Datenpunkten (grin) sowie dem Horizont-

vektorfeld (blau), welches hier entlang der z-Achse definiert ist.

a) vor der Optimierung b) nach der Optimierung
Abbildung 4.31: Darstellung der Rutschengeometrie vor (a) und nach (b) der Optimie-
rung mit der B-Spline-Mittellinie (schwarz) und ihren Datenpunkten (grin) sowie dem
Horizontvektorfeld (blau und blaue Datenpunkte)
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit prisentiert ein Verfahren zur geometrischen Konturauslegung von Was-
serrutschen unter Beriicksichtigung rutschender Objekte in einer stationdren Wasser-
rinnenstromung. Dafiir wurden zunéchst die verwendeten Grundlagen sowie die Simu-

lationsumgebung, welche kinetostatische Ubertragungselemente verwendet, erliutert.

Anschliefend wurde das Fléchengelenk vorgestellt, welches die Bewegung eines Ein-
gangskoordinatensystems sowie zwei Flachenparametern auf die Bewegung eines Aus-
gangskoordinatensystems, dem Darboux-Koordinatensystem, abbildet. Die parametri-
sche Flache kann dabei entweder als elementare Flache, als bivariate B-Spline-Fléche,
als rohrenférmige Flache oder als Verbundfliche erzeugt werden. Die Verwendung des
Fléachengelenkes ermoglicht es, die Bewegungsgleichungen unter Betrachtung der Bin-
dungsgleichungen fiir Punktkontakt zwischen zwei Flachen auf Positionsebene zu l6sen.
Der Vergleich zwischen der Verwendung der Bindungsgleichungen auf Positions- und
Geschwindigkeitsebene anhand zweier Beispiele, welche das aufeinander Rollen bzw.
das aufeinander Gleiten zweier Flachen behandeln, zeigt, dass das Losen der Bewe-
gungsgleichungen unter Betrachtung der Bindungsgleichung auf Positionsebene zwar
langsamer ist, als die Verwendung der Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene
ohne Stabilisierung, aber trotzdem in einer akzeptablen Zeit stattfindet und Driftfehler

vermieden werden.

Nachfolgend wurde die Vorgehensweise zur Bestimmung der stationédren Wasserrinnen-
stromung fiir einen Wasserzulauf in einer rohrenféormigen Wasserrutsche mit konstan-
tem Kreisquerschnitt vorgestellt. Die, aus der Bewegung einer auf der Wasserrutsche
rutschenden Punktmasse, ermittelte Stromlinie wird unter Berticksichtigung der Kon-
tinuitatsgleichung zur Berechnung der stationdren Wasserrinnenstromung verwendet.
Die verwendete Reibungskraft setzt sich dabei aus einem konstanten Term, einem Term,
der die Kriitmmung der Mittellinie der Wasserrutsche beriicksichtigt, und einen Term,
welcher die positive Kriimmungsanderung der Mittellinie der Wasserrutsche beriicksich-
tigt, zusammen und ist abhédngig vom Quadrat der Geschwindigkeit der Punktmasse.
Die Reibungsparameter wurden anhand einer Optimierung unter Zuhilfenahme von
Messdaten ermittelt. Es zeigte sich, dass der verwendete Saint-Venant-Korrekturfaktor
einen so geringen Einfluss auf die Position der Punktmasse hat, dass dieser vernachlas-
sigt werden kann und ein reiner Bernoulli-Ansatz zur Beschreibung der Punktmassen-
bewegung ausreicht, sodass das Modell komfortabel auf rohrenférmige Wasserrutschen

mit allgemeinem Querschnitt erweitert werden kann. Die CPU-Zeit zur Simulation der
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Wasserrinnenstromung in einer circa 70 m langen Rutsche unter Verwendung zuvor er-
mittelter Reibungsparameter betriagt 1s. Wird dahingegen die Wasserrinnenstréomung
in der CFD-Software OpenFOAM simuliert, werden CPU-Zeiten von mehreren Tagen
bendtigt.

Anschliefend wurde ein Modell der rutschenden Person erstellt, welches in drei Punk-
ten die Rutsche beriihrt, mit dem Wasser interagiert und unter Einfluss der Reibung die
Rutsche hinunterrutscht. Auch hier wurde der Reibungsparameter anhand einer Opti-
mierung unter Zuhilfenahme von Messdaten ermittelt. Die Simulation der rutschenden

Person kann dabei in Echtzeit erfolgen.

Kommende Arbeiten kéonnten sich mit verschiedenen Aspekten befassen. Der Punkt-
kontakt zwischen zwei Fliachen konnte so erweitert werden, dass ein Abheben und
Auftreffen der Flachen moglich ist. Ebenso konnte das Wassermodell fiir rohrenférmige
Rutschen mit allgemeinem Querschnitt implementiert werden und fiir mehrere Wasser-
zuldufe erweitert werden. Des Weiteren konnte das Wassermodell auf Freiformflachen
ausgeweitet werden. Weitere Tests an Rutschen konnten durchgefiithrt werden, sodass
die Reibungsparameter tiberpriift werden und fiir andere Materialien ermittelt werden
konnten. Die Optimierung der Geometrie konnte weiter verfolgt werden, wobei sowohl
die Art der Kostenfunktion und Nebenbedingungen untersucht sowie standardméfi-
ge Bauteile beziehungsweise sich wiederholende Bauteile zur Planung der Fertigung

beriicksichtigt werden konnten.
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A Zeitliche Ableitungen der z-Achse des
Darboux-Koordinatensystems in singuliren

Punkten

Die z-Achse des Darboux-Koordinatensystems in singuldren Punkten beziehungsweise
in direkter Néhe zu diesen Punkten berechnet sich, wie in Gleichung (3.40) beschrieben,

Z1
v 0Ty X (1, X Ty,) (A1)

1s o't
Zp = = .
P ol lor, X (ry X 1)l

Zur Berechnung der Geschwindigkeits- und Beschleunigungsiibertragung werden die
zeitlichen Ableitungen léD und léD benotigt. Die Berechnung dieser wird im Folgenden

erlautert. Die erste zeitliche Ableitung léD berechnet sich zu

1: 0 1
o g T ) o S
+ (01 X (T X Tyy)) 0 ( ! ) e
Ot \|lor, x (£, X 1)
82
mit
&1 = 5 (01 X (1) X L)) U+ - (01 X (Ly X L40)) 0
= (0T X (I X Typ) + 01y X (T X Ty + Ty X Ty)) U
&
(0T X (T X Tyy) + 07y X (T X Tyy)) (A.3)
4,
) 1 Y, 1 _
7 (Hm“v <z, rw>||> o (nam <z, rm,)n) ’
—(or, X (r, Xr - C —(or, X (r, Xr -d
- e e
éa do
was umgeformt
i = éu+ do (A.5)
mit
o 1
S v v T (o1 X (1 X T4y)) Ca (A.6)
i—d ! (o7 % (1, X 1)) ds (A7)
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ergibt. Die zweite zeitliche Ableitung 12]3 berechnet sich analog zu

A

. d
12}3 ggu + ¢t + gtv +do (A.8)
mit
0 . 04 1 0¢y
A_A_ Y4 Aa 5.8 - A.
5 —Cc=¢ Ot TJory x (1t X 1) + 182 + 8160 + (01, X (1 X T0y)) ot (A.9)
8 é 861 + 801
Ot I WL Wi

= [O-E’U/LL’U X (K’U X i’l}’l]) + O-K’U/U X (K’U,’U X ZU’U + £’U X EU’UU)

+ Ufuv X (fuv U’U + T X TU’U’U) + O-T‘ X ( uuv £’U’U + qu’l) X fU’U’U + E’U X Z’UAUU'U):I,&/

+ [O-f’llfl)'l) X (Z'U X Z’l)'l)) + O-K'U‘U X (K'U X z'U'UU) + O-i'u’l) X (zuv X K'D’l} + ﬁ'l) X i”LL’l)'U)

+ O-,r X ( ’LLU’U X 7QU’U + ruv X T’U’UU + T’UU X 7ﬂU/L)’U + T X TU’UU’U)] 'l'} (A'lo)

96, 0 <—(o—rv x (r, X m))) o 2o X (T X)) (A.11)

T lory % (ry x TP

Ot Ot \lor, x (r, X 1,,)|?
5= 2 (—ar, % (r, x 10,)) !
537 g\ 77 v o X (ry X T 1P
0 1
_ (CTL) X (L; X fuu)) a <H‘77"u < (L) « rvv)H3>
. 1 .
= -5 HUT’ < ( < T )H3 - (va X (ﬁv X vau))34 (A12)
= [=3llor, x (1, X 1) |2 (0r, X (1, X 14,))4]
[ Bllor, X (1, X 1) 72 (0ry X (ry X 1,,))d; | & (A.13)
od  :  0d 1 . . dd,
— =d= d. s 5.d — A.14
at 129 at ||O"f' « (T « ﬁm})H +7182 +§1 2 + (O-EU X (fv X ﬁvv)) at ( )
ad, ad, . 8d1

(S

ot o ou "t o 81}
= [Uzuvv X (K’U X zfl)’U) + UﬂU'U X (ﬂuv X i'l)’l/' + K'D X ﬂuvv)
)

|u

F 0Ty X (T X Tyy) + 2074 X (T X Typy) + 0Ty X (T X Ty + Ty X Tiy)] 0

+ O-Kuv X (fv X £’UUU) + O-/r X ( ’U/U X T’U’U’U + T X T’LL’U’U’U

(A.15)
Ody 9 (—(ory X (ry X10,))\ 5 | =01y X (ry X 1)) 5
oo . Al
oo <H‘77"v < (e r)lP) M Tom < (<P (A.16)
o A, a1

"oz, % (2, x )l
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B Beschleunigungsiibertragung des

Flachengelenkes

Die Beschleunigungsiibertragung des Flachengelenk ergibt sich als zeitliche Ableitung
der Geschwindigkeitstibertragung. Fiir die Winkelbeschleunigung gilt

owWp = oW + 1Wp + oWy X 1Wp (B.1)
mit
1ZD . 1QD + lgD . 1QD
?QD = IQD : IZ.D + IQD : 1ZD . (BQ)

IQ‘D . lzD + lgD . liD
Die Vektoren @D, 1QD und 1§D werden im Folgenden anhand der zeitlichen Ableitung

von Gleichung (3.45) berechnet. Fiir '@, ergibt sich

0 ob
iy = S i+ o0+ b (B.3)
<~ <~
a b
mit
a= - Ay Ty T QT QLo T Oy
0t \|lawry, + apry)?
QA
—(oury, +ayr,) 0
X =7 uly, vwly) X ul gy vy B.4
Tour, + onr, | 8t<(a Ty + Q) X (Qulyy + Qlyy)) (B.4)
QB
. 0 [ —(ayr, + ayr,)
b ~ 9 — = X U v X uluv viov
SOt <Hauru +avm\|3) (O auy) X (L + L))
Z')A
_(aufu + O‘vzv) a
X = uly Ty) X ul gy vlyv B.5
four, + aur, o gLt ) X (ki ¥ ot) (B5)
l')B
und

a0 [—(ogry+opr,)) . 0 [—(owr, +aur,)) .
a = U+ — v
Ou \ |lovury + avr, |2 v \ [ty + aury |3
o _(auzuu + O-/quw) 3(aufu + Oéva)(a’ufu + O'/UEU)T
N Haufu + O‘UL}H?) ||O‘ufu + O‘UL:HE)
+ <_

(au£uu + Oév’f’m,)> U

(T + Qly)  3(owr, + our, ) (Qur, + apr,)t

|ty + cnry || |ty + aur, ||

(aufuv + O‘vﬁw)) v
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0 0
aP = o —(ury + aury) X (Qlyy + lTy) + (Qury, + aury) X a(auzw + Q)

((au uu + av ’U/U)/U/ + (au ’I.LU —l_ a'U ’UU)U) X (auzuu + a/vfuv)

_'_ (auzu + avi’u) X ((O[U£uuu + avﬁuuv)u + (Oéuzuuv + avﬁuvv)i})

b=t
.0 5
b = a(&uiu + Oéva) X (Oéufuv + Oévﬁvv) + (Oéuﬂu + a1, ) 5 (auruv + a,r vv)

(auiuu + aviuv)u + (Oéufm; + avivv)i}) X (aufuv + O%EM;)

—~

_'_ Oéuzu + Oé’vzv) X ((&Uiuuv + avﬁuvv)u + (&Uiuvv + avﬁvvv)i}) :

~~

Die Beschleunigung !z berechnet sich analog zu

dc od
1. .
ip= — u+ci+ — v+dv (B.6)
atttt
9 d
mit
. a _O-Ku X ﬁv
€= @m X((01y X 1) X (OTyy X Ty + 0Ty X Ty))
A
i —JKuXL, a(( « )X( X + X )) <B7>
_Tu v or, X T, T, +or, Xr .
for, xr,JP ™ ot
QB
. 0 —0r, X T,
d= Em X((01y X 1) X (OTyy X Iy + 0Ly X Iyy))
dA
p T Xl 8(( X 1) X ( X 1, + X Lyp)) (B.8)
e ory, X or r,+or, Xr .
for, x [P 0t I
dB
un
3 T
w X Ly OLy X Tuy) | 301y X 1) (0L, X 1) (0T X Ty + 0Ty X Ty |
|0r X 1,1 lory x 1yl
v X Ty 01, X1, ) 3(U£u X L,)(Uﬂu X Zv)T ;
n + (0Tuy X Ty + 0Ty X Ty) | ©
HO’T’ X H3 Hazu X KUHS)
((Uruu X Ty +UT X Tuq;>u+ (UTUU X Ty + ory X rvv) ) X (Ufuu X Ty + oLy X LW)
+ (O-fu X fv) X ((Jﬁuuu X 1Ty + 2(0-£uu X EU'U) +or, X me)’L'L

+ (0T X Ty F 0Ty X Ty F 0T X T4)0)

ISH
I
Iy
S
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:B . .
A" = ((0Tyy X1y + 07y X Ty )04 (070 X 1y + 07, X T, )0) X (074, X 1, + 07, X Tyy)

(01 X 1) X (0T X Ty + 0Ty X Ty + 0Ty X Ty))

(0T uwe X Ty + 2000y X L) + 0Ty X Ly )0) -
Die Beschleunigung '§j ergibt sich damit zu

Y, = "2p x o 4+ 22 x i + 'z x g (B.9)

Die lineare Beschleunigung jap berechnet sich zu
0dp = o&1 T 14p + oWy X 1Ip + 20wW; X 1Wp + oWy X (qwy X 17p) (B.10)

mit

%QD - ﬂuu + ffui) + 2£uvub + zuuu2 + sz'DQ . (Bl]-)
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C Partielle Ableitungen der verwendeten
Gleichungen fiir eine rohrenformige Fliache
In diesem Anhang werden die benotigten partiellen Ableitung zur Beschreibung der
parametrischen Flache des Flachengelenkes, welche aus einer B-Spline-Mittellinie und

einem variablem Querschnitt besteht, berechnet. Wird ein konstanter Querschnitt ver-

wendet, vereinfachen sich die partiellen Ableitungen entsprechend.

C.1 Partielle Ableitungen der Rotationsmatrix 'Rr(u)

Die Rotationsmatrix 'Rr(u) = {@T(u) by (u) 1;T(u)} besteht aus einer z-Achse,

welche tangential zur Mittellinie verlauft

1 _ §u<u)
£ =g, ©

einer y-Achse, welche senkrecht zu einem Horizontvektorfeld A ist

h(u) x 'z (u)

Yy (1) = 12(u) x Lz (u)

und einer z-Achse, welche das rechtshindige Koordinatensystem vervollstandigt

zp(u) = "zp(u) X IETW)- (C.3)

Im Folgenden gilt 'z (u) = Z(u), sodass sich die partiellen Ableitungen der z-Achse

—

zu
S (C.4)
B e ]?
_ o [ —c, .
IR ) e C.5
o= g () e e (i) e (©5)
S—
Euu,l
—C 3c,cr
it T — Luu CuCu
mit Ly HQu”3 HQUHE)Quu
o <@“<|!cu\|3>+8u<ucu|15% (Cu X Cun)
Euuu,l iuuu,2
—C 3c,cr
2 =UU Culqy v "
i <||Cu”3 * ||Cu||50uu> <QU Quuu)

Cu
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mit

7 _ —Cuuu 3QUQE c

S e 1B e P

L (3(cuu03‘+-cu03; 15(cu03)(cu03;>> <3cu03>

Quuu,Q - 5 - 7 Luu N 15 | Buuu
llcul el el

berechnen. Die Ableitungen des Kreuzproduktes aus Horizontvektorfeld und x-Achse

konnen geméf

(h X ), = hy, X Z+hxZz, C.7
(h X Z)uu = P X T+ 2(hy X Z,,) + h X Zyy, C.8

dargestellt werden, sodass ich die Ableitungen der y-Achse 'y _(u) = gy(u) zu

_ (b xz) X (b xZ) X (h X))
o 1 > z]]?

(C.10)

f= 2 (@h;xﬁg) X((h ) % (b x 2)) + (ﬁhxxxﬁﬁ ) X (% 2) X (1 X D))
o (C.ll)
. —(hxz)y  3hxz)(hxz)" .
[ % [
Chxm), BhxDBxDT ) )
2 (T X ) (@ x2) x 2
+<L£2ﬁ>xwmxhxmxww+mxwxmxwww (C.12)
mit
 —(hX D) | 3(hxZ)u(hxz)" .
buut = Thglp T Jaxzl XD
) 0 (3(hxz)(hxz)" _ 3(hxz)(hxz)" _
o= g (i) et <
e Dulhx D) + (b x )(h x )T)

Juuu,2.1 Ilh x z||?
_15(( x 2)(h x 2)T)((h x 2)T(h X Z)a)
1 < Z[|”
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berechnen. Da die z-Achse 'z21(u) = Z(u) aus dem Kreuzprodukt der beiden zuvor

beschrieben Achsen berechnet wird, ergibt sich

Zy =T, XYy+xTxy, (C.13)
Zuw = Ly T 22, X Y, +T XY (C.14)

C.2 Partielle Ableitungen der resultierenden Fliche r(u,v)

Die parametrische Fliache bestehend aus einer B-Spline-Mittellinie und einem Quer-
schnitt wird durch
r(u,v) =c+ysy + zs. (C.16)

beschrieben, sodass sich die partiellen Ableitungen zu

Ty =Cut Y, Sy T YSyu + 2452 + 250 (C.17)
Ty = YSyw + 2820 (C.18)
Tuw = Cuu + Y, Sy + 2Y, Sy + YSyuu + ZuuSz + 224520 + Z52uu (C.19)
Tow = Y, Sy T YSyuv + ZuSz0 + 28200 (C.20)
Tow = YSy,wv T 282,00 (C.21)
Toww = Conw T Yoy Sy T 3Y Sy T 3Y,, Syun + YSy,uun
+ ZuwuSz + 3ZuuSzu + 3ZuSzuu t 282 uuu (C.22)
Tuww = Yy Sy T 2Y Syuv + YSyuuw + ZuuSzw + 2208200 + 282 uu0 (C.23)
Tuve = U, Sywv + YSuvw + ZuSzwv T ZSuw (C.24)
Tovw = YSywve T 282000 (C.25)

berechnen.

C.3 Partielle Ableitungen der Querschnittsfunktion fiir zwei

und mehr Querschnitte

Die Querschnittsfunktion fiir mehr als zwei Querschnitte ergibt sich zu

|
w

n

s(u,v) = (1= A%)Tp? + [Ai(l - AiH)TBiH} + A2 Tp" !t mit i=0,...,n— 3.

~
I
o
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Wird der mittlere Teil der Gleichung weggelassen, ergibt sich die Querschnittsfunktion

fiir zwei Querschnitte zu
s(u,v) = (1= A(w)p°(v) + A(w) "p' (v). (C.27)

Im Folgenden werden die partiellen Ableitungen fiir mehr als zwei Querschnitte auf-
gefiihrt, da diese die partiellen Ableitungen fiir zwei Querschnitte beinhalten. Fir alle
Gleichungen gilt ¢ = 0, ...,n — 3, wobei n die Anzahl der Querschnitte ist, sodass sich
die partiellen Ableitungen zu

n—3
— _A?L T£0_|_ [AL( Az+1)T i+1 AzAz—HT z—i—l} + An 2T n 1 (028)

i

Il
=)
|
@

n

s, = (1 _ AO)T [AZ( Ai—l—l)TBi—l-l} + A2 Tpn—l (0‘29)

v

O

=
n—3
o _A?m TBO + [AZU( Az—i—l)T i+1 2Az Az+1 T z+1 AiAzl'L-zl TBH-I]

+ A2 Tpnel - (C.30)
Syy = 2 z_: { Ai+1)TBZ+1 _ Az‘Az‘uﬂ TB:'}JA} + AZ’Z TEZA (C.31)
i=0
S = (1= A0)Tp° + nz_j [AT(1 = AT TR A2 Tyt (C.32)
=0
S = =M T84 5 (A1 AT 300, A T
A T AN ] A T (C.33)

Suww = — A By + ¥ (AL (L = ATl — 2 AL A Tl

—_A? A:’;;l Tg’)ﬂ] + AZ;Q TBZA (C.34)
Sups = _Ag TQSU + nz_:g [AZ Az+1)Tiz+1 Al Az+1 T z+1} + A" 2 ij 2 (C.35)
i=0
Spp = (1= AO)Tp° 4 Z [AT(1 = AT TR A2 Tyt (C.36)
ergeben.

C.4 Partielle Ableitungen der logistischen Funktion

Die logistische Funktion wird geméaf

(C.37)
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berechnet, sodass sich die partiellen Ableitungen zu

A, =EA(1—A) (C.38)
Ay, = A1 — A)(1—-2A) (C.39)
Ay, = AL —A)(1—6A+6(A)?) (C.40)

berechnen.
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D Partielle Ableitungen der Verbundflache

Die Verbundfliache fiir mehr als zwei Flichen ergibt sich zu

|
w

n

r(u,v) = (1 — A0)1£0 + ‘ (Ai(l - Ai+1>1gi+1) + An72lgn71' (D.1)

s
Il
=)

Wird der mittlere Teil der Gleichung weggelassen, ergibt sich die Verbundflache fiir

zwei Flachenstiicke zu
r(u,v) = (1= Aw)'p’(u,v) + A(w) 'p'(u, v). (D.2)

Im Folgenden werden die partiellen Ableitungen fiir mehr als zwei Flachenstiicke auf-
gefiihrt, da diese die partiellen Ableitungen fiir zwei Flachenstiicke beinhalten. Fiir alle
Gleichungen gilt i = 0, ...,n — 3, wobei n die Anzahl der Flachenstiicke ist, sodass sich

die partiellen Ableitungen zu

n—3
_ _Ag 1£0 + (1 _ A0)1£2 + z {A;(l _ Az—&—l)lgz—i-l _ AZAZH 11224-1
i=0

+ Ai(l . Az‘+1)1gi+1} + Az—ngn—1+ A2 1BZ—1 (D.3)
n—3
ry = (1= A%)'p0 + ST [AT(1 — ATt 4 AR ! (D.4)

Py = = Ay, 0 = 200 Ty + (1= AY)p;

n—3
+ Z [Az‘uu(l o Ai—l—l)lgi-i—l B 2AZAZ+1 1BZ‘+1 B AiAfj{Ll 1Bi+1
=0

+ 2(AL(1 = AT = ATALF I A1 — AT 1pit]
+ Az?:2 1]271—1 + 2AZ_2 1]22—1 + An—2 1]27;,;1 (D5)
= = AP0+ (1= A%
n—3
+ Z {AL Az+1>1 i+1 AzAerl 1 z+1 + Az( Ai+1)1pi+1}

=uv

4 AZ’N n-1 pAn-21 n;l (D.6)
Top = ( AD 1 Z [ AH_l)lBUU] + An—2 1]217;}_1 (D?)
=0
Touu = Aguu Yo 3A2u 1p0 3A2 1122u + (1 - Ao)lgguu

+ Z [ uuu Ai-H) 3AL AL g AT AL AzAz—H)le—f—l

+ 3(A?uu( o Az‘-i—l) _ QAZAZH o AZAZZI)lgzj_l
+ B(AL(L — AT — ATAZH IR A1 — AT

fuuu}
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4 ALL;S 1]2”_1 4 SAZU—Q IBZ_I + 3AZ_2 IBZ;1 + An—2 IBZ;UI (D8)
Tuuw = —Agy "0 = 285 P8+ (1= A)'p)
n—3
30 [(AL (1= AT — 28 AT - ATAL it
i=0
+ 2(AZ(1 _ Ai—i—l) _ AiAZ-&-l) 122;:1 + Ai(l _ AiH)lBZZﬂ
4 AZJZ 1B17)Lfl 4 2A272 1222;1 4 An72 1]22;)1 (Dg)
Pypy = — Ay ')+ (1= A%)'p
n—3
+ Z [(Az(l . Az—l—l) B AZAZH)IB::;I + Az(l o AZ+1)IBZZH
=0
+ A2 1]3:;:2 + A" 1]32;} (D.10)
n—3
Typn = (1 - Ao)lﬂgw + Z [A’L(l - Al+1)1]2;£)iqﬂ + A 1]2:1;,1 (Dll)
i=0

ergeben. Es gilt folgender Zusammenhang zwischen den partiellen Ableitungen der
Flachen 'p?(u;(u),v;(v)) mit j = 0,...,n — 1 nach den Koordinaten u und u; bzw. v
und v,

po= 1y

Ly Lo,
1125; = 1223& (U]}max - vj,min)
P = P,
lgiv = 1]2ijvj (ijmax - Uj,min)
1]25;1; = 1]3{;]-% (Uj,max - Uj7min)2
P = Pl
lgiuv - 1]2{1]@]1)]( J,max Uj,min)
lgfwv - 1fijvjvj< J,max vj,m1n)2
1pz) — 1pj ( i max v mm)g
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E Erlauterungen zu den Bindungsgleichungen auf

Geschwindigkeitsebene

Damit die Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene aus [Montana, 1988] in der
Simulationsumgebung M{JBILE verwendet werden kénnen, werden diese in ein kine-
tostatisches Zustandsobjekt mit Geschwindigkeits-, Beschleunigungs- und Kraftiiber-
tragung tiberfiihrt.

Das Gleichungssystem aus Gleichung (3.84) kann mithilfe der Jacobi-Matrix geméas

0 1
{ i ] = [ - ] 0 (E.1)
oWo Jw .

Ir .
)
mit
_ 0 ui 0 v 0 us 0 vo 0
Jo = ['3 033 jwip 1Wib — oW — 2Wab ng} (E.2)

0 0 0 0
Oiryp  01rip  Oyrap  Oorap

8u1 81}1 8uQ aUQ

Jy = [_?fm I3 0] + 57apdu (E.3)

. -0 wup 0, vy O us 0 vo .
umgeschrieben werden, wobei jw ], 1wWip, sWsp Und ,wsi, die entsprechenden Vektoren

in Absolutkoordinaten wie in Gleichung (3.53) sind, welche mit den Geschwindigkeiten

der Flachenparameter multipliziert werden.
Die Winkelbeschleunigung berechnet sich aus Gleichung (3.84) zu
oWo = oW T 15Was T oWy X 15Was (E.4)

wobei sich ;sw,¢ beispielsweise aus dem Gleichstellen der beiden Gleichungen

28WiD TasWisT1sWip T 2sWip T 2sWisT 1sWip T 2sWis X 15¥1D (E.5)
28W1D TasWoptopWip 7 2sWip TasWopTopWip T asWop X apWip (E.6)

71
16Was = 1Wip T 1Wip X 18Was — oWop T PZ1p T oWop X (021p) (E.7)

ergibt.
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Die lineare Beschleunigung ergibt sich aus der zeitlichen Ableitung der linearen Ge-

schwindigkeit zu

oWy = oW + 1 Wip + @y X 1Tip + 20wy X 1 Wyp + oWy X (oW X 17ip)

— oWop — oWa X oTap — 20Wa X oWaop — oW X (gWy X oTop) - (E.8)

Die Kraftiibertragung ergibt sich dann mithilfe der transponierten Jacobi-Matrix zu

o
ofs

Qu,y 0
Qn, | =J% [ o ] . (E.9)
Quy
Qu,
Qo

Die Beschleunigungs- und Kraftiibertragung fiir die Rollbedingung kénnen analog auf-
gestellt werden. Im Folgenden gilt jr;p = 'r! und ir,p = 'r%. Wie in Gleichung (3.85)
dargestellt, sind die beiden relativen Geschwindigkeiten w, und ,w,p bei aufein-
ander rollenden Flachen gleich, sodass die Geschwindigkeiten der Flachenparameter
der zweiten Fliche in Abhéngigkeit der Geschwindigkeiten der Flachenparameter der

ersten Fliache gemaf

1,.2 1,.2 [ ] 1.1 1,.1 .
Toy T T5,.T (CH Ty T Ty T Uy
1,.2 1,.2 . | 1,1 1,.1 - (E.lO)
wl TwY || V2 TurY  ToY U1
A B
U U
*l=a"B| " (E.11)
Uy U1

berechnet werden konnen, solange die Matrix A invertierbar ist (A™!), die partiellen
Ableitungen der zweiten Fldche also nicht parallel sind, was allerdings bereits ausge-

schlossen wurde. Die Beschleunigungsiibertragung ergibt sich zu

A @'L2 LA 1f2 _ B l.L1 B 7?1
V2 | V2 | U1 1
2 (AB-AAAB) | T |+ A B } (E.12)
I (%) ] U1 U1

mit

(E.13)

1.2 1.2

2 x 52 5 ]
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und
1.2 _ 1.2 . 1,.2 . 1 1,.2
ﬂug - fu2u2u2 + £u2v27)2 + OQQ X Zug (E14)
1.2 _ 1.2 . 1,.2 . 1 1,.2
f’vg - E’U,QUQ/U/Q + E1)2’U2 V2 + OQQ X zvg (E15)

wobei sich die zeitliche Ableitung B analog zu A berechnet. Die Kraftiibertragung

[ Qu,
Qu,

berechnet sich zu

= (A7'B)?* Q”] : (E.16)

v2
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F Partielle Ableitungen fiir das Wassermodell

Die partiellen Ableitungen 0A/0h und 0A/OR berechnen sich aus der Formel zur Be-
rechnung des Flacheninhaltes eines Kreissegmentes

h
A = R*acos (1 — R> — (R —h)V2Rh — h?

(F.1)
zu
0A —1 1 1
— =R <—>+\/2Rh—h2— R—h)}———
Oh |V R SNy
R
R? R? — 2Rh + h*
- ——— 4+ V2Rh—h? -
V2Rh — h? V2Rh — h?
=2V2Rh — h?> =b (Sekante des Kreissegmentes) (F.2)
9A h -1 h (R — h)h
2 9Racos[1— 2 ) + R L VARh—h? -
R acCos ( R) 1 1 3 2 | R2 /9Rh — h2
R
h RA Rh — h?
— 2R -2 )= VARh -
Ao ( R) VoRh — 1?2 V2Rh — 1?2
= 2Racos (1 - R) —2V2Rh — h?
= Ra— b (Bogenlinge - Sekante des Kreissegmentes) (F.3)

Die Winkelgeschwindigkeit § um die z,,-Achse ergibt sich aus der Multiplikation der
Gleichung (4.6) mit y_ zu

0=y, 9
s Y9
=="—=. F.4
- (F.4)
Die zeitliche Ableitung des Krijmmungsradius des Nebenscheitels errechnet sich zu
R = 2rtan(B
iy

( ‘”w)

(F.5)
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G Projektion eines Kugelsegmentes auf eine Ebene

In diesem Anhang wird ein kurzer Uberblick iiber die Berechnung der projizierten
Flache eines Kugelsegmentes auf eine Ebene gegeben. Dafiir wird der, in [Peters und
Dachsbacher, 2019], vorgestellte Algorithmus fiir eine Einheitskugel auf eine Kugel mit
dem Radius rg angewendet. Diese Ebene ist dabei stets senkrecht zu der Differenzge-
schwindigkeit aus Kugelgeschwindigkeit und Wassergeschwindigkeit und verlauft durch
den Mittelpunkt der Kugel. Der Kreis, der aus dem Schnitt der Ebene und der Kugel
entsteht wird im Folgenden analog zu [Peters und Dachsbacher, 2019] mit Horizont

umschrieben.

Die Position des Kugelsegmentes beziiglich des Horizonts fiihrt zu vier verschiedenen
Fallen [Peters und Dachsbacher, 2019]:

1) Das Kugelsegment befindet sich im Ganzen tiber dem Horizont

— projizierte Flache ist eine Ellipse

2) Das Kugelsegment befindet sich hauptsachlich iiber dem Horizont
— projizierte Flache setzt sich aus einer abgeschnittenen Ellipse und einer abge-

schnittenen Kreisscheibe zusammen

3) Das Kugelsegment befindet sich hauptsichlich unter dem Horizont

— projizierte Flache ist eine abgeschnittene Kreisscheibe

4) Das Kugelsegment befindet sich im Ganzen unter dem Horizont

— projizierte Flache ist nicht vorhanden

Im Folgenden wird die Berechnung der projizierten Fliache geméf [Peters und Dachs-
bacher, 2019] vorgestellt und auf eine Kugel mit dem Radius rg erweitert. Der Ho-
rizont liegt in der x.y.-Ebene eines Koordinatensystems K., sodass die z.-Achse in
die Richtung der Differenzgeschwindigkeit zeigt. Der Einheitsvektor d = —z,, zeigt
vom Mittelpunkt der Kugel zum Mittelpunkt des Kreises des Kugelsegmentes, welcher
die Koordinaten k, und k, besitzt (Abbildung G.1). Die Halbachsen der entstehenden
Ellipse sind a, und a,, wobei a, der halbe Abstand zwischen den zuvor ermittelten
Schnittpunkten S; und S, ist, also dem Radius des Kreises des Kugelsegmentes ent-
spricht. Beim zweiten und drittel Fall schneidet der Kreis des Kugelsegmentes den
Horizont an zwei Stellen. Die Koordinaten von einem dieser Punkte werden mit ¢,

und ¢, bezeichnet. Die gerade beschriebenen und zur Flachenberechnung benétigten
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geometrischen Groflen konnen durch

berechnet werden.

Tabelle G.1 zeigt die Berechnung der projizierten Fliache in Abhangigkeit der Fallaus-
wahl, wobei gemaf} [Peters und Dachsbacher, 2019] A,(X) = X1 — X? + arcsin(X)
gilt.

Tabelle G.1: Darstellung der Fallauswahl und Berechnung der projizierten Flache nach
[Peters und Dachsbacher, 2019]

Fall Fallauswahl Berechnung projizierte Flache A,

Falll | az >0 und ¢, >19 | A = aza,m

(G- () e o (555
r5<2 s\ g + aza, 2+ s @
G- )

I'S<2 s I's

0

Fall2 | a, >0 und ¢, <rg

A
Fall3 | a, <0 und t,<rg | A.
Fall4 | a, <0 und t, >rg | A,

(Ll\z

[S
o

d d
Fall 3 Fall 4
Abbildung G.1: Darstellung der vier verschiedenen Félle

d
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