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Kurzzusammenfassung

Das Wissen, wie sich rutschende und rollende Objekte auf Flächen verhalten, bietet

einen großen Raum für unterschiedlichste Anwendungsmöglichkeiten. In dieser Arbeit

wird ein computergestütztes Verfahren zur geometrischen Konturauslegung von Was-

serrutschen unter Berücksichtigung rutschender Objekte in einer stationären Wasser-

rinnenströmung vorgestellt. Bei der heutigen Auslegung von Wasserrutschen werden

immer neue Konzepte generiert, bei denen sich das Spaßerlebnis und die Sicherheit der

rutschenden Person zumindest teilweise gegenüberstehen. Aktuell gibt es keine Simula-

tionsumgebung, welche die Wasserrinnenströmung und die Interaktion der rutschenden

Person mit dieser in einer akzeptablen Berechnungszeit berücksichtigt.

Um dieses Problem zu lösen, wird eine Starrkörperfläche als kinetostatisches Übertra-

gungselement, das Flächengelenk, formuliert, welches die Bewegung des Starrkörpers

sowie die relative Bewegung zweier Flächenparameter auf der Fläche auf die Bewegung

eines sogenannten Darboux-Koordinatensystems abbildet. Die parametrische Fläche

des Flächengelenkes kann als elementare Fläche, als bivariate B-Spline-Fläche, als röh-

renförmige Fläche oder als Verbundfläche erzeugt werden. Unter Verwendung einer

bereits bestehenden objektorientierten Simulationsumgebung, welche, durch die An-

einanderreihung kinetostatischer Übertragungselemente, die Beschreibung der Mehr-

körperdynamik in Minimalkoordinaten ermöglicht, werden die Bewegungsgleichungen

unter Betrachtung der Bindungsgleichung für Punktkontakt zwischen zwei Flächen auf

Positionsebene und auf Geschwindigkeitsebene für zwei Anwendungsbeispiele gelöst

und die Ergebnisse verglichen.

Anschließend wird ein Wassermodell zur Berechnung der stationären Wasserströmung

in einer röhrenförmigen Wasserrutsche mit konstantem Kreisquerschnitt unter Verwen-

dung des Bernoulli-Ansatzes und eines Saint-Venant-Korrekturterms aufgestellt, wobei

die Auswertung der Ergebnisse zeigt, dass der Saint-Venant-Korrekturfaktor vernach-

lässigbar ist. Zur Beschreibung der Reibungskraft werden drei Terme verwendet: ein

konstanter Term, ein krümmungsabhängiger Term und ein Term, der positive Krüm-

mungsänderungen berücksichtigt. Die Parameteridentifikation wird mithilfe einer Op-

timierung durchgeführt, wobei Messdaten einer realen Wasserrutsche zugrunde liegen.

Ein Modell der rutschenden Person wird erstellt, welches aus zwei Starrkörpern be-

steht, die in drei Punkten die Rutsche berühren, mit dem Wasser interagiert und unter

Einfluss von Reibung die Rutsche hinunterrutscht. Der Reibungskoeffizient der rut-

schenden Person wird mithilfe einer Optimierung und Messdaten ermittelt.





IX

Abstract

The knowledge of the behaviour of sliding and rolling objects on surfaces offers a wide

range of application options. In this work, a computational method for the geometric

design of the contour of water slides taking into accout sliding objects with stationary

water channel flow is presented. During the design phase of water slides, new concepts

are generated where the fun and the safety of the passenger can interfere. The current

state-of-the-art does not offer any simulation tool which computes the water channel

flow and the interaction of the passenger with this in an affordable computational time.

To solve this problem, a rigid-body surface is modeled as a kinetostatic transmission

element, the surface joint, which maps the motion of the rigid-body as well as the

relative motion of two surface parameters on its surface to the spatial motion of a

corresponding Darboux frame. To describe the parametric surface of the surface joint

elementary surfaces, bivariate B-spline surfaces, tube-like surfaces or blended surfaces

can be used. Using an already existing object-oriented simulation framework, which

allows the computation of the multibody dynamics in minimal form by the concatena-

tion of kinetostatic transmission elements, the equations of motion considering contact

constraints for two surfaces for point contact at position level and velocity level are

solved for two application examples and the results are compared.

After that a water model for the calculation of the stationary water channel flow for

tube-like water slides with a constant circular cross section is set up using the Bernoulli

approach and a Saint-Venant correction term, whereby the evaluation of the results

shows, that the Saint-Venant correction term can be neglected. To describe the friction

force three terms are used: a static one, a curvature depending one and a term which

considers the positive change of curvature. The parameter identification is performed

with the help of an optimization where the basis are measurements of a real water

slide.

The model of the sliding person is set up, which consists of two rigid bodies which

are in constant contact with the water slide in three points, interacts with the water

channel flow and slides down the slide under the influence of friction. The parameter

identification of the friction coefficient is done by an optimization based on measure-

ments.
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1

1 Einleitung

In diesem Kapitel wird kurz die Motivation der Arbeit erläutert. Anschließend wird

eine Übersicht über den Stand der Technik gegeben sowie die Gliederung der Arbeit

und die verwendete Notation vorgestellt.

1.1 Motivation

Der Titel „Ein Verfahren zur computergestützten geometrischen Konturauslegung von

Wasserrutschen unter Berücksichtigung rutschender Objekte in einer stationären Was-

serrinnenströmung“ weist darauf hin, dass die grundsätzliche Motivation dieser Arbeit

in der Auslegung von Wasserrutschen liegt. Bei der heutigen Auslegung von Wasser-

rutschen werden immer neue Konzepte generiert, bei denen sich das Spaßerlebnis und

die Sicherheit der rutschenden Person teilweise gegenüberstehen, denn die Wasserrut-

schen werden immer außergewöhnlicher, sodass auch neue Anforderungen an die Simu-

lationsprogramme entstehen. Aktuell gibt es keine Simulationsumgebung, welche die

Wasserrinnenströmung und die Interaktion der rutschenden Person mit dieser in einer

akzeptablen Berechnungszeit berücksichtigt. Damit eine solche Simulationsumgebung

entstehen kann, müssen folgende Aufgaben betrachtet werden:

1) Beschreibung der Geometrie der Wasserrutsche als Fläche, welche mit anderen

Flächen oder Objekten interagieren kann

2) Aufstellen eines Modells der rutschenden Person sowie der Formulierung von Kon-

taktbedingungen, sodass das Modell oder andere Objekte auf der Wasserrutsche

rutschen können

3) Berechnung der Wasserrinnenströmung in einer akzeptablen Zeitspanne

4) Modellierung der Interaktion zwischen rutschender Person und Wasserrinnenströ-

mung

Bereits das Lösen der ersten beiden Aufgaben ermöglicht die Auslegung von Rutschen

auf beispielsweise Spielplätzen. Ebenso ist es möglich, die Mehrkörperdynamik mehre-

rer Objekte, welche als Fläche repräsentiert werden können, die aufeinander rutschen

oder, durch das Hinzufügen einer nicht-holonomen Gleichung, rollen, darzustellen, wo-

durch sich viele weitere Anwendungsmöglichkeiten ergeben.
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1.2 Stand der Technik

Die Dynamik einer Punktmasse wurde bereits 1736 von Euler [Euler, 1736] beschrie-

ben. Er untersuchte die Bewegung einer Punktmasse auf einer Fläche, welche sich, nur

unter Einfluss der Gravitationskraft, entlang der kürzesten Verbindung zwischen dem

Anfangs- und Endpunkt bewegt. Neben der Dynamik von Punktmassen wird in vielen

Anwendungen, wie beispielsweise in den Bereichen der Robotik (Greifen und Bewegen

von Objekten [Bicchi und Kumar, 2000], Simulation von kugelförmigen Robotern [Ho-

gan und Forbes, 2015]) oder der Biomechanik (Interaktion zwischen Fuß und Boden

während der Standphase [Millard und Kecskeméthy, 2015]), eine robuste Formulierung

der Dynamik von Starrkörpern, während sie im Kontakt sind und sich relativ zueinan-

der bewegen, benötigt. Der übliche Ansatz, solche Anwendungen zu modellieren, ist es,

allgemeine einseitige Bindungsgleichungen aufzustellen und diese, wie in [Jain, 2013]

und [Pfeiffer und Glocker, 2000], entweder mithilfe von regulären Methoden oder nicht-

glatten Kontaktmodellen zu modellieren. Beide Arten von Modellen zeigen numerische

Schwierigkeiten, welche sich auf die Diskontinuitäten beim Eintreten und Verlieren des

Kontaktes zurückführen lassen. Dies lässt sich nur vermeiden, wenn die Starrkörper

stets im Kontakt miteinander sind, sodass kinematische Bindungsgleichungen formu-

liert werden können, welche das Durchdringen oder Entfernen der Körper verhindern.

Diese kinematischen Bindungsgleichungen, die die Bewegung der sich berührenden Kör-

per beschreiben, wurden auf Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene bereits ein-

gehend untersucht (beispielsweise in [Montana, 1988] und [Cai und Roth, 1987]) und

es ist gängige Praxis, diese in den Bewegungsgleichungen des Systems durch Lagrange

Multiplikatoren zu berücksichtigen. Da diese kinematischen Kontaktbedingungen je-

doch nur lokal erfüllt werden können, führt dies auf Positionsebene zu Driftfehlern, die

stabilisiert werden müssen. Lösungen dafür bieten beispielsweise [Baumgarte, 1972],

[Gear et al., 1985], [Lötstedt und Petzold, 1986] oder [Park und Chiou, 1988].

Zur Berechnung der Dynamik von rutschenden und rollenden Objekten auf einer Flä-

che werden in dieser Arbeit Informationen der Differentialgeometrie der Fläche und

ein, auf der Fläche bewegbares, Koordinatensystem benötigt. Die Differentialgeome-

trie von Flächen wurde unter anderem von Gauß [Gauß, 1902] geprägt, welcher durch

die Gauß’sche Krümmung intrinsische Maße von extrinsischen Maßen unterschied. Ei-

ne weit verbreitete Definition eines bewegten Koordinatensystems entlang einer Kurve

ist das Frenet-Serret-Koordinatensystem, welches von Frenet [Frenet, 1852] und Serret

[Serret, 1868] unabhängig voneinander dargestellt wurde. Eine Achse zeigt dabei stets

in Richtung der Tangente der Kurve, die zweite Achse zeigt in Normalrichtung der Kur-
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ve, welche der Ableitung des Tangentenvektors nach der Bogenlänge dividiert durch

die Krümmung entspricht. Die dritte Achse ergibt sich entsprechend aus dem Kreuz-

produkt der beiden vorher definierten Achsen. An Stellen, an denen die Krümmung

Null beträgt, wie beispielsweise an geraden Kurvensegmenten oder in Wendepunkten,

ist das Frenet-Serret-Koordinatensystem allerdings nicht definiert. Um diesen Nach-

teil zu umgehen, beschreiben Kecskeméthy und Tändl [Kecskeméthy und Tändl, 2006]

eine singulärfreie Erweiterung des Frenet-Serret-Koordinatensystems und Bishop [Bi-

shop, 1975] zeigt eine andere Methode, den RPAF („relative parallel adapted frame“).

Ähnlich zum Frenet-Serret-Koordinatensystem wird bei dem RPAF die erste Achse in

Richtung der Tangente definiert. Die beiden dazu senkrechten Achsen werden dann, ab-

hängig von einem zu Beginn definierten Koordinatensystem (beispielsweise dem Frenet-

Serret-Koordinatensystem) entsprechend eines relativ parallelen Vektorfeldes berech-

net. Ein senkrecht relativ paralleles Vektorfeld entlang einer Kurve ist so definiert, dass

seine Ableitung tangential ist, sich also nur so weit dreht, dass es weiterhin normal zur

Tangente der Kurve verläuft. Nachteilig ist hier jedoch die numerische Integration zur

Ermittlung der beiden Achsen senkrecht zur Tangente der Kurve, wie in [Tändl, 2009]

beschrieben. Tändl [Tändl, 2009] stellt ein Darboux-Koordinatensystem für Kurven

dar, dessen erste Achse ebenfalls in Richtung der Tangente der Kurve definiert ist.

Die zweite Achse ergibt sich aus dem Kreuzprodukt der Tangente und eines vorher

definierten Horizontvektorfeldes, welches sich entlang der Kurve ändern kann. Dieses

Koordinatensystem lehnt sich an das Darboux-Koordinatensystem von [Darboux, 1889]

an, welches sich auf einer Fläche entlang einer parametrischen Kurve bewegt. Die dritte

Achse ist dabei in Richtung der Normalen der Fläche definiert.

Zur Berechnung der parametrischen Kurven und Flächen werden in dieser Arbeit Spli-

nes verwendet. Diese haben den Vorteil, dass sie lokal leicht berechnet werden kön-

nen aber trotzdem global sehr anpassungsfähig sind [De Boor, 1990] und nicht, wie

beispielsweise Polynome, zum Überschwingen neigen [Schumaker, 2007]. Bei Splines

handelt es sich um die stückweise Aneinanderreihung von Polynomen, die auf unter-

schiedlichen Basisfunktionen beruhen. Weit verbreitet sind beispielsweise die B-Spline-

Basisfunktionen, welche eine Erweiterung der Bernstein-Bézier-Basisfunktionen sind

[de Boor, 2001] und auch in dieser Arbeit verwendet werden. Weitere Interpolations-

möglichkeiten bieten unter anderem die Hermite-, Bessel- oder Akima’s Interpolation,

wie in [de Boor, 2001] beschrieben. Aufgrund des breiten Anwendungsfeldes gibt es

verschiedenste Splines und deren Abwandlungen, auf die hier nicht weiter eingegangen

wird. Die Einsatzbereiche von B-Spline-Kurven liegen beispielsweise in der Simulation

von Achterbahnen [Tändl, 2009], in der Bewegungsplanung von autonom fahrenden
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Fahrzeugen [Shiller et al., 1991], Gewicht hebenden Robotern [Wang et al., 1999]

oder allgemeinen Mehrkörpersystemen [Geu Flores, 2013] und von B-Spline-Flächen

beispielsweise in der Medizin zur Auswertung von Magnetresonanztomografiebildern

[Amini et al., 2001], zur Rekonstruktion des menschlichen Knochens [Yoo, 2011] oder

in der Konstruktion von Propellerblättern [Pérez-Arribas und Pérez-Fernández, 2018].

Die von Dierckx [Dierckx, 1995] implementierten Algorithmen zur Verwendung von

univariaten und bivariaten B-Splines sind weit verbreitet und werden auch in dieser

Arbeit eingesetzt. In der Computergrafik werden standardmäßig NURBS (non-uniform-

rational-B-Splines) zur Darstellung von Freiformflächen verwendet [Rogers, 2001]. Dies

führt zu einer großen Anzahl an Weiterentwicklungen der NURBS selbst oder Effizi-

enzsteigerungen in der Darstellung (beispielsweise in [Guthe et al., 2002] oder [Kris-

hnamurthy et al., 2007]). Eine dieser Weiterentwicklungen der klassischen NURBS

sind beispielsweise die dynamischen NURBS (D-NURBS), welche zusätzlich ein phy-

sikalisches Modell mit Massenverteilung, inneren Verformungsenergien oder anderen

physikalischen Eigenschaften beinhalten, sodass der Anwender die Form auch durch

direkte physikalische Manipulation verändern kann [Terzopoulos und Qin, 1994]. Auch

das lückenlose Verbinden zweier NURBS Flächen stellt eine große Herausforderung dar,

die beispielsweise in [Sederberg et al., 2008] bewältigt wird.

Bei der Modellierung von Wasserrutschen werden immer neue Konzepte generiert, bei

denen sich das Spaßerlebnis und die Sicherheit der rutschenden Person gegenüberstehen

können. Aktuell gibt es keine Simulationsumgebung, welche die Wasserrinnenströmung

und die Interaktion der rutschenden Person mit dieser in einer akzeptablen Berech-

nungszeit berücksichtigt. In der aktuellen Literatur wird die Geometrie der Wasserrut-

sche entweder als Aneinanderreihung vordefinierter Elemente (beispielsweise Zylinder,

Torussegmente [Szczepaniak und Walentyński, 2007] und Segmente entlang kubischer

Kurven mit Kreisquerschnitt [Joo et al., 2006]) oder anhand der Flächenanpassung

mit bivariaten B-Splines [Joo und Chang, 2001] erstellt. Während der erste Ansatz die

Vielfalt an möglichen Designs beschränkt, führt der zweite Ansatz zu einem unüber-

schaubaren Parametersatz, der für praktische Applikationen nicht geeignet zu sein

scheint [Joo et al., 2006]. Die Dynamik des rutschenden Objekts wird entweder als

Punktmassenbewegung auf der Rutschenoberfläche in Minimalkoordinaten [Joo und

Chang, 2001], [Joo et al., 2006] oder als Starrkörperbewegung unter dem Einfluss von

regulierten Kontaktkräften in kartesischen Koordinaten formuliert [Szczepaniak und

Walentyński, 2007]. Die Wasserrinnenströmung und ihre Interaktion mit rutschenden

Objekten wird entweder nicht berücksichtigt [Joo und Chang, 2001], [Joo et al., 2006]

oder es wird nur die Wasserrinnenströmung mithilfe von Finite-Volumen-Verfahren
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[Burzyński und Szydłowski, 2003] berechnet, was zu sehr langen Rechenzeiten führt.

Zur Beschreibung einer Strömung gibt es, je nach Strömung, unterschiedliche Be-

rechnungsmodelle, die beispielsweise in [Durst, 2006] oder [Spurk und Aksel, 2020]

zu finden sind. Die Navier-Stokes-Gleichungen sind neben der Kontinuitätsgleichung

Grundlage der Strömungsmechanik und liefern die Lösung für den Druck und das

Geschwindigkeitsfeld der Strömung [Durst, 2006]. Fließt die zu beschreibende Strö-

mung in einem offenen Kanal, gelten teilweise andere Berechnungsgrundlagen als bei

Strömungen in gefüllten Röhren. Einen Einblick zur Berechnung von Strömungen in

offenen Kanälen liefern beispielsweise [Chaudhry, 2008] oder [Chanson, 2004]. Durch

die steigenden Rechenleistungen der Computer verbreitet sich die Verwendung der

numerischen Strömungsmechanik (CFD) zur Simulation verschiedenster Strömungen

stark. Anwendungsbereiche sind unter anderem in der Medizin die Simulation des Herz-

Kreislaufsystems oder die Analyse bzw. Modellierung von medizinischen Produkten wie

beispielsweise Stents oder Blutfilter ([Stewart et al., 2012], [Morris et al., 2016]), in der

Aerodynamik die Untersuchung von Autos ([Corin et al., 2008], [Zhang et al., 2018])

oder von Flugzeugen ([Abbas-Bayoumi und Becker, 2011], [Ghoreyshi et al., 2014]),

die Simulation von Pumpen [Shah et al., 2013], Mischbehältern [Delafosse et al., 2008],

chemischer Kreislaufverbrennung [Guan et al., 2014], Düsengeometrien [Ruangtrakoon

et al., 2013] oder Turbinen [Rezaeiha et al., 2018], in der Stadtentwicklung die Untersu-

chung der Schadstoffausbreitung [Lateb et al., 2016], die Simulation von Dammbrüchen

[Biscarini et al., 2010] oder von Wasser in Flüssen [Keylock et al., 2012] oder Rohren

[Ghorai und Nigam, 2006] und viele mehr.

1.3 Gliederung der Arbeit

Ziel der Arbeit ist eine computergestützte geometrische Konturauslegung von Flächen

unter Berücksichtigung rutschender Objekte in einer stationären Wasserrinnenströ-

mung. Dafür muss zunächst die Möglichkeit bestehen, die Flächen darzustellen und mit

diesen zu interagieren. Anschließend wird ein Modell zur Bestimmung der stationären

Wasserrinnenströmung sowie eine Methode der Interaktion zwischen Wasserrinnenströ-

mung und rutschendem Objekt benötigt.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: Kapitel 2 beinhaltet die, für diese Arbeit benötig-

ten, theoretischen Grundlagen zu der Differentialgeometrie von Kurven und Flächen,

zu den univariaten und bivariaten B-Splines und darauf aufbauend zu der Kurven-

und Flächenanpassung. In Kapitel 3 wird die Mehrkörperdynamik mit kinetostati-
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schen Übertragungselementen in Minimalform, wie sie in der Simulationsumgebung

M ❛ ❛

❛ ❛

BILE verwendet wird, erläutert und das zur Darstellung der Flächen verwendete

kinetostatische Übertragungselement „Flächengelenk“ wird beschrieben und anschlie-

ßend beispielhaft, ohne stationärer Wasserrinnenströmung, angewendet. In Kapitel 4

wird eine röhrenförmige Wasserrutsche mit konstantem Kreisquerschnitt simuliert. Da-

für wird zunächst ein Modell zur Berechnung der stationären Wasserrinnenströmung

vorgestellt, anschließend wird eine rutschende Person und die Interaktion dieser mit

der Wasserrinnenströmung modelliert sowie eine Parameteridentifikation mit Messda-

ten einer realen Wasserrutsche durchgeführt. Abschließend werden in Kapitel 5 die

wichtigsten Erkenntnisse zusammengefasst und ein kurzer Ausblick gegeben.

1.4 Notation

In der hier vorliegenden Arbeit beschreibt t die Zeit. Die Zeitableitung d(·)/dt wird

mit ˙(·) dargestellt. Während es sich bei dem Parameter v stets um einen allgemeinen

Flächenparameter handelt, kann der Parameter u je nach Kontext sowohl einen all-

gemeinen Kurvenparameter, als auch einen allgemeinen Flächenparameter darstellen.

Die partiellen Ableitungen ∂(·)/∂u und ∂(·)/∂v werden entsprechend mit (·)u und (·)v

abgekürzt, wobei höhere und gemischte partielle Ableitungen analog abgekürzt werden.

Ein Vektor bk
i j repräsentiert die physikalische Eigenschaft b im Zielkoordinatensystem

Kj, gemessen bezüglich des Koordinatensystems Ki und ausgedrückt in Koordinaten

des Koordinatensystems Kk. Ist der linke obere Index k nicht angegeben, so ist der

Ausdruck für jede Koordinatenzerlegung gültig.

Die schiefsymmetrische Matrix

ã =




0 −az ay

az 0 −ax

−ay ax 0




wird anhand des Vektors a = [ax ay az]T generiert. Das Kreuzprodukt zweier Vektoren

c = a×b kann mithilfe der schiefsymmetrischen Matrix durch eine Matrixmultiplikation

c = ã b ausgedrückt werden.

Werden x verschiedene Ausführungen eines Vektors (·) benötigt, so werden diese als

oberer rechter Index des Vektors gemäß (·)ℓ mit beispielsweise ℓ = 0, ..., x − 1 kennt-

lich gemacht, wobei die anderen Indizes, wie oben beschrieben, besetzt sein können.

Verschiedene Ausführungen eines Skalars werden durch einen unteren rechten Index
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gemäß (·)ℓ mit beispielsweise ℓ = 0, ..., x − 1 gekennzeichnet, außer das entsprechende

Skalar besitzt partielle Ableitungen, die im weiteren Verlauf benötigt werden oder der

untere rechte Index wird anderweitig verwendet. In diesem Fall wird auch bei einem

Skalar der rechte obere Index zur Anzeige der unterschiedlichen Ausführungen verwen-

det, sodass der rechte untere Index für die partiellen Ableitungen verwendet werden

kann. Beispielsweise ergibt sich so für die partielle Ableitung nach u erster Ordnung der

dritten Ausführung des Skalars (·) entsprechend (·)2
u. Diese Notation ist nicht mit ein-

zelnen Iterationsschritten eines Skalars oder Vektors oder der anderen Schreibweise der

Angabe des Grades der Ableitung zu verwechseln, denn bei diesen Kennzeichnungen

wird der rechte obere Index in Klammern gesetzt und je nach Kontext verwendet.

In dieser Arbeit wird, wenn nicht explizit gekennzeichnet, der Betrag eines Vektors ‖b‖
nicht durch das Skalar b repräsentiert.
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2 Grundlagen der Flächenmodellierung

In diesem Kapitel werden zunächst die Grundlagen der Differentialgeometrie von Kur-

ven und Flächen beschrieben. Anschließend wird ein Überblick zu univariaten und

bivariten B-Splines gegeben und darauf aufbauend die Kurven- und Flächenanpassung

in komprimierter Form erläutert.

2.1 Differentialgeometrie von Kurven

Eine räumliche parametrisierte differenzierbare Kurve ist eine differenzierbare Abbil-

dung r(u) : I → IR3 des eindimensionalen Parameters u der Kurve aus einem offenen

Intervall I = (ua, ub) in den IR3. Hierbei wird der Parameter u an jeder Stelle des

Intervalls I auf einen Punkt r(u) = [x(u) y(u) z(u)]T abgebildet. Dabei bedeutet dif-

ferenzierbar, dass die einzelnen Funktionen x(u), y(u) und z(u) differenzierbar sind.

Die Bildmenge der parametrisierten Kurve wird dabei als Spur bezeichnet. [do Carmo,

1993]

Die parametrisierte differenzierbare Kurve ist regulär, wenn ru(u) 6= 0 gilt. Die Bogen-

länge s einer solchen Kurve lässt sich von einem Punkt r(u0) aus gemäß

s(u) =
∫ u

u0

‖ru(u)‖du (2.1)

definieren. Handelt es sich um eine nach der Bogenlänge parametrisierte Kurve u = s,

dann besitzt der Tangentenvektor t(s)

t(s) = rs(s) (2.2)

stets die Länge Eins

‖t(s)‖ = ‖rs(s)‖ =
√
rs(s) · rs(s) = ds/du = 1 . (2.3)

Die Funktion κ(s) = ‖rss(s)‖ wird als Krümmung bezeichnet und misst die Abweichung

der Kurve zu einer, entlang der Tangente, verlaufenden Geraden. Der Vektor rss(s)

verläuft dabei senkrecht zu rs(s), da das Differenzieren der Gleichung (2.3)

rss(s) · rs(s) = 0 (2.4)

liefert. Hieraus kann ein Normalenvektor

n(s) =
1

κ(s)
rss(s) (2.5)
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definiert werden, wenn κ(s) 6= 0 gilt. Die beiden Vektoren t(s) und n(s) spannen eine

Ebene, die sogenannte Schmiegebene, auf (Abbildung 2.1). Der Vektor, der aus dem

Kreuzprodukt der beiden Einheitsvektoren t(s) und n(s) gemäß

b(s) = t(s) × n(s) (2.6)

entsteht, wird Binorminalvektor genannt. Der Betrag der partiellen Ableitung des Bi-

norminalvektors, die Torsion,

τ(s) = ‖bs(s)‖ (2.7)

gibt an, wie stark sich die Kurve bei s aus der Schmiegebene herausdreht. [do Carmo,

1993]

s

t

n
b

Schmiegebene

Abbildung 2.1: Differentialgeometrie von Kurven (modifiziert nach [do Carmo, 1993])

Mithilfe des Tangentenvektors t(s), des Normalenvektors n(s) und des Binorminal-

vektors b(s) lässt sich ein rechtshändiges Koordinatensystem definieren, welches sich

entlang der Kurve bewegen kann. Differenzieren der Gleichungen (2.2), (2.5) und (2.6)

nach der Bogenlänge s liefert die Gleichungen

ts(s) = κ(s)n(s) (2.8)

ns(s) = −κ(s) t(s) + τ(s) b(s) (2.9)

bs(s) = −τ(s)n , (2.10)

welche unter den Frenetschen Formeln (engl. Frenet-Serret equations) bekannt sind.

Durch die Krümmung κ(s) und die Torsion τ(s) ist es also möglich, die partiellen

Ableitungen ts(s), ns(s) und bs(s) durch die Vektoren t(s), n(s) und b(s) entsprechend



ts(s)

ns(s)

bs(s)


 =




0 κ(s) 0

−κ(s) 0 τ(s)

0 −τ(s) 0







t(s)

n(s)

b(s)


 (2.11)

auszudrücken. [Kühnel, 2012]
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Eine weitere Möglichkeit zur Erstellung eines sich auf einer Kurve bewegenden Ko-

ordinatensystems wird in [Tändl, 2009] beschrieben. Die dort dargestellte Darboux-

Parametrisierung definiert die x-Achse des Koordinatensystems ebenfalls in Richtung

der Tangente. Die y-Achse ergibt sich aus dem Kreuzprodukt eines vorher definierten

Horizontvektorfeldes h(s) und der Tangente (Abbildung 2.2) zu

y(s) =
h(s) × t(s)

‖h(s) × t(s)‖ . (2.12)

Die z-Achse vervollständigt das rechtshändige Koordinatensystem.

Diese Parametrisierung kann singulär werden, wenn die beiden Vektoren t(s) und h(s)

parallel sind. Um dies zu umgehen, kann das Horizontvektorfeld h(s) entlang der Kurve

variiert werden. [Tändl, 2009]

s

t(s)
y(s)

z(s)

Horizontvektorfeld

h(s)

Abbildung 2.2: Darboux-Parametrisierung eines bewegten Koordinatensystems entlang
einer Kurve

2.2 Differentialgeometrie von Flächen

Bei einem regulären parametrisierten Flächenstück handelt es sich um eine Immersion

r : U → IR3, (u, v) 7→ r(u, v) , (2.13)

wobei U eine offene Menge ist, die die Parameter u und v beinhaltet. Dabei ist r die

Parametrisierung der Fläche

r(u, v) = [x(u, v) y(u, v) z(u, v)]T ∈ IR3 , (2.14)

die die beiden Parameter u und v auf einen Punkt mit kartesischen Koordinaten (x, y, z)

abbildet (Abbildung 2.3). Da es sich um eine Immersion handelt, sind die beiden parti-

ellen Ableitungen ru = ∂r/∂u und rv = ∂r/∂v in jedem Punkt linear unabhängig und

spannen entsprechende Tangentialebenen auf. [Kühnel, 2012]
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u

u

v

v

K

r(u, v)

r(u, v)

Abbildung 2.3: Darstellung eines parametrisierten Flächenstücks, modifiziert nach
[Kühnel, 2012]

Anhand der Geometrie der Fläche lassen sich intrinsische und extrinsische Größen be-

rechnen. Intrinsische Größen beschreiben die innere Geometrie der Fläche, sind also

unabhängig von ihrer Lage im Raum und können beispielsweise zur Berechnung der

Länge einer Kurve auf der Fläche, eines Winkels zwischen zwei Vektoren (und damit

auch zweier sich schneidenden Kurven) oder zur Berechnung des Flächeninhaltes eines

Teilgebietes der Fläche verwendet werden. Die Koeffizienten der ersten Fundamental-

form können in einer symmetrischen und positiv definiten Matrix

 E(u, v) F (u, v)

F (u, v) G(u, v)


 =


 ru · ru ru · rv

ru · rv rv · rv


 (2.15)

angeordnet werden. Die Bogenlänge s einer parametrischen Kurve (Kurvenparameter

uc) auf einer Fläche r(uc) = r(u(uc), v(uc)) ergibt sich dann ähnlich zur Gleichung (2.1)

zu

s(uc) =
∫ uc

0
‖ruc

(uc)‖duc =
∫ uc

0

√
ruc

· ruc
duc

=
∫ uc

0

√
(ru uuc

+ rv vuc
) · (ru uuc

+ rv vuc
) duc

=
∫ uc

0

√
(ru · ru) (uuc

)2 + 2(ru · rv)uuc
vuc

+ (rv · rv) (vuc
)2 duc

=
∫ uc

0

√
E (uuc

)2 + 2F uuc
vuc

+G (vuc
)2 duc . (2.16)

Die erste Fundamentalform wird auch oft als das, sich aus Gleichung (2.16) ergebene,

quadratische Differential

I = ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 (2.17)

beschrieben. ([Kühnel, 2012], [do Carmo, 1993])
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Der Winkel θ, unter dem sich zwei parametrische Kurven rc1(uc1) und rc2(uc2) auf der

Fläche schneiden (uc1 = uc01 und uc2 = uc02) ergibt sich zu

cos(θ) =
rc1

uc1
(uc01) · rc2

uc2
(uc02)

‖rc1
uc1

(uc01)‖‖rc2
uc2

(uc02)‖
. (2.18)

Demnach berechnet sich der Winkel, unter dem sich die Koordinatenkurven der Para-

metrisierung r(u, v) schneiden, zu

cos(θ) =
ru · rv

‖ru‖‖rv‖ =
F√
EG

. (2.19)

Eine Parametrisierung heißt dann orthogonal, wenn die Koordinatenkurven orthogonal

sind, also F (u, v) = 0 gilt. [do Carmo, 1993]

Wird nun eine Teilmenge Q von U betrachtet, so lässt sich der Flächeninhalt des ent-

stehenden Teilflächenstücks zu

A(Q) =
∫∫

Q

‖ru × rv‖ dudv

=
∫∫

Q

√
EG− F 2 dudv (2.20)

berechnen [do Carmo, 1993].

So besitzen beispielsweise eine Ebene, die durch den Punkt p = [x y z]T und die beiden

orthogonalen Vektoren r1
u1 und r1

v1 gemäß

r1(u1, v1) = p+ r1
u1 u1 + r1

v1 v1 mit (u1, v1) ∈ R
2 (2.21)

definiert ist, und ein Zylinder, der gemäß

r2(u2, v2) = [cos(u2) sin(u2) v2]
T mit 0 ≤ u2 ≤ 2π, −∞ ≤ v2 ≤ ∞ (2.22)

definiert ist, die gleiche erste Fundamentalform [do Carmo, 1993]

E = 1 F = 0 G = 1 . (2.23)

Die zweite Fundamentalform befasst sich mit der Krümmung. Dafür wird zunächst

eine parametrische Kurve r(s), wobei s die Bogenlänge und t(s) der Tangentenvektor

(Gleichung (2.2)) der Kurve sind, auf einer Fläche r(u, v) mit den Flächenparametern u

und v, betrachtet, welche durch einen Punkt p verläuft. Dabei ist N(u, v) der normierte

Normalenvektor

N =
ru × rv

‖ru × rv‖ (2.24)
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der Fläche im Punkt p. Der Vektor n(s) ist der Normalenvektor der Kurve (Glei-

chung (2.5)), welcher multipliziert mit der Krümmung κ(s) den Krümmungsvektor

k = κ(s)n(s) = dt/ds ergibt und in zwei Anteile, den Normalkrümmungsvektor

kn = κnN(u, v) und den Tangentialkrümmungsvektor kg = κn − κnN = κg(N × t),

zerlegt werden kann, wobei κn die Normalkrümmung und κg die Tangentialkrümmung

oder geodätische Krümmung genannt wird. Die Normalkrümmung ist die Projektion

des Krümmungsvektors auf die Flächennormale. ([Struik, 1961], [do Carmo, 1993])

Wird die Gleichung t · N = 0 nach der Bogenlänge s differenziert, ergibt sich die

Normalkrümmung zu

dt

ds
·N = −t · dN

ds

κn = −dr(s)

ds
· dN

ds
= −dr · dN

ds2
. (2.25)

Mit dN = Nudu+N vdv und dr = rudu+ rvdv berechnet sich die Normalkrümmung

κn = −(ru ·Nu)du2 + (ru ·N v + rv ·Nu)dudv + (rv ·N)dv2

Edu2 + 2Fdudv +Gdv2
(2.26)

=
edu2 + 2fdudv + gdv2

Edu2 + 2Fdudv +Gdv2
=

II

I
(2.27)

aus dem Quotienten der zweiten und ersten Fundamentalform. Das Differenzieren der

Gleichungen N · ru = 0 und N · rv = 0 nach den Flächenparametern u und v ergibt

Nu · ru +N ·ruu = 0

N v · ru +N ·ruv = 0

Nu · rv +N ·ruv = 0

N v · rv +N ·rvv = 0 ,

(2.28)

wodurch
Nu · rv =N v · ru= −N · ruv

Nu · ru= −N · ruu

N v · rv = −N · rvv

(2.29)

gilt. Durch das Verwenden von Gleichung (2.29) ergeben sich die Koeffizienten

e = N · ruu

f = N · ruv (2.30)

g = N · rvv

der zweiten Fundamentalform. ([Struik, 1961], [do Carmo, 1993])
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Es gibt zwei Richtungen, in denen die Normalkrümmungen maximal k1 und minimal

k2 werden. Diese Normalkrümmungen werden Hauptkrümmungen genannt. Eine de-

taillierte Berechnung der Hauptkrümmungen findet sich in [Struik, 1961]. Mithilfe der

Hauptkrümmungen lassen sich die mittlere Krümmung

M =
1

2
(k1 + k2) =

Eg − 2fF + eG

2(EG− F 2)
(2.31)

und die Gauß’sche Krümmung (oder Totalkrümmung)

K = k1k2 =
eg − f 2

EG− F 2
(2.32)

berechnen. [Struik, 1961]

Ein Punkt auf einer Fläche wird

- elliptisch, wennK > 0 ,

- hyperbolisch, wennK < 0 ,

- parabolisch, wennK = 0 mit dN 6= 0 ,

- planar, wenn dN = 0 ,

genannt [do Carmo, 1993].

2.3 Kurven- und Flächenanpassung mit B-Splines

Der Begriff “Spline“ bezeichnet ursprünglich eine dünne, bewegliche Latte, die als Zei-

chengerät eingesetzt wurde. Durch die Fixierung der Latte an definierten Punkten,

biegen sich die freien Teile der Latte so, dass die befestigten Punkte glatt verbunden

sind. [De Boor, 1990] In dieser Arbeit werden B-Splines (Basis Splines) verwendet, um

die Geometrie von Kurven und Flächen darzustellen. Die Kurven- oder Flächenanpas-

sung ermöglicht es, aus einem Satz gegebener Datenpunkte, eine interpolierende bzw.

approximierende Kurve oder Fläche zu erstellen.

2.3.1 Univariate B-Splines

Bei einer Funktion r(u), definiert auf dem geschlossenem Intervall I = [a, b] mit dem

Grad k, der Ordnung k+ 1 und der aufsteigenden Knotensequenz λj, j = 0, 1, ..., g + 1

(mit λ0 = a und λg+1 = b), wobei g die Anzahl der inneren Knoten ist, handelt es sich

um einen Spline, wenn
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1) auf jedem Knotenintervall [λj, λj+1] die Funktion r(u) ein Polynom ist, welches

den maximalen Grad k besitzt, und

2) die Funktion r(u) und ihre Ableitungen bis zur Ordnung k− 1 auf dem Intervall

[a, b] kontinuierlich sind. [Dierckx, 1995]

Der (normalisierte) B-Spline (Basis Spline) Ni,k+1 mit den Knoten λi, ..., λi+k+1 ist als

Ni,k+1(u) = (λi+k+1 − λi)
k+1∑

j=0

(λi+j − u)k
+∏k+1

n=0
n6=j

(λi+j − λi+n)
(2.33)

definiert, wobei die abgeschnittene Potenzfunktion (λi+j − u)k
+ gemäß

(λi+j − u)k
+ =





(λi+j − u)k wennλi+j ≥ u

0 sonst
(2.34)

berechnet wird. Der (normalisierte) B-Spline aus Gleichung (2.33) kann ebenfalls re-

kursiv

Ni,n+1(u) =
u− λi

λi+n − λi

Ni,n(u) +
λi+n+1 − u

λi+n+1 − λi+1

Ni+1,n(u) (2.35)

mit

Ni,1(u) =





1 wennu ∈ [λi, λi+1) ,

0 sonst
(2.36)

definiert werden. Die B-Splines aus Gleichung (2.33) bzw. (2.35) heißen normalisiert,

da
g∑

i=−k

Ni,k+1(u) = 1 für alleu ∈ [a, b] (2.37)

gilt. [Dierckx, 1995]

Durch die gegebene Knotensequenz λj, j = 0, ..., g + 1 können g − k + 1 linear un-

abhängige B-Splines mit Grad k erzeugt werden (Ni,k+1(u) für i = 0, ..., g − k). Um

einen vollen Satz an Basisfunktionen zu erhalten, werden weitere 2k linear unabhängige

B-Splines benötigt, damit ein Spline r(u) durch die einzigartige Darstellung

r(u) =
g∑

i=−k

ciNi,k+1(u) (2.38)

repräsentiert werden kann, wobei ci B-Spline-Koeffizienten genannt werden. Dafür wer-

den weitere Knoten λ−k, ..., λ−1 und λg+2, ..., λg+k+1 an den Grenzen eingefügt. Diese

Randknoten werden üblicherweise zusammenfallend oder periodisch gewählt: [Dierckx,

1995]



16 2 Grundlagen der Flächenmodellierung

• Bei den zusammenfallenden Randknoten

λ−k = λ−k+1 = ... = λ−1 = λ0 = a ,

b = λg+1 = λg+2 = ... = λg+k = λg+k+1

(2.39)

verschwinden alle B-Splines außerhalb des Intervalls [a, b], sodass

r(a) = c−k und r(b) = cg

gilt. Sind nur Randknoten (g = 0) vorhanden, dann werden die B-Spline-Basis-

funktionen auf dem Intervall [a, b] zu Bernstein-Basisfunktionen

Ni,k+1(u) = Bk
k+i

(
u− a

b− a

)
i = −k, ..., 0 (2.40)

mit

Bk
j (ū) =


 k

j


 (1 − ū)k−jūj . (2.41)

• Periodische Randknoten

λ−i = λg+1−i − b+ a ,

λi+g+1 = λi + b− a ,
i = 1, ..., k (2.42)

werden dafür verwendet, um periodische Bedingungen zu erzeugen. Dies führt

dazu, dass

c−i = cg+1−i, i = 1, ..., k (2.43)

gilt, da

N−i,k+1(u) ≡ Ng+1−i,k+1(u+ b− a), i = 1, ..., k . (2.44)

Eine detaillierte Beschreibung der Berechnung der Ableitung oder des Integrals eines

univariaten B-Splines findet sich in [Dierckx, 1995].

Abbildung 2.4 zeigt beispielhaft die B-Spline-Basisfunktionen Ni,4(u), i = −3, ..., 4 mit

dem Grad k = 3, den zusammenfallenden Knoten λ−3 = λ−2 = λ−1 = λ0 = 0 und

λ5 = λ6 = λ7 = λ8 = 5 und den g = 4 inneren Knoten λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3 und

λ4 = 4 auf dem Intervall u = [0, 5].
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Abbildung 2.4: B-Spline-Basisfunktionen Ni,4(u) mit Grad k = 3, inneren Knoten g = 4
und der Knotenfolge λ = [0 0 0 0 1 2 3 4 5 5 5 5]

2.3.2 Bivariate B-Splines

Als Erweiterung der univariaten Splines haben sich die sogenannten Tensorprodukt-

Splines durchgesetzt, bei denen die Grundlagen der univariaten Splines aus Kapitel

2.3.1 auf zwei Variablen, die einen rechteckigen Bereich abdecken, angewendet werden

können. Die Funktion r(u, v) wird bivariater (Tensorprodukt-)Spline mit Grad k > 0

in u und ℓ > 0 in v auf R = [a, b] × [c, d] mit der aufsteigenden Knotensequenzen in u-

und v-Richtung

a = λ0 < λ1 < ... < λg < λg+1 = b (2.45)

c = µ0 < µ1 < ... < µh < µh+1 = d (2.46)

genannt, wenn die Bedingungen, dass

• auf jedem Teilrechteck Ri,j = [λi, λi+1] × [µj, µj+1] die Funktion r(u, v) durch ein

Polynom mit Grad k in u und Grad ℓ in v gegeben ist und

• die Funktion r(u, v) und alle ihre partiellen Ableitungen ∂i+jr(u, v)/∂ui∂vj mit

0 ≤ i < k und 0 ≤ j < ℓ auf R kontinuierlich sind,

erfüllt sind. [Dierckx, 1995]
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Das Hinzufügen zusätzlicher Randkonten

λ−k ≤ λ−k+1 ≤... ≤ λ−1 ≤ λ0 = a,

b = λg+1 ≤ λg+2 ≤... ≤ λg+k ≤ λg+k+1

(2.47)

und

µ−ℓ ≤ µ−ℓ+1 ≤... ≤ µ−1 ≤ µ0 = c,

d = µh+1 ≤ µh+2 ≤... ≤ µh+ℓ ≤ µh+ℓ+1

(2.48)

erzeugt 2k + 2ℓ weitere unabhängige B-Splines, sodass jeder Spline r(u, v) die einzig-

artige Darstellung

r(u, v) =
g∑

i=−k

h∑

j=−ℓ

ci,jNi,k+1(u)Mj,ℓ+1(v) (2.49)

besitzt, wobei Ni,k+1(u) und Mj,ℓ+1(v) die normalisierten B-Splines auf den Knoten-

sequenzen λ und µ und ci,j die B-Spline-Koeffizienten sind. Der B-Spline Ni,k+1 wird

dabei gemäß Gleichung (2.35) berechnet. Analog dazu ist der B-Spline Mj,ℓ+1 mithilfe

der Rekursion durch

Mj,m+1(v) =
v − µj

µj+m − µj

Mj,m(v) +
µj+m+1 − v

µj+m+1 − µj+1

Mj+1,m(v) (2.50)

mit

Mj,1(u) =





1 wenn v ∈ [µj, µj+1) ,

0 sonst
(2.51)

gegeben. [Dierckx, 1995]

Eine detaillierte Beschreibung der Berechnung der Ableitung oder des Integrals eines

bivariaten B-Splines findet sich in [Dierckx, 1995]. Abbildung 2.5 zeigt beispielhaft die

B-Spline-Basisfunktionen Mj,4(v), j = −3, ..., 3 mit dem Grad l = 3, den zusammen-

fallenden Knoten µ−3 = µ−2 = µ−1 = µ0 = 0 und µ4 = µ5 = µ6 = µ7 = 5 und den

h = 3 inneren Knoten µ1 = 1.25, λ2 = 2.5 und λ3 = 3.75 auf dem Intervall v = [0, 5].

Abbildung 2.6 zeigt die kubischen (k = ℓ = 3) bivariaten B-Spline-Basisfunktionen

Ni,4(u)Mj,4(v) für i = −3, .., 4 und j = −3, ..., 3. Ähnlich zu den univariaten B-Spline-

Basisfunktionen gelten für die bivariaten B-Spline-Basisfunktion

Ni,k+1(u)Mj,l+1(v)





≥ 0 für alleu, v ∈ R

= 0 für alleu, v /∈ [λi, λi+k+1] × [µj, µj+ℓ+1]
(2.52)

und
g∑

i=−k

h∑

j=−ℓ

Ni,k+1(u)Mj,ℓ+1(v) = 1 für alleu, v ∈ R [Dierckx, 1995]. (2.53)
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Abbildung 2.5: B-Spline-Basisfunktionen Mj,4(v) mit Grad l = 3, inneren Knoten h = 3
und der Knotenfolge µ = [0 0 0 0 1.25 2.5 3.75 5 5 5 5]

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u

v

λ0
λ1

λ2
λ3

λ4
λ5

µ
0

µ
1

µ
2

µ
3

µ
4

N
i,

4
(u

)
M

j,
4
(v

)

Abbildung 2.6: Kubische bivariate B-Spline-Basisfunktionen Ni,4(u)Mj,4(v) mit Grad
k = 3 und Grad ℓ = 3, inneren Knoten g = 4 und h = 3 und den Knotenfolgen
λ = [0 0 0 0 1 2 3 4 5 5 5 5] und µ = [0 0 0 0 1.25 2.5 3.75 5 5 5 5]
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2.3.3 Kurvenanpassung

Bei der hier beschriebenen Kurvenanpassung mit Splines geht es darum, die Parameter

der B-Splines so zu ermitteln, dass die entstehende Kurve einen Satz von Datenpunkten,

welche in Abhängigkeit der unabhängigen Variable u gegeben sind, bestmöglich appro-

ximiert bzw. interpoliert. Dafür wird die FORTRAN Bibliothek von Dierckx [Dierckx,

1995] verwendet. Hierbei steht die Routine CONCUR im Vordergrund, welche die ge-

gebenen Datenpunkte pr, r = 1, ...,m unter Berücksichtigung des ungeraden Grades

k = 2ℓ− 1 gemäß des Optimierungsproblems

minimiere

η̃(c, λ) :=
g∑

q=1

‖r(k)(λq+) − r(k)(λq−)‖2 (2.54)

unter der Bedingung

δ(c, λ) :=
m∑

r=1

[wr‖pr − r(ur)‖]2 ≤ S (2.55)

und

r(j−1)(a) = αj, j = 1, ..., ja 0 ≤ ja ≤ ℓ
(2.56)

r(j−1)(b) = βj, j = 1, ..., jb 0 ≤ jb ≤ ℓ ,

approximiert bzw. interpoliert. Dabei ist c der Vektor der B-Spline-Koeffizienten ci

(i = −k, ..., g), λ ist der Vektor der inneren Knoten, sodass r(k)(λq+) bzw. r(k)(λq−)

die rechts- bzw. linksseitigen Grenzen der k-ten Ableitung am entsprechenden inneren

Knoten λq von r(u) sind, wr bezeichnet die Gewichtung der einzelnen Datenpunkte pr

und S ist der nicht-negative Parameter, welcher Glättungsfaktor genannt wird. Bei den

in Gleichung (2.56) dargestellten Randbedingungen handelt es sich um die am Anfang

(αj) bzw. Ende (βj) vorgegebenen, von null verschiedenen Ableitungen des Splines.

Gesucht werden die B-Spline-Koeffizienten c und die inneren Knoten λ, wobei η̃(c, λ)

die Glättung und δ(c, λ) den Grad der Interpolation (S = 0) bzw. Approximation

(S > 0) des resultierenden Splines beschreiben. Dabei ist es möglich, den Spline r(u)

in zwei Komponenten

r(u) = p(u) + r̂(u) (2.57)

aufzuteilen, sodass p(u) ein Polynom beschreibt, welches die Randbedingungen aus

Gleichung (2.56) erfüllt und r̂(u) ein Spline ist, bei dem die entsprechenden Ableitungen

am Anfang und Ende des Splines Null sind. Zur effizienten Berechnung des Polynoms

p(u) mit Grad k = 2ℓ− 1 wird die Bernstein-Darstellung

p(u) =
k∑

j=0

dj,0 Bk
j

(
u− a

b− a

)
(2.58)
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mit Bk
j

(
u− a

b− a

)
=


 k

j



(

1 − u− a

b− a

)k−j (u− a

b− a

)j

verwendet. Diese Art der Polynome ermöglicht eine rekursive Berechnung der Ablei-

tung und daraus resultierend eine direkte Berechnung der Koeffizienten dj,0, wobei eine

genaue Darstellung in [Dierckx, 1995] zu finden ist. Werden zusammenfallende Rand-

knoten und keine inneren Knoten (g = 0) gewählt, kann die Bernstein-Basis durch eine

B-Spline-Basis N∗
i,k+1(u) gemäß

p(u) =
0∑

i=−k

di+k,0 N∗
i,k+1(u) (2.59)

ersetzt werden. Aus den gegebenen Datenpunkten pr und dem zuvor berechneten Spline

p(u) werden nun neue Datenpunkte

p̂r = pr − p(ur) (2.60)

berechnet, die zur Lösung des Optimierungsproblems

minimiere

η̃(ĉ, λ) :=
g∑

q=1

‖r̂(k)(λq+) − r̂(k)(λq−)‖2 (2.61)

unter der Bedingung

δ(ĉ, λ) :=
m∑

r=1

[wr‖p̂r − r̂(ur)‖]2 ≤ S (2.62)

und

r̂(j−1)(a) = 0, j = 1, ..., ja 0 ≤ ja ≤ ℓ
(2.63)

r̂(j−1)(b) = 0, j = 1, ..., jb 0 ≤ jb ≤ ℓ ,

verwendet werden. Die Verwendung von zusammenfallenden Randknoten führt zu

ĉ−k−1+j = 0, j = 1, ..., ja und ĉg+1−j = 0, j = 1, ..., jb . (2.64)

Die restlichen Koeffizienten ĉj, j = −k + ja, ..., g − jb werden als Lösung der Methode

der kleinsten Quadrate eines überbestimmten Systems berechnet und die Knoten λ

werden bestimmt, sodass der gesuchte Spline

r̂(u) =
g∑

i=−k

ĉi Ni,k+1(u) (2.65)

ermittelt wird. Eine genaue Erläuterung der Vorgehensweise findet sich in [Dierckx,

1995]. Unter Verwendung eines, in [Dierckx, 1995] näher beschriebenen, Algorithmus

zum Einfügen der zuvor ermittelten Knoten λ wird der Spline aus Gleichung (2.59) zu

p(u) =
g∑

i=−k

di Ni,k+1(u) , (2.66)



22 2 Grundlagen der Flächenmodellierung

sodass r̂(u) (Gleichung (2.65)) und p(u) (Gleichung (2.66)) dieselbe B-Spline-Basis

besitzen. Dies hat den Vorteil, dass die B-Spline-Koeffizienten des gesuchten Splines

r(u) durch Addition der B-Spline-Koeffizienten ĉi und di für i = −k, ..., g berechnet

werden können. Es ergibt sich also der gesuchte Spline

r(u) =
g∑

i=−k

(ĉi + di)Ni,k+1(u) =
g∑

i=−k

ci Ni,k+1(u) , (2.67)

der die gegebenen Datenpunkte, unter Berücksichtigung des Glättungsfaktors und der

gegebenen Ableitungen am Anfang und am Ende, bestmöglich interpoliert (S = 0)

bzw. approximiert (S > 0). [Dierckx, 1995]

2.3.4 Flächenanpassung

Analog zur Kurvenanpassung sollen bei der Flächenanpassung die B-Spline-Koeffizi-

enten und die Knotenvektoren eines bivariaten B-Splines gefunden werden, der einen

Satz von gegebenen Datenpunkten bestmöglich approximiert bzw. interpoliert. Im Fol-

genden werden die Hintergründe dreier Routinen zur Flächenanpassung der FORT-

RAN Bibliothek von Dierckx [Dierckx, 1995] erläutert, die sich darin unterscheiden,

wie die Datenpunkte vorliegen. Die Flächenanpassung kann dabei anhand zerstreuter

Datenpunkte (SURFIT) oder anhand von Datenpunkten auf einem rechteckigen Gitter

(REGRID) berechnet werden. Ebenfalls ist es möglich, eine parametrische Flächenan-

passung anhand von Datenpunkten auf einem Gitter (PARSUR) zu ermitteln.

Flächenanpassung anhand zerstreuter Datenpunkte

Bei der Flächenanpassung anhand zerstreuter Datenpunkte handelt es sich bei den

Flächenparametern u und v um die x- und y-Koordinaten der Fläche, sodass sich als

Funktion zur Beschreibung der Fläche r(u, v) = [u v s(u, v)]T ergibt. Mithilfe der ge-

gebenen Datenpunkte pr = [xr yr zr]
T, r = 1, ...,m mit (ur, vr) ∈ R = [a, b]× [c, d], den

dazugehörigen Gewichtungen wr, r = 1, ...,m und den Graden k und ℓ wird der biva-

riate B-Spline s(u, v) auf R mit den Knoten λi, i = 0, ..., g + 1 (λ0 = a, λg+1 = b) und

µj, j = 0, ..., h+ 1 (µ0 = c, µh+1 = d) in u-und v-Richtung gesucht. Das Glättungskrite-

rium für univariate B-Splines (Gleichung (2.61)) lässt sich dabei auf bivariate B-Splines

gemäß

∂k+j s(λq+, v)

∂uk∂vj
≡ ∂k+j s(λq−, v)

∂uk∂vj
(2.68)

∂ℓ+i s(u, µr+)

∂ui∂vℓ
≡ ∂ℓ+i s(u, µr−)

∂ui∂vℓ
(2.69)
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erweitern, wobei q = 1, ..., g; j = 0, ..., ℓ; c ≤ v ≤ d und r = 1, ..., h; i = 0, ..., k;

a ≤ u ≤ b gilt. Unter Verwendung der B-Spline-Basisfunkionen ergibt sich

g∑

i=−k

ci,j ai,q = 0 , q = 1, ..., g; j = −ℓ, ..., h (2.70)

h∑

j=−ℓ

ci,j bj,r = 0 , r = 1, ..., h; i = −k, ..., g (2.71)

mit

ai,q = N
(k)
i,k+1(λq+) −N

(k)
i,k+1(λq−)

=





(−1)k+1k!(λi+k+1 − λi)∏i+k+1
j=i
j 6=q

(λq − λj)
wenn q − k − 1 ≤ i ≤ q

0 sonst

(2.72)

und

bj,r = M
(ℓ)
j,ℓ+1(µr+) −M

(ℓ)
j,ℓ+1(µr−)

=





(−1)ℓ+1ℓ!(µj+ℓ+1 − µj)
∏j+ℓ+1

i=j
i6=r

(µr − µi)
wenn r − ℓ− 1 ≤ j ≤ r

0 sonst

. (2.73)

Daraus ergibt sich das Glättungskriterium

η(c) =
g∑

q=1

h∑

j=−ℓ




g∑

i=−k

ci,j ai,q




2

+
h∑

r=1

g∑

i=−k




h∑

j=−ℓ

ci,jbj,r




2

. (2.74)

Der gesuchte Spline s(x, y) wird dann anhand des Optimierungsproblems

minimiere

η(c) (2.75)

unter der Bedingung

δ(c) :=
m∑

r=1


wrzr −

g∑

i=−k

h∑

j=−ℓ

ci,jwrNi,k+1(xr)Mj,ℓ+1(yr)




2

≤ S (2.76)

gefunden, wobei mithilfe der Methode von Lagrange die B-Spline-Koeffizienten des

geglätteten Splines sp(x, y) als Lösung der kleinsten Quadrate des überbestimmten

Systems
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wr

g∑

i=−k

h∑

j=−ℓ

ci,jNi,k+1(xr)Mj,ℓ+1(yr) = wrzr, r = 1, ...,m

1√
p

g∑

i=−k

ci,j ai,q = 0, q = 1, ..., g; j = −ℓ, ..., h (2.77)

1√
p

h∑

j=−ℓ

ci,j bj,r = 0, r = 1, ..., h; i = −k, ..., g

bestimmt werden, wobei p die Lösung der Gleichung F (p) = S mit

F (p) :=
m∑

r=1

(wr(zr − sp(xr, yr)))
2 (2.78)

ist. [Dierckx, 1995] Eine detaillierte Beschreibung zur Lösung des überbestimmten Glei-

chungssystems in Matrixschreibweise und zur Ermittlung der Positionen der Knoten

findet sich in [Dierckx, 1995].

Flächenanpassung anhand von Gitter-Datenpunkten

Liegen die x- und y-Koordinaten der gegebenen Datenpunkte auf den Knoten eines

rechteckigen Gitters, ermöglicht dies eine effiziente Berechnung des bivariaten B-Splines

s(u, v), der z-Koordinate der Fläche. Seien nun die Werte zq,r und die dazugehörigen

Datenpunkte (xq, yr), für q = 1, ...,m1 und r = 1, ...,m2 mit a ≤ xq < xq+1 ≤ b

und c ≤ yr < yr+1 ≤ d gegeben, dann kann ein bivariater B-Spline s(u, v) mit den

Graden k und ℓ, den Knoten λi, i = 0, ..., g + 1 (λ0 = a, λg+1 = b) in u-Richtung und

µj, j = 0, ..., h+ 1 (µ0 = c, µh+1 = d) in v-Richtung gefunden werden. Das zu lösende

Gleichungssystem (Gleichung (2.77)) verändert sich zu

g∑

i=−k

h∑

j=−ℓ

ci,jNi,k+1(xq)Mj,ℓ+1(yr) = zq,r, q = 1, ...,m1; r = 1, ...,m2

1√
p

g∑

i=−k

ci,j ai,q = 0, q = 1, ..., g; j = −ℓ, ..., h (2.79)

1√
p

h∑

j=−ℓ

ci,j bj,r = 0, r = 1, ..., h; i = −k, ..., g ,

wobei nun für p 6= ∞ keine Überführung des Gleichungssystem in Matrixschreibwei-

se möglich ist und somit die B-Spline-Koeffizienten nicht effizient berechnet werden

können. Um ein Gleichungssystem zu erhalten, welches in Matrixschreibweise darge-

stellt werden kann, um die Vorgehensweise der zerstreuten Datenpunkte anwenden zu

können, wird ein neuer geglätteter Spline s̃p(u, v) mit der dazugehörigen Funktion

F̃ (p) :=
m1∑

q=1

m2∑

r=1

(zq,r − s̃p(xq, yr))
2 (2.80)
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eingeführt. Das Gleichungssystem zur Berechnung der B-Spline-Koeffizienten ergibt

sich nun zu
g∑

i=−k

h∑

j=−ℓ

ci,jNi,k+1(xq)Mj,ℓ+1(yr) = zq,r, q = 1, ...,m1; r = 1, ...,m2

1√
p

g∑

i=−k

h∑

j=−ℓ

ci,jNi,k+1(xq)bj,r = 0, q = 1, ...,m1; r = 1, ..., h

1√
p

g∑

i=−k

h∑

j=−ℓ

ci,jai,qMj,ℓ+1(yr) = 0, q = 1, ..., g; r = 1, ...,m2

(2.81)

1

p

g∑

i=−k

h∑

j=−ℓ

ci,jai,qbj,r = 0, q = 1, ..., g; r = 1, ..., h

und kann wie in [Dierckx, 1995] beschrieben, gelöst werden. Hierbei wird davon aus-

gegangen, dass jeder Knoten des rechteckigen Gitters besetzt ist. Falls Datenpunkte

fehlen, müssen diese erst direkt oder iterativ bestimmt werden (genaue Beschreibung

in [Dierckx, 1995]). Bei der direkten Methode, welche nur effizient ist, wenn für die

Anzahl M fehlender Datenpunkte M ≪ m1m2 gilt, wird die Gegebenheit verwendet,

dass die B-Spline-Koeffizienten als Linearkombination der Datenpunkte zq,r darstellbar

sind, wodurch die fehlenden Datenpunkte ermittelt werden können. Bei der iterativen

Methode werden als Datenpunkte der Iteration n + 1 die Splinewerte der Iteration n

verwendet. [Dierckx, 1995]

Parametrische Flächenanpassung anhand von Gitter-Datenpunkten

Bei der parametrischen Flächenanpassung werden die x-, y- und z-Koordinaten in

Abhängigkeit der Flächenparameter u und v gegeben. In diesem Fall liegen die Flä-

chenparameter auf einem Gitter, sodass a ≤ u ≤ b und c ≤ v ≤ d gelten. Für die x-,

y- und z-Koordinaten werden drei geglättete B-Splines

x(u, v) = s1(u, v) =
g∑

i=−k

h∑

j=−ℓ

ci,jx
Ni,k+1(u)Mj,ℓ+1(v)

y(u, v) = s2(u, v) =
g∑

i=−k

h∑

j=−ℓ

ci,jy
Ni,k+1(u)Mj,ℓ+1(v) (2.82)

z(u, v) = s3(u, v) =
g∑

i=−k

h∑

j=−ℓ

ci,jz
Ni,k+1(u)Mj,ℓ+1(v)

mit den Geraden k und ℓ berechnet, wobei ci,j =
[
ci,jx

ci,jy
ci,jz

]T ∈ R
3, i = −k, ..., g;

j = −ℓ, ..., h das Kontrollnetz der Fläche genannt wird. Um die B-Spline-Koeffizienten

der drei bivariaten B-Splines zu ermitteln, wird analog zur Flächenanpassung mit

Gitter-Datenpunkten für jede Koordinate ein neuer geglätteter Spline erstellt, wel-

cher zusammenfallende oder periodische Randbedingungen für die Knoten in u- und
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v-Richtung besitzen kann. Das zu lösende Gleichungssystem, welches in [Dierckx, 1995]

genauer beschrieben ist, ergibt sich analog zur Flächenanpassung mit Gitter-Daten-

punkten aus der Minimierung der Sprünge in den Ableitungen und der gewünschten

Approximation bzw. Interpolation der gesuchten Fläche zu den gegebenen Datenpunk-

ten. [Dierckx, 1995]
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3 Mehrkörperdynamik mit kinetostatischen

Übertragungselementen

Zur Beschreibung der Dynamik von Mehrkörpersystemen werden im Wesentlichen zwei

Methoden unterschieden, die sich in der Anzahl der Koordinaten unterscheiden, die

zur Formulierung der Lage und Orientierung der Starrkörper verwendet wird. Bei der

ersten Methode werden die Lage und Orientierung (Pose) der Körper durch einen

vollständigen Satz kartesischer Koordinaten dargestellt. Zur eindeutigen Ermittlung

der Pose werden für jeden Starrkörper sechs Koordinaten benötigt. Die Bindungen

zwischen den Körpern werden durch das Hinzufügen von nichtlinearen algebraischen

Zwangsbedingungen erreicht. Der Vorteil dieser Methode liegt in der unkomplizierten

Formulierung der Bewegungsgleichung des Systems und dem einfachen Hinzufügen von

Kraftfunktionen oder Zwangsbedingungen, während der Nachteil in der höheren Anzahl

der zu lösenden Gleichungen besteht. Hier liegt der Vorteil der zweiten Methode, welche

zur Beschreibung der Pose der Starrkörper die Freiheitsgrade des Systems verwendet.

Dies führt zu einer minimalen Anzahl an Bewegungsgleichungen, aber auch zu einer

komplizierten Einbindung von Kraftfunktionen oder Zwangsbedingungen. [Shabana,

2013]

Das im folgenden Kapitel dargestellte Konzept beschreibt die Mehrkörperdynamik mit

kinetostatischen Übertragungselementen unter Verwendung der minimalen Anzahl an

Koordinaten (zweite Methode). Dafür wird die objektorientierte Programmierungsum-

gebung M ❛ ❛

❛ ❛

BILE verwendet, welche, neben grundlegenden mathematischen Objekten

wie Vektoren oder Matrizen, Zustandsobjekte und kinetostatische Übertragungsele-

mente beinhaltet. [Kecskeméthy, 1993]

Nach der Vorstellung der benötigten Grundlagen zur Verwendung der objektorien-

tierten Programmierungsumgebung M ❛ ❛

❛ ❛

BILE folgt die Vorstellung des Flächengelen-

kes, welches die Bewegung eines Koordinatensystems auf einer parametrischen Flä-

che ermöglicht. Anschließend wird ein Überblick über verschiedene Möglichkeiten zur

Erzeugung der parametrischen Fläche gegeben. Das Flächengelenk ermöglicht es, die

Bindungsgleichungen zur Beschreibung von Punktkontakt zwischen zwei Flächen auf

Positionsebene zu formulieren, denn die Verwendung von Bindungsgleichungen auf Ge-

schwindigkeitsebene führt ohne Stabilisierung zu Driftfehlern. Der Abschnitt endet mit

der Erläuterung der Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeits- und Positionsebene

und einem Vergleich anhand von zwei Beispielen.
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3.1 Zustandsobjekte

Zustandsobjekte, die entweder räumlich (Koordinatensystem) oder skalar (Variable)

sind, werden als Ein-und Ausgänge kinetostatischer Übertragungselemente verwendet.

Sie beinhalten kinematische und dynamische Informationen an einer bestimmten Stelle

des Mehrkörpersystems.

Das räumliche Zustandsobjekt (Abbildung 3.1) stellt die relative Bewegung eines Koor-

dinatensystems Ki zu einem Referenzkoordinatensystem K0 und die im Ursprung von

Ki wirkenden Kräfte und Momente dar. Sie umfassen also die Pose (Orientierung 0Ri

K0

r0 i

0Ri

t0 i

ṫ0 i

W0 i

Ki Ki =





0Ri

r0 i

ω0 i

w0 i

ω̇0 i

a0 i

τ0 i

f
0 i





Rotation

Translation

Winkelgeschwindigkeit

lineare Geschwindigkeit

Winkelbeschleunigung

lineare Beschleunigung

Moment

Kraft

Abbildung 3.1: Struktur eines räumlichen Zustandsobjektes, modifiziert nach [Kecs-
keméthy, 1993]

und Position r0 i), den Geschwindigkeitswinder und seine zeitliche Ableitung

t0 i =


 ω0 i

w0 i


 ṫ0 i =


 ω̇0 i

a0 i


 , (3.1)

bestehend aus der Winkelgeschwindigkeit ω0 i, der linearen Geschwindigkeiten w0 i, der

Winkelbeschleunigung ω̇0 i und der linearen Beschleunigung a0 i sowie den Kraftwinder

W0 i =


 τ0 i

f
0 i


 , (3.2)

der das Moment τ0 i und die Kraft f
0 i

enthält. [Kecskeméthy, 1993]

Skalare Zustandsobjekte β (Abbilung 3.2), welche sowohl eine Drehvariable als auch

eine lineare Variable sein können, beinhalten, ähnlich zu den räumlichen Zustands-

objekten, die Position β, die Geschwindigkeit β̇, die Beschleunigung β̈ und die ver-

allgemeinerte Kraft Qβ. Bei einer Drehvariable handelt es sich bei β, den zeitlichen
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Ableitungen β̇ und β̈ und der verallgemeinerten Kraft Qβ entsprechend um einen Win-

kel, eine Winkelgeschwindigkeit, eine Winkelbeschleunigung und ein verallgemeinertes

Moment, während es sich bei einer linearen Variable entsprechend um eine Distanz,

eine linearen Geschwindigkeit, eine linearen Beschleunigung und eine verallgemeinerte

Kraft handelt. [Kecskeméthy, 1993]

{β} =





β

β̇

β̈

Qβ





Position

Geschwindigkeit

Beschleunigung

verallgemeinerte Kraft

Abbildung 3.2: Struktur eines skalaren Zustandsobjektes [Kecskeméthy, 1993]

Ebenfalls den skalaren Zustandsobjekten zuzuordnen sind die geometrischen Messun-

gen g zwischen zwei Koordinatensystemen Ki und Kj (Abbildung 3.3). Diese werden

beispielsweise eingesetzt, um Bindungsgleichungen zu lösen und somit kinematische

Ketten zu schließen. Bei der geometrischen Messung handelt es sich bei der Position

um einen Wert und bei der Geschwindigkeit und der Beschleunigung um dessen ers-

te und zweite zeitliche Ableitung. Die verallgemeinerte Kraft ist gemäß des Messtyps

(Distanz oder Winkel) eine Spannung, welche dem Lagrange’schen Multiplikator λ

beim Lösen von Bindungsgleichungen entspricht (Kapitel 3.3). [Kecskeméthy, 1993]

λλ g, ġ, g̈

K0

Ki

Kj

{g} =





g

ġ

g̈

λ





Wert

erste zeitliche Ableitung

zweite zeitliche Ableitung

Spannung

Abbildung 3.3: Struktur einer geometrischen Messung, modifiziert nach [Kecskeméthy,

1993]

3.2 Kinetostatische Übertragungselemente

Kinetostatische Übertragungselemente (Abbildung 3.4) bilden die Bewegung eines Sat-

zes von m Eingangszustandsobjekten q
in

auf einen Satz von n Ausgangszustandsob-

jekten q
out

auf Positions-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene ab. Die Kraft-

übertragung findet in entgegengesetzter Richtung statt.
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q
in

q̇
in

q̈
in

Q
in

q
out

q̇
out

q̈
out

Q
out

Position
Geschwindigkeit

Beschleunigung

Kraft

Bewegungs-
übertragung

Kraftübertragung

Abbildung 3.4: Blockdiagramm eines kinetostatischen Übertragungselementes, modifi-
ziert nach [Kecskeméthy, 1993]

Die Übertragungsfunktionen der Bewegungsgleichung lauten

q
out

= F ( q
in

) (3.3)

q̇
out

= JF q̇in
(3.4)

q̈
out

= JF q̈in
+ J̇F q̇in

, (3.5)

wobei JF = ∂F/∂q
in

die m × n Jacobi-Matrix des kinetostatischen Übertragungsele-

mentes darstellt. Unter der Annahme eines idealen, also leistungsfreien, kinetostati-

schen Übertragungselementes, muss die virtuelle Arbeit am Eingang gleich der virtu-

ellen Arbeit am Ausgang

δqT
in
Q

in
= δqT

out
Q

out
(3.6)

sein. Durch das Ersetzen der virtuellen Verschiebung δq
out

= JFδqin
in Gleichung (3.6)

ergibt sich die Kraftübertragung des Elementes zu

Q
in

= J
T
FQout

(3.7)

und wird in entgegengesetzter Richtung zur Bewegungsübertragung mithilfe der trans-

ponierten Jacobi-Matrix berechnet. [Kecskeméthy, 1993] Als Beispiele für kinetostati-

sche Übertragungselemente werden im Folgenden das Kurvengelenk und vier elementa-

re Messungen vorgestellt, die zum Schließen kinematischer Ketten zu Schleifen dienen

können.

3.2.1 Kurvengelenk

Das Kurvengelenk (Abbildung 3.5) beschreibt die Bewegung eines Ausgangskoordi-

natensystem K2 entlang einer Kurve zum Referenzkoordinatensystem K0. Die Ein-

gangsgrößen sind das Koordinatensystem K1, welches sich bewegen kann, und die

Wegkoordinate s. Die Kurve ist dabei durch die Vektorfunktion ∆r(s) relativ zum

Eingangskoordinatensystem K1 gegeben, sodass für die Orientierung und Position des
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Ausgangskoordinatensystem K2

0
R2 = 0

R1∆R (3.8)

r20 2 = ∆R
T( r10 1 + ∆ r1 ) (3.9)

gilt, wobei die relative Rotationsmatrix zwischen Eingangs- und Ausgangskoordinaten-

system

∆R =
[
t1 e1 y e1 z

]
(3.10)

so definiert ist, dass die x-Achse stets in Richtung der Tangente der Kurve zeigt. Die

Richtungen der anderen Achsen sind abhängig von der Parametrisierung des Koordi-

natensystems (beispielsweise das Frenet-Serret-Koordinatensystem). Die Geschwindig-

s

s

K1
K1

K2 K2

K0

Qs

W0 1

W0 2

Bewegungs-
übertragung

Kraftübertragung
r0 1

0R1

r0 2

0R2

∆r

∆R

Abbildung 3.5: Darstellung des Kurvengelenkes, modifiziert nach [Tändl, 2009]

keitsübertragung ist dabei gemäß


 ω20 2

w2
0 2


 =


 ∆RT 0

−∆RT∆̃ r1 ∆RT




︸ ︷︷ ︸
Jg


 ω10 1

w1
0 1


+ Jsṡ (3.11)

definiert, wobei Jg die Jacobi-Matrix des Starrkörpers und Js =
[
uT tT

]T
die Jacobi-

Matrix der Abbildung der Wegkoordinate sind. Die Jacobi-Matrix Js besteht dabei

aus dem Tangentenvektor t der Kurve und dem Darboux Vektor u, welcher abhängig

von der Parametrisierung des Koordinatensystems berechnet wird. Eine genaue Er-

läuterung für die verschiedenen Parametrisierungen findet sich in [Tändl, 2009]. Die

Beschleunigungsübertragung ergibt sich nach zeitlicher Ableitung der Geschwindig-

keitsübertragung zu


 ω̇20 2

a20 2


 = Jg


 ω̇10 1

a10 1


+ Jss̈+ J

′
sṡ

2 +


 0

ω̃2 2
0 1∆RT∆ r1


+


 ω̃20 1 0

0 2 ω̃20 1


 Jsṡ , (3.12)
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wobei J′
s die partielle Ableitung der Jacobi-Matrix Js nach der Wegkoordinate s ist.

Die Kraftübertragung findet in entgegengesetzter Richtung statt, sodass sich mithilfe

der transponierten Jacobi-Matrix



τ10 1

f1
0 1

Qs


 =


 JT

g

JT
s




 τ20 2

f2
0 2


 (3.13)

ergibt. [Tändl, 2009]

3.2.2 Geometrische Messungen

Um die Schließbedingungen kinematischer Ketten aufzustellen, werden geometrische

Messungen verwendet. Es werden vier elementare geometrische Messungen unterschie-

den (Abbildung 3.6)

(I) Punkt - Punkt

Die geometrischen Messung gP P berechnet den quadrierten Abstand zwischen

zwei Koordinatensystemen. Dafür wird die Länge des Verbindungsvektors d0j i

zwischen den beiden Koordinatensystem Ki und Kj

gP P = dj i · dj i = ‖ r0 i − r0 j‖2 (3.14)

berechnet und quadriert. Auf Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene erge-

ben sich entsprechend

ġP P = 2 dj i · ḋj i = 2 dj i · ( w0 i − w0 j) =
[
0 2 dj i

T 0 − 2 dj i
T
]

︸ ︷︷ ︸
JF




ω0 i

w0 i

ω0 j

w0 j




(3.15)

g̈P P = 2 dj i · d̈j i + 2 ḋj i · ḋj i , (3.16)

wobei JF die Jacobi-Matrix ist, welche transponiert zur Berechnung der Kraft-

übertragung 


τ0 i

f
0 i

τ0 j

f
0 j




=




0

2 dj i

0

−2 dj i



λ (3.17)
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verwendet wird und λ ein Parameter ist, welcher die Kraft innerhalb der Messung

beschreibt.

(II) Ebene - Punkt

Die geometrische Messung gEP berechnet den Abstand eines Koordinatensystems

zu einer Ebene. Dafür wird das Skalarprodukt des Normalenvektors der Ebene

ni mit dem Verbindungsvektor dj i zwischen den beiden Koordinatensystemen Ki

und Kj

gEP = ni · dj i = ni · ( r0 i − r0 j) mit ‖ni‖ = 1 (3.18)

gebildet.

(III) Ebene - Ebene

Die geometrische Messung gEE berechnet den Kosinus des Winkels zwischen zwei

Ebenen. Dafür wird das Skalarprodukt der beiden Normalenvektoren der Ebenen

ni und nj

gEE = ni · nj mit‖ni‖ = 1, ‖nj‖ = 1 (3.19)

berechnet.

(IV) Gerade - Gerade

Die geometrische Messung gGG berechnet den Abstand zwischen zwei Geraden.

Dafür wird das Skalarprodukt des Vektors, der senkrecht auf den beiden normier-

ten Richtungsvektoren der Geraden ei und ej steht, mit dem Verbindungsvektor

zweier Punkte auf den Geraden gemäß

gGG = (ei × ej) · dj i (3.20)

gebildet. [Kecskeméthy, 1993]

Die Berechnungen der Geschwindigkeits-, Beschleunigungs- und Kraftübertragung der

geometrischen Messungen (II)-(IV) erfolgen analog zur Berechnung der geomertrischen

Messung (I).
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K0
K0

K0
K0

Kj

Kj

KjKj

Ki

Ki

KiKi

r0 i

r0 ir0 i

r0 j

r0 j

r0 j

dj i

dj i

dj i

gP PgP P

(I) Punkt - Punkt

ni

ni

gEP

(II) Ebene - Punkt

gEE

nj

(III) Ebene - Ebene

gGG

ei

ej

(IV) Gerade - Gerade

Abbildung 3.6: Darstellung der vier geometrischen Messungen, modifiziert nach [Kecs-
keméthy, 1993]

3.2.3 Verkettung kinetostatischer Übertragungselemente

In den oben (Abschnitt 3.2.1 und 3.2.2) dargestellten Berechnungen der Übertragungs-

funktionen ist die Jacobi-Matrix jeweils explizit bekannt. Beim Einbetten der kinetosta-

tischen Übertragungselemente in die objektorientierte Programmierumgebung wird al-

lerdings zur Vereinfachung meistens eine Darstellung gewählt, bei der die Jacobi-Matrix

nicht explizit implementiert wird [Geu Flores, 2013]. Ein Vorteil der Verwendung kine-

tostatischer Übertragungselemente ist, dass Mehrkörpersysteme als Verkettung mehre-

rer kinetostatischer Übertragungselemente darstellbar sind. Diese Verkettung kann als

ein kinetostatisches Übertragungselement betrachtet werden, welches die Freiheitsge-

rade des Systems als Eingangszustandsobjekte besitzt. Zur Ermittlung der gesamten

Jacobi-Matrix muss entweder jedes kinetostatische Übertragungselement mit zusätzli-

chen komplexen Eigenschaften ausgestattet werden (genaue Erläuterungen finden sich

in [Kecskeméthy, 1993]) oder die Jacobi-Matrix wird durch das mehrfache Durchlaufen

der Geschwindigkeits- oder Kraftübertragung aufgestellt. [Kecskeméthy, 1993]
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• I) Bestimmung der Jacobi-Matrix mithilfe der Geschwindigkeitsübertragung

Bei festgehaltener Position werden alle Eingänge des kinetostatischen Übertra-

gungselementes auf Geschwindigkeitsebene bis auf den Eingang q̇j
in = 1 auf Null

gesetzt und die Geschwindigkeitsübertragung gerechnet. Das Ergebnis aus Glei-

chung (3.3) liefert dann die j-te Spalte der Jacobi-Matrix. Allgemein gilt also

j-te Spalte von JF = q̇
out

∣∣∣∣∣
q̇i

in
=





1 für i = j

0 sonst

. (3.21)

• II) Bestimmung der Jacobi-Matrix mithilfe der Kraftübertragung

Bei festgehaltener Position werden alle Ausgänge des kinetostatischen Übertra-

gungselementes auf Kraftebene bis auf den Ausgang Qj
out = 1 auf Null gesetzt

und die Kraftübertragung gerechnet. Das Ergebnis aus Gleichung (3.7) liefert

die j-te Spalte der transponierten Jacobi-Matrix (j-te Zeile der Jacobi-Matrix).

Allgemein gilt also

j-te Zeile von JF = Q
in

∣∣∣∣∣
Qi

out=





1 für i = j

0 sonst

. (3.22)

3.2.4 Kräfte und Trägheitseigenschaften

Kräfte oder Trägheitseigenschaften werden ebenfalls als kinetostatische Übertragungs-

elemente modelliert. Da sie keinen Einfluss auf die kinematische Übertragungsfunkti-

on, also keine Ausgänge auf Positions-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene,

besitzen und somit keine weiteren kinetostatischen Übertragungselemente an ihnen

angereiht werden können, werden sie als Blattelemente betrachtet. Mithilfe der Ein-

gänge der Bewegungsübertragung werden bei Massenelementen die D’Alembertschen

Trägheitskräfte

W0 i =


 τ0 i

f
0 i


 =


 −[ΘSi

ω̇0 i + ω0 i × ΘSi
ω0 i] + ∆rSi

× f
0 i

−mi[ a0 i + ω̇0 i × ∆rSi
+ ω0 i × ( ω0 i × ∆rSi

)]


 , (3.23)

welche aufgrund der Bewegung des Referenzkoordinatensystems Ki auf den Ursprung

dessen wirken, berechnet. Dabei handelt es sich bei mi und ΘSi
um die Masse und

den Trägheitstensor des Massenelementes, welches um den Vektor ∆rSi
zum Ursprung

des Referenzkoordinatensystems Ki verschoben ist. Das Referenzkoordinatensystem Ki

besitzt dabei die Winkelgeschwindigkeit ω0 i, die Winkelbeschleunigung ω̇0 i und die

lineare Beschleunigung a0 i (Abbildung 3.7). [Kecskeméthy, 1993]
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t0 i

ṫ0 i
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∆rSi
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Bewegungs-
übertragung

Kraftübertragung

Abbildung 3.7: Massenelement, modifiziert nach [Kecskeméthy, 1993]

3.3 Schließen kinematischer Ketten

Mehrkörpersysteme können als Aneinanderreihung kinetostatischer Übertragungsele-

mente beschrieben werden. Durch die Verwendung der in Abschnitt 3.2.2 beschriebe-

nen Messungen können Bindungsgleichungen aufgestellt werden, welche offene Ketten

schließen, sodass Schleifen entstehen. Es werden r unabhängige Bindungsgleichungen

f(β, q) = [f1, ..., fr]T = 0 aufgestellt, wobei q die verallgemeinerten Variablen und

β = [β1, ..., βr]T die r noch unbekannten abhängigen Variablen sind. Für das Lösen von

Bindungsgleichungen gibt es verschiedenste Möglichkeiten, wobei im Folgenden nur die,

in [Kecskeméthy, 1993] vorgestellte, iterative Lösung für das nichtlineare Gleichungs-

system

f(β, q) = 0 (3.24)

erläutert wird. Anschließend werden zur vollständigen Beschreibung die Geschwindig-

keits-, Beschleunigungs- und Kraftebene berechnet.

Iterative Bestimmung von β und der Jacobi-Matrix Jβ

Die abhängigen Variablen β werden durch die Newton-Iteration (Iterationsschritt i)

β(i) = β(i−1) −
[
J

(i−1)
β

]−1
f(β(i−1), q) (3.25)

mit den Anfangsbedingungen β(0) bestimmt, wobei die Jacobi-Matrix J
(i−1)
β durch r

Auswertungen der Kraftübertragung (Vergleich Abschnitt 3.2) ermittelt werden kann.

Die verallgemeinerten Kräfte, die in den Gelenken der abhängigen Variablen auftreten,

berechnen sich zu

Q
β

= J
T
βλ+ Q̂

β
, (3.26)

wobei λ die Lagrange Multiplikatoren, also die Schnittkräfte, sind und Q̂
β

alle Einflüsse

beinhaltet, welche nicht aus den Schnittkräften resultieren. Durch das Ausschalten von

Q̂
β
, dem Setzen der ν-ten Schnittkraft λν = 1 und der restlichen Schnittkräfte zu Null,

ergibt sich aus dem resultierenden Vektor Q
β

die ν-te Zeile der Jacobi-Matrix Jβ. Durch
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ν = 1, ..., r Wiederholungen ergibt sich die gesamte Jacobi-Matrix Jβ. Je mehr Bin-

dungsgleichungen vorhanden sind, desto größer ist auch der entstehende Aufwand. Zur

Reduzierung des Aufwandes kann entweder die Jacobi-Matrix für alle Iterationsschrit-

te konstant gehalten werden, was allerdings aufgrund der schlechteren Konvergenz zu

mehr Iterationsschritten führt, oder die Jacobi-Matrix kann in jedem Iterationsschritt

für den neuen Iterationsschritt entsprechend

J
(i)
β = J

(i−1)
β +

(
∆f (i−1) − J

(i−1)
β ∆β(i−1)

)
∆β(i−1)T

β(i−1)T

∆β(i−1)
(3.27)

mit

∆β(i−1) = β(i) − β(i−1) (3.28)

∆f (i−1) = f(β(i), q) − f(β(i−1), q) (3.29)

berechnet werden. [Kecskeméthy, 1993]

Bestimmung der zeitlichen Ableitungen β̇ und β̈

Die zeitlichen Ableitungen der Bindungsgleichung (Gleichung (3.24)) ergeben sich zu

ḟ = Jββ̇ + ˆ̇f
!

= 0 → β̇ = −J
−1
β

ˆ̇f (3.30)

f̈ = Jββ̈ + ˆ̈f
!

= 0 → β̈ = −J
−1
β

ˆ̈f , (3.31)

wobei die Terme ˆ̇f bzw. ˆ̈f durch die entsprechende Auswertung der Geschwindigkeits-

bzw. Beschleunigungsübertragung für β̇ = 0 bzw. β̈ = 0 berechnet werden können.

[Kecskeméthy, 1993]

Ermittlung der Schnittkräfte λ

Zur Ermittlung der r Schnittkräfte λ wird berücksichtigt, dass bei einer geschlossenen

kinematischen Schleife, welche sich im statischen Gleichgewicht befindet, keine verall-

gemeinerten Kräfte an den abhängigen Gelenken auftreten, sodass

Q
β

= J
T
βλ+ Q̂

β

!
= 0 (3.32)

gelten muss. Die Schnittkräfte berechnen sich dann zu

λ = −J
T
β Q̂β

, (3.33)

wobei der Vektor Q̂
β

sich mithilfe der Kraftübertragung und dem Setzen von λ = 0 in

Gleichung (3.26) berechnen lässt. Die so ermittelten Schnittkräfte λ werden dann bei

der Berechnung der Kraftübertragung für die tatsächlich wirkenden Kräfte verwendet.

[Kecskeméthy, 1993]
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3.4 Generierung der Bewegungsgleichungen

Ein Mehrkörpersystem, bestehend aus f Freiheitsgraden und den dazugehörigen ver-

allgemeinerten Koordinaten q = [q1, ..., qf ], besitzt die inverse Dynamik ϕD−1

S , welche

die verallgemeinerten Kräfte an den Eingangsgelenken, abhängig von den verallgemei-

nerten Koordinaten, deren ersten und zweiten Zeitableitungen sowie den eingeprägten

Kräften, wie die Gewichts- oder Reibungskräfte, berechnet. Es ergibt sich

Q = ϕD−1

S (q, q̇, q̈) = −M(q)q̈ − b(q, q̇) +Q(q, q̇) , (3.34)

wobei M die verallgemeinerte Massenmatrix, b(q, q̇) die verallgemeinerten Zentripetal-

und Corioliskräfte, Q(q, q̇) die projizierten eingeprägten Kräfte auf die verallgemeiner-

ten Koordinaten und Q (auch Residuen genannt) die verallgemeinerten Kräfte an den

Eingangsgelenken beinhalten. Für eine übersichtlichere Darstellung wird im Folgenden

Q̂ = b(q, q̇) −Q(q, q̇) geschrieben, sodass sich die inverse Dynamik zu

Q = ϕD−1

S (q, q̇, q̈) = −M(q)q̈ − Q̂(q, q̇) (3.35)

ergibt. Bei der direkten Dynamik sind dahingegen die Beschleunigungen der verallge-

meinerten Koordinaten q̈ gesucht. Für die Bewegungsgleichungen in Minimalkoordina-

tenform ohne verallgemeinerte Kräfte an den Eingangsgelenken gilt

M(q)q̈ + Q̂(q, q̇) = 0 . (3.36)

Die Ermittlung der Massenmatrix M(q) und des Vektors Q̂(q, q̇) wird durch f + 1

Durchläufe der inversen Dynamik ϕD−1

S realisiert. Zur Bestimmung des Vektors Q̂ wer-

den die Beschleunigungen der verallgemeinerten Koordinaten zu Null gesetzt q̈ = 0,

sodass der Term M(q)q̈ in der inversen Dynamik ϕD−1

S verschwindet und die Residuen

den Vektor Q̂ ergeben. Zur Bestimmung der i-ten Spalte der Massenmatrix M(q) wird

zunächst der Vektor Q̂ zu Null gesetzt, indem die Berechnung der Zentripetal- und

Corioliskräft sowie der projizierten eingeprägten Kräfte ausgeschaltet werden und die

i-te Beschleunigung zu Eins q̈i = 1 und die restlichen Beschleunigungen der verallge-

meinerten Koordinaten zu Null gesetzt werden. Durch die Wiederholung i = 1, ..., f

ergeben sich alle Spalten der Massenmatrix. [Kecskeméthy, 1993]

3.5 Generierung und Anwendung des Flächengelenkes

Im folgenden Abschnitt wird zunächst das Flächengelenk selbst erläutert. Anschlie-

ßend wird ein Überblick über verschiedene Möglichkeiten zur Erzeugung der parame-

trischen Fläche gegeben. Das Flächengelenk ermöglicht es, die Bindungsgleichungen
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zur Beschreibung von Punktkontakt zwischen zwei Flächen auf Positionsebene zu for-

mulieren, denn die Verwendung von Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene

führt ohne Stabilisierung zu Driftfehlern. Der Abschnitt endet mit der Erläuterung der

Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeits- und Positionsebene und einem Vergleich

anhand von zwei Beispielen.

3.5.1 Beschreibung des Flächengelenkes

Das Flächengelenk beschreibt die Bewegung eines Darboux-Koordinatensystems KD

auf einer Fläche, welche durch die Funktion r11 D = r(u, v) relativ zum Koordinatensys-

tem K1, welches sich frei bewegen kann, gegeben ist (Abbildung 3.8). Die Orientierung

des Darboux-Koordinatensystems KD bezüglich K1 ist durch

1
RD =

[
x1 D(u, v) y1

D
(u, v) z1 D(u, v)

]
(3.37)

gegeben, wobei die z-Achse des Darboux-Koordinatensystems

z1 D(u, v) =
σru × rv

‖σru × rv‖ (3.38)

r(u, v)
r(u, v)

1RD(u, v)K1

r0 1
0R1

K0

u

u

v

v

zD

xD

y
D Bewegungs-

Kraft-
übertragung

übertragungK1

Qu

Qv

W1

KD

WD

parametrische Fläche

(a) Flächengelenk (b) Blockdiagramm

Abbildung 3.8: Parametrische Fläche als kintostatisches Übertragungselement Flächen-
gelenk

stets parallel zur Flächennormalen an der Stelle r(u, v) ist, ru und rv die partiellen

Ableitungen von r(u, v) bezüglich der beiden Flächenparameter u und v sind und σ

ein konstanter Parameter ungleich Null ist, welcher die Orientierung von z1 D(u, v)

bestimmt.

Gleichung (3.38) wird singulär, wenn das Kreuzprodukt der beiden partiellen Ablei-

tungen den Nullvektor ergibt. Dies ist entweder der Fall, wenn die beiden partiellen
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Ableitungen linear abhängig sind oder eine der beiden partiellen Ableitungen den Null-

vektor ergibt. Der erste Fall wird hier nicht betrachtet. In einem Punkt, in dem die

partielle Ableitung ru den Nullvektor ergibt und die partielle Ableitung rv vorhanden

ist, muss sich das Darboux-Koordinatensystem KD auf einer Kurve mit der Tangente

t1 =
rv

‖rv‖ (3.39)

bewegen (aus Gleichung (3.52)). Die z-Achse im singulären Punkt berechnet sich dann

zu

ẑ1 D =
σ t1 v

‖σ t1 v‖ =
σrv × (rv × rvv)

‖σrv × (rv × rvv)‖ . (3.40)

Die Zeitableitungen ˙̂z
1

D und ¨̂z
1

D befinden sich im Anhang A. Diese Implementie-

rung wurde anhand einer Simulation einer Punktmassenbewegung in einem ellipti-

schen Paraboloid getestet, welches an der Spitze einen singulären Punkt aufweist

(r(u, v) = [a cos(u)v b sin(u)v v2]T, wobei a und b die Krümmung des Parabolo-

ids beeinflussen und 0 ≤ u ≤ 2π, v ∈ R gilt). Die Simulationsergebnisse stimmen dabei

mit den Ergebnissen eines ähnlichen Paraboloids überein, welches ohne Singularität

parametrisiert wurde (Gleichung (3.58)).

Die Achsen x1 D(u, v) und y1
D

(u, v) können frei gewählt werden, solange sie in der

Tangentialebene der Fläche an der Stelle r(u, v) liegen und senkrecht zueinander sind.

In dieser Arbeit wird die x-Achse des Darboux-Koordinatensystems

x1 D(u, v) =
αuru + αvrv

‖αuru + αvrv‖ (3.41)

parallel zu einer Linearkombination der beiden partiellen Ableitungen ru und rv ge-

wählt, wobei αu und αv konstante Parameter sind. Sind beide Parameter αu und αv

von Null verschieden, ist die x-Achse auch in singulären Punkten, in denen eine der

beiden partiellen Ableitungen zum Nullvektor wird, definiert.

Die y-Achse

y1
D

(u, v) = z1 D(u, v) × x1 D(u, v) (3.42)

komplementiert das rechtshändige Darboux-Koordinatensystem.

Die absolute Lage des Darboux-Koordinatensystems ergibt sich zu

0
RD = 0

R1
1
RD

r0 D = r0 1 + r1 D .
(3.43)

Die relative Winkelgeschwindigkeit des Darboux-Koordinatensystems bezüglich K1 kann

in Koordinaten von KD durch den Winkelgeschwindigkeitstensor (beispielsweise aus
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[Angeles und Kecskeméthy, 1995]) zu

ωD
1 D =




zD · ẏ
D

xD · żD

y
D

· ẋD


 (3.44)

berechnet werden, wobei die Zeitableitungen ẋD, żD und ẏ
D

durch

ẋ1 D = au̇+ bv̇

ż1 D = cu̇+ dv̇ (3.45)

ẏ1
D

= eu̇+ fv̇

mit

a =
−(αuru + αvrv) × ((αuru + αvrv) × (αuruu + αvruv))

‖αuru + αvrv‖3
(3.46)

b =
−(αuru + αvrv) × ((αuru + αvrv) × (αuruv + αvrvv))

‖αuru + αvrv‖3
(3.47)

c =
−(σru × rv) × ((σru × rv) × (σruu × rv + σru × ruv))

‖σru × rv‖3
(3.48)

d =
−(σru × rv) × (((σru × rv) × (σruv × rv + σru × rvv))

‖σru × rv‖3
(3.49)

e = c× xD + zD × a (3.50)

f = d× xD + zD × b (3.51)

gegeben sind.

Die relative Geschwindigkeit w1 D des Darboux-Koordinatensystems bezüglich K1 kann

durch

w1
1 D = ruu̇+ rvv̇ (3.52)

berechnet werden. Die absolute Winkelgeschwindigkeit und die absolute lineare Ge-

schwindigkeit des Darboux-Koordinatensystems sind durch die lineare Abbildung


 ω00 D

w0
0 D


 =




I3 03×3
0RD




z1 D
T · e

x1 D
T · c

y1
D

T · a




0RD




z1 D
T · f

x1 D
T · d

y1
D

T · b




− r̃01 D I3
0R1 ru

0R1 rv




︸ ︷︷ ︸
Jacobi-Matrix JF




ω00 1

w0
0 1

u̇

v̇




(3.53)

gegeben. Das anschließende Differenzieren der Gleichung (3.53) ergibt die Beschleuni-

gungsübertragung, welche im Anhang B zu finden ist. Die Kraftübertragung ergibt sich
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mithilfe der transponierten Jacobi-Matrix zu




τ00 1

f0
0 1

Qu

Qv




=




I3 r̃01 D

03×3 I3


z1 D
T · e

x1 D
T · c

y1
D

T · a




T

0RT
D rT

u
0RT

1




z1 D
T · f

x1 D
T · d

y1
D

T · b




T

0RT
D rT

v
0RT

1




︸ ︷︷ ︸
transponierte Jacobi-Matrix JT

F


 τ00 D

f0
0 D


 . (3.54)

3.5.2 Geometrie des Flächengelenkes

Die Geometrie des Flächengelenkes, welche durch die Funktion r(u, v) beschrieben wird,

kann abhängig von der Anwendung auf unterschiedliche Weisen erzeugt werden. Im Fol-

genden werden elementare Flächen, röhrenförmige Flächen, bivariate B-Spline-Flächen

und Verbundflächen näher erläutert.

3.5.2.1 Elementare Flächen

Unter elementaren Flächen werden in dieser Arbeit Flächen verstanden, die anhand

einfacher Funktionen beschrieben werden können. Im Folgenden werden die elementa-

ren Flächen Ebene, Ellipsoid, Paraboloid und Zylinder näher betrachtet.

Ebene

Die Parameterform einer Ebene

r(u, v) = r11 A + u ru + v rv mit u, v ∈ R (3.55)

kann anhand dreier Ortsvektoren r11 A, r11 B und r11 C zu den Punkten A, B und C, welche

in der Ebene liegen, mit

ru =
r11 B − r11 A

‖ r11 B − r11 A‖ und rv =
r11 C − r11 A

‖ r11 C − r11 A‖ (3.56)

dargestellt werden, wobei ru und rv linear unabhängig voneinander sein müssen.
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Ellipsoid

Ein Ellipsoid kann durch die Parameterform

r(u, v) =




a cos(v) cos(u)

b cos(v) sin(u)

c sin(v)


 mit

−π/2 ≤ v ≤ π/2

0 ≤ u ≤ 2π
(3.57)

beschrieben werden, wobei a, b und c die Längen der Halbachsen sind, sodass bei der

Wahl a = b = c = R eine Kugel mit dem Radius R entsteht.

Paraboloid

Paraboloide können durch die Parameterform

r(u, v) =




u

v

c
u2

a2
+
v2

b2




mit u, v ∈ R (3.58)

dargestellt werden, wobei a und b die Krümmung des Paraboloids beeinflussen und für

c = 1 ein elliptisches Paraboloid und für c = −1 ein hyperbolisches Paraboloid entsteht.

Zylinder

Ein elliptischer Zylinder kann durch die Parameterform

r(u, v) =




a cos(v)

b sin(v)

u


 mit

u ∈ R

0 ≤ v ≤ 2π
(3.59)

dargestellt werden, wobei a und b die Längen der Halbachsen einer Ellipse beschreiben

und bei der Wahl a = b = R ein Kreiszylinder mit dem Radius R entsteht.

3.5.2.2 Röhrenförmige Flächen

Unter röhrenförmigen Flächen werden in dieser Arbeit Flächen verstanden, welche da-

durch entstehen, dass ein Querschnitt senkrecht entlang einer Mittellinie bewegt wird.

Die Mittellinie wird dabei anhand der Algorithmen von Dierckx [Dierckx, 1995] zur

Kurvenanpassung unter Vorgabe von Datenpunkten als B-Spline-Mittellinie erzeugt.

Im Folgenden werden röhrenförmige Flächen mit konstantem und entlang der Mittel-

linie kontinuierlich veränderlichem Querschnitt vorgestellt.
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3.5.2.2.1 Röhrenförmige Flächen mit konstantem Querschnitt

Eine röhrenförmige Fläche r(u, v) kann durch eine B-Spline-Mittellinie r11 T(u) = c(u)

und ein dazugehöriges bewegtes Koordinatensystem KT als eine Funktion des einen

Parameters u und einem Querschnitt rT
T D(v) = s(v) in Koordinaten des Koordinaten-

systems KT parametrisiert werden (Abbildung 3.9 mit kreisförmigen Querschnitt als

Beispiel). Für die Wahl der Parametrisierung des Koordinatensystems gibt es mehrere

Möglichkeiten. In dieser Arbeit wird die Darboux-Koordinatensystemparametrisierung,

wie sie in [Tändl, 2009] beschrieben ist, gewählt, was zu einer relativen Orientierung

1
RT(u) =

[
x1 T(u) y1

T
(u) z1 T(u)

]
(3.60)

führt, wobei die x1 T-Achse

x1 T(u) =
cu(u)

‖cu(u)‖ , (3.61)

tangential zur Mittellinie c verläuft, die y1
T
-Achse ist senkrecht zu einem Horizontvek-

torfeld h(u) mit

y1
T
(u) =

h(u) × x1 T(u)

‖h(u) × x1 T(u)‖ (3.62)

und die z1 T-Achse komplementiert das rechtshändige Koordinatensystem mit

z1 T(u) = x1 T(u) × y1
T
(u) . (3.63)

Um sicherzustellen, dass die y1
T
(u)-Achse nicht singulär wird, kann die Funktion des

Horizontvektors h(u) so definiert werden, dass der Horizontvektor niemals parallel zum

Tangentenvektor der Mittellinie an der Position u ist. Die resultierende parametrische

Fläche ergibt sich zu

r(u, v) = c(u) + 1
RT(u) s(v) . (3.64)

Da s(v) = [0 sy(v) sz(v)]T gilt, kann dies zu

r(u, v) = c(u) + y1
T
(u) sy(v) + z1 T(u) sz(v)

mit den partiellen Ableitungen erster Ordnung

ru = cu +

(
h× cu

‖h× cu‖

)

u

sy +
(
x1 T(u) × y1

T
(u)

)
u

sz

rv =

(
h× cu

‖h× cu‖

)
sy,v +

(
x1 T(u) × y1

T
(u)

)
sz,v

(3.65)

umgeschrieben werden, wobei die Abhängigkeiten der Flächenparameter u und v zur

Vereinfachung ausgelassen worden sind. Die partiellen Ableitungen der Rotationsmatrix
1RT(u) bis zur dritten Ordnung befinden sich im Anhang C. Die Mittellinie c(u) und das

Horizontvektorfeld h(u) werden durch univariate B-Splines dargestellt, welche durch die

Kurvenanpassung der Routine CURFIT [Dierckx, 1995] berechnet werden.
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Abbildung 3.9: Darstellung einer röhrenförmigen B-Spline-Fläche mit Kreisquerschnitt,
wobei die Mittellinie c(u) und das Horizontvektorfeld h(u) als univariate B-Splines
durch Kurvenanpassung berechnet werden

3.5.2.2.2 Röhrenförmige Flächen mit variablem Querschnitt

Ist die röhrenförmige Fläche nicht durch einen konstanten Querschnitt darstellbar,

besteht die Möglichkeit den Querschnitt in Abhängigkeit der Position u der Mittellinie

darzustellen. Die Querschnittsfunktion rT
T D(u, v) = s(u, v) aus Kapitel 3.5.2.2.1 ist nun

eine Funktion von u und v, sodass sich die Berechnung der parametrischen Fläche zu

r(u, v) = c(u) + 1
RT(u) s(u, v) = c(u) + y1

T
(u) sy(u, v) + z1 T(u) sz(u, v) , (3.66)

mit den partiellen Ableitungen erster Ordnung

ru = cu +

(
h× cu

‖h× cu‖

)

u

sy +

(
h× cu

‖h× cu‖

)
sy,u

+
(
x1 T(u) × y1

T
(u)

)
u

sz +
(
x1 T(u) × y1

T
(u)

)
sz,u

rv =

(
h× cu

‖h× cu‖

)
sy,v +

(
x1 T(u) × y1

T
(u)

)
sz,v

(3.67)

ergibt. Die partiellen Ableitungen bis zur dritten Ordnung befinden sich im Anhang

C. Bei einer Fläche mit konstantem Querschnitt ist die Querschnittsfunktion s nur

von dem Flächenparameter v abhängig, sodass die partiellen Ableitungen nach dem

Flächenparameter u den Nullvektor ergeben und somit nicht gesondert im Anhang

aufgeführt werden.
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Die Abhängigkeit der Querschnittsfunktion s(u, v) von der Position u der Mittellinie

kann dabei allgemein durch eine Funktion, wie beispielsweise dem Sinus, erreicht wer-

den, wobei diese Möglichkeit im Folgenden nicht weiter betrachtet wird. In diesem

Abschnitt wird das Vorgehen zur Ermittlung der Querschnittsfunktion s(u, v) für zwei

oder mehr zuvor definierte Querschnitte, die durch sanfte Übergänge miteinander ver-

bunden werden sollen, vorgestellt. Die Querschnittsfunktion s(u, v) berechnet sich für

zwei Querschnitte gemäß

s(u, v) = (1 − Λ(u)) pT 0(v) + Λ(u) pT 1(v) , (3.68)

wobei pT 0 und pT 1 die parametrischen Querschnittsfunktionen in Koordinaten des

Koordinatensystems KT sind, und für mehr als zwei Querschnitte gemäß

s(u, v) = (1 − Λ0) pT 0 +
n−3∑

i=0

Λi(1 − Λi+1) pT i+1 + Λn−2 pT n−1 , (3.69)

wobei n die Anzahl der unterschiedlichen Querschnitte und pT j = [0 pj
y(v) pj

z(v)]T

mit j = 0, ..., n − 1 die parametrischen Querschnittsfunktionen in Koordinaten des

Koordinatensystems KT sind und Λ die logistische Funktion

Λ(u) =
1

1 + e−ξ(u−ς)
(3.70)

beschreibt. Die logistische Funktion Λ(u) kann Werte zwischen Null und Eins anneh-

men und ermöglicht dadurch einen sanften Übergang zwischen den einzelnen Quer-

schnitten entlang der Mittellinie, wobei ς die Wendestelle und ξ die Wachstumskon-

stante der logistischen Funktion beschreiben. Die Wachstumskonstante kann mithilfe

der Logit-Funktion, wie in [Hosmer et al., 2013] beschrieben, gemäß

ln

(
Π(u)

1 − Π(u)

)
= −ξ(u− ς) (3.71)

berechnet werden. In dieser Arbeit wird Π = 0.99 gewählt, sodass

ξ =
ln
(

1 − 0.99

0.99

)

u0.99 − ς
(3.72)

für die Wachstumskonstante gilt und u0.99 die Stelle beschreibt, an der die logistische

Funktion den Wert Λ(u0.99) = 0.99 annimmt. Abbildung 3.10 zeigt die logistische

Funktion Λ(u) und ihre partiellen Ableitungen erster bis dritter Ordnung nach u bei-

spielhaft für die Werte ς = 5.0, u0.99 = 7.0 und u = [0 10]. Die Berechnungen der

partiellen Ableitungen bis zur dritten Ordnung der Querschnittsfunktion für zwei und

mehr veränderliche Querschnitte und der logistischen Funktion finden sich im Anhang

C.
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Abbildung 3.10: Darstellung der logistischen Funktion und ihre partiellen Ableitungen
erster bis dritter Ordnung nach u mit ς = 5.0 und u0.99 = 7.0

Abbildung 3.11 zeigt die beispielhafte Darstellung einer röhrenförmigen Fläche mit zwei

kreisförmigen Querschnitten (Radien 0.5 m und 1.0 m), welche ebenfalls als B-Splines

definiert sind. Der Übergangsbereich zwischen den beiden Querschnitten beträgt ein

Drittel der gesamten Länge der Mittellinie. In der Mitte der Mittellinie besitzt der

Querschnitt einen Radius von 0.75 m.

Ende des
Übergangbereiches

u = u0.99

Wendestelle von
Λ(u) (u = ς) Anfang des

Übergangbereiches

Abbildung 3.11: Darstellung der röhrenförmigen Fläche mit zwei kreisförmigen Quer-
schnitten, wobei ein sanfter Übergang zwischen dem Querschnitt zu Beginn (Radius
0.5 m) und dem Querschnitt am Ende (Radius 1.0 m) stattfindet
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3.5.2.3 Bivariate B-Spline-Flächen

Bivariate B-Spline-Flächen werden anhand der Algorithmen zur Flächenanpassung von

Dierckx [Dierckx, 1995] (Vergleich Kapitel 2.3.4) erzeugt. Dabei werden unter Vorga-

be von Datenpunkten die bivariaten B-Spline-Flächen interpoliert bzw. approximiert.

Abbildung 3.12 zeigt eine bivariate B-Spline-Fläche mit ihren Datenpunkten (schwarze

Kreise).

Abbildung 3.12: Darstellung einer bivariaten B-Spline-Fläche, welche unter Vorgabe
von Datenpunkten (schwarze Kreise) und unter Verwendung der Algorithmen von Dier-
ckx [Dierckx, 1995] berechnet wird

3.5.2.4 Verbundflächen

In diesem Abschnitt wird das Erzeugen von Verbundflächen aus zwei oder mehr einzel-

nen Flächenstücken beschrieben. Dabei wird davon ausgegangen, dass die Flächen in

u-Richtung verbunden werden. Abbildung 3.13 zeigt zwei Flächenstücke (schraffiert)

p1 0(u0, v0) in dem Intervall [u0,min, u0,max] × [v0,min, v0,max] (3.73)

p1 1(u1, v1) in dem Intervall [u1,min, u1,max] × [v1,min, v1,max] , (3.74)

die so miteinander verbunden werden, dass eine Fläche (grau ausgefüllt)

r(u, v) mit 0 ≤ u ≤ (u0,max − u0,min + u0,1 + u1,max − u1,min) und 0 ≤ v ≤ 1

(3.75)

entsteht, wobei u0,1 den Übergangsbereich zwischen den beiden Flächenstücken dar-

stellt. Damit die Verbundfläche berechnet werden kann, müssen die Flächen p1 0 und

p1 1 im Parameterbereich

[u0,min, u0,max + u0,1 + u1,max − u1,min] × [v0,min, v0,max]

[u1,min − (u0,1 + u1,max − u1,min), u1,max] × [v1,min, v1,max]
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definiert sein.

p1 0

p1 1

u0
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v0
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v1

v0,min

v0,max

u0,min u0,max

v1,min

v1,max

u1,min u1,max

u

v

u0,1

1

Abbildung 3.13: Darstellung der Parameterbereiche zweier Flächenstücke zur Erzeu-
gung einer Verbundfläche

Für n Flächenstücke ergibt sich entsprechend eine Fläche

r(u, v) mit 0 ≤ u ≤ u0,max − u0,min +
n−1∑

m=1

(um−1,m + um,max − um,min) (3.76)

und 0 ≤ v ≤ 1

und ein benötigter Parameterbereich der ersten Flächen p1 0 von

[
u0,min, u0,max +

n−1∑

m=1

(um−1,m + um,max − um,min)

]
× [v0,min, v0,max] ,

der mittleren Flächen (wenn n > 2) p1 g(g = 1, ..., n− 2) von


ug,min −

g∑

k=1

(uk−1,k + uk−1,max − uk−1,min), ug,max +
n−2∑

ℓ=g

(uℓ,ℓ+1 + uℓ+1,max − uℓ+1,min)




× [vg,min, vg,max]
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und der letzten Fläche p1 n−1 von
[
un−1,min −

n−1∑

m=1

(um−1,m + um,max − um,min), un−1,max

]
× [vn−1,min, vn−1,max] .

Damit bei der Berechnung der Verbundfläche die richtigen Stellen der einzelnen Flä-

chen verwendet werden, müssen die Flächenparameter uj, vj der einzelnen Flächen

p1 j(uj(u), vj(v)) mit j = 0, ..., n − 1 in Abhängigkeit der Flächenparameter u und v

der resultierenden Verbundfläche ausgedrückt werden. Für m = 1, ..., n− 1 ergibt sich

für die einzelnen Flächenparameter entsprechend

u0 = u+ u0,min

v0 = (v0,max − v0,min)v + v0,min

um = u+ um,min −
m∑

q=1

(uq−1,q + uq,max − uq,min)

vm = (vm,max − vm,min)v + vm,min .

(3.77)

Mithilfe der logistischen Funktion (Gleichung (3.70) aus Abschnitt 3.5.2.2) kann die

Verbundfläche aus zwei Flächenstücken zu

r(u, v) = (1 − Λ0) p1 0 + Λ0 p1 1 (3.78)

und die Verbundfläche aus n Flächenstücken (n > 2) zu

r(u, v) = (1 − Λ0) p1 0 +
n−3∑

i=0

Λi(1 − Λi+1) p1 i+1 + Λn−2 p1 n−1 (3.79)

berechnet werden. Die partiellen Ableitungen der Verbundfläche bis zur dritten Ord-

nung befinden sich im Anhang D.

Das Erzeugen von Verbundflächen wird im Folgenden an zwei Beispielen näher darge-

stellt. Die erste Verbundfläche wird aus drei elliptischen Paraboloiden

p1 0(u0, v0) =

[
u0 v0 c

u2
0

a2
+
v2

0

b2

]T

p1 1(u1, v1) =

[
u1 v1 c

u2
1

a2
+
v2

1

b2

]T

+ [3.0 0.0 0.0]T

p1 2(u2, v2) =

[
u2 v2 c

u2
2

a2
+
v2

2

b2

]T

+ [6.0 0.0 0.0]T

gemäß Gleichung (3.58) mit c = 1, a2 = b2 = −8.5 berechnet, wobei die Paraboloide

um jeweils 3 m zueinander versetzt sind und

u0,min = u1,min = u2,min = v0,min = v1,min = v2,min = −1.0

u0,max = u1,max = u2,max = v0,max = v1,max = v2,max = 1.0
(3.80)
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gilt (Abbildung 3.14). Die logistischen Funktionen Λ0(u) und Λ1(u) berechnen sich

gemäß Gleichung (3.70) zu

Λ0(u) =
1

1 + e−ξ1(u−ς1)
mit ξ1 =

ln
(

1 − 0.99

0.99

)

u1,0.99 − ς1
(3.81)

Λ1(u) =
1

1 + e−ξ2(u−ς2)
mit ξ2 =

ln
(

1 − 0.99

0.99

)

u2,0.99 − ς2
, (3.82)

wobei u1,0.99 = 3.0, ς1 = 2.5, u2,0.99 = 6.0 und ς2 = 5.5 gesetzt wurden, sodass die in

Abbildung 3.15 dargestellte Verbundfläche entsteht.

u0
v0 u1

v1 u2
v2u0,1 u1,2

Abbildung 3.14: Darstellung der drei Paraboloide, welche zur Erzeugung der Verbund-
fläche verwendet werden

Abbildung 3.15: Darstellung der aus den drei Paraboloiden erzeugte Verbundfläche
(graue Fläche) im Vergleich zu den ursprünglichen Paraboloiden (schwarze Linien)

Die zweite beispielhafte Verbundfläche wird aus zwei sich durchdringenden Zylindern

erstellt, welche gemäß Gleichung (3.59) berechnet werden. Für den ersten Zylinder

ergibt sich p1 0(u0, v0) = R[x, 90◦]R[y,−40◦]R[z,−90◦][a0 cos(v0) b0 sin(v0) u0]T und für

den zweiten Zylinder p1 1(u1, v1) = R[y, 180◦][a1 cos(u1) b1 sin(u1) v1]T, wobei für die

Konstanten a0 = b0 = a1 = 1.0 und b1 = 2.0 gilt. Bei dem zweiten Zylinder werden die

Flächenparameter getauscht, damit die Verbundfläche in u-Richtung entstehen kann.

Die Flächenstücke und die Parameter der logistischen Funktion sind dabei gemäß

u0,min = −4 ≤ u0 ≤ −0.9 = u0,max und v0,min = 0 ≤ v0 ≤ π = v0,max

u1,min = 3.7 ≤ u1 ≤ 4.6 = u1,max und v1,min = 1.5 ≤ v1 ≤ −1.5 = v1,max

u0.99 = 3.3 und ς = 3.2

gewählt worden. Abbildung 3.16 zeigt die sich durchdringenden Zylinder (a), die Teil-

flächenstücke zur Erzeugen der Verbundfläche (b) und die erzeugte Verbundfläche (c).
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u0

v0

u1

v1

u0,1

a) einzelne Zylinder b) Teilflächenstücke c) Verbundfläche

Abbildung 3.16: Darstellung der sich durchdringenden Zylinder (a), der verwendeten
Teilflächenstücken zur Erzeugung der Verbundfläche (b) und der erzeugten Verbund-
fläche (c)

3.5.3 Punktkontakt zwischen zwei Flächen

In vielen Anwendungsbereichen der Mehrkörperdynamik wird eine robuste Formulie-

rung zweier Körper, welche sich relativ zueinander bewegen, aber stets einen Kontakt-

punkt besitzen, benötigt. Die Bindungsgleichungen, die die Bewegung zweier Starr-

körper in Kontakt ermöglichen, können auf Positions- und Geschwindigkeitsebene auf-

gestellt werden. In diesem Kapitel werden zum einen Bindungsgleichungen auf Ge-

schwindigkeitsebene, welche weit verbreitet sind, aber zu Driftfehlern neigen, und zum

anderen Bindungsgleichungen auf Positionsebene, welche diesen Nachteil vermeiden,

vorgestellt und anschließend an zwei Beispielen verglichen. Das erste Beispiel befasst

sich mit einem sich auf einer Ebene drehenden prolaten Ellipsoid, sodass hier das Glei-

ten zwischen zwei Flächen behandelt wird, während bei dem zweiten Beispiel zwei

Paraboloide aufeinander und auf einer Ebene rollen.

3.5.3.1 Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene

Die Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene zur Beschreibung der Bewegung

von Mehrkörpersystemen wurden weitreichend untersucht (unter anderem von [Cai und

Roth, 1987] und [Montana, 1988]). Im Folgenden wird die Vorgehensweise von Monta-

na [Montana, 1988] verwendet. Dafür werden zwei konvexe Flächen S1 und S2 mit den

Flächenparametern u1, v1 und u2, v2 betrachtet, welche sich relativ zueinander bewe-
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gen, aber stets in einem Punkt Kontakt miteinander haben. Die Koordinatensysteme

K1 und K2 sind die Koordinatensysteme, in denen die Flächen dargestellt sind, und

K1D und K2D die dazugehörigen Darboux-Koordinatensysteme. Die Koordinatensyste-

me K1S und K2S sind Referenzkoordinatensysteme, welche die gleichen Ursprünge wie

die Darboux-Koordinatensysteme besitzen, aber starr mit den entsprechenden Koordi-

natensystemen K1 bzw. K2 verbunden sind (Abbildung 3.17). Die Bindungsgleichungen

K1

K2

K2D, K2S

K1D, K1S

u1

v1

u2

v2

z1D

r0 1 r1 1D

r2 2Dr0 2

K0

Abbildung 3.17: Darstellung der verwendeten Koordinatensysteme und Vektoren zum
Aufstellen der Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene

auf Geschwindigkeitsebene ergeben sich, wie in [Montana, 1988] beschrieben, zu

ω1S 2S = ω1 1D − ω2 2D + φ̇z1D

w1S 2S = w1 1D − w2 2D ,
(3.83)

wobei die Geschwindigkeiten ω1 1D, ω2 2D, w1 1D und w2 2D Funktionen der Flächenpara-

meter u1, v1 und u2, v2 (Gleichung (3.53)) sind und φ̇ die relative Winkelgeschwindigkeit

der Fläche S2 zur Fläche S1 um die gemeinsame Flächennormale ist. Unter Verwendung

von Gleichung (3.83) ergeben sich die absoluten Geschwindigkeiten der zweiten Fläche

zu

ω0 2 = ω0 1 + ω1 1D − ω2 2D + φ̇z1D

w0 2 = w0 1 + w1 1D + ω0 1 × r1 1D − w2 2D − ω0 2 × r2 2D .
(3.84)

Sollen die Flächen nicht nur aufeinander gleiten, sondern aufeinander rollen, so ist

die relative lineare Geschwindigkeit zwischen den beiden Flächen Null, also besitzen

die Darboux-Koordinatensysteme die gleiche lineare Geschwindigkeit, sodass sich der

nicht-holonome Zusammenhang
[
∂ r11 1D

∂u1

∂ r11 1D

∂v1

] 
 u̇1

v̇1


 =

[
∂ r12 2D

∂u2

∂ r12 2D

∂v2

] 
 u̇2

v̇2


 (3.85)

für die Flächenparameter ergibt. Eine kurze Beschreibung der Gleichungen sowie die

Darstellung der Beschleunigungs- und Kraftebene, befinden sich im Anhang E.
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3.5.3.2 Bindungsgleichungen auf Positionsebene

Da die Formulierung der Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene ohne Stabi-

lisierung zu Driftfehlern führen kann, wird im Folgenden eine Möglichkeit zur Beschrei-

bung der Bindungsgleichungen auf Positionsebene unter Verwendung des Flächenge-

lenkes vorgestellt. Werden zwei konvexe Flächen S1 und S2 mit den Flächenparame-

tern u1, v1 und u2, v2 betrachtet, so kann die relative Pose des Koordinatensystems

K2 bezüglich K1 durch die Aneinanderreihung eines weiteren Flächengelenkes S12 mit

Flächenparametern u12 und v12, eines Schubgelenkes mit Koordinate z12 und eines

Kugelgelenkes mit den Winkeln ϕ12, θ12 und ψ12, wobei der Winkel ϕ12 die Drehung

um die Flächennormale z12 beschreibt, dargestellt werden. Die Koordinatensysteme K1

und K2 sind die Koordinatensysteme, in denen die Flächen dargestellt sind und K1D

und K2D die entsprechenden Darboux-Koordinatensysteme, welche als Endpunkte ei-

ner offenen Kette verstanden werden können (Abbildung 3.18). Durch das Lösen von

v2

v2

u2
u2

u12

u12

v12v12

z12

z12




ϕ12

θ12

ψ12




K2

K2

K1

K1

K1D

K1Dz1D

y
2D

x2D K2D
K2D

u1

u1

v1

v1

K0

g

g

,

ϕ12

θ12

ψ12

K12
K12

(a) Schließbedingungen (b) Topologiediagramm

q =
[
u1 v1 ϕ12 u2 v2

]T

Abbildung 3.18: Darstellung der verwendeten Koordinatensysteme und Variablen zum
Aufstellen der Bindungsgleichungen auf Positionsebene
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Schließbedingungen auf Positionsebene

g1 = x1D · (r2D(u12, v12, z12, ϕ12, θ12, ψ12, u2, v2) − r1D(u1, v1)) = 0 Ebene–Punkt

g2 = y
1D

· (r2D(u12, v12, z12, ϕ12, θ12, ψ12, u2, v2) − r1D(u1, v1)) = 0 Ebene–Punkt

g3 = z1D · (r2D(u12, v12, z12, ϕ12, θ12, ψ12, u2, v2) − r1D(u1, v1)) = 0 Ebene–Punkt

g4 = z1D(u1, v1) · x2D(u12, v12, ϕ12, θ12, ψ12, u2, v2) = 0 Ebene–Ebene

g5 = z1D(u1, v1) · y
2D

(u12, v12, ϕ12, θ12, ψ12, u2, v2) = 0 Ebene–Ebene
(3.86)

befinden sich die Ursprünge der zwei Darboux-Koordinatensysteme am selben Ort und

die z-Achsen sind parallel, wobei die ersten drei Schließbedingungen einer geometri-

schen Messung des Typs II (Ebene - Punkt) und die letzten beiden Schließbedingungen

einer geometrischen Messung des Typs III (Ebene - Ebene) entsprechen (Abschnitt 3.2).

Analog zu den Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene (Gleichung (3.84)) kön-

nen die Bindungsgleichungen auf Positionsebene (Gleichung (3.86)) zum Erzeugen von

Punktkontakt zwischen zwei Flächen verwendet werden. Die nicht-holonome Rollbedin-

gung in Gleichung (3.85) kann zusätzlich hinzugefügt werden. Die Schließbedingungen

können, wie in [Kecskeméthy, 1993] beschrieben und in Kapitel 3.3 angedeutet, mithilfe

eines Newton-Lösers gelöst werden und in die kinematische Kette eingereiht werden,

um die Bewegungsgleichungen in Minimalform aufzustellen.

3.5.3.3 Anwendungsbeispiele

Es werden zwei Beispiele erläutert, bei denen die Bindungsgleichungen, welche die

Bewegung zweier Starrkörper in Kontakt beschreiben, auf Positionsebene mit den Bin-

dungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene verglichen werden. Anhand der Beispiele

soll gezeigt werden, dass das Lösen der Bewegungsgleichungen unter Betrachtung der

Bindungsgleichung auf Positionsebene zwar langsamer ist, als die Verwendung der Bin-

dungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene ohne Stabilisierung, aber trotzdem in ei-

ner akzeptablen Zeit stattfindet und Driftfehler vermieden werden. Die Bewegungsglei-

chungen wurden jeweils mit der Routine LSODAR von ODEPACK [Hindmarsh, 1983],

einem Livermore Gleichungslöser für gewöhnliche Differentialgleichungen mit automa-

tischer Methode zum Wechseln zwischen steifen und nicht-steifen Aufgabenstellungen

mit einem Ausgabezeitschritt von 5.0e-3 s und zwei verschiedenen Integratortoleranzen

(P1) relTol = 1.0e-11, absTol = 1.0e-10 und (P2) relTol = 1.0e-6, absTol = 1.0e-5

mit Bindungsgleichungen auf (a) Positions- und (b) Geschwindigkeitsebene ohne Sta-

bilisierung auf einen Prozessor Intel(R) Core(TM) i7-9700 CPU @ 3.00GHz berechnet.
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Das erste Beispiel wurde von [Moffatt und Shimomura, 2002] inspiriert, die das Aufrich-

ten eines hart gekochten Eis untersuchten, wenn es schnell genug auf einem Tisch ge-

dreht wird. Zum Nachbilden wird ein prolates Ellipsoid (a = c = 0.025 m, b = 0.033 m)

mit einer Masse von 80 g verwendet, welches sich zu Beginn mit einer Winkelgeschwin-

digkeit von 150 rad/s dreht. Es wurde die viskose Reibungskraft aus [Moffatt und Shi-

momura, 2002] verwendet, wobei die Differenzgeschwindigkeit zwischen Ei und Ebene

aus der Differenz der Darboux-Koordinatensysteme (Gleichung (3.83)) oder durch die

Gleichung

w1S 2S = w0 2 + ω0 2 × r2 2D (3.87)

berechnet werden kann, da sich die Ebene (der Tisch) in Ruhe befindet. Die Simula-

tionen wurden für zwei unterschiedliche Reibungskoeffizienten (µ = 0.3 und µ = 0.8)

durchgeführt. In [Moffatt und Shimomura, 2002] wird die Gleichung

tan θ = e−µq(t−t0) (3.88)

mit q = 5g(a2 − b2)/(2(a2 + b2)) zur Beschreibung des monotonen Aufrichtens des Eis

als Referenzkurve angegeben, wobei θ der Winkel zwischen der Längsachse des Eis und

der Vertikalen ist, t die Zeit beschreibt und t0 eine Integrationskonstante ist. Das Ei

wird so positioniert, dass der Winkel zwischen der Längsachse des Eis und der Verti-

kalen zu Beginn θ ≈ 77◦ beträgt. Je größer der Startwinkel ist, desto höher muss auch

die Anfangswinkelgeschwindigkeit sein, mit der sich das Ei dreht. Die Ergebnisse der

Simulationen sind in den Abbildungen 3.19 und 3.20 unter Verwendung der Bindungs-

gleichungen auf Positionsebene und auf Geschwindigkeitsebene aufgezeigt. Es ist zu

erkennen, dass die Simulationsergebnisse den beschriebenen Kurven von [Moffatt und

Shimomura, 2002] folgen. Werden die Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene

verwendet, unterscheiden sich die Simulationen mit den verschiedenen Integrationsto-

leranzen deutlich, denn das Ei kann sich nicht komplett Aufrichten bzw. der Winkel θ

wird im Laufe der Zeit wieder größer. Werden die Bindungsgleichungen auf Positions-

ebene verwendet, richtet sich das Ei bei der Verwendung beider Integrationstoleranzen

auf und kippt auch nicht mehr um. Abbildung 3.21 zeigt die Messungen g1 − g3 für

die Integrationstoleranzen P2. Hier ist ein Drift bei der Verwendung der Bindungs-

gleichungen auf Geschwindigkeitsebene ohne Stabilisierung zu erkennen. In Tabelle

3.1 sind die benötigten CPU-Zeiten für die vier Simulationen dargestellt. Werden die

Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene verwendet, wird eine etwas geringere

Simulationszeit benötigt, allerdings weisen die Ergebnisse aber auch, wie oben beschrie-

ben, einen Driftfehler auf.
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Tabelle 3.1: CPU-Zeiten für das sich aufrichtende Ei für 10 s Simulationszeit

(a) Positionsebene (b) Geschwindigkeitsebene
P1 P2 P1 P2

CPU-Zeit [s] 0.919447 0.34408 0.873915 0.333965

Zeit [s]

θ
[◦

]

Abbildung 3.19: Simulationsergebnisse des Aufstehenden Eis mit Bindungsgleichun-
gen auf Positionsebene unter Verwendung zweier Reibungskoeffizienten (µ = 0.3 und
µ = 0.8) und unterschiedlicher Integrationstoleranzen (P1 und P2). Die schwarze Linie
beschreibt die Referenzkurve aus [Moffatt und Shimomura, 2002]

Das zweite Beispiel zeigt zwei Paraboloide, welche durch Flächenanpassung mit bi-

variaten B-Splines fünften Grades anhand der Routine SURFIT [Dierckx, 1995] be-

rechnet werden und aufeinander und auf einer unbewegten Ebene rollen (Abbildung

3.22a). Die Formulierung der Bindungsgleichungen auf Positionsebene führt zu ei-

ner geschlossenen Kette mit zwei Schleifen (Abbildung 3.22b). Zur Ermittlung der

Datenpunkte der Paraboloide wird Gleichung (3.58) verwendet, wobei für das erste

Paraboloid a2 = b2 = 3.0, c = 1.0 und −2.0 ≤ u2, v2 ≤ 2.0 verwendet wird und

a2 = b2 = 0.5, c = 1.0 und −0.5 ≤ u3, v3 ≤ 0.5 für das zweite Paraboloid. Insge-

samt werden jeweils 169 (13 × 13) Datenpunkte und ein Glättungsfaktor von 0.05 für

die beiden Paraboloide verwendet. Abbildung 3.23 zeigt die drei Messungen g2
1 − g2

3

zwischen K3D und K2CP für die Lösung der Bewegungsgleichungen unter Betrachtung

der Bindungsgleichung auf Positionsebene (a) und auf Geschwindigkeitsebene (b) und

den Integrationstoleranzen P2 und Tabelle 3.2 zeigt die Simulationszeiten aller vier

Simulationen. Die Verwendung der Bindungsgleichungen auf Positionsebene führt, im
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Zeit [s]

θ
[◦

]

Abbildung 3.20: Simulationsergebnisse des Aufstehenden Eis mit Bindungsgleichungen
auf Geschwindigkeitsebene ohne Stabilisierung unter Verwendung zweier Reibungskoef-
fizienten (µ = 0.3, µ = 0.8) und unterschiedlicher Integrationstoleranzen (P1 und P2).
Die schwarze Linie beschreibt die Referenzkurve aus [Moffatt und Shimomura, 2002]

(a)

(b)

g
3

[m
]

g
2

[m
]

g
1

[m
]

Zeit [s]

Abbildung 3.21: Verlauf der Messungen g1 −g3 (Gleichung (3.86)) in den ersten 10 s der
Simulation für die Lösung der Bewegungsgleichungen unter Betrachtung der Bindungs-
gleichungen auf (a) Positionsebene und (b) Geschwindigkeitsebene ohne Stabilisierung
für das sich aufrichtende Ei
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(a) Schließbedingungen (b) Topologiediagramm

Abbildung 3.22: Darstellung der verwendeten Koordinatensysteme und Variablen zum
Aufstellen der Bindungsgleichungen auf Positionsebene für drei aufeinander rollende
Flächen

Gegensatz zu der Verwendung der Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene oh-

ne Stabilisierung, zu keinen Driftfehlern, benötigt aber eine längere CPU-Zeit.

Tabelle 3.2: Darstellung der verschiedenen CPU-Zeiten für die auf einer Ebene rollenden
Paraboloide für 20 s Simulationszeit

(a) Positionsebene (b) Geschwindigkeitsebene
P1 P2 P1 P2

CPU-Zeit [s] 5.00772 1.94759 2.5749 0.923197

Wird ein Turm aus aufeinander rollenden Paraboloiden auf einer Ebene gebildet, die

Bindungsgleichungen auf Positionsebene formuliert und die Integrationstoleranzen P1

verwendet, können bis zu fünf B-Spline-Paraboloide verwendet werden, um die Simula-

tion in Echtzeit durchzuführen (19.3864 s CPU-Zeit für 20 s Simulationszeit). Werden

anstatt B-Spline-Flächen parametrische Flächen verwendet, können bis zu sechs Pa-

raboloide aufeinander rollen, während die Simulation in Echtzeit durchgeführt wird

(19.5114 s CPU-Zeit für 20 s Simulationszeit).
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(a) (b)

Zeit [s]

g
2 3

[m
]

g
2 2
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]
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]

Abbildung 3.23: Verlauf der Messungen g1 −g3 (Gleichung (3.86)) in den ersten 20 s der
Simulation für die Lösung der Bewegungsgleichungen unter Betrachtung der Bindungs-
gleichungen auf (a) Positionsebene und (b) Geschwindigkeitsebene ohne Stabilisierung
für drei aufeinander rollende Flächen ohne Gleiten
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4 Modellierung röhrenförmiger Wasserrutschen

mit Kreisquerschnitt

Im folgenden Kapitel wird zunächst auf die hier benötigten Grundlagen der Strömungs-

mechanik (Bernoulli-Stromfadentheorie, die Verwendung der Saint-Venant-Gleichung

und die Berechnung der Reynolds-Zahl in offenen Kanälen) eingegangen und anschlie-

ßend eine stationäre Wasserrinnenströmung mithilfe des zuvor beschriebenen Flächen-

gelenkes, der Stromfadentheorie und der Saint-Venant-Gleichung für eine röhrenförmi-

ge Wasserrutsche mit konstantem Kreisquerschnitt berechnet. Des Weiteren wird ein

kinematisches Modell für die rutschende Person mit drei Kontaktpunkten zur Wasser-

rutsche verwendet, welches anhand von Reibungs- und Widerstandskoeffizienten mit

der Rutschenoberfläche und der Wasserrinnenströmung interagiert. Die parametrische

Fläche des Flächengelenkes wird dabei als B-Spline-Mittellinie mit konstantem Kreis-

querschnitt modelliert. Anschließend wird die Wasserrinnenströmung und die Fahrt

einer rutschenden Person auf einer realen Wasserrutsche simuliert und mit Messungen

verglichen. Zusätzlich wird die Wasserrinnenströmung in einer CFD Simulation in der

Simulationssoftwareumgebung OpenFOAM ermittelt und mit der Messung und der

Flächengelenksimulation (rutschende Punktmasse) verglichen.

4.1 Grundlagen der Strömungsmechanik

Die Stromfadentheorie besagt, dass in vielen Anwendungsbereichen die Strömung eines

Fluides anhand eines Stromfadens dargestellt werden kann. Die Strömungseigenschaf-

ten können dann durch eine mittlere Stromlinie, welche durch den Stromfaden verläuft

in Abhängigkeit der Bogenlänge ζ und, bei nicht stationären Strömungen, der Zeit t

beschrieben werden. [Spurk und Aksel, 2020]

Die Bernoulligleichung für stationäre, inkompressible Strömungen lautet

ρ
w2

2
+ p+ ρgh = konstant , (4.1)

wobei ρ die Dichte, w die Geschwindigkeit des Wassers, p der Druck, g die Erdbe-

schleunigung und h die Höhe über ein bestimmtes Nullniveau sind. Die potentielle

und kinetische Energie eines Punktes auf der Stromlinie ist gleich der kinetischen und

potentiellen Energie eines anderen Punktes auf der Stromlinie vermindert um einen

Reibungsanteil. [Spurk und Aksel, 2020]
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Die Saint-Venant-Gleichung wird für die Beschreibung von flachem Wasser verwendet.

Dabei wird unter anderem angenommen, dass

• eine hydrostatische Druckverteilung vorliegt,

• dass die Untergrundneigung so klein ist, dass die Wassertiefe senkrecht zur Ober-

fläche ungefähr der Wassertiefe vertikal zur Oberfläche entspricht und

• dass der Querschnitt und die Untergrundneigung sich nicht verändern. [Chaudhry,

2008]

Eine Herleitung der Saint-Venant-Gleichung findet sich in [Chaudhry, 2008]. Da die

einzelnen Terme der Saint-Venant-Gleichung in Kapitel 4.2 erläutert werden, wird hier

auf eine Beschreibung der Saint-Venant-Gleichung selbst verzichtet.

In offenen Gewässern wird die Reynolds-Zahl gemäß

Re =
w (A/P)

ν
(4.2)

berechnet, wobei w die Geschwindigkeit des Wassers, ν die kinematische Viskosität des

Wassers und der Quotient A/P der hydraulische Radius (Quotient aus Querschnittsflä-

che A und benetztem Umfang P des Wassers), und in diesem Fall die charakteristische

Länge der Strömung, sind. [Chaudhry, 2008]

4.2 Berechnung der stationären Wasserrinnenströmung für

einen Wasserzulauf

In diesem Abschnitt werden die Stromfadentheorie und die Saint-Venant-Gleichung

verwendet, um die Wasserrinnenströmung in einer röhrenförmigen Rutsche mit einem

Wasserzulauf und konstantem Kreisquerschnitt zu ermitteln. Die Fläche der Rutsche

wird als B-Spline-Mittellinie mit konstantem Kreisquerschnitt mit Radius r und Quer-

schnittsfunktion s = [0 −cos(v)r −sin(v)r]T dargestellt. Zudem werden die Parameter

des Flächengelenkes zu σ = 1, αu = 0 und αv = 1 gesetzt. Wenn Wasser im statio-

nären Zustand fließt, ist der resultierende Stromfaden fest im Raum und durch eine

mediane Stromlinie darstellbar und die Summe der kinetischen und der potentiellen

Energie eines Punktes auf der Stromlinie entspricht der Summe der kinetischen und

der potentiellen Energie eines anderen Punktes auf der Stromlinie minus eines Terms,
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welcher die Reibung berücksichtigt [Spurk und Aksel, 2020]. Im Zusammenhang mit

der Saint-Venant-Gleichung [Chaudhry, 2008] kann eine flache Wasserströmung durch

∂w

∂t︸︷︷︸
=0, stationär

+ w
∂w

∂ζ
+ g

∂h

∂ζ
+ g(Sf − S0) = 0 , (4.3)

mit Wasserkoordinate ζ, Wassergeschwindigkeit w, Wasserhöhe h, Erdbeschleunigung

g, Reibungsgefälle Sf , Untergrundneigung S0 und Zeit t beschrieben werden. Unter der

Annahme einer stationären Strömung folgt

dw

dt
= 0 und w = w(ζ) =

dζ

dt
. (4.4)

Da die Geschwindigkeit w des Wassers nur eine Funktion des Ortes ist, ergibt sich für

den zweiten Term der Saint-Venant-Gleichung (Gleichung (4.3)) mithilfe der Ketten-

regel

w
dw

dζ
=

dw

dζ

dζ

dt
=

dw

dt
= ẇ . (4.5)

Der dritte Term beschreibt die partielle Ableitung des hydrostatischen Drucks nach

der Wasserkoordinaten, wobei die Dichte des Wassers bereits aus der Gleichung ge-

kürzt wurde. Der vierte Term ist äquivalent zu dem, was in der Mehrkörperdynamik

des zweiten Newton’schen Gesetzes als Summe der Kräfte zusammengefasst wird. Hier

sind das Bremsen aufgrund der Reibung und die Beschleunigung aufgrund der Un-

tergrundneigung zusammengefasst. Die Saint-Venat-Gleichung kann in eine allgemeine

Mehrkörpergleichung für eine virtuelle Punktmasse mw = 1 kg, welche sich entlang ei-

ner Kurve auf der Fläche bewegt, überführt werden. Diese Kurve entspricht dann einer

Stromlinie des Wassers, anhand derer die gesamte Wasserrinnenströmung beschrieben

werden kann.

Es werden zwei Koordinatensysteme

eingeführt. Zum einen das Darboux-

Koordinatensysem KM (Flächengelenk-

parameter σ = 1, αu = 0 und αv = 1),

welches sich auf der Fläche bewegen kann

und an dem sich die virtuelle Punktmas-

se mw befindet und zum anderen das Ko-

ordinatensystem Kw, welches den glei-

chen Ursprung wie das Koordinatensys-

tem KM besitzt.

FR

w
xw

y
w

KM

g

ζ
xM

y
M

Abbildung 4.1: Rutschende Punktmasse auf
einer Wasserrutsche

Die z-Achse zw des Koordinatensystems Kw ist parallel zur der z-Achse des Darboux-

Koordinatensystems KM , also normal zu der Fläche gerichtet. Die x-Achse xw des Ko-
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ordinatensystems Kw zeigt dabei in Richtung der Geschwindigkeit der Punktmasse bzw.

der Wassergeschwindigkeit (eindimensionale Richtung der Saint-Venant-Gleichung) und

somit tangential zur Trajektorie der Punktmasse. Wird eine Wassersäule entlang der

Stromlinie normal zur Fläche betrachtet, so wirken als externe Kräfte die Gewichts-

kraft mwg, die Reibungskraft −FRxw in entgegengesetzte Richtung der Geschwindigkeit

und die Normalkraft Nzw. Nach Multiplikation der Saint-Venant Gleichung (Gleichung

(4.3)) und Überführung in dreidimensionale Vektorschreibweise ergibt sich die Mehr-

körpergleichung der Punktmasse zu

mwẇ + κxw︸︷︷︸
Saint-Venant-Korrekturfaktor

= −FRxw +NzM +mwg . (4.6)

Hierbei bezeichnet xw einen Einheitsvektor in Richtung der Wassergeschwindigkeit

(tangential zur Bahn der Punktmasse), FR ist die resultierende Reibung zwischen Was-

ser und Rutsche, N ist die aktuelle Normalkraft, zM ist der Einheitsvektor senkrecht

zur Fläche, g beschreibt den Vektor der Erdbeschleunigung und κ den Saint-Venant-

Korrekturfaktor. Dabei entspricht Gleichung (4.6) in Richtung der Geschwindigkeit xw

Gleichung (4.3) für eine gerade Untergrundneigung. Die Mehrkörpergleichung stimmt

mit dem Bernoulli-Ansatz überein, welcher besagt, dass die Summe aus potentieller

und kinetischer Energie eines Punktes auf der Stromlinie der Summe der potentiellen

und kinetischen Energie eines anderen Punktes auf der Stromlinie, vermindert um Rei-

bungseffekte, entspricht, nur, dass noch der Saint-Venant-Korrekturterm für die flache

Wasserströmung ergänzt wird.

Um die Beschleunigung der Flächenkoordinaten und die Grenzen der Wasserrinnen-

strömung auf der Fläche zu ermitteln, werden die folgenden Schritte berücksichtigt:

1) Definition der Reibungskraft

Die Reibungskraft wird proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit gewählt (Pro-

portionalitätsfaktor f), da die Reynolds-Zahl sich für diese Anwendung auf Re ≈
86600 beläuft (Wassergeschwindigkeit w ≈ 3.5 m/s, kinematische Viskosität ν ≈ 1.0 ×
10−6 m2/s und hydraulischer Radius A/P ≈ 0.0025 m). Es wird angenommen, dass die

Reibung aus drei Komponenten

FR = fw2 = (f1 + χf2 + H(χu)χuf3)w
2 H(χu) =





0 wenn χu ≤ 0

1 sonst
(4.7)

besteht. Hierbei ist χ die Krümmung der Mittellinie

χ =
‖ru × ruu‖

‖ru‖3
, (4.8)
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χu die partielle Ableitung der Krümmung der Mittellinie bezüglich der Longitudinal-

koordinate u

χu =
‖ru × ruu‖u‖ru‖3 − ‖ru × ruu‖(‖ru‖3)u

‖ru‖6
(4.9)

mit ‖ru × ruu‖u =
(ru × ruuu)(ru × ruu)

‖ru × ruu‖
und (‖ru‖3)u = 3ru · ruu‖ru‖

und H(χu) die Heaviside-Funktion, welche Eins für positive Argumente und sonst Null

liefert (Abbildung 4.2). Der erste Teil berücksichtigt die konstante Reibung über der

Wasserrutsche. Der zweite Teil, welcher als Druckverlust in Rohrkrümmungen in der

Literatur (beispielsweise [Idel’čik, 1966]) beschrieben wird, wird der Zentrifugalkraft

zugeordnet und ist abhängig von der Krümmung der Mittellinie. Der letzte Teil kann

auf den „Splash-Effekt“ zurückgeführt werden, wenn das Wasser auf ein Segment mit

höherer Krümmung (kleinem Krümmungsradius), ausgehend von einem Segment mit

kleinerer Krümmung (großer Krümmungsradius), trifft. Die Modellparameter f1, f2 und

f3 werden in Abschnitt 4.4.1 anhand numerischer Optimierung ermittelt.

u

uu

Mittellinie
Mittellinie

Mittellinie

χ = 0

χ > 0

ρ =
1

χ

konstante Reibung Zentrifugalkraft „Splash-Effekt“

Abbildung 4.2: Veranschaulichung des konstanten Reibungsparameters f1 (links), des
krümmungsabhängigen Reibungsparameters f2 (mittig) und des Reibungsparameters
f3, welcher abhängig von der Krümmungsänderung der Mittellinie ist (rechts)

2) Allgemeine Kinematik

Die Beschleunigung des Wasser kann entweder durch die Winkelgeschwindigkeit des

Wasserquerschnitts durch

ẇ = ẇxw + wėw = ẇxw + w(θ̇y
w
−ψ̇zM) , (4.10)

wobei θ̇ die Winkelgeschwindigkeit um die zM -Achse und ψ̇ die Winkelgeschwindigkeit

um die y
w
-Achse sind, oder durch die Flächenkoordinaten zu

ẇ = ruü+ rvv̈ + â mit â = ruuu̇
2 + 2ruvu̇v̇ + rvvv̇

2 (4.11)
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berechnet werden.

3) Normalkraft

Durch Multiplikation der Gleichung (4.6) mit zM ergibt sich die Normalkraft N zu

mwzM · (ruü+ rvv̈ + â) = N +mwzM · g ⇒ N = mwzM · (â− g) . (4.12)

4) Saint-Venant-Korrekturfaktor - Kontinuitätsgleichung

Die Saint-Venant-Gleichung (Gleichung (4.3)) beruht unter anderem auf den Annah-

men, dass die Untergrundneigung gering ist und die Stromlinie nur kleine Krümmungen

aufweist, sodass eine hydrostatische Druckverteilung vorliegt [Chaudhry, 2008]. Eine

Multiplikation des dritten Terms der Saint-Venant-Gleichung mit der virtuellen Mas-

se mw, würde einen entsprechenden Korrekturfaktor κ in der Mehrkörpergleichung

(Gleichung (4.6)) ergeben, welcher proportional zum virtuellen Gewicht ist. Für den

Fall einer gekrümmten Stromlinie, wie bei einer Wasserrutsche, ist es realistischer,

den Korrekturfaktor κ proportional zu der Normalkraft zu wählen. Der Saint-Venant-

Korrekturfaktor κ wird durch

κ = N
∂h

∂ζ
(4.13)

beschrieben und kann mithilfe der Kontinuitätsgleichung Q = Aw = konstant berech-

net werden, wobei A die Querschnittsfläche des Wassers ist. Aufgrund des Winkels β

zwischen der Wassergeschwindigkeit und der Tangente der Mittellinie, welche parallel

zur negativen y
M

-Achse des Darboux-Koordinatensystems ist, ist die Querschnittsflä-

che des Wassers in einem geraden Rutschenabschnitt ein Teil einer Ellipse mit Ne-

benachse r (Radius des Kreisquerschnitts der Wasserrutsche) und Hauptachse a. Da

die Wasserhöhe h in der Wasserrutsche sehr gering ist, wird die Ellipse durch einen

Kreis mit Radius R angenähert, welcher dem Krümmungsradius des Nebenscheitels

der Ellipse entspricht (Abbildung 4.3). Dieser Ersatzquerschnitt wird für die gesamte

Wasserrutsche verwendet.

Die Berechnung der Nebenachse

a = r
√

1 + tan(β)2 = r

√√√√1 +

(
xM · w

y
M

· w

)2

(4.14)

und des Krümmungsradius des Nebenscheitels

R =
a2

r
= r


1 +

(
xM · w

y
M

· w

)2

 (4.15)
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Abbildung 4.3: Darstellung der Wasserrinnenströmung in einer Wasserrutsche mit kreis-
förmigen Querschnitt

können singulär werden, wenn das Wasser senkrecht zur Tangente der Mittellinie fließt,

was sehr unwahrscheinlich für diese Art der Wasserrutsche ist. Die partielle Ableitung

der Wasserhöhe nach der Wasserposition kann mithilfe der Kontinuitätsgleichung

∂(Aw)

∂t
=
∂(A

√
w · w)

∂t
= 0 (4.16)

über

(
∂A

∂h︸︷︷︸
b

∂h

∂ζ

∂ζ

∂t
+
∂A

∂R︸︷︷︸
Rα−b

∂R

∂t

)
w = −Axw · ẇ (4.17)

zu
∂h

∂ζ
=

1

wb

(
−A

w
xw · ẇ − (Rα− b)Ṙ

)
(4.18)

mit

Ṙ = 2r

(
xM · w

−(y
M

· w)

w2

(y
M

· w)2

)
(θ̇ − y

M
· ẋM)

θ̇ =
y

w
· g

w

ẋM = −rv × (rv × ruv)

‖rv‖3
u̇− rv × (rv × rvv)

‖rv‖3
v̇

α = 2acos(1 − h/R)

b = 2R sin(α/2)

(4.19)

berechnet werden, wobei b die Wasserbreite und α der Mittelpunktswinkel sind. Eine

Herleitung zur Berechnung von ∂A/∂h, ∂A/∂R, Ṙ und θ̇ findet sich im Anhang F.

5) Tangentialbeschleunigung

Durch die Multiplikation von Gleichung (4.6) mit xw ergibt sich die Tangentialbeschleu-

nigung des Wassers zu

ẇ =
1

1 − N

mw

1

bw

A

w

(
N

mw

1

bw
(Rα− b)Ṙ − FR

mw

+ xw · g
)
. (4.20)
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6) Beschleunigungsgleichungen in Flächenkoordinaten

Um die Beschleunigung der Flächenkoordinaten zu erhalten, werden zum einen Glei-

chung (4.6) mit y
w

und zum anderen Gleichung (4.11) mit xw multipliziert, sodass

sich

y
w
(ruü+ rvv̈ + â) = y

w
· g (4.21)

ẇ = xw(ruü+ rvv̈ + â) (4.22)

⇔

 ü

v̈


 =


 y

w
· ru y

w
· rv

xw · ru xw · rv




−1 
 y

w
· (g − â)

ẇ − xw · â


 (4.23)

ergibt. Die Trajektorie der Punktmasse kann durch numerische Integration der ge-

wöhnlichen Differentialgleichungen, welche die Beschleunigungen der Flächenkoordina-

ten mit den Anfangsbedingungen q
0

= [u0, v0]T und q̇
0

= [u̇0, v̇0]T und die zeitliche

Änderung der Wasserhöhe

ḣ =
1

b

(
−A

w
xw · ẇ − (Rα− b)Ṙ

)
(4.24)

mit Anfangsbedingung h0, passend zum Wasserquerschnitt zu Beginn, beinhalten, er-

mittelt werden.

7) Flächenkoordinaten der Grenzen der Wasserrinnenströmung

Um die Flächenkoordinaten der Grenzen der Wasserrinnenströmung zu finden, wird

das Koordinatensystem Kw verwendet, welches den gleichen Ursprung und die gleiche

z-Achse wie das Darboux-Koordinatensystem KM besitzt. Die x-Achse von Kw wird

parallel zur linearen Geschwindigkeit des Wasser definiert und die y-Achse komple-

mentiert das rechtshändige Koordinatensystem. Beginnend bei Koordinatensystem Kw,

werden zwei weitere Koordinatensysteme KwL und KwR hinzugefügt, deren Ursprünge

um die Wasserhöhe in zw-Richtung und die halbe Wasserbreite b/2 in positive bzw. ne-

gative y
w
-Richtung verschoben sind. Zwei weitere Darboux-Koordinatensysteme KD,wL

und KD,wR mit den Flächenkoordinaten [uwL vwL]T und [uwR vwR]T auf der Wasserrut-

sche werden eingeführt, um die Zwangsbedingungen

(rD,wL − rwL) · xD,wL = 0

(rD,wL − rwL) · y
D,wL

= 0



 2 Punkt-Ebene Bedingung (4.25)

(rD,wR − rwR) · xD,wR = 0

(rD,wR − rwR) · y
D,wR

= 0



 2 Punkt-Ebene Bedingung (4.26)

zur Positionierung der Darboux-Koordinatensysteme mit einer minimalen Distanz zu

den beiden Koordinatensystemen KwL und KwR zu formulieren (Abbildung 4.4).
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replacemen

KD,wR

KD,wR

KwR

KwR

Kw

KwL

KD,wL

h

b/2
Wasserzulauf

w0

w

Abbildung 4.4: Darstellung der verwendeten Koordinatensysteme, um die Grenzen der
Wasserrinnenströmung zur ermitteln (links), und eine Vergrößerung der rechten Grenze
(rechts)

4.3 Modellierung einer rutschenden Person

Die rutschende Person wird als offene kinematische Kette aus Starrkörpern, bestehend

aus einem Becken (Referenzkoordinatensystem KB), einem Unterkörper, welcher durch

ein Drehgelenk, welches die Flexion ϕU der Beine erlaubt, mit dem Becken verbunden

ist und einem Oberkörper, welcher durch ein Drehgelenk, welches die Vorwärtsneigung

ϕO des Rumpfes erlaubt, mit dem Becken verbunden ist, modelliert. Die Person rutscht

mit gekreuzten Armen und Beinen (Abbildung 4.5).

uOuO

uU

uU

vU

vU

vOvO

g
O

g
O

g
U

g
U

ϕO

ϕO

ϕU

ϕU

Körper
U

Körper
O

uB

uB

vB

vB

ϕB

ϕB

KB

KB

KU

KU

KO

KO

KDOKDO

KDU

KDU

KDB

KDB

K1

K1

q = [uB vB ϕB]T

(a) Modell einer rutschenden Person (b) Topologiediagramm

Abbildung 4.5: Modell (a) und Schließbedingungen (b) einer rutschenden Person

Die offene kinematische Kette rutscht mit drei Kontaktpunkten, am Becken (Koordi-

natensystem KB), an den Fersen (Koordinatensystem KU) und am Rücken (Koordi-



70 4 Modellierung röhrenförmiger Wasserrutschen mit Kreisquerschnitt

natensystem KO), die Wasserrutsche hinunter, wobei die drei Kontaktpunkte die Was-

serrutsche stets berühren und kein Abheben dieser möglich ist. Die Freiheitsgrade des

Systems q = [uB vB ϕB]T ist die Lage des Beckens, welche durch die Position [uB vB]T

auf der Wasserrutsche und der Drehung ϕB um die entsprechende Flächennormalen zB

der Wasserrutsche beschrieben wird. Zwei zusätzliche Darboux-Koordinatensysteme

KDU
und KDO

auf der Wasserrutsche werden eingeführt, um die Schließbedingungen

g
U

=




xT
DU

yT
DU

zT
DU



[
rU(uB, vB, ϕB, ϕU) − rDU

(uU , vU)
]

= 0 3 Punkt–Ebene Bed.

g
O

=




xT
DO

yT
DO

zT
DO



[
rO(uB, vB, ϕB, ϕO) − rDO

(uO, vO)
]

= 0 3 Punkt–Ebene Bed.

(4.27)

zu formulieren, welche zu zwei geschlossen kinematischen Ketten und den, oben be-

schriebenen, drei Freiheitsgraden führt (Abbildung 4.5b).

Im Folgenden wird nun zunächst allgemein erläutert, wie die Reibungskraft und die

Wasserwiderstandskraft für rutschende Objekte berechnet werden. Um Reibungseffek-

te, welche auf das rutschende Objekt wirken, zu simulieren, wird die Reibungskraft

F F = −µD

(
‖ND‖ ‖wD‖−1 wD

)
, (4.28)

eingeführt, wobei µD der Reibungskoeffizient, ND die resultierende Normalkraft, welche

auf das entsprechende Darboux-Koordinatensystem KD wirkt und wD die lineare Ge-

schwindigkeit von KD sind. Um die Wasserwiderstandskraft, welche aus der Interaktion

des rutschenden Objektes mit der Wasserrinnenströmung resultiert, annäherungswei-

se zu berechnen, wird eine Kugel um die Geometrie des rutschenden Objektes gelegt,

welche sich mit dem Darboux-Koordinatensystem bewegt (Abbildung 4.6), sodass sich

die Wasserwiderstandskraft zu

FD = −0.5CD ρw Ac ‖wD − w‖ (wD − w) (4.29)

berechnet, wobei CD der Widerstandskoeffizient ist, welcher gemäß [Morrison, 2006]

berechnet wird, ρw die Dichte des Wassers, wD − w die relative Geschwindigkeit des

Darboux-Koordinatensystems gegenüber dem Wasser und Ac die projizierte Fläche des

Kugelsegmentes unter Wasser auf eine Ebene senkrecht zur Richtung der relativen

Geschwindigkeit sind. Die Fläche Ac wird berechnet, indem zunächst das Kugelseg-

ment unter Wasser ermittelt wird und anschließend, wie in [Peters und Dachsbacher,
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2019] beschrieben und im Anhang G erläutert, auf die Ebene senkrecht zur relati-

ven Geschwindigkeit projiziert wird. Um die Berechnung zu vereinfachen, wird die

Wasserwiderstandskraft „eingeschaltet“, wenn das Darboux-Koordinatensystem KD in

die Wasserrinnenströmung eintritt, und „ausgeschaltet“, wenn es die Wasserrinnenströ-

mung verlässt. Der exakte Zeitpunkt, wann dies passiert, kann während der Integration

durch einen Integrator mit Wurzelsuchfunktion ermittelt werden. Da der Winkel β zwi-

schen linearer Geschwindigkeit des Wassers und der Tangente der Mittellinie gering ist,

wird die Geschwindigkeit der Stromlinie des Wassers w und die Wasserhöhe h an der

Position u in Längsrichtung zur Vereinfachung für das Wasser in dem dazugehörigen

Querschnitt der Wasserrutsche verwendet. Wenn sich das Darboux-Koordinatensystem

KD im Wasser befindet, kann das Kugelsegment, welches sich unter Wasser befindet, in

geschlossener Form in der xz-Ebene des Koordinatensystems KM berechnet werden, in-

dem die Schnittpunkte S1 und S2 (Abbildung 4.6) gefunden werden. Die z-Koordinate

der Vektorsumme

rM Si
= rM D + rD C + rC Si

in Koordinaten des Koordinatensystems KM ergibt

rM
M D

∣∣∣∣∣
z

+ rM
D C

∣∣∣∣∣
z

+







cos(γ) 0 sin(γ)

0 1 0

− sin(γ) 0 cos(γ)







cos(ϕi) rS

0

− sin(ϕi) rS







∣∣∣∣∣
z

− h = 0

⇔ − sin(γ) rS

︸ ︷︷ ︸
A

cos(ϕi) − cos(γ) rS

︸ ︷︷ ︸
B

sin(ϕi) + rM
M D

∣∣∣∣∣
z

+ rM
D C

∣∣∣∣∣
z

− h

︸ ︷︷ ︸
C

= 0 , (4.30)

wobei γ den Winkel zwischen den beiden Tangenten des Querschnittes s(v) an den

Positionen von KM und KD bezeichnet. Gleichung (4.30) liefert die geschlossene Lösung

sin(ϕi) =
−BC ± A

√
A2 +B2 − C2

A2 +B2

cos(ϕi) =
−AC ∓B

√
A2 +B2 − C2

A2 +B2

ϕi = atan2(sin(ϕi), cos(ϕi)) (4.31)

für die beiden Winkel ϕ1 und ϕ2, welche die beiden Schnittpunkte S1 und S2 definieren.
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KM

KD

KC

zM

rM S1

rC S1

rD C

rM D

γ

S1
S2

rS

ϕ1

KD

Cw
s(v)

h

Abbildung 4.6: Darstellung der Kugel, die sich mit dem Darboux-Koordinatensystem
bewegt (links) und Ansatz zur Bestimmung der Schnittpunkte zwischen Kugel und
Wasser

Um nun die rutschende Person zu modellieren (Abbildung 4.7), werden das kinemati-

sche Modell der rutschenden Person und die wirkenden Kräfte auf rutschende Objekte

kombiniert. In jedem der drei Kontaktpunkte zwischen der rutschenden Person und

der Wasserrutsche werden eine Reibungskraft und eine Wasserwiderstandskraft einge-

prägt. Die Radien für die Kugeln zur Berechnung der Wasserwiderstandskraft betragen

hier 0.5 m für das Becken und den Oberkörper und 0.05 m für den Unterkörper. Die

Massenverteilung, die Trägheitsradien und die relativen Längen der Körpersegmente

werden gemäß [de Leva, 1996] und [Winter, 2009] berechnet. Insgesamt ergeben sich

die Bewegungsgleichungen, wie in Gleichung (3.36) beschrieben, mit den verallgemei-

nerten Koordinaten q = [uB vB ϕB]T und dem Vektor der verallgemeinerten Kräfte

Q(q) = Q
G

(q) + Q
F

(q) + Q
D

(q), welche die Projektion Q
G

(q) der Gravitationskräfte,

die Projektion Q
F

(q) der Reibungskräfte F F und die Projektion Q
D

(q) der Wasser-

widerstandskräfte FD sind, welche jeweils auf die Darboux-Koordinatensysteme KDB
,

KDU
und KDO

wirken. Die dazugehörigen projizierten Jacobi-Matrizen der geschlosse-

nen kinematischen Kette können, wie im Abschnitt 3.2 beschrieben, ermittelt werden.

uO

uU

vU

vO

uB

vB

ϕB

Abbildung 4.7: Aufnahme der rutschenden Person mit gekreuzten Armen und Beinen
sowie das entsprechende Mehrkörpermodell
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4.4 Ergebnisse

Das Flächengelenk, das Modell zur Berechnung der Wasserrinnenströmung einer röh-

renförmigen Rutsche mit Kreisquerschnitt und das Modell einer rutschenden Person

wurden verwendet, um einen Abschnitt einer realen Wasserrutsche (Länge 70.7 m) der

Firma wiegand.waterrides GmbH [wiegand.waterrides GmbH] mit konstantem Quer-

schnitt, welcher aus einem Halbkreis (Radius r = 0.52 m) und zwei geraden Strecken

der Länge L = 0.164 m (Abbildung 4.8) besteht, zu simulieren. Da während der Mes-

sung weder die Wasserrinnenströmung noch die rutschende Person den halbkreisförmi-

gen Teil der Wasserrutsche verlässt, wird die Querschnittsfläche zur Vereinfachung als

Kreis modelliert. In Abschnitt 4.4.1 werden die Reibungsparameter zur Bestimmung

der Stromlinie des Wassers durch eine Optimierung ermittelt und die so berechne-

te Strömung mit der Messung verglichen. Anschließend wird in Abschnitt 4.4.2.2 die

Strömung zusätzlich mit der CFD-Software OpenFOAM (Field Operation And Mani-

pulation) [OpenFOAM] simuliert. Die in OpenFOAM simulierte Strömung wird mit

der anhand der ermittelten Stromlinie berechneten Strömung und der Messung vergli-

chen. In Abschnitt 4.4.3 wird der Reibungsparameter der rutschenden Person durch

eine Optimierung ermittelt und mit der Messung verglichen.

4.4.1 Parameteridentifikation für die Stromlinie

Die Wasserrinnenströmung wurde anhand von Canon EOS 2000D Videokameras mit

einer Auflösung von 640×480 (25 fps) sowie einer Parrot Anafi Drohne mit einer Auflö-

sung von 4096 × 2160 (24 fps) aufgenommen. Zur Messung der Wasserrinnenströmung

wurden Markierungen auf der Wasserrutsche an 28 verschiedenen Querschnitten ent-

lang der Wasserrutsche und in einem Abstand von ∆ℓ = 0.1 m entlang des Querschnit-

tes per Hand geklebt. Um die simulierten Ergebnisse mit den Messungen zu vergleichen,

wird die Mitte der Strömung an jedem Querschnitt i ermittelt (Abbildung 4.8)

ℓM
i =

ℓM
1,i + ℓM

2,i

2
(4.32)

und durch den Winkel vM
i , mit vM

i = ℓM
i /r parametrisiert.

Die Geschwindigkeit der Wasserrinnenströmung wurde anhand von Tischtennisbällen,

welche vom Wasser getragen werden, ermittelt (Abbildung 4.9). An fünf geraden Seg-

menten wird die Geschwindigkeit wM
i in der Mitte des Segmentes geschätzt, indem die

Länge des Segmentes durch die Zeit, die die Tischtennisbälle zum Passieren benöti-

gen, dividiert wird. Abbildung 4.10 zeigt die gemessen Querschnitte für die Wasserrin-
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nenströmung (hellgrau), die rutschende Person (dunkelgrau) und die Abschnitte der

Geschwindigkeitsmessung (rot schraffiert).

L C

Wasserrutsche

vM
i

ℓM
i

ℓM
1,i

ℓM
1,i

ℓM
2,i

ℓM
2,i

r

Abbildung 4.8: Auswertung der Messung am Querschnitt i

a) Anfang des Segmentes b) Ende des Segmentes

Abbildung 4.9: Tischtennisball am Anfang des Segmentes (a) und am Ende des Seg-
mentes (b) in der Mitte der Wasserrinnenströmung. Tischtennisbälle an der direkten
Grenze zwischen Strömung und Wasserrutsche sind aufgrund des Kontaktes langsamer
als Tischtennisbälle in der Mitte der Strömung. Deshalb werden nur Tischtennisbälle
in der Mitte der Strömung zur Geschwindigkeitsmessung des Wassers betrachtet

Die Anfangsbedingungen wurden anhand des ersten gemessenen Querschnitts gemäß

vM
0 =

ℓM
0

r
und wM

0 =
Q
A

=
Q

0.5r2
((
vM

2,0 − vM
1,0

)
− sin

(
vM

2,0 − vM
1,0

)) (4.33)

bestimmt.
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Abbildung 4.10: Darstellung der Positionen der gemessenen Querschnitte für die Was-
serrinnenströmung (hellgrau) und für die rutschende Person (dunkelgrau) sowie der
Abschnitte für die Geschwindigkeitsmessung (rot schraffiert), 3D Geometrie der Was-
serrutsche von [wiegand.waterrides GmbH]

Zur Parameteridentifikation der drei Reibungsparameter wurde das nichtlineare Opti-

mierungsproblem

minimiere

F1(p1
) =

1

2
(1.0 − w)

1

n

n∑

i=1

[
vSJ

i (p
1
) − vM

i

]2

︸ ︷︷ ︸
Positionsteil

+
1

2
w

k2
1

m

m∑

i=1

[
wSJ

i (p
1
) − wM

i

]2

︸ ︷︷ ︸
Geschwindigkeitsteil

(4.34)

mit n = 27 und m = 5

unter der Bedingung

l1 ≤ x1 ≤ u1 mit p
1

= [f1 f2 f3]
T

mit dem Gewichtungskoeffizienten w, der Anzahl an gemessenen Querschnitten zur

Verwendung der Positionsbestimmung der Wasserrinnenströmung n, der Anzahl an

Geschwindigkeitsmesspunkten m und der Reibungskoeffizienten als Optimierungspara-

meter p
1

= [f1 f2 f3]T gelöst. Hier beschreibt vSJ
i (p

1
) den Winkel, der die Position der

Mitte der berechneten Wasserrinnenströmung an dem gemessenen Querschnitt i pa-

rametrisiert, wSJ
i (p

1
) ist die Geschwindigkeit der Wasserrinnenströmung in der Mitte

des gemessenen Abschnitts und l1 und u1 sind die unteren und oberen Grenzen der

Optimierungsparameter. Der konstante Parameter k1 = 1 rad s/m ist eine ungefähre

Annäherung für das Verhältnis des erwarteten Bereiches der berechneten Winkel (hier

ungefähr 1 rad) zu dem erwarteten Bereich der berechneten Geschwindigkeiten (hier

ungefähr 1 m/s) und überführt somit den Geschwindigkeitsteil in rad2. Zur Lösung des
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Optimierungsproblems wurde die nichtlineare Optimierungsroutine nag_opt_nlin_lsq

(e04unc) [The NAG Library] mit den in Tabelle 4.1 angegebenen Toleranzen verwen-

det. Die Integration der Bewegungsgleichungen wurde mit der Routine LSODAR, einem

Livermore Gleichungslöser für gewöhnliche Differentialgleichungen mit einer automa-

tischen Methode zum Wechseln zwischen steifen und nicht-steifen Aufgabenstellungen

mit den Toleranzen relTol = 1.0e-10, absTol = 1.0e-9 und einem Ausgabezeitschritt von

0.005 s gelöst, welche Teil von ODEPACK [Hindmarsh, 1983] ist. Um die Anfangswerte

der drei Reibungskoeffizienten zu schätzen, wurden die folgenden Schritte durchgeführt:

1) Schätzung des zum Quadrat der Geschwindigkeit proportionalen Reibungskoeffizien-

ten einer Punktmasse, welche die Rutsche ohne Geschwindigkeitsänderung hinunter

rutscht, als

mwg∆h = f1(w
M
5 )2s , (4.35)

wobei ∆h die Höhendifferenz, s die Länge der Wasserrutsche und wM
5 die gemessene

Geschwindigkeit der Wasserrinnenströmung in Abschnitt 5 der Geschwindigkeits-

messung sind. Die Berechnung liefert f1 = 0.0689, was als eine Anfangsschätzung

für eine Optimierung verwendet wurde, welche nur die Geschwindigkeit des letzten

Abschnitts der Geschwindigkeitsmessung berücksichtigt und zusätzlich die beiden

Reibungskoeffizienten f2 und f3 zu Null setzt. Hieraus entsteht eine Anfangsschät-

zung des ersten Reibungskoeffizienten von f1 = 0.0695467.

2) Optimierung des Reibungskoeffizienten f2 mit der Anfangsschätzung f2 = 0.0, wäh-

rend f1 = 0.0695467 und f3 = 0.0 gesetzt werden und nur die Positionen der Mitte

der Wasserrinnenströmung in den gemessenen Querschnitten 15-20, welche sich in ei-

ner Kurve befinden, berücksichtigt werden. Hieraus entsteht eine Anfangsschätzung

des zweiten Reibungskoeffizienten von f2 = 0.00472592.

3) Optimierung des Reibungskoeffizienten f3 mit der Anfangsschätzung f3 = 0.0, wäh-

rend f1 = 0.0695467 und f2 = 0.00472592 gesetzt werden und nur die Positionen

der Mitte der Wasserrinnenströmung aller gemessenen Querschnitte berücksichtigt

werden. Hieraus entsteht eine Anfangsschätzung des dritten Reibungskoeffizienten

von f3 = 0.690685.

Die so ermittelten Anfangsschätzungen wurden dann verwendet, um die Parameteri-

dentifikation anhand der Optimierung mit verschiedenen Gewichtungskoeffizienten w

durchzuführen. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.2 angegeben.

Schließlich wurde der Gewichtungskoeffizient w = 0.8 gewählt, da hier die Differenz

zwischen den Werten der Positions- und Geschwindigkeitsteile am geringsten ist und
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der Geschwindigkeitsteil geringer als der Positionsteil ist. Die Ergebnisse sind in Tabel-

le 4.3 und Abbildung 4.11 aufgezeigt. Sobald die Reibungsparameter identifiziert sind,

benötigt ein Simulationslauf der Punktmassenbewegung von 22.3 s eine CPU-Zeit von

1.0 s.

Tabelle 4.1: Verwendete Toleranzen der Optimierung der Stromlinie der Wasserrinnen-
strömung

Parameter f_prec optim_tol f_diff_int c_diff_int step_limit

Wert 1.0e-5 1.0e-3 1.0e-4 1.0e-4 1.0

Tabelle 4.2: Resultierende Reibungskoeffizienten unter Verwendung verschiedener Ge-
wichtungsfaktoren

w

Position Geschw.
f1 f2 f3 F1(p1

) Positions- Geschw.- mittlerer mittlerer

[kg/m] [kg] [kg m] [rad2]
teil teil absoluter absoluter

[rad2] [rad2] Fehler [rad] Fehler [m/s]
0.0 0.0643483 0.0593624 0.441586 0.00623842 0.00623842 0.0971013 0.273846
0.1 0.0349814 0.127473 0.845024 0.00679106 0.00637753 0.000413526 0.103511 0.0813605
0.2 0.0305217 0.136853 0.919759 0.00634861 0.00588863 0.00045998 0.104887 0.0607741
0.3 0.02892 0.138779 0.955458 0.00579425 0.00525537 0.000538874 0.105481 0.0553943
0.4 0.0277181 0.141876 0.968661 0.00520169 0.00455341 0.000648282 0.105868 0.0538708
0.5 0.0278862 0.139067 0.981945 0.00459147 0.00382462 0.000766853 0.10588 0.052284
0.6 0.027805 0.137472 0.99299 0.00396751 0.00308947 0.000878035 0.105965 0.0506671
0.7 0.0272266 0.138018 1.00746 0.00333569 0.00233705 0.000998641 0.106209 0.0494152
0.8 0.0274748 0.138285 0.979822 0.00269256 0.00157814 0.00111442 0.106336 0.0484927
0.9 0.0285068 0.134881 0.944205 0.00203287 0.00082892 0.00120395 0.108095 0.0461747
1.0 0.0299251 0.131645 0.866512 0.00129371 0.00129371 0.116658 0.0421084

Tabelle 4.3: Identifizierung der Reibungsparameter des Stromlinienmodells auf ei-
nem Intel(R) Core(TM) i7-8700 CPU @ 3.20GHz unter Verwendung der Routine
nag_opt_nlin_lsq (e04unc) [The NAG Library]

Reibungsparameter f1 [kg/m] f2 [kg] f3 [kgm]
untere Grenze 0.0 0.0 0.0
obere Grenze INF INF INF
Anfangswert 0.0695467 0.00472592 0.690685
optimierter Wert p∗

1
0.0274748 0.138285 0.979822

opt. Kostenfunkt. F1(p∗

1
) 0.00269256

- Positionsteil [rad2] 0.00157814
- Geschw.-teil [rad2] 0.00111442

CPU-Zeit [s] 27.9

Um einen Eindruck von dem Wert des Reibungskoeffizienten f (aus Gleichung 4.7)

zu bekommen, wurde eine abschnittsweise Optimierung der Wasserrutsche durchge-

führt. Dafür wurde die Wasserrutsche in 50 gleich große Abschnitte geteilt. An jedem

Übergang, als auch am Anfang und am Ende der Wasserrutsche, wurde der Reibungs-

koeffizient f optimiert, sodass insgesamt 51 Optimierungsparameter vorliegen. Damit
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Abbildung 4.11: Ergebnisse der Position und der Geschwindigkeit der Wasserrinnen-
strömung verglichen mit der Messung. Eine Position von 0 m in einem Querschnitt
zeigt an, dass sich die Wasserrinnenströmung auf der untersten Position im Querschnitt
(Transversalkoordinate vi ist π/2) befindet. Im Falle einer negativen Position, befindet
sich die Wasserrinnenströmung auf der rechten Seite der Wasserrutsche (in Richtung
der Wasserrinnenströmung)

keine Sprünge zwischen den verwendeten Reibungskoeffizienten entstehen, wurde der

Reibungskoeffizient zwischen zwei Übergängen linear interpoliert. Abbildung 4.12 zeigt

den Reibungskoeffizienten zum einen aus der abschnittsweisen Optimierung und zum

anderen aus der Optimierung mit den drei Reibungsparametern, wie zuvor beschrieben.

Zusätzlich wird der positive Anteil der partiellen Ableitung der Krümmung der Mittel-

linie gezeigt. Hier ist zu erkennen, dass die Positionen der Spitzenwerte der partiellen

Ableitung der Krümmung der Mittellinie ähnlich zu den Positionen der Spitzenwerte

der abschnittsweisen Optimierung sind. Allerdings ist zu beachten, dass diese Untersu-

chung Grenzen hat, da es nicht möglich ist, ein globales Verhalten alleine mit lokalen

Kostenfunktionen zu optimieren, jedoch nützlich ist, um grundlegende Tendenzen zu

zeigen.

Um beurteilen zu können, ob die Anzahl an gemessenen Querschnitten ausreicht und so

zu aussagekräftigen Ergebnissen führt, wurden Optimierungen unter Verwendung von

weniger Querschnitten durchgeführt, während alle Geschwindigkeitsmessungen beibe-

halten wurden. Dafür wurden zwei Gruppen gebildet. Bei Gruppe 1 wurden die ver-

wendeten Querschnitte vom Ende gezählt, während bei Gruppe 2 die verwendeten
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Abbildung 4.12: Darstellung des resultierenden Reibungskoeffizienten f der abschnitts-
weisen Optimierung (rote Linie), der Optimierung mit den drei Reibungsparametern
(blaue, gestrichelte Linie) und die positive partielle Ableitung der Krümmung der Mit-
tellinie (schwarze gestrichelt-gepunktete Linie)

Querschnitte vom Anfang der Wasserrutsche gezählt wurden (Abbildung 4.10). Um

die Ergebnisse zu vergleichen, wurden die optimierten Reibungsparameter verwendet,

um F1 für alle gemessenen Querschnitte zu berechnen. Die Ergebnisse sind in Abbil-

dung 4.13 dargestellt. Es ist zu erkennen, dass die Verwendung von 10 gemessenen

Querschnitten oder mehr ein angemessenes Ergebnis liefert.

Um einen Eindruck zu bekommen, wie die Ergebnisse durch kleine Änderungen der

drei Reibungskoeffizienten beeinflusst werden, wurde eine Sensitivitätsanalyse durch-

geführt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.4 dargestellt. Eine Erhöhung der Reibungspa-

rameter führt zu einer besseren Positionsbestimmung, aber zu einer Verschlechterung

der Geschwindigkeitsbestimmung der Wasserrinnenströmung und umgekehrt, wenn die

Reibungskoeffizienten verringert werden. Die Veränderung von jedem Reibungskoeffi-

zienten erzielt eine Veränderung der Ergebnisse.

Wie in Gleichung (4.20) gezeigt, führt der Saint-Venant-Korrekturfaktor κ = N∂h/∂ζ

in der Berechnung der Tangentialbeschleunigung des Wassers zu zwei Korrekturtermen

(Radiusänderung und Berücksichtigung flaches Wasser). Abbildung 4.14 zeigt die unter-

schiedlichen Positionen der Mitte der Wasserrinnenströmung in der Wasserrutsche und

verdeutlicht, dass die Berücksichtigung der Saint-Venant-Korrektur nicht notwendig ist

und die Stromlinie des Wassers auch mit einem einfacheren Bernoulli Stromfadenmodell

mit Reibungsverlusten gefunden werden kann.
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Abbildung 4.13: Darstellung des Einflusses der Anzahl an gemessenen Querschnitten
auf F1 und die resultierenden Reibungskoeffizienten f1, f2 und f3. Die gemessenen Quer-
schnitte wurden vom Ende in Gruppe 1 (dunkelgrau) und vom Anfang in Gruppe 2
(hellgrau) der Wasserrutsche gezählt
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Abbildung 4.14: Position der Mitte der Wasserrinnenströmung mit beiden Saint-
Venant-Korrekturtermen (schwarz), mit Saint-Venant-Korrektur ohne Radiuskorrektur
(dunkelgrau gestrichelt) und ohne Saint-Venant-Korrektur (hellgrau)
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Tabelle 4.4: Sensitivitätsanalyse der optimierten Reibungsparameter f1, f2 und f3

relativer relativer relativer
f1 f2 f3 F1(p1

) Positions- Geschwindig- Fehler Fehler Fehler

[kg/m] [kg] [kgm] [rad2]
teil keitsteil ∆F1(p1

)

F1(p1
)

[%]
Positions- Geschwindig-

[rad2] [rad2] teil [%] keitsteil [%]

optimiert 0.0274748 0.138285 0.979822 0.00269256 0.00157814 0.00111442
+ 1% von f1 0.027749548 0.138285 0.979822 0.00270548 0.00155346 0.00115202 0.48 -1.56 3.37
- 1% von f1 0.027200052 0.138285 0.979822 0.00270612 0.00160806 0.00109806 0.50 1.90 -1.47
+ 1% von f2 0.0274748 0.13966785 0.979822 0.0027084 0.00155058 0.00115781 0.59 -1.75 3.89
- 1% von f2 0.0274748 0.13690215 0.979822 0.00270629 0.00161336 0.00109293 0.51 2.23 -1.93
+ 1% von f3 0.0274748 0.138285 0.98962022 0.00269627 0.0015597 0.00113657 0.14 -1.17 1.99
- 1% von f3 0.0274748 0.138285 0.97002378 0.00269941 0.00160281 0.0010966 0.25 1.56 -1.60
+ 1% von allen 0.027749548 0.13966785 0.98962022 0.00278228 0.00152526 0.00125702 3.33 -3.35 12.80
- 1% von allen 0.027200052 0.13690215 0.97002378 0.00278632 0.00168732 0.001099 3.48 6.92 -1.38

4.4.2 Simulation der Wasserrinnenströmung in einer CFD-Umgebung

In diesem Abschnitt wird zunächst rudimentär auf die Grundlagen der numerischen

Strömungsmechanik eingegangen und anschließend die Ergebnisse der Wasserrinnen-

strömung der Simulation in OpenFOAM mit der Wasserrinnenströmung aus der Mes-

sung und den Ergebnissen unter Verwendung der rutschenden Punktmasse verglichen.

4.4.2.1 Grundlagen der numerischen Strömungsmechanik

Bei der numerischen Strömungsmechanik werden Computer zur Berechnung des Strö-

mungsfeldes benötigt, da Tausend bis Millionen von Zahlen bearbeitet werden müssen.

Zur Beschreibung jeder Strömung können drei Erhaltungsgleichungen berücksichtigt

werden, die Massenerhaltung, die Impulserhaltung (das zweite Newtonsche Gesetz)

und die Energieerhaltung. [Wendt, 2009]

Die Strömung eines Newtonschen Fluides kann anhand von vier physikalischen Grö-

ßen, der Dichte, der Geschwindigkeit, des Drucks und der Temperatur in Abhängigkeit

der Position beschrieben werden. Zusätzlich zu den drei Erhaltungsgleichungen kann

eine Zustandsgleichung verwendet werden, welche die Dichte, die Temperatur und den

Druck in Relation zueinander stellt. Werden inkompressible Fluide ohne Berücksich-

tigung der Temperatur betrachtet, so werden die Energieerhaltungsgleichung und die

Zustandsgleichung nicht benötigt. [el Moctar et al., 2021] Da das Wasser in einer Was-

serrutsche als inkompressibles Medium berechnet werden kann, wird im Folgenden nur

auf die Massenerhaltung und die Impulserhaltung eingegangen.

Diese lauten, wie beispielsweise in [el Moctar et al., 2021] erläutert,

∂

∂t

∫

V
ρ dV +

∫

S
ρw · n dS = 0 (4.36)

∂

∂t

∫

V
ρw dV +

∫

S
ρ(w w) · n dS =

∫

S
T · n dS +

∫

V
f dV , (4.37)
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wobei ρ die Dichte des Fluides, V das Volumen und S die Begrenzungsfläche des Kon-

trollvolumens, n der nach außen gerichtete Normalvektor auf S, w der Geschwindig-

keitsvektor des Fluides, f der Vektor der Volumenkraft, T der Spannungstensor und t

die Zeit sind.

Grundsätzlich ist es möglich mit den beiden Erhaltungsgleichungen turbulente Strö-

mungen zu simulieren. Dafür müsste aber für die Auflösung kleinster Wirbel bei turbu-

lenten Strömungen mit Reynoldszahlen größer 105 so kleine Kontrollvolumen definiert

werden, wodurch die Zeitschritte so klein werden würden, dass der Rechenaufwand un-

angemessen hoch ist. Um diesen Nachteil zu umgehen, können die gemittelten Reynolds

Navier-Stokes Gleichungen verwendet werden. Hierbei werden die Zeit und der Druck in

einen Mittelwert und turbulente Schwankungen, deren zeitliches Mittel Null ist gemäß

w = w̄ + w′ und p = p̄+ p′ (4.38)

aufgeteilt, wobei w̄ und p̄ die entsprechenden Mittelwerte sowie w′ und p′ die turbulen-

ten Schwankungen sind. Wird dies nun in die beiden Erhaltungsgleichungen (Gleichun-

gen (4.36) und (4.37)) eingesetzt und die zeitlichen Mittelwerte verwendet, so ergeben

sich die Gleichungen

∂

∂t

∫

V
ρ dV +

∫

S
ρw̄ · n dS = 0 (4.39)

∂

∂t

∫

V
ρ w̄ dV +

∫

S
ρ (w̄ w̄) · n dS =

∫

S

(
T − ρw′w′

)
· n dS +

∫

V
f dV , (4.40)

welche die gemittelten Reynolds Navier-Stokes Gleichungen genannt werden. [el Moctar

et al., 2021]

Um die, aus den gemittelten Reynolds Navier-Stokes Gleichungen resultierenden, sechs

unbekannten Größen w′
i w′

j, i, j = 1, 2, 3 zu berechnen, werden sogenannte Turbulenz-

modelle verwendet, welche aus zwei Transportgleichungen bestehen. Beispiele für solche

Turbulenzmodelle sind das k-ǫ-Turbulenzmodell oder das SST k-ω-Turbulenzmodell,

welche ursprünglich 1974 Launder und Spalding [Launder und Spalding, 1974] bzw.

1994 von Menter [Menter, 1994] eingeführt wurden, wobei k die turbulente kinetische

Energie pro Masseneinheit, ǫ die Dissipationsrate der kinetischen Energie k und ω hier

die turbulente spezifische Dissipationsrate sind. [el Moctar et al., 2021]

Wird die Geschwindigkeit des Fluides mithilfe der gemittelten Reynolds Navier-Stokes

Gleichungen ermittelt, so muss für die Berechnung des Druckes eine weitere Gleichung

verwendet werden, da die Kontinuitätsgleichung den Druck nicht beinhaltet. Für in-

kompressible Fluide ist für die Berechnung des Druckes keine explizite Gleichung vor-

handen, weshalb die Divergenz der Impulsgleichung für inkompressible Fluide unter
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Berücksichtigung der Kontinuitätsgleichung verwendet wird. Es ergibt sich die soge-

nannte Poisson Gleichung für den Druck

∇ · (∇p) = ∇ ·
(

−ρ∂w

∂t
− ρ∇ · (w w) + µ∇ · (∇w) + ρg

)
, (4.41)

wobei p der Druck, g die Erdbeschleunigung und µ hier die dynamische Viskosität

beschreiben. [el Moctar et al., 2021]

Zur Lösung der numerischen Strömungsmechanik werden verschiedene Punkte berück-

sichtigt.

Mathematisches Modell

Zunächst muss die Strömung kategorisiert werden (beispielsweise inkompressibel - kom-

pressibel, turbulent - laminar usw.), sodass das richtige mathematische Modell gewählt

werden kann, denn kommen bestimmte Eigenschaften wie Turbulenz oder Mehrphasen-

strömung hinzu, können die exakten Navier-Stokes-Gleichungen entweder nicht mehr

aufgestellt oder gelöst werden. Ein solches mathematisches Modell besteht dann aus

einem Satz von partiellen Differential- oder Integro-Differentialgleichungen, dessen Lö-

sungsmethode abhängig vom mathematischen Modell ist. [Ferziger et al., 2020]

Diskretisierungsmethode und Finite Approximation

Die Diskretisierungsmethode beschreibt das Vorgehen zur Annäherung der Differen-

tialgleichung unter Verwendung von algebraischen Gleichungen an diskreten Stellen.

Die drei am weitesten verbreiteten Methoden sind die Finite-Differenzen-Methode, die

Finite-Volumen-Methode und die Finite-Elemente-Methode, deren Lösungen sich im-

mer weiter annähern je geringer der Abstand der diskreten Stellen wird. Grundlage

der Finiten-Differenzen-Methode ist die Erhaltungsgleichung in Differentialform, wäh-

rend bei der Finiten-Volumen-Methode und der Finiten-Elemente-Methode die Inte-

gralform vorliegt. Die Finite-Elemente-Methode unterscheidet sich von der Finiten-

Volumen-Methode dadurch, dass eine Wichtungsfunktion verwendet wird, welche mit

den Gleichungen multipliziert wird. Zusätzlich müssen die Approximationen gewählt

werden, die von der Diskretisierungsmethode benutzt werden sollen, also beispielswei-

se welche Wichtungsfunktion bei der Finite-Elemente-Methode, falls diese verwendet

wird, genommen werden soll. Je genauer die Approximation ist, desto höher sind der

Zeitaufwand und der Speicherbedarf. [Ferziger et al., 2020]

Numerisches Gitter

Die Knotenpunkte des numerischen Gitters sind die diskreten Stellen, an denen die

Gleichungen gelöst werden. Je kleiner das verwendete Gitter ist, desto geringer sind

die Diskretisierungsfehler, aber desto höher ist auch der benötigte Zeitaufwand, sodass

ein Kompromiss zwischen Aufwand und Genauigkeit der Lösung gefunden werden muss.
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Deshalb wird oft ein gröberes Gitter gewählt, welches an den Wänden der Geometrie

feiner wird. Beispielhafte Vertreter für verschiedene Gitterarten sind strukturierte (re-

guläre), blockstrukturierte oder unstrukturierte Gitter. Bei komplexeren Geometrien

werden oft unstrukturierte Gitter angewendet, da automatische Methoden zum Erzeu-

gen der Gitter vorhanden sind. [Ferziger et al., 2020]

Lösungsmethode

Die Lösungsmethode für die, aus der Diskretisierung entstehenden, nichtlinearen al-

gebraischen Gleichungen ist abhängig von der Anwendung, verwendet aber aufgrund

der Nichtlinearität stets einen iterativen Prozess. Die Größe und die Art des Gitters

spielen ebenfalls eine Rolle, welche Lösungsmethode angewendet werden kann. Eigen-

schaften der Lösungsmethode sind beispielsweise die Konvergenz, also das Tendieren

zur exakten Lösung der Differentialgleichung bei kleiner werdenden Gitterabständen,

die Stabilität, also kein Aufsummieren der numerischen Fehler während der Simulation,

die Konsistenz, also eine exakte Diskretisierung bei kleiner werdenden Gitterabständen

oder die Beschränkung, also beispielsweise Grenzen physikalischer Größen. Eine wichti-

ge Eigenschaft ist die Genauigkeit, denn jede numerische Lösung weist unterschiedlich

ausgeprägte systematische Fehler auf. [Ferziger et al., 2020]

Konvergenzkriterien

Der iterative Prozess der Lösungsmethode ist meist in eine innere und eine äußere Ite-

ration aufgeteilt, wobei die innere Iteration die linearen Gleichungen löst, während die

äußere Iteration die Nichtlinearitäten und die Kopplung zwischen den Gleichungen be-

rücksichtigt. Die Wahl der Toleranzen zum Beenden der Iterationsprozesse beeinflusst

die Genauigkeit und den Zeitaufwand der Simulation. [Ferziger et al., 2020]

In der numerischen Strömungsmechanik ergeben sich verschiedene Fehlermöglichkeiten,

wie beispielsweise Diskretisierungs-, Modellierungs- oder Iterationsfehler. Diskretisie-

rungsfehler entstehen sowohl durch die Eigenschaften des Gitters, als auch durch den

Diskretisierungsprozess selbst. Modellierungsfehler ergeben sich dadurch, dass das ge-

wählte Modell nicht exakt die Strömung des realen Fluides entspricht, da besonders das

Aufstellen von Modellen zur Beschreibung von turbulenten Strömungen auf Annahmen

und empirischen Daten beruht. Iterationsfehler werden durch das Konvergenzkriterium

beeinflusst. [el Moctar et al., 2021]

4.4.2.2 Simulation der Wasserrinnenströmung in OpenFOAM

Die Wasserrinnenströmung wurde ebenfalls in OpenFOAM [OpenFOAM] mit den ge-

mittelten Reynolds-Gleichungen (turbulent Reynolds Averaged Simulation, RAS) un-
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ter Verwendung des zwei Gleichungen k-omega Schubspannungstransportmodells (two

equation k-omega Shear Stress Transport (SST) model) [Menter et al., 2003] und

dem interFoam-Löser simuliert. Der PIMPLE Algorithmus wurde mit einer nicht-

orthogonalen Korrektur und einem Maximum von 25 äußeren Korrekturen verwendet,

wobei die verwendeten Toleranzen der äußeren Korrekturen (outer corrector residual

control) für die Geschwindigkeit und den Druck zu relTol = 0.1 und tolerance = 1e-4

und zu relTol = 0 und tolerance = 1e-4 für den finalen Schritt gesetzt wurden. Die Gren-

zen der Wasserrinnenströmung in den verschiedenen Querschnitten wurden so berech-

net, dass die Zellen, die mindestens mit 20% Wasser gefüllt sind als in dünne Scheiben

geschnitten betrachtet wurden und anschließend die Zellzentren auf die yT-zT-Ebene

des Koordinatensystems KT projiziert wurden und die Winkel zwischen einerseits der

Verbindung zwischen den projizierten Zellzentren und der Mittellinie und andererseits

der y-Achse des Koordinatensystems KT ermittelt wurden (Abbildung 4.15). Der Wert

vOF
i berechnet sich dann anhand des größten und kleinsten Winkels zu

vOF
i = π − 0.5

(
arccos

(
rT wR · y

T

‖ rT wR‖

)
+ arccos

(
rT wL · y

T

‖ rT wL‖

))
. (4.42)

Die OpenFOAM-Simulation wurde auf einem Prozessor Intel(R) Core(TM) i7-9700

CPU @ 3.00GHz parallel auf acht Kernen durchgeführt und gestoppt, nachdem eine

Zeitspanne von 22.5 s das Wasser in der Wasserrutsche simuliert wurde. Insgesamt wur-

den drei OpenFOAM-Simulationen mit unterschiedlichen Zellengrößen und maximalen

Courant-Nummern durchgeführt, wobei eine Übersicht in Tabelle 4.5 dargestellt ist.

Abbildung 4.16 zeigt die Ergebnisse der OpenFOAM-Simulationen und des Flächenge-

lenkes im Vergleich mit der Messung, wobei die Position der Mitte der Wasserrinnen-

strömung in dem Querschnitt verglichen wurde. Es ist zu sehen, dass die Simulation,

welche das Flächengelenk verwendet, im Vergleich zur Messung bessere Ergebnisse er-

zielt als die Simulationen in OpenFOAM. Um die Simulationen in OpenFOAM in einer

Tabelle 4.5: Unterschiede zwischen den drei durchgeführten OpenFOAM-Simulationen

Anzahl maximale maximale alpha CPU-
Zellen Courant-Nummer Courant-Nummer zeit [s]

OF 1 982.889 5 2 173962.2 (≈ 2 Tage)
OF 2 982.889 1 1 797508.5 (≈ 9.2 Tage)
OF 3 3.497.181 5 2 1032204 (≈ 11.9 Tage)

akzeptablen Zeitspanne durchzuführen, wurde ein grobes Gitter verwendet. Zuerst wur-

de „blockMesh“ mit einer Zellenlänge und -breite von 0.05 m und einer Zellenhöhe von

0.04 m angewendet. Anschließend wurde „snappyHexMesh“ ausgeführt, um die Kontur
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der Wasserrutsche zu erhalten, wobei zwei Verfeinerungsschritte für den Wasserzulauf

und ein oder zwei Verfeinerungsschritte für die Wasserrutsche durchgeführt wurden.

Ein feineres Gitter und das Setzen der Courant-Nummer zu Eins könnte die Qualität

der Simulation erhöhen, würde aber auch zu längeren Berechnungszeiten führen.
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Abbildung 4.15: Darstellung der dünnen Scheibe zur Ermittlung der Zellzentren, wel-
che für die Berechnung der aktuellen Position der Mitte der Wasserrinnenströmung
verwendet werden (links) und Angabe der verwendeten Vektoren zur Bestimmung der
Position der Mitte der Wasserrinnenströmung (rechts) in OpenFOAM
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Abbildung 4.16: Position der Mitte der Wasserrinnenströmung von OF 1 (dunkelgrau
gestrichelt), OF 2 (mittelgrau gepunktet), OF 3 (hellgrau) und des Flächengelenk
(schwarz) im Vergleich zur Messung (schwarze Kreuze)
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4.4.3 Parameteridentifikation für die rutschende Person

Die Fahrt einer rutschenden Person wurde mit denselben Kameras und Markierungen,

wie in 4.4.1 beschrieben, gemessen. Allerdings konnten nur 26 der 28 Querschnitte

ausgewertet werden. An den fünf geraden Abschnitten wurde die Geschwindigkeit der

rutschenden Person wM
RP,i in der Mitte des Abschnitts bestimmt, indem die Länge des

Abschnittes durch die Zeit dividiert wurde, die die rutschende Person zum Passieren

benötigte. Die Anfangsbedingungen der Position wurden anhand des Querschnitts Null

bestimmt und die Anfangsgeschwindigkeit wurde durch einen geraden Abschnitt, wel-

cher sich direkt vor Querschnitt Null befindet, wie oben beschrieben, identifiziert. Eine

Parameteridentifikation für den Reibungskoeffizienten der rutschenden Person wurde

durch eine Optimierung durchgeführt. Dafür wurden die Positionen ℓM
Bi

, ℓM
Ui

und ℓM
Oi

des Beckens, des Unter- und des Oberkörpers an jedem gemessen Querschnitt i, wie in

Abbildung 4.17 gezeigt, anhand des Videomaterials ermittelt und anschließend durch

den Radius der Wasserrutsche r dividiert, sodass sich die Winkel vM
Bi

, vM
Ui

und vM
Oi

zu

den drei Körperbereichen ergeben.

ℓM
Ui

Abbildung 4.17: Vergleich der Messung und der Simulation der rutschenden Person bei
uB = 5.07 m

Das Optimierungsproblem wurde anschließend gemäß

minimiere

F2(p2) =
1

2
(1 − wRP )

1

nSP

nSP∑

i=1

{[
vSJ

Bi
− vM

Bi

]2
+
[
vSJ

Ui
− vM

Ui

]2
+
[
vSJ

Oi
− vM

Oi

]2}

︸ ︷︷ ︸
Positionsteil

+
1

2
wRP

k2
2

mSP

mSP∑

i=1

[
wSJ

RP,i − wM
RP,i

]2

︸ ︷︷ ︸
Geschwindigkeitsteil

(4.43)

mit nSP = 25 und mSP = 5
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unter der Bedingung

l2 ≤ p2 ≤ u2 mit p2 = µD

mit dem Optimierungsparameter p2 = µD, welcher dem Reibungskoeffizient µD ent-

spricht und an allen Kontaktpunkten zwischen rutschender Person und Wasserrutsche

gleich gesetzt wird gelöst. Hier entsprechen vSJ
Bi

(p2), vSJ
Ui

(p2) und vSJ
Oi

(p2) den Winkeln,

die die Position der Kontaktpunkte des Beckens, des Unter- und des Oberkörpers an

dem gemessenen Querschnitt i beschreiben, wRP ist der Gewichtungskoeffizient, nSP ist

die Anzahl der verwendeten Querschnitte zur Positionsbestimmung, mSP ist die Anzahl

der Geschwindigkeitsmesspunkte und l2 und u2 sind die obere und untere Grenze des

Optimierungsparameters. Der konstante Parameter k2 = 1 rad s/m ist eine ungefäh-

re Annäherung für das Verhältnis des erwarteten Bereiches der berechneten Winkel

(hier ungefähr 2 rad) zu dem erwarteten Bereich der berechneten Geschwindigkeiten

(hier ungefähr 2 m/s) und überführt somit den Geschwindigkeitsteil in rad2. Das Op-

timierungsproblem wurde mit der NAG Routine nag_opt_nlin_lsq (e04unc) [The

NAG Library] mit den in Tabelle 4.6 aufgeführten Toleranzen gelöst. Die Zwangsglei-

Tabelle 4.6: Optimierungstoleranzen der Simulation der rutschenden Person

Parameter f_prec optim_tol f_diff_int c_diff_int step_limit

Wert 1.0e-5 1.0e-3 1.0e-2 1.0e-3 1.0

chungen wurden auf Positionsebene mit der Routine HYBRJ, einem Newton-Löser,

welcher eine modifizierte hybride Powell-Methode mit den Toleranzen xtol = 1.0e-8,

ftol = 0 und factor = 100 verwendet, und Teil des MINPACK [Moré et al., 1980] Pa-

ketes ist, gelöst. Die Integration der Bewegungsgleichungen wurden mit der Routine

LSODAR, welche einen Livermore-Löser für gewöhnliche Differentialgleichungen mit

automatischer Methode, um zwischen steifen und nicht-steifen Problemen zu wechseln,

und einer Nullstellensuche mit den Toleranzen relTol = 1.0e-10, absTol = 1.0e-9 und

Ausgabeschrittweite von 0.005 s verwendet und Teil des Paketes ODEPACK [Hind-

marsh, 1983] ist, durchgeführt. Die Möglichkeit zur Nullstellensuche wurde eingesetzt,

um den genauen Zeitpunkt zu bestimmen, wann das Darboux-Koordinatensystem in

das Wasser eintritt oder dieses verlässt. Die Ergebnisse (der Reibungskoeffizient µD,

der Wert der Kostenfunktion, die Werte der Positions- und Geschwindigkeitsteile, die

Summe der mittleren absoluten Fehler der Position des Ober-, Unterkörper und des Be-

ckens sowie der mittlere absolute Fehler der Geschwindigkeit der rutschenden Person)

der Parameteridentifikation für verschiedene Gewichtungskoeffizienten wRP werden in

Tabelle 4.7 dargestellt.
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Tabelle 4.7: Resultierende Reibungskoeffizienten für verschiedene Gewichtungskoeffizi-
enten

wRP µD F2(p2)

Position Geschw.
Position- Geschw.-

∑
mittlere mittlerer

teil teil absolute absoluter
[rad2] [rad2] [rad2] Fehler [rad] Fehler [m/s]

0.0 0.0741572 0.0275293 0.0275293 0.0 0.3230074 0.18787
0.1 0.0737823 0.0271846 0.024915 0.00226957 0.3229931 0.184075
0.2 0.073452 0.0265671 0.0224113 0.0041558 0.3239962 0.180571
0.3 0.0732038 0.0257493 0.0198773 0.00587203 0.3256421 0.178034
0.4 0.0729036 0.0247293 0.0174078 0.00732151 0.3291437 0.174786
0.5 0.0726537 0.0235704 0.0148292 0.00874113 0.3322988 0.17227
0.6 0.0724419 0.0222852 0.0121262 0.010159 0.3357316 0.170235
0.7 0.0722216 0.0208789 0.00933124 0.0115477 0.3400632 0.168195
0.8 0.0720273 0.0193594 0.00637829 0.0129811 0.3441396 0.166451
0.9 0.0718785 0.0177447 0.00325653 0.0144882 0.3480076 0.165186
1.0 0.0716812 0.0160369 0.0 0.0160369 0.3537577 0.163564

Tabelle 4.8: Identifizierung des Reibungskoeffizienten der rutschenden Person auf einem
Prozessor Intel(R) Core(TM) i7-8700 CPU @ 3.20 GHz

Parameter µD

untere Grenze 0.0
obere Grenze 0.11
Anfangsbedingung 0.0
optimierter Wert p∗

2 0.0724419

Parameter Wert
opt. Kostenfunkt. F2(p∗

2) 0.0222852
- Positionsteil [rad2] 0.0121262

- Becken [rad2] 0.00275415
- Oberkörper [rad2] 0.00646893
- Unterkörper [rad2] 0.00290308

- Geschw.-teil [rad2] 0.010159
CPU-Zeit [s] 273.18

Es wurde ein Gewichtungskoeffizient von wRP = 0.6 gewählt, da hier die Differenz

zwischen Positionsteil und Geschwindigkeitsteil am geringsten und der Wert des Ge-

schwindigkeitsteils geringer als der Positionsteil war. Die Ergebnisse sind in Tabelle

4.8 und Abbildung 4.18 aufgezeigt, wobei in der Abbildung zusätzlich der Einfluss des

Wasserwiderstandes dargestellt ist. Nach der Parameteridentifikation benötigt die Si-

mulation einer 15.8 s langen Fahrt einer rutschenden Person eine CPU-Zeit von 10.98 s.

Es ist zu erkennen, dass die simulierte Bewegung gut mit der Messung übereinstimmt,

in Anbetracht dessen, dass die Simulation schneller als in Echtzeit durchgeführt wird.

Um einen Eindruck zu bekommen, wie sich kleine Änderungen des Reibungskoeffizi-

enten auf die Ergebnisse auswirken, wurde eine Sensitivitätsanalyse durchgeführt. Die

Ergebnisse sind in Tabelle 4.9 dargestellt. Eine Erhöhung des Reibungskoeffizienten

führt zu einer besseren Positionsbestimmung, aber zu einer schlechteren Geschwindig-
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Abbildung 4.18: Position des Beckens, des Ober- und des Unterkörpers und die Ge-
schwindigkeit der rutschenden Person mit und ohne Wasserwiderstandskraft entlang
der Rutsche im Vergleich zur Messung (schwarze Kreuze). Eine Position von 0 m in
einem Querschnitt zeigt an, dass sich das entsprechende Darboux-Koordinatensystem
auf der untersten Position im Querschnitt (Transversalkoordinate vSJ

i ist π/2) befindet.
Im Falle einer negativen Position, befindet sich die das Darboux-Koordinatensystem
auf der rechten Seite der Wasserrutsche (in Richtung der Fahrt)

keitsbestimmung. Ein gegensätzlicher Effekt ist bei der Verringerung des Reibungsko-

effizienten zu beobachten. Reibung ist also ein wichtiger Faktor für die Qualität der

Simulation.

Tabelle 4.9: Sensitivitätsanalyse des Reibungskoeffizienten µD

µD

relative relativer relativer

F2(p2)
Position- Geschw.- Fehler Fehler Fehler

teil teil ∆F2(p2)

F2(p2)
[%]

Positions Geschw.-
[rad2] [rad2] [rad2] teil [%] teil [%]

optimiert 0.0724419 0.0222852 0.0121262 0.010159
+ 1% von µD 0.073166319 0.0230307 0.0113857 0.0116449 3.35 -6.11 14.63
- 1% von µD 0.071717481 0.0229686 0.0133446 0.00962405 3.07 10.05 -5.27

Um beurteilen zu können, ob die Anzahl an verwendeten Querschnitten zur Bestim-

mung des Reibungskoeffizienten ausreichend ist, um ein aussagekräftiges Ergebnis zu

erzielen, wurden Optimierungen unter Verwendung weniger Querschnitte durchgeführt,

während alle Geschwindigkeitsmesspunkte beibehalten wurden. Zu diesem Zweck wur-
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den zwei Gruppen gebildet. Bei der ersten Gruppe wurden die verwendeten Quer-

schnitte vom Ende der Wasserrutsche gezählt, während bei der zweiten Gruppe vom

Anfang gezählt wurde. Damit die Ergebnisse vergleichbar sind, wurde mit dem ermit-

telten Reibungskoeffizienten F2 für alle Querschnitte berechnet. Die Ergebnisse sind

in Abbildung 4.19 dargestellt. Es ist zu erkennen, dass acht gemessene Querschnitte

ausreichend sind, um ein aussagekräftiges Ergebnis zu erzielen.
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Abbildung 4.19: Darstellung des Einflusses der Anzahl der verwendeten gemessenen
Querschnitte auf F2 und die resultierenden Reibungskoeffizienten µD. Die gemessenen
Querschnitte wurden vom Ende der Wasserrutsche in Gruppe 1 (dunkelgrau) und vom
Anfang der Wasserrutsche in Gruppe 2 (hellgrau) gezählt

Um den Einfluss des Körpergewichtes, der Körpergröße, der Schwerpunkthöhe der Mas-

sen und der Radien, die zur Berechnung der Wasserwiderstandskraft verwendet werden,

zu untersuchen, werden die vier Parameter variiert. Abbildungen 4.20 und 4.21 zeigen

die resultierenden Trajektorien des Beckens. Die Ergebnisse aus der ursprünglichen

Simulation sind stets mit einer schwarzen Linie dargestellt. Eine Position von 0 m in

einem Querschnitt zeigt an, dass sich das entsprechende Darboux-Koordinatensystem

auf der untersten Position im Querschnitt (Transversalkoordinate vSJ
i ist π/2) befin-

det. Im Falle einer negativen Position, befindet sich das Darboux-Koordinatensystem

auf der, in Richtung der Fahrt, rechten Seite der Wasserrutsche. In Tabelle 4.10 ist

die mittlere absolute Abweichung der Position des Beckens bei einer Veränderung der

Körpermasse, Körpergröße, Schwerpunkthöhe oder Radien für die Berechnung der Was-

serwiderstandskraft im Vergleich zu der ursprünglichen Simulation aufgeführt, wobei
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die Berechnung der mittleren absoluten Abweichung an den Positionen der 25 Messstel-

len der rutschenden Person erfolgt. Anhand der beiden Abbildungen und der Tabelle

4.10 ist zu erkennen, dass die Höhe der Schwerpunkte über der Wasserrutsche und die

Interaktion mit dem Wasser den größten Einfluss auf die Trajektorie der rutschenden

Person haben.
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Abbildung 4.20: Darstellung des Einflusses der Körpermasse und Körpergröße auf die
Trajektorie des Beckens der rutschenden Person

Tabelle 4.10: mittlere absolute Abweichung der Position des Beckens bei einer Verände-
rung der Körpermasse, Körpergröße, Schwerpunkthöhe oder Radien für die Berechnung
der Wasserwiderstandskraft im Vergleich zu der ursprünglichen Simulation ausgewertet
an den Positionen der 25 Messstellen der rutschenden Person

Wert
mittlere absolute

Wert
mittlere absolute

Abweichung [m] Abweichung [m]
Körpermasse Körpergröße

+ 1 % von 68.5 m 69.185 kg 0.0003806 + 1 % von 1.78 m 1.7978 m 0.0015903
- 1 % von 68.5 m 67.815 kg 0.0003732 - 1 % von 1.78 m 1.7622 m 0.0015676
- 27 % von 68.5 m 50.0 kg 0.0121 - 15.73 % von 1.78 m 1.5 m 0.025
+ 16.79 % von 68.5 m 80.0 kg 0.0057 + 6.74 % von 1.78 m 1.9 m 0.0105
+ 45.99 % von 68.5 m 100.0 kg 0.0133 + 17.98 % von 1.78 m 2.1 m 0.0262
+ 75.18 % von 68.5 m 120.0 kg 0.0187

Schwerpunkthöhe Radius Kugel rBecken

+ 1 % von 0.075 m 0.07575 m 0.0009039 + 1 % von 0.5 m 0.0505 m 0.0001751
- 1 % von 0.075 m 0.07425 m 0.0009042 - 1 % von 0.5 m 0.0495 m 0.0001757
- 100 % von 0.075 m 0.00 m 0.067 - 40 % von 0.5 m 0.3 m 0.0077
- 46.67 %von 0.075 m 0.04 m 0.04 - 100 % von 0.5 m 0.0 m 0.0186
+ 100 % von 0.075 m 0.15 m 0.0739 keine Wasserwiderstandskräfte 0.0497
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Abbildung 4.21: Darstellung des Einflusses der Schwerpunkthöhe und der Radien, wel-
che zur Berechnung der Wasserwiderstandskräfte verwendet werden, auf die Trajektorie
des Beckens der rutschenden Person

Um den Einfluss der drei verwendeten Reibungskoeffizienten (f1, f2 und f3) auf die Vor-

hersage der Position und Geschwindigkeit der Wasserrinnenströmung und somit auch

auf die Position und Geschwindigkeit der rutschenden Person zu untersuchen, wur-

de die Wasserrinnenströmung neben allen drei Reibungsparametern (1) zusätzlich nur

mit dem statischen und dem krümmungsabhängigen Reibungskoeffizienten (2) und nur

mit dem statischen Reibungskoeffizienten (3) simuliert und mit der Messung verglichen.

Abbildung 4.22 zeigt die Ergebnisse der Position und Geschwindigkeit der Wasserrin-

nenströmung in Abhängigkeit der Anzahl der verwendeten Reibungskoeffizienten und

Abbildung 4.23 verdeutlicht die Unterschiede der Trajektorie der rutschenden Punkt-

masse in Abhängigkeit der Anzahl der verwendeten Reibungskoeffizienten. In Abbil-

dung 4.24 ist der Einfluss der drei unterschiedlichen Wasserrinnenströmungen auf die

rutschende Person dargestellt. Alle Ergebnisse sind in Tabelle 4.11 zusammengefasst,

welche zeigt, dass alle drei Reibungskoeffizienten verwendet werden müssen, damit ein

gutes Ergebnis für die Simulation der Wasserrinnenströmung erreicht werden kann.

Ebenfalls ist erkennbar, dass die Wasserrinnenströmung einen nicht zu vernachlässigen

Einfluss auf die Simulation der rutschenden Person hat.
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Abbildung 4.22: Ergebnisse der Position und Geschwindigkeit der Wasserrinnenströ-
mung verglichen mit der Messung, mit nur statischer Reibung, statischer und krüm-
mungsabhängiger Reibung und allen drei Reibungskoeffizienten

(a) (b) (c)

Abbildung 4.23: Trajektorie der rutschenden Punktmasse unter Verwendung (a) des
statischen Reibungsparameters f1, (b) des statischen und krümmungsabhängigen Rei-
bungsparameters f1 und f2 und (c) aller Reibungsparameter f1, f2 und f3

Tabelle 4.11: Einfluss auf die Position und Geschwindigkeit der Wasserrinnenströmung
unter Verwendung von nur statischer Reibung (3), statischer und krümmungsabhän-
giger Reibung (2) und allen drei Reibungskoeffizienten (1) und wie die resultierenden
Wasserrinnenströmung die Fahrt der rutschenden Person beeinflusst

Wasserrinnenströmung rutschende Person (Becken)
Fehler bzgl. Messung Fehler bzgl. (1) Fehler bzgl. Messung Fehler bzgl. (1)

RMSE max RMSE max RMSE max RMSE max
Pos. Geschw. Pos. Geschw. Pos. Geschw. Pos. Geschw. Pos. Geschw. Pos. Geschw. Pos. Geschw. Pos. Geschw.
[rad] [m/s] [rad] [m/s] [rad] [m/s] [rad] [m/s] [rad] [m/s] [rad] [m/s] [rad] [m/s] [rad] [m/s]

(1) 0.126 0.053 0.294 0.088 0.000 0.000 0.000 0.000 0.117 0.184 0.322 0.301 0.000 0.000 0.000 0.000
(2) 0.304 0.437 0.754 0.653 0.318 0.684 0.814 1.419 0.130 0.184 0.334 0.263 0.036 0.100 0.091 0.172
(3) 0.513 1.777 1.180 2.189 0.495 2.045 1.116 2.890 0.169 0.241 0.378 0.376 0.085 0.209 0.188 0.354
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Abbildung 4.24: Vergleich der, anhand der Messung, ermittelten Position und Ge-
schwindigkeit des Beckens (schwarze Kreuze) mit der Positionen und Geschwindigkei-
ten des Beckens, welche durch die Simulation mit einer Wasserrinnenströmung, welche
durch statischer Reibung, statischer und krümmungsabhängiger Reibung und allen drei
Reibungskoeffizienten berechnet wurde

4.5 Diskussion der Ergebnisse

Der Vergleich mit den realen Messungen zeigt, dass die Simulationen der Position und

der Geschwindigkeit sowohl der Wasserrinnenströmung als auch der rutschenden Person

gute Ergebnisse liefern. Die Saint-Venant-Korrektur hat nur einen sehr geringen Ein-

fluss auf die Bewegung der Punktmasse zur Bestimmung der Stromlinie, sodass diese

vernachlässigt werden kann und somit auch Wasserrinnenströmungen in röhrenförmi-

gen Rutschen mit allgemeinen Querschnitten nur durch den Ansatz der Stromfaden-

theorie berechnet werden können. Das hier verwendete Körpermodell kann leicht auf

andere Rutschpositionen angepasst werden, ebenso können Reifen verwendet werden.

Die Simulationen der Wasserrinnenströmung und der rutschenden Person wurden mit

Messungen einer realen Rutsche verglichen, wobei Messfehler an unterschiedlichen Stel-

len auftreten könnten. Die reale Wasserrutsche könnte von der geplanten 3D-Geometrie

leicht abweichen. Des Weiteren wurden die Markierungen in der Rutsche per Hand ge-

klebt und die verwendeten Messungen der rutschenden Person wurden anhand mehrerer

Fahrten der Person ermittelt, wobei darauf geachtet wurde, dass die Startposition mög-

lichst unverändert bleibt. Auch die Bestimmung der Geschwindigkeit der rutschenden



96 4 Modellierung röhrenförmiger Wasserrutschen mit Kreisquerschnitt

Person ist aufgrund der Bildrate fehleranfällig. Hier kann eine Abweichung von einem

Bild eine Abweichung von ca. 0.45 m/s bei der Bestimmung der Geschwindigkeit bedeu-

ten (Länge des Abschnitts/(Anzahl Bilder/Bildrate). Um diesen Fehler so gering wie

möglich zu halten, wurden mehrere Fahrten ausgewertet und darauf geachtet, dass die

Bilder der Person so vorliegen, dass sich zum Zeitpunkt der Aufnahme eine definierte

Stelle auf dem markierten Querschnitt befindet. Insgesamt wurde darauf geachtet die

möglichen Fehlerquellen zu minimieren, sodass die verwendete Messung zur Paramete-

ridentifikation verwendet werden kann.

4.6 Ausblick: Berechnung der Wasserrinnenströmung bei röh-

renförmigen Rutschen mit allg. Rutschenquerschnitt

Im folgenden Abschnitt wird ein kurzer Ausblick für die Berechnung der Stromlinie

für allgemeine Querschnitte in röhrenförmigen Wasserrutschen mit der Querschnitts-

funktion f(y) gegeben, wobei die Saint-Venant-Korrektur nicht mehr berücksichtigt

wird, da diese, wie in Kapitel 4.4.1 beschrieben, vernachlässigt werden kann. Ohne die

Saint-Venant-Korrektur vereinfacht sich die Berechnung der Tangentialbeschleunigung

des Wassers zu

ẇ = − FR

mw

+ xw · g . (4.44)

Da der Winkel β in röhrenförmigen Rutschen klein ist, wird in diesem Ausblick das

Vorgehen vorgestellt, bei dem die Fläche des Wassers in dem Rutschenquerschnitt selbst

berechnet wird (Abbildung 4.25). Der Flächeninhalt wird durch das Integral

A(h) =
∫ y2

y1

(h− f(y))dy (4.45)

berechnet, wobei die Berechnung beispielsweise mit der Trapezregel durchgeführt wer-

den kann. Die partielle Ableitung der Wasserfläche nach der Wasserhöhe ergibt sich

mithilfe der Leibnizregel und unter Berücksichtigung von h = f(y1) = f(y2) zu

∂A

∂h
=
∫ y2

y1

∂

∂
(h− f(y))dy + (h− f(y2))

∂y2

∂h
− (h− f(y1))

∂y1

∂h
(4.46)

=
∫ y2

y1

∂

∂h
(h− f(y))dy =

∫ y2

y1

1 dy = y2 − y1 , (4.47)

was mit der Länge der Kreissehne b bei einem runden Querschnitt übereinstimmt. Die

zeitliche Änderung der Wasserhöhe ergibt sich daraus zu

ḣ =
1

y2 − y1

(
−A

w
xw · ẇ

)
. (4.48)
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Da die Querschnittsfunktion f(y) grundsätzlich nicht bekannt ist, muss zunächst der

Flächenparameter v für die in Abbildung 4.25 dargestellten Schnittpunkte S1 und

S2 unter Verwendung des Newton-Raphson-Verfahrens und der Wasserhöhe h als z-

Koordinate ermittelt werden. Anhand der bekannten Flächenparameter können dann

die gesuchten y-Koordinaten berechnet werden.

h

A
y

T

zT

f(y)

y1 y2

S1 S2

v1 v2

v

Abbildung 4.25: Darstellung zur Berechnung des Flächeninhalts des Wassers für einen
allgemeinen Querschnitt bei einer röhrenförmigen Wasserrutsche

4.7 Ausblick: Optimierung der Rutschengeometrie

Der Vorteil der Verwendung einer B-Spline-Mittellinie und eines allgemeinen Quer-

schnittes ist die geringe Anzahl an Datenpunkten zur Erzeugung der Geometrie der

Wasserrutsche. Denn durch die geringe Anzahl an Datenpunkten ist es möglich, die

Geometrie der Wasserrutsche gemäß verschiedenster Aspekte zu optimieren. Im folgen-

den Beispiel wird eine Rutsche mit B-Spline-Mittellinie und einem runden Querschnitt

(Radius = 0.7 m) untersucht. Die B-Spline-Mittellinie wird aus neun Punkten erzeugt

(Abbildung 4.26 und Tabelle 4.12), wobei das Horizontvektorfeld entlang der z-Achse

zeigt. Die ersten und letzten beiden Punkte sind dabei fest und werden nicht verändert

(Dreiecke). Die Koordinaten der mittleren Punkte (Kreise) sollen jeweils in eine Ko-

ordinatenachsenrichtung optimiert werden, wobei diese eine untere und obere Grenze

nicht überschreiten sollen. Die Sterne zeigen die optimierte Lösung.

Simuliert wurde die Bewegung einer Masse auf einem Darboux-Koordinatensystem

ohne Wasserrinnenströmung. Diese soll einen ersten, stark vereinfachten Einblick in
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Abbildung 4.26: Darstellung der verwendeten Punkte für die B-Spline-Mittellinie vor
und nach der Optimierung sowie der angegeben Grenzen

Tabelle 4.12: Darstellung der Koordinaten der Punkte zur Erstellung der B-Spline-
Mittellinie vor und nach (grau hinterlegt) der Optimierung

Punkt
Koordinaten Koordinaten

vor der Optimierung nach der Optimierung
x [m] y [m] z [m] x [m] y [m] z [m]

P0 0.0 5.0 3.0 0.0 5.0 3.0
P1 0.2 5.0 2.9 0.2 5.0 2.9
P2 3.0 5.0 2.3 3.0 5.00599 2.3
P3 5.0 5.0 1.7 5.0 5.1883 1.7
P4 6.0 7.0 1.1 6.28544 7.0 1.1
P5 5.0 9.0 0.5 5.0 8.68063 0.5
P6 3.0 9.0 0.3 3.0 9.34626 0.3
P7 0.2 9.0 0.03 0.2 9.0 0.03
P8 0.0 9.0 0.0 0.0 9.0 0.0

die Bewegung einer rutschenden Person geben. Die Masse (90 kg) und der Trägheits-

tensor (Quader mit Länge = 1.8 m, Breite = 0.5 m und Höhe = 0.2 m) wurden frei

gewählt. Der Massenmittelpunkt wurde auf einen Abstand von 0.1 m in positive z-

Richtung des Darboux-Koordinatensystem zur Rutschenoberfläche gesetzt. Insgesamt

wurden fünf Simulationen durchgeführt, wobei die Geschwindigkeitsrichtung zu Beginn

verändert wurde. Der Betrag der Geschwindigkeit betrug stets 0.5 m/s, der Winkel ϕ

zwischen Anfangsgeschwindigkeit und der Querschnittsnormalen wurde von −30◦ bis

30◦ in 15◦-Schritten variiert. Zur Beurteilung der Rutschfahrt wurde eine vereinfachte
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„Kippbedingung“ berechnet. Dafür wird das Moment am Darboux-Koordinatensystem

in Längsrichtung der Person durch die Normalkraft geteilt. Ist der so berechnete Hebel-

arm größer als die halbe Breite der Person, würde diese kippen. Abbildung 4.27 zeigt

den Betrag der linearen Beschleunigung und Abbildung 4.28 den berechneten Hebel-

arm vor der Optimierung. Hier ist deutlich zu erkennen, dass unter der Annahme der

Kippbedingung die rutschende Person zur Seite kippen würde.
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Abbildung 4.27: Betrag der linearen Beschleunigung während der Rutschfahrt für die
fünf verschiedenen Anfangsgeschwindigkeiten vor der Optimierung

Zur Optimierung wird die Routine LMDIF von MINPACK [Moré et al., 1980] verwen-

det, welche in diesem Fall die maximal auftretende lineare Beschleunigung anhand der

Kostenfunktion

F (x) =
1

2

5∑

i=1

[max(‖ai(x)‖)]2 (4.49)

durch die Verwendung eines modifizierten Levenberg-Marquardt-Algorithmus optimiert,

wobei der Vektor x = [P2.y P3.y P4.x P5.y P6.y]T die Optimierungsparameter und

‖ai(x)‖ den Betrag der linearen Beschleunigung des Darboux-Koordinatensystems wäh-

rend der Rutschfahrt für die fünf verschieden Richtungen der Anfangsgeschwindigkeit

beschreibt. Die ursprüngliche Verwendung der Routine LMDIF sieht keine Berück-

sichtigung von Grenzen oder Nebenbedingungen vor. Deshalb wurde bereits für frü-

here Arbeiten in M ❛ ❛

❛ ❛

BILE „Straffunktionen“ implementiert, welche zur Kostenfunk-

tion addiert werden. Diese Straffunktionen können beispielsweise für die Angabe von

Grenzen der Optimierungsparameter oder Nebenbedingungen verwendet werden. Wei-
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Abbildung 4.28: Berechneter Hebelarm während der Rutschfahrt für die fünf verschie-
denen Anfangsgeschwindigkeiten vor der Optimierung

chen die Optimierungsparameter oder die Nebenbedingungen von den gesetzten Gren-

zen ab, werden die Differenzen mit einem zuvor gesetzten Straffaktor multipliziert

und zur Kostenfunktion addiert. Als untere Grenze der Optimierungsparameter wur-

de l = [4.0 4.0 5.0 8.0 8.0]T und als obere Grenze u = [6.0 6.0 7.0 10.0 10.0]T gewählt.

Als Nebenbedingung wurde verwendet, dass der berechnete Hebelarm die Länge 0.25 m

nicht überschreiten darf. Es wurden die Toleranzen FTOL = 1.0e-4 und XTOL = 1.0e-3

und der Straffaktor 1.0e1 zur Einhaltung der Optimierungsgrenzen sowie der Straffak-

tor 5.0e3 zur Einhaltung der Nebenbedingung gewählt. Die Optimierung wurde auf

einem Prozessor Intel(R) Core(TM) i7-9700 CPU @ 3.00GHz durchgeführt und benö-

tigte eine CPU-Zeit von 21.739 s. Abbildung 4.29 zeigt den resultierenden Betrag der

linearen Beschleunigung für alle fünf Geschwindigkeitsrichtungen. Die dazugehörigen

Hebelarme sind in Abbildung 4.30 aufgezeigt.

Hier ist eine deutliche Reduzierung der maximalen Beschleunigung zu erkennen. Eben-

falls liegen die berechneten Hebelarme nun unter der Grenze von 0.25m, sodass ein

Kippen der Person gemäß Kippbedingung nicht mehr auftreten würde.

Die hier beschriebene Kippbedingung wurde an keiner realen Rutsche getestet. Eben-

falls wurde die Optimierung der Rutschengeometrie nur anhand des maximalen Betra-

ges der linearen Beschleunigung und des berechneten Hebelarms durchgeführt, ohne

auf konstruktive Grenzen zu achten. Die vorliegende Optimierung soll zeigen, dass die
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Abbildung 4.29: Betrag der linearen Beschleunigung während der Rutschfahrt für die
fünf verschiedenen Anfangsgeschwindigkeiten nach der Opimierung
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Abbildung 4.30: Berechneter Hebelarm während der Rutschfahrt für die fünf verschie-
denen Anfangsgeschwindigkeiten nach der Optimierung

zuvor beschriebene Methode aufgrund der Verwendung weniger Datenpunkte grund-

sätzlich zur Optimierung der Geometrie geeignet ist.
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Abbildung 4.31 zeigt die Rutschengeometrie vor und nach der Optimierung mit der

B-Spline-Mittellinie (schwarz) und ihren Datenpunkten (grün) sowie dem Horizont-

vektorfeld (blau), welches hier entlang der z-Achse definiert ist.

a) vor der Optimierung b) nach der Optimierung

Abbildung 4.31: Darstellung der Rutschengeometrie vor (a) und nach (b) der Optimie-
rung mit der B-Spline-Mittellinie (schwarz) und ihren Datenpunkten (grün) sowie dem
Horizontvektorfeld (blau und blaue Datenpunkte)
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit präsentiert ein Verfahren zur geometrischen Konturauslegung von Was-

serrutschen unter Berücksichtigung rutschender Objekte in einer stationären Wasser-

rinnenströmung. Dafür wurden zunächst die verwendeten Grundlagen sowie die Simu-

lationsumgebung, welche kinetostatische Übertragungselemente verwendet, erläutert.

Anschließend wurde das Flächengelenk vorgestellt, welches die Bewegung eines Ein-

gangskoordinatensystems sowie zwei Flächenparametern auf die Bewegung eines Aus-

gangskoordinatensystems, dem Darboux-Koordinatensystem, abbildet. Die parametri-

sche Fläche kann dabei entweder als elementare Fläche, als bivariate B-Spline-Fläche,

als röhrenförmige Fläche oder als Verbundfläche erzeugt werden. Die Verwendung des

Flächengelenkes ermöglicht es, die Bewegungsgleichungen unter Betrachtung der Bin-

dungsgleichungen für Punktkontakt zwischen zwei Flächen auf Positionsebene zu lösen.

Der Vergleich zwischen der Verwendung der Bindungsgleichungen auf Positions- und

Geschwindigkeitsebene anhand zweier Beispiele, welche das aufeinander Rollen bzw.

das aufeinander Gleiten zweier Flächen behandeln, zeigt, dass das Lösen der Bewe-

gungsgleichungen unter Betrachtung der Bindungsgleichung auf Positionsebene zwar

langsamer ist, als die Verwendung der Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene

ohne Stabilisierung, aber trotzdem in einer akzeptablen Zeit stattfindet und Driftfehler

vermieden werden.

Nachfolgend wurde die Vorgehensweise zur Bestimmung der stationären Wasserrinnen-

strömung für einen Wasserzulauf in einer röhrenförmigen Wasserrutsche mit konstan-

tem Kreisquerschnitt vorgestellt. Die, aus der Bewegung einer auf der Wasserrutsche

rutschenden Punktmasse, ermittelte Stromlinie wird unter Berücksichtigung der Kon-

tinuitätsgleichung zur Berechnung der stationären Wasserrinnenströmung verwendet.

Die verwendete Reibungskraft setzt sich dabei aus einem konstanten Term, einem Term,

der die Krümmung der Mittellinie der Wasserrutsche berücksichtigt, und einen Term,

welcher die positive Krümmungsänderung der Mittellinie der Wasserrutsche berücksich-

tigt, zusammen und ist abhängig vom Quadrat der Geschwindigkeit der Punktmasse.

Die Reibungsparameter wurden anhand einer Optimierung unter Zuhilfenahme von

Messdaten ermittelt. Es zeigte sich, dass der verwendete Saint-Venant-Korrekturfaktor

einen so geringen Einfluss auf die Position der Punktmasse hat, dass dieser vernachläs-

sigt werden kann und ein reiner Bernoulli-Ansatz zur Beschreibung der Punktmassen-

bewegung ausreicht, sodass das Modell komfortabel auf röhrenförmige Wasserrutschen

mit allgemeinem Querschnitt erweitert werden kann. Die CPU-Zeit zur Simulation der
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Wasserrinnenströmung in einer circa 70 m langen Rutsche unter Verwendung zuvor er-

mittelter Reibungsparameter beträgt 1 s. Wird dahingegen die Wasserrinnenströmung

in der CFD-Software OpenFOAM simuliert, werden CPU-Zeiten von mehreren Tagen

benötigt.

Anschließend wurde ein Modell der rutschenden Person erstellt, welches in drei Punk-

ten die Rutsche berührt, mit dem Wasser interagiert und unter Einfluss der Reibung die

Rutsche hinunterrutscht. Auch hier wurde der Reibungsparameter anhand einer Opti-

mierung unter Zuhilfenahme von Messdaten ermittelt. Die Simulation der rutschenden

Person kann dabei in Echtzeit erfolgen.

Kommende Arbeiten könnten sich mit verschiedenen Aspekten befassen. Der Punkt-

kontakt zwischen zwei Flächen könnte so erweitert werden, dass ein Abheben und

Auftreffen der Flächen möglich ist. Ebenso könnte das Wassermodell für röhrenförmige

Rutschen mit allgemeinem Querschnitt implementiert werden und für mehrere Wasser-

zuläufe erweitert werden. Des Weiteren könnte das Wassermodell auf Freiformflächen

ausgeweitet werden. Weitere Tests an Rutschen könnten durchgeführt werden, sodass

die Reibungsparameter überprüft werden und für andere Materialien ermittelt werden

könnten. Die Optimierung der Geometrie könnte weiter verfolgt werden, wobei sowohl

die Art der Kostenfunktion und Nebenbedingungen untersucht sowie standardmäßi-

ge Bauteile beziehungsweise sich wiederholende Bauteile zur Planung der Fertigung

berücksichtigt werden könnten.
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A Zeitliche Ableitungen der z-Achse des

Darboux-Koordinatensystems in singulären

Punkten

Die z-Achse des Darboux-Koordinatensystems in singulären Punkten beziehungsweise

in direkter Nähe zu diesen Punkten berechnet sich, wie in Gleichung (3.40) beschrieben,

zu

ẑ1 D =
σ t1 v

‖σ t1 v‖ =
σrv × (rv × rvv)

‖σrv × (rv × rvv)‖ . (A.1)

Zur Berechnung der Geschwindigkeits- und Beschleunigungsübertragung werden die

zeitlichen Ableitungen ˙̂z
1

D und ¨̂z
1

D benötigt. Die Berechnung dieser wird im Folgenden

erläutert. Die erste zeitliche Ableitung ˙̂z
1

D berechnet sich zu

˙̂z
1

D =
∂

∂t
(σrv × (rv × rvv))

︸ ︷︷ ︸
ŝ1

1

‖σrv × (rv × rvv)‖

+ (σrv × (rv × rvv))
∂

∂t

(
1

‖σrv × (rv × rvv)‖

)

︸ ︷︷ ︸
ŝ2

(A.2)

mit

ŝ1 =
∂

∂u
(σrv × (rv × rvv)) u̇+

∂

∂v
(σrv × (rv × rvv)) v̇

= (σruv × (rv × rvv) + σrv × (ruv × rvv + rv × ruvv))︸ ︷︷ ︸
ĉ1

u̇

+ (σrvv × (rv × rvv) + σrv × (rv × rvvv))︸ ︷︷ ︸
d̂1

v̇ (A.3)

ŝ2 =
∂

∂u

(
1

‖σrv × (rv × rvv)‖

)
u̇+

∂

∂v

(
1

‖σrv × (rv × rvv)‖

)
v̇

=
− (σrv × (rv × rvv)) · ĉ1

‖σrv × (rv × rvv)‖3

︸ ︷︷ ︸
ĉ2

u̇+
− (σrv × (rv × rvv)) · d̂1

‖σrv × (rv × rvv)‖3

︸ ︷︷ ︸
d̂2

v̇ (A.4)

was umgeformt
˙̂z

1

D = ĉu̇+ d̂v̇ (A.5)

mit

ĉ = ĉ1

1

‖σrv × (rv × rvv)‖ + (σrv × (rv × rvv)) ĉ2 (A.6)

d̂ = d̂1

1

‖σrv × (rv × rvv)‖ + (σrv × (rv × rvv)) d̂2 (A.7)
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ergibt. Die zweite zeitliche Ableitung ¨̂z
1

D berechnet sich analog zu

¨̂z
1

D =
∂ĉ

∂t
u̇+ ĉü+

∂d̂

∂t
v̇ + d̂v̈ (A.8)

mit

∂

∂t
ĉ = ˙̂c =

∂ĉ1

∂t

1

‖σrv × (rv × rvv)‖ + ĉ1ŝ2 + ŝ1ĉ2 + (σrv × (rv × rvv))
∂ĉ2

∂t
(A.9)

∂ĉ1

∂t
= ˙̂c1 =

∂ĉ1

∂u
u̇+

∂ĉ1

∂v
v̇

= [σruuv × (rv × rvv) + σruv × (ruv × rvv + rv × ruvv)

+ σruv × (ruv × rvv + rv × ruvv) + σrv × (ruuv × rvv + 2ruv × ruvv + rv × ruuvv)]u̇

+ [σruvv × (rv × rvv) + σruv × (rv × rvvv) + σrvv × (ruv × rvv + rv × ruvv)

+ σrv × (ruvv × rvv + ruv × rvvv + rvv × ruvv + rv × ruvvv)] v̇ (A.10)

∂ĉ2

∂t
=

∂

∂t

(
−(σrv × (rv × rvv))

‖σrv × (rv × rvv)‖3

)

︸ ︷︷ ︸
ŝ3

·ĉ1 +
−(σrv × (rv × rvv))

‖σrv × (rv × rvv)‖3
· ˙̂c1 (A.11)

ŝ3 =
∂

∂t
(−σrv × (rv × rvv))

1

‖σrv × (rv × rvv)‖3

− (σrv × (rv × rvv))
∂

∂t

(
1

‖σrv × (rv × rvv)‖3

)

︸ ︷︷ ︸
ŝ4

= −ŝ1

1

‖σrv × (rv × rvv)‖3
− (σrv × (rv × rvv))ŝ4 (A.12)

ŝ4 =
[
−3‖σrv × (rv × rvv)‖−5(σrv × (rv × rvv))ĉ1

]
u̇

+
[
−3‖σrv × (rv × rvv)‖−5(σrv × (rv × rvv))d̂1

]
v̇ (A.13)

∂d̂

∂t
= ˙̂
d =

∂d̂1

∂t

1

‖σrv × (rv × rvv)‖ + d̂1ŝ2 + ŝ1d̂2 + (σrv × (rv × rvv))
∂d̂2

∂t
(A.14)

∂d̂1

∂t
= ˙̂
d1 =

∂d̂1

∂u
u̇+

∂d̂1

∂v
v̇

= [σruvv × (rv × rvv) + σrvv × (ruv × rvv + rv × ruvv)

+ σruv × (rv × rvvv) + σrv × (ruv × rvvv + rv × ruvvv)] u̇

+ [σrvvv × (rv × rvv) + 2σrvv × (rv × rvvv) + σrv × (rvv × rvvv + rv × rvvvv)] v̇

(A.15)

∂d̂2

∂t
=

∂

∂t

(
−(σrv × (rv × rvv))

‖σrv × (rv × rvv)‖3

)

︸ ︷︷ ︸
ŝ3

·d̂1 +
−(σrv × (rv × rvv))

‖σrv × (rv × rvv)‖3

˙̂
d1 (A.16)

= ŝ3 · d̂1 +
−σrv × (rv × rvv)

‖σrv × (rv × rvv)‖ · ˙̂
d1 . (A.17)
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B Beschleunigungsübertragung des

Flächengelenkes

Die Beschleunigungsübertragung des Flächengelenk ergibt sich als zeitliche Ableitung

der Geschwindigkeitsübertragung. Für die Winkelbeschleunigung gilt

ω̇0 D = ω̇0 1 + ω̇1 D + ω0 1 × ω1 D (B.1)

mit

ω̇D
1 D =




ż1 D · ẏ1
D

+ z1 D · ÿ1
D

ẋ1 D · ż1 D + x1 D · z̈1 D

ẏ1
D

· ẋ1 D + y1
D

· ẍ1 D


 . (B.2)

Die Vektoren ẍ1 D, ÿ1
D

und z̈1 D werden im Folgenden anhand der zeitlichen Ableitung

von Gleichung (3.45) berechnet. Für ẍ1 D ergibt sich

ẍ1 D =
∂a

∂t︸︷︷︸
ȧ

u̇+ aü+
∂b

∂t︸︷︷︸
ḃ

v̇ + bv̈ (B.3)

mit

ȧ =
∂

∂t

(
−(αuru + αvrv)

‖αuru + αvrv‖3

)

︸ ︷︷ ︸
ȧA

×((αuru + αvrv) × (αuruu + αvruv))

+
−(αuru + αvrv)

‖αuru + αvrv‖3
× ∂

∂t
((αuru + αvrv) × (αuruu + αvruv))

︸ ︷︷ ︸
ȧB

(B.4)

ḃ =
∂

∂t

(
−(αuru + αvrv)

‖αuru + αvrv‖3

)

︸ ︷︷ ︸
ḃ

A

×((αuru + αvrv) × (αuruv + αvrvv))

+
−(αuru + αvrv)

‖αuru + αvrv‖3
× ∂

∂t
((αuru + αvrv) × (αuruv + αvrvv))

︸ ︷︷ ︸
ḃ

B

(B.5)

und

ȧA =
∂

∂u

(
−(αuru + αvrv)

‖αuru + αvrv‖3

)
u̇+

∂

∂v

(
−(αuru + αvrv)

‖αuru + αvrv‖3

)
v̇

=

(
−(αuruu + αvruv)

‖αuru + αvrv‖3
+

3(αuru + αvrv)(αuru + αvrv)T

‖αuru + αvrv‖5
(αuruu + αvruv)

)
u̇

+

(
−(αuruv + αvrvv)

‖αuru + αvrv‖3
+

3(αuru + αvrv)(αuru + αvrv)T

‖αuru + αvrv‖5
(αuruv + αvrvv)

)
v̇
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ȧB =
∂

∂t
(αuru + αvrv) × (αuruu + αvruv) + (αuru + αvrv) × ∂

∂t
(αuruu + αvruv)

= ((αuruu + αvruv)u̇+ (αuruv + αvrvv)v̇) × (αuruu + αvruv)

+ (αuru + αvrv) × ((αuruuu + αvruuv)u̇+ (αuruuv + αvruvv)v̇)

ḃ
A

= ȧA

ḃ
B

=
∂

∂t
(αuru + αvrv) × (αuruv + αvrvv) + (αuru + αvrv) × ∂

∂t
(αuruv + αvrvv)

= ((αuruu + αvruv)u̇+ (αuruv + αvrvv)v̇) × (αuruv + αvrvv)

+ (αuru + αvrv) × ((αuruuv + αvruvv)u̇+ (αuruvv + αvrvvv)v̇) .

Die Beschleunigung z̈1 D berechnet sich analog zu

z̈1 D =
∂c

∂t︸︷︷︸
ċ

u̇+ cü+
∂d

∂t︸︷︷︸
ḋ

·v + dv̈ (B.6)

mit

ċ =
∂

∂t

−σru × rv

‖σru × rv‖3

︸ ︷︷ ︸
ċA

×((σru × rv) × (σruu × rv + σru × ruv))

+
−σru × rv

‖σru × rv‖3
× ∂

∂t
((σru × rv) × (σruu × rv + σru × ruv))

︸ ︷︷ ︸
ċB

(B.7)

ḋ =
∂

∂t

−σru × rv

‖σru × rv‖3

︸ ︷︷ ︸
ḋ

A

×((σru × rv) × (σruv × rv + σru × rvv))

+
−σru × rv

‖σru × rv‖3
× ∂

∂t
((σru × rv) × (σruv × rv + σru × rvv))

︸ ︷︷ ︸
ḋ

B

(B.8)

und

ċA =

(
−(σruu × rv + σru × ruv)

‖σru × rv‖3
+

3(σru × rv)(σru × rv)T

‖σru × rv‖5
(σruu × rv + σru × ruv)

)
u̇

+

(
−(σruv × rv + σru × rvv)

‖σru × rv‖3
+

3(σru × rv)(σru × rv)T

‖σru × rv‖5
(σruv × rv + σru × rvv)

)
v̇

ċB = ((σruu × rv + σru × ruv)u̇+ (σruv × rv + σru × rvv)v̇) × (σruu × rv + σru × ruv)

+ (σru × rv) × ((σruuu × rv + 2(σruu × ruv) + σru × ruuv)u̇

+ (σruuv × rv + σruu × rvv + σru × ruvv)v̇)

ḋ
A

= ċA
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ḋ
B

= ((σruu × rv + σru × ruv)u̇+ (σruv × rv + σru × rvv)v̇) × (σruv × rv + σru × rvv)

+ (σru × rv) × ((σruuv × rv + σruu × rvv + σru × ruvv)u̇

+ (σruvv × rv + 2(σruv × rvv) + σru × rvvv)v̇) .

Die Beschleunigung ÿ1
D

ergibt sich damit zu

ÿ1
D

= z̈1 D × x1 D + 2 ż1 D × ẋ1 D + z1 D × ẍ1 D . (B.9)

Die lineare Beschleunigung a0 D berechnet sich zu

a0 D = a0 1 + a1 D + ω̇0 1 × r1 D + 2 ω0 1 × w1 D + ω0 1 × ( ω0 1 × r1 D) (B.10)

mit

a11 D = ruü+ rvv̈ + 2ruvu̇v̇ + ruuu̇
2 + rvvv̇

2 . (B.11)
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C Partielle Ableitungen der verwendeten

Gleichungen für eine röhrenförmige Fläche

In diesem Anhang werden die benötigten partiellen Ableitung zur Beschreibung der

parametrischen Fläche des Flächengelenkes, welche aus einer B-Spline-Mittellinie und

einem variablem Querschnitt besteht, berechnet. Wird ein konstanter Querschnitt ver-

wendet, vereinfachen sich die partiellen Ableitungen entsprechend.

C.1 Partielle Ableitungen der Rotationsmatrix 1RT(u)

Die Rotationsmatrix 1RT(u) =
[
x1 T(u) y1

T
(u) z1 T(u)

]
besteht aus einer x-Achse,

welche tangential zur Mittellinie verläuft

x1 T(u) =
cu(u)

‖cu(u)‖ , (C.1)

einer y-Achse, welche senkrecht zu einem Horizontvektorfeld h ist

y1
T
(u) =

h(u) × x1 T(u)

‖h(u) × x1 T(u)‖ (C.2)

und einer z-Achse, welche das rechtshändige Koordinatensystem vervollständigt

z1 T(u) = x1 T(u) × y1
T
(u) . (C.3)

Im Folgenden gilt x1 T(u) = x̄(u), sodass sich die partiellen Ableitungen der x-Achse

zu

x̄u =
−cu × (cu × cuu)

‖cu‖3
(C.4)

x̄uu =
∂

∂u

(
−cu

‖cu‖3

)

︸ ︷︷ ︸
x̄uu,1

×(cu × cuu) +

(
−cu

‖cu‖3

)
× (cu × cuuu) (C.5)

mit x̄uu,1 =
−cuu

‖cu‖3
+

3cuc
T
u

‖cu‖5
cuu

x̄uuu =

(
∂

∂u

(
−cuu

‖cu‖3

)

︸ ︷︷ ︸
x̄uuu,1

+
∂

∂u

(
3cuc

T
u

‖cu‖5
cuu

)

︸ ︷︷ ︸
x̄uuu,2

)
× (cu × cuu)

+ 2

(
−cuu

‖cu‖3
+

3cuc
T
u

‖cu‖5
cuu

)
× (cu × cuuu)

+

(
−cu

‖cu‖3

)
× (cuu × cuuu + cu × cuuuu) (C.6)
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mit

x̄uuu,1 =
−cuuu

‖cu‖3
+

3cuc
T
u

‖cu‖5
cuuu

x̄uuu,2 =

(
3(cuuc

T
u + cuc

T
uu

‖cu‖5
− 15(cuc

T
u )(cuc

T
uu)

‖cu‖7

)
cuu +

(
3cuc

T
u

‖cu‖5

)
cuuu

berechnen. Die Ableitungen des Kreuzproduktes aus Horizontvektorfeld und x-Achse

können gemäß

(h× x̄)u = hu × x̄+ h× x̄u (C.7)

(h× x̄)uu = huu × x̄+ 2(hu × x̄u) + h× x̄uu (C.8)

(h× x̄)uuu = huuu × x̄+ 3(huu × x̄u + hu × x̄uu) + h× x̄uuu (C.9)

dargestellt werden, sodass ich die Ableitungen der y-Achse y1
T
(u) = ȳ(u) zu

ȳ
u

=
−(h× x̄) × ((h× x̄) × (h× x̄)u)

‖h× x̄‖3
(C.10)

ȳ
uu

=
∂

∂u

(
−(h× x̄)

‖h× x̄‖3

)

︸ ︷︷ ︸
ȳ

uu,1

×((h× x̄) × (h× x̄)u) +

(
−(h× x̄)

‖h× x̄‖3

)
× ((h× x̄) × (h× x̄)uu)

(C.11)

mit ȳ
uu,1

=
−(h× x̄)u

‖h× x̄‖3
+

3(h× x̄)(h× x̄)T

‖h× x̄‖5
(h× x̄)u

ȳ
uuu

=

(
∂

∂u

(
−(h× x̄)u

‖h× x̄‖3

)

︸ ︷︷ ︸
ȳ

uuu,1

+
∂

∂u

(
3(h× x̄)(h× x̄)T

‖h× x̄‖5
(h× x̄)u

)

︸ ︷︷ ︸
ȳ

uuu,2

)
× ((h× x̄) × (h× x̄)u)

+ 2

(
−(h× x̄)u

‖h× x̄‖3
+

3(h× x̄)(h× x̄)T

‖h× x̄‖5
(h× x̄)u

)
× ((h× x̄) × (h× x̄)uu)

+

(
−(h× x̄)

‖h× x̄‖3

)
× ((h× x̄)u × (h× x̄)uu + (h× x̄) × (h× x̄)uuu) (C.12)

mit

ȳ
uuu,1

=
−(h× x̄)uu

‖h× x̄‖3
+

3(h× x̄)u(h× x̄)T

‖h× x̄‖5
(h× x̄)u

ȳ
uuu,2

=
∂

∂u

(
3(h× x̄)(h× x̄)T

‖h× x̄‖5

)

︸ ︷︷ ︸
ȳ

uuu,2.1

(h× x̄)u +
3(h× x̄)(h× x̄)T

‖h× x̄‖5
(h× x̄)uu

ȳ
uuu,2.1

=
3((h× x̄)u(h× x̄)T + (h× x̄)(h× x̄)T

u )

‖h× x̄‖5

− 15((h× x̄)(h× x̄)T)((h× x̄)T(h× x̄)u)

‖h× x̄‖7
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berechnen. Da die z-Achse z1 T(u) = z̄(u) aus dem Kreuzprodukt der beiden zuvor

beschrieben Achsen berechnet wird, ergibt sich

z̄u = x̄u × ȳ + x̄× ȳ
u

(C.13)

z̄uu = x̄uu + 2x̄u × ȳ
u

+ x̄× ȳ
uu

(C.14)

z̄uuu = x̄uuu × ȳ + 3x̄uu × ȳ
u

+ 3x̄u × ȳ
uu

+ x̄× ȳ
uuu

(C.15)

C.2 Partielle Ableitungen der resultierenden Fläche r(u, v)

Die parametrische Fläche bestehend aus einer B-Spline-Mittellinie und einem Quer-

schnitt wird durch

r(u, v) = c+ ȳsy + z̄sz (C.16)

beschrieben, sodass sich die partiellen Ableitungen zu

ru = cu + ȳ
u
sy + ȳsy,u + z̄usz + z̄sz,u (C.17)

rv = ȳsy,v + z̄sz,v (C.18)

ruu = cuu + ȳ
uu
sy + 2ȳ

u
sy,u + ȳsy,uu + z̄uusz + 2z̄usz,u + z̄sz,uu (C.19)

ruv = ȳ
u
sy,v + ȳsy,uv + z̄usz,v + z̄sz,uv (C.20)

rvv = ȳsy,vv + z̄sz,vv (C.21)

ruuu = cuuu + ȳ
uuu
sy + 3ȳ

uu
sy,u + 3ȳ

u
sy,uu + ȳsy,uuu

+ z̄uuusz + 3z̄uusz,u + 3z̄usz,uu + z̄sz,uuu (C.22)

ruuv = ȳ
uu
sy,v + 2ȳ

u
sy,uv + ȳsy,uuv + z̄uusz,v + 2z̄usz,uv + z̄sz,uuv (C.23)

ruvv = ȳ
u
sy,vv + ȳsuvv + z̄usz,vv + z̄suvv (C.24)

rvvv = ȳsy,vvv + z̄sz,vvv (C.25)

berechnen.

C.3 Partielle Ableitungen der Querschnittsfunktion für zwei

und mehr Querschnitte

Die Querschnittsfunktion für mehr als zwei Querschnitte ergibt sich zu

s(u, v) = (1 − Λ0) pT 0 +
n−3∑

i=0

[
Λi(1 − Λi+1) pT i+1

]
+ Λn−2 pT n−1 mit i = 0, ..., n− 3 .

(C.26)
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Wird der mittlere Teil der Gleichung weggelassen, ergibt sich die Querschnittsfunktion

für zwei Querschnitte zu

s(u, v) = (1 − Λ(u)) pT 0(v) + Λ(u) pT 1(v). (C.27)

Im Folgenden werden die partiellen Ableitungen für mehr als zwei Querschnitte auf-

geführt, da diese die partiellen Ableitungen für zwei Querschnitte beinhalten. Für alle

Gleichungen gilt i = 0, ..., n − 3, wobei n die Anzahl der Querschnitte ist, sodass sich

die partiellen Ableitungen zu

su = −Λ0
u pT 0 +

n−3∑

i=0

[
Λi

u(1 − Λi+1) pT i+1 − Λi Λi+1
u pT i+1

]
+ Λn−2

u pT n−1 (C.28)

sv = (1 − Λ0) pT 0
v

+
n−3∑

i=0

[
Λi(1 − Λi+1) pT i+1

v

]
+ Λn−2 pT n−1

v
(C.29)

suu = −Λ0
uu pT 0 +

n−3∑

i=0

[
Λi

uu(1 − Λi+1) pT i+1 − 2Λi
u Λi+1

u pT i+1 − Λi Λi+1
uu pT i+1

]

+ Λn−2
uu pT n−1 (C.30)

suv = −Λ0
u pT 0

v
+

n−3∑

i=0

[
Λi

u(1 − Λi+1) pT i+1
v

− Λi Λi+1
u pT i+1

v

]
+ Λn−2

u pT n−1
v

(C.31)

svv = (1 − Λ0) pT 0
vv

+
n−3∑

i=0

[
Λi(1 − Λi+1) pT i+1

vv

]
+ Λn−2 pT n−1

vv
(C.32)

suuu = −Λ0
uuu pT 0 +

n−3∑

i=0

[
Λi

uuu(1 − Λi+1) pT i+1 − 3Λi
uu Λi+1

u pT i+1

−3Λi
u Λi+1

uu pT i+1 − Λi Λi+1
uuu pT i+1

]
+ Λn−2

uuu pT n−1 (C.33)

suuv = −Λ0
uu pT 0

v
+

n−3∑

i=0

[
Λi

uu(1 − Λi+1) pT i+1
v

− 2Λi
u Λi+1

u pT i+1
v

−Λi Λi+1
uu pT i+1

v

]
+ Λn−2

uu pT n−1
v

(C.34)

suvv = −Λ0
u pT 0

vv
+

n−3∑

i=0

[
Λi

u(1 − Λi+1) pT i+1
vv

− Λi Λi+1
u pT i+1

vv

]
+ Λn−2

u pT n−2
vv

(C.35)

svvv = (1 − Λ0) pT 0
vvv

+
n−3∑

i=0

[
Λi(1 − Λi+1) pT i+1

vvv

]
+ Λn−2 pT n−1

vvv
(C.36)

ergeben.

C.4 Partielle Ableitungen der logistischen Funktion

Die logistische Funktion wird gemäß

Λ(u) =
1

1 + e−ξ(u−ς)
(C.37)
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berechnet, sodass sich die partiellen Ableitungen zu

Λu = ξΛ(1 − Λ) (C.38)

Λuu = ξ2 Λ(1 − Λ)(1 − 2Λ) (C.39)

Λuuu = ξ3 Λ(1 − Λ)(1 − 6Λ + 6 (Λ)2) (C.40)

berechnen.
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D Partielle Ableitungen der Verbundfläche

Die Verbundfläche für mehr als zwei Flächen ergibt sich zu

r(u, v) = (1 − Λ0) p1 0 +
n−3∑

i=0

(
Λi(1 − Λi+1) p1 i+1

)
+ Λn−2 p1 n−1 . (D.1)

Wird der mittlere Teil der Gleichung weggelassen, ergibt sich die Verbundfläche für

zwei Flächenstücke zu

r(u, v) = (1 − Λ(u)) p1 0(u, v) + Λ(u) p1 1(u, v). (D.2)

Im Folgenden werden die partiellen Ableitungen für mehr als zwei Flächenstücke auf-

geführt, da diese die partiellen Ableitungen für zwei Flächenstücke beinhalten. Für alle

Gleichungen gilt i = 0, ..., n− 3, wobei n die Anzahl der Flächenstücke ist, sodass sich

die partiellen Ableitungen zu

ru = −Λ0
u p1 0 + (1 − Λ0) p1 0

u
+

n−3∑

i=0

[
Λi

u(1 − Λi+1) p1 i+1 − Λi Λi+1
u p1 i+1

+ Λi(1 − Λi+1) p1 i+1
u

]
+ Λn−2

u p1 n−1 + Λn−2 p1 n−1
u

(D.3)

rv = (1 − Λ0) p1 0
v

+
n−3∑

i=0

[
Λi(1 − Λi+1) p1 i+1

v

]
+ Λn−2 p1 n−1

v
(D.4)

ruu = −Λ0
uu p1 0 − 2Λ0

u p1 0
u

+ (1 − Λ0) p1 0
uu

+
n−3∑

i=0

[
Λi

uu(1 − Λi+1) p1 i+1 − 2Λi
u Λi+1

u p1 i+1 − Λi Λi+1
uu p1 i+1

+ 2(Λi
u(1 − Λi+1) − Λi Λi+1

u ) p1 i+1
u

+ Λi(1 − Λi+1) p1 i+1
uu

]

+ Λn−2
uu p1 n−1 + 2Λn−2

u p1 n−1
u

+ Λn−2 p1 n−1
uu

(D.5)

ruv = −Λ0
u p1 0

v
+ (1 − Λ0) p1 0

uv

+
n−3∑

i=0

[
Λi

u(1 − Λi+1) p1 i+1
v

− Λi Λi+1
u p1 i+1

v
+ Λi(1 − Λi+1) p1 i+1

uv

]

+ Λn−2
u p1 n−1

v
+ Λn−2 p1 n−1

uv
(D.6)

rvv = (1 − Λ0) p1 vv +
n−3∑

i=0

[
Λi(1 − Λi+1) p1 vv

]
+ Λn−2 p1 n−1

vv
(D.7)

ruuu = −Λ0
uuu p1 0 − 3Λ0

uu p1 0
u

− 3Λ0
u p1 0

uu
+ (1 − Λ0) p1 0

uuu

+
n−3∑

i=0

[
(Λi

uuu(1 − Λi+1) − 3Λi
uu Λi+1

u − 3Λi
u Λi+1

uu − Λi Λi+1
uuu) p1 i+1

+ 3(Λi
uu(1 − Λi+1) − 2Λi

u Λi+1
u − Λi Λi+1

uu ) p1 i+1
u

+ 3(Λi
u(1 − Λi+1) − Λi Λi+1

u p1 i+1
uu

+ Λi(1 − Λi+1) p1 i+1
uuu

]
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+ Λn−2
uuu p1 n−1 + 3Λn−2

uu p1 n−1
u

+ 3Λn−2
u p1 n−1

uu
+ Λn−2 p1 n−1

uuu
(D.8)

ruuv = −Λ0
uu p1 0

v
− 2Λ0

u p1 0
uv

+ (1 − Λ0) p1 0
uuv

+
n−3∑

i=0

[
(Λi

uu(1 − Λi+1) − 2Λi
u Λi+1

u − Λi Λi+1
uu ) p1 i+1

v

+ 2(Λi
u(1 − Λi+1) − Λi Λi+1

u ) p1 i+1
uv

+ Λi(1 − Λi+1) p1 i+1
uuv

]

+ Λn−2
uu p1 n−1

v
+ 2Λn−2

u p1 n−1
uv

+ Λn−2 p1 n−1
uuv

(D.9)

ruvv = −Λ0
u p1 0

vv
+ (1 − Λ0) p1 0

uvv

+
n−3∑

i=0

[
(Λi

u(1 − Λi+1) − Λi Λi+1
u ) p1 i+1

vv
+ Λi(1 − Λi+1) p1 i+1

uvv

]

+ Λn−2
u p1 n−2

vv
+ Λn−2 p1 n−1

uvv
(D.10)

rvvv = (1 − Λ0) p1 0
vvv

+
n−3∑

i=0

[
Λi(1 − Λi+1) p1 i+1

vvv

]
+ Λn−2 p1 n−1

vvv
(D.11)

ergeben. Es gilt folgender Zusammenhang zwischen den partiellen Ableitungen der

Flächen p1 j(uj(u), vj(v)) mit j = 0, ..., n − 1 nach den Koordinaten u und uj bzw. v

und vj

p1 j

u
= p1 j

uj

p1 j

v
= p1 j

vj
(vj,max − vj,min)

p1 j

uu
= p1 j

ujuj

p1 j

uv
= p1 j

ujvj
(vj,max − vj,min)

p1 j

vv
= p1 j

vjvj
(vj,max − vj,min)2

p1 j

uuu
= p1 j

ujujuj

p1 j

uuv
= p1 j

ujujvj
(vj,max − vj,min)

p1 j

uvv
= p1 j

ujvjvj
(vj,max − vj,min)2

p1 j

vvv
= p1 j

vjvjvj
(vj,max − vj,min)3 .
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E Erläuterungen zu den Bindungsgleichungen auf

Geschwindigkeitsebene

Damit die Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeitsebene aus [Montana, 1988] in der

Simulationsumgebung M ❛ ❛

❛ ❛

BILE verwendet werden können, werden diese in ein kine-

tostatisches Zustandsobjekt mit Geschwindigkeits-, Beschleunigungs- und Kraftüber-

tragung überführt.

Das Gleichungssystem aus Gleichung (3.84) kann mithilfe der Jacobi-Matrix gemäß


 ω00 2

w0
0 2


 =


 Jω

Jw




︸ ︷︷ ︸
JF




ω00 1

w0
0 1

u̇1

v̇1

u̇2

v̇2

φ̇




(E.1)

mit

Jω =
[
I3 03×3 ω0 u1

1 1D ω0 v1

1 1D − ω0 u2

2 2D − ω0 v2

2 2D z0 1D

]
(E.2)

Jw =

[
− r̃01 1D I3

∂ r01 1D

∂u1

∂ r01 1D

∂v1

∂ r02 2D

∂u2

∂ r02 2D

∂v2

0

]
+ r̃02 2DJω (E.3)

umgeschrieben werden, wobei ω0 u1

1 1D, ω0 v1

1 1D, ω0 u2

2 2D und ω0 v2

2 2D die entsprechenden Vektoren

in Absolutkoordinaten wie in Gleichung (3.53) sind, welche mit den Geschwindigkeiten

der Flächenparameter multipliziert werden.

Die Winkelbeschleunigung berechnet sich aus Gleichung (3.84) zu

ω̇0 2 = ω̇0 1 + ω̇1S 2S + ω0 1 × ω1S 2S , (E.4)

wobei sich ω̇1S 2S beispielsweise aus dem Gleichstellen der beiden Gleichungen

ω2S 1D = ω2S 1S+ ω1S 1D → ω̇2S 1D = ω̇2S 1S+ ω̇1S 1D+ ω2S 1S× ω1S 1D (E.5)

ω2S 1D = ω2S 2D+ ω2D 1D → ω̇2S 1D = ω̇2S 2D+ ω̇2D 1D+ ω2S 2D× ω2D 1D (E.6)

zu

ω̇1S 2S = ω̇1 1D + ω1 1D × ω1S 2S − ω̇2 2D + φ̈z1D + ω2 2D × (φ̇z1D) (E.7)

ergibt.
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Die lineare Beschleunigung ergibt sich aus der zeitlichen Ableitung der linearen Ge-

schwindigkeit zu

ẇ0 2 = ẇ0 1 + ẇ1 1D + ω̇0 1 × r1 1D + 2 ω0 1 × w1 1D + ω0 1 × ( ω0 1 × r1 1D)

− ẇ2 2D − ω̇0 2 × r2 2D − 2 ω0 2 × w2 2D − ω0 2 × ( ω0 2 × r2 2D) . (E.8)

Die Kraftübertragung ergibt sich dann mithilfe der transponierten Jacobi-Matrix zu



τ00 1

f0
0 1

Qu1

Qv1

Qu2

Qv2

Qφ




= J
T
F


 τ00 2

f0
0 2


 . (E.9)

Die Beschleunigungs- und Kraftübertragung für die Rollbedingung können analog auf-

gestellt werden. Im Folgenden gilt r11 1D = r1 1 und r12 2D = r1 2. Wie in Gleichung (3.85)

dargestellt, sind die beiden relativen Geschwindigkeiten w1 1D und w2 2D bei aufein-

ander rollenden Flächen gleich, sodass die Geschwindigkeiten der Flächenparameter

der zweiten Fläche in Abhängigkeit der Geschwindigkeiten der Flächenparameter der

ersten Fläche gemäß

 r1 2

u2
.x r1 2

v2
.x

r1 2
u2
.y r1 2

v2
.y




︸ ︷︷ ︸
A


 u̇2

v̇2


 =


 r1 1

u1
.x r1 1

v1
.x

r1 1
u1
.y r1 1

v1
.y




︸ ︷︷ ︸
B


 u̇1

v̇1


 (E.10)


 u̇2

v̇2


 = A

−1
B


 u̇1

v̇1


 (E.11)

berechnet werden können, solange die Matrix A invertierbar ist (A−1), die partiellen

Ableitungen der zweiten Fläche also nicht parallel sind, was allerdings bereits ausge-

schlossen wurde. Die Beschleunigungsübertragung ergibt sich zu

Ȧ


 u̇2

v̇2


+ A


 ü2

v̈2


 = Ḃ


 u̇1

v̇1


+ B


 ü1

v̈1





 ü2

v̈2


 = (A−1

Ḃ − A
−1
ȦA

−1
B)


 u̇1

v̇1


+ A

−1
B


 ü1

v̈1


 (E.12)

mit

Ȧ =


 ṙ1 2

u2
.x ṙ1 2

v2
.x

ṙ1 2
u2
.y ṙ1 2

v2
.y


 (E.13)
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und

ṙ1 2
u2

= r1 2
u2u2

u̇2 + r1 2
u2v2

v̇2 + ω10 2 × r1 2
u2

(E.14)

ṙ1 2
v2

= r1 2
u2v2

u̇2 + r1 2
v2v2

v̇2 + ω10 2 × r1 2
v2

(E.15)

wobei sich die zeitliche Ableitung Ḃ analog zu Ȧ berechnet. Die Kraftübertragung

berechnet sich zu 
 Qu1

Qv1


 = (A−1

B)T


 Qu2

Qv2


 . (E.16)
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F Partielle Ableitungen für das Wassermodell

Die partiellen Ableitungen ∂A/∂h und ∂A/∂R berechnen sich aus der Formel zur Be-

rechnung des Flächeninhaltes eines Kreissegmentes

A = R2acos

(
1 − h

R

)
− (R − h)

√
2Rh− h2 (F.1)

zu

∂A

∂h
= R2




−1√√√√1 −
(

1 − h

R

)2




(
− 1

R

)
+

√
2Rh− h2 − (R − h)2 1√

2Rh− h2

=
R2

√
2Rh− h2

+
√

2Rh− h2 − R2 − 2Rh+ h2

√
2Rh− h2

= 2
√

2Rh− h2 = b (Sekante des Kreissegmentes) (F.2)

∂A

∂R
= 2Racos

(
1 − h

R

)
+R2




−1√√√√1 −
(

1 − h

R

)2




h

R2
−

√
2Rh− h2 − (R − h)h√

2Rh− h2

= 2Racos

(
1 − h

R

)
− Rh√

2Rh− h2
−

√
2Rh− h2 − Rh− h2

√
2Rh− h2

= 2Racos

(
1 − h

R

)
− 2

√
2Rh− h2

= Rα− b (Bogenlänge - Sekante des Kreissegmentes) . (F.3)

Die Winkelgeschwindigkeit θ̇ um die zM -Achse ergibt sich aus der Multiplikation der

Gleichung (4.6) mit y
w

zu

wθ̇ = y
w

· g

θ̇ =
y

w
· g

w
. (F.4)

Die zeitliche Ableitung des Krümmungsradius des Nebenscheitels errechnet sich zu

Ṙ = 2r tan(β)
1

cos(β)2
β̇

= 2r

(
xM · w

−y
M

· w

)
w2

(
y

M
· w
)2 β̇

= 2r

(
xM · w

−y
M

· w

)
w2

(
y

M
· w
)2 (θ̇ − y

M
· ẋM) . (F.5)
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G Projektion eines Kugelsegmentes auf eine Ebene

In diesem Anhang wird ein kurzer Überblick über die Berechnung der projizierten

Fläche eines Kugelsegmentes auf eine Ebene gegeben. Dafür wird der, in [Peters und

Dachsbacher, 2019], vorgestellte Algorithmus für eine Einheitskugel auf eine Kugel mit

dem Radius rS angewendet. Diese Ebene ist dabei stets senkrecht zu der Differenzge-

schwindigkeit aus Kugelgeschwindigkeit und Wassergeschwindigkeit und verläuft durch

den Mittelpunkt der Kugel. Der Kreis, der aus dem Schnitt der Ebene und der Kugel

entsteht wird im Folgenden analog zu [Peters und Dachsbacher, 2019] mit Horizont

umschrieben.

Die Position des Kugelsegmentes bezüglich des Horizonts führt zu vier verschiedenen

Fällen [Peters und Dachsbacher, 2019]:

1) Das Kugelsegment befindet sich im Ganzen über dem Horizont

→ projizierte Fläche ist eine Ellipse

2) Das Kugelsegment befindet sich hauptsächlich über dem Horizont

→ projizierte Fläche setzt sich aus einer abgeschnittenen Ellipse und einer abge-

schnittenen Kreisscheibe zusammen

3) Das Kugelsegment befindet sich hauptsächlich unter dem Horizont

→ projizierte Fläche ist eine abgeschnittene Kreisscheibe

4) Das Kugelsegment befindet sich im Ganzen unter dem Horizont

→ projizierte Fläche ist nicht vorhanden

Im Folgenden wird die Berechnung der projizierten Fläche gemäß [Peters und Dachs-

bacher, 2019] vorgestellt und auf eine Kugel mit dem Radius rS erweitert. Der Ho-

rizont liegt in der xcyc-Ebene eines Koordinatensystems Kc, sodass die zc-Achse in

die Richtung der Differenzgeschwindigkeit zeigt. Der Einheitsvektor d = −zM zeigt

vom Mittelpunkt der Kugel zum Mittelpunkt des Kreises des Kugelsegmentes, welcher

die Koordinaten kx und kz besitzt (Abbildung G.1). Die Halbachsen der entstehenden

Ellipse sind ax und ay, wobei ay der halbe Abstand zwischen den zuvor ermittelten

Schnittpunkten S1 und S2 ist, also dem Radius des Kreises des Kugelsegmentes ent-

spricht. Beim zweiten und drittel Fall schneidet der Kreis des Kugelsegmentes den

Horizont an zwei Stellen. Die Koordinaten von einem dieser Punkte werden mit tx

und ty bezeichnet. Die gerade beschriebenen und zur Flächenberechnung benötigten
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geometrischen Größen können durch

xc =
d− (zc · d)zc

‖d− (zc · d)zc‖
ax = sin(βc)ay = (zc · d)ay

kx = cos(βc)
√

r2
S − a2

y = (xc · d)
√

r2
S − a2

y

tx =

√
r2

S − a2
y

xc · d
berechnet werden.

Tabelle G.1 zeigt die Berechnung der projizierten Fläche in Abhängigkeit der Fallaus-

wahl, wobei gemäß [Peters und Dachsbacher, 2019] As(X) = X
√

1 −X2 + arcsin(X)

gilt.

Tabelle G.1: Darstellung der Fallauswahl und Berechnung der projizierten Fläche nach
[Peters und Dachsbacher, 2019]

Fall Fallauswahl Berechnung projizierte Fläche Ac

Fall1 ax ≥ 0 und tx ≥ rS Ac = axayπ

Fall2 ax ≥ 0 und tx < rS Ac = r2
S

(
π

2
− As

(
tx
rS

))
+ axay

(
π

2
+ As

(
tx − kx

ax

))

Fall3 ax < 0 und tx < rS Ac = r2
S

(
π

2
− As

(
tx
rS

))

Fall4 ax < 0 und tx ≥ rS Ac = 0

Fall 1 Fall 2

Fall 3 Fall 4

dd

dd

kx

ax

ay

tx

xc

xc

xc

xc

zc

zc

zc

zc

βc

Abbildung G.1: Darstellung der vier verschiedenen Fälle
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