UNIVERSITAT

DEUS 1 SSEBNU RG

Sehr singulire Losungen eines

geometrisch nichtlinearen Cosserat-Modells
fiir mikropolare Festkorper

Von der Fakultét fir Mathematik der Universitdt Duisburg-Essen
zur Erlangung des akademischen Grades

Doktor der Naturwissenschaften
(Dr. rer. nat.)

genehmigte Dissertation

von

Vanessa Hiisken, M.Sc.

Gutachter:
Prof. Dr. Andreas Gastel (Universitat Duisburg-Essen, Betreuer)
Prof. Dr. Angkana Riiland (Universitédt Bonn)

Mitglieder des Priifungsausschusses:
Prof. Dr. Frank Miller (Universitét Duisburg-Essen, Vorsitzender)
Prof. Dr. Christoph Scheven (Universitédt Duisburg-Essen)

Datum der Einreichung: 22.06.2023
Datum der Disputation: 25.09.2023 SO"_dS_ SPP 2256
Variational Methods



) UNIVERSITAT
DEUslss NU RG
UucrFupniico

universitats

Duisburg-Essen Publications online Ub | bibliothek

Diese Dissertation wird via DuEPublico, dem Dokumenten- und Publikationsserver der
Universitét Duisburg-Essen, zur Verfiigung gestellt und liegt auch als Print-Version vor.

DOl 10.17185/duepublico/79195
URN: urn:nbn:de:hbz:465-20231102-123717-7

Alle Rechte vorbehalten.



https://duepublico2.uni-due.de/
https://duepublico2.uni-due.de/
https://doi.org/10.17185/duepublico/79195
https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:hbz:465-20231102-123717-7

iii

Zusammenfassung

Die vorliegende Dissertation beschaftigt sich mit der Regularitat kritischer
Punkte f = (p, R) e WH2(Q,R3 x SO(3)) einer Form der Cosserat-Energie

2
jg(cp,R):/|RTDcp—Ig‘ + DR dz
Q

aus der Modellierung mikropolarer elastischer Festkorper. Wéahrend fir die
Minimierer dieses Funktionals bereits lokale Holder-Stetigkeit in der gesam-
ten offenen Menge ) bekannt ist, stellt sich die Frage, ob ohne Zusatzvoraus-
setzungen eine allgemeine (partielle) Regularitdtsaussage fiir alle kritischen
Punkte des Funktionals gelten kann.

Auf der Suche nach einer Antwort wird zunéchst das urspriingliche Cosserat-
Modell erldutert und im Detail aufgezeigt, weshalb die Frage nach der Re-
gularitdt kritischer Punkte der betrachteten Cosserat-Energie aufkam. Die
zentrale Idee hinter allen spateren Ausfithrungen besteht darin, bekannte Me-
thoden aus der Theorie harmonischer Abbildungen mit Werten in der Ein-
heitssphire S? ¢ R? auszunutzen. Der Zusammenhang zwischen letzteren und
Cosserat-Korpern wird beleuchtet, wahrend gleichzeitig weitere Konzepte wie
der topologische Abbildungsgrad und Dipol-Paare von Punktsingularitdten
flir Abbildungen in eine nicht-orientierbare Mannigfaltigkeit verallgemeinert
werden. Danach wird gezeigt, wie in urspriinglich glatte Abbildungen Dipole
eingefiigt werden konnen unter Aufwendung einer kontrollierten Menge von
Cosserat-Energie.

Ebenso wird eine erste partielle Regularitdtsaussage fiir diejenigen kritischen
Punkte getroffen, welche gleichzeitig Minimierer eines auf eine Untermannig-
faltigkeit eingeschrinkten Problems zu gegebenen (C'!-)Dirichlet-Randbedin-
gungen sind. Dazu wird nachgewiesen, dass die singulére Menge solcher Ab-
bildungen diskret ist und ganz im Inneren des Definitionsbereichs liegt. Im
Einklang mit bestimmten Situationen fiir harmonische Abbildungen erhélt
man bessere Regularitit am Rand als im Inneren. Insgesamt sind also fiir
diese Subklasse kritischer Punkte héchstens isolierte Punktsingularitdten zu
erwarten.

Schliellich werden Regularitdtsaussage und Dipol-Konstruktion kombiniert,
um die Existenz kritischer Punkte der Cosserat-Energie mit einer beliebig
groflen (endlichen) vorgegebenen Zahl von Singularitaten zu zeigen. Der Nach-
weis dieser ,,sehr singuldren Losungen® ist das Hauptziel der Arbeit; ein ent-
sprechender Artikel ist zur Veroffentlichung eingereicht (|[Hus23)).
Schliisselworter: Nichtlineare Cosserat-Elastizitdt, Regularitdt, harmoni-
sche Abbildungen






Abstract

In this thesis, we investigate the regularity of critical points f = (¢, R) €
WH2(Q,R? x SO(3)) of a certain type of Cosserat energy

2
jQ(@,R)zfQ‘RTDcp—Ig‘ + DR dz,

from the modeling of micropolar elastic materials. While minimizers of this
type of Cosserat energy are known to be Holder continuous in all of the open
set 2, it has been an open question, if (partial) regularity can hold for arbi-
trary critical points of the given functional, without any further assumptions.

In the beginning, we explain the underlying nonlinear Cosserat model and
show in detail, how the regularity question for critical points of the investiga-
ted Cosserat energy became apparent. The central idea behind all considera-
tions is to exploit well known results about harmonic maps with values in the
unit sphere S? c R3. The connection between the latter ones and Cosserat
solids is being looked at next, while we also introduce necessary generalized
concepts such as the degree of a map and dipole pairs of point singularities
for mappings into non-orientable manifolds. After that, we demonstrate how
dipoles can be inserted into formerly smooth mappings while controlling the
amount of Cosserat energy needed to do so.

Furthermore, a first partial regularity result is proved for those critical points
of the functional, which minimize the Cosserat energy among mappings on a
certain submanifold, given (C!-) Dirichlet boundary conditions. We demons-
trate discreetness of the singular set of these critical points and moreover
that their singular set is completely contained in the interior of the domain.
Therefore, in some situations boundary regularity is “better” than interior
regularity, similar to the behaviour of harmonic maps. In particular, we can
expect isolated point singularities at most for this subclass of critical points.

Subsequently, the developed techniques and partial regularity result are com-
bined and used to prove the existence of corresponding critical points of the
Cosserat energy, which exhibit an arbitrarily large (finite) prescribed number
of singularities. This result about “very singular solutions” is the final aim of
this thesis and has also been submitted for publication (|[Hus23]).

Keywords: Nonlinear Cosserat elasticity, regularity, harmonic maps
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1 Einleitung

Die vorliegende Dissertation ist als Teil der Arbeit an dem gleichnamigen
Forschungsprojekt (Projekt-ID 441380936) im Rahmen des Schwerpunktpro-
gramms ,Variationelle Methoden zur Vorhersage komplexer Phénomene in
Strukturen und Materialien der Ingenieurwissenschaften (SPP 2256) der
DFG entstanden.

Dieses erste Kapitel dient dazu, einen Uberblick iiber das betrachtete geo-
metrisch nichtlineare Cosserat-Modell fiir mikropolare elastische Festkorper
und den weiteren Aufbau der Arbeit zu geben, sowie die grundlegenden Fra-
gestellungen zu beschreiben, welche im Folgenden untersucht werden. Die
Beschreibung des Modells an sich (Abschnitt folgt dabei den Ausfithrun-
gen in |Gas19] und [LW20].

1.1 Ein Cosserat-Modell fiir mikropolare elastische
Korper

In der Elastizitdtstheorie bezeichnet Cosserat-Elastizitit eine Modell-Klasse
fiir Festkorper, welche insbesondere auf die Beschreibung von Materialien mit
einer zelluldren oder mikropolaren Struktur, von kornigen Feststoffen oder
von elastischen Fliissigkristallen mit Defekten abzielt. Sie hat ihren Ursprung
zu Beginn des 20. Jahrhunderts in der Arbeit [CC09| der Brider E. und
F. Cosserat. Im Vergleich zur klassischen Elastizitdtstheorie aus der Konti-
nuumsmechanik besteht die entscheidende Annahme der Cosserat-Elastizitét
darin, zusétzlich zur klassischen Deformation einen weiteren Freiheitsgrad fiir
Rotation einzufiihren; dies geschieht wie folgt:

Stellt eine beschrinkte Menge © c R? den Festkorper in seinem Grundzu-
stand dar, ohne dass Krifte auf ihn wirken, so bezeichnet ¢ : Q - R3 das
makroskopische Deformationsfeld der klassischen Elastizitétstheorie. Zusétz-
lich zu diesen Translations-Freiheitsgraden erlaubt die Cosserat-Elastizitét
jedem Punkt des Korpers auf mikroskopischer Ebene eine Rotation, kurz eine
»2Mikro-Rotation®. Deformation und Mikro-Rotation werden als unabhéngig
voneinander angenommen in dem Sinne, dass der Punkt des Korpers rotiert
wird, ohne den Koérper weiter zu deformieren.

Dabei bedeutet Rotation eines Punkte x € €2, dass das zugehorige ortho-
normale Dreibein mittels einer Drehmatrix R(z) rotiert. Dennoch muss es
konstitutive Annahmen beziiglich der mit ¢ und R assoziierten Energiedich-
ten geben, welche zu gekoppelten Gleichungen fiir ¢ und R fihren.
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Anders als bei den urspriinglichen Modellen, die linear in beiden Kompo-
nenten ¢ und R waren, arbeitet P. Neff im Kontext der Variationsrechnung
systematisch mit Varianten der Cosserat-Elastizitéit, die nicht ldnger lineari-
sierte Mikro-Rotationen benutzen, siche unter anderem [Nef04] und [Nef06).
Dabei werden die Mikro-Rotationen im Punkt x € © durch orthogonale (3x3)-
Matrizen R(x) € SO(3) beschrieben, anstatt infinitesimale Rotationen in der
zugehorigen Lie-Algebra der schiefsymmetrischen Matrizen zu betrachten.

Die Verwendung von Mikro-Rotationen in der Riemannschen Mannigfaltig-
keit SO(3) fithrt sofort zu geometrischen Nichtlinearitdten in den zugehorigen
Euler-Lagrange-Gleichungen, die aus der Sicht partieller Differentialgleichun-
gen schwierig zu handhaben sind.

Sowohl Deformation als auch Mikro-Rotation verursachen Spannungen im
Material, gegeben durch RT-Dy - I3 beziehungsweise RT -DR. Daher besteht
ein zum Cosserat-Modell (nach obigem Ansatz) gehorendes Energiefunktio-
nal aus folgenden zwei Summanden, welche die im Koérper befindliche Energie
beschreiben:

Die Wahl fiir den Beitrag der Belastung durch Deformation ist

e Hdevsym(RTD<p - Ig)H;(Q) + fe - Hskew(RTDcp - Ig)HiQ(Q)

+ B2 o (RTDg - 1) - s 12 -
(1.1)

Dabei bezeichnet devsym(A) = %(A + AT) - %(tr(A))Ig den deviatorischen
symmetrischen Teil einer Matrix A € R®*3 und skew(A) den schiefsymmetri-
schen Teil %(A—AT) von A. Definiert man einen linearen Operator P: R¥3 —
R3*3 durch die Setzung

P(A) = /p1 - devsym(A) + \/fic - skew(A) + @ tr(A) - I,

so lasst sich (1.1)) einfacher schreiben als

2

[P(R"De - I3)] 2 -

AuBlerdem werden die (vom Material abhidngigen) Konstanten g1, i und po
als positiv angenommen. Fiir p; und ps ist das eine natiirliche Annahme (sie
stehen im Zusammenhang mit den klassischen Lamé-Konstanten der Kon-
tinuumsmechanik ohne Mikro-Rotation, vgl. [Nef04, Sect. 2.2.1, S. 7]). Der
sogenannten Cosserat-Konstante p. hingegen mochte man vorzugsweise ein
Verschwinden ermoglichen, da in der Elastizitédtstheorie tiblicherweise nur der
symmetrische Deformations-Gradient sym(Dy) = %(Dgo + DT anstelle des
vollen Deformations-Gradienten eine Rolle spielt.
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Allerdings ist im Fall p. = 0 bisher selbst die Existenz von Minimierern (oder
anderen Losungen) aufler in wenigen Spezialfillen noch ungekléart, da meist
eine Art Kornscher Ungleichung fiir inkompatible Felder fehlt. Deshalb be-
schréanken sich die vorliegenden Regularitits-Untersuchungen auf den Fall
Le > 0.

Der Beitrag der rotationellen Belastung zur Energie ist in dieser Arbeit
T P
ABDER[ L, ),

fir A>0 (0.E. A =1) und fiir p > 2, wihrend P. Neff analog zum Beitrag der
Deformation auch hier mehr Parameter erlaubt.

Natiirlich kénnen zusétzliche externe Krifte oder Momente auf den Korper
wirken. Da diese aber fiir die Zielrichtung des Projekts keinen wesentlichen
Einfluss haben, werden sie zundchst vernachléssigt und somit als verschwin-
dend angenommen, vgl. auch die Diskussion dieses Aspekts in |Gasl19).

Das im Zuge dieser Dissertation betrachtete Cosserat-Energiefunktional ist
somit gegeben als

2
Jale, R) ::f|P(RTD¢—13)\ + DR dz.
Q

1.2 Startpunkt des Forschungsprojekts

Die Existenz von Minimierern der Cosserat-Energie wurde in [Nef06] im Fall
e > 0 (fiir beschrénkte Lipschitz-Gebiete €2) bewiesen. Danach beschéftig-
te sich mit A. Gastel (|Gasl9]) erstmals jemand mit der Regularitiat von
Cosserat-Korpern und stellte die folgende Diskrepanz fest:

Unter anderem fiir p = 2 und die spezielle Wahl puy = po = p. = 1 gilt,
dass jeder Minimierer von Jo(-) in der Klasse W12(Q,R3 x SO(3)) lokal
Holder-stetig im ganzen (offenen) Definitionsbereich  ist, also Sing(f) = @
ist. (Sing(f) bezeichnet das Komplement der grofiten Menge, auf der f =
(o, R) stetig ist, siehe auch Definition [2.8). Gleichzeitig wird dort fiir p > 2
und g1 = po = pe = 1 ein explizites Beispiel eines kritischen Punktes f = (¢, R)
in WP(B3 R3 x SO(3)) des Cosserat-Energie-Funktionals Js(-) (d.h. einer
schwachen Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen) gegeben, welcher in der
Rotationskomponente eine Singularitat im Ursprung aufweist:

2 2 2

1 T]— Ty — T3 2z129 2z123
o(z) = %a: log(|z]), R(z) = —5 - 22129 r3 -2 - 23 22973 ,
z| 2r173 2T913 x% - x% - x%

s. [Gasl9] S. 4291]. Dies legt den Gedanken nahe, dass kritische Punkte ,,sin-
gularer” sein konnen, als die Minimierer es vermuten lassen und eine zentrale
Frage lautet:

Wie schlimm (singulér) kann es werden?
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Ein Aspekt, der bei Betrachtung der Cosserat-Energie Jq(-) ins Auge fallt,
ist die Tatsache, dass der zweite Summand des Funktionals die viel studierte
p-Energie ist (das p-Dirichlet-Integral). Zur Regularitdt (bzw. Singularitét)
der kritischen Punkte des Dirichlet-Integrals (p = 2), der sogenannten harmo-
nischen Abbildungen, gibt es viel beachtete Resultate, beispielsweise von R.
Hardt und F.-H. Lin [HL86| oder T. Riviere [Riv95| fiir harmonische Abbil-
dungen in die Einheitssphire S? c R3. Wie bereits in der Zusammenfassung
angedeutet, ist diese Ahnlichkeit von Cosserat-Energie und Dirichlet-Energie
im Laufe der vorliegenden Arbeit von grofler Bedeutung.

Daher geht das Projekt zunéchst von den folgenden Grundannahmen aus,
um Resultate fiir Cosserat-Korper mithilfe von Analogien zu harmonischen
Abbildungen zu entwickeln. Es sei von nun an

p=2 und p1 = po = e = 1.

Mit dieser Wahl des Parameters p und der Material-Konstanten p; wird der
lineare Operator P zur Identitdt und das zu untersuchende Variationsproblem
in seiner einfachsten Form zu

Ja(o,R) = / IR"Dy - Is|* +[DRJ? dz —> min in W2(Q,R3xSO(3)). (P)
Q

Die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen lauten in diesem Fall

Ayp =div(R) (1)
div(DR) + Dy - DD’ R 1 TRSO(3), (2)

©F
die Poisson-Gleichung fiir die makroskopische Deformation ¢:Q — R? ist ge-
koppelt mit einer geometrisch nichtlinearen Gleichung fiir harmonische Ab-
bildungen R: - SO(3) in der Mikro-Rotation (s. [LW20, S. 2]).

Wie in |Gas19, S. 4289] festgehalten ist, stammt die Orthogonalitétsrelation
daher, dass nur solche Variationen der Mikro-Rotation zuléssig sind, die tan-
gential zu SO(3) verlaufen. Daher reprasentiert (2) eigentlich nur drei unab-
héngige Gleichungen, wahrend die anderen sechs zu erwartenden Gleichungen
(fiir die neun Komponenten von R) der Vorgabe R € SO(3) entsprechen.

Das klassische Variationsproblem fiir die (doppelte) Dirichlet-Energie fiir
Abbildungen mit Werten in der Einheitssphére S? (bzgl. der eigenen Rand-
werte) ist bekanntermaflen gegeben als

Do (u) = f IDuf? de —> min in WH(Q, 52); (Q)
Q

dessen kritische Punkte sind die harmonischen Abbildungen w: Q — S2.

'Der Summand (#) ist immer orthogonal zum Tangentialraum von SO(3) in R, kann
daher in (2) auch weggelassen werden.
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Da allerdings S? zweidimensional und SO(3) dreidimensional ist, kénnen die
Methoden fiir Abbildungen v mit Werten in S? im Problem (Q)) von Riviere
oder Hardt und Lin nicht eins zu eins auf Abbildungen R mit Werten in SO(3)
im Rotationsteil des Problems iibertragen werden. Doch es gibt Hoffnung
fiir eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von SO(3), wenn das oben
erwihnte singuldre Beispiel f = (¢, R) € Wh2(B3,R3 x SO(3)) aus |Gas19)
(fiir p = 2) als Startpunkt genutzt wird: Das Bild der dortigen Mikro-Rotation
R(z) liegt fiir jedes = € B3 in der Teilmenge

S:={AeSO(3): A ist eine 180°-Drehung um eine Achse in R?}

von SO(3).
Somit wird in dieser Dissertation das eingeschrinkte Problem der Form

Ja(p,R) = f |RTDg0 - 13‘2 +|DR)* dz — min  in WH2(Q,R*xS) (P')
Q

betrachtet.

Diese Einschrankung auf die Untermannigfaltigkeit S der Rotationen um
exakt 180° mag auf den ersten Blick aus anwendungsorientierter Sicht merk-
wiirdig erscheinen. In der Tat wére es jedoch ein Leichtes & in der ganzen
Arbeit durch AS zu ersetzen, fiir ein fest gewéhltes A € SO(3), da das Pro-
blem invariant unter den Symmetrien von SO(3) ist. Wihlt man A™! € S, so
sind auch gewisse Mikro-Rotationen R nahe der Identitat zuléssig.

Allerdings dndert natiirlich eine solche Einschrénkung auf eine Untermannig-
faltigkeit in der Regel die Euler-Lagrange-Gleichungen und verhindert somit
im Allgemeinen, dass Aussagen iiber das eingeschriankte Problem auf das Aus-
gangsproblem iibertragen werden konnen.

Die Situation bessert sich, falls die betrachtete Untermannigfaltigkeit total
geoddtisch ist. Eine total geodétische Untermannigfaltigkeit von SO(3) hat
die Eigenschaft, dass alle Geodéten in der Untermannigfaltigkeit auch Geo-
déten in SO(3) sind (vgl. [Jos11, Definition 4.7.3]). Dann und nur dann sind
alle Minimierer der Cosserat-Energie unter der Einschrédnkung, dass das Bild
ihrer Rotationskomponente in der Untermannigfaltigkeit liegt, auch kritische
Punkte von Jn(+) im vollen Problem.

S selbst ist eine solche total geodétische Untermannigfaltigkeit von SO(3),
denn &quivalent zu obiger Eigenschaft der Geodéten verschwindet die zweite
Fundamentalform von S identisch (vgl. [Josll, Theorem 4.7.3]), was sich in
lokalen Koordinaten nachrechnen lasst. Deswegen gilt, dass eingeschrinkte
Minimierer, so werden in dieser Arbeit die Minimierer des eingeschriankten
Problems genannt, kritische Punkte des urspriinglichen Problems
sind. Daher kann man zunéchst ohne Bedenken mit dem eingeschréankten
Problem arbeiten, zumal ohnehin die Regularitéit kritischer Punkte un-
tersucht werden soll.
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Ziel der vorliegenden Ausarbeitungen ist es daher, die Existenz ,sehr sin-
guldrer” kritischer Punkte der Cosserat-Energie (in der Subklasse der ein-
geschréankten Minimierer) nachzuweisen und somit die Verbesserung (partiel-
ler) Regularitatsaussagen fiir allgemeine kritische Punkte des vollen Problems
ohne weitere Zusatzvoraussetzungen auszuschlieen. Der Weg zu diesem Ziel
sieht dabei in seinen Grundziigen wie folgt aus:

Man beginnt mit einer glatten Abbildung, die in gewissem Sinne nicht zu weit
von einer minimierenden Abbildung mit denselben Randwerten entfernt ist.
Dann sollen die Randwerte so gedndert werden, dass sie Punktsingularitéten
fir Minimierer erzwingen. Dies geschieht, indem man in die glatte Abbildung
Dipol-Paare von Punktsingularititen einfiigt. Die aus der Konstruktion der
Dipole resultierenden gednderten Randwerte sorgen dann dafiir, dass jede
minimierende Abbildung bzgl. der neuen Randwerte gewissermaflen so nah
an der Abbildung mit Singularitdten ist, dass sie selbst aus topologischen
Griinden ebenfalls Singularitdten haben muss.

Andererseits ist fiir die nétige Argumentationsweise wichtig zu wissen, dass
Minimierer bzgl. der geAinderten Randwerte gleichzeitig nicht ,,zu viele* und
vor allem keine Singularitdten am Rand haben koénnen, was eine generelle
Regularitatsanalyse fiir eingeschrankte Minimierer erfordert.

Daher unterteilt sich das weitere Vorgehen dieser Arbeit in die folgenden
Teilschritte:

Aufbau der Arbeit

Kapitel @ schildert in einem ersten Teil (Abschnitt zunachst genauer die
erwahnte Ndhe von Abbildungen R:) - S zu den im Rahmen der Geome-
trischen Analysis viel untersuchten harmonischen Abbildungen u:Q - S? mit
Werten in der Einheitssphire S? ¢ R® und hilt Eigenschaften dieses Zusam-
menhangs fest, welche spéter in den Beweisen eines Grofiteils der erarbeiteten
Aussagen ausgenutzt werden.

Genauso stellt ein zweiter Teil (Abschnitt topologische Konzepte wie
den Abbildungsgrad und Dipol-Paare von Punktsingularitdten in der klassi-
schen Variante fiir Abbildungen mit Werten in einer orientierbaren Mannigfal-
tigkeit vor. Da die Mikro-Rotationskomponenten eingeschrankter Minimierer
aber Werte in der nicht-orientierbaren Mannigfaltigkeit S haben, ist es zweck-
méafig die vorgestellten Definitionen und Eigenschaften von Abbildungsgrad
und Dipol fiir solche zu erweitern.

Im Anschluss liefert Kapitel[3die benotigten Techniken zum Einfiigen von Di-
polen. Mit ihnen kénnen unter kontrolliertem Aufwand von Cosserat-Energie
Singularitdten in urspriinglich glatte Abbildungen eingefiigt werden. Dazu
sind feine Energie-Abschétzungen und die Ausnutzung wichtiger Approxima-
tionsresultate von F. Béthuel notig.

Es sei bereits an dieser Stelle bemerkt, dass dabei eine geometrische Quader-
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Wiirfel-Konstruktion, die ebenfalls von Béthuel zur ,,Entfernung“ von Dipo-
len entwickelt wurde (s. [Bét90, Abschnitt 11.2]), so modifiziert wird, dass
sie stattdessen im weiteren Verlauf der Arbeit in der Lage ist, in gegebenen
glatten Abbildungen Dipole zu erzeugen.

Kapitel[f) bildet den umfangreichsten Teil der vorliegenden Arbeit. Dort wird
eine vollstdndige Regularitédtsanalyse fiir die betrachtete Subklasse kritischer
Punkte, bestehend aus eingeschrankten Minimierern, durchgefiihrt. Es zeigt
sich, dass mittels passend entwickelter Monotonie-Formeln sowie diskreter
Morrey-Bedingungen sowohl im Inneren als auch am Rand eine (Dirichlet-)
Energie-Schranke fiir das Auftreten von Singularitdten bewiesen werden kann.
Durch gewisse Dimensions-Reduktions-Argumente fiir die singuldre Menge
gelangt man schliellich zu partieller Regularitat im folgenden Sinne:

Im Inneren des Definitionsbereiches sind eingeschrédnkte Minimierer au-
Berhalb einer diskreten Menge lokal Holder-stetig, wihrend am Rand, bei
vorgegebenen C'!-Dirichlet-Randwerten, volle Regularitit zu finden ist. Das
Besondere ist dabei, dass die Beweisfithrung zur vollen Randregularitdt an
keiner Stelle davon abhéngt, dass die Mikro-Rotation Werte in S statt SO(3)
hat. Man erhélt somit gleichzeitig einen neuen Beitrag zum Verstdndnis der
Randregularitéit von Cosserat-Energie-Minimierern, was an dieser Stelle be-
reits einmal formuliert werden soll, siehe Satz

Satz. Sei f € W;’Q(Q,R?’ x SO(3)) ein Minimierer der Cosserat-Energie
Ja() beziiglich der Dirichlet-Randbedingung g = (9, M) € C1(99, R3xSO(3)).
Dann gilt

Sing(f)noQ =@,

d.h. es gibt keine Singularititen am Rand.

Dies verbessert teilweise ein Resultat aus [LW23|, wo fiir eine andere Sub-
klasse kritischer Punkte, zu der auch Minimierer der Cosserat-Energie ge-
horen, lokale Holder-Stetigkeit auflerhalb einer Menge von verschwindendem
eindimensionalem Hausdorff-Mafl gezeigt wird. Insbesondere folgt aus obi-
gem Satz fiir Minimierer des vollen Problems in Kombination mit der
bekannten lokalen Holder-Stetigkeit im Inneren bei gegebenen C!-Dirichlet-
Randbedingungen insgesamt Sing(f) = @.

Es sei auch hier bemerkt, dass die grundlegenden Ideen zum Vorgehen in
der Beweisfithrung aus Arbeiten zur Regularitdt harmonischer Abbildungen
zwischen Mannigfaltigkeiten in der Geometrischen Analysis seit den Resulta-
ten von R. Schoen und K. Uhlenbeck (s. [SU82|, [SU83|) bekannt sind und
auf diesen basieren.

SchlieBlich kann in Kapitel [ durch Kombination der Regularitétstheorie aus
Kapitel [] und der Techniken aus Kapitel [3] wie angekiindigt die Existenz
kritischer Punkte der Cosserat-Energie mit einer beliebig grofien (endlichen)
vorgegebenen Zahl von Singularitdten nachgewiesen werden, siche Satz
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Satz.  Zu jeder positiven Zahl N € N gibt es glatte Randwerte go = (o, Ro) €
c* (8B3,R3 x S) mit deg(Ro) = 0, sodass fir jeden Minimierer f = (p, R)
der Cosserat-Energie Jgs(+) in der Klasse ngf (B?’,]R?’ X S) gilt:

Die Mikro-Rotation R besitzt mindestens N Singularitdten.

Damit existieren also kritische Punkte der Cosserat-Energie, die sich so ,,sin-
gular® verhalten, wie es ihnen iiberhaupt mdéglich ist; eine weitere Reduktion
der singuldren Menge fiir allgemeine kritische Punkte der Cosserat-Energie
ohne weitere Zusatzvoraussetzungen kann demnach ausgeschlossen werden,
ein Artikel zu diesem Ergebnis ist zur Veroffentlichung eingereicht ([Hus23]).

Diesem Aufbau folgend, richtet sich nun der Fokus zunéchst auf diejenigen
Grundlagen, die im Laufe der Arbeit verwendet werden.



2 Verwendete Grundlagen

Die Betrachtung von Mikro-Rotationen in der Untermannigfaltigkeit S hat
im Vergleich zu anderen total geodétischen Untermannigfaltigkeiten AS tech-
nische Vorteile, welche im folgenden Abschnitt beschrieben sind.

Im Anschluss dazu werden in Abschnitt der topologische Grad einer
Abbildung und Dipol-Paare von Singularitdten vorgestellt und auf die zu
untersuchende Situation mit Mikro-Rotationen in & angepasst.

2.1 Verbindung zwischen S? und S c SO(3)

Identifiziert man jede Mikro-Rotation in der Menge S mit ihrer Drehachse, so
erhilt man eine zweiblittrige Uberlagerung von S durch die Einheitssphire
S? c R3, gegeben mittels

2 .2 2
, ny-—ny—n3 2n1neg 2ning
F:5°-8S, ne2nen-1I3= 2n1n9 n%—n%—n% 2n9n3
2ning 2n9nsg ng - n% - n%

Die so definierte Uberlagerung besitzt zwei duflerst niitzliche Eigenschaften:
Sie ist eine homothetische Abbildung, d.h. eine lokale Isometrie bis auf einen
skalaren Faktor. Gleichzeitig ermdglicht sie ein Lifting auf S2. Diese beiden Ei-
genschaften bilden die Grundlage dafiir, dass die im Rahmen des Forschungs-
projekts erhaltenen Resultate unter anderem mit Hilfe von bekannten Aussa-
gen iiber harmonische Abbildungen mit Werten in S? nachgewiesen werden
konnen.

Die Homothetie-Eigenschaft lasst sich durch elementare Rechnungen in loka-
len Koordinaten nachweisen:

Lemma 2.1.  Die oben gegebene Uberlagerungsabbildung F ist bei Wahl
einer natirlichen Riemannschen Metrik auf SO(3) (und damit auch auf S),
(lokal) eine Isometrie bis auf den Faktor \/8.

Beweis.  Betrachte zunéchst o.E. die folgende lokale, durch die inverse ste-
reographische Projektion gegebene konforme Parametrisierung der Einheits-
sphére S

, 1 2u
S$%sn=X(uv)=——m—-| 20
1+u2+v2 2 2

u“+v°-1

Jede andere anfiangliche Parametrisierung lasst sich mittels lokal diffeomor-
phen Kartenwechsel-Abbildungen auf diese Situation zuriickfiithren, da S? eine
reguldre Flache (im Sinne der Differentialgeometrie) ist.
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Dann ist {X,, X,} = {%—if, %—f} eine orthogonale Basis von T},5%, dem Tan-

gentialraum von S? im Punkt n, mit

—u?+0?+1 —2uv
2 2 X 2 2?41
U L2 1 02)2 —auv v Av T s oy | Y ’
(1 +u?+v?) 2 (1+u?+v2) %
. 2 v 2. 4 _
sowie | X" = | Xy = —5—= und (X,,X,)=0.

S (L+u? +02)?

Zu der gegebenen Uberlagerung F: S? — S zeige, dass die in einem beliebigen
Punkt n € S? durch das Differential gegebene lineare Abbildung zwischen
den Tangentialriumen DF),:T,,5% — T'r(n)S eine beliebige Orthonormalbasis
(ONB) von T;,5% auf eine um den Faktor \/8 gestreckte ONB von Trm)S
abbildet.

Dazu berechnet man mit der Notation 01 = X, und 0y = X, zunéchst einmal
(DFL(0k));; = % [Fij(n+t-0y)]|,_, fiir 4,5 =1,2,3 und k = 1,2 und erhalt:

[DE,(0)];; = T [2-(nz+tai)(”j ”‘913;)‘5”'] -0
:% [2-(nmj +i- (”igi’L"ja’i) ”2'8’28%) _5’7] 10

= [2 : (m&i + njﬁli) +4t - 0,26%]

t=0
=2 (nzai + nj(?}c) .

Somit ist insgesamt

DF,(Xy)
4(~u® +uv? +u)  2(=3uv+ 03 +0) —ut +6u + 0t -1
= m 2(=3u?v + 03 +v) 8(~uv?) 2(~ulv — uv? + 3uw) |,
—ut +6u? + 0t -1 2(—udv - uvd + 3uw) 4(ud + uv? - u)
DF,(Xy)
8(~uv?) 2(ud - 3uv? +u)  2(~udv - wv? + 3uv)
= W 2(u? - 3uv? + u) 4(u?v - v3 +v) ut — vt + 602 -1
2(~udv — wv + 3uv)  ut - vt + 602 -1 4(u? + 03 - )

Daraus folgt

3
(DF (X)), DEy(Xu)) = Y [DE(X)T;
ij=1
S [16(—u3 +uv? +u)? +2-4(=3uv + 0® +v)?
(1+u?+02)8
+2(-ut + 6u? + vt - 1)% + 64(—uv?)?
+2- 4= — uv® + 3uv)? + 16(u® + wo® - u)g]
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32
T (At u?+o2)6 [u® + 4u® + 4u50® + 6u'v® + 12u"0? + 6u? + du?o®
+12020* + 120207 + 4u? + 08 + 408 + 60t + 4% + 1]
32 4

R (R AR T o Y- pem—— 0§ 5 e}
(1+u?+02)6 (L+u+7) (1+u2 +02)2 (Xu, Xu)

und
3
(DE(X0).DF(X0)) = 3 (DR (X
16 ) ) )
:m~[64(—u )% +2-4(u® - 3uv® + u)
+2- 4(=uBv — uv® + 3uw)? + 2(ut - vt + 607 - 1)2
+16(uv — v +v)? + 16(u’v +v° - v)?]
32 8 6 6 o " ) 6
= m[u +4u® + 4u%0? + 6uto? + 120%0% + 6ut + v
+u?+v
+12u20% + 12020% + 4u? + 08 + 405 + 60 + 402 +1]
32 5 9w 4
=—— . (1l+u“+ =8.— - 8.X.. X
(1+u2+v2)6 ( U U) (1+u2+,02)2 < vy v>7
sowie

(DE(X,), DEA(X,)) = i DR (X)), [DFL(X)];

16

= m-[4-8(—u +uv? +u)(—u?v)

+2-2- 2(—3u2v + 03 +0) (v - 3uv? + u)
+2-2(-ut + 6u? + v? —1)( v — uv® + 3uw)
+8 - 4(—uv?) (u?v - v® +0)

+2-2(=udv — uwv® + 3uww) (ut - vt + 60% - 1)
+4-4(u? + uw? - u) (v + 03 - v)]

64

_ 5 3.3 3
—m-[Su v —8u v’ — 8u v

—6uSv + 20030 — 4P — 6uv® — 4w + 2w
—6u’v — 12030 + 18u3v — 6uv® + 18uv®
+2u3v + 2uv® - 6uv

—8u3v3 + 8uv® - 8uw®

+4uPv + 8uv® - 8udv + duv® - uv® + 4uv]

32

= ————-0=0=8-(Xy,, Xy).
(1+u?+02)8 (X, Xo)
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Mit der (Bi-) Linearitét von Differential und Riemannscher Metrik folgt dann
sofort die Behauptung; die Uberlagerung F liefert eine lokale Isometrie bis
auf den skalaren Faktor v/8.

O

Des Weiteren ist aus der Algebraischen Topologie bekannt, dass jede stetige
(glatte) Abbildung bzgl. einer Uberlagerung des Bildes stetig (glatt) geliftet
werden kann, falls der beschrankte Definitionsbereich einfach zusammenhén-
gend und lokal weg-zusammenhéngend ist. Genauer gesagt gilt nach Theorem
6.1 und Corollary 6.4 aus |[GH81} S. 26f.] fiir die vorliegende Situation:

Lemma 2.2.  Sei Q) eine Teilmenge des R®, die beschrinkt, einfach zusam-
menhdngend und lokal weg-zusammenhdngend ist.

Dann existieren zu jeder stetigen (glatten) Abbildung 1:Q - S bzgl. der obi-
gen zweiblittrigen Uberlagerung F:S* — S zwei stetige (glatte) Abbildungen
(,Lifts*) 0i:Q — S? (i =1,2) mit g = —n2, sodass 1 = F on;.

2.2 Der Abbildungsgrad und Dipole

Um spéater mit der Konstruktion von Dipolen arbeiten zu kénnen, muss erst
ein weiteres bendtigtes Konzept aus der Algebraischen Topologie erldutert
und auf die gegebene Situation des untersuchten Cosserat-Modells angepasst
werden: der topologische Grad einer Abbildung. Der erste Teilabschnitt folgt
dabei eng [Tar00, S. 2—4], weil dort die Grundlagen des analytischen Zugangs
zum klassischen Abbildungsgrad aus der Algebraischen Topologie in der be-
notigten Form gegeben sind. Es sei ebenfalls darauf verwiesen, dass alle in
Abschnitt folgenden Definitionen und Aussagen mit den zugehorigen
Beweisen sowohl in [Nir74, S. 4-9] als auch in [FG95, S. 6-39] zu finden sind.

2.2.1 Der klassische Abbildungsgrad fiir Abbildung zwischen
orientierten C'°-Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension

Bis auf Weiteres betrachte zwei orientierte C'°°-Mannigfaltigkeiten M’ und
N gleicher Dimension, N ohne Rand, sowie ein Gebiet M c M’, sodass die
Menge M u OM kompakt ist.

Definition 2.3.  Fiir eine Abbildung f e C1(M uOM,N) und einen regu-
laren Wert ye N~ f(OM) ist der Abbildungsgrad von f in y gegeben durch

dsf) = 3 sismldelD ()] <
zef~1(y

Die Summe ist wohldefiniert und endlich, da das Urbild f~!(y) nach dem
Satz iiber inverse Funktionen diskret und wegen der Kompaktheit der Menge
M uOM endlich ist. Aulerdem l&sst sich an dieser Definition erkennen, dass
automatisch deg(f,y) = 0 gilt, wenn y ¢ f(M u dM), also der betrachtete
Punkt nicht im Bild der Menge M u OM liegt.
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Satz 2.4.  Seien eine Abbildung f und ein Punkt y wie in Definition

gegeben und sei w eine C°-Form vom Grad n auf N, deren Trdger in der

Zusammenhangskomponente von y in N\ f(OM) liegt und die [y w =1 erfillt.
Dann gilt

deg(fy) = [ 1He,
M

wobei f#w den Riicktransport (englisch: pullback) von w auf M bezeichnet,
Insbesondere ist der Abbildungsgrad auf jeder Zusammenhangskomponente
von N N f(OM) konstant.

Daher ist die folgende Definition des Abbildungsgrades fiir kritische Werte
gerechtfertigt:

Definition 2.5.  Fir f e CY(M udM, N) und einen kritischen Wert y gibt
es (mit dem Satz von Sard) einen regularen Wert g, der in der Zusammen-
hangskomponente von y in N \ f(OM) liegt. Damit setze

deg(f,y) = deg(f, 7).

Um den Abbildungsgrad auch fiir lediglich stetige Funktionen definieren zu
koénnen, nutzt man wie iiblich Glattung mittels Faltung, sowie Zerlegung der
FEins; damit kann die stetige Abbildung f: M uO0M — N auf der kompakten
Menge M uOM gleichméfig durch glatte Abbildungen approximiert werden.

Das bedeutet, es existiert zu gegebenem y € N \ f(OM) eine glatte Ab-
bildung f € C®(M U dM, N) mit Hf— fHOO < dist(y, f(OM)), sodass y auch
bzgl. der glatten Abbildung f nicht im Bild des Randes liegt, y ¢ f(OM). Aus
dieser Uberlegung heraus ergibt sich

Definition 2.6.  Sei f: M uOM — N stetig. Dann ist der Abbildungsgrad
von f in y gegeben als

deg(f,y) = deg(f,y),

wobei f die glatte Abbildung ,nahe® an f im gerade beschriebenen Sinne ist.

Mit diesen Festlegungen hat der Abbildungsgrad zusétzlich zur Konstanz auf
den Zusammenhangskomponenten von N \ f(OM) die folgenden Eigenschaf-
ten:

Satz 2.7.  Fir eine stetige Abbildung f: M uOM — N gilt:
(a) (Homotopieinvarianz) Seiy e N und f; eine einparametrige Familie
stetiger Abbildungen (M v OM) x [0,1] 3 (x,t) = fi(x) € N mit fo = f,
sodass y ¢ fr(OM) fir alle t € [0,1].

Dann gilt
deg(fi,y) =deg(f,y)  Vte[0,1].

(b) Ist f ein C*-Diffeomorphismus von M auf das Bild f(M) c N, so gilt
fiir alle y € f(M)

1, falls f auf M orientierungserhaltend ist,

deg(f,y) = {

-1, falls f auf M orientierungsumkehrend ist.
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(¢) (Multiplikationssatz) Sei die Mannigfaltigkeit N kompakt, N' eine wei-
tere orientierte, n-dimensionale C*° -Mannigfaltigkeit und sei g: N — N’
eine weitere stetige Abbildung. Mit €; bezeichne die Zusammenhangs-
komponenten von N \ f(OM), mit x; € Q; ihre jeweiligen Elemente.

Dann gilt fiir den Abbildungsgrad der Verkettung go f in einem Punkt z,
der nicht im Bild des Randes von M liegt, also in z € N'~ (go f)(OM):

deg(go f,2) = 3. deg(f,x:) - deg(gpg;, 2),

die Summe ist endlich. Ist M = N = S* die k—dimensionale Einheits-
sphdre im R¥*1 ) so ist deg auf ganz S* konstant und es folgt deg(go f) =

deg(g) - deg(f)-

Da das Haupt-Ziel dieser Arbeit die Konstruktion von kritischen Punkten der
Cosserat-Energie mit Unstetigkeitsstellen ist, beruhen viele Uberlegungen auf
der folgenden

Definition 2.8. (a) Flir eine Abbildung u: M — N ist die singulire Menge
von u, kurz Sing(u), das Komplement der gréfiten offenen Menge, auf
der u stetig ist. Ihre Elemente heiffen Singularitdten von w.

(b) Fiir eine isolierte Punktsingularitit a von u: M — S? ist
dega(u) = deg(uwg),

wobei 5’2 c M ~\ Sing(u) der Rand einer Kugel von beliebig kleinem Ra-
dius mit Mittelpunkt a ist, in deren Innerem keine weitere Singularitdt
von u liegt. Dabei gilt fiir die Wahl der Orientierungen auf S* und S2,
dass genau dann (v(x),£1,&) in R3 positiv orientiert ist, wenn (£1,&2)
in TpS? bzw. TpS? positiv orientiert ist. Dabei bezeichnet v das dufere
Einheitsnormalenfeld.

Bemerkung 2.9. (a) Wegen der Homotopieinvarianz hangt der Abbildungs-
grad einer isolierten Singularitit nicht von der gewihlten Sphére S2 ab.
Alternativ kann sogar eine beliebige zu S? homéomorphe Menge mit
den entsprechenden Eigenschaften gewéhlt werden.

(b) Besitzt eine Abbildung u: B® - S? endlich viele Singularititen, die alle
im Inneren von B? liegen, gilt

deg(uppps) = ), deg,(u).

aeSing(u)
2.2.2 Der mod-2-Abbildungsgrad fiir Abbildungen auf
nicht-orientierbare Mannigfaltigkeiten

Die Bearbeitung des eingeschrankten Problems hat zur Folge, dass ein
weiteres Konzept fiir den Abbildungsgrad benétigt wird, weil S = RP? eine
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nicht-orientierbare Mannigfaltigkeit ist. Da aber nach Lemma [2.2] eine Ab-
bildung mit Werten in der nicht-orientierbaren Mannigfaltigkeit S unter ent-
sprechenden Voraussetzungen an den Definitionsbereich zu einer Abbildung
mit Werten auf der orientierbaren Einheitssphéire S? geliftet werden kann,
liegt es nahe den (klassischen) Abbildungsgrad des (nicht eindeutigen) Lifts
ins Spiel zu bringen.

Die Schwierigkeit hierbei besteht in der genau entgegengesetzten Orientie-
rungswirkung der beiden Lifts. Daher hétte eine naive Definition des Abbil-
dungsgrades iiber den Lift zur Folge, dass beispielsweise die Identitdt auf S
gleichzeitig Abbildungsgrad +1 und -1 hétte, je nach Wahl des Lifts; vgl.
auch die Diskussion in [BCL86, S. 687]. Angelehnt an eine Bemerkung in
[Olu53, S. 462] und die Ausfithrungen in [MW97, §4] definiere stattdessen
den (mod 2)-Abbildungsgrad (lediglich fiir die in dieser Arbeit benétigte Si-
tuation).

Definition 2.10.  Sei Q c R? beschrinkt, einfach zusammenhingend und
lokal weg-zusammenhdngend.

(a) Falls R:Q) — S stetig in §) ist, so existiert der (stetige) Lift n:Q) — S2.
Daher setze

deg(R) :=deg(n) mod 2.

(b) Fiir eine isolierte Singularitit a € Sing(R) setze wie in Teil (b) von

Definition [2-§
deg,(R) = deg(R|sz) = deg(n(y)) mod 2,

wobei n(qy den auf der Sphire S2 c O emistierenden (stetigen) Lift der
stetigen Funktion Rjg2 bezeichnet.

In beiden Féllen liegt der (mod 2)-Abbildungsgrad in Z/2Z. Dieser Ansatz
beseitigt die Abhéngigkeit von der Auswahl des konkreten Lifts. Zusétzlich
hat er den Vorteil, dass die Eigenschaften des klassischen Abbildungsgrads
aus Satz Satz und Bemerkung fiir den (mod 2)-Abbildungsgrad
erhalten bleiben, was in Kapitel ] und Kapitel [ ausgenutzt werden wird.

2.2.3 Dipole

Wie bereits angedeutet, ist ein zentrales Konzept der in Abschnitt [I.2]erwéihn-
ten Arbeiten [HL86] und |[Riv95| tber singuldre harmonische Abbildungen
w: B3 - S? die Konstruktion von sogenannten Dipolen unter kontrolliertem
Energieaufwand und unter Beibehaltung der Randwerte.

Ein klassischer Dipol, wie er in [BCL86] von H. Brézis, J.-M. Coron und
E. H. Lieb eingefiihrt wurde, besteht aus einem Paar (P,N) € Sing(u) von
Punktsingularitdten mit entgegengesetzter Orientierung in dem Sinne, dass
die zugrunde liegende Abbildung degp(u) = d = —degy(u) erfiillt, fir ein
positives d € N. Da in Z/27Z nicht zwischen —d und +d unterschieden werden
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kann und auflerdem fiir die gegebene Situation spéter lediglich klassische Di-
pole mit d = 1 eine Rolle spielen?, wird fiir Abbildungen R € W?(£,S) mit
Q2 wie in Definition [2.10] festgelegt:

Definition 2.11.  FEin Paar (P, N) € Sing(R) von Punktsingularitiaten mit
dem (mod 2)-Abbildungsgrad degp(R) = degn (R) =1 heifst Dipol fir R, falls
es einen offenen Kreiszylinder Zg cQ um P und N gibt,

(a) der radialsymmetrisch um die Verbindungsstrecke [P, N] ist,

(b) dessen Mittelpunkt der Mittelpunkt q der Verbindungsstrecke [P, N1] ist
und

(¢) der keine weiteren Singularitaten von R enthdilt,
sodass aufSerdem

(d) der (stetige) Lift nyy von R, welcher auf Zg N{P,N} euxistiert, einen
klassischen Dipol (P, N) besitzt, d.h. wenn gilt

+degp(n(g) =1=Fdegn(n()-

Mit dieser Definition eines Dipols fiir Mikro-Rotationen R:() - S im einge-
schriankten Problem lasst sich nun untersuchen, unter welchen Voraus-
setzungen es moglich ist, Dipole in die Rotations-Komponente urspriinglich
glatter Abbildungen f = (¢, R) € C*(Q,R3 x S) einzufiigen.

2Schon in IBCL86| wird diese Einschriankung gemacht mit dem Hinweis, dass ein Dipol
mit Grad +d in ihren Konstruktionen durch d Dipole mit Grad +1 ersetzt wird; diese
Dipole werden sozusagen gemifl Vielfachheit betrachtet.
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3 Einfiigen von Singularitaten bei
kontrolliertem Energieaufwand

In Anbetracht der Resultate iiber das Einfiigen von Punktsingularitdten in
urspriinglich glatte Abbildungen im Kontext harmonischer Abbildungen kann
man verschiedene Fragen stellen:

Wie viel Cosserat-Energie muss aufgewendet werden, um einen Dipol zu
konstruieren? Wie stark verdndert sich dadurch die urspriingliche Abbildung?
Und wie regulir ist die neue Abbildung noch im Vergleich zur alten? Eine
Antwort auf all diese Fragen liefern die folgenden Aussagen. Sie sind zentral
fir die Methoden, mit denen spéter in Kapitel [b| nachgewiesen wird, dass es
kritische Punkte der Cosserat-Energie mit einer beliebig groflen (endlichen)
Zahl diskreter Singularitdten gibt.

3.1 Ein Wiirfel-Lemma

Die erste der in Kapitel [3] vorgestellten Techniken basiert auf den Ausfithrun-
gen fiir harmonische Abbildungen u: B — $2 in [Tar00], welche ihrerseits das
entsprechende Konzept aus [BC83| prézisieren.

Angepasst an das Cosserat-Modell in der vorliegenden Variante zeigt sie,
wie man fiir Lipschitz-Abbildungen, welche auf dem Rand eines (kleinen)
Wiirfels definiert sind, die topologische Eigenschaft des Abbildungsgrades
unter kontrolliertem Energieaufwand veréndert, wobei die Abbildung selbst
lediglich in einer (noch kleineren) Kreisscheibe auf der Wiirfeloberseite mo-
difiziert wird.

Mit ihrer Hilfe wird im Anschluss in Satz fiir eine urspriinglich glatte
Abbildung durch iteratives Vorgehen auf einer Quader-Wiirfel-Konstruktion
ein (fixer) Dipol in zwei vorgegebenen Punkten P, N € Q erzeugt werden.

Lemma 3.1 (Wiirfel-Lemma).  Zuv >0 sei C, = [-v,v]*x[-2v,0] und
f=(p,R):0C, - R3x S sei eine Lipschitz-Abbildung mit deg(R) = do,
wobei dy € |27 ist.

Dann gibt es zu jedem € >0 ein agp € (0,v), sodass fir jedes o € (0, «g)
eine Lipschitz-Abbildung fo = (¢, Ry):0C, - R3 x S existiert, fiir welche
qgilt:

deg(Ry) =dp+1 mod 2, .
fa=(p,Ra) = (¢, R) = f auf 9Cy ~ (B2 x {0}) (3.2)
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und
f 2-|RTDy - I + [DR,J? dH2 < 647 + <. (3.3)
B2%{0}

Zusatzlich ist auf (BgY N Bi) x {0}
2
IDR,| < const (3.4)
und auf B2 x {0} gilt
2

640

DR 0ffz—— .
| a(%% )| (a4+$2+y2)2

(3.5)

Beweis. Da der Wiirfelrand 0C,, eine beschrénkte, einfach zusammenhéngen-
de und lokal weg-zusammenhéngende Menge ist, kann die gegebene Lipschitz-
Abbildung R:9C, - S nach Lemma geliftet werden. Zu der bekannten
Uberlagerung F' von S existieren daher exakt zwei stetige Abbildungen

ni:9C, - S mit R = Fon,, (3.6)

fir ¢ = 1,2, wobei ni = —ny gilt. Wéhle eine dieser Abbildungen und fixiere o.E.
n:=ni. Dann ist dy = deg(R) = deg(n) mod 2. Dieser Abbildungsgrad von n
sei mit ¢y bezeichnet, sodass sich dyp = cg mod 2 schreiben lésst. Wegen der
in Lemma [2.I] nachgewiesenen Homothetie-Eigenschaft von F' gilt fir jeden
beliebigen Tangentialvektor V' € T},(0C, )

IDR,(V)2 = [DE, ) (Dry(V))[ = 8- Dy (V). (3.7)

Die gewéhlte fixierte Abbildung n kann nun wie in [Tar00, S. 33] fiir jedes
€ > 0 wie folgt modifiziert werden: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein 0 < ag < v,
sodass es fiir jedes 0 < « < g eine Lipschitz-Abbildung ng: 9C, - S? gibt, fiir
die gilt

deg(ng) =co+1, (3.8)
ng =n auf 9C, (B2 x {0})
und [ |Dng|* dH? = 87 + O(aQ), bei a \ 0, (3.10)
BZx{0}
sowie |Dng| < const, auf (BCQy N B%) x {0} (3.11)
und IDng(z,y,0)* = 8ot auf B2 x {0}. (3.12)
[0 7y7 - (O[4+,:U2+y2)27 % . .

Kurz gesagt wird der Abbildungsgrad des Lifts n um +1 erhoht, ohne dass
der Lift selbst auBerhalb von B2 x {0} veréndert wird. Dies geschieht unter
kontrolliertem Energieaufwand.
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Nun definiere R, = F o n,, damit ist

RazFona=Fon=Rauf80y\(B§x{0})
und
deg(Ry) =deg(n,) mod2=cp+1 mod2=dy+1 mod 2.

Die Eigenschaften (3.4) und (3.5) folgen wegen (3.7) direkt aus (3.11)) und
B12).

Fiir den von der Deformation stammenden Teil der Cosserat-Energie von f,
lasst sich )
|[RIDy - I3 = O(1), bei a \ 0, (3.13)

festhalten, da R, ein Element in S ¢ SO(3) ist, ¢ Lipschitz-stetig nach Vor-
aussetzung ist sowie I3 konstant ist. Damit gilt ebenfalls mit (3.7
f 2|RTDyp - I|" + DRo[> dH?
BZx{0}
[ 2 |RID - 1o[ 48 Dnaf an?
B2x{0}

647r+(9(oz2), bei o v 0.

Daher kann «q so klein gewahlt werden, dass fiir alle « < aq gilt:

f 2-|RIDyp - Is]* + IDR,J? dH? < 647 +¢.
B2%{0)
O

Bemerkung 3.2.  Der Vorfaktor 2 vor dem ersten Summanden des Inte-
grands aus ist lediglich der Tatsache geschuldet, dass die Cosserat-
Energieabschidtzung genau in dieser Form im néchsten Abschnitt bendtigt
wird. Wie aus dem Beweis, s. , deutlich wird, kann das Wiirfel-Lemma
an sich problemlos mit dem Vorfaktor 1 vor der Deformationsenergiedichte
formuliert werden.

3.2 Konstruktion von Dipolen

Das Wiirfel-Lemma (Lemma soll nun genutzt werden, um Dipole zu kon-
struieren. Ahnlich wie F. Béthuel in [Bét90] eine Technik zum ,Entfernen®
von Singularititenpaaren vorstellt, kann mit analogen Uberlegungen und obi-
gem Lemma ein Dipol in eine gegebene glatte Abbildung f € C*(Q,R3 x S)
eingefiigt werden, ohne dabei die Cosserat-Energie der Abbildung zu stark
zu verdndern. Dabei orientiert sich das Vorgehen wieder stark an den Aus-
fithrungen zu Béthuels Technik der Singularitdten-Entfernung in [Tar00] mit
Anpassungen an das Cosserat-Modell und an die umgekehrte Arbeitsrichtung
(Einfiigen statt Entfernen).
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Satz 3.3 (Fixer Dipol).  Fir eine einfach zusammenhdingende und lokal
weg-zusammenhdngende, beschrinkte Menge 2 c R? seien P,N € Q, zwei
distinkte Punkte mit Verbindungsstrecke [P, N] c Q. Dann gilt:

Zu jedem f = (¢, R) € C°(Q,R3 x S) existiert eine Folge von Abbil-
dungen

fm = (s Rin) e WHAH(Q,R? x §) n C* (N {P, N}, R x S)
mit Dipol (P,N) in den Rotationskomponenten R,,, d.h. insbesondere
degp(R) =1 =degy(Bm). (3.14)

Diese Abbildungen f,, stimmen jeweils auferhalb einer Umgebung K,
der Verbindungsstrecke [P, N'| mit f tiberein und erfiillen

K,,— [P,N], m — oo, im Hausdorff-Abstand, (3.15)
sowie die Energie-Abschdtzung
1 Jo(fn) € Ta(f) + 64 [P~ N|. (3.16)

Beweis.  Der Beweis gliedert sich in drei Abschnitte: Zuerst wird mithilfe ei-
ner Quader-Wiirfel-Konstruktion die Stéirke des Wiirfel-Lemmas (Lemma [3.1))
ausgenutzt, um sukzessive einzelne Singularitdten in die Mikro-Rotation ein-
zufiigen. Dadurch ergibt sich zunéchst eine Folge von Lipschitz-Abbildungen
mit jeweils mehr als zwei Singularitéten.

Im zweiten Schritt wird gezeigt, dass diese Folge die behauptete Kontrolle
iiber die Cosserat-Energie liefert und schliefilich wird zuletzt nachgewiesen,
dass diese Folge durch eine Folge von Abbildungen ersetzt werden kann, wel-
che bis auf den gewiinschten Dipol glatt sind. Des Weiteren bleiben die vorher
nachgewiesenen Eigenschaften erhalten.

1. Schritt: Konstruktion. Sei k = |P - N|. Ohne Einschrdnkung wéhle
orthonormale Koordinaten auf 2 so, dass P = (0,0,0) und N = (0,0,x). Fur
natiirliche Zahlen m € N, m > 1, definiere

K

= m und Koy = [_amvam]2 X [_amv"{ + GM] .

am

Dann ist (K,),, fiir alle hinreichend grofien m > mg > 1 eine Folge inein-
ander enthaltener Quader um die Verbindungsstrecke [P, N], welche jeweils
ganz in Q liegen. Nach Konstruktion konvergiert diese Folge von Quadern im
Hausdorft-Abstand gegen [P, N].

Nun wird fiir jedes feste m > mg der Quader K, in exakt m Wiirfel Cﬂ'n
der Kantenldnge 2a,, aufgeteilt:

CI = [=am, am)? x [(-1+2§)am, (1 + 20)am],  j=0,...,m-1.
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Da f = (¢, R) nach Voraussetzung auf ) glatt ist und daher die Summanden
der Cosserat-Energiedichte |RT ‘Dp-1 ‘2 und ]DR\Z beschrankt sind auf dem
kompakten Quader K,,, (und jedem weiteren Quader), halte als Erstes fiir
jedes 7 =0,...,m—1 fest, dass fiir die Wiirfelrinder 0C3, gilt:

[ IR 1" + DRP d#2 <4 a2, (3.17)
aCHh,

fir eine Konstante v € Ryg.

Sei nun 0 < € «< 1 beliebig. Aufgrund der Voraussetzungen an die Menge
Q kann R € C*(,S) nach Lemma glatt geliftet werden. Das bedeutet,
es existiert eine von hier an fest gehaltene Abbildung n € C*(£2,5?) mit
R=Fon.
Wende die Konstruktion aus dem Beweis des Wiirfel-Lemmas (vgl. auch
’ ) auf den untersten Wiirfel CY und die Abbildung nypco, mit
deg(nw 0 an.

Beachte: Bei den folgenden iterativen Nutzungen des Wiirfel-Lemmas (Lem-
ma entspricht die Oberseite [~am, am]® x {(1+27)am} des Wiirfels €,
jeweils der Oberseite [-v,1]* x {0} des Wiirfels C,, aus Lemma

So erhalte zu ag (= ap(CY)) < ay, fiir jedes & € R mit 0 < a < g eine
Lipschitz-Abbildung
Ny, i 0Ch, — S

mit
deg(ni, o) =0+1=1, (3.18)
n?,w =n auf OCY, \ (B2 x {am}) (3.19)
und mit
DY, [* dH? < 87 + O(a?), bei a \ 0. (3.20)

BEx{am}

Des Weiteren erfiillt n?ma die zu (3.4) analoge Abschiitzung
‘DngI o < const auf (Bi \ BZQ) x{am} (3.21)
’ 2
und die zu 1) analoge Gleichung auf BQ% x {am}:

8at

-_ 3.22
(at + 22 +y2)2 ( )

|D moz(x y,am)‘

Nach dieser Konstruktion stimmt n?n,a auf 9CY n 0K, mit n iiberein.
Betrachte jetzt den néchsten Wiirfel

Crln = [_amaam]2 X [am73am:|
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und fiir jedes « € (0,aq) die Lipschitz-Abbildung

m,a

o |n%a auf dCY NACY = [~am, am]? x {am}
) auf dCL, N ([~am, am]? x {am})

nd, o auf B2 x {am}
n auf OCY N (B2 x {am}).

Da die Orientierung von B2 x {a,,} in 9C} entgegengesetzt zu derjenigen in
000 ist, gilt fiir w?n,a
0
deg(wy, o) = -1

Erneute Anwendung des Wiirfel-Lemmas (Lemma auf der Ebene des
gednderten Lifts w%ya, in exakt der gleichen Art und Weise wie zuvor, liefert
zu a1 = min{ag, a1 (CL)} fiir jedes o € R mit 0 < o < o eine neue Lipschitz-
Abbildung

1 anl 2
N i OC,, > 57,

welche erfiillt, dass

deg(np,qa) = -1+1=0, (3.23)
nrlma =n auf 86‘%1 noK,,
und
|Dn,1n70é‘2 dH? < 87 + (9((12), bei a 0 (3.24)

B2 x{3am}

gelten, sowie dass die analoge Abschéitzung zu (3.21)) auf (Bi N B%) x {3am}
2

und die analoge Gleichung zu (3.22) auf B2 x {3a,,} gelten.
2

Diese Art des Vorgehens wird solange schrittweise auf dem jeweils nichsten
Wiirfel CZ,, C3,,...,Cm~% wiederholt, bis auf den Réndern aller ,inneren®
Wiirfel 0C5,, j = 1,...,m -2, fiir jedes @ < yy_2 = minj—q_m-2{c;(Ch)}
eine Lipschitz-Abbildung ng,w mit Abbildungsgrad deg(nfn?a) = 0 und den
- entsprechenden Eigenschaften definiert ist.

Fir den obersten Wiirfel C’,T,L”’l definiere schliellich fiir jedes o < ay,—o die

Lipschitz-Abbildung
np o0t > 52
geméaf
mel nﬁf auf 9C™2noCm-1
" n auf A0\ (9Cm 2 naCm ).

Dann ist (wieder aus Orientierungsgriinden) deg(nm;}) =-1.
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Als Gesamtergebnis der Konstruktion erhalte somit fiir jedes a < a2 eine
Lipschitz-Abbildung

m-1 )
Mot ) 0C3, - §2

=0
mit
deg(n, aoce,) =1=—deg(nm afpcm-1);
deg(nmva‘acgn) =0 firj=1,...,m-2, (3.25)
Mo, cx =n auf 0K,,.

Diese Abbildungen erfiillen fiir jedes j =0,...,m —2:

(i) / |Dnm,o¢|2 dH? <87+ (’)(a2), bei o N\ 0,
B x{(1+25)am}

(ii) |Dnpql < const auf (Bi \ Bﬁ) x {(1+27)am},
2

82

cee o 2
(i) [Drm.a .y, 1+ 20)am)l” = 5oy

fiir (x,y) € B%.
2

m-1 .
Fiir jedes « < a2 wird nun die so auf den Wiirfelrindern U 0C3, definierte
§=0
Abbildung n,, . mittels radialer Retraktion auf das jeweilige Wiirfelinnere
fortgesetzt: Bezeichnet c; = (0,0,2ja,,) fir j=0,... ,m =1 den Mittelpunkt
von C4, (co = P, -1 = N), so ist die Retraktion fiir C}, gegeben durch

Tr—=cy

71'%1(58) = “Qm + €,

|7 = ¢jl o

wobei ’:L’ - Cj|00 = maxi:17273 ’JZZ - (Cj)’t‘
Das bedeutet, fiir festes m > mo und «a € (0, i, —2) ergibt sich die Lipschitz-
Abbildung fiy, o € WH2( K, S?), funa(2) = (.o o T ) (2) fiir alle 2 € C,.

Somit erhalte schlieBlich insgesamt eine Abbildung f, o € WH2(Q,R3xS) mit

(@7R):f7 inQ\I(m

‘] .
fm,aoﬂ'ma in K,

fm,a = (Qbm,aa Rm,a) = {

und mit der Festlegung
m-1 . 3
fm,a: U acfn - R xS, fm,a = (SOva,a) = (%F o nm,a)-
§=0

Dabei hat die erste Komponente @,, o im ganzen Quader K,, insgesamt m

Punkt-Singularititen co, ..., cmn-1, jeweils vom Grad 0. Die zweite Komponen-
te Ry, q besitzt m — 2 Punkt-Singularititen ¢y, ..., ¢y-2 vom (mod 2)-Grad 0
und es gilt

degp(Rm’a) =1= degN(Rm,a).



24 3 FEinfiigen von Singularitidten

Wie zu Beginn erwéhnt, bleibt in einem né#chsten Schritt zu zeigen, dass
fm,a die gewiinschten Abschétzungen an die Cosserat-Energie erfiillt. Wei-
terhin miissen passende Approximationsargumente die behauptete Glattheit
auBlerhalb von { P, N} liefern, ohne die Energieabschiatzungen zu beeinflussen.

2. Schritt: Abschitzung der Cosserat-Energie. Dieser Schritt folgt
eng den Berechnungen in [Tar00, S. 35-38]. Bemerke, dass in den folgenden
Rechnungen verschiedene Konstanten in Ryp immer mit demselben Buchsta-
ben vy bezeichnet werden.

Zur Abschitzung des Cosserat-Energieaufwands Jk,, ( fma) im Quader K,,
unterteile jeden der m Wiirfel C}, von K,, jeweils in die folgenden sechs
disjunkten Teilmengen:

B, (¢)),
Ay = (Ch~BS, (e)) 0 (mh) ™ (BE x {(-1+2)am} ),
Dj, = (Ch~ BY (e))n ()™ (B2 x {(1+2))am}),
Eﬁnz((ﬂ NBE ()0 () (B2 BE ) x {(<1+2j)am}),
J = (CI N B2 (¢))n (wd) ((Bi\B%)x{(1+2j)am})

und den Rest
GJ, =CI N (B2 (¢;)uAl,uD] UE] UF}).

Fiir die noétigen Rechnungen in der Kugel Bg’m(cj) nutzt man, dass eine all-
gemeine radiale Projektion 7 bzgl. eines Punktes @ = (0,0,¢) € R? auf R? =
R2x {0}, 7(x) = Q+ qu (z—Q), mit den Bezeichnungen Bg ={yeR?: |y| < B}
und I'g ;= 1(36) n Sz, die folgenden Eigenschaften besitzt:

7 bildet Breitenkreise Von I's 4 auf Kreise um 0 ab und Meridiane von I'g , auf

Radien in Bg Dabei wird der Breitenkreis um einen Punkt x um den Faktor

\/1+ &z, der Meridian um den Faktor 1+ > gestreckt, wobei r = |7 (x)| gesetzt
ist. Damit gelten
2 2 2\2 2y 2
D7 (z)] =1+2—2+(1+2—2) und Jac(ﬂ)(m):(1+2—2)2 >1,

also
2

Jac™H(m)(x) < 1 und Lip (mp& ) (z) = T—Q <3.
Diese Eigenschaften werden in den folgenden Abschitzungen an unterschied-
lichen Stellen ausgenutzt.

Zunéchst folgt damit aber fiir die aufgewendete Cosserat-Energie in der Ku-
gel B3 (c]) mit Radius a,, um den Mittelpunkt c; des Wiirfels CY, fiir
j=0,...,m-1:
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ngm(Cj)(fm,oz)
((Bima0m3)T - D(pomh) - Isl* + [D(Bma ol dL?

B3 (cj)

Am

|(Rm:a °© 7Tzn)T : D(QO ° Trin) - -[3‘2 + ‘D(Rm,a o W%@)|2 dH2 dp

0 SZ(cy) .
3 . 2f 4 g T 2
< ~d3, +Lip (mesg(cj))//{2‘Rm7aDg0—I3‘
0 acy,
2\ q..-l¢ 2

+ DRy } Jac™ (), ga(ep)) AH dp
(+)
< nad 4 9am -2 [ IR~ 1+ DR? aw?

OCH N (B2 x{(~142§)am,(1+27)am})
2\ 2
- [ (1+‘%) {2|RL, D - 15| + DRy o } a3 (3)
B2x{(-1+2§)am,(1+2)am} "7
2
£(1+5‘72)
2 a2\
< fya;”’n+18amf |IR"Dy - I +|DR|2d7-{,2+2am(1+—2) (647 +¢)
acy, i
21\2
3 (6%
< vam+2am(1+—2) (647 +¢). (3.26)
am

Beachte: Genau genommen gilt die Abschéitzung bei (*) in dieser Form le-
diglich fiir die ,inneren* Wiirfel C} ... C™ 2. Fiir die Wiirfel C%, und 1
miisste dCY, in die Oberseiten-Kreisscheibe B2 x {a,, } und deren Komplement
in 0CY, aufgeteilt werden, 9C™! hingegen in die Unterseiten-Kreisscheibe
B2 x {(2m - 3)a,,} und deren Komplement in dC™!. Dadurch erhilt man
als Vorfaktoren im zweiten und dritten Summanden 9a,, und la,,, die aber
nach oben ebenfalls durch 18a,, und 2a,, abgeschéitzt werden kénnen.

Gegebenenfalls mit einer zusatzlichen Einschriankung an «a;,-2 wie zum Ende
des Beweises von Lemma [3.1] auf Seite nutzt man dabei zur Herleitung

von (3.26) auBerdem die Homothetie-Eigenschaft aus Lemma vgl. ,
in Kombination mit (3.17) sowie den Ausfithrungen (i)—(iii) nach (3.25)).

Fir die Energieabschatzung in der Menge G, sei bemerkt, dass fiir alle x € G,
fma(z) = (f o) (z) gilt, weswegen sofort

Ty, (ma) = [ (Romp)T -D(poml,) - bl +[D(Ro )AL < ad,
Gin
(3.27)
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festgehalten werden kann, da (Rom, ) in der Untermannigfaltigkeit S ¢ SO(3)
liegt, D¢, I3 sowie DR beschrénkt sind und die Retraktion 7, in der Menge
Cy ~ B?  Lipschitz-stetig ist.

Genauso erhalte aufgrund der Art der Konstruktion wegen

fa=fomo auf A UES  und  fpa=for™ !t auf DIluEm!

die Abschéitzung
jA?nuE%qu—luF,W—l (fm,a) < ’yaf’n. (3.28)

Mit dhnlicher Argumentation, in Kombination mit den zu (3.21) analogen
Abschétzungen, gelten auflerdem auch

T (Fma) <an,  j=1...m-1 (3.29)

und
Tpi (fma) <yap,,  5=0,...,m=-2. (3.30)

SchlieBlich fehlen noch die Abschitzungen fiir die Mengen Al (4 #0) sowie
die Mengen Dj, (j # m —1). Die Argumentation ist hier lediglich fiir die
ersteren ausgefithrt, fiir letztere jedoch aus Symmetriegriinden vollkommen
analog giiltig.

Fir j=1,...,m -1 ist auf Al nach Konstruktion

Rypo=Rmaom,=Fongyqom, =Fofy,.

Aufgrund der radialen Konstanz von 7, o in (21,2, 2ja, —x3)-Richtung gilt
die Beziehung

aﬁm,a 8ﬁm,a . 8'Flm,oz
0=z + T +(2jam — 3)
8901 81‘2 8%‘3
8ﬁm,a I 87~”Lm7a X9 aﬁm@

0x3 _x3—2jam ox1 r3—2jay, Oxo

2\ 197 2
- |Dﬁm a($)|2 -1+ ( 33'1. ) Nm,«a
’ T3 — 2jam ox1
( ) )2 aﬁm,a 2
+|1+ -
r3 — 2jam Oy
T1%2 ONm,a Oftm.o

+2

(3 -2jam)? Ox1 Oxg

Da im betrachteten Bereich a:fﬂs% < (23-2jam)? gilt, folgt daraus unmittelbar

unter Beachtung von (3.12]) bzw. (3.22)) die Abschétzung
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2 Omal®  |Omal®
[D (i, 0 77,) ()] S3'(‘ 8951’ ax; )
2
[07%%) )
=3 (333 - 2jam) |Prm.al5g < (-1+20)am) (mh(2))
4
<6. S8

(a4 + (ﬂ'ﬁn(x))j + (mjn(a:))z)z

Mit der Transformation

E=n\/2?+ 23+ (23— 2jam)?,
Am Am
= m T —_—_— =
= (@O = e T T
Am Am
= €T - e —
e ( m )) |23 = 2jam | &2 —a? - a3
=i+
und
dzq doy dxg = - dzi dxo d€
T3 — 2j0m
3 (&% - af - 3)?
= . dyp dys d
£2 — $% — ]j% fQClgn Y1 Ay2 ‘E
2
am
= < 5oz dyn dya d€
(a2, +y3 +y2)
2
= f—mﬁ dn dv d¢
(a2, +72)3

erhalte letztlich (fir j = 1,...,m

* X,

* X2,

— 1) mit der Beschranktheit des ersten zu

integrierenden Summanden wie bei (3.27) und mit Lemma vgl. (3.7):

Tss, (Fna) = [ |Bmaomh)™ - D(p o) - L[ +[D(Rma o) dL?

Al
S’yafn+[|D(F0(nma0ﬂ'] ))‘ dc?
Al
=7a§n+8']‘D(nm,a°7Tgn)‘2 ac?
Aj
% n +a2
Eamn

<’ya +8-48a% /f f -

(a4+n2)2 (a2, +n )%

(am + 772)5 - a%’L

(a2, +7%)%

3 4 5 am7T]
= +8-32 [ .
YA, yixes 0 (a4+7]2)2

d¢ dn dv
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1+ (-L)2

am

ad 4830wt [P 1
- va3, +8-32ma fo i (1 ( ))3/2) dn

am™ n
< — _d . ].
vad, +yat f @i+ a2 7, (3.31)

wegen 1) < § < ap,. Deshalb kann fiir j = 1,...,m —1 die Abschitzung (3.31])
fortgefithrt werden zu

3

~ 1 5
j <~ad + 4-—/2 ——d
jAgn(fm,oc) Sy, Ty ay, Jo (a4+n2)2 N

4 4 n=5
3 o 4 2 a
= +y— |1 + +—
Yo, Vam [n(|04 n D a4+,,72] -
4
3 (6% 1
<var + —ln(1+—)
Vm 7am 42
3 2
<yay, +a,,. (3.32)

Die letzte Zeikﬂ gilt dabei wegen « < a,, und der fiir alle positiven x € Ry
giltigen Abschétzung

In(1+2)=2In(vV1+z)<2In(1+z) <2z,

denn fiir positive z ist 1 +2 <1+ 2z +x < (1+ /7).

Wie bereits erwihnt, finde aus Symmetriegriinden mit analogen Rechnungen
denselben Aufwand an Cosserat-Energie fiir die Mengen D7,, j =0,...,m—2:

jDzn(fm,a) < "Yaim + ’Yagn‘ (333)

SchlieBlich erhalte aus (3.26)) bis (3.30)), (3.32)), sowie (3.33) insgesamt

ij(fm,a) = z(:) jcfﬁ(fm,a)
Jj=

m—1 B B

= z;) (JBgm(Cj)(fm,a) +t-7Gzn(fm,a))
J=

-1

3

(JAJ (fnia) + Tgs, (Fma))

S Mw HM

(jDJ (fin.o) + Tpi (fm, a))

+ JA%UE%UD%*1UF$*1 (fm,a)

3In |Tar00, S. 37] ist an der entsprechenden Stelle fiir den zweiten Summanden grober
abgeschéitzt, sodass man lediglich + - a,, erhalten wiirde, was in der Aufsummation der
Energie der m—1 Wiirfel und der folgenden Argumentation von U. Tarp jedoch zu einem
Fehler fithrt. Dies konnte durch die bessere Abschétzung behoben werden.
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2\ 2
SQm-am-(1+a—2) (647 +¢) +ym-a2, +2y(m —1) - a?,.
am
Zusammengefasst ist bis hierher gezeigt: Zu beliebigem & > 0 und beliebigem
m > my existiert eine Folge von Abbildungen fp, o (0 < & < a2 < Gyy,) mit

2\ 2
Tk (fma) <2m-ap, (1 + %) (647 +¢) +7m-a§’n +2y(m-1) -a%L

m

— 2m - A (647 + &) +ym-aS, + 2y(m - 1) - a2, bei a N 0.

Das bedeutet, zu beliebigem & > 0 und beliebigem m > mg gibt es eine Abbil-
dung f,, mit

Tk, (fm) <2m - ap (647 + &) +ym-a3 +2y(m 1) -a2, +¢

— 647k + (K + 1)e, bei m — oco.

Also existieren zu beliebigem € > 0 eine Zahl m = m(eg) > mo und eine Abbil-
dung f,, mit )
Tk, (fm) <647 -k + (K +2)e.

Somit findet man insgesamt nach dieser Konstruktion zu jeder Nullfolge
(6m)men eine Folge von Abbildungen f,,, € WH2(Q,R3 x S), sodass die fol-
genden drei Aussagen gelten:

(o,R)=f auf QN K,
(po W%,Rm o 7rfn) auf Ky,

(i) fm = (‘ﬁvam) = {

(ii) Sing(fm) ={P =co,¢1,-.,Cm-2,Cm-1 = N} mit

deg.,(&m) =0, j=0,...,m-1,
degcj(Rm)zoy jzl,...,m—27
degP(Rm) =1= degN(Rm)

(iii) die Cosserat-Energie erfiillt

limsup Jo(fm) < Jo(f) + 647 P - N|. (3.34)

m—0o0

3. Schritt: Approximation. Zum Abschluss des Beweises fehlt noch ein
geeignetes Approximationsargument, um die Sobolev-Abbildung f,, durch
eine Abbildung f,,, mit der gewiinschten Glattheit (aufler in P, N') ersetzen
zu konnen, ohne die Abschéitzung fiir die Cosserat-Energie zu verdndern.
AuBerdem ist (P, N) noch kein Dipol fiir R,, gemi8 Definition m Zum
Gliick helfen verschiedene Ergebnisse aus der Arbeit [Bét91] von F. Béthuel.
An dieser Stelle wird erneut ausgenutzt, dass aufgrund von Lemma [2.2] immer
in derjenigen Mannigfaltigkeit, wahlweise S oder S2, gearbeitet werden kann,
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in der die gewiinschten Schliisse moglich sind.

Betrachte auf dem Quader K, zunichst die Deformations-Komponente von
fm, P K € w2 (Km,]RS). Da R? zusammenziehbarer Raum ist, lisst sich
Theorem 1bis aus [Bét91| anwenden. Es ist daher moglich, @, x,, in wh2.
Topologie durch Abbildungen

Pm,s € C“(Km,R?’) mit  @ms = Pm = @ auf 0K,

zu approximieren. Nach Ubergang zu einer Teilfolge kann somit angenommen
werden, dass gilt

Om,s > Pm, S—> 00, in Wh2(Q, R?)-Topologie und

Om,s = Pm, S—> 00, punktweise fast tiberall,

wahrend die glatten Randwerte auf 0K, erhalten bleiben.

Fiir die zweite Komponente von f,,,, die Mikro-Rotations-Komponente R,
auf dem Quader K,,, ist eine weiter gehende Uberlegung nétig: Es gilt nach
Konstruktion

Rk, = (Rm o7rfn) = (F o Ny owfn) =(Fofy,)c¢ W1’2(Km,$),

mit singulirer Menge Sing(R,,) = Sing(fim) = {P, N, c1, ..., Cm-2}.
Dabei gilt fiir den Abbildungsgrad zum einen degp (7, ) = 1 = —degy (7 ),
zum anderen deg, (7)) = 0 fiir jedes j =1,...,m-2. AuBerdem hat die Abbil-

dung 7, € Wh2(K,,, S?) glatte Randwerte Rom|oK, = TOK ., € C*® (0K, S?)
und ist stetig in K, \ Sing(7,,).

Da die Einheitssphire S? eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand ist und
der Quader K, in Wiirfel zerlegt werden kann (vgl. ,,cubeulation® in [Bét91]),
existiert in einem ersten Schritt nach [Bét91, Theorem 2bis] eine Folge von
nahezu glatten Abbildungen

Nt € WH2(Kp, S2) 0 C® (K N {P,N,c1,. .., cm-2},5%)
mit
(i) Nt = Mgy, t = 00, in Wt2(K,,, S?)-Topologie,

(H) degP(nmﬂf) =1-= _degN(nm,t) und deng (nm,t) = 07 ] = ]-7‘ -e, M= 27
sowie

(iii) den gewiinschten Randwerten n,, 4ok, = Tm|aK,, = MoK n;

vergleiche dazu auch die Ausfithrungen in [Tar00] zum dortigen Korollar
2.1(i).
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In einem zweiten Schritt lassen sich, d&hnlich wie eben fiir die Deformations-
Komponente mit der Technik aus dem Beweis von [Bét91, Lemma 1bis, S.

203]E| noch diejenigen Singularititen cy,...,cmn-2 ,ausbiigeln“, in denen die
Homotopieklasse von n,, ; trivial ist:
Man betrachtet n,,; auf dem Teilquader @,, = Clu---uC™?2 der aus

den ,inneren“ m - 2 Wiirfeln besteht. Jede Abbﬂdung Nm,t|Q.,, Kann bzgl.
der eigenen Randwerte g = n,, a0, In der starken Wh2_Topologie durch
Abbildungen

Nnts € Wy (Qm, 8%) 0 C°(Qn, S%)

approximiert werden.
Daher existiert auf K, mit der Setzung

Nmts auf Qm
Nt auf CO uCm1

Nm,ts =

zu jedem i,,: Ky, - S? eine Folge von Abbildungen
Nnts € W2 (K, §%) 0 C® (Ko ~ {P, N}, 5?)

mit Ny s = M, S > 00, in Wh2(K,,,S?). Jede Abbildung Num,t,s dieser Folge
besitzt erstens einen Dipol (P, N), da degp(nmzts) =1 = —degn(nmzs) gilt,
und zweitens die richtigen Randwerte n,, ; jox,, = mjok,, = Mok, aul dem
Rand des Quaders K.

Zuletzt wird alles von der Einheitssphire S? zuriick auf die Untermannig-
faltigkeit S projiziert. Damit existiert zu Rm| K,, = F oy, Ky — S eine Folge
von Abbildungen

Rm,t,s =Fo Nm,t,s € I/Vlvz(}'(ma‘s) N Coo(Km N {P7N}7S)7

welche R,, in Wh2-Topologie approximiert. Denn erstens gilt (moglicherweise
nach Ubergang zu einer punktweise fast iiberall konvergenten Teilfolge 1, ¢ )

f |Rm,t7s —Rm|2 dz = f |F o Nt s —F07’Lm|2 dz

f 12 [Momts ® Tt — T ® T ]| e
Km

IN

— J
[ |nmts nm‘ ‘nmts"'n ‘ ‘nmts+nm’ | mts ’

%Ofu §2 <2 -0 fu

731

—> 0,5 > 00

“Der Beweis fiir dieses Lemma entspricht im Wesentlichen dem Beweis von Theorem 5 aus
[BZ88|, welches wiederum fiir das in der Deformations-Komponente verwendete Theo-
rem genutzt wird. In Kombination mit der Ausarbeitung zu |Tar00, Satz 2.2] und der
dort gemachten Anpassung der Menge M liefert er die Giltigkeit der hier genutzten
Approximationsaussage. Sie an dieser Stelle noch einmal in der exakt bendtigten Form
zu beweisen, wiirde den Fokus zu sehr von der Dipol-Konstruktion entfernen.
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und zweitens gilt dhnlich dazu

/ DRyt~ DRy| da = / IDF o ftt.s - Ditgn.t.s ~ DF 0 iy - Ditgn|* dz

m Km
< 2 f {IDF 0 g Dt .o ~ DF 0 figy - Dty o

Ko + |DF 0 fipy - Dty t.s = DF 0 iy, - Dity|*} da
< 2|Dnmss]? - f IDF 0t g5 — DF 0 fi|* d

Km

+2\|DFoﬁm||Zo-f|Dnm,t,S—Dﬁm|2dx
Km

—> 0, § > oo.

Zusammengefasst existiert also zu jeder Nullfolge (€m)men eine Folge von
Sobolev-Abbildungen ( fp,)m mit

To(f) < Ta(f) + 647 -|P = N| + (5 +2)em
sowie eine Folge von Abbildungen
Fruts € WH(QR? x 8) n C= (2~ {P,N}, R x S),

mit

((Pm,57Rm,t,s)7 in Kma

die bei s - co in WH2(Q,R? x S) gegen fm konvergiert. Dabei besitzt die
Mikro-Rotation Ry, ;s von fpm s jeweils einen Dipol (P, N). Moglicherweise
nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert dann bei s - oo punktweise fast
iiberall

(o, R), in O\ K,
fm,t,s =

fm7t,s - fmy Dfm,t,s - D]Em’
und damit auch

BT, - Domis—Is|" — |[RY D@y, - Is.

m,t,s

Da auflerdem ‘R%,t,s ‘Dpmts = I3‘2 und ]D}%77L7,575|2 fast iiberall in  beschriankt
sind, folgt mit dem Satz {iber dominierte Konvergenz fiir jedes e, der Null-
folge die Existenz einer Abbildung f,, mit den gewiinschten Eigenschaften
und

ij(fm) < ij(fm) tEm
<64 -k + (K +3)em,

d.h. die gesuchte Folge (f;)men von fast iiberall glatten Abbildungen mit den
gewiinschten Eigenschaften ist gefunden und erfiillt insbesondere

lim Jo(fm) < Ja(f) + 647+ [P~ N|.
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Die Moglichkeit fest vorgegebene Dipole auf diese Weise unter kontrolliertem
Energieaufwand in glatte Abbildungen einzufiigen, wird in Kapitel [5] dabei
helfen, gewisse eingeschrinkte Minimierer der Cosserat-Energie, die immer
noch kritische Punkte des vollen Cosserat-Problems sind, zu konstruieren,
welche eine fest vorgegebene (endliche) Anzahl an Singularititen aufweisen.

Da diese Zielsetzung unsinnig wére, falls eingeschrankte Minimierer eine dich-
te singuldre Menge erlauben, wird vorher in Kapitel 4] gezeigt, dass die singu-
lare Menge der entsprechenden Abbildungen hochstens diskret sein kann. Eine
beliebig grofl vorgegebene Zahl an Singularitéten ist daher fiir eingeschrankte
Minimierer gewissermaflen das ,singuldrste* Verhalten, das auftreten kann.
Die Ausgangsfrage ,Wie schlimm (singulér) kann es werden?“ (vgl. Seite |3)
wird also fiir eingeschrankte Minimierer nach Kapitel 4 und [f vollstédndig be-
antwortet sein.

Es bleibt die Frage, ob es moglich ist, weitere kritische Punkte der Cosserat-
Energie (schwache Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen) zu finden, wel-
che eine noch gréflere singulidre Menge erlauben. Die ausgesprochene Néahe
zu harmonischen Abbildungen legt dies nahe. Fiir letztere sorgte T. Riviere
mit |[Riv95| fir Aufsehen, als er die Existenz einer harmonischen Abbildung
u: B3 - 5% nachwies, welche in der vollen Einheitskugel B? unstetig ist. Da-
durch wurde deutlich, dass allgemeine (partielle) Regularitdtsaussagen fir
harmonische Abbildungen ohne weitere Zusatzvoraussetzungen nicht méglich
sind.

Ein zentrales Werkzeug in [Riv95| ist dabei die Konstruktion freier Dipole.
Ist der Dipol nicht mehr fix vorgegeben wie in Satz sondern lediglich
in einer gewissen Umgebung zu verorten, lésst sich anschaulich gesprochen
durch die Freiheit ,,etwas am Dipol zu wackeln“ Energie einsparen, wodurch
der Energicaufwand echt kleiner als bei fixen Dipolen wird. Die resultierende
strikte Ungleichung ist die Grundlage fiir Rivieres weitere Betrachtungen mit
Hilfe von Minimalverbindungen und einem relaxierten Energiefunktional.

Allerdings lasst die dortige Konstruktion zum Nachweis des echt kleineren
Energieaufwands nur sehr wenig Spielraum. Bei dem Versuch ein dhnliches
Resultat fiir Cosserat-Korper zu entwickeln, stellte sich heraus, dass es zwar
moglich ist, einen freien Dipol in die Rotationskomponente einzufiigen und
dabei Energie in der Gréflenordnung (’)((55) der (kleinen) Dipol-Lénge § einzu-
sparen. Allerdings liefert gleichzeitig der Deformationsteil der Energiedichte
bei grofitenteils unverdnderter Deformation einen konstanten Beitrag auf ei-
ner Menge mit Volumen der Gréflenordnung (9(55). Daher ist es leider bisher
nicht gelungen, ein Analogon zu freien Dipolen fiir Cosserat-Kérper zu ent-
wickeln.

Auch wenn dadurch eine Konstruktion eines freien Dipols fiir Cosserat-
Korper natiirlich langst nicht ausgeschlossen ist, zeigen sich zumindest schein-
bar regularisierende Effekte durch die Kopplung in den zur Cosserat-Energie
gehorenden Euler-Lagrange-Gleichungen.
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4 Partielle Regularitat
eingeschrankter Minimierer

Bevor in diesem Kapitel die erwdhnte Regularitdtsanalyse durchgefihrt wird,
soll ein kurzer Uberblick iiber den aktuellen Stand der Forschung in die-
sem Bereich gegeben werden: Nachdem A. Gastel in |Gas19] lokale Holder-
Stetigkeit im gesamten Inneren des Definitionsbereiches fiir Minimierer der
Cosserat-Energie im hier betrachteten Setting nachwies, waren Y. Li und C.
Wang kurze Zeit spéter die Ersten, die sich in [LW20] mit der (inneren) Re-
gularitat kritischer Punkte der Cosserat Energie beschéaftigten.

Fiir die Subklasse stationérer kritische Punkte (d.h. kritischer Punkte be-
ziiglich erster Variationen in Bild und Urbild) wiesen sie fur p € (2,3) lo-
kale Holder-Stetigkeit auflerhalb einer diskreten singuldren Menge nach. Im
hier betrachteten Fall p = 2 zeigten sie, dass die singuldre Menge zumin-
dest verschwindendes eindimensionales Hausdorff-Maf} hat. Unter der zusétz-
lichen Voraussetzung der Stabilitat (Nicht-Negativitat der zweiten Variation
im Bild), erreichten sie dhnlich zu A. Gastels Ergebnissen (innere) Regu-
laritat fir p € [2, %] Dies waren die bekannten Ergebnisse zu Beginn des
Forschungsprojekts im SPP 2256.

Als die Arbeit an den in diesem Kapitel zu findenden Regularitdtsuntersu-
chungen fiir die Subklasse der eingeschriankten Minimierer grundlegend abge-
schlossen war, sowohl im Inneren als auch am Rand des betrachteten Gebiets
im Falle gegebener Dirichlet-Randbedingungen, veréffentlichte Y. Li mit ei-
nem weiteren Co-Autor L. Wang [LW23] einen Artikel zur Randregularitét
stationdrer kritischer Punkte. Und K. Mazowiecka gelang es zusammen mit
M. Miskiewicz in [MM23], die von A. Gastel erreichte Schranke p < 32 auf
p< % sowie einen kleinen Bereich nahe an 3 auszuweiten.
Die folgenden Resultate fiir p = 2 und Materialparameter p; = . = po lie-
fern einen weiteren Beitrag zum Verstdndnis der Regularitit von Cosserat-
Korpern. Zur Erinnerung: Die Subklasse der eingeschrankten Minimierer um-
fasst diejenigen kritischen Punkte (beziiglich der ersten Variation im Bild) der
Cosserat-Energie, die gleichzeitig Minimierer des auf W2(Q,R3 x S) einge-
schrinkten Problems (P’) sind (vgl. Abschnitt [1.2)). Wie bereits in Kapitel
angedeutet, wird im Folgenden fiir diese Subklasse partielle Regularitiat nach-
gewiesen.

Zunéchst wird in Abschnitt gezeigt, dass die singuldre Menge eines ein-
geschrinkten Minimierers im Inneren diskret ist. Da diese Tatsache allein je-
doch nicht ausreicht, um auszuschliefSen, dass Singularitdten am Rand auftre-



36 4 Partielle Regularitéit

ten oder sich dort sogar hdufen kénnen, beschéftigt sich die zweite Hélfte des
Kapitels mit Randregularitit bei gegebenen C'-Dirichlet-Randbedingungen
¥ an die Deformation ¢ und M an die Mikro-Rotation R. Es stellt sich heraus,
dass die Annahme einer Singularitdt am Rand fiir eingeschriankte Minimierer
zum Widerspruch fiihrt.

Dabei geht an keiner entscheidenden Stelle der Beweisfithrung ein, dass die
Mikro-Rotationen der eingeschriankten Minimierer ihre Werte in & haben.
Zentrales Argument ist stattdessen immer wieder die Minimierung des Funk-
tionals.

Deswegen kann mit leichten Modifikationen genauso volle Randregularitat
bei vorgegebenen C!-Dirichlet-Randbedingungen g = (9, M) fiir die Minimie-
rer f e W;Q(Q,R?’ x SO(3)) des vollen Problems (P) gezeigt werden. Dies
ist der Grund, warum das zentrale Ergebnis zu Beginn von Abschnitt [£.2]
zundchst fir Minimierer f € ng 2(Q,R? x SO(3)) des vollen Problems (P)
formuliert wird (Satz , die Beweise aber dann fiir eingeschréankte Mini-
mierer f € ng ’2(9, R3xS) gefithrt werden (Satz. Spéter kénnen in Kapi-
tel [p| mit Hilfe dieser Regularitéits-Ergebnisse ,sehr singulére“ eingeschréankte
Minimierer konstruiert werden.

4.1 Partielle Regularitat im Inneren

Da (innere) Regularititsfragen lokal um einen inneren Punkt g € 2 zu betrach-
ten sind, werden 0.E. in diesem Abschnitt Abbildungen f ¢ W1?(B3 R3 x S)
untersucht anstelle von f e WH2(Q,R3 x S).

AuBlerdem sei zur Notation bemerkt, dass stellenweise sich d&ndernde Kon-
stanten in einzelnen Abschitzungen dennoch weiter mit ein und demselben
c € R, bezeichnet sind. Ist eine genauere Unterscheidung verschiedener Kon-
stanten beabsichtigt, werden Konstanten durch Indizes nummeriert oder mit
¢, ¢, ¢ € Ry bezeichnet.

An dieser Stelle soll deutlich betont werden, dass die gesamte Argumentati-
onsweise des Abschnitts [4.1] aus der Betrachtung von Minimierern des vollen
Problems (P) in |Gasl9| stammt. Nach detaillierter Ausarbeitung lasst sich
das dortige Vorgehen, zumindest was die Diskretheit von Sing( f) angeht, fast
wortlich auf eingeschriankte Minimierer iibertragen. Es wurden jedoch im Zu-
ge der Ausarbeitung Fehler in [Gas19| gefunden, welche im hier betrachteten
Setting korrigierbar waren und daher nicht weiter erwéhnt werden.

Da der Nachweis der partiellen Regularitéit im Inneren recht umfangreich ist,
sei zunéchst eine kurze Zusammenfassung des Vorgehens gegeben: In der ers-
ten Halfte 4.1.1 von Abschnitt [4.1] werden eine Innere Monotonie-Formel und
eine Innere Diskrete Morrey-Bedingung hergeleitet. Im Beweis der Inneren
Diskreten Morrey-Bedingung erhélt man dabei durch den Vergleich mit ei-
ner Aufblasfolge ein entkoppeltes Hilfssystem. Fiir letzteres lassen sich dann
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klassische Regularitéits-Aussagen nutzen.

Die grofite Schwierigkeit in der Herleitung des Hilfssystems liegt darin, die
Norm-Konvergenz der Aufblasfolge zu beweisen. Als duflerst hilfreich fiir die-
sen Aspekt stellen sich Resultate von S. Luckhaus heraus; insbesondere das
recht bekannte Fortsetzungs-Lemma [Luc88, Lemma 1] ist hierbei zu nennen,
mit der in [Ste91, Thm. 10.1] verwendeten Version.

Mit Morreys Dirichlet-Wachstumsbedingung kann dann in der zweiten Hélfte
4.1.2 von Abschnitt gezeigt werden, dass ein eingeschréankter Minimierer f
auflerhalb der sogenannten egp-singuldren Menge lokal Holder-stetig ist. Sehr
grob gesprochen kann man sich vorstellen, dass Singularitdten nur in solchen
Punkten auftreten kénnen, an denen sich ein Mindestmafl an (reskalierter)
Energie konzentriert.

Ein dhnliches Argument wie zuvor mit einer unterschiedlich skalierten Auf-
blasfolge, welche erstens die Geometrie des Problems widerspiegelt, zweitens
gegen eine radial konstante aber nicht konstante Abbildung konvergiert und
deren Energie drittens durch die Innere Monotonie-Formel kontrolliert bleibt,
liefert schliellich das fehlende Argument zur behaupteten Diskretheit der sin-
guldaren Menge im Inneren.

Bemerkung 4.1 (Vergleich zu [LW20]).

1. Im Vergleich zum Vorgehen von Y. Li und C. Wang fiir stationére
kritische Punkte bestehen Ahnlichkeiten in der Beweisfiihrung. Auch
dort findet sich einerseits die Nutzung einer Monotonie-Formel und ei-
ner Energieschranke, welche mittels eines Aufblase-Arguments bewiesen
wird. Andererseits verwenden sie die Umformung der Cosserat-Euler-
Lagrange-Gleichungen in eine div-curl-Form, welche zeigt, dass die ent-
haltene geometrische Nichtlinearitit eine spezielle algebraische Struktur
aufweist. Diese algebraische Struktur ist dhnlich zu denjenigen algebrai-
schen Strukturen, die bei der Betrachtung (p—) harmonischer Abbildun-
gen in symmetrische Mannigfaltigkeiten zu beobachten sind. Daher nut-
zen Y. Li und C. Wang ebenfalls, wenn auch auf andere Art und Weise,
bekannte Resultate iiber harmonische Abbildungen aus, um Aussagen
iiber schwache Cosserat-Losungen zu beweisen.

2. Vergleichbar zu den folgenden Ausfithrungen besteht fiir die Dimen-
sionsreduktion der singuldren Menge in [LW20] die grofite Schwierig-
keit in einem Kompaktheits-Argument fiir eine schwach konvergente
Aufblasfolge. Anstatt des oben erwidhnten Fortsetzungs-Lemmas von
S. Luckhaus nutzen Y. Li und C. Wang das Marstrand-Theorem iiber
die Hausdorff-Dimension der singuldren Menge, allerdings hélt ihre Ar-
gumentation diesbeziiglich nur fiir nicht-ganzes p. Dies ist einer der
Griinde, warum sie fiir die volle innere Regularitdt (im Sinne lokaler
Holder-Stetigkeit) im Fall p € [2,32] mit der zusitzlichen Vorausset-

' 15
zung der Stabilitdt arbeiten. Minimierer des vollen Problems (P) sind
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immer auch stabile schwache Losungen, daher passen in dieser Hinsicht
die Ergebnisse aus [Gasl9] und |[LW20| zueinander.

4.1.1 Monotonie-Formel und diskrete Morrey-Bedingung

Nach diesem Vergleich mit den bisher bekannten Ergebnissen zur (partiellen)
inneren Regularitét einer anderen Subklasse kritischer Punkte der Cosserat-
Energie, werden nun wie angekiindigt zunéchst die beiden zentral benétig-
ten Hilfsaussagen [Innere Monotonie-Formel (Lemma und Innere Dis-
krete Morrey-Bedingung (Lemma ] in der spiter benétigten Form fiir
eingeschrinkte Minimierer der Cosserat-Energie, definiert auf der Standard-
Einheitskugel B3 ¢ R3, formuliert und bewiesen:

Lemma 4.2 (Innere Monotonie-Formel). ~ Sei f = (¢, R) e WH2(B3,R3xS)
ein Minimierer der Cosserat- Energie Jps fir das eingeschrinkte Problem

(P').
Dann gilt fiir jede Kugel B3(xq) ¢ B® und jeden Radius r € (0,s):

(s1+1) f Del*+ DRPdz - ¢ f IDg|? + IDR* dz
B3 (x0) B} (o)

_ 1
> f |z — o) L [|6md<p|2 + |0de|2] dz - cs2 (1 + ||D<p||L2(Bg)) , (4.1)
(B3\B2)(z0)

wobet Opqq fiir die radiale Ableitung in Richtung x_w‘J' steht.

B

Bemerkung 4.3. Die in der Monotonie-Formel in [Gas19] auf der rechten Seite
der Ungleichung anstelle von |8,4q4¢|* im Integranden genutzte Funktion

Qo.R) = [B(RTDp)|" - [B(RT - (Dg ~ 222 © Dy0a0))|

lz—ol

stimmt fiir die im vorliegenden Setting betrachteten Material-Parameter u; =
fie = p2 = 1 mit der quadrierten Norm |8yqq|” der radialen Ableitung der
Deformation iiberein, da der lineare Operator P in diesem Fall zur Identi-
tat wird. Entscheidend ist spater die Nicht-Negativitdt des Terms Q(p, R),
welche jedoch nicht uneingeschrankt fiir alle Wahlen der Material-Parameter

15 fhe, p2 @ilt.

Beweis von Lemma [4.9 (Innere Monotonie-Formel).  Sei t € (0,s) ein be-
liebiger Radius. Zwecks Vereinfachung der Notation betrachte 0.B.d.A. zy = 0.
Der gegebene eingeschrankte Minimierer f soll in der in B? enthaltenen Kugel
B3 vom Radius s < dist(zg,?B?) mit Abbildungen f; verglichen werden, wel-
che auf der kleineren Kugel B} radial konstant sind. Betrachte also zu (dem
festen) t € (0,s) die Abbildung f; = (¢, Ry): B2 - R? x S, gegeben durch

t t
o(mz), 0<|z|<t, R(r5z), 0<|z| <,
or(x) = (| | ) 2] Ri(z) = (| | ) [
o(x), t<l|z|<s, R(x), t<l|x|<s.
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Zunéchst lasst sich nachrechnen, dass gilt

T 2 _ 2 2
‘DR 1 ® 8radR| - |DR| - |67‘adR| :

||

Dann ist

t
f|DRt| dx—%f (IDR(L2)[* ~[0raaR( )] - £ dHP(2) dr
0

B3
7_

t
== [ [ IDRE - 10p0aR an?ar
0 oB3

= [ IDRP? = 0,a R dH?

6B3

d )

- =] f DRPdz | f 10,aaR|? AH2. (4.2)

B} oB3

Analog ldsst sich zeigen, dass gilt

2

2
T T
RT : |:D90 - m ® arad90:| = ‘DSO - m ® aradSO = |D§0|2 - |8Tad90|2
und damit auch
1 2
S Datart [ s
B} B}
_d [[ Dy d:v f 1Oraael” dH? . (4.3)
dt ra .

B} oB?

Insbesondere folgt aus und die Nicht-Negativitdt der beiden Terme
dt fB3 IDy|? dz] und fB3 |DR| dx] sowie die spater benotigte Identitéit

—t’1f|Dgpt|2+|DRt|2d:c
B}

- [ |8mdgo]2+|ade|2dH2—%[ [1DgP +DRPAz]. (44)
oB? B3

Da das gegebene f die Cosserat-Energie in B2 minimiert, in B3 \ B} mit f;
tibereinstimmt und daher auch fy B} = fio B} erfiillt, erhalte mit der Holder-
Ungleichung

f|D¢12+yDR\2dx:f\RTD¢—13+I3|2+|DRFdx
B} B}
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< / [RTDy - I|* + |DR[> dz + f L2 e + 2 f |RTDep — Is| - | Is| du:
B} B} B}

1
< [ IR Do~ I,[ +IDRP dz +ert* v oo ([ [RTDe-Iof da- [ |15 da)*

B} B} B}
2 3

S[’RTD()O—LO,‘ + DR dz + 1t + cst 2 D¢l 12(p3)

B}
2 3

< [ |RTDge 15" + DR i+ cat (14Dl o )

B}

< (1+et) / IDyy|? da: + f DR dz: + cse 4% + cats (1 + HD<PHL2(B3))
B} B}

Tryq. 2 2 o d 2 3
gB[ |R/Dyy|” + |DRy|" dw + -E[B[ IDy| dx]+06t2'(1+”D90HL2(B3))a

(4.5)
da mit (4.3) gilt
et f Dy da + cse 12

B}

et?. % [ f IDy|? dx] —et? f |0raap]” AH? + cse 1
B3

0B}

t

2. 4 [f Dy d:v] + cpt?

t

fiir ein hinreichend kleines € > 0 und da ¢ zwischen 0 und s insbesondere klei-
ner als 1 ist. Die vorletzte Zeile der Abschétzung fiir (4.5)) folgt dabei durch
Anwenden der skalierten Youngschen Ungleichung fiir p = ¢ = 2 und %st >0
auf den jeweiligen mittleren Summanden von ‘RTDQO - Ig,|2 bei komponenten-

weiser Berechnung.
Zusammen ergeben (4.4) und (4.5)) somit die Abschiatzung

dr,_q 2 2
&[t [|Dcp| + DR de |

B}
:t—l{di[[|D¢|2+|DR|2dx]—t—1f|D¢|2+|DR|2da:}
' B} B}
d
zt‘l{&[f\D@%]DRF@]—t-lfyDgpt\%\DRt\zdx
B} B}

-t [ [ Do de] - cot? (14 IDgl )}
B}
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d
_f a4 2 2 -1 2 2
=t {dt [B[ |Dp|” + DR da:] t é3/|D<pt| + DRy d:l:}
t t

-8 [f pefaa]-at? (1+ Dol
B

_ d _1
=t [ Braapl +10raaRP @ = = [ [ 1Dl do ] = cot3 (1+ 1Dl g2 ).

oB3 B}
(4.6)

Integration fiir r < ¢ < s liefert unter Beachtung der Tatsache, dass 0.B.d.A
xo = 0 zur Vereinfachung der Notation angenommen war,

s / Del> + DRPdz - ! f IDg|? + IDR* dz
B3(o) B3} (o)

_ 1
> [ iz — 20| [|0raagl” +10raaRI*] - Dgf” da - cs2 (1 + HD‘p”LQ(B?’)) -
(BE\B2)(wo)

Dann folgt nach Addition von _/-Bg(xo) ID¢|? + |DR|? dz auf beiden Seiten die

behauptete Innere Monotonie-Formel fiir jede Kugel B2(z0), die ganz in B3
enthalten ist, und fiir jedes r € (0, s).
O

Damit ist die Innere Monotonie-Formel im hier untersuchten Setting bewie-
sen. Die nicht ausgeschlossene Negativitidt des Terms Q(p, R) fir andere
Kombinationen der Materialparameter i, fic, 2 (vgl. Bemerkung und
das damit einhergehende mogliche Fehlen einer vergleichbaren Monotonie-
Formel ist einer der Griinde dafiir, warum die Ubertragung der in dieser Ar-
beit vorgefithrten Regularitdtsuntersuchungen auf allgemeinere Formen des
Cosserat-Energiefunktionals keineswegs trivial ist.

Von ebenso grofler Bedeutung auf dem Weg zur partiellen Regularitit ist wie
angekiindigt die nédchste Aussage.

Lemma 4.4 (Innere Diskrete Morrey-Bedingung).  Sei € (0,1). Dann
gibt es Konstanten ey >0, 0 € (0,1) und po € (0,1), sodass die folgende Aus-
sage fiir jeden Minimierer f = (¢, R) e WH2(B3,R3 x S) des eingeschrinkten
Problems (P') gilt.

Fiir jede Kugel Bgo (20) ¢ B® mit |zo| < % und fir jeden Radius p € (0, pp)
gilt die Implikation:

Erfillen f und p die Kleinheitsbedingung

pH<pt (HD(P||%2(BS(10)) + HDR||%2(Bg(zO))) <em,
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so folgt die Abschditzung

-1 2 2
O (IDl2(53, o) * IDRIE2(55, 1))

o ~1 2 2
< 0757 (IDI 22 an)) * IDRIZ2(33a00) )

Beweis. Nimm an, die Behauptung gilt nicht. Dann existieren fiir jedes
i € N jeweils sowohl ein Punkt x; mit |z;| < und eine Kugel B () c B3 um
x; mit Radius p; \ 0 bei ¢ — oo, als auch Jewells ein M1n1m1erer f, = (i, R;) €
Wh2(B3,R3 x S) von (P'), sodass einerseits

_1

_1
(5i = pl 2 ”DRZHL2(BE;(:E1)) N O, bel 7, — 00

und p?” < ’y? + 512 N 0, bei ¢ - oo gelten, aber andererseits fiir jedes feste
0 € (0,1) und jedes i € N

UD (HD%‘ ”%2(33 e IDR; H%?(Bi” (a:-)))
> 0%, (HD%HLz(Bd (@) * IDR; ||L2(B5 (2 )))

zutrifft.
Nun wird im Urbild um den Faktor p , im Bild hingegen um den Faktor
11 bzw. 611 reskaliert. Betrachte also eine Aufblasfolge von Abbildungen,
indem fiir jedes f; die Abbildung f; = (pi, Ri) e Wh2(B3 R? x S;) definiert
wird geméf

@i(x) =77 pi(wi + i) = Bipi ],
Ri(x) =0, [Ri(w; + piz) - Ri p,],

wobei S‘_’i,mei,pi jeweils den Mittelwert von ¢; bzw. R; in Bgi(xi) bezeichnet,
also

Dip; * ][ p; dx bzw. Ri,pi = ][ R; dx.
B3 (w:) B3 (z;)

Ferner steht der Wertebereich S; von ﬁ fir die jeweils entsprechend ska-
lierte und verschobene Version der Mannigfaltigkeit S, genauer gesagt ist
Si =07 (S - Rip,).

Dann minimiert f; = (¢;, R;) das skalierte Funktional

Z(w’ Q) =

f\(Rwﬁ&Q) DY - piv; L3 dx+ [|DQ| dz

2+52
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im Vergleich zu allen Funktionen (v, Q) € W12(B3 R? x ;) mit den glei-
chen Randwerten wie f;. Dabei ist der Nenner 72 + 67 so gewiihlt, dass nach
Ubergang zu einer Teilfolge bei i — oo

72 52

! und —— = (1-0) fir ein o € [0,1]

—> 0
2, 52 2, 52
Vi +0; v+ 6

2
angenommen werden kann. Zusétzlich gilt auch ﬁ(pfy{lf — 0, da dieser
Ausdruck wegen der Annahme p?“ < %+ 62 und wegen p € (0,1) wie folgt

beschrankt ist:

’yz 142 p2 qu 2-2 2-2
N (pAT)2 2 t -2 cp TR <1 pTH 50, 1 - oo,
FeR P T T g

Des Weiteren ist die Folge der Mittelwerte Ri,pi beschréankt, da sie in der
konvexen Hiille von S in R3*3 enthalten ist; mit der Poincaré-Ungleichung
gilt sogar

_ _3 _
dist(RLpi,S) < cp; 2. HRZ - R,

_1
Lz(Bgi(l"i)) < ep; z ”DRiHLQ(Bgi(xi)) =cdi N 0.

Dies ist der Grund, warum auch R; ,, — T fiir eine Matrix T € S angenommen
werden kann.

Der néchste, recht ausgedehnte Schritt besteht darin zu zeigen, dass die zu-
gehorige, wieder mit f; = (¢;, R;) bezeichnete Teilfolge von Minimierern des
skalierten Funktionals [J;(-) in einem geeigneten Sinne gegen einen Minimierer
foo = (Poo, Roo) des formalen Grenzfunktionals

Te(,Q) =0 [|TDu[ do+ (1-0) [ IDQP dx
B3

B3

konvergiert.

Dazu ist zundchst anzumerken, dass die Mannigfaltigkeiten S; lokal gegen
einen mit Se, bezeichneten Unterraum des R**3 konvergieren (im Hausdorff-
Abstand); genauer gesagt ist Seo der Grenzwert der affinen Tangentialrdume
Ri,pi +T Ri,p,-Si’ wahrend der Ursprung in S., liegt, weil alle Abbildungen

A

R; (genau wie alle Abbildungen ¢;) aufgrund der Konstruktion Mittelwert 0
haben.

Als Erstes lasst sich die schwache Konvergenz von ﬁ = (gbi,f%i) gegen ei-
ne Abbildung foo = (g&oo,f%oo) feststellen. Denn die Tatsache, dass ebenfalls
nach Konstruktion unmittelbar [D@;| 2(gsy = 1 und HDRi’LQ(B3) =1 fir
alle Indizes ¢ € N gilt, impliziert zusammen mit der Poincaré-Ungleichung
unmittelbar die Beschréinktheit der Folge f; = ($y, R;) im reflexiven Sobolev-
Raum W12(B3 R3 x R¥3). Deshalb existiert eine (wieder gleich bezeichne-
te) schwach konvergente Teilfolge, die moglicherweise nach Ubergang zu ei-
ner weiteren Teilfolge auflerdem punktweise fast iiberall konvergiert, weshalb
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foo € WE2(B3 R3 xS folgt. Weiterhin gilt dann punktweise fast iiberall bei
7 — 00

Ri,pi + 51Rz - T,
da R@pi +0;R; = R@pi +0;R+6;(R; — R) mit §; - 0 und punktweise fast iiberall
Ri,pi - T, R; > Re. Aus diesem Grund erklart sich auch die Betrachtung
von Je(+) als formales Grenzfunktional.

Kompaktheits-Argument. Als Néchstes ist in diesem Teil nachzuweisen,
dass die schwach konvergente Aufblasfolge f; = (¢, R;) von Ji(-)-Minimierern
auch in WH2-Norm auf jeder kompakten Teilmenge von B3 konvergiert und
dass der Limes foo = (Poo, f?oo) das Grenzfunktional Je(-) minimiert.

Die Idee hierzu, welche die Beweisfilhrung aus [SU82] im Kontext har-
monischer Abbildungen wesentlich vereinfacht hat, stammt aus [Luc88]: Um
spiter den Limes (Poo, Roo) mit einer (bis auf gleiche Randwerte) beliebigen
Abbildung (1, Q) € Wh2(B3,R3 x S, ) vergleichen zu kénnen, wird @ durch
(beschrinkte) Abbildungen Q; € W'2(B3,S;) approximiert. Ziel ist es, wei-
tere Abbildungen ({;, P;) zu finden, deren Energie nah an der Energie des
Limes der Aufblasfolge liegt, deren Randwerte aber gleichzeitig mit denen
der approximierenden Folgen (@, R;) bzw. (¥, Q;) iibereinstimmen. Zentra-
les Hilfsmittel hierzu ist das bekannte Fortsetzungs-Lemma von S. Luckhaus.
Grob ausgedriickt besagt es, dass fiir zwei W 2-Abbildungen von einer Sphé-
re in eine Mannigfaltigkeit N, deren Werte in L? nah beieinander sind, eine
Fortsetzung auf einen (kleinen) Ring existiert, welche am Rand die Werte der
beiden urspriinglichen Abbildungen annimmt, selbst eine Schlauchumgebung
von N nicht verldsst und deren Energie auf dem Ring die Gréflenordnung der
Ringbreite hat.

Sei also (¥, Q) e WH2(B3,R? x So,) eine fiir foo zuliissige Vergleichsabbil-
dung, sodass ¥ = P und Q = Reo in einer Umgebung von 9B3. Dann existiert
r nahe an 1 mit

(i) (1, Q) = (oo, Roo) fast iiberall in B3,

.. o A2 .
(i) ”Dlp”%%aBg) + SUP{”D%‘H%%aBg) + HDRz‘HLz(aBg)} < 0o sowie

() Jim | i = Q) = Jim | Bi = B2 g = 0 und

. A~ 2 . N A 2
i @i =42 opg) = lim [§i = oo l12053) =0

nach dem Satz von Rellich (Auswahlsatz), moglicherweise nach erneutem
Ubergang zu einer Teilfolge.

Wie auf Seitebegrﬁndet, ist Soo affiner Raum. Beschrinkte Abbildungen
liegen also dicht in W2(B3,Ss). AuBerdem ist jede beschrinkte Abbildung
Q in WH2(B3,S,,) ihrerseits der Grenzwert (in W12-Norm) einer Folge Q; €
Wh2(B3,S;), vgl. auch [Ste9l, S. 105]. Deswegen existiert insgesamt eine
beschriankte approximierende Folge @Q; fiir () mit
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(iV) Qz € W1’2(B3,SZ') und
(v) Qi — Q in Wh2(B? R>?).

Insbesondere gilt daher

. 2 . A 2
Jimy 22 om3) = 0= Jim 161 = lz20m)

und

2 A 12 2 5112
IDY[720m3) + SQP{HD%HL'Z(aBg) + IDQil 72 0m3) + HDRiHL2(3Bs)} = C? < o0,
1 ks

Dann liefert das Fortsetzungs-Lemma von Luckhaus [Luc88, Lemma 1], an-
gewendet in der Form aus [Ste91, S. 103 f.], die Existenz einer Folge von
Abbildungen (¢, P;) in W2(B?,R3 x R*3) und zweier Zahlenfolgen )\; \ 0,
r; N\ 0, sodass

(G P (@) = (¢4, Bi) (2) in B*\ B},
(CZ?-PZ)(x) = (wan)(%) in B(31—>\')T'7
(Gi» Pi)(2) € Uy, (£(B®) up(B*)) x Uy, (S;)  in B® und

||DCZ||L2(BS\33 ) + ||DP ||L2(B3\B3 T) S C)\ZC27 (4.7)
wobei Uy, (+) eine Schlauchumgebung der Breite r; bezeichnet.

impliziert zusammen mit den Eigenschaften von ($;, R;) und (¢, Q;) die
Beschrinktheit von (¢;, P;) in WH2(B3, R*xR3*3). Sei nun J; () die Version
von Ji(-), bei der iiber B? statt B3 integriert wird. Dann gilt mit dem Satz
iiber dominierte Konvergenz und mit schwacher Unterhalbstetigkeit

Too 1 (Poos Roo )—hm [‘(R2p1+5R) Déoo — piry; Ig| dx

f |DROO‘ dz

52

+ lim 2
71— 00 "}/ +

<111]n_)1£10f7 +52/‘ 7p1+5R) Dg; - pini _[3‘ dz
+ lim inf 2/‘DR| dx
1,J—>00 ’}/ +
<liminf J; (i, Ri). (4.8)

An dieser Stelle wird ausgenutzt, dass jede Abbildung ﬁ = (&i, f%z) der Auf-
blasfolge das entsprechende skalierte Funktional 7;(-) minimiert und auf 0 B3
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die gleichen Werte wie ((;,m; o P;) hat, wobei hier m; die ndchste-Punkt-
Retraktion auf S; bezeichnet.

Da Letztere skalierte, verschobene Versionen von S sind, bleiben die Lipschitz-
Konstanten von 7; (beispielsweise eingeschrinkt auf Schlauchumgebungen der
Breite 1 um S; herum) beschrankt, und zwar unabhéngig von i.

Auflerdem unterscheidet sich m; o P; von P; selbst nur auf derjenigen Menge
B3 \Bg’l_ ) auf der die Energie von P; gegen 0 geht. Deswegen unterscheiden
sich die Energien von 7; o P; und P; nur durch o(1); Analoges gilt fiir die
Energien von P; und @);, genauso wie fiir die Energien von ¢ (unabhéngig
von i) und ¢;. Exakt ausgefithrt findet man

Tir(Giymio Py) = T3 (Givmi 0 Py) = Ti (G, Bi) + T (Gi P) = Tipr (00, Qi)
=A; =B;

+ u7i,r(1/}a Ql)?

wobel erstens

[ [(Rup, + 8ilmi 0 PTDG = iy I

i =

- ﬂy + 52
= |(Rip, + 6;P)" D¢ - pivi ' I 2 do

+

- +52f|D o P]> - DR de
(] ZB3

7 _
<err 5+ f DG + PPyt de

2
Vi 2 o;
ez | 5,57 IDG DP;
€3 (%‘2'“51‘2 “ Cz”L2(B3\B3 “ ||L2(B3\B3

(1- )\,L-)r) 0% +52 1-ar)

2
Pi 3 3
+m . VOI(BT AN B(l—)\i)T))

7 A
—> 0,7 — oo,
nach (4.7) unter Ausnutzung der Beschrénktheit der Lipschitz-Konstanten

von 7; in der ersten Abschitzung nach oben. Zweitens gelten ebenfalls nach
(4.7) fir (¢, P;) die Gleichungen

_ e
f ((Rip, +6:P) D¢ - piy; ' Is| da
B?l*)\i)r

— _ _ 2
:(1—/\i)3/‘(Ri7pi+5iQi)TDw~(l—)\i) L it de
3
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und
f \DP,-Fdxz(1—)\i)/\DQi\2dx.
B(Slfki)T B}

Daher folgt unmittelbar fiir den mit B; bezeichneten zweiten Teilsummanden
der Aufteilung von J; (G, m; o P;), dass

i = "Y +62/|(R,pz+5p) DC’L 9172 13‘

(2

~|(Rip, + 6:Q0) DY = i Ly d

2 [ DRP-DQ da
7 +(5Z 52
’72 5 T 14 12
= 7-2Ji5-2 f |(Ripi +0iP) DG = pi; I3[ dz
' ’ BS\B(gl—X)r

/ ‘(Rlpz—i_ép) DC’L Pﬁz I3| dz

(1/\)7‘

— _ 2
_/‘(Ri,pi+5iQi)TD¢_pi7i A GE
B}

52
+ 2_:_52 f |DP1‘2 do + [ |DPZ’2 dx - f |DQZ’2 dz
Vi i

? 3 3 3
BE\B(l—Ai)r B(l—)\i)r By

2 2
i 2
SC4~{2—7‘52-||D<Z'||L2(B5\B?1 A ) T{SQ ||DP HLQ(BJ\B31 Xi)r)}

12
’Y +(52_[‘ o+ 0iQ) DY (1= M) = piy; |

~|(Rip, +8:Q:) Dy - 917{113‘2 dx
—> 0,7 > oo.

Das bedeutet, insgesamt gilt 7; (¢, m; 0 P;) = j”(w,Q ) +0(1) bei i - oo.
Dann wird zusammen mit der Minimalitit von (g, R;) aus (4.8)

Toor(Poos Roo) < liminf J; (¢4, R;)
<liminf J; »((i, mi o Pi)
< liminf ;.0 (4, Q1) = Joor(¥,Q). (4.9)
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Dabei wurde im letzten Schritt genau wie in [Gas19] ausgenutzt, dass Q; - Q
in Wh2(B3,R3*3) konvergiert und dass mit der gleichen Argumentationswei-
se wie bei Ri’pi +0;R; —» T auch R@pi + 0;Q); — T punktweise fast {iberall
konvergiert, vgl. S. [44]

Somit ist nachgewiesen, dass der Grenzwert der Aufblasfolge foo = (Poo, }AEOO)
Joor(-)-minimierend ist (beziiglich der eigenen Randwerte auf 9B2). Da aber
r < 1 beliebig nah an 1 gewéhlt werden kann, minimiert (oo, ﬁm) das Grenz-
funktional J..(-) auf jeder kompakten Teilmenge von B3. Mit der in

zuliissigen Wahl (¥, Q) = (Poo, R ) folgt auBerdem
lim J (@i, i) = Too  ($oo Floo),

was zusammen mit strikter Konvexitat auch die Konvergenz der Aufblasfolge
in W12-Norm auf B2 impliziert.

Nach dieser ausfiihrlichen Kompaktheits-Argumentation fehlt schliefSlich zur
Vervollstandigung des Beweises der Inneren Diskreten Morrey-Bedingung le-
diglich ein letzter Schritt hin zum gewiinschten Widerspruch zur am Beginn
des Beweises gemachten Annahme. Dieser letzte Schritt wird genau wie in
[Gas19] mittels einer Fallunterscheidung bzgl. o € [0, 1] geliefert.

1. Fall: 0 € (0,1). Der Grenzwert foo = ($oo, Roo) der Aufblasfolge kann

in diesem Fall nur ein Minimierer von Je ,(-) sein, falls die Deformations-
TeS

Komponente $o, das Funktional [ps ‘TTDw‘Q dz =" [ps IDy|* dz minimiert
und die Rotations-Komponente Ro, das Funktional /, B3 IDQJ* dz; eine Kopp-
lung ist nicht mehr vorhanden.

Dann sind aber die Grenzabbildungen ¢o, mit Werten in R® und R
mit Werten in R33 (Dirichlet-)Energie-minimierende, beschrinkte, harmo-
nische Abbildungen und als solche Hoélder-stetig. Es gelten die Standard-
Regularitits- Abschétzungen

9_1[|D@w|2dm3092”f|D¢w|2dx
B3 B3

und

07 [ DRl dw < c6? [ DR| da,
B3 B3

jeweils fiir alle v € (0,1), 6 < % und Konstanten ¢, die nur von v abhéngen.

Nun muss lediglich 8 hinreichend klein gewéhlt werden, um den gewiinschten
Widerspruch zu erhalten. Zur Erinnerung: Nach Annahme gilt fir alle Indizes
i der betrachteten Folgen fiir jedes feste 6 € (0,1) die Abschitzung



4.1 Partielle Regularitidt im Inneren 49

Op)™ (IDeil 320, oy * IDRil 20, o)

_ 2 2
> 0%p;! (”Dg@i“L?(Bgi(xi)) + ”DRZ'HLQ(BSZ_(zi))) = 6% (7} +67). (4.10)
Doch wegen der obigen Regularitéts-Abschétzungen in Kombination mit der

(Norm-) Konvergenz in Bj (0 < %) und der schwachen Konvergenz in B gilt
fﬁrV:“Tﬂe(%,l)

. 1 1 2 2
lim s [(902‘) (HD% ”L?(ngi(zi)) + ”DRiHLQ(BgM(xi))):I

. 1 1 92 ~ 12 -1¢2 5112
= lim e [9 i - [D@illz2(pz) + 676 ‘HDRiHm(Bg)]
- A2 - |2
= obt. ||D<,Ooo||L2(B§) +(1-0)07"- HDR‘X’ HLQ(BS)
. N 2
< 00 - | Do F2(ay + (1= 0)eb™ - [DReo[ o sy
S 6921/ S 92}1’ (411)

falls 6 so klein gewdhlt ist, dass c8'# < 1. Dies stellt den gesuchten Wider-
spruch dar, weil nach (4.10) gilt, dass dieser Grenzwert echt grofier als #%*
sein muss, fiir jedes feste 6 € (0, 1).

2. Fall: 0 = 0. Es bleibt der Minimierer R., von /, B3 |DQ]2 dx erhalten,
doch die Information iiber die DeformationS—Komponentg Poo des Limes der
Aufblasfolge geht im Grenzprozess verloren. Dennoch gilt weiterhin die Ab-
schiatzung (4.11 :, weil der |[D@oo ||%Q(Bg)-Term, der nicht mehr behandelt wer-
den kann, den Vorfaktor o = 0 hat. Somit bleibt der im ersten Fall gefundene

Widerspruch zu (4.10) auch im zweiten Fall bestehen.

3.Fall: 0 =1. Hier gilt die gleiche Argumentation wie im zweiten Fall; ledig-
lich die Rollen der Deformations-Komponente ¢, und der Mikro-Rotations-
Komponente Rq, sind vertauscht, da nun der nicht zu fassende HD}AROO Hiz (B%)
Term den Vorfaktor 1 — o = 0 hat. Also behélt wiederum seine Giil-
tigkeit. Mit diesem letzten Widerspruch ist schliellich insgesamt die Innere

Diskrete Morrey-Bedingung bewiesen.
O

4.1.2 ¢)—-Regularitat und Dimensionsreduktion

Der néchste Schritt auf dem Weg zur Diskretheit der singuldren Menge ein-
geschriankter Minimierer liegt in der angekiindigten Energie-Schranke fiir das
Auftreten von Singularitdten.
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Es soll gezeigt werden, dass eingeschrinkte Minimierer f € Wh2(B3,R3 x S)
im Inneren von B? lokal Holder-stetig sind auBerhalb einer Menge von Punk-
ten, an denen sich ,hinreichend viel“ (reskalierte) Energie konzentriert, eo-
singuldre Menge genannt. Dazu dient das folgende Lemma Erst im An-
schluss kann mittels eines Dimensionsreduktions-Arguments die behauptete
Diskretheit von Sing(f) nachgewiesen werden.

Lemma 4.5 (Innere go-Regularitit).  Sei p € (0,1) und sei f = (¢, R) €
Wh2(B3,R3xS) ein Minimierer des eingeschrinkten Problems (P') (bzgl. der
eigenen Randwerte). Dann liegt f in der Klasse C’llo’g X C’loo’f auf der Menge
B*~ S(f,¢0).

Dabei ist fiir eine beliebige Abbildung h = (¢, Q) € W12(B3,R3 x S) die
eg-singuldre Menge S(h,eo)definiert als

S(h,eo0) :Z{xo € Bz < 5,07 (\\D¢”2L2(Bg(xo)) + ”DQ”%Q(BS(IO))) 2 €0

fiir alle p e (0,1 - |CL‘0|)}
fiir ein hinreichend kleines €9 > 0.

Beweis.  Die nach der Inneren Diskreten Morrey-Bedingung existierenden
Konstanten seien mit 3, > 0 und 6 € (0,1) sowie pg € (0,1) bezeichnet. Fiir
jedes o € B3\ S(f,20) gibt es nach Definition ein s € (0,1 - |zo|) mit

®(29,5) =5 (”DSOHi?(Bg’(;Bo)) + ”DRH%?(BS’(LUO))) <¢o (4.12)

. L
fiir beliebig kleines g9 > 0. Setze sg = min{%;@“ﬁsf\j;po} und betrachte
g0 = Leyy.
S

Falls fiir alle Punkte x € B3 (29) und fiir alle Radien r € (0, 5) die Energie-
2
Abschétzung

o(z,r)=r" (||D<P||i2(13§(z)) + ||DRH%2(B§(I))) <c-(£)* g (4.13)

gezeigt werden kann, folgt die Holder-Stetigkeit der Deformation ¢ und der
Mikro-Rotation R auf B3 (x() aus Morreys Dirichlet-Wachstumsbedingung.
2

Wegen (4.12)) gilt zunichst fiir ein beliebiges x € B2 ()
2

B(x,50) < (2)7 - B(wo,s) < (2) g0 = e (4.14)
Per vollstdndiger Induktion erhalte zunéchst fiir alle k£ € Ny die Abschétzung
®(z,0%s0) < 0% ey (4.15)

Die Abschétzung (4.14)) liefert dabei den Induktionsanfang fiir £ = 0. Die In-
duktionsannahme lautet daher: Abschitzung (4.15]) gilt fiir eine natiirliche
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Zahl (k-1), dh. ®(z,0% 'sg) < 021 . c1,. Nun unterscheide fiir den In-
duktionsschritt zwei Félle.

1. Fall: (6% 1s9)?* < ®(x,0% 's9). Dann folgt aus der Inneren Diskreten
Morrey-Bedingung (Lemma und der Induktionsvoraussetzung sofort

O (z,0%s0) < 0% B(x,05 sg) < 622D Lo =92k oy

da die Kleinheitsbedingung der Inneren Diskreten Morrey-Bedingung auf-
grund der Fallannahme und der Induktionsvoraussetzung erfiillt ist.

2. Fall: (6% '59)%* > ®&(x,6% 'sg). Dann gilt nach Definition von sq

B(x,0%s0) <071 - (x,0F 1 sg) <71 gD L < b gy

Somit ist (4.15)) fir alle k € Ny giiltig und es kann weiter festgehalten werden:
Fiir jedes 7 € (0,50) existiert ein k € Ny, sodass §%*! < o < 0% und daher
auch

r<ff.sy, OHF <. (%)2“ und 77 t< o7t (0Fs) 7
Damit folgt fiir alle 0 < r < sq

O(x,r) <O B(x,0%50) <07 0%F .oy
-1-2u ¢ \2u | —pl2u (N2 o (s0)7!
<0 ()" em=90 ()% e0-(2)

<gi. 361_2“ . (2)2“ - €0-

Fiir s < r < 5 hingegen schitze mit B3(z) c B3(x0) unter Verwendung von

[E12) ab:
B(x,r) < (1) B(0,5) < 55" - (0, )

<p 2. 561 . (%)% - €0

—1-2p  ~1-2 2
<O s T (E)H g,
Insgesamt gilt also die Energie-Abschitzung 1) mit ¢ = 9‘1‘2“361_2” .

Deshalb kann wie in [Gas19] vorerst geschlossen werden, dass nach Morreys
Dirichlet-Wachstumsbedingung (vgl. z.B. [Mor66] oder [GT83) Kapitel 7.9])
der betrachtete eingeschriankte Minimierer f = (¢, R) in der Klasse Cl?)’g X Cloo’g
liegt, auBerhalb der eg-singularen Menge S(f,¢eo).

Was noch fehlt, ist der Nachweis der lokalen Holder-Stetigkeit des Deforma-
tions-Gradienten Dy. Doch in der vorliegenden Situation ist die von ¢ geloste
(Euler-Lagrange-)Gleichung linear elliptisch, mit Koeffizienten und rechter
Seite, die jeweils von R abhédngen. Daher kénnen dort, wo die Mikro-Rotation
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R lokal Holder-stetig ist (also auBerhalb von S(f,e¢)), klassische Schauder-
Abschétzungen genutzt werden, was dann die lokale Holder-Stetigkeit von D¢
liefert, beispielsweise mit [GM12, Thm. 5.19].

Somit liegt der eingeschrankte Minimierer f tatsdchlich wie behauptet in

der Klasse Cllo’é‘ x CUM(B3\ S(f,e0),R3 x S).

loc

O

Mit all diesen Hilfsresultaten kann nun der Beweis der Hauptaussage des
Abschnitts [4.1] gefiihrt werden.

Satz 4.6. Sei f = (p,R) e WH2(B3,R3 x S) ein Minimierer fiir das
eingeschrankte Problem (P') bzgl. der eigenen Randwerte.
Dann ist die singulire Menge Sing(f) diskret in B3.

Der folgende Beweis detailliert die Beweisfiihrung zu [Gas19, Prop. 5.2(i)].

Beweis von Satz[4.6 Voriiberlegung. Da nach der gerade bewiesenen In-
neren ep-Regularitit (Lemma bekannt ist, dass Sing(f) € S(f,e0) gilt,
betrachte als Erstes xg € S(f,0). Es werden erneut reskalierte Versionen von
f = (¢, R) um z( betrachtet, gegeben durch die Aufblasfolge fi = (s, R;) €
Wh2(B3,R3 x S) mit

i(x) = p(zo +pix) = @p,  und  Ri(z) = R(wo + pixv),

wobei (p;)ien eine beliebige, streng monoton fallende Folge mit p; < 1 und
pi 0 ist und ¢,, den Mittelwert von ¢ in Bﬁi(mo) bezeichnet. Dann mini-

miert ﬁ das skalierte Funktional

7(6,@)= [ Q"D - pilsf + IDQP da.
B3

Es sei auf Folgendes hingewiesen: Im Gegensatz zum Beweis der Inneren Dis-
kreten Morrey-Bedingung (Lemma wird hier nur im Definitionsbereich
um den Faktor p; 1 aufgeblasen, eine Reskalierung im Wertebereich findet
nicht statt.

Dies hat den Vorteil, dass die aufgeblasenen Minimierer ﬁ = ((ﬁz‘,Rz‘) von
Ji(+) weiterhin Werte in R3xS haben und somit, anders als zuvor, die Geome-
trie des Problems widerspiegeln kénnen. Die gewéhlte Skalierung erklart sich
zusétzlich auch dadurch, dass wegen der Inneren Monotonie-Formel (Lem-
ma die Beschrianktheit von ji((ﬁi,}?{i) bei ¢ - oo erhalten bleibt; das
formale Grenzfunktional lautet wegen ) € S

Te(,Q) = [ [Q"Duf +IDQP dw = [ IDyf* + QP d
B3 B3
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Die Poincaré-Ungleichung (alle ¢; haben nach Konstruktion Mittelwert 0) im-
pliziert zusammen mit der Inneren Monotonie-Formel ebenso die Beschréankt-

heit von (g?:z-,ﬁ’i) in Wh2(B3,R3x S), da

A 12 A 12 - 2
I@:lFsaay < ¢ ID@lFagany = c-pi [ Dol da

B}, (z0)
<cop;t / ID¢|* + DRI dz
B}, (z0)
und
12051200y = IRl 220y # IDRl ooy <07 [ Dl +IDRP da
(2 Wl,Q(BS) 1 LQ(BS) Q LQ(BS) = (2 *

B} (o)

Die Reflexivitit des Banachraums W12(B3,R3 x R*3) ausnutzend nimmt
man daher (nach Ubergang zu einer Teilfolge) dhnlich wie zuvor die schwa-
che Konvergenz (gﬁz,fzz) - (@m,éw) an. Mit vollig analoger Kompaktheits-
Argumentation wie im Beweis der Inneren Diskreten Morrey-Bedingung (Lem-
ma vgl. S. 44| ff.) folgt insbesondere, ggf. nach mehrfachem Ubergang zu
einer Teilfolge, die Konvergenz in W12-Norm auf B} mit ¢ beliebig nahe an
1, sowie die Minimierung von Jeo ¢(-).

Einsetzen von s = tp;, r =tp; (j > 14, 0 <t fest, beliebig nahe an 1) in die Innere
Monotonie-Formel (Lemma [4.2) liefert die folgende Abschéatzung; auch hier
sind sich dndernde Konstanten aus R,y weiterhin mit demselben ¢ benannt.

t ™+ pi) f ID@;[* + |DRi|2 do -t / IDg;I* + |prj‘2 dz

B} B}
= (" +p) [ IPlp(ao + pix) - g )+ ID[R(zo + pia)]|* d
B?
_ _ 2
—t7 [P0 + piw) = B0, ) + DRG0 + py)]f d
B}
= ((tp) 7t + 1) f D@2 + DRPdz — (tp;)"! f IDg|? + DR* dz
B}, (z0) B3, (x0)
_ 1
2 |$ —.7}(]| L. |:|8rad90|2 + |aradR|2]dx_ C(tpi)2 (1 + HDQD”LZ(BS))
(B3, B2, )(x0)
N 1
> & [|Oraapil® + |Oraa il ] da = cp?
B?\Bg’pj/pi

Schickt man zunéchst j — oo und dann ¢ — oo, so liefert die Norm-Konvergenz
auf B} fiir festes ¢ beliebig nahe an 1

- N A 2
[t Doraageel + Praa R T =0
BB
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Daraus folgt 0rqqPoo = 0 und OraaRoo = q auf jedem Bf’ und damit auch auf
B3. Also ist der Limes der Aufblasfolge foo = (oo, Roo ) radial konstant.

Nach dieser Voriiberlegung geht die nun folgende Strategie zum Beweis der
Diskretheit von Sing(f) dhnlich wie in [SU82| auf eine Adaption von Fede-
rers Dimensions-Reduktions-Argument fiir harmonische Abbildungen zuriick.
Nach Lemma geniigt es zu zeigen, dass S(f,e0) diskret ist fiir ein hinrei-
chend klein gewéhltes €. Dies geschieht mittels Widerspruchsbeweis.

Nimm also an, es existiere ein Punkt a € S(f,e0), der Grenzwert einer
Folge (a;);en von Punkten a; € S(f,e0) ~ {a} ist. Definiere wie in der Vor-
iiberlegung eine Aufblasfolge um zg = a, mit einer so gewéhlten Folge von
Radien p; \ 0, dass die zugehorige Aufblasfolge ﬁ = (s, ]:22) gegen eine radi-
al konstante Grenzabbildung feo = (@eo, Reo) konvergiert, welche gleichzeitig
Joot(+) minimiert fiir 0 < ¢ beliebig nahe an 1.

Des Weiteren kann angenommen werden, dass die p; so gewéhlt waren,
dass die (Punkt-)Folge {p;*(a; - a)}iEN einen Héufungspunkt z, mit |z4| = 3

besitzt. Dann ist einerseits 4 € S(foo,0), denn es gilt
rt [ ID@oo* + ‘DRX,‘Q dz
B}(za)
liminf 77! f ID@i|* + ‘D]%if dz
1—> 00
B3 (p;'(ai-a))
= dminf o [ plIDg(a+ pi)l’ +[DR(a+ pix))de
71— 00
B}(p;*(ai=a))
liminf (pgr)~! f IDg® + DR dz > &0,
71— 00

Bgl'r(aL)

v

fiir alle Radien r < p; (1 - |a;|), weil nach Annahme a; € S(f,¢0) ~ {a} gilt.
Wegen der Abschitzung p;'(1-|a;|) > 1-4 = 1-|z,| folgt dann die Behauptung
Zq € S(foo,€0)- R .

AuBlerdem ist z, # 0 und der Limes der Aufblasfolge foo = (oo, Roo) radial
konstant. Das bedeutet, es muss eine Gerade Rz, in der gp-singuldren Menge
S(foo,€0) enthalten sein.

Andererseits gilt S(fs,c0) € 2(foo), wobei die letztere Menge fiir eine be-
liebige Sobolev-Abbildung h = (¢, Q) € WH2(B3,R3 x S) wie folgt definiert
ist:

o 3 qe s -1 2 2
X(h) = {930 €eB -hrgl\lglfp (HD¢|\L2(B;§($0)) + ||DQ||L2(B;>;(¢O))) > 60},

fir ein hinreichend kleines &.

Dann folgt allerdings wegen Raq € S(foo,€0) € B(foo) sofort fiir das eindi-
mensionale Hausdorfl-MaB: H'(2(fs)) = +00. Doch die so definierte Menge
Y(-) einer WhH2-Abbildung in drei Dimensionen hat immer verschwindendes
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eindimensionales Hausdorff-Ma8, [vgl. z.B./(GM12, Prop. 9.21 und Cor. 10.17].
Dies bildet den gesuchten Widerspruch und die gg-singulire Menge S(f,e0)
(von f) ist diskret. Nach Lemmaist damit, wie eingangs begriindet wegen
Sing(f) € S(f,e0), auch die Diskretheit von Sing(f) im Inneren bewiesen.
O

Aufgrund des gerade bewiesenen Satzes sind somit fiir Minimierer des ein-
geschréankten Problems im Inneren hochstens isolierte Punktsingularitéaten zu
erwarten. Dennoch besteht die Moglichkeit, dass sich die Situation am Rand
anders darstellt, wenn die Cosserat-Energie unter vorgegebenen C'- Dirichlet-
Randbedingungen minimiert wird. Ohne weitergehende Betrachtung dieses
Aspekts wire die Argumentation in Kapitel [5] hinféllig. Denn die Frage nach
eingeschrankten Minimierern mit einer vorgegebenen Anzahl von Punktsin-
gularitdten ergibt nur dann Sinn, wenn ausgeschlossen werden kann, dass sich
Singularitdten am Rand potenziell hdufen. Daher beschéftigt sich der néchste
Abschnitt mit Randregularitét.

Dabei gelingt es nicht nur partielle Regularitit am Rand nachzuweisen,
wie man es nach Abschnitt erwarten konnte, sondern wie bereits ange-
kiindigt sogar volle Randregularitit. Ahnlich wie bei harmonischen Abbildun-
gen mit vorgegebenen C!-Dirichlet-Randbedingungen ist die Regularitit am
Rand besser als im Inneren.

Bemerkung 4.7.  Zur besseren (zeitlichen) Einordnung der vorliegenden Er-
gebnisse sei Folgendes angemerkt: Nachdem die volle Randregularitat des
néichsten Abschnitts im Zuge des Forschungsprojekts nachgewiesen war, ver-
Offentlichten Y. Li und ein weiterer Co-Autor L. Wang kurz vor Fertigstel-
lung der vorliegenden Dissertation ebenfalls einen Artikel, welcher sich mit der
Randregularitét kritischer Punkte der Cosserat-Energie beschéftigt ([LW23]).
Sie erreichen mit dhnlichen Methoden im Fall p € [2,3) fiir stationare kriti-
sche Punkte lokale Holder-Stetigkeit am Rand auflerhalb einer Menge von
verschwindendem (3 — p)-dimensionalem Hausdorff-Maf. Allerdings benéti-
gen sie dafiir die weitere Annahme, dass der stationére kritische Punkt der
Cosserat-Energie eine Rand-Monotonie-Formel erfiillt, was eine starke Ein-
schrankung darstellt. Die in der vorliegenden Arbeit untersuchte Subklasse
der kritischen Punkte (fiir p = 2) erfiillt eine vergleichbare Rand-Monotonie-
Formel automatisch.

4.2 Volle Randregularitat

Wie zu Beginn von Kapitel [d] beschrieben, lassen sich die in diesem Abschnitt
vorgefiithrten Beweise ohne grofien Aufwand auf Minimierer des vollen Pro-
blems iibertragen, sodass die Hauptaussage des Abschnitts an dieser Stelle
bereits einmal fiir Letztere formuliert wird:
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Satz 4.8. Sei f e W;’Q(Q,R?’ x SO(3)) ein Minimierer der Cosserat-
Energie Jo(-) bzgl. der Dirichlet-Randbedingung g = (9, M) € C1 (99, R3x
SO(3)).

Dann ist die singulare Menge Sing(f) im Inneren von € enthalten.
Insbesondere gilt

Sing(f) N 9N = @,

d.h. es gibt keine Singularititen am Rand.

In Kombination mit den Ergebnissen aus |Gas19] gilt damit, dass Minimierer
des vollen Problems bei den in dieser Arbeit betrachteten Materialparame-
tern fir p = 2 sowohl im Inneren als auch am Rand lokal Holder-stetig sind.

Doch bevor mit der entsprechenden Formulierung fiir eingeschréankte Minimie-
rer [ € ng ’Q(Q,RS x §) und der zugehorigen Beweisfiihrung begonnen wird,
sei wie zu Beginn von Abschnitt auch hier zunachst die Lokalitét der Fra-
gestellung bemerkt. Denn sind fiir ein Gebiet Q ¢ R? mit hinreichend glattem
Rand (mindestens C?) auf einer offenen Teilmenge des Randes O c 92 fes-
te C''-Dirichlet-Randwerte vorgegeben, so lisst sich das Problem wie {iblich
lokal auf Halbkugeln durch , Gerade-Biegen* des Randes untersuchen:

Da der Rand 0X) selbst eine zweidimensionale Riemannsche Mannigfal-
tigkeit ist, existiert in einem beliebigen Randpunkt p € O der Tangential-
raum 7,0€) mit einem in einer Umgebung hinreichend oft differenzierbaren
ONB-Feld {ej,ea}. Weiterhin existiert eine (kleine) Zahl £ > 0, sodass die
Exponential-Abbildung, die einem Tangentialvektor eine entsprechende Geo-
déte in der Mannigfaltigkeit zuordnet, expp:Bg(O) c 1,000 - 09 ein Diffeo-
morphismus von B2(0) auf eine offene Teilmenge von 9 (um p) ist [Car92,
Prop. 2.9]. Daher kann das ,,Gerade-Biegen® L des Randes bzw. dessen Inverse
L' realisiert werden durch

L MBI uT. - U,(p)nQ,
(Y1, 92, Y3) = exp,(y1e1 + yze2) + ys - v(exp,(yie1 + yze2)).
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Dabei bezeichnet
(a) B :={ye B2:y3>0} die offene obere Halbkugel vom Radius £ um 0,
(b) T = B? x {0} die an B angrenzende Kreisscheibe,

(c) Up(p) eine Umgebung von p mit diam(U,(p)) = ¢ € (0,¢), wobei £ - 1
bei € - 0 und

(d) v(-) das innere Normalenfeld an 0f2, welches wegen der vorausgesetzten
Glattheit von 0€) existiert.

Insbesondere ist L™1(B}) = U,y(p) nQ und L™Y(T,) = U,(p) N 9Q.

Fiir eine Abbildung f = (p, R) € W2(Q,R3xS) mit in O c 9Q vorgegebenen
Dirichlet-Randwerten fio =g = (0, M) € CY(O,R3 x S) findet man dann lokal
um einen Randpunkt p:

IR (2)-Dg(x) - Is|* + DR(2) dz
Up(p)nQ2

= [ {IR" (7 ) - DL ) - B+ PRI ()]} - Jac( L) () dy
B+

€

- [ {|(Re 177 () - D(p o L) () - DLL ) - I
A

€

+[D(Ro L) (y) - DL(L™ (1))} - Jac(L™) () dy (4.16)

mit den entsprechend transformierten, stetig differenzierbaren Randwerten
G=(goL "), eC'(I'e,R*x S).

Ziel des nun folgenden Abschnitts ist der Nachweis der vollen Randregulari-
tét fiir die betrachtete Subklasse kritischer Punkte der Cosserat-Energie. Das
bedeutet, es ist zu zeigen, dass die singuldre Menge eines beliebigen einge-
schrinkten Minimierers f = (¢, R) € WH2(Q,R3 x S) der Cosserat-Energie
Ja bzgl. der Dirichlet-Randbedingung fijo = g = (¥, M) € CY(O,R3 x S) ganz
im Inneren von 2 liegt (und damit nach Abschnitt diskret ist). Dazu wird
die Annahme einer Punktsingularitit in einem Randpunkt p € O c 9) zum
Widerspruch gefiihrt.

Dafiir ist es zweckméfig, das transformierte Problem nach den obigen Aus-
fihrungen zu lokal auf oberen Halbkugeln B mit vorgegebenen Rand-
werten auf der angrenzenden Kreisscheibe I'. zu untersuchen. Dabei kann
man erneut die enge Beziehung zu harmonischen Abbildungen ausnutzen und
das Vorgehen aus Abschnitt nach den in [Ste91, Kapitel 10 und 11] ge-
schilderten, aber nicht an allen Stellen vollsténdig ausgefithrten Grundideen
fiir harmonische Abbildungen an die Situation der Cosserat-Koérper am Rand
anpassen.
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Es sei betont, dass K. Steffen sich in den beiden erwéhnten Kapiteln auf die
in [SU82| (innere partielle Regularitdt) und [SU83] (Randregularitit) entwi-
ckelte, grundlegende Theorie stiitzt und dabei aufzeigt, wie die Argumente
von S. Luckhaus aus [Luc88| die Beweisfiihrung vereinfachen, wie es auch be-
reits in Abschnitt ausgenutzt wurde. R. Schoen und K. Uhlenbeck hatten
zum Zeitpunkt ihrer letzteren Verdffentlichung zwar Zugriff auf die preprint-
Version von [JM83|, in der J. Jost und M. Meier bereits Randregularitit der
Losungen fir eine etwas groflere Klasse von Funktionalen nachweisen, aller-
dings unter der zusatzlichen Einschrankung eines zugrunde liegenden Koordi-
natensystems. Davon kann man sich nach [SU83| lésen. Die in Abschnitt
bereits verwendeten prinzipiellen Argumentationsschritte Monotonie-Formel,
diskrete Morrey-Bedingung und Energie-Schranke fiir Singularitdten bleiben
bestehen, werden aber technisch anspruchsvoller.

4.2.1 Hilfsaussagen

Um eine Monotonie-Formel am Rand beweisen zu kénnen, muss an mehreren
Stellen ausgenutzt werden, dass DL™!(y) (das Differential von L™ im Punkt
y) als lineare Abbildung zwischen den Tangentialrdumen Ty (B uT'.) und
T (Uy(p) N Q) ,nahe* an der Identitit ist in dem Sinne, dass gilt

DL (y) - Is| < K - [y] (4.17)
fiir ein K € Ryo. Denn da Dexp,(0) die Identitét ist, gilt

01L71(0) = Dexp,(0)er = ey,

&L71(0) = Dexp,(0)e2 = e2 und

AL71(0) = v(exp,(0)) = vp.
Dies impliziert

DL7(0) = (e1 €2 1) € O(3).

Mit der von nun an festen Wahl dieses in einer Umgebung (hinreichend oft)
differenzierbaren ONB-Feldes {ej,e2,1,} ist dann das Differential des inver-
sen ,Gerade-Biegens“ im Ursprung durch die Einheitsmatrix gegeben, kurz
DL7(0) = I3. Der Schrankensatz liefert daher sofort

‘DL_l(y) - 13‘ = ‘DL_l(y) - DL_1(0)| < sup |D2L_1(y)| y-0< K-y
yeBtUl.

fiir ein K € Ryq, weil die in ‘DZL_l(y)‘ auftretenden Summanden lediglich aus
Produkten der Terme ‘Dexpp(-)|, |D2 expp(-)‘, lys| sowie ‘Du(expp(-))’ und
|D2V(epr('))‘ bestehen. Sie hingen also nur von Glattheit (mindestens C?)
und Kriimmung des Randes U,(p) n 092 ab und sind daher beschrénkt.

Somit gilt Ungleichung (4.17)); simtliche Eigenwerte des Differentials DL~ (y)
im Punkt y liegen im Intervall [1- Kly|, 1+ Kly|]. Diese Tatsache wird spéter
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flir verschiedene Abschétzungen von Bedeutung sein, sowohl im Beweis der
Rand-Monotonie Formel als auch der Diskreten Morrey-Bedingung am Rand.

Auflerdem sei ohne Einschriankung angenommen, dass K < % Denn andern-
falls kann Bj,.. anstelle von B und die Transformation A™'(¢) = Lil(%)
betrachtet werden. Dann gilt (ebenfalls mit dem Schrankensatz)

DA™ (€) - 55 T3] = [DAT! (€) - DA™ (0))
< sup DA €0

EEB;KEUFQKE
s sup [DL7(y)|-[¢]
yeBFul's

-[¢]-

Beziiglich der (transformierten) Randwerte G' = (go L™!) e CH(T'.,R? x S)
bezeichnet im Folgenden also

IN
N

IN
N |

C(G)={H=(poL™",QoL™")=(4,Q) e W*(BI uT,,R*xS) : Hy, =G}

die Klasse zulédssiger Vergleichsabbildungen fiir die (auf die Untermannigfal-
tigkeit R3 x S eingeschrinkte) L~!-Cosserat-Energie

Ts: ()= [ (@7 () Di) - DLE () - ]

B

+[DQ(y) - DL(L™ ()]} - Jac(L ™) () dy.

Damit wird nun gezeigt:

Lemma 4.9 (Rand-Monotonie-Formel).  Sei F° = (¢, R) ein Minimierer
der eingeschrinkten L™1-Cosserat-Energie ng(‘) in der Klasse C(G).

Dann existieren Konstanten cq, ¢, und cq € Rso, sodass fir jede (Teil-)
Kugel Bf (yo) = B3(yo) n B um yo € Te mit Radius s € (0,¢) und fiir jedes
r e (0,s) gilt:

(st +¢q) [ |D¢|2+‘DR|2dy - [ |D¢|2+‘D}~2‘2 dy

B (o) Bit (yo)
_ . =2
2 [ |y - yOl E |:|arad80|2 + ‘aradR| ]dy
(B3~B2)* (o)
1
— ps? (1+ HD@HLQ(B;)) —ca(s—1), (4.18)
wobei Orqq die radiale Ableitung in Richtung é:gg' bezeichnet.

®Die in Abschnitt betrachteten Abbildungen F = (@, R) sind nicht zu verwechseln mit
der Uberlagerung F': S* - S aus Kapitel [2| und Kapitel
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Analog zum Vorgehen in Abschnitt [£.1] wird diese Rand-Monotonie-Formel
spater an entsprechender Stelle unter anderem im Beweis von Satz (,,kei-
ne Singularitdten am Rand“) bei der Dimensionsreduktion der gp-singuliren
Menge helfen, indem sie dafiir sorgt, dass (skalierte) L~!-Cosserat-Energien
einer Aufblasfolge beschréankt bleiben. Doch zunéchst zum Beweis der Rand-
Monotonie-Formel:

Beweis von Lemma (Rand-Monotonie-Formel). ~ Wie im Beweis der In-
neren Monotonie-Formel (Lemma sei 0.B.d.A. yg = 0 zur Vereinfachung
der Notation. Die dort genutzten, auf einer kleineren Kugel radial konstanten
Vergleichsabbildungen kénnen jedoch nicht ohne Weiteres durch die Setzung

Fy(y)=F(gy) in By n(BIul.),
F(y)=F(y)  in (B2~ B))n(BIuTl:)
auf die hiesige Situation tibertragen werden, da sie nicht die gegebene Rand-
bedingung F; = G auf B} nT. erfiillen.
Stattdessen sollen als Vergleichsabbildungen diejenigen Fortsetzungen der
Randwerte auf B/ betrachtet werden, die radial konstant bzgl. des Zen-

trums (0,0, at) sind, mit spater (in Abhéngigkeit von t) passend gewéhltem
ae(0,1).

Definiere also F} = (&4, ﬁt):B; - R? xS durch

(FroYii)(y), yeBf~Cf,
Fi(y) ={(Go P)(y), yeCy,
F(y), ye (BN BY)".
Dabei seien

(i) Ci,={yeB; :0<yz<a(t-|y|)} ein offener Kegel mit Spitze (0,0, at)
und Grundfliche Ty := B? x {0} c OC{ o, v = (', y3),

(ii) Y7y, die Inverse der Bi-Lipschitz-Abbildung Ty o (y) = (v, ys+a(t-1y]))

(i) P(y) = z2-(y',0).

at=y3
Dann gilt zunéchst aufgrund von G = (9, M) € C*(T;, R*xS) die Abschétzung
R - = 2 ~ 2
[ Daf pifay< [ DIP@) - DPG) + PAL(P) -DPG) dy
Ct, Cf,
-1,3 3. Y

<cp-a "t -max {sup{DﬁlF—t},sup{D]\/[lF—t}}
<ep-a (4.19)

Da Y, die Bi-Lipschitz-Konstante (1 - «)~! hat, folgt aus (4.19) in Kombi-
nation mit der Wahl « := ¢ die Existenz einer positiven Konstanten co, sodass
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f|D¢t|2+|DRt\2dy
B
< [ IPa(rib) DTG

BiNCia B (-1 -1 2 -1,3
+ ‘DRt(Tt,a(y)) 'DTt,a(?/)‘ dy +crat

< (1+eat) / DG + DR dy + 122, (4.20)

Bf
Aufgrund der zu Beginn dieses Abschnitts erlauterten Eigenschaften
des ,Gerade-Biegens“ L (vgl. (4.17)) finde mit der Auffassung von v,s =

OaL™' - 95L7" als Riemannscher Metrik, \/7 = \/det(vag) = Jac(L™!), unter

Verwendung der Einsteinschen Summenkonvention und mit der Notation v*?
fiir die Inverse von v,4:

[ {1# @) -Da() - DL )]
B} )
+HDR(y) - DLEL ()|} Jac(L ) () dy

= [ {Ipe(w)- DL @) +[DRG) - DL )|} - Jac(L ) (v) dy
B

= f {7 0a® 95p+7*” 0uR OsR} /7 dy.
Bf
Damit ergibt sich sofort die Abschétzung

1

(1-Kt)> 2

- ~ 12
. -f|D<p|2+\DR| dy
(1+Kt)2 B

IN

[ {Ipe) DL @) +[PR@) - DLE @)} -Jac(L ) (w) dy

sowie die analoge Abschétzung fiir alle Abbildungen der Aufblasfolge Ey =
(&1, Ry) anstelle von F' = (¢, R), vgl. auch [Ste91, S. 117].
Zusammen mit der Bezeichnung S; = 0B} n B} erhalte deswegen wie in

der Herleitung der Gleichungen 1} — (4.4) unter Beachtung von ‘R;‘FD@‘Q =
ID@,|* auch die Gleichungen

d
-1 2. d 2.7 22 102
t B[ID%I dy = dt[th+ D@ dy | S[l%dwl daH® (4.21)
t t
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und
- ~ ~ 12 d N ~ 2
ot [ D& +[pR[ ay= Gl [ e+ pRf ay
Bf
- f ‘arad‘ﬂz + |aradR‘2 d,H2 . (422)
St

Exakt wie im Beweis der Inneren Monotonie-Formel (Lemma wird an
dieser Stelle ausgenutzt, dass F' nach Voraussetzung die (eingeschrinkte) L™1-
Cosserat-Energie auf B/ minimiert und auf S;" die gleichen Werte wie F} hat;
vollkommen analog zur Herleitung von erhalte daher mit der Holder-
und der skalierten Youngschen Ungleichung fiir p = ¢ = 2 und %/\t > 0:

f D> + DR[ dy

B;
(1+Kt)% . ) ) )
< TxoET Bf (|3 () - D&y - DL (1)
+[DR(y) - DL(L™ ()"} - Jac(L ™) () dy
B % ' [jBT(F) +B[ |5 - Jac(L ™) (y) dy
+2 [ |R7(5)- Dp(y)- DL(L™ (1)) - Is| 11| Jac( L) () dy]
B;
< —((1;_[;3)2 T (Fy) + (iigf (3-8 + ca- 3 D@] 12 o) |
+ K 3
< TRk [(1 ' M)B[ D& (y) - DL @)  Jac(L ™) () dy
+ / IDR:(y) 'DL(L_I(y))\2 Jac(L™Y (y)dy +cs - A‘th]
B;
+(1j§i)2.c6.tg (1+||D95”L2(Bg))

3

1+ Kt\2 9 A 12

< . D¢y” + | DRy d

(1—Kt) [B[| Pl ‘ t‘ Yy
t

d . 3 -
+t25[f |D<,0|2 dy] +cp-t2 (1 + D‘P”LQ(B;))]; (4.23)
By
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denn wegen (1+ Kt)-(1- Kt)_% > 1, gilt mit 1} und 1D zunéchst

M [ [D2u() - DL )  Jac(L™) () dy + csA™'e?

Bf
1+ Kt
< (+—)1 )\t[|D¢t|2dy+C5)\_1t2
1-rt): | 2
t
1+ Kt
PCLE DN At(1+cQt)/\D@tdey+c1At3+C5x1t2
(1- Kt)2 2
t
1+K
L ON At2(1+cQt)[i[f|D¢|2dy]
(1-Kt)z detJ
t

- OradP 24 H? |+ cl)\tg + 65)\_1752
St

(1+ Kt) d .
< m At2(1+62)[a[¥ |D(p|2dy:|

- / |arad(/~7|2 dHQ ] + Cl/\tS + 05)\_1752
St

Deshalb ist (4.23)) erfiillt, falls gilt, dass

d
)\t2(1+02)|:&|:]-|D(‘5|2dy:|—f|6Tad¢|2d7-[2:|+Cl)\t3+C5)\_1t2
¢ St
d
2 ~12 3
<t E[B[ |Dg| dy]+clt + cg.
t

Letztere Ungleichung ist dquivalent zu

t2(>\(1+02)—1)%[/|Dg5|2dy]—t2)\(1+c2)f|8mdg5|2d’l-t2+05>\‘1t2—08SO.
B; s

Diese Nicht-Positivitit ist beispielsweise fur A = und cg > 2(1 + ¢2)cs

1
2(1+e2)
gewéhrleistet. Da fir K < % und ¢ < ¢ aulerdem

3
= 3
(“Kt)Qs( 1 ) <1+2'Kt
1- Kt 1- Kt

gilt, ergibt sich schliefllich unter Nutzung von (4.22)) und (4.23|) &hnlich wie
fir (4.6):
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dr _ B ~
=t IB[ D[ +[DR[*dy |
t

> G [ Do e DRF )~ etm)- ot [1DaP DR 4y

B} Bf

d . 1 -
—(1+2°Kt) -t E[/ D@ dy | - (1+2'Kt) - ert? (1+ D¢||L2(Bg))}
B

2t‘1{%[[|D¢|2+‘DR|2dy]
By

~-(1+2Kt)- ((1 +cot) -t / ID@|* + ‘Dfit\z dy + clt)}
Bt

d ~ 1 .
—(1+24Kt)-(a[é[ |Dg0|2dy]+07t é(1+||D90L2(B;)))
t
>t (1= (1+cat 4 4 2 R
> 0 (1+2°K))- 2| [ IDg?+ DR ay]
By

S B
S
—cg=cio- —[ f D& dy] —ent”2 (1 + ||D95HL2(B;))

dt

Bf

17 [ Oraal? + Praat 3 iz S| [ D6 + DR ] o
S+ By

t t

d 12 _1 ~
—Clo'a[é[ IDg| dy]—Cnt 2 (1+||D90”L2(B;))- (4.24)
t

Wie im Beweis der Inneren Monotonie-Formel folgt durch Integration von
(4.24) fiir r <t < s unter Beachtung der Tatsache, dass zur Vereinfachung der
Notation yg = 0 angenommen war,

st f D@ + |DR‘2 dy - r71 f DG + ‘DR|2 dy
B (yo) Bt (yo)
_ . =12
=20l [10raadl” +0raa]” | dy
(BE~B)* (o)
212 =12 1 .
- 13 / ID@|” + [DR[" dy - c1452 (1+ HDQD”LQ(B;))_CLE(S—T).
(B3~B)*(v0)

I\
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Nach Addition von ¢35 - fB;’(yo) |Dg5]2 + |DR‘2 dy auf beiden Seiten der Unglei-
chung ist Lemma schlieBlich bewiesen mit der Setzung cq, = c13, ¢p = C14
und ¢4 = ¢15.

O

Genau wie beim Vorgehen in Abschnitt [£.T]wird nach dieser Rand-Monotonie-
Formel nun eine diskrete Morrey-Bedingung fiir Randpunkte aufgestellt und
nachgewiesen. Sie wird spater dabei helfen, mit der Rand-Version von Morreys
Dirichlet-Wachstumsbedingung eine Energie-Schranke fiir das Auftreten von
Randsingularititen zu beweisen.

Die grofite Schwierigkeit bei der Herleitung der diskreten Morrey-Bedingung
fiir Randpunkte liegt dabei erneut im Kompaktheits-Argument fiir eine Auf-
blasfolge. Auch hier wird das Fortsetzungs-Lemma von S. Luckhaus eine zen-
trale Rolle spielen, allerdings ist dazu die Beachtung einiger technischer Fein-
heiten noétig.

Lemma 4.10 (Diskrete Morrey-Bedingung am Rand).  Sei p € (0,1). Dann
existieren Konstanten epr > 0, 6 € (0,1) und po € (0,¢), sodass die folgende
Aussage fiir jeden Minimierer F = (¢, R) der (eingeschrinkten) L™"-Cosserat-
Energie jB;(-) in der Klasse C(G) gilt.

Fir jede (Teil-) Kugel B} (yo) mit yo € T'e, |yol < se und fiir jedes p € (0, po)
gilt die Implikation:

Erfillen F und p die Kleinheitsbedingung
2 -1 ~ 12 51012
p<p (HDSOHLQ(B;(yO)) + HDRHLz(B;(yO))) <em,
so folgt die Abschdtzung
(00)" (ID@12(55 1) + DR
L2(B5, (40)) L2(B}, (40))
o0u -1 ~ 12 12
< 0 'up (”D@HLQ(B;(yo)) + HDRHLQ(B;(yo)))
Der Beweis folgt dem Vorgehen des Widerspruch-Beweises der Inneren Dis-

kreten Morrey-Bedingung (Lemma [4.4)) in Kombination mit Modifikationen
nach Ideen aus [Ste91} S. 112].

Beweis.  Nimm erneut an, die Aussage gilt nicht. Dann existieren Rand-
punkte y; € T'c mit |y;] < %s und Kugeln Bj (y;) mit Radien p; “ 0 sowie
jB;-Minimierer F; = (@i, R;) in der Klasse C(G), sodass gelten

_1 _1 ~
(1) Vi =Py : HD¢1”L2(B;;Z (vi)) N 0 und 51 =p; 2 HDRZ “L2(B;i(yi)) N 07

(ii) p?“ <~?%+ 82, aber dennoch
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_ ~ ~ 12
(iit) (6p0)7" (||D%H%2<ngi<yi)> + HDRZ'HLQ(ngi(yi))) > 6% (37 +67)
fir jedes feste 6 € (0,1).

Definiere wieder eine im Urbild um den Faktor p; ! und im Bild um den Faktor
v;! bzw. 6;1 reskalierte Aufblasfolge, also

Ey = (@i, R;) e WH(BF UTL,R3 x S)),

durch die Setzung

@i(y) = 7 @i(yi + piy) — Pips) ; "
. g _ fiir y e B,
Ri(y) = 0; [Ri(yi + piy) — Rip,]

und
¢i(y) = v '[0(i+piy)-Yir,]  =0i(y) .
R 1r _ N fir y e I'..
Ri(y) = 0; ' [M(yi + piy) = Myr,] = M;(y)

Dabei sind hier mit ¢; ,,, Ri,pi die Mittelwerte in BJ (y;) gemeint, also

BPip; = ][ @i dy bzw. Ri,pi = ][ Ridy,
B (yz B;i(yi)

und mit @i,pi,]\Zfi,pi die Mittelwerte der Randwerte in T'; = B?)i(yi) x {0}, d.h.

2§,~7Fi = ][ O dH? bzw. MiJ"i = ][ M dH?.

Gleichzeitig bezeichnet S; erneut die entsprechend skalierte und verschobene
Version der Mannigfaltigkeit S (S; = 6;1(S - R;,))-

Zunéchst erfiillt die so definierte Aufblasfolge F;, dass jedes (&, ]A%Z) das ent-
sprechende reskalierte Funktional

Jih.Q) =T f [(Rip, + Q) DEWDLEL™ (3 + piy)) - pii B
~Jac(L™Y) (yi + piy) dy
52
szleQ(y)DL(L i+ piy))| - Jac(L7) (i + piy) dy

auf B UT'; minimiert, im Vergleich zu allen Sobolev-Abbildungen (1), Q) aus
wh Q(BJr R? x S;) mit den Randwerten (¥, Q)r. = Gi = (i, M;).
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Der néchste Abschnitt aus dem Beweis der Inneren Diskreten Morrey-Bedin-
gung (Lemma , S. kann wortlich bis zum Beginn des Kompaktheits-
Arguments iibernommen werden, sofern die Kugeln B‘;’i(a?i) durch BJ (v;)
ersetzt werden, B® durch B} und das formale Grenzfunktional durch

Tu($,Q) = & [ |17 Di(y) - DL(L™ (o)) Jac( L7 (o) dy
Bt

+(1=0) [ IDQ()- DL(L™ (yoo)) Jac(L ™) (o) dy.
Bt

Zusammengefasst gilt dann: Nach (ggf. mehrfachem) Ubergang zu einer Teil-
folge konvergiert die Aufblasfolge F; = (¢, R;) von J;(-)-Minimierern bzgl.
der Randwerte G; = (75‘2-, Mz) sowohl schwach als auch punktweise fast iiberall
gegen eine Grenzabbildung F., = (Do, f%oo) e WH3(Bf uT.,R®x S,,). Gleich-
zeitig konvergiert R@ p; +0; R; punktweise fast iiberall gegen die im Grenzfunk-
tional auftauchende konstante Matrix T' € S (eine andere als in Abschnitt ,
welche wiederum der Grenzwert der Mittelwerte RZ’M ist.

Der im Grenzfunktional ebenso auftauchende skalare Faktor o € [0,1] be-

2
zeichnet dabei wieder den Grenzwert der skalaren Faktoren # im skalier-
[ %

ten Funktional J;(-). Dieser Grenzwert ¢ wird in der abschlieBenden Fallun-
terscheidung beziiglich seiner Lage im Intervall [0, 1] betrachtet werden.

Insbesondere sei an dieser Stelle bemerkt, dass bei ¢ - oo die Randwer-
te dieser Aufblasfolge verschwinden; in dem Sinne, dass G; = (1§Z,J\Zfl) -0
in WhH2(I',,R3 x R3*3) gilt. Denn 0.B.d.A. sind die Kugelradien p; so, dass
pi < min{v2, 62} gilt, weshalb mit der Poincaré-Ungleichung (J; und M; haben
Mittelwert 0 nach Konstruktion) in Kombination mit der stetigen Differen-
zierbarkeit von (9, M) € C*(I'e,R3 x S) folgt:

9.,y < e [ DG o an )
FE

— ey [ |Ddf an?
r;

<c-y;%pi<copi—0

und analog

[0 gy <072 [ DM @it pig)f* - pF 4k (9)
Ie

—c-072 [ DAt an?
ry;

<c-0;2pF<cpi 0.



68 4 Partielle Regularitéit

Die Tatsache, dass die Randwerte G; der Aufblasfolge im Limes verschwinden,
wird im Laufe der abschlieBenden Fallunterscheidung bzgl. o € [0,1] ausge-
nutzt werden, um gewisse Regularitdtsabschétzungen mittels einer Spiegelung
anwenden zu konnen, doch dazu spéater mehr.

Vergleichbar mit der Situation im Inneren wird fiir den néchsten Schritt
ebenfalls ein Kompaktheits-Argument benétigt; einerseits um zu zeigen, dass
der schwache Limes F,, = (gﬁoo,]%oo) tatsachlich das Grenzfunktional joo()
minimiert und andererseits um nachzuweisen, dass die Aufblas-(Teil-)folge
F; = (¢4, R;) in B fiir r beliebig nahe an 1 nicht nur schwach sondern auch
in W2-Topologie konvergiert.

Die Grundideen sind die gleichen wie im Beweis der Inneren Diskreten
Morrey-Bedingung (Lemma , vgl. S. 44| ff.: Es wird erneut umfassend das
Fortsetzungs-Lemma von Luckhaus ausgenutzt, jedoch erfordert die Betrach-
tung von (Teil-) Kugeln mit Rand I'. wie oben angedeutet einige technische
Feinheiten, auf die im Folgenden eingegangen wird.
Kompaktheits-Argument. Sei also (¢, Q) € WH2(Bf uT:, R? x So ) eine
fiir o zuldssige Vergleichsabbildung mit (ﬁ, Q)‘FS = 0 so, dass ¢ = Poo und
Q = R, in einer Umgebung von dBZ. Dann existiert 0 < 7 nahe an 1, sodass
gilt

(i) (¥, Q) = (oo, Roo) fast iiberall in S = B3 n B,

2
L2(S%)

(ii) HD&H;(S;E) + sup{HDcﬁi H%2(S;—€) + HD]?Z } < 00, sowie

(iii) nach Ubergang zu einer Teilfolge nach dem Satz von Rellich

lim |2 - Q12 .., = lim | - R =0

71— 00 17— 00

2
< iz,
. ~ 7112 . N A 12
zlilg H(pl - wHLQ(S,TE) = IILI?O ”SOZ — Poo HLQ(S;'E) =0.
Mit den gleichen Argumenten wie auf Seite an der korrespondierenden
Stelle des Kompaktheits-Arguments im Beweis der Inneren Diskreten Morrey-

Bedingung existiert auch fiir Q eine beschrinkte approximierende Folge Qs,
welche erfiillt, dass

(iv) Q; e WH3(B2 uT,,S;) und

(V) Qi — Q,i— oo, in Wh2(BS,R¥3) sowie

Qir. > Qr. =0€Sx,i — 00, in Wh2-Norm auf I'..

Insbesondere folgen daraus

lin [ R~ Qi a gy = 0= lim |60 -6[}0s.,  und

7—>00
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=112 . 12 ~ 12 A2 A0
HDwHLQ(SIE) + Sljp {HDQO'L ”LQ(S;'E) + HDQZHLQ(S;'IE) + HDRZHLQ(S;'E)} = (% < .

(4.25)

Dies ist den benotigen Voraussetzungen zur Anwendung des Fortsetzungs-

Lemmas von Luckhaus wie in Abschnitt [£.1] schon sehr &hnlich, allerdings

muss zundchst bi-Lipschitz von B;, auf B3 abgebildet werden. Wihle also eine

(invertierbare) Bi-Lipschitz-Abbildung ¥: B}, — B3 mit Lipschitz-Konstante

cr, > 1 und definiere damit die Abbildungen

($,Q) = (4, Q)o¥™" e WH (B R’ x ),
(i Ri) = (pi, Ri) o W71 e WH(B?,R? x S;),
(Poos Roo) = (Poos Roo) 0 UL e W12 (B3 R? x So ) und
Qi = QNiO\I/_l € W1’2(B3,SZ').

Dann folgt sofort Q; - Q in W'2-Norm, da
lim Qi - Q1120 < lim (e2)” Qi - Q) =0
1—00 ! Wt2(B?) = i—00 L ¢ WL.2(Bf,) '

AuBerdem impliziert die schwache Konvergenz der (@i, R;) gegen (@oos Roo)
die schwache Konvergenz von (;, R;) gegen (oo, Roo) in W2 (B3 R3xR¥3).
Des Weiteren erhalte aus (|4.25))

IDY[ 7252y + SHP{HD%H%RSZ) + |DQi |72 (s2) + ”DRi“%Q(SQ)} < (er)°C?,
1 ~—
=(C2%<0
. . = a2
lim Qi — Ril72(s2) < lim (cr)’-[Qi- RiHLz(S::E) =0 und

=0.

fim =il < Fim (019 =6l
Damit sind alle Voraussetzungen fiir [Luc88, Lemma 1] erfiillt, welches erneut
in der Form aus [Ste91, S. 103 f.] die Existenz zweier Zahlenfolgen \; ~ 0,
7; \ 0 und einer Folge von Sobolev-Abbildungen (¢;, P;) € Wh2( B3, R3xR3*3)
auf B? liefert, mit den im Beweis der Inneren Diskreten Morrey-Bedingung
beschriebenen Eigenschaften (s. (4.7)), Seite [45)).

Nach erneuter Ausnutzung der Bi-Lipschitz-Abbildung ¥~!: B3 - B} durch
Verkettung erhalte insgesamt zusétzlich zu den zwei Zahlenfolgen A; und r;
die Existenz einer Folge von Sobolev-Abbildungen

(Ci, P) e WH(BuT,o,R3 x R¥>3)  mit

(G PY(W) = (96, Ri) (w), ye(BIuT )\ By,

(G P () = (2, Q) (7 (L)), v e By e

(G PY(W) € Up ($4(BL) Ui (BLL)) x Upi (S)), y e B}, und
IG5, SRR ook l2osmg, oSNt (a26)
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wobei BE’; Ayre als Kurzschreibweise fiir die Menge B?l_/\i)ra N {ys > \ire}
dient.

Ferner ist fiir jeden Index i € N die Abbildung (;, P;) mit der gleichen Be-
griindung wie im Kompaktheits-Argument aus der Inneren Diskreten Morrey-
Bedingung beschrinkt in Wh2(B uT,.,R? x R?*3).

Bezeichnet nun 7., (-) den Teil von J.(+), bei dem iiber By, statt BY integriert
wird, besteht das néchste Zwischenziel darin nachzuweisen, dass der Grenz-
wert der Aufblasfolge (Poo, RX,) den Wert des Funktionals jw7r(-) minimiert.
Dafiir bemerke, dass man erneut mit dem Satz iiber dominierte Konvergenz
und mit schwacher Unterhalbstetigkeit wie in findet:

jwyr(%,ﬁz )

- Jim f (R, + 8:2:(y)) Dpon ()DL(L™ (i + i) = pii B
Jac(L™Y (yi + piy) dy
2
+Zl§}}o,yg 52f\DR (y)-DL(L™ (yz+pzy))\ ~Jac(L™)(yi + piy) dy
' ‘B:e
: 1%1;{52% Y 2f\(RzpﬁfSR(y))TDsD](y)DL(L (i + pi)) = piri I
~Jac(L™) (i + piy) dy
52 A _ 2 _
+liminf 575 [ DR DL i+ piy))|” - Jac( L) (i + piy) dy
t B
< liminf J; . ($i, R;). (4.27)

Zusatzlich kann (analog zum Vorgehen auf S. 45| f. ) gezeigt werden, dass bei
i — oo gilt: \ZT(CZ,M o B) = JM(Q/J,QZ) + 0(1). Dabei bezeichnet m; hier
wieder die nichste-Punkt-Retraktion auf S; und ((,m; o P;) eine zuléssige
Vergleichsabbildung fiir den $7T—Minimierer (gbl,f%l) Dann gilt nidmlich fiir
die Aufteilung

sii,r(éivﬂ'i o -[52) = Z,r(é@'a T; © P@) - sii,r(éiv Pz) +z,r(<~ia F)z) - \72'71”(1[}’ Qz)
=A,; =B,
+LZ,T(7;7Q1')7

mit der Tatsache, dass sich m; o ]5, und 15Z nur auf dem Annulus der Breite
Aire unterscheiden, erstens A; <

7 I 5 THF -1 -17 |2
s [ WRip+ 8i(mio PY(@) DE@DLEL™ (31 + piy)) - piri Iy

T+ 0; J
B+ \B(l \;j)re -1
~Jac(L™)(yi + piy) dy
57

fee f ID(m; 0 B) (y)DL(L ™ (i + pi))|* - Jac(L ™) (ys + piy) dy

(2
B+ \BZ'; A;)re
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2 2
Vi Fo F ’7 _
j 5 f {9070.G05C: | Vg dy + Cr f pi; 2\/gi dy

ZB+ \B(l Xi)re Z ZB+ \BE-1+ A;)re

52 . .

+072:52 [ {giaﬁaa(ﬂiopi)aﬁ(ﬂiOPi)}\/Edy
‘ ’ B:\Bzrlt)\i)'re
p?
N
sc 5 +52 5D QHL2(B+ SBE ) C% + 02 5 vol(B,. \B(1 Ayre)

5

+C + 62 |DP; HL2(B+ SBE )

—> 0, 7 > oo,

nach . Dabei wurde neben den Eigenschaften des ,,Gerade-Biegens“ L
wie in den Ausfiihrungen nach mit der Metrik (g;)as(¥) = gas(vi+piy)°
fiir den vorletzten Schritt der Abschitzung von A; erneut benutzt, dass
die Lipschitz-Konstanten der néchste-Punkt-Retraktionen m; (beispielsweise
eingeschrinkt auf Tuben der Breite 1 um §;) unabhéngig von ¢ beschrankt
sind, da die Mannigfaltigkeiten S; (wie in Abschnitt jeweils entsprechend
skalierte, verschobene Versionen der (Unter-) Mannigfaltigkeit S sind.
Zweitens gilt wegen \; N 0, ¢ — oo, mit der Bi-Lipschitz-Stetigkeit von ¥
und dominierter Konvergenz in Vorbereitung auf die Abschitzung von B;

~ — ~ ~ _ _ 2
C;= f |(Rip, + 6P (y))" - DGi(y) - DL(L ™ (i + piy)) - piv; ' Is|
Bzrf \;)re -1
~Jac(L™) (yi + piy) dy
_ ~ ~ _ _ 2
—f|(Rz~,pi+5iQi(y))T-D¢(y)-DL(L Y + piy)) - pivi s
BY. }
-Jac(L™") (yi + piy) dy

= [ [Rup+ 8@ E)) TR DL i+ o)) - pii |
Bt+

(=2q)re 'Jac(L_l)(yl- +piy) dy
_ - - _ 12
- [ |(Rip, +6:Qi(y))" - DO (y) - DL(L™ (yi + piy)) - piyi 13|
Bj.

-Jac(L‘l)(yi +piy) dy
—> 0,7 > o0 und

D; = f DB, (y) - DL(L ™ (ys + piy))| - Jac(L71) (i + piy) dy

Bl A;)re
T [P DL i g Jac(L ) i+ pin) dy
B+

5Die Metrik ist hier mit g statt v bezeichnet, damit es nicht zu Verwechslungen mit den
Skalierungsfaktoren ~; kommt.
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= [ PQuw (L)) DE(L i+ pi))| - Tae(L )i+ piy) dy
(e

- / IDQi(y) - DL(L™" (y; + piy))|2 ~Jac(L71) (yi + piy) dy
B,

—> 0,7 > oo.

Deshalb folgt fiir die Abschétzung von B; sofort
2
~ ’)/Z
Bi= i [ 1R+ 5P DGGIDLL (1 + pi)) - oo sl
% 2 B+ B+t

e ~Jac(L™) (i + piy) dy
52 ~ _ 2 _
b [ IPR@DLE it p)) - Jac(L) (i + i) dy
mt ZB* \Bf*
(1-X;)re
2
’Yz' ~ o; -
RS
2 2
<c-—1 . |DG| +er =P vol(BL N B )
< 71.2 +52 I L2(By~ B(T)\ )Ts) ,YZZ +5Z (1-Xj)re
52
+c-———-|DP; -
7 757 DA B )
’Yi ~ 51‘2 D.

+—. -+—.
2,52 YT o 9
Vi +0; i+

—> 0, 7 > oo;

wie behauptet gilt also j”(fz,m o ]5) Ti r(&, ) Qi) +o(1) bei i - oo.
Insgesamt wird dadurch (| unter Beachtung der vorausgesetzten Mini-
mierung des skalierten Funktlonals durch (s, R;) zu

joo,r(@oo, Roo) < hrn inf Zm(@iv -Rz) < hm inf z,r(&a T © PZ)
glign(i}gf\ﬁm(qﬁ,@i) < oo (¥, Q).

Im letzten Schritt wird dabei erneut die Konvergenz der Abbildungen Qi »Q
in WH3(Bf u FS,R3X3) sowie R; . +6; :Q; » T punktweise fast iiberall aus-
genutzt. Da (4, Q) € Wh 2(Bf UT.,R? x So) eine beliebige zulissige Ver-
gleichsabbildung fiir Fo = = (Poo, R ) zu den Randwerten G, = 0 war, mini-
miert der Limes der Aufblasfolge Fofir0<r beliebig nahe an 1 das Funktio-
nal Joo (-), also gilt dies auch fiir joo( ) auf jeder kompakten Teilmenge von
BZ. Die zulissige Wahl (1/1, Q) = (gooo, Reo ) als Vergleichsabbildung impliziert
auBerdem J; (i, Ri) = Joo 7«(gpoc,,R ), i = oo, und zusammen mit strikter
Konvexitét auch Konvergenz in W12 Topolog1e auf B}, (fiir 7 beliebig nahe
an 1).
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Damit ist das Kompaktheits-Argument abgeschlossen und der Fokus kehrt
zurlck zur Diskreten Morrey-Bedingung am Rand.
Zur Erinnerung: Die zum Widerspruch zu fithrende Annahme ist

- ~ 12 =112
(6pi)™" (HD%HLQ(BM%)) + HDRiHLz(ngi(yi))) > 0% (72 +62)  (4.28)
fiir jeden Index 7 € N und jedes feste 6 € (0,1).

Beachte dazu zuniichst: Da der Grenzwert 7' der Mittelwerte R; ,, erfiillt, dass
T € S gilt, ist das Grenzfunktional fiir eine beliebige Vergleichsabbildung H =
(1[1, Q) in VVI’Q(B;r uT.,R3 x S ) mit ebenfalls verschwindenden Randwerten
Hr, = G =0 gegeben durch

Jeor (0.Q) = [ [DB() - DL (o)) - Jac(L7) (o) dy

B,
+(1=0) [ IDQ(w)- DL(L™ (5o))[ - Jac(L™) (e dy
By,
-0 [ {9 0.0050} Vamdy+ (1-0) [ {900.Q05Q} /oy,
Bf. Bl

weshalb aufgrund der Minimalitdt von F = (Poos ]?oo) in B, auch gilt, dass

0 [ {9200 P p} Vi dy + (1=0) [ {9200 R oo} /ey
B+

B’ITE T
<o f {920 0a10050 } /9o dy + (1 - 0) f {92°0,Q05Q} \/9ee dy
B::E B;E
(4.29)

fir die konstante Metrik (goo)as = 9as(Yoo)-

Dann gibt es einen linearen Automorphismus A des R?, sodass Foo A die
Ungleichung fiir alle entsprechenden Vergleichsabbildungen H o A mit
euklidischer Metrik anstelle von ge, in A™1(B;.) erfiillt, vgl. dazu auch [Ste91}
S. 109, 112].

1. Fall: o € (0,1). In diesem Fall muss sowohl @ o A als auch Re, o A
das entsprechende Dirichlet-Integral in A~!'(B;.) minimieren. Da Fy, o A
Nullrandwerte auf A~'(T,.) hat, kann man die harmonische Fortsetzung
Weo 0 A = (Uoo, Voo ) 0 A auf A™(B2.) durch Spiegelung in der y3-Komponente
betrachten.

Das bedeutet, die Komponenten dieser Fortsetzung ., o A, und Vo, 0 A sind
als harmonische Abbildungen (mit Werten in R? bzw. R3*3) Holder-stetig. Da
die Norm von A und A~! beschrinkt ist (jeweils in Abhingigkeit des Supre-
mums 7 vom Verhéltnis des grofiten zum kleinsten Eigenwert der Metrik ¢o ),
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erhédlt man mit den aus Abschnitt [£.1] bekannten Regularitdtsabschétzungen
fiir harmonische Abbildungen die folgenden Ungleichungen fiir alle v € (0, 1)
und 6 € (0, %) mit Konstanten ¢, die diesmal nicht nur von v, sondern auch
von 7 abhédngen:

/ IDtoo)* dz < - 621 f Dt |* dz
5, B
und
f DV 2 dz < c- 2+ f IDVio|*dz.
B3, B3
Dann folgen wegen der Spiegelung in der ys-Komponente aber sofort die Ab-
schitzungen

f|D¢>°o|2dy§c-92””/\Dcﬁw\zdy
B+

By,
und
f |DRM‘2 dy < co*+! / ‘DRMF dy. (4.30)
B, Bt

Der Rest dieses Falls und die Félle o = 0 und o = 1 folgen fast wortlich wie im
Beweis der Inneren Diskreten Morrey-Bedingung: Wegen der Regularitatsab-
schitzungen (4.30) in Kombination mit Norm-Konvergenz in Bj_ (6 < %) und
schwacher Konvergenz in BY gilt auch hier fir v = “TH € (%, 1)

. 1 -1 ~ 12 =112
lim —%2 + 02 : [('9/%‘) (HD% ”L?(ngi(yi)) +[DR; HL2(B;M(%)))]

7—>00

L 1 S 21112 “1521n A (12
= }LTOW'[G % D@ill L2 (s y + 6070 HDR’HLQ(B;;E):I

= 09_1||D¢oo||%2(13;€) +(1-0)f™ HDRWH;(%)

IA

v PN v > 2
0c6” [Dgosl|7a(pz) + (1= 0)cb® [DRoc o )
< <o, (4.31)

falls 6 so klein gewahlt ist, dass c6'™* < 1 gilt.
Dies steht im Widerspruch zur Implikation von (4.28]), dass dieser Grenz-
wert fiir jedes feste 6 € (0,1) echt grofer als 2 sein muss.

Fiir den zweiten Fall (¢ = 0) und den dritten Fall (o = 1) gilt exakt die glei-
che Argumentation wie im Beweis der Inneren Diskreten Morrey-Bedingung,
vgl. Seite behilt jeweils seine Giiltigkeit, da die im Grenzprozess
verlorene Information zur Regularitit dadurch kompensiert wird, dass der
korrespondierende Vorfaktor o oder 1 - ¢ in ebenfalls verschwindet.
O
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Zusétzlich zu den bis hierher bewiesenen Hilfsaussagen wird spéter die folgen-
de Beobachtung zur Konstanz gewisser harmonischer Abbildungen eine ent-
scheidende Rolle spielen. Sie geht zuriick auf [JM83] und |[SU83]. Der hiesige
Beweis folgt dem Vorgehen in [Ste91] nach einer Idee aus [HL87], formuliert
in der spéater benétigten Form:

Proposition 4.11.  Ist Fy = (@o,Rg) € WH(BX uT.,R3 x 8) mit kon-
stanten Randwerten Fyr, = Go = const ein radial konstanter Minimierer des
Funktionals

D; (6,Q) = [ Dyl +PQPdy

+
B’I‘E

fir ein festes r € (0,1), so ist Fy selbst konstant in B;.

Beweis.  Betrachte eine Variation F), 0 < A < re, in der das Zentrum der
radialen Konstanz vom Ursprung um A orthogonal ins Innere von B, ver-
schoben wird unter Beibehaltung der Werte auf dB;,. Ahnlich wie im Beweis
der Rand-Monotonie-Formel (Lemma setze demnach

FyoY,ea(y)=Fo(y) VY yeDB,, mit
’r'r's)\(y) = (y17 Y2,Y3 + A(TE - |y|))

Dabei ist B}, die disjunkte Vereinigung des Bildes Y, x(B,.) und des Kegels

C;.  mit
Yoa = {yeB§€:0<y3 <)\(ra—\/y%+y§)}.

T
Insbesondere gilt wegen Fy o+ N Fyr,. = const unmittelbar Dpy =0 = DRy
in C_ , und daher

TE,

D, (Fy) = f ID@A[? + ‘DRA|2 dy
TT‘E,)\(B;E)
:f‘D@(TTE,A(ZJ))F+‘DRA(TTE,A(y))|2dy
B,
= [ {IPaow) - DY (Traa@)] + DRo(w) - DY2A(Trea))['}
B+
: JaC(Trs,)\)(y) dy

Nach Konstruktion der Variation haben F) und Fj die gleichen Werte auf
OB} und nach Voraussetzung ist Fy Minimierer von D} (-). Daher muss, falls

die Ableitungen existieren,

d o -
Y [D} (37, 1)) ] ’A_O >0

gelten.
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76

AufBlerdem ist mit DT;817/\(TT5,>\(y)) = (DY e (y)) ! leicht zu berechnen, dass

1 0 0

DY, n(y) = 0 1 0 , Jac(Tren)(y) =1- )\|y—3|, sowie
_Ayn Ay g Avs Y
[yl lyl [yl

d 0O 0 O
DTT@,O(y) =Is und A(y)=— [(DTrs,)\)_l(y)] ’ -lo o o
dA A<0 iy_1| ?_2' %
Yy ) )

gelten. Wegen der vorausgesetzten radialen Konstanz von Fy folgen daraus
sofort

D@o - AT = (0,0,0,04¢0) =0 = A-D@E

und
DRy - A" = (0,0,0,4¢R0) =0=A-DR].

Des Weiteren impliziert dies in Kombination mit der Spur-Darstellung der

Frobenius-Norm
d
a [‘D@O : (DTTE,A)_1‘2:| ‘)\—0 = tr(AT . D@g . DQZJO . 13) + tI‘(I3 . D(ﬁg . D(ﬁo . A)
=tr(D@o- AT -D@{) +tr(D@o - A- D@ )

=0

und analog

% |:|DR0(DTT‘E,)\)_1‘2:|

=0.
A=0

Damit ist insgesamt
0< L (Do B | = [ {ipaok+ o P} [gac(t 0|
<y LPr (e o J 0 0 Eh re -

= - f {lD(ﬁ0|2 + ‘DR()‘Q} . |y;3|dy

i, d.h. Fy = (po, Ro)

Daraus folgt aber sofort [D@o|* = 0 und ‘DR0|2 =0in B,
O

ist konstant in B;,.
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4.2.2 Sing(f) ist leer am Rand

Als néchstes soll gezeigt werden, dass auch in der Betrachtung der Situation
am Rand fiir die betrachtete Subklasse kritischer Punkte der Cosserat-Energie
nur dort Singularitéten auftreten konnen, wo die reskalierte (Dirichlet-) Ener-
gie eine gewisse Schranke iibersteigt. Wie schon in Abschnitt [£.1.2] wird da-
bei mit Hilfe der Diskreten Morrey-Bedingung am Rand (Lemma eine
Energie-Abschéitzung hergeleitet, welche die Anwendung einer Rand-Version
von Morreys Dirichlet-Wachstumsbedingung ermoglicht.

Lemma 4.12 (Rand-ep-Regularitit). Sei p € (0,1) und F = (¢, R) ein
Minimierer der L™'-Cosserat-Energie jB;(-) in der Klasse C(G). Dann liegt
F in der Klasse C’llo’g X Cl?)’g auf der Menge (B uT:) ~ S*(F,eo).

Dabei ist fir eine beliebige Abbildung H = (¢,Q) € C(G) die eo-singuldre
Menge S*™(H,eo) definiert als

S*(H,e0) = {yo € B UT.: [yl < 3e,

_ 112 112
(LT Y |l ., B
fiir alle pe (0,e - |Z/0|)}

fiir ein hinreichend kleines €9 > 0.

Beweis.  Bezeichne mit ep; > 0,6 € (0,1) und pp € (0,¢) die nach der Dis-
kreten Morrey-Bedingung am Rand (Lemma existierenden Konstanten.
Aufgrund der bereits in Lemma [£.5] gezeigten £o-Regularitét im Inneren ge-
niigt es, eine Umgebung von I'. zu betrachten.

Sei also yg € I'e N S*(F,e0). Dann existiert nach Definition ein s € (0,e — |yol),
fiir welches

s (HD@H%Z(B;(?JO)) * HDRH;(B;(%))) <&o (4.32)

1 L
gilt. Setze sq = min{%; o' 2 -g;;;po} und betrachte ¢g = S?OEM.

Analog zu (4.13) soll die folgende Energie-Abschitzung fiir alle Punkte y €
B (yo) und alle Radien r € (0, 5) gezeigt werden:
2

<

q)+(y7r) = T*l (”D@H%Q(B:(y)) + HDRHiz(B:(y))) S C- (E)QM . 507 (433)

denn dann folg~t die behauptete lokale Holder-Stetigkeit der beiden Kompo-
nenten ¢ und R in der Menge B3 (yo) n (B uT.) aus der Rand-Version von
2

Morreys Dirichlet-Wachstumsbedingung, welche (genau wie die innere Versi-
on) beispielsweise in [Mor66| oder [GT83, Kap. 7.9] zu finden ist.
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Dazu betrachte getrennt voneinander die Falle

2) 1€ Bi(wo) T,

b) 2 € Bg(yo) mit ys ¢ ..

Ad a). Fiir y; € Bi(yo)nT': halte analog zu (4.14)) und den dort folgenden
2

Ausfithrungen fest, dass zunichst gilt

D (y1,0) < (sgo)_l @ (yo,5) <em. (4.34)
Zeige nun erneut per vollstdndiger Induktion, dass fir alle k € Ny gilt:
‘I>+(y1, QkSQ) < 92uk “EM- (4.35)

Dabei ist der Induktionsanfang k£ = 0 durch die Voraussetzung gegeben.
Als Induktionsannahme gelte flir ein k — 1 € Ng. Fiir den Induktions-
schritt k — 1 ~ k unterscheide zwei Fille. Ist (0% 1sq)?* < ®*(y1,0% 1sg), so
folgt mit der Diskreten Morrey-Bedingung am Rand (die Kleinheitsbedingung
ist erfiillt) und der Induktionsannahme

O (y1,0F50) < 07 - B (y1, 0" Lsg) < O gD oy <Ry
Ist hingegen (ek_lso)zu > dF(yy, Gk_lso), so folgt mit der Definition von sq:

O (y1,0%50) <0710 (y1, 08 L) < 9TIHLGAE I < g1 G2R G < gk

9k+1

Da fiir jedes r < sg eine natiirliche Zahl k € Ny existiert mit so<r<OF -89,

2
also 021k < p=2u (%) : gilt, folgt aus (4.35) fiir alle r € (0, 5)

O (yy,7) < o1 <I>+(y1,9kso) <OL.9E Loy,

_1- 2p
3912:“.(%) “EM

< 9_1_2“~551_2“~(§)2M‘50.

Fiir r € [so, 5) hingegen gilt wegen B, (y1) c B (yo) in Kombination mit der
ersten Abschatzung (4.32))

-1 _
<I>+(y1,7“)£(§) '(p-'—(y()as)gs()l'so

_1- _ 2p
<p! 2u.801.(%) .

<12, 86172;1 . (§)2u . £0.

Insgesamt erhélt man so fiir einen beliebigen Randpunkt y; und fiir alle Ra-

dien 0 <7 < 3 mit der Setzung c; = 612, EN 1721 die Energie-Abschétzung

" (y1,7) 561'(2)%'60-
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Ad b). Fiir einen beliebigen inneren Punkt yo erhdlt man eine entsprechen-
de Energie-Abschitzung nach den Uberlegungen zur inneren eg-Regularitit
(Lemma , da sich die dortigen Betrachtungen miihelos durch Anpassung
der Konstanten auf (skalierte) Halbkugeln B (yo) ¢ BJ tbertragen lassen.

Somit gilt fiir alle 0 <7 < 5

" (ya,7) SCQ‘(?)QH'EO-

Insgesamt ist also die Energie-Abschitzung (4.33]) mit ¢ = max{cy,ce} bewie-
sen fiir alle r € (0, 5) und alle y € B (yo).
2

Wie auf Seite[77] beschrieben folgt daher die lokale Holder-Stetigkeit der Kom-
ponenten ¢ und R auBerhalb der eg-singuliren Menge S*(F,eg). Dort, wo die
Mikro-Rotation R lokal Holder-stetig ist, konnen zusitzlich mit dem gleichen
Argument wie im Beweis von Lemma[4.5 auf Seite[5I]entsprechende Schauder-
Abschétzungen am Rand (vgl. z.B. |[GM12, Theorem 5.21]) genutzt werden,
um ebenso die Holder-Stetigkeit des Deformations-Gradienten D¢ auflerhalb

von S*(F,ep) nachzuweisen.
O

An dieser Stelle ist auch die letzte der Aussagen bewiesen, die zum Beweis der
Hauptaussage dieses Abschnitts, der behaupteten vollen Randregularitét ein-
geschrankter Minimierer, benétigt werden. Daher wird hier explizit als Satz
formuliert:

Satz 4.13. Sei F = (¢, R) ein Minimierer der L™'-Cosserat-Energie
jB;(-) in der Klasse C(G).
Dann ist die singuldre Menge Sing(F') enthalten in B} . Insbesondere
gilt
Sing(F)nT; =g,

d.h. es gibt keine Singularititen am Rand.

Beweis.  Es sei angenommen, dass eine Singularitdt am Rand existiere, also
ein Punkt yg € Sing(F') nT¢; 0.B.d.A. ist yg = 0.

Nach der Rand-gg-Regularitiat (Lemma gilt bereits, dass Sing(F) in
S*(F,e0) enthalten ist, also Sing(F') ¢ S*(F,ep) fiir ein g > 0. Daher existiert
eine Energie-Schranke gy > 0, sodass 0 € S*(F,gq) ist; insbesondere gilt als
Erstes fur alle Radien 0 < p<e—|0]=¢

ol f DG + [DR[ dy > 0. (4.36)
B;

Vergleichbar mit der Situation im Inneren wird F' wieder mit einer Aufblas-
folge verglichen. Dabei wird durch alleinige Reskalierung um den Faktor p;*
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im Urbild auch hier erreicht, dass jede der Abbildungen F; = (i, fm’l) die Geo-
metrie des Problems widerspiegelt: F; = (¢;, R;) e Wh2(BX uT.,R3 x S) wird
definiert geméf

~ oy e(piy) = @p;, ye B,
Gi(y) =1 % 5
Wpiy) —0p, =9:(y), yel:
und
Ruy) = | Be0): yeB,
M(piy) = M;i(y), yel.,

wobei die Mittelwerte @, und 9, iiber BJ (y;) und T'; zu verstehen sind wie
im Beweis der Diskreten Morrey-Bedingung am Rand (vgl. Seite [66| mit y; = 0
fir alle Indizes i € N).

Dabei sind die Skalierungsfaktoren gegeben durch eine beliebige, streng
monoton fallende Zahlenfolge p; \ 0,7 - oo, mit p; < 1. Auf diese Weise liegt
die Mikro-Rotation R; fiir alle Indizes i € N wie beabsichtigt in S, anstelle
von f%l € §; mit verschobenen, skalierten Versionen S; aus dem Beweis der
Diskreten Morrey-Bedingung am Rand (Lemma .

Dann minimiert jede Abbildung F} = (&i, }A%l) der Aufblasfolge das jeweilige
entsprechend skalierte Funktional

J(6,@ = [ {107 Déw) - DLE (piy)) - pils|
By
+|DQ(y) - DL (piy))|} - Jac(L ™) (pi) dy

im Vergleich zu allen Abbildungen (1, Q) e WH2(Bf R x S) bzgl. der Rand-
werte (1, Q). = Gi = (¥, M;). Gleichzeitig garantiert die Rand-Monotonie-
Formel (Lemma , dass die Folge J;(¢i, R;) bei i - oo beschrinkt bleibt;

das formale Grenzfunktional bei p; N 0, i - oo, lautet wegen DL (piy) —
DL(0)=I3und Q€S

Ju.Q) = [ [DIf +[DQ[ ay.
B

Da jl(@,}?l) beschriankt bleibt und die ¢; nach Konstruktion Mittelwert
Null haben, lédsst sich dhnlich wie zuvor mit der Poincaré-Ungleichung die
Beschrinktheit von (¢;, R;) im reflexiven Sobolev-Raum W12(B}, R x R3*3)
nachweisen:

A 112 A2 Zoa P 2
[2illwracpey < ¢ IDill12(psy < e (Ti( i, Bi) + pi),

R;

2 A 12 ) .
wiaess) = Vil Lo sy + IDRi| o sy < €+ Ti @1, Ri).

Somit existiert eine schwach konvergente (gleich bezeichnete) Teilfolge der
Aufblasfolge: (@i, i) = (Poo, Roo) € WH2(BFuT:, R?xR?*3). Nach erneutem
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Ubergang zu einer Teilfolge gilt ebenfalls die punktweise Konvergenz fast
iiberall, damit auch (Peo, Roo) € WH2(BF uT,R? x S) und
(Poo; Roo)ip. = lim (s, M;) = (9(0), M (0)) = const,

da G = (9, M) e CY(I'.,R3 x S) nach Voraussetzung insbesondere stetig ist.

Mit einem Kompaktheits-Argument vollkommen analog zum Beweis der Dis-
kreten Morrey-Bedingung am Rand (Lemma [4.10)) (Ausnutzung des Fort-
setzungs-Lemmas von Luckhaus sowie der daraus resultierenden Energie-
Abschétzungen) folgt aulerdem die Norm-Konvergenz auf B}, fiir r beliebig
nahe an 1 und die Minimierung des Grenzfunktionals joo() in B bzgl. der
(konstanten) Randwerte (0(0), M (0)) auf I'. durch den Grenzwert (@oo, Roo)
der Aufblasfolge.

Einsetzen von s = tp; > r = tp; fiir festes 0 < ¢ < 1 in die Monotonie-Formel
aus Lemma [£.9) p; ~ 0 und dann p; ~ 0 wie im Beweis von Satz [4.6} liefert
vollig analog einerseits

- R A2
f || 1[|arad30oo|2 + |a7"adRoo‘ ] dy = 0.
B+
Also gilt in der Situation am Rand genau wie dort

~ A2 .
’arad@oo|2 = 0 = ‘8radRoo‘ m B;r

und £, = (Poos Roo) ist demnach radial konstant in B .

Andererseits gilt gleichzeitig fiir jedes r € (0,1) wegen der Norm-Konvergenz
in B,

(re)™! f ID@oo|* + |D]:2°o‘2 dy = Zlirllo(re)fl f ID@i|* + ‘Dﬁ?if dy

Br. BY.
. -1 2 ~ 2 s 2
= lim (re) " [ ID@(osw)” + [DRpin)|” dy
BY.
= lim (rep;) ) / DG + DR dy > 2 > 0
1—> 00
B+

TEP;

nach (4.36)), da nach Annahme yo =0¢€ S*(F,eq) war.

Dies steht im Widerspruch zu der Tatsache, dass der radial konstante Mi-
nimierer Fio, von Je ,c(-) bzgl. der konstanten Randwerte (c,boo,f%oo)m =
(9(0), M (0)) nach Proposition selbst konstant ist in B, und damit fir
alle r € (0,1) erfillt, dass

(re)™? f ID@oo|? + ‘D]?oof dy =0.
B},
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Die urspriingliche Annahme, es giibe eine Singularitat yo € Sing(F)NT'¢, muss

also falsch gewesen sein.
O

Zusammengefasst machen die Ausfithrungen in Kapitel [ deutlich, dass die
singuldre Menge von Abbildungen aus der betrachteten Subklasse kritischer
Punkte der Cosserat-Energie im Inneren diskret und am Rand leer ist. Damit
ergeben sich als néchster logischer Schritt die Fragen, wie grof§ die diskre-
te singuldre Menge fiir diese kritischen Punkte (eingeschrankte Minimierer)
werden kann, oder ob eventuell eine Verbesserung dieser partiellen Regula-
ritdtsaussage moglich ist. Eine Antwort darauf wird im folgenden Kapitel
gegeben.

Gleichzeitig ist erneut festzuhalten, dass die verwendeten Argumente, welche
zur vollen Randregularitit fiir eingeschrankte Minimierer fithren, an keiner
Stelle davon abhédngen, dass die Mikro-Rotationen auf die Untermannigfal-
tigkeit S von SO(3) eingeschrankt sind. Stattdessen wird an den entschei-
denden Stellen die Minimierung der Cosserat-Energie durch die betrachtete
Abbildung ausgenutzt.

Dies macht deutlich, dass das in Abschnitt prasentierte Vorgehen mit
geringen Modifikationen insbesondere auch fiir die Minimierer des vollen
Problems (P) mit Werten in R3 x SO(3) bei vorgegebenen C'-Dirichlet-
Randbedingungen stand hélt. Satz [£.8] stellt damit eine neue Erkenntnis in
der Forschung zu Cosserat-Korpern dar, insbesondere verbessert dieses Re-
sultat teilweise die partielle Randregularitét aus [LW23] fiir einen Teil der
stationdren kritische Punkte der Cosserat-Energie.
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5 Kritische Punkte der
Cosserat-Energie mit N
Singularitaten

Aufgrund der in Kapitel [4] nachgewiesenen partiellen Regularitit fiir einge-
schréankte Minimierer der Cosserat-Energie sind fiir diese héchstens isolierte
Punktsingularitdten zu erwarten. Allerdings muss man sich fragen, ob nicht
mit anderen Methoden moglicherweise eine bessere Regularitdtsaussage zu er-
reichen wire. Dies kann mit den folgenden Uberlegungen zweifelsfrei verneint
werden.

Inspiriert durch das Resultat [HL86, Theorem A] zu harmonischen Abbil-
dungen u: B3> - S? mit einer erzwungenen Anzahl von Singularitéten, kon-
nen durch Ausnutzung der Dipol-Konstruktion in Satz glatte Dirichlet-
Randbedingungen go:0B% - R3 x S so konstruiert werden, dass jeder einge-
schrankte Minimierer in W,;?(B%, R? x §) bzgl. dieser Randwerte mindestens
N singuldre Punkte haben muss, wobei N € N eine beliebig grofie vorgegebene
Zahl ist. Damit wird die Existenz eingeschriankter Minimierer nachgewiesen,
die grob gesprochen das ,,singuldrste“ Verhalten aufweisen, welches in dieser
Subklasse kritischer Punkte moglich ist. Ohne weitere Zusatzvoraussetzungen
ist daher eine bessere partielle Regularitét ausgeschlossen.

Beachte: Im gesamten Kapitel [5| betrachten wir nach den Konventionen in
Kapitel [4] der einfachen Notation halber Cosserat-Koérper mit Grundzustand
Q = B3, die Minimierer des eingeschrinkten Problems (P’) sind.

Der folgende, oben zusammengefasste Satz bildet (neben den (partiellen) Re-
gularitdtsaussagen aus Kapitel |4)) das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit
und ist gleichzeitig in dem Artikel ,On prescribing the number of singular
points in a Cosserat-elastic solid“ (|Hiis23|) zu finden, welcher im November
2022 zur Veroffentlichung eingereicht wurde.

Satz 5.1.  Zu jeder natirlichen Zahl N € N existieren glatte Rand-
werte go = (o, Ro) € C* (8B3,R3 X 8) mit deg(Ry) = 0, sodass fiir je-
den Minimierer f = (p,R) der Cosserat-Energie Jps(-) in der Klasse
Wyo? (B R x S) gilt:

Die Mikro-Rotation R besitzt mindestens N Singularititen.




84 5 Kritische Punkte mit N Singularitdten

Bemerkung 5.2.  Die Eigenschaft deg(Rp) = 0 wird in der Formulierung
des Satzes betont, um zu verdeutlichen, dass die spéter erzwungenen Singu-
laritdten nicht aus einfachen topologischen Griinden auftauchen. Denn wie
schon in [HL86] fiir harmonische Abbildungen u von B? nach S? bemerkt ist,
konnen glatte Randwerte ug ins Innere fortgesetzt werden, sodass die ent-
sprechende Vergleichsklasse Wy.? (B2, $?) fiir das Dirichlet-Problem nichtleer
ist und ein Minimierer existiert. Haben die Randwerte jedoch einen von Null
verschiedenen Abbildungsgrad, kann schon aus topologischen Griinden ein
Minimierer nicht stetig in ganz B> sein und die zugehorige singulire Men-
ge ist zwingend nichtleer. Da die in Kapitel [3] entwickelten Konstruktionen
mit dem Lift ng: B> - S? von Ry arbeiten, ist es sinnvoll, auch hier die
entsprechende Eigenschaft fiir den (mod 2)- Abbildungsgrad hervorzuheben.
Denn fiir Randwerte mit deg(Ry) # 0 hatte der Lift automatisch einen unge-
raden (von Null verschiedenen) Abbildungsgrad und Singularitéten miissten
bereits deswegen auftreten. Bei allgemeinen Randwerten mit Abbildungsgrad
Null besteht zumindest die Moglichkeit, dass es glatte Vergleichsabbildun-
gen/Minimierer geben kann; die unten konstruierten Randwerte erzwingen
also Singularitdten auf andere Art und Weise.

Beweis von Satz[5.1l.  Dieser Beweis folgt den Ausfithrungen zu [Tar00|, Satz
4.1], welche Ideen aus |[Bré89] und [HL86] kombinieren. Dabei wird die Vor-
gehensweise an das eingeschrinkte Cosserat-Problem angepasst.

Schritt 1: Vorgabe der Randwerte. Zunichst sollen die gewiinschten
glatten Randwerte wie in [Tar00] nach einer Idee aus [Bré89, Abschnitt I1.4]
definiert werden.

Zu N €N definiere N Zahlen \; = 5%, i =1,..., N. Betrachte die Punkte
0 0
& = \/1—/\? und n; = —\/1—)\? .
A i

Auflerdem definiere zu jedem festen ¢ > 0 die Punkte

Pre=(1-¢e)& Pio=(1+e)n,
i und i
N,L»7€= (1 +5)§i Ni75=(1—6)’l7i.
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Dazu bezeichne Z;: . bzw. Z;_ jeweils die e-Tubenumgebung der Verbindungs-
strecke [PAJr N ] bzw. [P‘ N;E]. 0.B.d.A sei € « 1 hinreichend klein, sodass

1,77V i,E 1,67

die Umgebungen Z;: ., 4=1,...,N, durch Scheiben von mindestens der Dicke

ﬁ getrennt sind, d.h.

1
|Z—2|2— V(x,y,z)eZ-J“ v(i'JJ:é)EZ-'—

N e T 1E ] (5.1)

Des Weiteren sei g = (¢, M) e C* (BS’,]R3 x 8) gegeben durch

-1 0 0
Ne,y,2) = (—x,-y, 2) und M(z,y,z) = ( 0 -1 0f.
0 0 1

Dann ist DY = M, MTD9 = Iy und [DM|? = 0, also Jps(g) = 0 und Satz
liefert zunéchst eine Abbildung

o N
g=(0,M) e W"(B}, R x8)nC™ (B% . (LJI{B;,N:E,%N@J) R x 8)7

N

die erstens auferhalb von Z = U (Z;r LUZ; E) mit g tibereinstimmt, zweitens
Z:1 b b

als einzige Singularititen die 2V Dipole (P, N;,) besitzt mit

degP;:E(M) =1= degst(M)v
degp. (M) =1= degy_ (M)
und fiir die drittens gilt
JIp3(g) <64m-2e-2N +e = (647 -4N +1) - . (5.2)
Damit kénnen nun die gesuchten Randwerte gy festgelegt werden: Es sei
90 = (0, Ro) = Gops € C°(0B°,R* x S).

Dann ist deg(Rp) = 0, da im Inneren von B? fiir jede Singularitét P/, von g
in der oberen Halbkugel eine Singularitdt NV; _ in der unteren Halbkugel liegt,
sodass in Summe der (mod 2)-Abbildungsgrad gleich Null ist, vgl. Bemer-

kung (b), Seite
Auflerdem gilt

g‘ﬁ\z = (197 M)
Nach (5.2)) ist es weiter moglich, zusétzlich zu (5.1)), € so klein zu wéhlen, dass

Tps(3) <+ (5.3)

erfillt ist.
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Schritt 2: Betrachtung von Minimierern. Im Folgenden meint § immer
die Einschrankung g@. Dann ist die Klasse zuldssiger Vergleichsabbildungen

bzgl. der Randwerte gy nichtleer, da nach Konstruktion g in ngc;z(B?’,RS xS)
liegt; die Existenz von Cosserat-Energie-Minimierern bzgl. dieser Randwerte
ist gesichert.

Sei also f = (p,R) € W;O’2(Bg, R? x S) ein solcher eingeschrinkter Minimierer
der Cosserat-Energie. Dann gilt wegen (/5.3]) auch

Tps(f) < 5+ (5.4)

Wie in [Tar00] folgt der Rest des Beweises dem Vorgehen in [HL86] um zu
zeigen, dass die Mikro-Rotation R des eingeschrénkten Minimierers f min-
destens N Singularitdten haben muss. Wegen und existieren N +1
reelle Zahlen pyg, ..., ux mit

O<,u,0<)\1<,LL1<)\2<'--<)\N<MN<1,

sodass fiir i = 0, ..., N die horizontalen Kreisscheiben D; = B2x{;} einerseits
D;n Z = & erfiillen und andererseits

f IDR? dH? < 4 (5.5)
D;

gilt. Denn angenommen (5.5)) ist nicht erfiillbar. Dann folgt wegen der Dicke
der Zylinderzwischenrdume aus (j5.1)) und der Nichtnegativitét des Betrags

RTDy - I3 ? mit dem Satz von Fubini sofort

s

1
JBS(f)Zm-ZlTr: N

im Widerspruch zu (5.4]).

Nach den Ergebnissen aus Kapitel [4] ist bekannt, dass keine Singularititen
von f in OB liegen (Satz [4.13) und dass Sing(R) ¢ Sing(f) c B? diskret
ist (Satz [4.6)). Daher kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass alle isolierten

N
Punktsingularititen von R in B? \ (U Di) liegen.
i=1

Dann gilt fiir jede kompakte Teilmenge C' ¢ B3\Sing(f) und jedes i =0, ..., N
/ H° (Di NnCnR! (p)) du(p) = f Jac (R|Dmc) dH?
S DmC

1
< [ ac(Ripnc) a2 < [ IDRP a3,
D, D;
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wobei p das natiirliche Riemannsche Mafl auf S bezeichnet. Nach dem Satz
von Beppo-Levi gilt weiterhin fir C » B3

[ H(DinCAR @) dup) — [HO(Din R ) du(p)  und
S S

[ Jac(Ripc) a2 — [ Jac(Fp,) a2,

Di Di

Somit folgt fiir jedes i =0,..., N mit (5.5
w(R(Dy) < [ HO(Din B (0))dup) = [ Jac(Rip,) dH?
Dz‘ Di
g%/HDRﬁmﬂ<2w=Msx
D;

weshalb jedes Bild R(D;) eine echte Teilmenge von S ist.

Da R auf D; glatt ist und D; n Z = @ gilt, sowie Rjgps = Ry = ]\Z\aB?* und

] -1 0 0
Mg ,=M=[0 -1 0],

0 0 1

folgt, dass R auf D; homotop zu M ist, also

-1 0 O
R|Di ~1 0 -1 0] rel 8Di, (5.6)
0 0 1
genau wie
} -1 0 0
0 0 1
folgt.

Betrachte schliellich fir ¢ =1,..., N die Scheiben

Q, = {(as,y,z) €eB3:pi1<z< ,ui}
zwischen den D;. Dann ist der Rand 09; = D;_1 u D; U (8B3 ﬂﬁi) einer
jeden Scheibe €2; homdomorph zu S? und weil nach Konstruktion die einzige
Singularitdt von M in ; der Punkt P, ist, gilt

deg(Maﬂl) = 17

vgl. Bemerkung (a), Seite
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Des Weiteren folgt aus || 1) und Rjgps = ]\Z\E)B?’? dass Rjpq, ~ ngi,
also wegen der Homotopieinvarianz (Satz (a)) des Abbildungsgrades auch

deg (Rjaq,) = deg(Mjaq,) = 1.

Daher hat die Mikro-Rotation R (und damit auch der eingeschriankte Mini-
mierer f) fir jedes i = 1,..., N im Inneren von €2; aus topologischen Griinden
mindestens eine Singularitéit.

O]

Somit ist an dieser Stelle das zu Beginn formulierte Ziel, die Konstruktion
sehr singuldrer Losungen eines geometrisch nichtlinearen Cosserat-Modells
fiir mikropolare Festkorper, erreicht. Ein Fazit zu den insgesamt erarbeiteten
Resultaten sowie ein knapper Ausblick auf weitere Fragestellungen finden sich
direkt im Anschluss in Kapitel [6]
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6 Fazit und Ausblick

Die vorliegende Dissertation mit dem Titel ,Sehr singulére Losungen eines
geometrisch nichtlinearen Cosserat-Modells fiir mikropolare Festkorper® de-
tailliert die Ergebnisse eines Teils der Forschung im gleichnamigen DFG-
geforderten Projekt (ID 441380936) im Rahmen der ersten Hélfte des Schwer-
punktprogramms 2256.

Fiir die einfachste Form der Cosserat-Energie, in der alle Materialparame-
ter puy = pe = p2 = 1 als gleich angenommen sind, wurde eine Subklasse der
kritischen Punkte des Funktionals auf ihre Regularitdt hin untersucht und
die Existenz sehr singuldrer Losungen dieses Cosserat-Modells nachgewiesen,
wie es schon der Titel vermuten lésst.

Es stellte sich heraus, dass die betrachtete Subklasse der eingeschrinkten
Minimierer partielle Regularitdt im Inneren und volle Randregularitét (bei
vorgegebenen C'!-Dirichlet-Randbedingungen) aufweist. Um dies zu belegen,
wurden Monotonie-Formeln und Diskrete Morrey-Bedingungen jeweils so-
wohl im Inneren als auch am Rand entwickelt, welche ihrerseits dabei halfen,
Energie-Schranken fiir das Auftreten von Singularitdten herzuleiten.

All diese prinzipiellen Argumentationsschritte, welche in der Geometrischen
Analysis wohlbekannt sind, konnten aufgrund der Néhe des Systems von
Cosserat-Gleichungen zu den Gleichungen der harmonischen Abbildungen fiir
Erstere formuliert und genutzt werden.

Zur Herleitung der vollen Randregularitit spielte dabei insbesondere die
Minimierung der Cosserat-Energie eine Rolle anstelle der Einschrankung auf
die betrachtete Untermannigfaltigkeit. Daher wird es mit leicht modifizierten
Argumenten ebenfalls moglich sein, ein entsprechendes Resultat zur Randre-
gularitdt nicht nur fiir die betrachtete Subklasse kritischer Punkte, sondern
auch fir Minimierer der Cosserat-Energie im vollen Problem zu beweisen,
welches in dieser Arbeit bereits formuliert wurde.

Gleichzeitig konnten Techniken entwickelt werden, um in vormals glatten Ab-
bildungen mit Werten in R?xS unter kontrolliertem Cosserat-Energieaufwand
fixe Dipol-Paare von Punktsingularitdten in der Mikro-Rotationskomponente
R zu erzwingen. Dazu wurden geometrische Konstruktionen ausgenutzt, wel-
che ebenfalls aus dem Kontext harmonischer Abbildungen bekannt sind.

Die zugehorige Technik zur Erzwingung eines fixen Dipols in zwei vorge-
gebenen Punkten P, N basiert auf einer Quader-Wiirfel-Konstruktion von F.
Béthuel, welche fiir die gewiinschte Anwendung auf Abbildungen mit Wer-
ten in der nicht-orientierbaren Mannigfaltigkeit S ¢ SO(3) verallgemeinert
werden konnte. Im Zuge dessen musste bei den nétigen Anpassungen darauf
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geachtet werden, dass der resultierende Beitrag der Deformation zur Cosserat-
Energie nicht zu grofl wird.

SchlieBlich wurden die Regularitédtsergebnisse mit der Konstruktion fixer Di-
pole kombiniert, um die Existenz kritischer Punkte der Cosserat-Energie (in
der Subklasse der eingeschrinkten Minimierer) mit einer beliebig grofl vorge-
gebenen Zahl von distinkten Punktsingularitdten nachzuweisen. So ein Ver-
halten ist nach den Ergebnissen zur partiellen Regularitét dieser Subklasse
das ,singuldrste Verhalten, das auftreten kann. Daher ist insbesondere eine
bessere Regularitdtsaussage fiir allgemeine kritischen Punkte, ohne weitere
Zusatzvoraussagen ausgeschlossen.

Es ist jedoch noch offen, ob es andere kritische Punkte der Cosserat-Energie
gibt, die noch weniger reguldres Verhalten zulassen. Insbesondere ist dabei an
die Arbeit [Riv95] von T. Riviére zu denken, der mit Hilfe freier Dipole die
Existenz von im ganzen Definitionsbereich unstetigen harmonischen Abbil-
dungen nachwies. Da wie in Kapitel [3] beschrieben, fiir die Cosserat-Energie
bisher keine Technik zur Konstruktion freier Dipole entwickelt werden konnte,
ist ein entsprechendes Resultat fiir kritische Punkte der Cosserat-Energie in
der Zukunft nicht ausgeschlossen, allerdings unter der Voraussetzung, dass zu-
néchst eine passende Konstruktion gefunden wird. Dies ist jedoch kein leich-
tes Unterfangen, da es nach dem aktuellen Stand durch die Kopplung von
Deformation und Mikro-Rotation zu regularisierenden Effekten zu kommen
scheint. Zusétzlich arbeitet T. Riviere mit relaxierten Energien und Resulta-
ten zu kartesischen Stromen nach M. Giaquinta, G. Modica und J. Soucek;
entsprechende Konzepte fiir die Cosserat-Energie zu entwickeln stellt eine wei-
tere Schwierigkeit dar.

Genauso wie man an kritische Punkte mit moglicherweise schlechterer Regu-
laritdt denken kann, stellt sich die Frage, was passiert, wenn man sich vom
einfachsten Fall des Cosserat-Modells 16st und stattdessen allgemeine Kom-
binationen von Material-Parametern i, pt., t2 betrachtet. Wenn bereits das
einfachste Cosserat-Modell singuldres Verhalten zuldsst, gilt dies auch fiir rea-
litdtsndhere Parameter-Kombinationen oder treten in solchen Fillen andere
Effekte in den Vordergrund?

Dies sind spannende Fragen an der Schnittstelle von Materialforschung in den
Ingenieurswissenschaften und analytischer Mathematik, die Raum fiir weitere
Untersuchungen lassen.
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