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Zusammenfassung

In der vorliegenden Dissertationsschrift wird ein sogenanntes Bilevel-Optimalsteuerproblem beleuchtet.
Hierbei handelt es sich um ein zweistufiges Optimierungsproblem im Funktionenraum. Zunéchst
erfolgt eine literarische Einordnung in den aktuellen wissenschaftlichen Kontext auf dem Gebiet der
optimalen Steuerung, insbesondere im Bereich der Bilevel-Optimalsteuerung.

Nachdem die notwendigen mathematischen Grundlagen bereitgestellt sind werden in Kapitel 3
im Zuge der Analyse des vorliegenden Problems zun#chst die Fragen nach Existenz und Eindeutigkeit
einer Losung beantwortet.

Im Anschluss riicken in Kapitel 4 die Theorie und anschliefsende Durchfiihrung einer Transfor-
mation auf ein einstufiges Optimalsteuerproblem in den Vordergrund. Hierbei richtet sich der Fokus
auf die Frage nach Eindeutigkeit einer Lésung des einstufigen Problems sowie nach der Giiltigkeit
seiner Losung fiir das urspriingliche zweistufige Optimalsteuerproblem. Nach Umformulierung des
Ausgangsproblems liegt ein einstufiges Optimierungsproblem mit Komplementaritdtsbedingungen -
ein sogenanntes MPCC - im reflexiven Banachraum vor.

Im Zusammenhang mit den Fragen nach Existenz und Eindeutigkeit einer Losung findet in Ka-
pitel 5 zudem eine Analyse ihrer Stationaritdt im Rahmen der MPCC-Theorie im Funktionenraum
statt. Hierbei erfolgt eine weitere wesentliche Transformation des MPCCs.

Nachdem das transformierte MPCC im reflexiven Banachraum aus Kapitel 5 mit der Finite-Elemente-
Methode diskretisiert wurde, wird in Kapitel 6 schlieklich eine auf die présentierte Ldsungstheorie
zugeschnittene primal-duale Aktive-Mengen-Strategie hergeleitet. Thre Implementierung wird in den
wichtigsten Facetten erldutert und ihre Funktionsweise mit zugehorigen dokumentierten numerischen
Ergebnissen gestiitzt.

Schliefslich werden die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und ein Ausblick
hinsichtlich noch zu bewéltigender Herausforderungen in dieser Problemklasse wird gegeben.






Abstract

In this PhD thesis a so called bilevel optimal control problem is examined. It can be identified as a
two-stage optimization problem in a function space. Firstly, a scientific classification in the context of
current findings in optimal control, especially bilevel optimal control, is given.

After the required mathematical preliminaries have been provided, in the course of the pro-
blem analysis in chapter 3 arising questions concerning the existence and uniqueness of the solution
of the problem are being picked up and answered.

In Chapter 4, the theory and subsequent implementation of a transformation to a one-level op-
timal control problem are put forward. The focus here is on the question of the uniqueness of a
solution to the one-level problem and the validity of its solution for the original bilevel optimal
control problem. After reformulating the initial problem, a one-level optimization problem with
complementarity constraints - a so called MPCC - in the reflexive Banach space arises.

In connection with questions concerning the existence and uniqueness of a solution of the MP-
CC, Chapter 5 also contains the analysis of its stationarity within the framework of the MPCC theory
in the function space setting. In the course of this analysis another essential transformation of the
MPCC is carried out.

After the discretization of the final MPCC from chapter 5 with the finite element method a
primal-dual active set strategy tailored to the presented solution theory is derived in chapter 6. Its
implementation is explained in the most important facets and its functionality is supported by the
documentation of appropriate numerical test.

Finally, the results of this thesis are summarized and an outlook is given with regard to the
challenges that still need to be overcome in this problem class.
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1 Einleitung

Optimale Steuerung und Bilevel-Optimierung sind Felder in der Mathematik, denen in den letzten
Jahren eine stetig wachsende Bedeutung zugekommen ist. Darum werden diese beiden Disziplinen hier
zur Einordnung in den fiir diese Arbeit wichtigsten Facetten kurz présentiert.

1.1 Was ist optimale Steuerung?

Die optimale Steuerung gewdhnlicher oder partieller Differentialgleichungen beschiftigt sich mit der
Optimierung im Funktionenraum. Meist werden eine zu wiahlende Steuerung (russisch: upravlenie)
u und ein zugehoriger optimaler Zustand y zur Ldsung eines unendlichdimensionalen Optimierungs-
problems gesucht. Hierbei beschreibt u eine Funktion, die ein gegebenes Zielfunktional unter einer
gewshnlichen oder partiellen Differentialgleichung als Nebenbedingung minimiert, wobei y die Lésung
der Differentialgleichung, die von u abhéngt, beschreibt. Diese kénnen linearer oder nichtlinearer Natur
und im Fall von partiellen Differentialgleichungen elliptischen, parabolischen oder hyperbolischen Typs
sein. Stark vereinfacht formuliert kann ein Optimalsteuerproblem etwa darin bestehen, die Temperatur
eines Korpers € mittels einer angelegten Steuerung wu(x) - beispielsweise durch elektromagnetische
Induktion - an eine gewiinschte Zieltemperatur yo(xz) anzundhern. Hierbei kann die Steuerung auf
dem Rand I' von 2 oder alternativ ebenso im Gebiet/Korper €2 selbst wirken. Vor diesem Hintergrund
wiirde y(x) die Losung einer partiellen Differentialgleichung - etwa der stationéren oder instationéren
Wirmeleitungsgleichung - darstellen. Im zugehorigen Zielfunktional wirde die Differenz aus y(x)
und yo(z) minimiert werden. Je kleiner sie ist, desto ndher liegt die tatsichliche Temperatur des
Kérpers (auf dem Rand oder im Inneren) an der angepeilten Zieltemperatur. Die Steuerung u(x)
wiirde als Summand versehen mit einem Kostenfaktor ebenfalls im Zielfunktional auftauchen, da sie
ein Maf fiir die bendtigte Energiezufuhr zur Erreichung der gewiinschten Temperatur darstellt und
minimal gehalten werden soll. Somit besifse unter den am einfachsten anzunehmenden physikalischen
Gegebenheiten an den aufzuheizenden Koérper € fiir den Fall einer am Rand des Korpers angelegten,
zeitlich konstanten Steuerung das soeben skizzierte Optimalsteuerproblem folgende Form:

. 1 o
win () = 5 | @) —ya@)Pds + 5 [ u(w)ds(a
uy Q r
bei
Ay =0 in Q
oy
e AMu —y) auf T
und

Uad = {u(:z:) ‘ ug(r) < u(xr) < up(x) auf F}.

Dies ist ein linear-quadratisches elliptisches Randsteuerproblem: Die Zielfunktion ist
quadratisch, die (partielle) Differentialgleichung als Zustandsgleichung linear elliptisch und die
Steuerung wirkt auf dem Rand des Gebiets bzw. Korpers. Die Beschrankung der Steuerung v durch



die Schranken wu, und uy in der Menge U,q kann als minimal investierbare bzw. maximal zur Verfiigung
stehende Energiekapazitit interpretiert werden. Weiterhin bezeichnet ds das Oberflichenelement,
v = v(z) den nach aufsen gerichteten Normalenvektor auf dem Rand I' und die Funktion A die
Wirmeiibergangszahl von €2 in das umgebende Medium.

Da im Funktionenraum und nicht mehr endlichdimensional gearbeitet wird, liegt es nahe, dass die
Wahl geeigneter Ridume, denen die Komponenten eines solchen Optimalsteuerproblems entstammen
- in obigem Beispiel etwa L*(T') oder H}(T') -, fiir die Beantwortung der Fragen nach Existenz und
Eindeutigkeit einer Losung sowie deren Regularitit aber ebenso fiir die Konstruktion von Algorithmen
zur Realisierung numerischer Ergebnisse von essentieller Bedeutung ist. Um dem Leser ein grobes
Bild von der Struktur eines Optimalsteuerproblems zu geben, wurde an dieser Stelle allerdings
darauf verzichtet. Insbesondere in der Physik und den Ingenieurswissenschaften - beispielsweise in
der Lagerlogistik, der Robotik oder etwa der Optimierung der Funktionsweise von Kraftwerken -
wurde die optimale Steuerung als mathematischer Kompetenzbereich nach und nach unverzichtbar
(vel. [T, [2], [3], [10], [53], [54] und [57]). Aber auch in der Okonomie zeigte sich bereits 1969, dass
Optimalsteuerprobleme - beispielsweise zur Maximierung des Profits eines Unternehmens in einem
bestimmten Zeitintervall unter dynamischen Nebenbedingungen - als mathematisches Modellierungs-
werkzeug hilfreich sein kénnen (vgl. [72], Kapitel 2).

1.2 Was ist Bilevel-Optimierung?

Bei der mathematischen Modellierung von Optimierungsproblemen, die aus Anwendungen in der
realen Welt resultieren, kommt es nicht selten vor, dass sogenannte hierarchische Optimierungsproble-
me zu 16sen sind. 1934 wurden Problemstellungen dieser Art erstmals von Heinrich von Stackelberg
in einem spieltheoretischen Rahmen untersucht (vgl. [71]). In seiner Monographie modelliert er auf
dem Gebiet der Mikrotheorie ein Spiel zwischen zwei Spielern, deren Kostenfunktionale und Mengen
zuldssiger Strategien von den Entscheidungen des jeweils anderen Spielers abhéngen. Probleme dieser
Art unterscheiden sich in ihrer Struktur und auch hinsichtlich des Rechenaufwands grundlegend von
herkémmlichen (einstufigen) Optimierungsproblemen. Ein exzellenter Uberblick iiber die unterschied-
lichen (endlich- und unendlichdimensionalen) Typen hierarchischer Optimierungsprobleme und die
vielféltigen algorithmischen Herangehensweisen wird in [22] gegeben. Fiir einen umfassenden Einblick
in die Bilevel-Optimierung sei weiter auf [23] verwiesen.

Ein hierarchisches oder auch Bilevel-Optimierungsproblem beschreibt genau genommen die Op-
timierungsprobleme von (mindestens) zwei Entscheidern, die auf verschiedenen Ebenen agieren: Das
Zielfunktional sowie die zuldssige Menge moglicher Lésungen des Entscheiders auf der oberen Ebene
- oft und auch im Verlauf dieser Arbeit fast immer als ’Leader’ bezeichnet - hingen implizit von der
Losungsmenge eines zweiten parametrischen Optimierungsproblems - dem des Entscheiders auf der
unteren Ebene, im weiteren Verlauf fast immer als *Follower’ bezeichnet - ab.

Ein recht allgemein gehaltenes, hierarchisches Optimierungsproblem hat die Form

bel



wobei W(z%) fiir ein fixiertes z” die Losungsmenge des parametrischen Optimierungsproblems

min f(zl, z")
zF
bei

2" e B (2", 2") (Br)

beschreibt. Wir gehen an dieser Stelle nur auf die Aspekte der Dynamik eines solchen Bilevel-
Optimierungsproblems ein, die fiir diese Arbeit im Rahmen der Bilevel-Optimalsteuerung von Be-
deutung sein werden.

Sk, 2f) und 2F (2L, 2 stehen fiir die jeweilige Restriktionsmenge von Leader und Follower, wobei
die darin enthaltenen Gleichungen und Ungleichungen auf beiden Ebenen sowohl von z als auch von
z¥" abhingen kénnen. Die zweite Nebenbedingung in zeigt an, dass xf" als Parameter eine Losung
des Problems sein muss. Die beiden Akteure agieren wie folgt: Zunéchst entscheidet sich der
Leader initial fiir ein Z© aus seiner zulissigen Menge und transferiert dieses an den Follower. Nun 16st
dieser sein Problem unter Beriicksichtigung des an ihn ibergebenen Z* und iibergibt seinerseits seine
optimale Losung Zf zuriick an den Leader. Dieser berechnet schlieflich unter Beriicksichtigung der
erhaltenen optimalen Losung des Followers - was Z € ¥(Z%) bedeutet - seinen optimalen Zielfunkti-
onswert fr(zl, zt).

Von grofler Bedeutung fiir diese Arbeit ist die Tatsache, dass in diesem Modell auf der oberen Ebe-
ne beziiglich 2 und z% optimiert wird. Diese Moglichkeit ist nicht immer gegeben. Im Allgemeinen
wird bei hierarchischen Optimierungsproblemen davon ausgegangen, dass der Leader die Menge an
Losungen fiir das Problem auf der Follower-Ebene kennt, letztlich aber keinerlei Einfluss auf die Wahl
des Followers hinsichtlich einer fiir ihn optimalen Lésung Z hat. Entscheidend ist die Frage, ob die
Losung z!°, die dem Leader zugespielt wird, eindeutig ist oder nicht: Dies kann einerseits von den Ko-
operationsmoglichkeiten der beiden Akteure abhingen. Hierbei wird etwa angenommen, dass es fiir den
Follower als Akteur mehr als eine optimale Lésung gibt und der Leader erwarten darf, dass der Follower
sich in seiner Entscheidungsfindung kooperativ verhilt und dem Leader stets die fiir ihn beste Lésung
z¥ € W(z") zuspielt. Zum Anderen kénnen Konvexititseigenschaften von Zielfunktion und Restrikti-
onsmenge des Followers zur Folge haben, dass die Losung z!" fiir jedes vorgegebene Z* automatisch
eindeutig ist. Diese beiden Szenarien resultieren in dem sogenannten 'Optimistic Approach’ zur Lésung
des Bilevel-Optimierungsproblems, bei welchem, wie im Modell dargstellt, die Zielfunktion des Leaders
beziiglich beider Variablen minimiert werden kann. Des Weiteren ist dies auch die Basis fiir eine Reihe
von Transformationmdglichkeiten eines solchen Problems, die vergleichsweise effiziente Losungswege
eroffnen (vgl. [4] und [25]). Den Gegenentwurf zum 'Optimistic Approach’ stellt der sogenannte 'Pes-
simistic Approach’ dar, wobei ebenfalls angenommen wird, dass die Losung auf der Follower-Ebene
nicht eindeutig ist, jedoch das vorrangige Ziel des Leaders darin besteht, den entstehenden “Schaden”
durch eine fiir sich selbst unliebsame Wahl eines Z durch den Follower mdglichst gering zu halten.
Hier werden die beiden Zielfunktionale ausschlieflich beziiglich ¥ bzw. 2 minimiert. Die Moglichkeit
der Herangehensweise iiber den 'Optimistic Approach’ wird auch fiir das in dieser Arbeit behandelte
Bilevel-Optimalsteuerproblem von zentraler Bedeutung sein.

Grundsétzlich zeichnen sich Bilevel-Optimierungsprobleme in ihrem Anspruch dadurch aus, dass sie
sehr hdufig in Ermangelung von Konvexitits-, Regularitdts- und Differenzierbarkeitseigenschaften deut-
lich schwieriger zu l6sen sind als einstufige Optimierungsprobleme.

1.3 Was ist Bilevel-Optimalsteuerung?

Sogenannte Bilevel-Optimalsteuerprobleme verbinden die hierarchische Struktur eines Bilevel-
Optimierungsproblems mit der unendlichdimensionalen Optimierung in Banachrdumen unter (parti-
ellen) Differentialgleichungen und meist weiteren Restriktionen als einzuhaltende Nebenbedingungen.
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Definitorisch spricht man von einem Bilevel-Optimalsteuerproblem, sobald ein Entscheider auf einer
der beiden Hierarchieebenen ein Optimalsteuerproblem zu lésen hat. Mit Blick auf die Frage, ob gleich
auf beiden oder nur auf einer Ebene ein Optimalsteuerproblem geldst werden muss, lassen sich Bilevel-
Optimalsteuerprobleme theoretisch in drei Klassen unterteilen. Jede dieser Problemklassen hat in der
Praxis ihre Daseinsberechtigung.

e Anwendungsbeispiele aus der Klasse der Bilevel-Optimalsteuerprobleme, in denen auf der

Follower-Ebene ein Optimalsteuerproblem zu l6sen ist, finden sich etwa in der Analyse und
Optimierung menschlicher Arm-, Hand- oder genereller Koérperbewegungsmuster wieder, um
diese fiir Konstruktionsprobleme in der Robotik nutzbar zu machen (vgl. [2], [3] und [57]).
Auch Probleme hinsichtlich der optimalen Interaktion von Robotern mit anderen beweglichen
Objekten aus der Natur (vgl.[I]) fallen in diese Problemklasse. Allerdings treten bei diesen Bei-
spielen meistens gewohnliche Differentialgleichungen als Nebenbedingung auf der Follower-Ebene
auf. Fiir theoretischere Fragen nach numerischen Strategien oder der Herleitung praktikabler
Optimalitatsbedingungen lohnt ein Blick in [79] und [81].
Bilevel-Optimalsteuerprobleme, die sich durch partielle Differentialgleichungen auf der Follower-
Ebene auszeichnen, koénnen beispielsweise Modelle zur Losung von Parameter-Identifikations-
bzw. Parameter-Rekonstruktionsproblemen sein, wobei hier die ersten essentiellen Schritte und
vorzeigbaren Ergebnisse 2018 in den Publikationen [8], [26] und [45] verdffentlicht wurden. In
diese Klasse wird auch das fiir diese Arbeit zentrale Optimalsteuerproblem eingeordnet, wobei
sich seine Beschaffenheit in einigen Facetten entscheidend von den betrachteten Problemen in
den genannten Arbeiten unterscheidet. Das wird sowohl in der Losungstheorie als auch der
numerische Herangehensweise deutlich.

e Bilevel-Optimalsteuerprobleme, bei denen nur auf der Leader-Ebene ein Optimalsteuerproblem
zu losen ist, haben erstmals 2016 Beachtung gefunden und werden in [9] und [11] betrachtet,
wobei hier jeweils speziell der Zustand als Losung der Differentialgleichungsnebenbedingung
gewissen Restriktionen unterworfen ist. In der Arbeit [10] wird ein zweistufiges Problemmodell
zur optimalen Steuerung der Gasbilanz in einem Energienetzwerk betrachtet. In diesen drei
Literaturbeispielen bestehen die Nebenbedingungen der Optimalsteuerprobleme auf der Leader-
Ebene aus gewdhnlichen Differentialgleichungen und es finden sich auf der Follower-Ebene
sowohl unendlich- als auch endlichdimensionale Probleme.

e Bilevel-Optimalsteuerprobleme, wo schliefslich sowohl auf der Leader- als auch auf der Follower-
Ebene ein zu 16sendes Optimalsteuerproblem auftritt, finden sich beispielsweise in der Arbeit
[53], wo das Problem in der automatischen Erfiillung von Sicherheitsanforderungen an den Bahn-
verlauf von Hochregallagersystemen besteht. Zusétzlich sei der interessierte Leser auf [16] und
[54] verwiesen. Der Beantwortung nach Fragen der Existenz von Losungen und effizienten nu-
merischen Herangehensweisen solcher Probleme wird sich in den Veréffentlichungen [17] und [39]
gewidmet. Allerdings treten in diesen Beispielen sowohl auf der Leader- als auch auf der Follower-
Ebene ausschliefslich gewohnliche Differentialgleichungen auf.

Erste theoretische Diskussionen hinsichtlich der Losbarkeit von Bilevel-Optimalsteuerproblemen
mit partiellen Differentialgleichungen auf beiden Ebenen unter gewissen Zusatzannahmen beziig-
lich der unteren Entscheiderebene haben 2016 in [59] stattgefunden. Vertieft und verallgemeinert
wurden diese Erkenntnisse mit Blick auf neue Regularititsaussagen und die Formulierung zuge-
horiger Optimalitatsbedingungen schlieflich 2018 in [63].

Insgesamt wird deutlich, dass Bilevel-Optimalsteuerproblemen als Problemklasse erst seit weni-
gen Jahren grofere Aufmerksamkeit gewidmet wird. Das in dieser Arbeit vorgestellte Problem
bringt insbesondere mit Blick auf die Werke [§], [26] und [45] einige neue theoretische und prak-
tische Herausforderungen mit und fiigt sich in die Klasse der Bilevel-Optimalsteuerprobleme mit
zu lésendem Optimalsteuerproblem auf der Follower-Ebene ein.
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1.4 Das Bilevel-Optimalsteuerproblem und eine erste Umformulierung

Wir betrachten nun das fiir diese Arbeit zentrale Problem

. 1 2 ok
min FL(y,uL) = §Hy—y5 —l—?Hu

L)

L2
[120)

beil

ul’ e W(ub)

und

a =

ut e UL = {uL(x) e L2(Q) | ul(z) < ul(z) < ul(x) fast diberall in Q},

wobei W(ul) fiir ein fixiertes u” die Losungsmenge des Optimalsteuerproblems

2

VRV Y | PR,
oF Y, =5 Y—Yq 12(9) 9 L2(Q)
bei
—Ay =uf +uf in
y=20 auf I’
und

u e UL = {uF(ac) e L2(Q) | ul'(z) < uf(x) < uf (x) fast diberall in Q}

a =

darstellt.

An dieser Stelle fdllt bereits ins Auge, dass auf der oberen Ebene beziiglich der Variablen bei-
der Ebenen optimiert wird. Darauf wird im néichsten Kapitel weiter eingegangen. Zunéchst folgen
einige Bemerkungen zu den Komponenten des Problems:

Annahme 1.4.1.

Das Gebiet Q < R? ist ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet mit Rand T', wodurch sichergestellt wird, dass
der Rand hinreichende Glattheitseigenschaften besitzt. Sowohl fir die Zielzustinde als auch fir die
gesuchten Steuerungen auf beiden Ebenen gilt yé’,yg,uL,uF € L2(2). Dieser Raum ist insbesondere
fiir die Steuerungen auf beiden Ebenen gut geeignet, da er, anders als beispielsweise die Menge aller
stetigen Funktionen, mit Blick auf Uﬁi und UaLd die notigen Eigenschaften fir die Durchfihrung
eines spdteren Frxistenzbeweises mitbringt. Fiir die Steuerschranken ué,uf,uf und uf aus L*(Q) gilt
ul(z) < uf(z) und ul'(x) < uf'(x) fast dberall auf Q und fiir die Mengen zuldssiger Steuerungen
UL # & und UL, # 5. Schlieflich seien o, o € Ry\{0}.
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Die Dynamik der Losungen der beiden Problemebenen - die im weiteren Verlauf ebenfalls, wenn nicht
anders angemerkt, als Leader- und Follower-Ebene bezeichnet werden - stellt sich genauso dar, wie sie
bereits fiir das Modellproblem in Abschnitt beschrieben wurde. An dieser Stelle wird der Ubersicht
halber (noch) auf Iterationsindizes verzichtet.

Der Leader als Akteur entscheidet sich initial fiir eine zuldssige Steuerung ul e UaLd und {iber-
gibt diese an die Follower-Ebene. Aus der Perspektive des Followers ist die an ihn iibergebene
Steuerung u” eine fixe Funktion, die er als getroffene Entscheidung des Leaders in die Nebenbedinung

—Ay =uF +uf in
y=20 auf I'

mit aufnimmt und anschliekend unter Beriicksichtigung der Erfiillung dieser partiellen Differen-
tialgleichung sowie der Menge U,(f:i eine fiir sich optimale Steuerung ! ermittelt. Diese fiir den
Follower optimale Losung %! miisste streng genommen mit @ (u”) bezeichnet werden, da sie von der
zuvor erhaltenen Losung 4" des Leaders abhingt. Da dieser Umstand aber spitestens jetzt offenbar
geworden ist, wird die Steuerung der Follower-Ebene nur noch mit u" (bzw. @!") bezeichnet - aufer
die ausformulierte Darstellung u® (u”) ist explizit vonnéten.

Aufgrund der Linearitét des Laplace-Operators kann an der Poisson-Gleichung mit homogener
Dirichlet-Randbedingung

—Ay =u* +uF in Q (POrp)
y=20 auf I’

mithilfe des Superpositionsprinzips die Aufteilung von (POrr|) in

—Ayl =l in Q (POy)
yb =0 auf I’
und
—Ayt =t in Q (POr)
yF =0 auf I’

vorgenommen werden, was fiir den Rest der Arbeit von grofem Nutzen sein wird. Schlieflich 1asst sich
die Losung y von (POpg)) mittels der Losungen y* und y* von (POr) bzw. (POg|durch

y=y"+y"

darstellen. Demnach ist y* die Lésung zum Steuerungspaar (u”,uf = 0) und y umgekehrt die
Losung zu (v’ = 0,u’). Fiir detaillierte Informationen rund um das Superpositionsprinzip sei an
dieser Stelle auf [65] verwiesen.
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Die durchgefiihrte Entkopplung der Nebenbedingung auf der Follower-Ebene ertffnet die Mog-
lichkeit, obiges Bilevel-Optimalsteuerproblem in die Form

1 2 ol 2
. L L F Ly ._ *| L  F _ L QL
uI{l,luI}” F*(y~,y",u”) := 2Hy +y Yd L2(Q)+ 2 Hu HLQ(Q)
bei
uf e (ul) (BO)
und

ub e UL = {uL(g:) e L*(Q) ‘ ub(z) < ub(z) < uF(z) fast dberall in Q}

wobei W(u”) fiir ein fixiertes v’ die Losungsmenge des Optimalsteuerproblems

min fF(yL,yF,UF) = 1HyL +yF _yg i £HUFHZ
i 2 2@ 2 @
bei
Ayt —AyF =+ nQ
y" +yf =0 auf T’
und

uf e UL = {uF(w) e L2(Q) | ul' (z) < u®(x) < ul (x) fast dberall in Q}

beschreibt, zu bringen.

Auf der Follower-Ebene konnen natiirlich &quivalent auch zwei voneinander getrennte PDE-
Nebenbedingungen formuliert werden:

min fF(yL,yF,UF) = 1”?f +yf - ?/5 ) + £HUFH;
n 2 2@) 2 @
bei
—Ayl =ur in €, —AyF =oF in ,
yl =0 auf T, =0 auf I (BORP)
und

uf e UL = {uF(ac) e LX) | vl (x) < uf'(x) < uf (x) fast iberall in Q}

a =

Das Problem 1@' wird unter anderem fiir die Existenztheorie in Kapitel 3 eine wichtige Rolle
spielen.

Bemerkung 1.4.2.
Das Tupel (y“,u") aus korrespondiert mit der Variable x* aus der oberen Problemebene in
Abschnitt und (yF,u") analog mit =¥
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Interpretation von

Das Bilevel-Optimalsteuerproblem kann in einem Szenario betrachtet werden, in welchem die
Akteure Leader und Follower einen Aufheizvorgang zu ihren eigenen Gunsten kostenminimal durch-
fithren mochten. Zur Verdeutlichung sei an dieser Stelle die Annahme getroffen dass das Gebiet €2 in
zwei disjunkte, zusammenhingende Gebiete QF und QF aufgeteilt werden kann, so dass Q = QF U QF
und QF N QF = & gilt. Weiter orientiert man sich bei der Betrachtung des Follower-Problems an
und setzt voraus, dass die separierten Zustandsgleichungen auf QF bzw. QF gelost werden:

— Ayt =u* in QF, —Ayt = in QF,

y =0 auf 'Y yF =0 auf I'F

Diese stellen sogenannte homogene Warmeleitungsgleichungen dar. Mann kann sie derart interpretie-
ren, dass die Steuerung u” bzw. u!” als Temperaturquelle im Gebiet Q¥ bzw. QF wirkt und das Innere
des entsprechenden Gebiets in den aufgeheizten Zustand y” bzw. y*” versetzt. Die Bedingungen y* = 0
auf 'Y und y* = 0 auf I'F' bedeuten hierbei, dass die Temperatur auf dem Rand beider Gebiete gleich
Null bleibt. Zur Veranschaulichung kann man sich etwa vorstellen, dass Leader und Follower gemein-
sam nebeneinander vor einem Heizkorper sitzen und jeder sukzessive die Heizung vor sich (mithilfe
der Steuerung u” bzw. u’’) so einstellen mochte, dass in dem Bereich, in dem er sitzt (QF bzw. QF),
eine fiir ihn angenehme Temperatur herrscht. Diese angepeilte Zieltemperatur wird durch yc% bzw. yg
dargestellt. Hierbei hat jeder Akteur einen eigenen Regler, mit dem er seinem Bereich Warme zufiih-
ren kann. Entscheidend ist in diesem Prozess, dass der Leader zuerst entscheiden darf und Wéarme zu
seinen Gunsten flieken ldsst. Hierbei steht ihm allerdings ein begrenztes Energiekontingent zur Ver-
fiigung. Dies wird durch die zu erfiillende Bedingung ul € UZ, deutlich. Der (Tikhonov-)Koeffizient
a® > 0 im Zielfunktional des Leaders kann vor diesem Hintergrund als Kostenfaktor fiir die investierte
Energie interpretiert werden. Gleiches gilt fiir o im Zielfunktional auf der Follower-Ebene. Nachdem
der Leader initial eine Wahl u* € Uafd getroffen hat, darf der Follower schlieklich entscheiden. Auch
er kann wegen uf’ € U?f:l seinem Bereich bzw. Gebiet nur ein begrenztes Malk an Wérme zufithren
und mochte auf diesem Weg in seinem Bereich Q' die Zieltemperatur yg generieren. Zudem fallt
auf, dass in beiden Zielfunktionalen die Summe y~ + 4% auftaucht, was so interpretiert werden kann,
dass in jedem Entscheidungsschritt die bestehende Temperatur in beiden Sitzbereichen beriicksichtig
wird. Das bedeutet, dass bei der Formulierung der jeweiligen Zieltemperatur yﬁ bzw. yg der beiden
Akteure die herrschende Temperatur im Bereich des jeweils anderen Akteurs mit einkalkuliert wird.
Leader und Follower entscheiden unter stetiger Erfiillung der gegebenen Restriktionen, so dass fiir
sie eine bestmogliche Naherung der vorher festgelegten Zieltemperatur erreicht ist. Alternativ kann
der Entscheidungsprozess auch so lange fortgesetzt werden, bis die Zieltemperatur fiir beide Akteure
approximativ erreicht worden ist.
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1.5 Zur Struktur dieser Arbeit

Nachdem im zweiten Kapitel einige fiir diese Arbeit bendtigte mathematische Grundlagen prisentiert
wurden, werden in Kapitel 3 fiir beide Ebenen die Fragen nach Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
diskutiert. Des Weiteren werden fiir das Problem auf der Follower-Ebene Optimalititsbedingungen
hergeleitet. Schlieklich wird die Existenz- und Eindeutigkeitstheorie fiir Bilevel-Optimalteuerprobleme
in einem allgemeineren Setting skizziert und an einem Anwendungsbeispiel illustriert.

Im vierten Kapitel steht die Diskussion von Regularitdtsbedingungen fiir Optimierungsprobleme
in Banachrdumen im Mittelpunkt. Die Erfiillung einer solchen Bedingung fiir eine Losung des
Follower-Problems schafft die Voraussetzungen dafiir, das Problem auf der unteren Ebene durch
seine notwendigen (und ggf. gleichzeitig hinreichenden) Optimalitdtsbedingungen zu ersetzen und so
an ein einstufiges Optimalsteuerproblem zu gelangen, das stattdessen betrachtet und gelost werden
kann. Allerdings wird zuvor gepriift, ob eine solche alternative Betrachtung auch wirklich zuléssig ist
und Losungen des urpspriinglichen und des transformierten Problems miteinander korrespondieren.
Hierbei spielt die Existenz von Lagrange-Multiplikatoren fiir die Nebenbedingungen des Problems auf
der Follower-IEbene eine wichtige Rolle und es wird offenbar, dass eine enge Verwandtschaft zwischen
Bilevel-Optimalsteuerproblemen und Optimierungsproblemen unter Komplementarititsbedingungen -
sogenannten MPCCs (Mathematical Problems with Complementarity Constraints) - in Banachréu-
men besteht. Um spéter numerische Ergebnisse zu realisieren, besteht das Ziel schlieklich darin fiir
das neue Problem Optimalitdtsbedindungen zu formulieren.

In Kapitel 5 wird die zuvor durchgefiihrte Transformation in ein einstufiges Optimalsteuerpro-
blem im Rahmen der MPCC-Theorie in Banachrdumen in den Fokus geriickt. Dazu wird die Frage
nach Regularitit einer Lésung aufgrund der auftretenden Komplementarititsbedingungen neu gestellt
und eine Analysis ihrer Stationaritit durchgefiihrt.

In Kapitel 6 wird schlieklich eine auf die Losungstheorie aus Kapitel 4 zugeschnittene primal-
duale Aktive-Mengen-Strategie hergeleitet und implementiert. Dazu wird das transformierte Problem
aus Kapitel 5 mit der Finite-Elemente-Methode diskretisiert. Die Implementierung wird dokumentiert
und ihre Funktionalitdt durch die Prasentation numerischer Resultate gestiitzt.
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2 Mathematische Grundlagen und
Hilfsresultate

In diesem Abschnitt werden einige fiir diese Arbeit grundlegende Definitionen und Hilfsresultate aus
der Funktionalanalysis und der Optimierung in Banachriumen angegeben. Die in diesem Abschnitt
verwendeten Notationen bleiben, sofern nicht zu Beginn eines Kapitels oder Abschnitts anders
angemerkt, fiir den Rest der Arbeit giiltig. Fiir die Beweise aller in diesem Kapitel angegebenen Sitze,
Lemmata und Korollare sei bereits an dieser Stelle auf [73] und [77] verwiesen.

2.1 Funktionalanalytische Grundlagen

Fiir eine mengenwertige Abbildung ¥ : X 3 ), die Elemente aus dem Banachraum X auf Teilmengen
des Banachraums ) abbildet, definiert man den effektiven Definitionsbereich, den Kern und den Graph
von ¥ durch dom U :={z e X | Y(z) # &}, ker ¥V :={x e X | 0 € U(x)} bzw. gph ¥ := {(z,y) €
X x Y | y € U(x)}. Eine Folge {zr}ren in einem beliebigen Raum X wird fortwiahrend mit {xy}
bezeichnet. I beschreibt die Einheitsmatrix.

Banach- und Hilbert-Raume

Zu einem Banachraum X mit zugehériger Norm | - |x bezeichnen wir seinen dualen Raum mit
L(X,R) = L(X) oder kurz mit X*. Dies ist der Raum aller auf X definierten linearen, stetigen
Funktionale. Das zugehorige sogenannte duale Paar (-;-)xy : &* x X — R bzgl. X wird durch
(x*,xyx = x*[x] bzw. (z*,x) = z*[z] Va* € X* definiert. Wegen der Vollstédndigkeit von R ist
A* immer ein Banachraum. Einen allgemeinen normierten Raum K bezeichnet man als reflexiv,
falls fiir seinen Bidualraum K** = (K*)* wieder K** = I gilt. Fiir zwei lineare, normierte Raume
U und V ist L(U,V) der Raum aller linearen und stetigen Operatoren von U nach V und stellt
ebenfalls einen Banachraum dar. Zu einem Operator A € L(X,)) beschreibt A* € L(Y*, X*) den
adjungierten Operator. Dabei ist jeder lineare Operator genau dann beschrinkt, wenn er stetig ist.
Das Skalarprodukt eines Hilbertraums (H, | - ||5) wird mit (-,-)y bezeichnet. Jeder Hilbertraum ist
reflexiv.

Lebesgue- und Soboloev-Riume

Der Raum aller auf einem Gebiet 2 definierten reellwertigen Funktionen, die beziiglich des Lebesgue-
Mafes zur p-ten Potenz integrierbar sind, wird Lebesgue-Raum genannt und mit LP(€2) bezeichnet.
Ausgestattet mit der Norm

1flee ) = (JQ If(ili)lpdx) bzw.  [flLe(a) = ess Slelglf(fv)l

bilden die Rdume LP(2) bzw. L* () Banachrdume. L*(Q2) stellt den Raum der fast iiberall gleichmé-
Big beschriankten und messbaren Funktionen dar. Das Gebiet 2 soll hierbei stets polygonal berandet
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und konvex sein. Fir p > 1 beschreibt g den zu p konjungierten Index mit 1 + l = 1.

Die Sobolev-Riume W#?(Q) mit k € N und 1 < p < o enthalten alle Funktlonen u € LP(Q), deren
schwache Ableitungen bis zum Grad k in LP(Q) hegen, und sind ausgestattet mit der Norm

<k

Hunk p(Q (J |Da |pd:L'> bzw. Hunk,r/ (Q) = |Hla.X HD UHL’Y
|a|<k

ebenfalls Banachraume.
Im Fall p = 2 sind L?(Q2) und H' = W12(Q) Hilbert-Riume ausgestattet mit dem Skalarprodukt

(f,9) == (f, 92 = JQ fg dx bzw. (u,v) == (u,v) g1 () = JQ uv dx + JQ Vu- Vo dz.

Definition 2.1.1. (Abschluss in W*P(Q))
Unter dem Raum Wéc’p(Q) versteht man den Abschluss der unendlich oft differenzierbaren Funktionen
mit kompaktem Trager CL(Q) in WEP(Q). Als abgeschlossener Unterraum von WHP(Q) kann Wg’p(ﬂ)

ebenfalls mit der Norm | - |yy.p(q) versehen werden. Insbesondere gilt wieder HE(Q) := W§’2(Q). (Der
Fall k =1 ist insbesondere fiir die Lésungstheorie partieller Differentialgleichungen von Bedeutung.)

Satz 2.1.2. (Hélder’sche Ungleichung, allgemeine Version)
FEs sei f € LP(Q) und g € L1(Q) mit 1 < p und g < oo (mit der Konvention %
zueinander konjungierte Exponenten % + % =1 erfiillen. Dann ist fge L'()

INZEE ( | |f|p>;(JQ |g|Q>;

oder kurz | fg] 1) = [ flr@lglLo)-
Der Spezialfall p = ¢ = 2 wird als Cauchy-Schwarz-Ungleichung bezeichnet.

=0), wobei p und q als
und es gilt

Satz 2.1.3. (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung)
Ist Q ein beschrinktes Lipschitzgebiet, so existiert eine nur von  abhdngige Konstante cq, sodass die
Ungleichung

f y? dx < CQJ \Vy|? dz
Q Q

fiir alle y € H3(Q) erfiillt ist.

Korollar 2.1.4. (Stetige Einbettung von LP(Q) nach Li(Q2))
Es seil <p <q<ooundue LP(Q). Dann liegt w auch in LI(Q) und es gilt

Pr—q
|ull Loy < 192 ¢ |u]Le(q)

Fiir p = o0 sei dabei 21 (bez q <) bzw. B =0 (bei g = 00). Man schreibt LP(Q) — L1(Q)

pq

18



Bemerkung 2.1.5.
Obiges Korollar bedeutet

L® < ... [2(Q) — - — LY(Q).

Lebesque-Raume mit héherem Index p sind also im Sinne von Unterrdumen die ,besseren® und besitzen
zudem eine starkere Norm. Wenn man LP(Q2) — L1(QQ) schreibt, sagt man, dass LP(QQ) fir p > q stetig
in LY(QQ) eingebettet ist. Mit Blick auf die Ungleichung in Korollar wird deutlich, dass dies am
endlichen Maf§ von € liegt.

Satz 2.1.6. (Einbettungssdtze fiir Sobolev-Rdume)
Fiir ein beschrinktes Gebiet Q@ < RN mit Lipschitzrand, 1 < p < o0 sowie eine nichtnegative, ganze
Zahl m sind die folgenden Einbettungen definiert und stetig:

(i) Firmp < N: W™P(Q) — L), falls 1 < g < 22

( L
(i) Firmp=N: W™P(Q) — Li(
(i) Fiir mp > N:  W™P(Q) — C().

Q), falls 1 < g < oo,

Definition 2.1.7. (elliptischer Differentialoperator)
Ein Operator A der Form

Ay(z) = = > Di(ai;(z)Djy(x))
i1

heifit elliptischer Differentialoperator. Die Koeffizientenfunktionen a;; von A stammen aus L™(Q)
und gentigen der Symmetriebedingung a;;(x) = aj;(z) in Q sowie mit einem oy > 0 der sogenannten
Bedingung der gleichmdfligen FElliptizitit,

aij(7)&&5 = aolé]?,
1

1=

0,
fiir alle Vektoren & € RN und alle z € Q.

Im néchsten Satz wird der Vollstindigkeit halber noch einmal das Superpositionsprinzip erldutert,
das bereits bei der Trennuung der PDE-Nebenbedingung in Abschnitt angewendet wurde.

Satz 2.1.8. (Superpositionsprinzip)
Es sei D ein linearer Differentialoperator (in den Variablen x1,xo,...,xy,), f1 und fo Funktionen (in
den selben Variablen) und c1 und co beliebige Konstanten.

(i) Falls uy die lineare partielle Differentialgleichung Du = fi und ug die lineare partielle Differen-
tialgleichung Du = fo lost, dann 16st uw = ciuy + coug die lineare partielle Differentialgleichung
Du = c1 f1 +cafa. Losen insbesondere up und ug die gleiche homogene, lineare partielle Differen-
tialgleichung, dann ist auch u = cyuy + coug eine Losung davon.

(i) Falls uy die lineare Randbedingung Dur = fl‘p und ug die lineare Randbedingung Dujr = fg‘r
erfillt, dann erfillt u = ciu1 + coug die lineare Randbedingung Dujr = (c1f1 + caf2)p. Erfiillen
u1 und uy insbesondere die gleiche homogene lineare Randbedingung, so erfillt w = ciuy + coug
diese ebenfalls.
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Zur eindeutigen Lasbarkeit von (POL)) und (POg)

Lemma 2.1.9. (Laz-Milgram)
Es sei (V,| - ||v) ein reeller Hilbertraum und B : V x V — R eine Bilinearform mit den folgenden
FEigenschaften: Es existieren positive Konstanten ag und By, so dass Yv,y € V die Beziehungen

|Bly,v]| < ao-[ylv]vlv (Beschrinktheit)
Bly,y] = o - HyH% (Koerzivitit)

erfillt sind. Dann hat die Variationsformulierung
Bly,v] = F(v) YveV (2.1)
fiir jedes F' € V* genau eine Lésung y € V und es existiert eine von F unabhingige Konstante c, mit

lyllv < ca- [ Flys. (2.2)

An dieser Stelle richten wir den Fokus noch einmal auf die beiden entkoppelten, linearen elliptischen
Differentialgleichungen (PO und (POg)). Thre (eventuell eindeutige) Losbarkeit hat natiirlich

Auswirkungen auf die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung fiir (BO%").

Da gemeinhin nicht erwartet werden kann, dass eine partielle Differentialgleichung immer eine
klassische Losung besitzt, ist zur Beantwortung dieser Frage ein erweiterter Losungsbegriff - die
sogenannte schwache Lésung - entwickelt worden. Nicht selten weisen zu einer partiellen Differential-
gleichung gehorende Parameterfunktionen nicht die benétigten Differenzierbarkeitseigenschaften auf
oder die dem Problem zugrunde liegenden Gebiete (insbesondere in héheren Dimensionen) erfiillen
notwendige geometrische Eigenschaften nicht. Um strukturelle Mangel dieser Art aufzufangen und
gleichzeitig trotzdem Aussagen hinsichtlich Existenz und ggf. Eindeutigkeit einer Losung machen
zu konnen, wird der Losungsbegriff abgeschwécht. Das Konzept hierzu entspringt der Formel der
partiellen Integration und besteht in der Multiplikation der partiellen Differentialgleichung mit einer
sogenannten Testfunktion aus einem zugehorigen Testraum und anschliefsender (partieller) Integration
iiber das Gebiet - in unserem Fall Q) -, wodurch, verkiirzt ausgedriickt, die Differentiationsanforde-
rungen an die nun gesuchte, schwache Losung im Vergleich zu denen an eine klassische durch die
Produktbildung mit einer geeigneten Testfunktion im Zuge der partiellen Integration reduziert wird.
Dieser Raum der Testfunktionen ist iiblicherweise der Raum C{(€2), da seine Elemente mit Blick
auf die Anforderungen an eine klassische Losung - im Fall der beiden PDEs aus jeweils
y € C*Q) n C(Q) - die ndtigen Glattheitseigenschaften aufweisen. Die Abschliefung von C§°(Q) liegt
des Weiteren dicht in HZ (), wobei Hg(Q) fiir die betrachteten partiellen Differentialgleichungen mit
homogenen Randdaten ein zudem sinnvoller Testraum ist. Fiir eine umfangreiche Einfiihrung der
schwachen Lésungstheorie iiber elliptische partielle Differentialgleichungen hinaus lohnt ein Blick in
[44] und [73].

Im Folgenden wird demnach mittels Betrachtung der schwachen oder auch sogenannten varia-
tionellen Formulierung die Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung gepriift. Dieses Vorgehen
beschreiben wir exemplarisch fiir die partielle Differentialgleichung (POy)),

— Ayt =t in Q
y¥ =0 auf I'.
Das Vorgehen fiir ,
—AyF = oF in Q
yF =0 auf I,
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ist komplett analog.

Multiplikation von (POy)) mit einer beliebigen aber festen Testfunktion v € H}(2) und partiel-
le Integration {iber 2 unter Beriicksichtigung verschwindender Randintegrale liefert folgende

Definition 2.1.10.
Ein y € H}(Q) wird schwache Lésung von genannt, wenn die schwache Formulierung bzw.
Variationsformulierung

J vyl Vo dx = J ub v da Yve HY(Q) (2.3)
Q Q

erfillt ist.

Die linke Seite in (2.3) entspricht der Bilinearform B im Lemma von Lax-Milgram, die rechte Seite
dem Funktional F'. Die Koerzivitdtsbedingung wird manchmal auch als V-Elliptizitdt bezeichnet.

Die (eindeutige) Losbarkeit linearer elliptischer partieller Differentialgleichungen (mit homoge-
nen Randbedingungen) kann auf das Lemma von Lax-Milgram zuriickgefiithrt werden:

Satz 2.1.11.
Auf einem beschriankten Lipschitz-Gebiet Q besitzt fiir jedes u” € L*(Q) genau eine schwache
Losung y* e H}(Q) und es existiert eine von ul unabhingige Konstante cr,, so dass

HyLHHé(Q) scrL: HULHLQ(Q) (2.4)
gilt.

Bemerkung 2.1.12.
Mit der Normierung

e T

kann der Beweis komplett fiir V = H} () durchgefiihrt werden. Alterntiv aber auch fir V = H(),
da H}(Q) ein Teilraum von H(Q) ist, was im Beweis in Klammern parallel skizziert wird.

Beweis. Das Lemma, von Lax-Milgram soll zur Verifizierung der Aussage angewendet werden. Dazu
muss gezeigt werden, dass die Bilinearform B[y”,v] = §, Vy“Vuv dz die ndtigen Voraussetzungen in
V = H}(Q) erfiillt. Die Beschriinktheit der Bilinearform ergibt sich mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung (mit ag = 1):

[NIE

‘B[yL,v]‘ = J vyt - Vv dz
0

%
2
(7)o leligen

©s0) ( f v dx)
Q
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(J vy dx); : (L Vol dx)é
< (JQ (") + |yt dx> : (JQ 0?4 |vf? clgc>é

= "] i oy 1011 (@) mit o = 1>.

(V = HY(Q): ‘B[yL v

J Vyl - Vo dac

Die Koerzivitit (bzw. V-Elliptizitiit) der Bilinearform folgt im Grunde direkt aus der H}(Q)-Norm
(mit 50 = 1):

L L L L L2 L2
Bly",y"] = LV@/ -Vy~ dx = LW?J " dz = [y" 10
( Fiir V = H'(Q) folgt die Koerzivitit mittels der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung:

B[yL,yL] = J ‘VyL‘Q dr = ;J ‘VyL‘Q dx —i—ij ‘VyL‘Z dx
Q

PFU L. 1
f V" [* do + 5 (yL)2 dz > 5 min (L g) '\yL‘Hl(Q))
R
=Bo

Damit sind die Voraussetzungen der Bilinearform aus dem Lemma von Lax-Milgram fiir V = H} ()
erfiillt die Beschranktheit (bzw. Stetigkeit) des Funktionals F' aus dem Lemma erh&lt man mit Hilfe
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung:

(PFU)

<" ca - [ub] 2y 0] o)

(S
|F(v)| = ‘(uL U)LQ(Q)‘ = ‘J utv dx

(i PP P

Fiir V = H'(Q) werden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und die lineare sowie stetige Einbettung

von H'(Q) in L%(Q) ausgenutzt:

(csv

) < oo |v|H1<Q>)

| F'( |—‘(u vLQQ‘—‘fuvdx

Damit gilt F' € V* mit |F|yx < c- HuLHLQ(Q) (mit ¢ = cqv]|g1(q))- Setzt man dieses Resultat jetzt in
die Abschitzung (2.2)) aus dem Lax-Milgram-Lemma ein, so folgt

HyLHH(}(Q) <o |Flyx <cr- H“LHLQ(Qy

womit auch (2.4) bewiesen ist.
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Bemerkung 2.1.13.
Die Benutzung von V = HZ(Q) anstelle von H(Q) ist zulissig, da 1Yl 3 () = $o |Vy|* dz tatsichlich

eine Norm in H&(Q) ist. Das kann leicht durch Ankniipfen an die letzte Zeile der Abschdtzung fiir die
Koerzivitit im Fall V = H'(Q) eingesehen werden.:

1 . 1 1 . 1 2 1 . 1 2
3 min (1, a) . HyLHHl(Q) = imln (1, —) . JQ (yL) dx + §m1n (1, £> . JQ ‘VyL‘ dx

CcQ
> 1mln (1, i) J |VyL| dx
CQ Q
1 . 1 1 . 1
= 5 min (1, 5) L Yy dz < S min (1, a) Ny ey < L 9y de =y 0

Division durch 1min <1, i) liefert
2 co
1 HyLHHg(Q) = HyLHHl(Q) s C2- HyLHHé(Q)

1
% min (1, %)
Die partielle Differentialgleichung mit homogener Dirichlet-Randbedingung (POx)) besitzt also (genau
wie (POg)) fiir jedes vorgegebene u* € L2(Q) (bzw. uf € L%(Q)) eine eindeutige Losung. Die
nachgewiesene Abschitzung am FEnde des Beweises von Satz [2.1.11] wird im néchsten Korollar in der
Bezeichnungsweise des Lax-Milgram-Lemmas noch einmal aufgegriffen, da sie, wie wir im Anschluss

sehen werden, noch aus einem anderen Grund wichtige Informationen fiir das weitere Vorgehen in
diesem Kapitel bereit halt.

mitci =1 und cg =

Korollar 2.1.14.
Die eindeutig existierende Lisung der variationellen Formulierung erfillt

1
lylv < %HFHV*'

Beweis. Einsetzen von y in die variationelle Formulierung
Bly,v] = F(v) YveV
liefert

Bo - lyl% < Bly,yl = F(y) < |Flvsylv-

Division durch Sy - |y|y ergibt

1
lylly < %HFHV*
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Bemerkung 2.1.15.

Formal wird die stetige Abhdngigkeit der Lésung y der variationellen Formulierung von den gegebenen
Daten F durch obiges Korollar noch einmal deutlich: Der Lésungsoperator G : V* — V, der ein
vorgegebenes F' € V* auf die Losung y der Biliniearform Bly,v] = F(v) Yv € V abbildet, ist linear und
stetig. Insbesondere gilt also

Pl

IGEY < =5

Schwache Konvergenz und Stetigkeit in Banachraumen

Definition 2.1.16. (Unter- und Oberhalbstetigkeit in Banachriumen)
FEs sei f: M — (—o0,00] eine Abbildung von einer abgeschlossenen, konvexen Menge M mit M < X
in einen Banachraum X. Man betrachte fiir beliebiges t € R die Mengen

L= f’l((—oo,t]> —{zeM| f(x) <t} und U, = f’l([t,oo)) —{ze M| f(z) > t}.

Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Die Abbildung f : M — (—o0, 0] heifit halbstetig von unten dann und nur dann, wenn die Menge
L, fiir alle t € R abgeschlossen ist.

(i1) Die Abbildung f : M — (—o0, ] heifit halbstetig von oben dann und nur dann, wenn die Menge
Uy fiir olle t € R abgeschlossen ist. Alternativ wird die Abbildung f genau dann halbstetig von
oben genannt, wenn —f halbstetig von unten ist.

Definition 2.1.17. (Schwache Konvergenz)
FEs sei X ein reeller Banachraum. Eine Folge von Elementen {x,} aus X heifit schwach konvergent,
wenn fiir alle Funktionale f € X* ein Element x € X existiert, so dass

f(wn) = f(z)  fir n— o,

gilt. Man schreibt dann x, — x.

Definition 2.1.18. (Schwache Unter- und Oberhalbstetigkeit in Banachrdumen)
Ein Funktional f : X — R in einem Banachraum X heiffit schwach unterhalbstetig, falls fiir eine
schwach konvergente Folge {x,}

flan) e = fla)<c (& limiof f(zn) > f(2))

gilt. Umgekehrt heiffit f schwach oberhalbstetig, falls —f unterhalbstetig ist, also mit einer schwach
konvergenten Folge {x,}

—flzp) <ec = —f@)<c ( < limsup f(z,) < f(z))

n—ao

gilt.
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Definition 2.1.19. (Stetigkeit zwischen Banachriumen)

Man definiere die Menge Ne(f(z)) = {f(a) € R | ||f(a) — f(z)| < €}. Bine Abbildung f : X — Y
zwischen zwei Banachriumen X und Y ist stetig in & genau dann, wenn fir jedes € > 0 ein § > 0
existiert, so dass mit § = f(&) die Inklusion Ns(2) < f~1(N(9)) giltig ist. f ist genau dann stetig,
wenn es in jedem Punkt x € X stetig ist. Alternativ ist f stetig in & € X genau dann, wenn fir jede
Folge {x:} in X mit vy > & auch f(xy) — f(z) gilt.

Definition 2.1.20. (Schwache Folgenstetigkeit)

Eine Abbildung F : X — Y zwischen zwei reellen Banachrdumen X und Y heifit schwach folgenstetig,
wenn aus der schwachen Konvergenz einer beliebigen Folge {x,,} von Elementen aus X mit Grenzwert
x i X folgt, dass die zugehorige Bildfolge {F(:cn)} ebenfalls schwach gegen F(x) in Y konvergiert,
was

Ty o> x = F(z,) — F(z) fir z—> o

(und f(F(zy)) — f(F(z)) fir n — oo fir alle Funktionale f € V) bedeutet.

Definition 2.1.21. (Schwache Folgenabgeschlossenheit)
M sei eine Teilmenge eines reellen Banachraums X. M heifit schwach folgenabgeschlossen, wenn fiir
jede schwach konvergente Folge {x,,} mit x,, € M auch thr schwacher Grenzwert wieder in M liegt:

Tp, —x = x€M.

Definition 2.1.22. (Relativ schwache Folgenkompaktheit)

M sei wieder eine Teilmenge eines reellen Banachraums X. M heifit relativ schwach folgenkompakt,
wenn aus jeder Folge {x,} in M eine schwach konvergente Teilfolge {xy,} mit Grenzwert in X ausge-
wdhlt werden kann, d.h.

Vi{zpte M 3 {z,} mit z, =z und xze€X fir k— .

Definition 2.1.23. (Schwache Folgenkompaktheit)
Jede relativ schwach folgenkompakte Menge, die auferdem schwach folgenabgeschlossen ist, heifit
schwach folgenkompakt.

Konvexitidtsbegriffe

Definition 2.1.24. ((strik:te) Konvexitit fiur Funktionale und Mengen auf Banachriumen

)

(i) Ein Funktional f im rellen Banachraum X heifit konvez, falls
fz+ (1 —-t)y) <t-flx)+(1—1t) f(y) Ve,ye X Vte (0,1)

gilt. Das Funktional wird strikt konvex genannt, falls in der Ungleichung < durch < ersetzt werden
kann.

(ii) FEine Teilmenge M — X heifit konvez, wenn fir zwei beliebige Elemente x,y € M gilt, dass auch
die Konvezkombination tx + (1 —t)y Vt € (0,1) zu M gehort.
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Definition 2.1.25. (—K-Konvezitdt)
F . X — Y sei eine stetige, Fréchet-differenzierbare Abbildung zwischen Banachrdumen X und ),
K € Y ein nichtleerer, abgeschlossener, konvexer Kegel. Die Abbildung F heiffit — K -konvez, falls gilt:

FOz+(1=Ay) —AF(z)— (1-NF(y)e K  Va,ye X VAaelo,1].

2.2 Hilfsresultate fiir Existenz und Eindeutigkeit

Fiir die Existenz- und Eindeutigkeitstheorie fiir in Kapitel 3 werden im kommenden Abschnitt
noch einige zentrale Resultate aus der Funktionalanalysis geordnet prisentiert. Auf diese Weise kann
die Analyse in diesem Kapitel sauberer durchgefiihrt werden.

Satz 2.2.1.
Sei X ein Banachraum und V € X eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge. Ist dann {x,} eine
schwach konvergente Folge in V mit x,, — x, so gilt t e V.

Satz 2.2.2.
Jeder lineare Operator A : X — Y ist schwach folgenstetig.

Beweis. Zu zeigen ist, dass aus x, — z folgt, dass Ax, — Az gilt, was f(Ax,) — f(Azx) fir
alle f € V* bedeutet. Fiir ein fixiertes f € Y* ist das (zusammengesetzte) Funktional F', definiert
durch F(z) := f(Ax), linear und stetig auf X und demnach ein Element aus X*. Aus der schwachen
Konvergenz der Folge {z,} folgt dann F(x,) — F(x). Aus der Konstruktion von F folgt f(Az,) —
f(Az) und aus der Beliebigkeit von f schlieklich Ax,, — Ax.

O

Satz 2.2.3.
Jede beschrankte Teilmenge eines reflexiven Banachraums ist relativ schwach folgenkompakt.

Satz 2.2.4.
Jede konvexe und abgeschlossene Menge eines Banachraums ist schwach folgenabgeschlossen. Ist der
Raum reflexiv und die Menge zusdtzlich beschrankt, dann ist sie schwach folgenkompakt.

Die nidchsten drei Sétze werden fiir den Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis einer Losung fiir die
Follower-Ebene eine entscheidende Rolle spielen.

Satz 2.2.5.
FEs sei f: M — (—0,00] eine Abbildung von einer abgeschlossenen, konvexen Menge M mit M < X
in einem Banachraum X .

(i) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Uy = f1([t,0)) = {ze M | f(z) >t} ist fir jedes t € R abgeschlossen.

(6)f 1 ((—o0,t)) = [U]° ist fiir jedes t € R offen.

(c) Fir jedes x € M gilt: Falls eine Folge {x,} in M gegen x konvergiert, dann existiert
fiir jedes € > 0 ein N, so dass fir alle n > N die Ungleichung f(x) > f(x,) — € gilt.
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(ii) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Ly = f~H((—o0,t]) = {x € M | f(z) <t} ist fiir jedes t € R abgeshlossen.

(b)f 1 ((t,00)) = [L¢]° ist fiir jedes t € R offen.

(¢) Fiir jedes x € M gilt: Falls eine Folge {x,} in M gegen x konvergiert, dann existiert
fiir jedes € > 0 ein N, so dass fir alle n > N die Ungleichung f(x) < f(x,) + € gilt.

Beweis. Bewiesen werden nur die Aquivalenzen der Aussagen (a) — (c) unter Punkt (i). Der Beweis
fiir die Aussagen unter (i) lduft komplett analog.

e (i)(a) = (i)(b): Da U; genau dann abgeschlossen ist, wenn [U;]¢ offen ist, folgt die Aussage
unmittelbar.

e (i)(b) = (i)(c): Man beginnt mit der Gegenannahme, dass es ein x € M und eine Folge {z,} in
M gibt, die gegen x konvergiert, so dass fiir ein € > 0 unendlich viele n mit f(x) < f(x,) — ¢
existieren. Wéhle ein t € (f(x), f(x) + €). Dann existieren unendlich viele n mit x,, € U;. Diese
T, bilden eine Folge in U, die gegen z konvergiert. Jedoch gilt x ¢ U,;. Damit ist U; nicht
abgeschlossen und [U;]¢ folglich nicht offen.

e (i)(c) = (i)(a): Man wihle ein t € R. Bei U; = ¢ ist nichts weiter zu tun. Anderenfalls wéhle

eine konvergente Folge {z,} in U; mit x = lim x,. Gezeigt werden muss = € U;. Nach (i)(c)
n—o0

existiert fiir jedes € > 0 ein N, sodass fiir alle n > N
fl@) > flan) —¢

gilt. Wegen z,, € U und f(x,,) >t folgt f(x) >t —e. Da dies fiir beliebiges € > 0 gelten muss,
folgt f(x) > t, was x € Uy impliziert.

O

Satz 2.2.6.
Die Abbildung f : M — [—o0,0] mit M € X in einem Banachraum X ist stetig genau dann, wenn
ste sowohl von unten als auch von oben halbstetig ist.

Beweis. Die jeweilige Existenz des Index N in den Aussagen (i)(c) und (ii)(c) aus Satz ist
dquivalent dazu, dass zu jeder gegen x konvergenten Folge {x,} fiir jedes ¢ > 0 ein N’ existiert, so
dass fiir alle n > N’

flan) € Ne(f(@)) = {f(a) eR [ | f(a) = f(2)] <&}

gilt und f(x,) folglich gegen f(z) konvergiert. Damit ist f nach Definition [2.1.19|stetig.
O

Satz 2.2.7.
Fs sei F': M — [—o0,0] in einem Banachraum X mit M < X und man betrachte die folgenden
Aussagen:

(i) F ist unterhalbstetig auf M.
(i) F ist folgenhalbstetig von unten auf M.

(iii) F ist schwach unterhalbstetig auf M.
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Dann gilt:
1. Die Aussagen (i) und (ii) sind dquivalent.

2. Falls M abgeschlossen und konver und F konvex ist, so sind die Aussagen (i),(ii) und (i)
paarweise dquivalent.

Bewezts.
Zu 1:

(1) = (it) : Falls F nicht folgenhalbstetig von unten in wu ist, so existiert eine Folge {u,}
in M mit u, — w und F(u) > lim F(u,). Dann existieren weiter Zahlen r und ng, sodass
n—aoo

F(u) > r = F(u,) Vn > ng gilt. Dies steht allerdings im Widerspruch zur relativen Abgeschlossenheit
von My ={xe M | f(x) <t} bzgl. M.

(11) = (i) : Aus u, € M, fiir alle n € Nund u,, — u fiir n — oo folgt, dass F/(u) < liminf, o F(u,) <r
und damit u € M, gilt.

Zu 2:
(1) = (ii) : My < M ist jetzt konvex und abgeschlossen und damit schwach abgeschlossen,

was fir u, — u (n — ) bei u, € M; immer u € M; bedeutet. Falls F' nicht schwach unterhalbstetig
fiir beliebiges u ist, so folgt fir die schwach gegen u kovergente Folge {u,}, dass F(u) > lingo F(uy)
n—

gilt, und es existieren ein r und ein ng, sodass

gilt, was im Widerspruch zur schwachen Folgenabgeschlossenheit von M; steht.

(19i1) = (i) : Umgekehrt gilt durch die schwache Unterhalbstetigkeit von F' zusammen mit der
Abgeschlossenheit und Konvexitdt von M die Unterhalbstetigkeit von F' auf M. Fiir jede schwach
konvergente Folge {u,} mit u, € M; fir alle n € N und u,, — u fiir n — o gilt ndmlich

liminf f(uy) = f(u),

n—aoo
wodurch in Verbindung mit der schwachen Folgenabgeschlossenheit von M
My={zxe M| f(z) <t}

fiir alle ¢t abgeschlossen ist.
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3 Existenz- und Eindeutigkeitsresultate zu
(BO)

3.1 Existenztheorie der Follower-Ebene

In diesem Abschnitt widmen wir uns der Frage, ob es fiir die untere Ebene von als separat
betrachtetes Optimalsteuerproblem stets eine Lisung gibt und diese dariiber hinaus moglicherweise
sogar eindeutig ist. Betrachtet wird im Folgenden also

1 2 al’ 2
. fF L F Py . _ L F_F — |
xg}wn ffly-y u’) = 2Hy ty Yd LQ(Q)JF 9 H“ HLz(Q)
bei
—Ayl =t in €, —Ayf" = uf in Q,
y* =0 auf T, y' =0 auf I’ (BOE)
und

a

uf e UL = {uF(x) e L2(Q) | ul'(z) < uf(x) < uf (x) fast diberall in Q}

Vor dem Hintergrund der nachgewiesenen eindeutigen Losbarkeit von (POp)) und (POp) in Satz[2.1.11

wird der eindeutige Losungsoperator
S L2(Q) — LQ(Q), ul yL(uL),

- im Rahmen von Optimalsteuerproblemen haufig auch als Steuerungs-Zustands-Operator bezeichnet -
definiert. Doch wieso kann hier L?(§2) als Bild- und Urbildraum verwendet werden? Der Raum H!(2)
und damit auch sein Teilraum H{(Q) sind, wie bereits angemerkt, wegen |y|12(q) < [yl g1 (o) linear
und stetig (und unter stérkeren Voraussetzungen nach einem Satz von Rellich sogar kompakt, vgl.
[34] und [43]) in L?(Q2) eingebettet. G kann deswegen altenativ auch als linearer und stetiger Operator
mit Bild in L?(2) aufgefasst werden. Genauer entspricht der oben definierte Operator S also nicht
unmittelbar G, sondern EyG, wobei Ey : HY(Q) — L?(Q) als Einbettungsoperator jeder Funktion
y € Y = HY(Q) die gleiche Funktion in L?(Q2) zuordnet. Ey ist linear und stetig und da H} ()
Teilraum von H'(f2) ist und ihre Normen dquivalent sind, bettet Ey auch H}(2) in L*(Q) ein. Die
Benutzung von L?(2) anstelle von Hg(Q) als Bildraum hat zudem den Vorteil, dass der adjungierte
Operator S*, der spéter beim Differenzieren der Zielfunktionale auf beiden Ebenen auftritt, wieder
im Raum L?(Q2) wirkt. Dies liegt daran, dass L?(Q2) aufgrund der Definition der konjungierten
Exponenten p und ¢ durch % + % = 1 sein eigener Dualraum ist (LP(-)* = L9(-) fiir 1 < p < o).

Da (POg) die gleiche Struktur wie (POy)) besitzt, stellt
S LAQ) > L2Q), uF e yF (),
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mit der gleichen Motivation den linearen und stetigen Steuerungs-Zustands-Operator (bzw. Losungs-
operator) dar.

Vor diesem Hintergrund kann das Optimalsteuerproblem auf der Follower-Ebene jetzt in ein
quadratisches Optimierungsproblem im (reflexiven) Hilbertraum L?(Q) umgeschrieben werden.
Zusammen mit dem Superpositionsprinzip und dem soeben definierten Lésungsoperator S koénnen
die Losungen der beiden partiellen Differentialgleichungen direkt in das (um y% und y%) reduzierte
Zielfunktional integriert werden:

2 F
min (") = HSu +su” —yf| L+ e e, (BOged)

L(Q)

bei
uF e Uad = {uF(x) € L2(Q) ‘ uf(az) < uF( )<u ( ) fast diberall in Q}

Die Differenz Sul — yg im ersten Summanden der Zielfunktion stellt hierbei aus der Perspektive des
Followers nach wie vor eine fixierte Funktion aus L?(Q) dar. Um eine Aussage beziiglich Existenz und
Eindeutigkeit einer Losung des Problems (BO}') machen zu kénnen, schaut man sich zuletzt die
Zielfunktion fF(uf") und die Menge der fiir den Follower zulissigen Steuerungen U, ad AN

Lemma 3.1.1.
Die Zielfunktion f¥(uf") ist konvex (im Fall of' > 0 sogar strikt konvez) und die Menge der fiir den
Follower zuldssigen Steuerungen Uﬂi ist eine beschrinkte, abgeschlossene und konvexe Teilmenge des

L2(9).
Bewezs.

e Fiir alle ¢t € (0, 1) gilt zunéchst in einem Hilbertraum ¢
[t + (1 = t)olZ = 2 [ully + 261 = ) (u, v} + (1= 8)*[o],
— tul + (1= ol — (¢ — )ul + 2601 — ), v
~ (-0 - A=l
=t—12
= tlulz + (1 = Dolz — (¢ = ) u - vl

Wegen t? < t folgt weiter

[tu+ (1 =)ol < tlulf + (1= t)]v]Z,

was bedeutet, dass || - | konvex ist, wodurch gezeigt ist, dass beide Summanden von f¥" konvex
sind. Deswegen gilt weiter

F r? af't 2
Pt (1 t)o Hs )+ Sl =yl o+ 5 Tl
_ 2 af'(1-1t)
- Ly _F SN2
s |sE) + seh —uf] L, + 5l

=t [T+ 1 =1 ().
Die strikte Konvexitit folgt aus der Tatsache, dass fiir u # v sogar gilt:

[tu+ (1 =)ol < tlulf + 1 =)oz
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e Dass UL eine beschriinkte Teilmenge des L?(f2) ist, sieht man leicht ein: Fiir alle u” € UL} gilt
HUFHLQ(Q) < HufHLQ(Q) + HufHLQ(Q), was bedeutet, dass U;E beschrankt ist.

e Die Konvexitit sieht man wie folgt ein: Fiir beliebige u,v € UL und t € [0, 1] gilt
ul =tul + (1 = t)ul <tu+ (1 -t <tuf + (1 —t)uf =uf,

woraus tu + (1 — t)v € UL, fiir beliebige u,v € UL} mit t € [0, 1] folgt.

e Die Abgeschlossenheit kann indirekt gezeigt werden: Angenommen {ul} < UL ist eine kon-
vergente Folge mit Grenzelement uf ¢ U;f:i' Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit wird weiter
angenommen, dass die Einhaltung der Beschrinkung ul < uf" verletzt ist. Dann existiert eine
Menge M < Q, die positives Ma® hat, so dass uf” < u!” fast iiberall in M gilt. Es folgt

0< (uF—uaF,l)LQ(M) 211121(}0 (uF—uaF,l)LQ(M) <0,
<0

was ein Widerspruch ist. Damit folgt u e U;g und die Abgeschlossenheit von U,f:i.

O

Definition 3.1.2. (optimale Steuerung)
Eine Steuerung u'" € UL, = {uF(ac) e L2(Q) ‘ ul' (z) < uf(x) < uf (x) fast dberall in Q} wird optimale

Steuerung und y* = y(al") zugehériger optimaler Zustand genannt, wenn fir das Zielfunktional
fE@E, oyt ulf") die Relation

AR gt ah) < fFyRyt o) vaul e UL mit ¢t = y(uh)
gilt.

Mit den prisentierten Resultaten sind wir nun in der Lage einen Existenzsatz fiir 1} zZu
formulieren und zu beweisen.

Satz 3.1.3. (Existenzsatz fiir Follower)

Die Menge zuldssiger Steuerungen U(le set nichtleer. Dann hat das Problem fiir jedes fixierte

ul € L2(Q) eine optimale und eindeutige Losung u” .

Beweis. Da fF (uF ) > 0 fiir alle uf" € Ual”;l gilt, kann man schliefen, dass das Infimum

jr= inf fF(u")

Fep/F
ut" €Uy

existiert. Demnach existiert eine Infimalfolge {uf } € UL mit fF (uﬁ ) — j fiir n - c0. Da U, nach

Lemma [3.1.1] eine beschréinkte Teilmenge eines reflexiven Banachraums ist, ist sie nach Satz [2.2.3|
insbesondere schwach folgenkompakt, was

zu{uﬁ}eU;g 3 {ufjk} mit u,, —aeQF fir k— oo
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bedeutet. Da die Menge Uaﬁ; nach Lemma des Weiteren konvex und abgeschlossen ist, ist sie nach
Satz[2.2.4 schwach folgenabgeschlossen, was fiir den obigen Grenzwert @ der Teilfolge {uﬁk} schlieflich

u € Ua% bedeutet. Relativ schwache Folgenkompaktheit und schwache Folgenabgeschlossenheit liefern
nach Definition und Satz schwache Folgenkompaktheit. Da das Zielfunktional ff nach
Lemma [3.1.1 konvex und der Lésungsoperator S nach Korollar und der darauffolgenden Bemer-
kung stetig ist, ist f selbst ebenfalls stetig. Zusammen mit den Resultaten aus Satz und Satz
folgt die schwache Unterhalbstetigkeit von f, was bedeutet, dass fiir die schwach konvergente

Folge {uF } mit Grenzwert in UL

ng

{ufk} mit up,, — U = li}giorgf fF(uf;) > fF(ﬂF)

gilt. Da j das existierende Infimum sein soll und @’ in U;:i liegt und nicht kleiner als j werden kann,
muss j = fF (ﬂF ) gelten. Damit ist @/ eine optimale Steuerung.

Weiter ist f¥ nach Lemma strikt konvex. Die Eindeutigkeit von @ im Fall strikter Konvexitit
von f¥ wird durch eine Widerspruchsannahme deutlich: Falls %" € U;:i eine weitere globale Losung
mit @f # o ist, so gilt mit der strikten Konvexitit von f¥ fiir beliebiges t € (0, 1)

PR 4 (=057 < (@) + (1077 (@) = 1+ (-0 =

Auf diese Weise wiirde beispielsweise der Wert % (QF +ot ) auf der linken Seite als Konvexkombination in
U;f:1 liegen (aufgrund der Konvexitdt von Ual”;l ) und einen kleineren Funktionswert als j liefern, welches
das Infimum beschreibt. Das fithrt zu einem Widerspruch, womit die Eindeutigkeit der optimalen
Steuerung bei strikter Konvexitit des Zielfunktionals gezeigt ist.

O

3.2 Ein Optimalitatssystem fiir die Follower-Ebene

Das Optimalitétssystem wird hier mithilfe der formalen Lagrange-Technik bestimmt (vgl. [73], Kapitel
6). Es gibt allerdings noch andere Wege (siehe bspw. [73]). Wir werden uns an der Struktur des
Problems aus Abschnitt orientieren. Zunichst wird der sogenannte adjungierte Zustand
zum Follower-Problem hergeleitet. Dazu werden die beiden PDE-Nebenbedingungen als
Erstes (mittels Anwendung des Superpositionsprinzips) wieder zusammengefiigt:

min fF( L F uF) — 1” Ly oF _ o F 2 +£HUFH2
uF v,y o, . 2 ) Yy yd LQ(Q) 2 LQ(Q)
bei
Ayt — AyF = + o in
yl +4f =0 auf T (BOF)
und

uf e UL = {uF(x) e L2(Q) | ul (z) < u” (x) < ul (x) fast dberall in Q}

a

32



3.2.1 Lagrange-Funktion und Variationsungleichung
Zu einer optimalen Steuerung @/ und einem zugehorigen optimalen Zustand 7' ist die Lagrange-
Funktion 2 : H}(Q) x L2(Q) x H}(Q) — R zum Problem (BOg) definiert als
FoaF pF F( L -F -F L F_ L __ -F _F
28 ("t ") = Pt al) - (= Ayt - AT = et —at Bl g

v, F F|?
B 2Hy TV~ L2(Q)

—[—JAprFdx JApr dx — f dex—JquFdx].
Q Q

Partielle Integration liefert

OéF _ 2
+7H“FHL2(Q)

F

y+y ~ Y4

2 af 2

J o, 5 pt ds —i—f vyt vpl dx — JQ utpt de — JQ at'pt d:n]

2

L, -F F

= - + —
2 Hy LR LY PP

+ ) SR T R
5 8 ooy = | V" Vi Vit

+J ulpt da:—i—J af'pt da.
Q Q

p’ wird (auch) als Lagrange-Multiplikator bezeichnet (siche Abschnitt [4.3)). Die Herleitung der schwa-
chen Formulierung der adjungierten Gleichung erfolgt iiber Multlphkatlon von D FDE/ﬂF ( gt al’, pt’ )
mit einer beliebigen Testfunktion v € HE(Q):

= (yL+ﬂF—957”)L2(Q) _D§F<LﬂFaVﬁF ds —JQ@FAﬁF> -
—_—

=0

= (v" + 7" — i v) 2 + (A7, 0) 120

=f (yL—irij—yg)-vdx—i—J AP vdr =0  Yve HYQ).
Q Q
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Aufgrund der Beliebigkeit von v folgt aus obiger schwacher Formulierung fiir alle Tupel (y
schliefslich das Problem

Fqu)

—Apt =yt gt —yF nQ, <« pf= S*(SUL + Sal’ — y(};) in Q, (3.1)
F_ auf T, pf'=0 auf T,

dessen Losung den adjungierten Zustand pf zur Losung gF(ﬂF) darstellt. S* stellt den zu S
adjungierten Losungsoperator dar. An dieser Stelle sei noch einmal betont, dass sowohl yg als auch y”
in diesem Kontext fixe Funktionen sind. Die rechte Seite ist aus L?(0), da yJ € L?(Q) vorausgesetzt
wurde und yr, y* € Y = HY(Q) — L2(Q) gilt. Nach Satz [2.1.11] m 1| besitzt obiges Problem genau eine
Losung pf' € HL(Q).

Auf dem gleichen Weg kann die Nebenbedingung u!” € UL durch Differenzieren der Lagrange-
funktion 2 nach u! ’verarbeitet’ werden. Das Resultat ist eine Variationsungleichung, deren
Erfiillung eine sowohl notwendige als auch hinreichende Optimalititsbedingung ist. @ sei im Folgen-

den eine Losung von (BOF|):

>0

D- FgF( F F’pF)( F fLF) F(uF’uF . aF)LQ( Q) (pF uF aF)LZ(Q) >

(:)J ot +p )(F—BF)deO vul e UL

Dies motiviert

Satz 3.2.1.

Zu einer optimalen Steuwerung a*" von und einem zugehérigen optimalen Zustand §* existiert
genau eine schwache Losung p* von , so dass die Variationsungleichung

JQ (p" () + oFa" (z)) (uf () — @"(z)) dz =0 vul" e UL, (3.2)

erfillt ist. Umgekehrt ist jedes u'" e Uﬂl optimal, das mit dem zugehorigen optimalen Zustand
gt =gt (ﬂF) und der Lisung p* von der Variationsungleichung geniigt.

Bemerkung 3.2.2.
Die Umkehrung der Aussage im zweiten Teil des Satzes ist wegen der Konvezitit von fF giiltig.
Eine Steuerung u® ist also genau dann Losung von , wenn sie zusammen mit y* und pt das
Optimalitdtssystem

Ayt — AyF =l + o n §, —Apt =yl +4F — yf in Q,
yL 4y =0 auf ', pF'=0 auf T,
(3.3)
(p + aFuF U — uF)

LQ(Q) >0 Yu € Uad7

uf e UL, = { F(z)e LX) ‘ ul'(z) < u¥(z) <uf(z) fast diberall in Q}

erfillt.
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3.2.2 Punktweise Diskussion der Variationsungleichung und die Projektionsgleichung

Die Variationsungleichung (3.2) kann in die Form

JQ (ﬁF + aFaF)aF dx < JQ (ﬁF + aFﬂF)uF dx vul" e UL

bzw.

umgeschrieben werden. Mithilfe des schwachen Minimumprinzips (vgl. [73], Satz 2.27) folgt weiter,
dass eine optimale Steuerung @f die Variationsungleichung 1} genau dann erfiillt, wenn

ul(x), falls p’ (z) + of'ul (x) > 0,
a" =S e [ul (x),uf (x)], falls p¥(2) + @ (z) = 0, (3.4)
uf (), falls p*' (z) + of'af () < 0,

gilt. Da nach Voraussetzung stets of > 0 gilt, liefert das Eintreten des mittleren Falls direkt die
Beziehung

was zu folgendem Satz fiihrt:

Satz 3.2.3.
Bei of > 0 ist a” genau dann die optimale Steuerung wvon , falls mit dem zugehdrigen
adjungierten Zustand p* die Projektionsgleichung

fiir fast alle x € Q erfiillt ist. Hierbei gilt P[,p) := min {b, max{a, u}}

Beweis. Zunichst stellt man fest, dass @/ (z) genau dann optimal fiir (BOF|) ist, wenn es fiir fast alle
z € 2 das Minimumprinzip

min p(x) v+ vi ) =p (z)-u (z) + 5 (a" (z))

ve [ug (z),uf (z)

erfiillt. Fiir ein fixiertes x kann fiir das konvexe, reellwertige Optimierungsproblem

min g(v) := <}3F(x) “v+ % -v2> (3.6)

vE [ué’(w),uf(w)]
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die Variationsungleichung

JO)v-0)20 & (@) +a0)(v-0)20 Yve |ul(z),uf (2)] (3.7)

a

formuliert werden. Fiir o = @ in (3.7) gelangt man zu (3.2).

Als Nichstes wird bewiesen, dass @!” (3.6) umgekehrt 16st, indem (3.7) in einer Fallunterschei-
dung ausgewertet wird:

L. Fall: pf'(z) + of'ul (z) > 0 & uf'(z) > —Lpf(2).

In diesem Fall muss v — v >0 Vv € [uaF(ac), u{j(m)] gelten. = 0 = ul'(z).
2. Fall: p*'(z) + of'ul'(z) < 0 & ol (z) < —O%FﬁF(fE)'
In diesem Fall muss v — 9 <0 Vv e [uf(m), ubF(x)] gelten. = v = uf (z).

3. Fall: uf (z) < — L - pF (2) < uf (2) < — 1" (@).

In diesem Fall muss

gelten.

Zusammengefasst bedeutet das

1
F
a

ST
|
|

(0) <~ P (@) <uf () § = @

x), falls u 7

F( F

1
uf (z), falls — oF P (x) < wy (x)

F

oder #quivalent a’ (z) = P[uF(x) uF(x)]{ — O%F pF(m)}.

Damit nimmt das Optimalitétssystem (3.3)) folgende Form an:

Ayt — AyF =l o in Q, —Apt" =yl 4 4F — yg in €,
yE+ oyt =0 auf T, pF =0 auf T,
(3.8)

1
uf(z) = P[uaF(xme(x)]{ — o PF(ﬂﬂ)}
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Mit dieser Erkenntnis ldsst sich das Ausgangsprobem (BO|) mit Hilfe des Losungsoperators S
folgendermafsen formulieren:

. 1 2 ol 2
n;an FL (uL,uF) = §HSuL + Sul’ — yﬁ @) + 7“UL“L2(Q)
bei
e e 39
[uf@auf @]} ~ oF '
und

ut e UL = {uL(w) e L3(Q) ‘ ul(z) < uf(x) < uf(z) fast dberall in Q}

a

Es ist also gelungen, das Bilevel-Optimalsteuerproblem durch Integration der Losung der
Follower-Ebene als Nebenbedingung in die Leader-Ebene in ein einstufiges Optimalsteuerproblem zu
iiberfiihren. An dieser Stelle muss der adjungierte Zustand p’ () im Argument der Projektionsformel
durch pY(x) ersetzt werden, da ab hier die Perspektive des Leaders eingenommen wird, u” und y” keine
fixierten Funktionen mehr sind und sich diese Eigenschaft auch auf den durch —Apf" = y* + ¢y — yf
definierten adjungierten Zustand pf {ibertrigt. Die adjungierte Gleichung hat aus der Sicht des
Leaders die Gestalt

—Apt =yt 4y —F inQ, < pt=g (SuL + Sul’ — yg) in Q, (3.10)
p¥ =0 auf I, pE =0 auf T,

(3.9) wird zu

min FL(uL uF) = EHSuL + Suf — yL ? + &L“UL“Q
uwl ’ . 2 d LQ(Q) 2 LQ(Q)
bei
F 1
v P[uf(w),uf(x)] { B aip p ($)} (Boone)
und

ut e UL = {uL(x) e L*(Q) ‘ ul(z) < ul(x) <uf(z) fast iberall in Q}

a a <

und das Optimalitétssystem (3.8) lautet schliefslich
Ayl — AyF = uF +uf in Q, —Apl =yl +4F — yg in Q,

vl + 9 =0 auf I pk =0 auf T,
(3.11)

uF(x) — P[uf(x},uf(@]{ — OéiF pL(.T)}.
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3.3 Existenztheorie der Leader-Ebene

Ausgehend von (BO,y)) wird in diesem Abschnitt nachgewiesen, dass (auch) das Problem auf der
Leader-Ebene zu jedem vorgegebenen u!™ stets eine Losung besitzt. Wir bringen noch die nétigen
Hilfsmittel fiir den Existenzsatz der Leader-Ebene in Form eines Lemmas und eines Satzes an.

Lemma 3.3.1.

Seien §q, = yg —yf und g4, = yg — y¥ mit wie bisher definiertem yg und yb y% als schwache
Lésungen zu uf und uf gegeben. Weiter seien uf ,ul’ € UL, die zu yf' bew. yL gehérenden optimalen
Steuerungen und gt , gL, wie bisher, als Teil des Zielfunktionals erklirt. Gilt

<g,

Hgdl Yy L2(Q)

so folgt daraus

mit ¢ als von uf,ul" unabhingige Konstante.
Beweis. Zunichst betrachtet man die Variationsungleichung zu @f" und @’:

(S* (S - ydl) + @l uf - uf)LQ(Q) >0 Yul' e UL (3.12)

(S* (Saf —94) + o ud uf - af >0 Vul' e UL, (3.13)

)LQ(Q)

Wegen u!’, 4L € UL kann (3.12) mit @4 und (3.13) mit ul” getestet werden:
(S* (saf - gE) + oF'al af - af)mm) >0 vuf eUF, (3.14)
(S*(Sa§ — Q}Z) +alal al’ - u§>L ) >0 vul' eUL. (3.15)

Addition von (3.14) und (3.15) liefert (alle Normen und Skalarprodukte sind weiterhin bzgl. L?(Q) z
verstehen)

(s (saf = gk).af —af) + (@"af ,af —af) - (8" (saf —gf,). af —al ) = (a7 af —af) >0

2

@—aF‘af—aﬂ +<S*(Saf—yd1) S*(Say —gk,), F—ﬂf);O
2

@—aF‘ﬂf—ﬂg‘ +<S*S(ﬂf—u5) b —a ) (S*( ydl) 7F—ﬂf)>0
2

@—aF‘af—aﬂ + <S(af—u§) S(ﬂf—ﬁg)) > —(S*(gjﬁ; —gi),a?-af)
2 2

e offaf —af| +|s@f —aD)| < (s - of). 58 —af) <Is°) - o, - 94, |- |5 —af |

=0
= offal —af| <15 ol - 06 -k -t
F|-F ~F * ~F ~F * ~F ~F *
= o |uy —uy | < |57 |\Ga, — Ga <=|S|- —yd2> < |57 e,
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woraus mit ¢ := ”5—;” die Behauptung folgt.

Satz 3.3.2.
Es seien {uﬁ} c Ué:d, {uF} c U(f;l Folgen won Steuerungen und {y,l;}, {yﬁ} Folgen der zugehori-

n

gen Zustdnde. {uﬁ konvergiere schwach gegen u”™. Dann folgt (alle Konvergenzen sind in L*(Q) zu

verstehen):
(i) yy = y*,
(i) uF > o,

(iti) yi = y".

Beweis.
zu (i): Betrachtet man (PO¢)) mit den Folgen {yﬁ} und {uL},

n

S~

in Q
auf T,

—Ayy =u

yk

so sieht man, dass die rechte Seite schwach gegen u” konvergiert. Aufgrund der Linearitiit und Stetigkeit
des Steuerungs-Zustands-Operators G : L2(Q) — H}(Q),ul — yZ, ist dieser auch schwach stetig und

es folgt, dass sich die schwache Konvergenz auf der rechten Seite auf die Zustandsfolge {yYLL} iibertrégt.

{yﬁ} konvergiert also schwach in HE(Q) gegen y*. Da H{ () kompakt in L?*(Q) eingebettet werden
kann, folgt

yh -y~

zu (4i): Hier werden Lemma und Aussage (i) dieses Satzes bend&tigt.

Man betrachtet g4, := yf —yL und gjﬁ = yg — y~. Damit ist man mit der Notation und Struktur in
Lemma konsistent, die Verschiebung um yg dndert an der Konvergenz von y% selbst nichts und
fiir die Differenz g4, — ,7)5 gilt

yk —y*

L2(Q)

Y _|Fr_,L_F _ L
Hydn 1 . Hyd Yo = Wa —y7)

L2(Q)

L ul wegen (i) dieses Satzes zuniichst y~ — y» und aus Hy)dn — gk

L2(Q)

Demnach folgt aus u

yb —yF Uy — U — 0 und damit

— 0 folgt wegen Lemma |3.3.1 ‘

F FH

LA

F F
U, —u .

zu (7i7): Die Stetigkeit von S liefert zusammen mit (i) dieses Satzes sofort

yl = Sul’ - Sul” =T
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Satz 3.3.3. (Existenzsatz fiir Leader)
Die zuldssigen Mengen U(le und UaLd seten nichtleer. Das Problem besitzt zu jedem vorgegebe-
nen u € U£1 eine optimale Losung u” mit zugehorigem optimalen Zustand 5~ und g als Lésung von

PO7).

Beweis. Da allgemein offenbar FL (uL, na ) > 0 gilt, existiert das Infimum

i:= inf FL(uL,uF)
uleUL

aller moglichen Funktionswerte, wobei u!” die Projektionsgleichung erfiillt. Dann existiert eine Infimal-
folge {(yf,uﬁ)} mit ul € UL und y!" als Lésung von

— Ayl =l in Q

yf =0 auf I

was FL(ul,uf) — i fiir n — oo bedeutet. u’ erfiillt hier stets die Projektionsgleichung. UaLd ist nach
Lemma abgeschlossen, beschrinkt und konvex und aufserdem Teilmenge des reflexiven Banach-
raums L?(Q). Aus diesen Eigenschaften folgt nach Satz , dass UaLd schwach folgenkompakt ist,
d.h.

El{uﬁk} mit uﬁk—\ﬂLeUaLd fir k — oo.

Mit (i) und (i7i) aus Satz m gilt nun, dass aus ul — a”

ng
(Ynp =) wo +uk > 7" +35(=7)

folgt, wobei " die eindeutige Losung von (POg) mit uf" = @ und g% die eindeutige Losung von

1} mit u” = a” ist. Auferdem liefert Teil (77) des selben Satzes, dass aus u,le — b fiir n — oo

L =L
Uy, — U

folgt. Es sei noch einmal angemerkt, dass @” gerade dasjenige u” ist, von dem @’ abhingt.
Mit diesen Erkenntnissen und der Tatsache, dass Stetigkeit und Konvexitét von Hu{;kH%Q(Q) die

L
N

schwache Unterhalbstetigkeit von F L(yfk,u ) liefern, folgt aus der Grenzwertbildung schliefslich

1= lim FL<uF uL>

ng? on
k—o0 k k

- (5 st =k DL

= Jm (; Hsuﬁk + Y~ Y ;(Q) + O;L e 2L2(Q)>

- klgrolo% yﬁk + y’fk B yﬁ ;(Q) + khj.lo O;L uﬁ’“ ;(Q)

R R A (3.16)
- % HgL +0 - ;(Q) - O;LHELH;(Q) (3.17)
- % HSQL +Sa" —yy ;(Q) + %HQLHQL?(Q)

= FE(af, ).
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Der Schritt von - zu ist moghch da || - |? stetlg ist und y% +yk —yZ in L*(Q) stark
konverglert Mit ¢ als Inﬁmum von FL (uF u ) FL ( ) fiir alle zuldssigen Funktionswerte kann
FL( ) nicht kleiner als 4 sein. Deswegen muss in der Zeile ( - Gleichheit gelten. Das Paar
(ng , U ) liefert also den Zielfunktionswert i.

Daraus folgt, dass @’ optimal fiir (BOype)) ist mit zugehérigem optimalen Zustand 7~ ( yr uL)>

und 7 ( =y (aF (ﬁL))) Des Weiteren ist die Zugehorigkeit der einzelnen Funktionen (y,uF BL)

untereinander nachgewiesen - insbesondere @! = ! (uL)
O

3.4 Allgemeine Existenztheorie

Abschliefsend wird die Existenz- und Eindeutigkeitstheorie aus groferer Distanz beleuchtet. Dazu 16sen
wir uns von der konkreten Struktur und betrachten ein mit vergleichbares Problemmodell, das
allerdings allgemeinere Voraussetzungen mitbringt. Auf diese Weise bekommt man einen Eindruck
davon, welche Bedingung an die beiden Ebenen gestellt werden miissen, damit eine Losung fiir ein
Problem dieses Typs iiberhaupt existiert und gegebenenfalls eindeutig ist. Es sei noch angemerkt, dass
im Modell-Problem dieses Abschnitts, genau wie in , ausschlieflich auf der unteren Ebene ein
Optimalsteuerproblem geltst werden muss.

3.4.1 Notationen, Annahmen und das Modell

X und Z bezeichnen in diesem Abschnitt stets Banachriume. Fiir eine mengenwertige Abbil-
dung 2 : X 3 Z beschreibt gph E := {(z,2) € X x Z | z € E(z)} den Graph von E und
dom = := {a; eX ‘ =(x) # Q} den Definitionsbereich von Z.

Wir betrachten das Bilevel-Optimalsteuermodell

F(z,z) — min
T,z

bei
€ Xad, (BM)
z € WU(x),
wobei W : X 3 Z die Lésungsabbildung fiir das parametrische Optimalsteuerproblem
f(xz,z) — min
z
bei
z € E(z),
z e Zad

beschreibt. Man bemerkt, dass auf der oberen Ebene beziiglich beider Variablen x und z minimiert
wird, was dem sogenannten 'Optimistic Approach’ entspricht.

Fiir den Rest des Abschnitts wird beziiglich angenommen, dass die beiden Zielfunktio-
nale F, f : X x Z — R schwach unterhalbstetig sind. Die Mengen X,q < X und Z,q < Z seien
nichtleer und zudem schwach folgenkompakt. Des Weiteren sei = : X 33 Z eine mengenwertige
Abbildung mit X,4 < dom Z, so dass die Menge (Xad X Zad) N gph E schwach folgenkompakt ist.

Fiir die Analysis von (BM)]) wird folgende Definition bendtigt:
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Definition 3.4.1. (Optimalwert-Funktion)
Fir jedes x € X 44 ordne die Funktion o : Xgg > R

pla)i= inf {f(@.2) | zeE()}

den optimalen Funktionswert des Problems der unteren Fbene zu.

Die getroffenen Annahmen garantieren, dass der Infimalwert ¢(x) stets angenommen wird und
demnach ¥(x) # & gilt, da f(z,) : Z — R fiir alle z € X,q schwach unterhalbstetig und =Z(x)
nichtleer und schwach folgenkompakt ist.

3.4.2 Analysis der Optimalwert-Funktion und das Existenzresultat

Fiir den weiteren Verlauf werden gewisse Stetigkeitseigenschaften von ¢ benétigt. Um diese nachzu-
weisen, wird folgende Stetigkeitsdefinition fiir die Abbildung = eingefiihrt.

Definition 3.4.2.
Fiir ein firiertes Tupel (Z,2) € gph 2 C Xgq X Zgq wird =

(i) innen halbstetig in (Z,2) genannt, falls fiir jede Folge {xn} c dom Z, fir die x, — T gilt, eine
Folge {zn} C Zgoq existiert, die z, € E(xn) fiir alle n € N sowie z, — Z erfillt.

(i1) innen schwach-schwach halbstetig in (z,2) genannt, falls fir jede Folge {xn} c dom Z, fir die
Tnp — T gilt, eine Folge {zn} C Z,q existiert, die z, € E(xn) fiir alle n € N sowie z, — Z erfillt.

Die Definition von innerer schwach-schwacher Halbstetigkeit in (i) ist im Grunde nichts anderes als
schwache Folgenstetigkeit fiir die mengenwertige Abbildung =. Die schwachen Grenzwerte der Folgen
{xn} und {zn} liegen (auch) wegen der schwachen Folgenkompaktheit wieder in X,q bzw. Zaq. Die
Folge der Mengen E(xn) konvergiert also schwach gegen die Menge Z(%).

Im folgenden Lemma wird die Oberhalbstetigkeit der Funktion ¢ bewiesen, die spéter gebraucht
wird, um Abgeschlossenheitseigenschaften fiir die zuléssige Menge (Xad X Zaq N gph \If) von |D

nachzuweisen.

Lemma 3.4.3.

Man fiziere einen beliebigen Punkt & € Xqq und ein zugehoriges z2 € U(&). Angenommen f ist schwach
oberhalbstetig in (&, 2), wihrend Z innen schwach-schwach halbstetig in (&, 2) ist. Dann ist ¢ schwach
unterhalbstetig in Z.

Bewets. Angenommen {:Un} C Xagq ist eine Folge, fiir die x,, — & gilt. Aufgrund der inneren schwach-
schwachen Halbstetigkeit von Z in (&, 2) existiert eine Folge {zn} C Zad, 50 dass z, € E(xn) fiir alle
n € N und z, — 2 gilt. Nach Definition von ¢ gilt gp(:rn) < f(xn, zn) fiir alle n € N. Dann folgt mit
der vorausgesetzten schwachen Oberhalbstetigkeit von f in (Z, 2)

lim sup np(mn) (2 lim supf(xn, zn) (2 f(z,2) © o(z).
n—a0 n—a0
Die Beziehung (a) folgt direkt aus der Definition der Optimalwert-Funktion ¢. (b) beschreibt die vor-
ausgesetzte schwache Oberhalbstetigkeit von f. Die Gleichheit in (¢) entspricht der Forderung z € ¥U(z).
Damit gilt insbesondere limsup,, ., ¢ (2n) < ¢(&). Da 2 beliebig war, folgt die schwache Oberhalbst-
etigkeit von (.
Ul
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Lemma kann jetzt verwendet werden, um die Existenz einer optimalen Losung von (BM)| zu
beweisen.

Satz 3.4.4.

Die Mengen Xog € X und Z,q < Z seien nichtleer. Ist die Abbildung f schwach oberhalbstetig auf
Xad X Zagg wihrend Z innen schwach-schwach halbstetig auf Xa,q X Zgg ist, so besitzt eine
optimale Losung.

Beweis. Da die Zielfunktion F nach Voraussetzung schwach unterhalbstetig ist, muss nur noch
nachgewiesen werden, dass die fiir zuldssige Menge (Xad X Zag N gph ‘If) nichtleer und
schwach folgenkompakt ist, da jede schwach unterhalbstetige Funktion auf einer nichtleeren, schwach
folgenkompakten Menge ihr Minimum annimmt. Da von ¢ aufgrund von X,q # &, Zaqa # & und
der schwachen Folgenkompaktheit beider Mengen zusammen mit der schwachen Unterhalbstetigkeit
von f fiir jedes z € X,q der Infimalwert ¢(x) tatsichlich angenommen wird, folgt U(z) # ¢J fiir alle
x € Xaq- Damit ist klar, dass die Menge (Xad X Zaq O gph \Il) ebenfalls nicht leer ist.

Sei nun {(:rn, zn)} c (Xad X Zaa N gph \Il) eine beliebige Folge. Insbesondere gilt fiir diese
Folge {(xn,zn)} c (Xad X Zad N gph E) Dann existiert aufgrund der fiir (Xad X Zaa N gph E) zu
Beginn des Kapitels vorausgesetzten schwachen Folgenkompaktheit eine Teilfolge von {(:cn, zn)}, die
schwach gegen (z, %) € (Xad X Zaa 0 gph E) konvergiert. Nun muss nur noch gezeigt werden, dass 2
aus dem schwachen Grenzwert (2, 2) in U(2) liegt. Es gilt

2
o) < f(z,2) (S) liminf f(z, 2) @ limi£fg0(xn) < limsupp(z,) < ¢(2).

n—a0 n—o0

Die Beziehungen (1) und (3) folgen dirket aus der Defintion von ¢. (2) gilt wegen der schwachen
Unterhalbstetigkeit von f und (4) aufgrund der in Lemmanachgewiesenen schwachen Oberhalbs-
tetigkeit von . Da an beiden Enden ¢(Z) steht, muss iiberall Gleichheit gelten, was ¢(z) = f(&, 2)
bedeutet und wiederum zur Folge hat, dass 2 € ¥(&) gilt. Dies bedeutet, dass insgesamt der Punkt
(Z,2) zu (Xad X Zad N gph \I/) gehort, was zusammen mit der schwachen Folgenkompaktheit der Menge
(Xad X Zaa N gph \If) die Behauptung liefert.

O

Eine speziellere aber gleichzeitig typische Situation liegt vor, wenn das Problem auf der unteren Ebene
fiir jeden zuldssigen Punkt der oberen Ebene eindeutig l6sbar ist.

Satz 3.4.5.

Angenommen es existiert eine Abbildung v : Xoq — Z, die schwach konvergente Folgen aus Xqq auf
schwach konvergente Folgen in Z abbildet, so dass V(x) = {¢(x)} fir alle x € X,q gilt. Dann besitzt
eine optimale Losung.

Beweis. Die Annahmen des Satzes garantieren, dass (BM)) zu
F(z,9(x)) — min
T

bei

.’L'EXad
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aquivalent ist. Des Weiteren ist Xpq 3 © — F'(x,9(z)) € R schwach unterhalbstetig auf X,q, da dies
fiir F auf X x Z gilt und v die schwache Konvergenz der Folgen aus X,q erbt. Zusammen mit der zu
Beginn des Abschnitts vorausgesetzten schwachen Folgenkompaktheit von X,q < X besitzt das obige
Problem eine Losung Z, was bedeutet, dass die optimale Losung (Z,1(Z)) besitzt.

O
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3.4.3 Eine Anwendung

Sei Q c R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand T'. Fiir fixierte Parameter 2 € R” und
x® € L*(Q), fixierte Funktionen f1, ... f* € L*(Q) und Funktionen u,,u, € L2()) mit u, < up fast
iiberall auf Q wird das Bilevel-Optimalsteuerproblem

1 2 1 2 .
QH?J - yOHLQ(Q) + 5”“ - UOHLQ(Q) - mm

bei

(:Ew,xs) € Xad,
(yau) € \Il(xwaxs)>

wobei W : R" x L2(Q) =3 H}(Q) x L?(Q) die Losungsabbildung fiir das parametrische Optimalsteuer-
problem
2
— min
L2(Q)

1 - ,
9 ZJ—ZZUCHZ
=1

bei

—Ay=2°+u

und

u € Upyq = {u(x) e L*(Q) | uq(z) < u(z) < up(x) fast iberall in Q}

beschreibt, betrachtet. Die Variablen y und u entstammen den Riumen HE(Q) bzw. L?(€). Die PDE-
Restriktion auf der unteren Ebene kann im schwachen Sinn in H=1(Q) := H}(Q)* aufgefasst werden.
Vor diesem Hintergrund kann der Ausdruck z* +u von L?(Q) nach H1(Q) eingebettet werden. Da auf
der unteren Ebene kein Regularisierungsparameter fiir die Steuerung v im Zielfunktional auftaucht,
entstehen moglicherweise optimale Steuerungen, die ausschlieflich Werte in u, und wu; annehmen,
sogenannte Bang-Bang-Steuerungen (vgl. [73], Abschnitt 2.9.1).

Durch das Problem auf der oberen Ebene soll der Zielzustand des Problems auf der unteren Ebene
durch korrekte Wahl der Gewichte #% € R und z* € L?(f)) aus einer nichtleeren, abgeschlossenen,
konvexen und beschrinkten Menge X,q < R"™ x L?(Q) identifiziert werden, so dass sich die resultierende
optimale Losung mdglichst nah an beobachteten Daten yo, ug € L?(2) befindet.

Aufgrund der Stetigkeit und Konvexitét der Zielfunktionale sind diese folglich schwach unterhalbstetig.
Da die Einbettung H}(Q) — L?(2) kompakt ist, ist die Zielfunktion auf der unteren Ebene sogar
schwach folgenstetig. Die Menge X,q ist nach Voraussetzung nichtleer und schwach folgenkompakt.
Nutzt man die Linearitdt und Stetigkeit des Losungsoperators (—A)~! aus, so ist es leicht einzusehen,
dass der Graph der mengenwertigen Abbildung

[1]

(2) 1= {(w,y) € L3(Q) x H}(Q) | g(a*,u,y) = 2" +u+ Ay e C = {0}

konvex und abgeschlossen ist. Die Beschrinktheit von X,q sichert schlieflich die Beschrénktheit der
Menge (Xaq x H3(Q) x L*(Q)) n gph Z ab, woraus ihre schwache Folgenkompaktheit resultiert. Zu-
sammen mit den Eigenschaften von (—A)~! folgt nach Definition die innere schwach-schwache
Halbstetigkeit von = in allen Punkten. Dann liefert Satz die Existenz einer Losung des vorliegen-
den Bilevel-Optimalsteuerproblems.
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4 Regularitatsbedingungen und KKT-Theorie
fur die Optimierung in Banachraumen

In diesem Kapitel soll es darum gehen, einen geeigneten Losungsansatz fiir

1 2 L
min  FL(yh ub) = §HyL +y —yf + %HULH?ZQ(Q)

ul uf L2(2)

bei

uf' e \I/(uL) (BOL)

und

a

ut e UL = {uL(x) e L*(Q) ‘ ul(z) < uf(x) < ul(x) fast dberall in Q},

wobei \If(uL) fiir ein fixiertes u” die Losung des Optimalsteuerproblems

min " (y",u") = 1HyL TRV - £H“FHQ
ul ’ 2 e+ 2 L2(Q)
bei
Ayl — AyF = ul +uF in Q (BOFp)
yL+yf =0 auf I’
und

a =

u e UL = {uF(x) e L2(Q) | ul'(z) < uf(x) < uf (x) fast diberall in Q}

beschreibt, zu finden und einen Rahmen fiir die Herleitung notwendiger Optimalitdtsbedingungen zu
schaffen. Zwecks Ubersicht wird ab jetzt im Zielfunktional der Leader-Ebene auf ! und im Zielfunk-
tional der Follower-Ebene auf y” als Komponente im Argument verzichtet, da die Abhingigkeit einer
Losung vom jeweiligen Parameter auf der entsprechenden Ebene in Kapitel 3] ausfiihrlich beschrieben
wurde und selbstverstindlich weiter giiltig bleibt.

Bemerkung 4.0.1.
Natiirlich gilt weiterhin Annaohme m Nach Lemma sind die Zielfunktionale F¥ und f¥ (fdr
al >0 bzw. o >0 Strikt) konvex und U(fd und Uﬂl beschrankte, abgeschlossene und konveze Teilmen-

gen des L*(Q). FL und f¥ sind auerdem Fréchet-differenzierbar Yul' € UL, baw. vul” € UL, (vgl. [73]).
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Eine grundséitzliche Herangehensweise an ein Bilevel-Optimalsteuerproblem besteht darin, es in ein
einstufiges Optimalsteuerproblem zu transformieren und nachzuweisen, dass eine Losung dieses einstu-
figen Problems auch Losung des Bilevel-Problems ist. Dafiir gibt es, je nach dem welche Eigenschaften
das vorliegende Problem hat, drei gingige Konzepte, die an folgendem Bilevel-Optimalsteuermodell
erldutert werden sollen:

F(x,z) — min
T,z

bei

G(x)eC (BP)
z € U(x),

wobei U : X 3 ) die Losungsabbildung fiir das parametrische Optimalsteuerproblem

f(z.2) — min

bei

beschreibt.

e Fiir den Fall, dass das Problem (4.1) zu jedem Parameter z € X = {x € X | G(x) € C} eine
eindeutige Losung 1(z) € U (z) besitzt, kann das urspriingliche Modell in die dquivalente Form

F(z, () - min
bei

re Xt

iiberfithrt werden. Fiir dieses Szenario ist die Theorie sowohl im Endlich- als auch im Unend-
lichdimensionalen recht ausgereift. In [21] etwa findet die Analyse eines endlichdimensionalen
Bilevel-Optimierungsproblems mit eindeutiger Losung auf der unteren Ebene statt. Mit Hilfe
der nachgewiesenen Richtungsdifferenzierbarkeit der Losungsabbildung auf der Follower-Ebene
gelingt die Transformation zu einem einstufigen Optimierungsproblem und die Formulierung
notwendiger und hinreichender Optimalitdtsbedingungen. Hierbei wird die Erfiillung einer
Regularitdtsbedingung - Slater-CQ bzw. Constant-Rank-C(Q - vorausgesetzt.

In [61] wird ein Bilevel-Optimalsteuerproblem mit linearem, beschranktem, elliptischem Ope-
rator und ebenfalls eindeutiger Losung auf der unteren Ebene betrachtet. Das Problem ist
dort aufserdem steuerbeschréinkt und man optimiert nach dem ’Optimistic Approach’. Fiir
eine Lipschitz-stetige und Fréchet-differenzierbare Zielfunktion f kann auch hier Richtungs-
differenzierbarkeit fiir die Losungsabbildung der unteren Ebene nachgewiesen werden. Die
Ideen hierzu gehen auf [42] zuriick. Mit Hilfe der Theorie fiir MPCCs in Banachriumen lassen
sich schliefslich schwache und starke Stationarititsbedingungen fiir die einstufige Version des
Bilevel-Optimalsteuerproblems formulieren. [48] und [76] sind weitere Beispiele, in denen Ein-
deutigkeitesresultate beziiglich der Losungsabbildung einer vorgegebenen Variationsungleichung
auf der unteren Ebene zur optimalen Steuerung des ’Obstacle Problems’ ausgenutzt werden.
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e EFine weitere Moglichkeit bietet die Verwendung der sogenannten 'Optimal Value Function’, de-
finiert durch ¢ : X — R,

p(z) :=f {f(z,y) | g(z,y) € K} Vaoe .

Wegen y € V(z) & f(z,y) < p(x) und g(x,y) € K kann das Problem

F(x,z) — min
T,z

bei

G(z)eC (OV)

dquivalent zu behandelt werden. Eine grundsétzliche Herausforderung bei dieser Methode
liegt darin, dass ¢ eventuell nichtglatt und unstetig ist und gingige Regularitdtsbedingungen -
etwa die MFCQ in [24] - nicht erfiillbar sind. Auch zu diesem Ansatz finden sich in der Fachlite-
ratur mit Blick auf Theorie und numerische Umsetzung bereits etliche Beitrége. Fiir Beispiele
zur endlichdimensionalen (Bilevel-)Optimierung mit Hilfe der Optimal Value Function sei etwa
auf [27] und [29] verwiesen. Zur Bilevel-Optimalsteuerung gewohnlicher Differentialgleichungen
mittels der Optimal Value Function lohnt ein Blick in [9], [L0] und [79].

e Ein dritter Weg, um eine Transformation von einem zwei- in ein einstufiges Problem dieser Art
durchzufiihren, besteht im Ersetzen der Bedingung z € ¥(x) durch die notwendigen (und bei
Konvexitét auf der unteren Ebene hinreichenden) Optimalitatsbedingungen beziiglich z.

Falls eine Variationsgleichung als notwendige bzw. hinreichende Optimalitdtsbedingung resul-
tiert, kann diese direkt als Nebenbedingung in die obere Ebene integriert werden. Endlichdimen-
sionale Vertreter fiir dieses Vorgehen sind etwa [78] und [80]. In [46] und [47] wird die optimale
Steuerung partieller Differentialgleichungen mit Variationsungleichungen als (weitere) Nebenbe-
dingungen thematisiert.

Eine weitere Moglichkeit mit den notwendigen (und ggf. hinreichenden) Optimalitétsbedin-
gungen der unteren Ebene in ein einstufiges Optimierungsproblem zu transformieren besteht dar-
in, das Follower-Problem durch sein KKT-System zu ersetzen. Mit dem Lagrange-Multiplikator
als zusétzliche Entscheidungsvariable ist das resultierende One-Level-Problem allerdings nicht
notwendigerweise dquivalent zur urspriinglichen Bilevel-Version (siehe etwa [24] als endlichdimen-
sionales Beispiel). Dieser sogenannte KKT-Ansatz wird in [28] und [83] fiir endlichdimensionale
Bilevel-Optimierungsprobleme verwendet. In [63] und [69] wird eine KKT-Transformation fiir ein
zweistufiges Optimalsteuerproblem durchgefiihrt, das allerdings lediglich gewo6hnliche Differenti-
algleichungen in den Nebenbedingungen besitzt. Deswegen wird eine KKT-Transformation als
Lésungsansatz fiir das Mittel der Wahl sein. Wir werden in den néchsten beiden Kapiteln
sehen, welche Voraussetzungen fiir ein zweistufiges, elliptisches, steuerbeschrinktes Optimalsteu-
erproblem auf der unteren Ebene zu diesem Zweck erfiillt sein miissen. Fiir die Theorie der
KKT-Transformation fiir Bilevel-Optimalsteuerprobleme sei ebenfalls auf [63] verwiesen.

Eine zentrale Voraussetzung fiir eine solche KKT-Transformation ist die Erfiillung einer entspre-
chenden Regularitdtsbedingung. Dies wird Inhalt des zweiten Teils dieses Kapitels sein.
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4.1 Wichtige Rechenregeln und Kegel fiir die Optimierung in
Banachraumen

Fir Regularitdtsfragen zu Optimierungsproblemen in Banachrdumen sind die folgenden Notationen
und Resultate hilfreich.

Zu einem reellen, reflexiven Banachraum X und einer nichtleeren Teilmenge A < X bezeichnet
lin(A) den kleinsten Unterraum von X', der A enthéilt, cone(A) die konische Hiille von A, conv(A) die
konvexe Hiille von A und cl(A) ihren Abschluss. Der polare Kegel und der Annihilator zur Menge A
sind definiert als

A ={z* e X* | (@*,2)x <OVze A} und At :={2*eX* | (2% 2)x =0Vae A}

Es gilt A° = (clA)°, A° = (convA)° und A° = (coneA)°. Weiter gilt AL = A° n (=A)° und damit
St = S° fiir jeden Unterraum S € X. Fiir eine ebenfalls nichtleere Teilmenge B € X'* gilt analog zu
obigen Definitionen

Bo:={zeX | (z*,z)x <0Vz*e€ B} und B, :={zelX| (2% 2)x =0Vzs* € B}

Aufgrund der Reflexivitiit von X' stimmen die Identifikationen B® = B, und B+ = B, . Wir fiigen noch
folgende Lemmata an:

Lemma 4.1.1.
Es sei X ein Banachraum und A, B € X nichtleer. Dann g¢ilt

cl(A+ B) = cl(cl(A+ B)) = cl(cl(A) + cl(B)).

Beweis. Fiir den Beweis sei auf Proposition 2.40 in [13] und Lemma 2.1 in [60] verwiesen.

O
Lemma 4.1.2.
Fiir einen Banachraum X und eine nichtleere Teilmenge S € X gilt

lin(S) = conv( U aS).
a€eR

Beweis. Fiir den Beweis sei auf Lemma 2.2 in [I3] verwiesen.

O
Lemma 4.1.3.
Es sei X reflexiver Banachraum und K € X ein Kegel. Dann gilt (KO)O = cl(K).
Beweis. Fiir den Beweis sei auf Proposition 2.40 in [13] verwiesen.

O

Mit diesem Lemma folgt fiir jeden Unterraum S < X eines reflexiven Banachraums weiter
(1) = cl(S) und fiir jeden Punkt & € X lin{2} = ({#}1)" = ({2}*)".

Lemma 4.1.4.
Seien K1, Ko © X nichtleere, abgeschlossene, konvexe Kegel eines reflexiven Banachraums X. Dann
gilt:

(K1) =Ky, (4.2)
(K1 + K»)* = K} n K3, (4.3)
(K10 Ks)" = (K} + K3), (4.4)
(K3)" = Ky n (—=K)) (4.5)



(4.2) ist nichts anderes als Lemma Fir (4.3) und (4.4) sei auf (2.31)+(2.32) aus [13] und fiir
(4.5) auf Lemma 2.12 aus [60] oder Satz 4.1 aus [75] verwiesen.

Lemma 4.1.5.
X sei ein reflexiver Banachraum. Jeder elliptische Operator A € L(X, X*) ist abgeschlossen, injektiv
und surjektiv.

Beweis. Da A€ L(X,X*) elliptisch ist, existiert ein g > 0, so dass
(Az,2)x > aglz|3 VzeX
gilt (vgl. Definition 2.1.7). Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (vgl. Satz liefert
aolzlx < |Az|ax < [AlLae,xnz]x VoeX. (4.6)

Mit sieht man direkt, dass Az =0 = 0 = | Az| = ag|z| = = = 0 gilt, woraus kern(A) = 0 und
damit die Injektivitit von A folgt.
Weiter ist A[X] abgeschlossen. Dafiir wihlt man eine Folge {xn} c X, so dass {Amn} C X* gegen ein
x* € X* konvergiert. Insbesondere ist {Aazn} beschriankt und wegen ebenso {:cn} Aufgrund der
Reflexivitdt von X existiert eine Teilfolge {:rm} von {mn}, die schwach gegen z € & konvergiert. Dann
ist fir jedes x € X

(Az,2)x = (A*z,8)x = lim (A*z, 2p,) , = lim (Azp,2) , = (2%, 2)x

l—00 |—00

und es gilt z* = Az € A|X], was die Abgeschlossenheit von A[X] liefert. Wegen der Elliptizitat von
A gilt A[X]+ = {0}. Zusammen mit Lemma folgt

X% = {0} = AT = a(A[x]) = ALX],

was die Surjektivitiat von A beweist. Damit ist jeder elliptische Operator A € L(X, X*) abgeschlossen,
injektiv und surjektiv.

O

Bei der Optimierung in Banachridumen spielt eine Reihe von verschiedenen Kegeln eine wichtige Rolle.
Es folgen einige Definitionen und eine grobe Skizzierung der Zusammenhénge dieser Kegel untereinan-
der, um so auf die wichtigsten Resultate zuriickgreifen zu kdnnen. Dariiber hinaus sei auf die angegebene
Literatur verwiesen. Es sei A € X eine nichtleere, abgeschlossene Menge und 2 € clA. Zunichst wird
der sogenannte radiale Kegel

Ra(d) :={de X | A >0Vte (0,1]: 2 +tde A}
definiert (vgl. [I3], Definition 2.54).
Des Weiteren der Tangentialkegel (vgl. [66], Definition 1.8 (7))
Ta(@) := {dex | 3{di} € X It} SR dy > d, 1\ O, :%+tkdkeAVkeN}
und der Clark’sche Tangentialkegel (vgl. [66], Definition 1.8 (7))
Ti(@) = {de X | Vo) S AV{t} SR (ax - ot 0= H{d} S X i dy > d, &+ tedpe AVEEN)].

Die Kegel Ta(2) und T£(2) sind nach [6], Kapitel 4, abgeschlossen, 7£(2) nach [6], Proposition 4.1.6,
auferdem konvex und unmittelbar aus den Definitionen folgt die Inklusion

Ti(#) < Ta(@).
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Fiir eine konvexe Menge A € X gilt des Weiteren (vgl. [6], Proposition 4.2.1 und [63], Abschnitt 2)
dRa(t) = Ti(2) = Ta(Z) (4.7)
und insbesondere
Ra(&) = cone(A—{2}) ={Bx—2&): 820, z e A}. (4.8)
Falls die Menge A € X ein abgeschlossener, konvexer Kegel ist, der & enthilt, so gelten die Identitdten
Ra(&) = A+ lin{2}, Ta(2) = cl(A+ lin{z}).
Weiter folgt zusammen mit
Ta()° = A° n {&}+. (4.9)
Der abgeschlossene Kegel
Ka(@, x*) := Ta(&) n {z*}
wird fiir abgeschlossenes, konvexes A kritischer Kegel an A bzgl. (Z, z*) genannt.
Zuletzt fithren wir folgende Normalenkegel in unendlichdimensionalen Riumen ein, die in ers-

ter Linie auf Mordukhovich (vgl. [66]) zuriickzufiihren sind. Wieder sei A € X eine nichtleere,
abgeschlossene Menge und & € clA. Der Kegel

Na(z) = {77 e X* | limsup .z = &)x < O}

w—i, zed || T — Z|x

wird Fréchet-Normalenkegel an A in & genannt (vgl. [66], Definition 1.1(i)). Weiter beschreibt

Na(@) = {ne x* | 3{or} SR 3} € An} S X* 1 0x L0, @ — &, m =, m € N () Vi e N}

den Mordukhovich-Normalenkegel an A in &, wobei mit {ak} die Folge der o-Normalen gemeint ist
(vgl. [66], Definition 1.1(ii)).

Der Clark’sche Normalenkegel wird schlieflich definiert als der polare Clark’sche Tangentialke-

gel:
NG (@) i= TH(@)"

Alle betrachteten Normalenkegel an A sind in einem beliebigen Punkt z € clA nichtleer. A'4(2) und
N§(&) sind per Definition abgeschlossene, konvexe Kegel. Weiter ist NMa(#) im Allgemeinen weder
abgeschlossen noch konvex.

Genau wie fiir die présentierten Tangentialkegel gibt es auch fiir die betrachteten Normalenke-

gel ein Koinzidenzresultat fiir den Fall, dass die Menge A konvex ist (vgl. [60], Proposition 1.3 und
[20], Proposition 2.4.4). Es gilt

Na(@) = Na(@) = Ni(@) = {ne x*

VeeA: (g — i) <0}. (4.10)
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4.2 Einige wichtige Regularitatsbedingungen fiir
Optimierungsprobleme in Banachraumen

Die Inhalte dieses Abschnitts dienen als Vorbereitung, um die KKT-Transformation fiir
durchfiithren zu kénnen. Hierbei werden die benotigten Resultate nur in dem Rahmen présentiert, in
dem sie mit Blick auf gebraucht werden. Fiir eine umfassende Prasentation der KKT-Theorie
im Banachraum sei auf [I3] und [60] verwiesen.

Wir folgen der Notation des Problems (BP]) vom Anfang des Kapitels und betrachten das all-
gemeine One-Level-Optimierungsproblem im Banachraum der Gestalt

F(x) — min

bel

Gz) e C. (4.11)

Die Menge M = {z € X | G(z) € O} kann als Urbild G=!(C) der nichtleeren, abgeschlossenen
und konvexen Menge C' € Y aufgefasst werden. Im nachfolgenden Lemma werden zwei notwendige
Optimalitatsbedingungen fiir (4.11) zusammengefasst (vgl. [67], Proposition 5.1 + 5.3).

Lemma 4.2.1.
Es sei x € M lokal optimal fiir , so dass F' in einer Umgebung von T endlich ist. Dann gilt:
(i) Ist F in & Fréchet-differenzierbar, so gilt —F'(z) € Ny (z).

(11) Ist F lokal Lipschitz-stetig in T und X ein reflexiver Banchraum, so gilt 0 € OF(Z) + Ny (Z).

Die néchsten beiden Lemmata sind hilfreich fiir die Berechnung von Tangential- und Normalenkegeln
zu Urbildern von Mengen, wie in (4.11]). Sie beinhalten auferdem eine Regularitétsbedingung, die eine
notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Lagrange-Multiplikators zu einer lokalen Lésung Z von

(4.11)) darstellt.

Lemma 4.2.2.
X und Y seien Banachriume und K S ) ein nichtleerer, abgeschlossener, konvezer Kegel. Weiter sei
AeL(X,Y) ein beschrinkter, linearer Operator und es gelte A[X] — K =Y. Dann folgt

A[K°] = {z e X | Alz] € K)°.

Beweis. Die Identitdt in diesem Lemma ist lediglich eine Verallgemeinerung der Rechenregel (4.4)
(vgl. [41] und [60]).
O

Lemma 4.2.3.
Sei G : X — Y eine stetig Fréchet-differenzierbare Abbildung zwischen den Banachrdumen X und Y
und C S Y eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge. Weiter sei die Regularititsbedingung

G'(2)X — Rc(G(x)) =Y (4.12)
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fir einte M ={x e X | G(z) € C} erfillt. Dann gilt

Tir(2) = Ty (2) = T (2) = Tig(3) = {d € X | G'(@)[d] € Te(G(2))}. (4.13)

Wenn X zusdtzlich refleziv ist, folgt weiter

~

N (&) = N (&) = Nif(2) = Ny (2) = G'(2) [Ne(G(#))]- (4.14)

Bemerkungen 4.2.4.
Bevor der zugehdrige Beweis gefiihrt wird, folgen der Vollstindigkeit halber ein paar Bemerkungen zu
den im Lemma verwendeten Kegeln:

(i) Der schwache Tangentialkegel (vgl. [66], Definition 1.8 (ii)) ist definiert als

TH(@) = {de X | 3{d} € X 3t} SRidy—d, 1\ 0, @ +lydy € A Vke N}

und der innere Tangentialkegel (vgl. [6f, Definition 4.1.5) als

Th@) = {de X | V{t} SR (e 0= Hd} S X idy > d, &+ tdye A VEeN)].

(i) Der Kegel T3(%) ist nach [6], Kapitel {, abgeschlossen und unmittelbar aus den Definitionen
folgen die Inklusionen

T§(@) S TH@) S Ta(@) S TH(@)  und  Ra(@) < TR(@).

(iii) Fir eine konvexe Menge A € X gilt sogar (vgl. [6], Proposition 4.2.1 und [63], Abschnitt 2)

AR A(2) = T5(2) = TA(2) = Ta(@) = T4 (2).

(iv) Der Kegel

N5 () = {ne X* o SR Hapb S AT} S X% 10, L0, mp > &, mp >, e € NG () Vh € N}

beschreibt den sogenannten starken Mordukhovich-Normalenkegel an A in T (vgl. [f0]), wobei
man fir ein o = 0 die Menge der o-Normalen (vgl. [66)], Definition 1.1(i)) als

lmsup 2T DX
r—I, €A H.T - xHX

~

N{(z) = {77 e X*

definiert.
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(v) N5(z&) ist ein abgeschlossener Kegel, der nicht notwendig konvez ist. Auferdem gilt
Na(2) = Nj(z) = Ni(@ {UEX*|VQJEA (n,x—£)§0}7

falls die Menge A konvex ist (vgl. [60], Proposition 1.3 und [2()], Proposition 2.4.4).

Nun zum Beweis von Lemma [£.2.3

Bewets. Die Identititen

T (@) = T (2) = Tu(2) = {de X | G'(#)[d] € To(G(2))}

folgen direkt mit [13], Korollar 2.91, unter Erfiillung der Regularitdtsbedingung (4.12). Die Inklusion
Tm (&) < T45(2) gilt per Definition und fiir 7,7(Z) < T (&) sei an dieser Stelle auf [60], Lemma 2.31,
verwiesen.

Mit der Reflexivitdt von X und dem ersten Teil des Satzes gilt
Nu () € N3 (2) € Nu(2) = Nyg(2) = Tip(2)° = Ty (2)° = N (2),

was tiberall Gleichheit bedeutet. Aufgrund der Identitat 7,5(2) = {d € X | G'(A)[ | € Te(G(2))} in

(4.13) folgt mit A = G'(z) und K = To(G(%)) in Lemma“schheféhch T (2)° = G(&)* [Ne(G(2))],
da die Regularitdtsbedingung - ) die Beziehung

G' (D)X - To(G(r) =Y (4.15)

impliziert, womit die Voraussetzungen von Lemma erfillt sind.
O

Bemerkung 4.2.5.

Die Vorausgesetzte Regularitatsbedingung i Lemma wird Kurcyusz- Robinson-Zowe-
Constraint-Qualification - kurz KRZCQ - genannt. Sie wurde zum ersten Mal von S.M. Robinson in
[70] verwendet, um Stabilititseigenschaften von Lésungsmengen nichtlinearer Gleichungssysteme in
Banachrdumen zu untersuchen. 1979 machten J. Zowe und S. Kurcyusz sie sich schlief$lich zunutze, um
Existenz und Eindeutigkeit von Lagrange-Multiplikatoren fir Optimierungsprobleme in Banachrdumen
nachzuweisen (vgl. [56]]).

Polarisiert man (4.12)), indem man die einzelnen Mengen auf beiden Seiten durch ihre polaren Entspre-
chungen ersetzt, fithrt dies zu

{Ae Te(G(2)° | G'(&)"A = 0} = {0} (4.16)

(vgl. hierzu die Identitéten (2.182) und (2.183) in [13]). Die Menge, die die linke Seite in darstellt,
wird als Menge der singuliren Lagrange-Multiplikatoren bezeichnet (vgl. [38] und [63]). Da diese unter
Erfiillung von lediglich die 0 enthilt, kann die Funktionsweise der KRZCQ so gedeutet werden,
dass im Fall ihrer Giiltigkeit die Menge der nichttrivialen singuldren Lagrange-Multiplikatoren stets
leer ist (vgl. [56], Satz 4.1, oder [13], Proposition 3.16 (ii)) Auﬁerdem gilt wegen der Konvexitét der
Menge C die Identitit To(G(£))° = No(G(&)), so dass 6) aquivalent zur Identitit

(A e No(G(@)) | G'(#)*A = 0} = {0} (4.17)

ist. Schliefslich kann man die Menge der Lagrange-Multiplikatoren zu einer lokal optimalen Ldsung
des Problems (4.11)) definieren:

54



Definition 4.2.6.
Zu einer lokal optimalen Lésung T von beschreibt

AE) = {A e No(G(2)) | F'(z) + G'(2)"A = 0} (4.18)

die Menge der Lagrange-Multiplikatoren.

Bemerkung 4.2.7.

Als Polarisierungsresultdt wird die Bedingung von der KRZCQ impliziert. Da 0 das einzige
Element ist, das diese Menge enthalt, wird sie in der Literatur auch als NNAMCQ) - No Nonzero
Abnormal Multiplier Constraint Qualification - bezeichnet.

Zur Einordnung werden weitere (stérkere und schwichere) Regularitatsbedindungen vorgestellt, die in
der einschldgigen Literatur Verwendung finden, um fiir Optimierungsprobleme in Banachridumen die
Existenz von Lagrange-Multiplikatoren abzusichern. Dazu definiert man noch den (stets abgeschlosse-
nen) linearisierten Tangentialkegel an M in &,

Ly(3) = {de X | G'(2)[d] € Te(G(2))},
und den linearisierten Normalenkegel Sp/(Z) an M in &,
Su(@) == {G"@)* [N\ € X* | Ae Te(G(2))°}

(vgl. [14] und [38]).

Definition 4.2.8.
Es sei £ € M beliebig gewdhlt.

(i) Die sogenannte Abadie Constraint Qualification, kurz ACQ, ist in & erfillt, wenn die Relation
Ta (&) = La(T) gilt, wobei Spy(Z) abgeschlossen bzgl. der schwach-%-Topologie ist.

(i) Die sogenannte Guignard Constraint Qualification, kurz GCQ, ist in T erfillt, wenn die Relation
Tar(2)° = Sy () gilt.

(i4i) Eine Bedingung, die die KRZCQ impliziert, ist die sogenannte Full Range Constrain Qualifica-
tion, kurz FRCQ). Sie ist erfillt, wenn G'(2)X =Y gilt, womit sie sich auf die Surjektivitit von
G'(Z) reduziert.

Das folgende Lemma verdeutlicht das Verhdltnis der angesprochenen Regularitdtsbedingungen
zueinander. Fiir den Beweis und vertiefende Ausfithrungen sei auf [38] verwiesen.

Lemma 4.2.9.
Es sei & € M beliebig gewdhlt. Dann gelten fiir die oben prdsentierten Regularitdtsbedingungen folgende
Implikationen, sofern sie in & erfillt sind:

FRCQ = KRZCQ = ACQ = GCQ.

Des Weiteren sind die KKT-Bedingungen in T erfillt, falls es ein lokales Minimum von
ist. Damit ist jede dieser Regularititsbedingungen hinreichend dafiir, dass die KKT-Bedingungen
notwendige Optimalitdtsbedingungen fir darstellen.
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Lemma 4.2.10.

Die Abbildung G : X — Y sei stetig Fréchet-differenzierbar zwischen den Banachrdumen X und Y und
C € Y sei eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge. Weiter sei die KRZCQ fiir einen Punkt T
aus der zusdtzlich konveren Menge M = {x € X | G(x) € C} erfillt, welcher lokal optimale Losung
vomn ist, so dass F in diesem Punkt Fréchet-differenzierbar ist. Dann ezitiert ein sogenannter
(regulirer) Lagrange-Multiplikator X € No(G(Z)), der die Identitit

F'(z) + G'(@)*[\] = 0

erfillt.

Beweis. Aus dem ersten Teil von Lemma folgt —F'(z) € N () und damit —F'(z) € ().
Da in z die KRZCQ gilt, folgt aus Lemma mit A = G’(Z) und Lemma [1.2.3]

Nin(@) = Tig(@)° = {de X | G'(¥)[d] € Te(G(2))}" = G'(2)*[Te(G(@))°].

Die Konvexitiit der Menge C' liefert schlieflich 7o (G(z))° = N (G(Z)), womit die Aussage bewiesen
ist.
O

Bemerkung 4.2.11.

Die notwendigen Optimalititsbedingungen aus Lemma werden KKT-Bedingungen des Problems
/. 11]) genannt, falls C eine konvexe Menge ist. Ist C' ein nichtleerer, abgeschlossener, konvezer Kegel,
s0 gilt X € C° n{G(z)}*. Im Zusammenhang mit der KRZCQ wurden diese Bedingungen zuerst in [50)
aufgestellt. T selbst wird unter diesen Voraussetzungen Karush-Kuhn- Tucker-Punkt, kurz KKT-Punkt,

von genannt (vgl. auch [13], Satz 3.9).

Neben der Existenz eines Lagrange-Multiplikators fiir kann (zusammen mit der Erfiillung
der Voraussetzungen aus Satz auch seine Eindeutigkeit durch eine Regularitdtsbedingung
abgesichert werden. Wie diese Bedingung aussieht, wird im néchsten Satz thematisiert. Zuvor wird
noch folgendes Hilfsresultat bendtigt (vgl. [75]):

Lemma 4.2.12.
Der Punkt T € X sei zuldssig fiir . Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(i) Fir alle F e F:={F:X — R | F ist Fréchet-differenzierbar} existiert fir hochstens ein
Lagrange-Multiplikator in .

(ii) Fir alle F € F, fir die & ein lokaler Minimierer von ist, existiert héchstens ein Lagrange-
Multiplikator o T.

(iii) Es gilt

ker G'(Z)* A lin(TC (G(@))") — {0}. (4.19)

Beweis. (i) — (i1) ist offensichtlich.
(ii) — (iii): Da To(G(Z))° ein konvexer Kegel ist, gilt zm(Tc (G(a?))o) = To(G(@)° - To(G@))°.
Es gelte nun

A — g € ker G'(Z)* N lin (’TC (G(z‘:))o) (4.20)
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mit beliebigen A1, A2 € To:(G(Z))°. Setzt man F(z) := —(A\i,G(z)) Vx € X, so gilt F(z) — F(z) =
—(A\1,G(z) — G(z)) = 0 fiir alle z € X, die zuléissig fiir sind. Somit ist Z fiir dieses F' ein
lokaler Minimierer von (4.11)). Per Definition von F' gilt F'(Z)+G'(Z)* A1 = 0. A1 ist also ein Lagrange-
Multiplikator. Die Beziehung impliziert weiter, dass Ao ebenfalls ein Lagrange-Multiplikator ist.
(i1) liefert dann A\; = A, was (#44) impliziert.
(iii) — (i): Gegeben seien F': X — R und die Multiplikatoren A1, A2 € 7¢(G(z))°. Dann gilt F'(z) +
G'(z)*\; = 0 fur i € {1,2}. Damit gilt weiter G'(Z)*(\1 — A2) = 0 und (4i7) impliziert Ay = Ag. Somit
existiert mindestens ein Lagrange-Multiplikator.

Ul

Um nun anstelle der Bedingung (ii7) in Lemma [4.2.12f eine dquivalente Aussage im primalen Raum Y
zu erhalten, wird noch eine weitere Bedingung benétigt. Diese ist Inhalt des folgenden Satzes (vgl. [75]).

Satz 4.2.13.
Es gelte

l (G’(:z)x . TC(G(@«))“) — . (4.21)
Dann gilt .

Beweis. Definiert man A := ker G'(Z)* und B := lin (’T(; (G(:E))O> als Unterrdume von Y*  so gilt

A+ = (G (z)X) und B+ =T (G(E))OJ‘ (vgl. (2.4) in Lemma . In diesem Fall ist Voraussetzung

1} aquivalent zu cl(AL — Bi) = ). Damit ist 1’ gleichbedeutend mit A n B = {0}.
O

Bemerkung 4.2.14.
Es st sofort ersichtlich, dass die Erfillung der FRCQ die Identitdt impliziert.

Unter gewissen Konvexititsvoraussetzungen stellen die Bedingungen aus Lemma (.2.10] ein hinrei-
chendes Kriterium fiir globale Optimalitat dar (vgl. [60]):

Lemma 4.2.15.

F sei ein konvezes Funktional, die Abbildung G : X — Y stetig Fréchet-differenzierbar zwischen den
Banachrdumen X und Y, C € Y ein nichtleerer, abgeschlossener, konvexer Kegel und G des Weiteren
—C-konvez, erfille also

Glaz + (1 —a)2') —aG(z) — (1 —a)G(z') e C Vz,2' € X.

Wihlt man ein © € M := G7Y(C), wo F Fréchet-differenzierbar ist, und nimmt an, dass dort die
KKT-Bedingungen gelten, so ist T eine global optimale Losung von .

Beweis. Da C ein konvexer Kegel ist und die KKT-Bedingungen in Z erfiillt sind, existiert ein A €
C°~{G(z)}* mit F'(z)+G"(Z)*[\] = 0. Angenommen es gibt ein z € G~1(C) mit F(x) < F(Z), so dass
Z nicht global optimal fiir (4.11]) ist. Aus der —C-Konvexitit von G folgt G(z)+G'(2)[z—Z]-G(z) € C
(vgl. [52]). Dann liefert die Konvexitéit von F' zusammen mit (A, G(x))y < 0 und A\, G(Z))y =0
0 = (F'(2) + C'(@)* [Nz — 2y = F'(@)[z — 2] + 0 G(@) [z — 2]y
< F @)z — 2]+ O\ G(@) + G'(@)[r — 2*] — G(z))y
<0, vgl. [52], Th. 2.20
< F'(z)[r— 7] < F(x) — F(z) <0,

was ein Widerspruch ist. Somit ist & global optimal fiir (4.11]).
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4.3 MPCCs in Banachrdumen und die KKT-Transformation fiir (BO))

In diesem Abschnitt soll die Theorie aus Unterkapitel am Bilevel-Optimalsteuerproblem (BO))
in die Praxis umgesetzt werden. Zunichst wird gepriift, ob fiir das Problem auf der Follower-Ebene
eine Regularitdtsbedingungen erfiillt ist, um die Existenz eines Lagrange-Multiplikators fiir die PDE-
Nebenbedingung abzusichern, wobei die Steuerbeschrdnkungen im Zuge der KKT-Transformation
separat betrachtet werden. Schlieklich wird untersucht, ob die Multiplikatoren zu bestimmten
Nebenbedingungen der Follower-Ebene eindeutig sind und in welcher Beziehung lokale bzw. globale
Losungen des KKT-Modells und des Problems zueinander stehen.

Riicken wir also

1

2 ol 2
. gF( L F FY ._ |l L, F_F — |l
uIll;l}yI}T f (y Y LU ) = QHy ty Yd LQ(Q)+ 9 Hu HLQ(Q)
bei
— Ayt =l in Q, —Ayf =uF in
yF =0 auf T, y'=0 auf T (BOR")
und

uf e UL = {uF(a;) e L2(Q) | ul (z) < uf(x) < uf (x) fast dberall in Q}

in den Fokus und untersuchen, ob eine der in Abschnitt [d.2]vorgestellten Regularitdtsbedinungen erfiillt
ist. Die gebrauchlichste CQ im Rahmen von Optimierungsproblemen in Banachrdumen ist die KRZCQ
(4.12). Zudem ldsst sie sich relativ gut priifen. Gleiches gilt fiir die FRCQ, welche die KRZCQ impliziert
(vgl. Lemma [4.2.9). Zuvor halten wir noch fest, dass die zulissige Menge jetzt die Struktur

MFz{uFeU;:i‘g(uF)eC}

mit g(uF) = Suf — u¥ und C = {0} hat. Das Parameterpaar (uL,yL) ist an dieser Stelle fixiert
und die entsprechende Nebenbedingung bei der Regularitétsiiberpriifung an dieser Stelle deswegen zu
vernachlissigen. S : L2(2) — L*(Q), uf — yf (uf), mit § = Epio)G und Egig) : HY(Q) - L*(Q)
beschreibt wieder, wie in Abschnitt , den Losungsoperator, so dass g : L2(Q) x L2(Q) — L*(Q) mit
L2(Q)* = L%(Q) gilt.

Bemerkung 4.3.1.
Die Formulierung der PDE-Nebenbedingung iber den Lésungsoperator S wird insbesondere fiir die

Uberpriifung einer Regularititsbedingung von Vorteil sein. Wir behalten fiir die Dauer dieses Abschnitt
die Aquivalenz

—Ayt = uF =3 y' = Sur

stets im Hinterkopf. Im Kontext von Regularititsbedingungen wird die letzte Schretbweise iiber den
Lésungsoperator S hilfreich sein. Formal halten wir fiir den Rest dieses Abschnitts aber ansonsten

(noch) an der Struktur von fest.
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Satz 4.3.2.

Die Annahmen und Voraussetzungen aus Bemerkung seien erfillt. Fs sei ( L F) die Losung
e zum vorgegebenen Parameterpaar ( L L) Dann ist die FRC(Q) in (_ Y ) erfillt und es
existiert zur Restriktion g(ﬁF,ng) =y — Sal' e C = {0} mit C < L*(Q) ein Lagrange-Multiplikator
M e C°. Da es sich um eine Gleichungsrestriktion handelt, entsteht keine zusitzliche komplementdire
Schlupfbedingung.

Beweis. Mit S als stetig invertierbarem Operator, ¢’ (a”,5") = (—=S5,I) und A = UL x H(Q) ist
die Regularitdtsbedingung

mit
R 57) = {8(("y") = (@",57)) | B2 0, (u" ") € A}
stets erfiillt, da die Gleichung
g @7 y") - @57 = (-0 (W y") - @,5)) = S —a") + 1" - 5") =
fiir jedes z € mit uf = —S 1z + @ und y¥ = g¥ lésbar ist. Damit existiert nach Lemma

und Lemma 4.2.10/ ein A\ € C° mit (fF)I(ﬂF,ng) + g'(ﬂF,ng)*[;\F] =0.
O

4.3.1 Der adjungierte Zustand als Lagrange-Multiplikator

Als Nichstes wird untersucht, welche Rolle der in Kapiteleingefﬁhrte adjungierte Zustand pf” im Rah-
men der KKT-Theorie spielt. Dies wurde in Abschnitt bereits angedeutet. Mit der soeben nach-
gewiesenen Existenz des Lagrange-Multiplikators A" zur Restriktion g(ﬁF T ) =gt —Sul" e C = {0}
gilt fiir die Lagrange-Funktion

XF(gF,uF’ /\F) :fF(gF’aF) _ (gF _ SaF’j\F)B(Q)
und folglich die Aquivalenz
Dy ZF (0 ) =0 = A = gh g~y

Mit Blick auf die Herleitung bzw. Definition von p!” in Abschnitt schliefst man sofort auf die
Identitét
i = S\, (4.22)

Satz 4.3.3.
(ﬂF, QF) set die Losung von zum Parameterpaar ( L L) Dann ist der Lagrange- Multiplikator
A qus Satz[4.3.9 eindeutig.

Beweis. A\ ist unter diesen Voraussetzungen nach der letzten der oben aufgefiihrten Aquivalenz zur
Lagrange-Funktion definiert als

N =gh gt — oyl
Da y als Zielzustand der Follower-Ebene eindeutig vorgegeben ist und die Zustande g* und ¥ nach
Satz [2.1.11] eindeutige Lésungen von (POp) bzw. (POg) sind, ist A" als Lagrange-Multiplikator zur

Zustandsgleichung g — Sua!” = 0 ebenfalls stets eindeutig.
O
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Bemerkung 4.3.4.
Alternativ kann fiir den Nachweis der Findeutligkeit des Multiplikators auch der Weg iber die Regu-

laritdtsbedingung (4.21) aus Satz und die Aquivalenzen aus Lemma gegangen werden.
Mit Blick auf die angegebene Aquivalenz zur partiellen Ableitung der Lagrange-Funktion ist der Weg

in obigem Beweis allerdings wesentlich intuitiver.

4.3.2 Eine Alternative zur Variationsungleichung

Um fiir die Durchfiihrung der KKT-Transformation auch fiir die aus uf e Uaf; resultierenden Steuer-
beschrankungen

5(:1:) < uf'(z) und uf' (z) < uf(a)) (4.23)

die Existenz von (moglicherweise eindeutigen) Lagrange-Multiplikatoren nachzuweisen, rufen wir uns
die Aquivalenzaussage aus Satz und die darauf folgende Bemerkung in Erinnerung: Fine Steuerung
a® ist genau dann Losung von (BOg), wenn sie die Variationsungleichung

(ﬁF—i-aFﬂF,uF—ﬂF)LQ(Q)ZO queU;Z

als Teil des Optimalitdtssystems (3.3) erfiillt. Im Folgenden wird die Mdglichkeit gepriift, die Va-
riationsungleichung (3.2) durch Einfithrung von Lagrange-Multiplikatoren fiir die Box-Restriktionen

ul' (z) < uf'(z) und uf'(z) < uf'(z) als weitere Gleichung zu formulieren.

a

Satz 4.3.5.
Die Variationsungleichung ist dquivalent zur Existenz fast dberall nichinegativer Funktionen
pl nf e L3(Y), die die Gleichung

o +aofaf —pf +pf =0 (4.24)

sowie die Komplementaritdtsbedingungen
(ﬂf(w),uf(a’) - ﬂF(x))LQ(Q) =0 und (/jlf(x)vﬂF(x) - ulf('r))lp(g) =0 (4'25)

fast diberall in Q) erfillen.

Beweis. Zunichst wird gezeigt, dass aus der Variationsungleichung (3.2) die Beziehungen (4.24) und
(4.25) folgen. Dazu definiert man die Multiplikatoren

al(@) = (3" (z) + oFal (2)) " = max (0,57 (z) + @l (2)),

F-F F-F

. - ' . (4.26)
(z) := (p (x) +a’u (:U)) = —min (O,p () +a’u (x)),

fiir die nach Definition ! > 0 und ﬂf > 0 gilt. Weiter gilt p* + of'al" = pl" — /15 , also 1} Wegen
der Beziehungen in (3.4) gelten auferdem folgende Implikationen:

ﬁF(x) + aFfLF(x) >0 = ﬂF(x) = uf(m),
p(x) +oFaf (z) <0 = af'(z) = uf(m),
ul(z) < af'(z) < uf'(x) = §F'(2) + oFal (z) = 0
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Damit sind fiir fast alle z € Q2 die Komplementaritdtsbedingungen in erfiillt: Falls zX'(z) > 0
gilt, ist ﬂf(x) nach Definition in automatisch gleich Null, womit die zweite Bedingung in (4.25))
erfiillt ist. Da bei fil'(x) > 0 aukerdem a” (z) = uZ'(z) gilt, ist auch das erste Produkt in gleich
Null. Bei if'(x) = 0 ist die erste Bedingung sofort erfiillt und p* () 4+ o' @’ (z) < 0 muss gelten. Das
hat @' (z) = ul'(z) bei p’'(z) + ofaf(x) < 0 und i} (z) = 0 bei p¥'(z) + afa’' (x) = 0 zur Folge,
womit auch das zweite Produkt Null ist. Falls umgekehrt i (z) > 0 ist, muss fif (z) nach (4.26) Null
sein und das erste Produkt in ist Null. Auferdem muss wegen p(z) + afaf'(z) < 0 wieder
ul' () = ul (x) gelten, womit die zweite Bedingung erfiillt ist. Bei fi} (x) = 0 ist die zweite Bedingung
sofort erfiillt und p* (x) + af'a’ (x) = 0 muss gelten. Das hat a%'(z) = ul'(x) bei p¥'(z) + oF'uf'(x) > 0
und jif'(z) = 0 bei pf'(z) + afa’’(z) = 0 zur Folge, womit auch das erste Produkt Null ist.

Wenn umgekehrt 1} und l) mit @’ € U;; erfiillt sind, koénnen fiir beliebiges uf" € U;:l
drei Fille eintreten: Fiir fast alle x mit uf (z) < u/'(z) < uf'(z) folgt aus den Komplementaritiits-
bedingungen in (4.25) die Beziehung il (z) = ff (z) = 0 und aus (4.24) p* (z) + ofa(z)" = 0 und

somit
(p" () + o a (2)) (uF' (2) — aF'(2)) > 0. (4.27)

a
4.25) liefert direkt il (z) = 0 und aus (4.24) folgt p* (z) + oful (z) = L (x) > 0, was ebenfalls
4.27) bedeutet. Bei !’ (x) = ul (z) gilt analog v’ (z) — 4" < 0 und mit zf'(z) = 0 folgt aus
pf +af'af = —pf’ <0, was wieder zu fithrt. Demnach ist (4.27) fiir fast alle z € Q erfiillt und
nach Integration ergibt sich die Variationsungleichung (3.2)).

Im Fall af'(z) = ul'(z) gilt wegen uf" € UL, die Beziehung u’'(x) — @ > 0. Der zweite Teil von
)

O

Bemerkung 4.3.6.
Im Falle des Vorliegens einer optimalen Steuerung ' lassen sich folgende dquivalente Aussagen zu-
sammenfassen:

(i) @ ist optimale Steuerung nach Definition .
(ii) wt" erfillt die Variationsungleichung
(iii) a®" erfillt die Projektionsgleichung .

(iv) Es existieren Lagrange-Multiplikatoren it und ﬂbF, die 4424[) und (f425[) erfillen.

Diese Beobachtungen werden insbesondere fiir die numerische Behandlung in Kapitel [6] von Bedeutung
sein.

Als Nichstes iiberlegt man sich, dass die Multiplikatoren g% und ﬂbF aus Satz natiirlich in die
Lagrange-Funktion .2 aufgenommen werden kénnen. Mit Blick auf Satz und Abschnitt

bedeutet das £ : H}(Q) x L2(Q) x HE(Q) x L*(Q) x L*(2) — R und

27 (g a" Nl i) =17 (@ ") = (5 = SN gy + (ul — @ al) o (0 -l i)

r2(q)’

wobei, wie zu Beginn des Abschnitts angekiindigt, weiterhin bzgl. der fiir das Follower-Problem
relevanten Zustandsgleichung der Notation g = Su!" gefolgt wird. Es gelten die Aquivalenzen
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D e 2" (g%, a" p" pl 5l ) =0 = aFaF+(S,Z\F)L2(Q)—ﬁ5+ﬁbF=0,
Dy 2" (5", u" 0" g 1)) =0 = g(u",y") e C ={0},

Duap.i”F (gF,ﬂF,ﬁF,ﬂf,ﬂf) <0 <= erste Ungleichung in (4.23),

DungF (g5, a",p" 0l if) <0 <=  azweite Ungleichung in (4.23)

und

D" (" 0" 0" 0l i) =0 = M =gh g -yl

Fiir die erste der oben aufgefithrten Aquivalenzen zur Lagrange-Funktion folgt schlieklich mit der

Identitat
D, 2" (5" a" b g iy ) =0 = aful +p" g+ iy =0,

was gerade Gleichung entspricht.

Offen bleibt die Frage nach der Eindeutigkeit der Multiplikatoren il (z) und il (z).

Satz 4.3.7.
Die Multiplikatoren it und ,abF sind eindeutig bestimmi.

Beweis. Genau wie im zweiten Teil des Beweises von Satz spielt man die Félle, die fiir eine
optimale Steuerung @' eintreten konnen, durch. Bei uf <l < uf folgt aus den Komplementaritéts-
bedingungen in sofort die Beziehung " = /15 = 0. Falls a!" = u!" gilt, folgt natiirlich @/ < “5
und damit ﬂf =0, da

<0
erfiillt sein muss. Damit folgt mit (4.24) weiter
ol + ot et —pf =0 s  pf+afal = ak.

Da p'" als adjungierter Zustand des Follower-Problems nach Satz[2.1.11|ebenso eindeutig ist wie @/ als
optimale Steuerung von (BOF|) nach Satz und af" als vorgegebener Koeffizient im Zielfunktional
von 1’ eine fixierte, positive Konstante darstellt, folgt die Eindeutigkeit von l". Analog schliefit

man auf die Findeutigkeit von /]5 mit dem Ansatz af = uf .

O

Damit kann das Optimalitdtssystem (3.3) mit der Variationsungleichung durch das folgende Karush-
Kuhn-Tucker-System ersetzt werden:
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— Ayt =u* in €, —Ayf =uF in £, —Apt =yl 4yt —yF in Q,

yL =0 auf T, szO auf ', pf = auf I,
pl +ofuf — puf vyt =0, (4.28)
ufguFSuf,
pl = (" + o) =0, ul = (" + W) >0,
F F _ Fr_F _F _
(M“’u“ - )L?(Q)_ ’ (Mb’u b)LQ(Q)_

4.3.3 Hinreichende Optimalitdtsbedingungen fiir (BOz|) und das KKT-Modell

Jetzt ist es an der Zeit, das aus (BOF|) resultierende KKT-Modell vorzustellen und die Beziehung der
beiden Probleme zueinander bzgl. ihrer globalen Lésungen zu erdrtern. Zunichst aber beschéftigen
wir uns mit der Bedeutung der KKT-Bedingungen als Optimalititskriterium und betrachten anstelle

von (BOp|) das dazu dquivalente Problem (BOL"):

Satz 4.3.8.
Die Zielfunktion f¥ (yF,uF) und die Restriktion —Ay" = v in erfillen die Voraussetzungen
von Lemma wobei mit Blick auf Satz —AyF =uf < g(ul,yF) =y — Sul" e C = {0}

gilt. Die Restriktion —Ay" = u” muss nicht beriicksichtigt werden, da sie nur von fizierten Parametern
abhdngt. Insbesondere ist g(uF,yF) — C-konvex. Damit ist die Erfillung der Karush-Kuhn-Tucker-
Bedingungen ein hinreichendes Optimalitatskriterium.

Beweis. Der Kegel C = {0} ist nichtleer, abgeschlossen und konvex, das Funktional f* (yF uf’) per

Definition konvex und g : L*(Q) x H}(Q) — L*(Q) in (a",§"") Fréchet-differenzierbar. g(uf’,y") ist
insbesondere —C-konvex, denn es gilt fiir alle Paare (u!',y%), (@, §"") € L*(Q) x H} ()

g(a(”y") + (1= a)(@",57)) — a-g(u”,y") - (1 = a)g(a",5")
= (ayF—l—(l—oz)g]F)—(aSuF—l—(l—a)SﬂF)—a-(yF—SuF)—(l—a)-(QF—STLF)

F

= ayl" + (1 —a)jg" —aSuf — (1 —a)Sar — ay” + aSu?” — (1 —)§" + (1 — a)Sal

=0eC.

Damit sind die KKT-Bedingungen in (4.28)) nach Lemma {.2.15| eine hinreichende Optimalitédtsbedin-

gung fiir (BOF).
0
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Mit Blick auf die Sdtze und kann schlieflich das einstufige KKT-Modell zu formuliert
werden, wobei das KKT-System (4.28)) die Follower-Ebene komplett ersetzt:

1 2 5
min FE(yhul) = §HyL +y" —yi + %HULHiQ(Q)

ulul byl i L2(Q)

bei
— Ayt = b, — AyF =uF, —Apt zyL—l—yF—yg, (KKT)
pF+afu =l + =0,
ufsuFSuf,
uan(pF+aFuF)+>0, pg = (" + )" >0,
(i F>L2<m: (- bF>L2<Q>:
und

a

ut e UL = {uL(az) e L2(Q) | ul(z) < ul(x) < uf(x) fast iberall in Q}

Aufgrund der nachgewiesenen Eindeutigkeit von p7, pul’ und ﬂf kann zusammen mit den Erkennt-
nissen aus den Abschnitten 3.1 und [3.3] folgendes Resultat beziiglich der Beziehung globaler Losungen

von (BO)) und (KKT)) zueinander angegeben werden:

Satz 4.3.9.
Falls (EL,TLF € L?(Q) x L*(Q) optimale Losung von m ist, so ist (aL,aF,;aF, ak, ﬂf) die optimale
Lésung von . Ist umgekehrt (al,u?,p", gl ") € L*(Q) x L*(Q) x HL(Q) x L*(Q) x L*(Q)
optimale Losung von , 80 1ist (ﬂL, 'L_LF) eindeutige optimale Lésung von .

Beweis. Da (ﬁL, EF) globale Lésung von ist und in (ﬂF, ng) die KRZCQ erfiillt ist, existieren
eindeutige Lagrange-Multiplikatoren p’", X", iy, , so dass die KKT-Bedingungen erfiillt sind. Da
ul des Weiteren bei y' = g eindeutige Losung des Leader-Problems in 1@} ist, ist (’L_LL ,ul ) auch
L&sung von , womit der erste Teil der Behauptung folgt.

Umgekehrt 16st (ﬂL,ﬂF ot ,ﬂf ,ﬂ{: ) nach Voraussetzung das Problem 1} und pF ,/jf ,,a
sind eindeutig bestimmt. Angenommen (aL,aF ) ist keine global optimale Losung von .
Dann muss es (&L,ﬂF ) mit @ € UaLO1 und @' als Losung des Follower-Problems geben, so dass
FL (ﬂL,ﬂF) < FE (ﬂL,ﬂF) gilt. Da (ﬂF,ng) das Follower-Problem 16st und dort die KRZCQ nach
Satz erfiillt ist, gelten die KKT-Bedingungen und es existieren eindeutige Multiplikatoren
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p*, g, i mit

was zeigt, dass (

~L ~F ~F ~F ~F
U P 7:uaﬂﬂb

fis = (@ +a"d") =0, = (b

~F F ~F _
<:U‘a,aua —u >L2(Q) - 07

folgt der zweite Teil der Behauptung.

Der Vollstdndigkeit halber wird an dieser Stelle zusétzlich das Optimalitétssystem fiir das einstufige

KKT-Modell (KKT) in reduzierter Form angegeben:

(pL—i-a

p" = 8" (Su® + Su” —yj),

LuL,u—uL)LQ(Q) >0 YueUL, pf'+afuf —pl +puf =0,
uaFSuF SUbF,
Mgz(pF+aFuF)+ZO, ui = (p" +au)” >0,
F F_F F F_F
SU, — U =0, ( U —u) =0
(:U’a a )LQ(Q) Ky b £2(Q)
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) eine zuldssige Losung fiir |D ist. Zusammen mit der Tatsache,
dass FL (ﬂL, &F) < FL (ﬂL, EF) gilt, folgt dass (ﬁL, al’, pr, g s Hy, ) kein global optimaler Punkt von

1) ist. Das ist ein Widerspruch zur vorausgesetzten Optimalitit von (ﬂL Jal' pt' nl pf

» D aﬂavub

p" =9 (Su" + Su” —yl),



4.4 Ein Hilfsproblem zu (KKT)) fiir die Stationaritatsanalyse

Das in diesem Abschnitt prédsentierte Hilfsproblem wird im nichsten Kapitel bendtight, um die
Frage nach starker Stationaritét fiir den Minimierer von beantworten zu konnen. Ohne dieses
Hilfsproblem, das eine modifizierte Form von darstellen wird, bekommt man Schwierigkeiten
beim Nachweis der Surjektivitdt des linearisierten Operators aller Nebenbedingungen des einstufigen
Modells, und erhilt deswegen nicht die Regularitdtshedingung, die als notwendige Bedingung fiir das
Vorliegen starker Stationaritdt erfiillt sein muss.

Genauer besteht das Ziel dieser Modifikation darin die Multiplikatoren i und ﬂf durch einen
einzigen Multiplikator ff" zu ersetzen, wobei dieser durch % und ﬂf definiert ist. Die beiden
zugehorigen Box-Constraints uf < af” und a!” < uf werden in einer Nebenbedingung vereint. Hierbei
wird fiir eine Menge A < 2 der Einsatz charakteristischer Funktionen der Form

1, falls z € A,
xa(z) =
0, sonst

hilfreich sein. Gleichzeitig muss die Erfiillung der Komplementaritétsbedingungen in den Nebenbedin-
gungen weiterhin gewéhrleistet sein. Dabei kommen die aktiven Mengen
a

A= (@) = {x e A il (z) = uF(x)} und AT (@F) = A\A (@)

zum Einsatz. Konkret hat diese Modifikation von 1’ mit if = x A-(aF) B+ x A+ (aF) af die
Gestalt

1 2 ol 2
. L L LYy ._ 2| L F L = ., L
wrabigb e © (v7u”) = ZHy Y TV T2 [« a0
bei
—AyP = b, — AyF =", —Ap" =yt +y" gl (KKTmod)

p ta u +(—XA—(EF)+XA+(QF))-/LFZO,

XA—(ﬁF) (Uf — UF) + XA+(ﬁF) (UF — UbF) <0,

a

ut e UL = {uL(:c) e L*(Q) ‘ ul(z) < u¥(x) < uf(x) fast diberall in Q}
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Der Vollstandigkeit halber geben wir an dieser Stelle auch das Follower-Problem mit dieser neuen
Notation an:

1 2 ot 2
. F(, L F F\ ._ | L  F _ F |l
UI?E]F Aty ub) = QHy Y —Ya LQ(Q)JF 5 Ju HLQ(Q)
bei
— Ayt =l in €, —AyF =uF in £,
yF =0 auf T, y' =0 auf I’ (Bo;ipmod)
und

~AjF =4 in Q, —AjgF =a" inQ, A =gl + 5" —yf inQ,
g¥ =0 auf T, 7" =0 auf T, =0 auf T,
ﬁF +aofal + ( — Xa-@F) + XA+(11F)) 'ﬂF =0,
XA-(aF) (’u(llJ — ﬂF) + XA+ (@F) (ﬂF — uf) <0, (4.30)

Korollar 4.4.1.
Das Tupel (ﬂF,ng) ist genau dann Lisung des Problems (BOR"|) zu einem vorgegebenen Parameter-

paar (aL,gjL), WENN €8 lost. Die Optimalitdtsbedingungen (4.2§|) und sind notwendig

und hinreichend fiir die jeweils eindeutige Lisung.
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Bewets. Zunichst fithrt man sich vor Augen, dass aus dem Beweis von Satz folgende Implika-
tionen resultieren:

>0 e pf =0, @ >0 e pl=o, (4.31)
a =ul' = p'=0, d'=u' = p'=0, (4.32)
ul <al” <ol = pf'=pl =o. (4.33)

Man macht sich die Aquivalenz der Probleme 1} und 1} mittels folgender Verbindung

zwischen (i), il ) und " = x a—(gry - B + Xa+@ry - 1) Klar:

Ersetzt man die Beziehungen

ul <a® <l
pe = (" +a"a") =0, pf = (0" +a"@") =0,
~-F F F ~F —F F
5 - =Y, o — =
(:ua a )LQ(Q) (}ub b )LQ(Q)

durch

i =0, (4.34)

(ﬂF7 Xa-@ar) (g — ") + Xa+@ry (@ = uf))LQ(Q) =0

mit A~ (@) = {z € A| @ (z) = vl ()} und AT (a") = A\A~(a"), so kénnen folgende Fille eintreten:

Bei af'(z) = ul'(z) gilt @' (z) — vl (z) < 0. Damit ist € A~ (a) und die erste Ungleichung
in (4.34)) ist mit Gleichheit erfiillt.

Im Fall 4/ (z) < uf'(z) miissen wiederum zwei Fille betrachtet werden: Bei a!'(z) = uf (z) gilt

Xa+@r)(®) =1, X4-(@r)(z) = 0 und al () —ul'(z) = 0, womit die erste Ungleichung in (4.34) wieder

mit Gleichheit erfiillt ist. Bei a%'(z) < uf (z) gilt ebenfalls Xa+@y(z) = 1 und x4-gry(2) = 0 und
die erste Ungleichung in (4.34]ist wegen ' (z) — ul'(z) < 0 wieder giiltig.

Auch die Konstruktion von af" = y A-(aF) - A A+(aF) ﬁf ist konsistent mit dem Verhal-
ten von fil” und /jf in Satz m

Aus af () = ul'(x) folgt mit 1} ff = 0 und mit x4 (zry(z) = 1 und 1} weiter gl > 0, was
ﬂ

i = pl bedeutet. Fiir den Fall u” (z) = ul’ (z) folgt mit (4.32) analog il” = 0 und mit Xa+@ry(T) =1
und (4.31) weiter gf" > 0, was zu @f" = pf" fiihrt. SchlieRlich folgt aus ul'(z) < uf'(z) < uf'(z) mit

a
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4.33) gl = gl = 0, was sofort i = 0 bedeutet.
iy = nf =0, i

Analog zum zweiten Teil des Beweises zu Satz [4.3.5] kann mit (4.31)-(4.33) gezeigt werden,
dass die Komplementaritiitsbeziehung in (4.34) stets erfiillt ist. Schliflich ist wegen nl’, af” > 0 und
Xa+(@ry € {0, 1} sowie x 4-(gr) € {0, 1} auch die Beziehung it > 0 bewiesen.

Aus der strikten Konvexitit von lb und 1’ folgt, dass die Bedingungen (4.28)

und (4.30) sowohl notwendig als auch hinreichend sind.

O

Bemerkung 4.4.2.
Man sieht leicht ein, dass auch die Identitdt

pt+ala" + (- XA-(@@Fy XA+(aF)) it =0

konsistent mit

—F F

pr ol ut —pl + =0

ist: Da bei u' (z) = ul(z) nach i (x) = 0 und auperdem Xa-@ry(®) = 1 gilt, ist
o' + ol al” + (— XA-(@aF) + XA+(EF)) -7 =0 dquivalent zu p* + of'al” — gk + ﬂf = 0. Umgekehrt
folgt diese Aquivalenz bei u' (z) = ul (z) wegen L (x) = 0 nach (4.32) und Xa+@ry(z) = 1. Im Fall

ul’ < al’ < uf folgt schliefSlich mit direkt il = ﬂf = 0 und damit (—XAf(ﬂF)—l—xAﬂﬁF))-ﬂF =0.

Das Problem (KKT,,,q) wird die Basis fiir den letzten Abschnitt des nichsten Kapitels sein.
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5 Stationaritatskonzepte fiir MPCCs in
reflexiven Banachraumen

Die (KKT)-Transformation aus Kapitel wird nun aufgrund der dquivalenten Betrachtungsmog-
lichkeiten aus Satz in den Vordergrund geriickt und anstelle von als MPCC im Banachraum
gelost. Zunéchst werden anhand eines allgemeinen MPCCs in einem reflexiven Banachraum einige
Resultate présentiert, die fiir die Behandlung von im zweiten Kapitelteil benotigt werden.
Hierbei wird deutlich, dass fiir ein solches MPCC keine bis hierhin bekannte Regularitdtsbedingung
erfiillt werden kann. Diese Schwierigkeit kann jedoch durch das Arbeiten mit einer Reihe von
'Hilfsproblemen’ umschifft werden, um so eine Losung des MPCCs (und spéiter von (KKT)) auf
schwache bzw. starke Stationaritit zu priifen und schlieflich notwendige Optimalitdtsbedingungen
zu formulieren. Zur besseren Einordnung wird dieses Vorgehen fiir den endlichdimensionalen Fall in
seinen wichtigsten Facetten dargestellt.

5.1 Regularitatsbedingungen und Stationaritatskonzepte fiir
endlichdimensionale MPCCs

Da MPCCs (in Banachrdumen) ein zentraler Baustein dieser Arbeit sein werden, soll dem Leser an
dieser Stelle ein Uberblick iiber die wichtigsten Eigenschaften dieser Problemklasse hinsichtlich Sta-
tionaritatstypen und erfiillbarer Regularitdtsbedingungen mit auf den Weg gegeben werden. Hierbei
werden lediglich die wichtigsten Aussagen und Implikationen skizziert. Fiir vertiefende Ausfithrungen
und zugehorige Beweise wird auf die entsprechende Literatur verwiesen. Eine Optimierungsaufgabe der
Form

f(x) — min

bei

g(x) <0, h(z)=0, (sMPCC)
G(xr) =0, H(z)=0, Gz)'H(zx)=0

mit stetig differenzierbaren Funktionen f : R” - R, g : R®” - R"*, h: R" - RP, G : R” — R? und
H : R"™ - R? und der nichtleeren zuléssigen Menge

M :={zeR" | g(z) <0, h(z) =0, G(z) =0, H(z) =0, G(z)"H(z) = 0}

wird als Optimierungsproblem mit Komplementaritdtsbedingungen oder kurz MPCC (Mathematical
Problem with Complementarity Constraints) bezeichnet. Da fiir Probleme dieses Typs wegen der Kom-
plementaritdtsforderung in den Nebenbedingungen die meisten Standard-Regularitétsbedingungen,
inklusive MFCQ und somit auch LICQ (vgl. [35], Abschnitt 2.2), in jedem zuldssigen Punkt € M
verletzt sind, bleiben nur relativ unhandliche Regularitdtsbedingungen iibrig, um sicherzustellen,
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dass die KKT-Bedingungen notwendige Optimalitdtsbedingungen darstellen. Deswegen miissen
neue, auf zugeschnittene Regularititsbedingungen gefunden werden, um Bedingungen fiir
Optimalitét eines zuldssigen Punktes & € M herleiten zu kénnen. Man wird sehen, dass hierbei kein
Lagrange-Multiplikator fiir die komplementéire Nebenbedingung entsteht. Der Preis dafiir ist jedoch,
dass die resultierenden Stationaritdtskonzepte qualitativ hinter dem der starke Stationaritét liegen.

Zu diesem Zweck ist es zunéchst hilfreich fiir ein £ € M die Indexmengen

Ig(f) = {Z | gi(%) = 0}
Io1(2) := {i | Gi(2) = 0,
Lo(2) :={i | Gi(&) > 0,
Ino(2) = {i | Gi(2) = 0,

zu definieren.

>

>

v

o O O

N N N

Ein zuldssiger Punkt £ € M von (sMPCC| wird stark stationfr genannt, wenn er ein KKT-

Punkt von (sMPCC) ist oder dquivalent Multiplikatoren A € R, p € RP, v, & € R? mit

V(@) + Vg(@)\ + Vh(z)p — VG (@) — VH(2)E = 0,

A=0und \; =0 Vi¢[(2),
v =0 Vie Io(),
§i =0 Vielp(2),
v; 20, & >0 Vie ly().

existieren. Mit dieser Notation kann man auferdem die folgenden Hilfsprobleme formulieren, die spéter
fiir die Uberpriifung von Regularititsbedingungen und die Definition weiterer Stationarititstypen fiir

(sMPCC|) von Nutzen sein werden:

bei
g(x) <0, hz)=0,
G(x)=0, H(x)>=0 Viely(2),
G(x) =0, H(x)=0 Viel. (),
G($) = 0, H(:U) =0 Vie Ioo(ii')

(STNLP)

(STNLP) stellt ein beziiglich (sMPCC|) verschirftes (tightened) Optimierungsproblem dar. Die

zuldssige Menge von (STNLP)) ist in der zuldssigen Menge von (sMPCC) enthalten.

bei
g(z) <0, h(x)=0,
G(z) =0, H(z)=0 Yielp(
G(z) =0, H(z)=0 Yielof
G(z) =0, H(z)>0 Vie lp(#)
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(sRNLPJ|) stellt ein beziiglich (sMPCC) relaxiertes Optimierungsproblem dar. Die zuldssige Menge

von (SMPCC) ist in der zulidssigen Menge von (SRNLP|) enthalten. Fin genauerer Blick offenbart,
dass die Bedingungen fiir starke Stationaritét gerade den KKT-Bedingungen von (sRNLP|) entsprechen.

f(z) — min

bei
g(x) <0, h(z) =0, (sNLP(S1, 82))
G(x) =0, H(x)>=0 Viely.(z)up,
G(z) =20, H(zx)=0 Vielio(z)upba

Fiir die Mengen (31 und Bo gilt Iog = 1 U B2 und 81 n B2 = . (SNLP(51, 52)]) stellt ein beziiglich

(sMPCC)) reduziertes Optimierungsproblem dar. Die zulédssige Menge von (sNLP(S1, 82)]) ist in der
zuldssigen Menge von (sMPCC)) enthalten.

Es fillt auf, dass sich alle Hilfsprobleme ausschlieflich auf der sogenannten biaktiven Menge
Ipo unterscheiden.

Um beispielsweise GCQ und ACQ zu diskutieren, werden fiir einen zuldssigen Punkt & € M
von (sMPCC)) die Kegel
Las(#) = {deR" | Vgi(@) <0 Vie (),
Vh(fc)Td =0 Vi=1,.
Gi(#)"d =0 Vle[0+()
Hy(#)"d =0 Vie Io(2),
Gi(®

Yd=0, VHi(#)Td>0 \ﬁeloo(a:«)}

und

%3>

La(i)° = {d eR" | d = Vg(i)A + VA(Z)p — VG(i)v — VH(D)E,
A =0, falls i € I,(2),
A =0, falls i ¢ I,(2),
v; =0, falls i € I1o(2),
& =0, falls i € Ipy (),

V=0, €20, fallsi e 100(:3)}
benotigt. Aukerdem ist es sinnvoll sich noch den (Bouligand-) Tangentialkegel

Ty (z) = {de R™ El{xk} — M I, {tk} =0: tk(a:k —@) — d}

und den zu einer Menge K € R" polaren Kegel
Ko :={weR"|w'd<0 Vde K}

in Erinnerung zu rufen.
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Eine Standard-CQ, die fiir auf Umwegen in einem & € M erfiillbar ist, ist die GCQ.
Sie gilt, wenn Ty (2)° = Ly (2)° erfiillt ist. Die Inklusion Ty, (2)° S L (2)° ist stets gegeben, aller-
dings muss Ly (2)° € Th(2)° abgesichert werden. Das ist moglich, wenn die sogenannte MPCC-LICQ
gilt (vgl. [37]). Sie ist in & € M erfiillt, wenn die Gradienten

Vgi(2) (i€ly), Vhi(z) (i=1,...p), VGi(&) (i€ los vln), VH;(&) (i€loulnp)

linear unabhéngig sind. In [35], Kapitel 4, wurde bewiesen, dass zu einem lokalen Minimierer
von , in dem die MPCC-LICQ erfiillt ist, eindeutige Multiplikatoren existieren, die die
Bedingungen fiir starke Stationaritdt erfiillen. Fiir den Beweis ist das Hilfsproblem (sNLP(/31, 32))
von zentraler Bedeutung. Falls z ein lokales Minimum von ist und die GCQ dort erfiillt ist,
so ist T ebenfalls stark stationdr (vgl. [37]). Die MPCC-LICQ impliziert also GCQ. Des Weiteren gilt
die ACQ in einem Punkt z € M, falls dort Ipo(2) = & gilt. Allerdings ist Th/(Z) im Gegensatz zu
Lys(z) im Allgemeinen nicht konvex, was die ACQ in den meisten Fiallen unbrauchbar macht (vgl.
[36], Abschnitt 3.1).

Die KKT-Bedingungen von (sITNLP|) liefern die Definition fiir schwache Stationaritédt in einem
Punkt £ € M:

VF(@) + V()X + Vh(2)p — VG(2)v — VH(£)¢ = 0,
A=0und \ =0 Vig I(#),

vi =0 Vie L),

& =0 Vie o, ().

Man sagt, dass MPCC-LICQ bzw. MPCC-MFCQ in & erfiillt ist, falls LICQ bzw. MFCQ fiir (sTNLP)
in & gilt. Ein lokales Minimum Z von ist sowohl unter MPCC-LICQ als auch unter
MPCC-MFCQ schwach stationdr. An dieser Stelle tut sich folgende Problematik auf: Starke Statio-
naritdt korrespondiert mit den KKT-Bedingungen von und kann nur unter MPCC-LICQ
garantiert werden. Schwache Stationaritét ist einfacher abzusichern, korrespondiert aber nur mit den
KKT-Bedingungen von (STNLP). Das Ziel besteht nun darin, Stationaritdtsbedingungen herzuleiten,
die starker als schwache Stationaritdt sind, sich aber gleichzeitig besser als starke Stationaritit
absichern lassen.

Aus den Fritz-John-Bedingungen fiir (sMPCC)), die in jedem zuldssigen Punkt # € M erfiillt
sind, kann zusammen mit der Subdifferential-Theorie nach Clarke zunédchst folgendes Stationaritéts-
kriterium formuliert werden:

Ein zuldssiger Punkt £ € M von (sMPCC) wird Clarke-stationdr (oder kurz C-stationdr) ge-
nannt, wenn Multiplikatoren A € R”, u € RP, v, £ € R? existieren, die dem System

V(E) + Vg(@)A + Vh(@)u — VG(&)r — VH(2)E = 0,
A=Z0und \; =0 Vi¢g [(2),

v =0 VieIo(#),

& =0 Vie lpy(2),

vi-& =0 Vie Ip(2)

geniigen. Ein lokales Minimum Z von (sMPCC)) ist bei Erfiillung von MPCC-LICQ bzw. MPCC-MFCQ
C-stationdr.
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Das Problem bei der Uberpriifung der Abadie-CQ, die erfiillt ist, wenn Ty(&) = Lp(2) gilt,
besteht bei der Betrachtung von darin, dass Ly (&) stets konvex ist, Ths(Z) jedoch nicht
konvex sein muss. Als Ausweg orientiert man sich wieder an und deﬁnlert zunéchst den
sogenannten MPCC-linearisierten Tangentialkegel

LMPCO(3) .= {del@% Voi(d) <0 Vie (i),

Vh(#)Td=0 Vi=1,.

VGi(2)'d=0 vh+@x

VH(#)Td =0 VI(&),

0 < VGi(#)Td L VH;(#)Td >0 WE%M)}
= {de Lu(@) | (VGi(@)7d) (VH(@)Td) =0 Vi e ().

Damit lauten die sogenannte MPCC-Abadie-CQ (kurz MPCC-ACQ) Ty (2) = LAFPCC(2) und die
MPCC-Guignard-CQ (kurz MPCC-GCQ) Ty (2)° = LYFCC(2).

Weiter wird ein zuldssiger Punkt & € M Mordukhovic-stationdr (oder kurz M-stationdr) genannt,
wenn Multiplikatoren A € R, u € RP v, £ € R existieren, die dem System

V(@) + V(@) + Vh()p — VG(@w — VH(E)E = 0,
A=Z0und \; =0 Vi¢ [ (2),

v =0 Vi€ Lo(d),

£ =0 VYieIp (),

vi-& =0 oder 1;,>0, &> Vie ly(T)

geniigen. Ein lokales Minimum Z von (sMPCC)) ist bei Erfiillung von MPCC-GCQ M-stationér.

Zusammengefasst gelten fiir die Regularitétsbedingungen fiir (sMPCC)) folgende Implikationen:
MPCC—-LICQ = MPCC-MFCQ = MPCC—-ACQ = MPCC-GCQ

Ein zuléssiger Punkt 2 € M von (sMPCC]) heifst

e schwach stationir, falls
V(&) + Vg(@)A+ Vi(T)p — VG(@)v = VH(2){ = 0,
A= 0und \; =0 Vié [y(2),
Vi = 0 Vie I+0(§3),
51' =0 Vie IO_,_(i),
e C-stationdr, falls zusétzlich v; - & >0 Vi € Loo(2),
e M-stationdr, falls zusétzlich v; - & >0 oder v; =0, § = Vie Ip(),
e und stark stationdr, falls zusétzlich v; > 0, & > Vi € Loo(2)

gilt.
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5.2 Schwache und starke Stationaritat fiir allgemeine MPCCs in
reflexiven Banachraumen

Ein allgemeines MPCC in einem reflexiven Banachraum hat die Form

a(r) — min
x

bei
b(x) e C (MPCC)

mit Fréchet-differenzierbaren Funktionen a : X > R, b: X - YV, ¢c: X > Zund d : X —» Z¥,
reflexiven Banachrdumen X,),Z, der abgeschlossenen, konvexen, nichtleeren Menge C < Y und
einem abgeschlossenen, konvexen, nichtleeren Kegel K € Z.

Das in diesem Abschnitt vorgestellte Konzept zur Stationaritdtsanalyse fiir MPCCs in reflexi-
ven Banachrdumen geht im Wesentlichen auf [63] und [75] zuriick.

Viele gebrauchliche Regularitdtsbedingungen aus der unendlichdimensionalen Optimierung sind
fiir MPCCs nicht erfiillbar. Hierzu gehért beispielweise auch die KRZCQ, die bereits eine recht starke
und hiufig verwendbare Regularititsbedingung darstellt.

Damit man trotzdem {iberpriifbare CQs zur Hand hat, um auf diese Weise notwendige (und ggf.
auch hinreichende) Optimalitdtsbedingungen herleiten zu konnen, formuliert man eine Reihe von
Hilfsproblemen, die die komplementire Komponente aus umgehen. Fiir diese Hilfsprobleme
lassen sich dann verifizierbare Regularitdtsbedingungen angeben, bei deren Erfiillung starke und
schwache Stationaritat fiiv (MPCC)) im reflexiven Banachraum sinnvoll definiert werden kénnen. Man
wird sehen, dass diese Definitionen mit denen aus der endlichdimensionalen Theorie fiir MPCCs
weitestgehend iibereinstimmen.

Da, anders als in Abschnitt [5.1] keine aktiven, inaktiven und biaktiven Indexmengen zur Verfiigung
stehen, behilft man sich mit der Notation von Kegeln (vgl. Abschnitt . So gilt etwa mit

c(x) e K nd(z)t = Tge (d(w))o,
d(z) e K° ne(z)t = Tk (c(2))”.

Die besagten Hilfsprobleme sind:
a(r) — min
bei
b(x)e C (RNLP)

c(z) € Tgo (d(2))"
d(z) € Tk (c(z))°.

(RNLPJ ist ein beziiglich (MPCC]|) relaxiertes Problem. Die zul&ssige Menge von (MPCC)) ist in der
zuldssigen Menge von (RNLP) enthalten.
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bel

b(z) eC (NLP,)
c(a) eTic- (d(a)
d(z) €Tk (c(z))".

O
o

D
!

(NLP.) ist ein beziiglich (MPCC) reduziertes Problem. Die zulédssige Menge von (NLP/) ist in der
zuldssigen Menge von (MPCC|) enthalten.

a(r) — min
bei
b(z) e C (NLPg)
(m € TKo( )O
d(z) € Tic(c(2))° A Tieo (d())°

NLP,) ist ebenfalls ein beziiglich (MPCC|) reduziertes Problem. Auch die zuldssige Menge von
NLP4)) ist in der zuldssigen Menge von (MPCC) enthalten.

a(r) — mxin
bei
b(z) € C (TNLP)
() € Tieo (d( )OmTK(c:z:)l
d(z) € Tie (c(x))° A Tieo (dl)) "

(TNLP) ist ein beziiglich (MPCC|) verschérftes (tightened) Problem. Die zuléssige Menge von (TNLP))
ist in der zuldssigen Menge von (MPCC]|) enthalten.

Bemerkung 5.2.1.
Fiir die in der Notation der Hilfsprobleme verwendeten Kegel gelten die folgenden Identititen (vgl.

Abschnitt :
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Wie bereits oben erwdhnt, ist die KRZCQ im Kontext von keine Regularitdtsbedingung,
die in einem zuldssigen Punkt erfiillbar ist und eignet sich somit nicht (mehr), um Optimali-
tétsbedingungen zu erhalten und Stationarititstypen fiir zu charakterisieren. Um die
Ungiiltigkeit der KRZCQ fiir in jedem zuldssigen Punkt zu beweisen, arbeiten wir mit
Bemerkung und nutzen aus, dass die Erfilllung der KRZCQ impliziert, dass die Menge der
singuliren Lagrange-Multiplikatoren (vgl. bzw.[4.17) neben der 0 keine weiteren Elemente enthélt.

Lemma 5.2.2.
Die KRZ(CQ) ist fiir keinen zuldssigen Punkt

Fe MMPCC .= fxe X | b(x) € O, c(z) € K, d(z) € K°, (c(z),d(x)) = 0}
VON erfillt.

Beweis. Im Folgenden wird gezeigt, dass in einem beliebigen Punkt von ein singuldrer
Lagrange-Multiplikator existiert, der nicht die 0 ist. Nach der Kontraposition von Bemerkung
folgt dann, dass die KRZCQ dort verletzt ist. Das Quadrupel (A, v, &, p) € To (b(:lc))O x K° x K xR ist
ein singulérer Lagrange-Multiplikator von & € MMPCC falls

0 =b'(z)"[A] + ¢ ()" [v] + d'(2)"[€] + p(¢ (z)*[d(2)] + d'(x)*[c(2)]),
0= (V,c(as)) = (f,d(m))

erfiillt ist. Die erste Gleichung kann umgeschrieben werden in

0 =b(x)*[A]l + ¢ (@) [v + p - d(@)] + d'(x)"[§ + p - c(2)],

sodass A := 0, v :=d(z), £ := c¢(x) und p := 1 die Bedingungen

0="b(x)"[A] + (@) [v + p-d(@)] + d'(x)*[€ + p - ()],
0= (u,c(:r)) = (§,d(x))

aufgrund der Komplementarititsbedingung (c(z),d(z)) = 0 erfiillen. Damit ist (A, 7,&, p) ein nicht
verschwindender, singuldrer Lagrange-Multiplikator von , was bedeutet, dass die KRZCQ
in & € MMPCC nach Bemerkung nicht erfiillbar ist. Da & € MMPCC beliebig war, folgt die
Behauptung.

O

Anstelle von werden die Hilfsprobleme (RNLP]) und (TNLP) die Ausgangspunkte darstellen,
um schwache Stationaritét (ausgehend von (INLPJ)) und starke Stationaritét (ausgehend von (RNLPY)
zu definieren. Dies wird iiber die KKT-Systeme der beiden Probleme geschehen. Bevor wir uns diesen
beiden Definitionen widmen, werden noch folgende Resultate zur Geometrie der Kegel

P(z) := K nd(z)",

Q(z) := K° ne(x)™,

Uz) := K nd(z)*" n (K°n c(a:)J‘)J',
V(z) = K° nc()t A (K nd(z)yh)*

benétigt (vgl. [60], Lemma 3.2, und [63], Lemma 3.2).
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Lemma 5.2.3.
Fliir beliebiges & = MMPCC = {a: eX | b(z)eC, c(z) e K, d(z) € K°, (c(z),d(z)) = 0} gilt

No@y (e(@)) = d(K° = K° ne(@)") ne(@)?, (5.1)
Nvay(d(@)) = (K — K nd(&)") nd(@)", (5.2)
Npay(c(@)) = Ki=(d(2), (1)), (5.3)
No@)(d(@)) = Kk (e(2), d(2)) (5.4)

Beweis. Zuerst wird (5.1)) gezeigt. (5.2)) folgt mit identisch analoger Argumentation. Aus & = MMPCC
folgt zuniichst d(2) € K° n ¢(2)*. Zusammen mit der Monotonie des Operators lin kann man
lin(d(2)) € lin(K° n ¢(2)*) schlieken, was

lin(d(2)) + lin(K° n c(2)T) = lin(K° n c(2)*)
liefert. Da K° ein konvexer Kegel ist, gilt K° + K° n ¢(2)T = K°. Zusammen mit Lemma (4.1.1)) und
lin(K) = K — K erhélt man

U()t = el K° + lin(d(2)) + el (lin(K° c(:%)ﬂ))

(
= cl <K° + lin(d(z)) + lin(K°® N C(CE)L)>
(

Da U(%) ein abgeschlossener und konvexer Kegel ist, gilt auberdem N (s (c(2)) = U(&)° ne(d)*

(5.1) beweist.

Als Nichstes wird (5.3) gezeigt. Nutzt man aus, dass K n d(Z)* ein abgeschlossener und kon-
vexer Kegel ist, sieht man sofort, dass

, Was

NKmd(;ﬂ)l (c(ﬁ:)) = (K N d(ﬁn)J‘)O e )J‘
— (K + lin(d(@
= Tio (d(2)) N c(&
= Ko (d(2), ()

gilt. Die Identitét (5.4) folgt analog dazu.
[l

Als Nichstes kénnen schwache und starke Stationaritdt fiir iiber die KKT-Systeme von
und definiert werden. Bereits in [75] wurde gezeigt, dass der Begriff der starken
Stationaritit fiir MPCCs in Banachrdumen eine sinnvolle Verallgemeinerung seines endlichdimensio-
nalen Pendants ist. Gleiches gilt fiir die schwache Stationaritdt in nachstehender Definition (vgl. [63],
Lemma 3.5).

78



Definition 5.2.4.
Sei der Punkt & € MMPCC beliebig gewdhlt.

(i) & wird schwach stationdrer Punkt von m genannt, falls er ein KKT-Punkt von
ist. Das bedeutet, es existieren Multiplikatoren \ € Y* e Z* § € Z, die das System

0= a(®)" + V(&) [\ + ¢ (&) [2] + &' (2)*[€]

Ae To(b(#))°

vec(K°—K°ne(@)?t) ne(d@)t = Ny (e(2))

fec(K — K nd(@)F) nd(@)* = Ny (d(@))
ldsen.

(1) & wird stark stationdrer Punkt von m genannt, falls er ein KKT-Punkt von ]
Das bedeutet, es existieren Multiplikatoren A€ Y* v e Z* § € Z, die das System

0= a(2)* +V/(2)*[A] + ¢ (&)*[7] + d'(£)*[¢]
Ae To(b(@))°

b € Koo (d(2), @) = Nipgo (@)
€€/CK(C(SU)> ( ) = Ng@) (d(2))

losen.

Korollar 5.2.5.

Jeder stark stationdre Punkt & € MMPCC

1st auch schwach stationdr.

Bewets. Wegen

bei schwacher und

bei starker Stationaritét gentigt es fiir den Beweis die Inklusionen
Tico(d(2)) € d(K° — K° A e(d)h),
Ti (c(2)) € (K — K nd(2)F)

nachzuweisen. Zum Nachweis der ersten Inklusion stellt man zunichst fest, dass d(2) € K° n¢(2)* aus

der Zulissigkeit von & fiir (MPCC)) folgt. Damit erhilt man K° + lin(d(2)) € K° — K° n ¢(2)". Da
K° ein abgeschlossener, konvexer Kegel ist, folgt weiter

A (K +lin(d(2))) = Tice (A(@)) € eU(K° = K° 0 e(@)*).

Komplett analog folgt die zweite Inklulsion iiber den Ansatz (&) € K n d(Z)*.
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Bemerkung 5.2.6.

Die Konzepte zu schwacher und starker Stationaritdt konnten sinnvoll aus dem Endlichdimensionalen
fiir MPCCs in reflexiven Banachrdumen tbertragen werden, wie man an der letzten Definition sehen
kann. Allerdings ist nach wie vor unklar, ob dies auch fir die Stationarititsdefinitionen nach Abadie,
Guignard und Mordukhovich moglich ist ({63, S. 8, und [T5)], S. 491).

Als Néchstes wird eine Regularititsbedingung prisentiert, die schwache Stationaritét in einem Punkt
& e MMPCC absichert. Dafiir definiert man noch den Operator H : X — Y x Z x Z* als

H(z) := (b(z), c(x),d(z)) VzeX.

Satz 5.2.7.
Sei & € MMPCC ein lokaler Minimierer von . Der konveze Kegel C € Y x Z x Z* sei definiert

als

Ci=Re(b(@) * (Ric(e@)) 0 (= Kx(e(@), d(@)) ) x (Rice (d(@)) 0 (= Ko (d(@), e(2))) )

und weiter sei die Regularitdtsbedingung

H (Z)[X]-C=Y x Zx Z* (5.5)

erfillt. Dann ist T ein schwach stationdrer Punkt von .

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Bedingung (5.5) dquivalent zur RKZCQ fiir (TNLP) ist. Da
Z ebenfalls lokaler Minimierer von (T'NLP|) ist und die Bedingungen fiir schwache Stationaritét
aquivalent zu den KKT-Bedingungen fiir dieses Problem sind, folgt mit Lemma i4.2.10jund Bemerkung

1.2.11| die Behauptung.

Mit den Kegeln C; € Z und Cy € Z*, definiert durch

C = K nd@)* n (K° 0 e@)b)
Cy:i=K°n c(a’:)L N (K o) d(:f:)J‘)L

hat die KRZCQ fiir {(INLP) die Form

H'(z)[X] = Re(b(Z)) x Re, (c(Z)) x Re, (d(T)) =Y x Z x Z*,

Demnach miissen nur die Identititen
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nachgewiesen werden. Im Folgenden wird nur die erste Identitit gezeigt. Der Beweis zur zweiten l1duft
komplett analog. Zusammen mit (4.5) und Lemma gilt

Damit ist £ KKT-Punkt von (TNLP)) und somit schwach stationér fiir (MPCC|).
O

Um schliefllich starke Stationaritét fiir eine lokale Losung & von nachzuweisen, existieren im
Grunde zwei Wege. Beide bringen als Voraussetzungen gleiche mehrere Regularitétsbedingungen mit,
die fiir die Hilfsprobleme (TNLP), (NLPJ und in Z erfiillt sein miissen. Der erste Weg ist
Inhalt des néchstes Satzes.

Satz 5.2.8.
Es sei & € MMPCC [okaler Minimierer von . Weiter erfiille die Regularititsbedingung
(4.21) und (NLP|) sowie die KRZCQ jeweils in T. Dann ist T stark stationdr.

Beweis. Da z lokaler Minimierer vo ist, ist es auch lokaler Minimierer von und
(NLP)). Da fiir diese beiden Probleme die KRZCQ in Z erfiillt ist, existieren Lagrange-Multiplikatoren
(ﬂc, DC) fir (NLP) und (ﬂd, ﬂd) fiir (NLPy). Da die zuléssige Menge von 1’ gerade der Schnitt
der zuldssigen Mengen von (]NLPC[) und (]NLPd[) ist, sind die Multiplikatoren ﬂc,ﬁc) und (ﬂd,ﬁd)
auch Lagrange-Multiplikatoren von (I'NLP) in z. Ein Blick auf die Bedingungen

Kl

it e Tro (d(z)) n e( )+

7° € T (c(7)) nd(z)*

fir i¢ aus dem KKT-System von und v¢ aus dem KKT-System von (NLP.) macht sofort
deutlich, dass dieses Paar (ﬂd, 176) ebenfalls Lagrange-Multiplikator fiir (]RNLP[) in ¥ ist. Zuséatzlich ist
dieser eindeutig, da in z (4.21)) erfiillt, was nach Satz}.2.13| und Lemma [4.2.12| wiederum die
Eindeutigkeit von fi¢ und ¢ impliziert. Damit ist # nach Definition [5.2.4| stark stationir.

O

Da allerdings insbesondere die Uberpriifung der Regularititsbedingung recht kompliziert
und aufwendig werden kann, werden noch zwei stidrkere - und gleichzeitig besser iiberpriifbare -
Regularititsbedingungen vorgestellt, um starke Stationaritit fiir einen zulissigen Punkt & € MMPCC
abzusichern (vgl. fiir folgende Proposition [75], Proposition 5.1).

Proposition 5.2.9.
Angenommen das Problem erfillt die KRZCQ in & € MMPCC. Dann ist diese Regularititsbe-
dingung in diesem Punkt auch fir (NLP.) und (NLPg4|) erfillt.
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Beweis. Die Behauptung folgt im Grunde direkt aus der Beobachtung, dass die zuldssigen Mengen
von (NLP) und (NLP)) jeweils Obermengen der zuldssigen Menge von (TNLP) sind. Fiir eine grofere
zuléssige Menge bleibt die KRZCQ unter den Voraussetzungen von (MPCC)) giiltig (vgl. Bemerkung
4.1 (b) in [75]).

O

Eine noch stirkere Forderung zur Absicherung von starker Stationaritiit fiir eine lokale Ldsung & von

IMPCC) als die KRZCQ fiir (TNLP) ist die Surjektivitdt von
H'(z) := (V(2),d (z),d (z)) VwelX.

Fiir den Beweis wird unter anderem die letzte Proposition benotigt.

Proposition 5.2.10.
Angenomen x ist ein zulissiger Punkl . Weiter gelte

H ()X =Y x Z x Z*

mit H(z) := (b(z), c(z),d(z)). Dann erfillt in x die Regularititsbedingung . Falls x ein
lokaler Minimierer von ist, so ist x stark stationdr.

Beweis. Die Surjektivitit von H' impliziert nach Definition [4.2.8|die Erfiillung der FRCQ fiir (TNLP).
Damit ist zunéchst nach Lemma4.2.9 auch die KRZCQ fiir (TNLP)) in « erfiillt. Proposition 5.2.9|liefert
dann die Giiltigkeit der KRZCQ in z fiir (NLP.) und (NLPg)). Nach Bemerkung gilt dort weiter
die Regularititsbedingung fiir , womit die Voraussetzungen von Satz erfiillt sind.
Somit ist x als lokaler Minimierer von (MPCC) stark stationar.

O

5.3 Notwendige Optimalitatsbedingungen und starke Stationaritat fiir
(BO)

Mit der Theorie aus dem letzten Abschnitt wird nun versucht die Bedingungen fiir schwache und
starke Stationaritit fiir einen zuliissigen Punkt (ul,u’) € L2(Q) x L2(Q) von (KKT,,.4) unter
Zuhilfenahme der KKT-Systeme der entsprechenden Hilfsprobleme zu formulieren und auf diese
Weise notwendige Optimalitdtsbedingungen fiir dieses Problem anzugeben. Bereits in Abschnitt
wurde angekiindigt, dass die Durchfiihrbarkeit der Stationaritétsanalyse anhand von (KKT,,0d)
gewéhrleistet ist. Aus diesem Grund wird die Theorie aus Unterkapitel auf angewendet.
Vor dem Hintergrund von Satz [£.3.8] gelangt man so gleichzeitig an Optimalitdtsbedingungen fiir das
Bilevel-Optimalsteuerproblem (BO)).

Zuvor wird das System aus Nebenbedingungen in (KKT,,,4) jedoch noch etwas abgeindert
und in eine kompaktere Form gebracht. Das Ziel dieses Vorgehens besteht darin, die Nebenbedingun-

gen von (KKT,,,q) der Struktur aus (MPCCJ|) anzupassen, um folglich analog zum letzten Abschnitt
die entsprechenden Hilfsprobleme formulieren und schlieklich mit Hilfe von Proposition [5.2.10] starke

Stationaritit fiir die optimale Losung von (KKTj.4) (bzw. dquivalent von (BO))) nachweisen zu
kénnen. Hierbei wird auch deutlich werden, welche Rolle die Komponenten a(x),b(z), c(x) und d(z)
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in (MPCCJ) spielen. Die Struktur des reduzierten Optimalitétssystems (4.29) am Ende von Abschnitt
(4.3) deutet die Umformulierungsstrategie bereits an.

Zunéchst nutzt man aus, dass die Gleichungen
—AyL — uL7 —AyF — UF
mit Hilfe des Superpositionsprinzips nach wie vor in

—AyL — UL yL — (—A)_IUL — SuL,

=
Ay =uf e yf = (AT = Sul
umgeschrieben werden konnen. Des Weiteren kann der adjungierte Zustand und Lagrange-Multiplikator
pf" nach |D in die Form
Pl =5 (Su + Su” — yf)
gebracht werden. Ersetzt man nun iberall in (KKT,.4) %" " und pf entsprechend und

streicht zudem die Bedingung ul e UaLd, so erhilt man zuniichst das folgende auf u”, uf und
pt = XA~ (uF) ul XA+ (uF) -,u{; reduzierte Optimierungsproblem im Banachraum:

: FLLF,_ISL SuF L|? a* L2
T Cal 5| Sut + su sy Tl e
bei
S (SUL + Sul’ — yf;) + aFuF—i-( — XA~ (uF) + XA+(uF)) . ;LF =0, (BOTEd)
X A= (uF) (ug - UF) +XA+(UF) (UF — ubF) <0,
p =0
und
(1 Xaury - (] =) arary - (0 =) =0

Bemerkung 5.3.1.
Man beachte, dass dieses Problem ohne Steuerschranken fiir den Leader formuliert ist. Das ist ein
notwendiger Schritt auf dem Weg zum Hauptresultat dieses Abschnitts.
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Um mit der Notation des letzten Abschnitts konsistent zu bleiben, bringen wir obiges Problem in die
Form

2
. L, L F ) yk L
ULIEII:I}“F F (u Jut ) = HSu + Suf Vg @) + 7”“ HLQ(Q)
bei
S*(Sul + Suf” —yE) + aFul” + (- XA-(uF) T XA+(uF)) i € {0}, (KKTjed)
XA—(uF) (ulllJ — uF) + XA+(uF) (uF — uf) € (L2(Q)+)O,
pt e L)Y,
und

<MF7 Xa-r) (g = ") + xarr) (0 = ullj))L?(Q) =0

wobei L2(Q)T den Kegel der fast iiberall nichtnegativen Funktionen aus L?(f2) beschreibt.

Bemerkung 5.3.2.
An dieser Stelle kann man gut einsehen, wie die Nebenbedingungen von m und

moda
miteinander korrespondieren. Es gelten die Entsprechungen

1 2 «
alz) = §HSUF + Sul —yE eyt L
b(z)eC = S* (SuL + Sul’ — yf) +afuf + (= XA-(uF) + XA+(UF)) -t e {0},

c@)e K = xa-@ry(up —u®) + xarry (W —uf) € (L2HQ)T)",

dz)e K° = uferl?)?
mit Fréchet-differenzierbaren Funktionen a : L*(Q) — R, b: L?(Q) — L?(Q), ¢ : L2()) — L*(Q) und
d: L*(Q) — L*(Y), die nachfolgend auch fiir die Formulierung der Hilfsprobleme giiltig bleiben.

Der komplementiren Bezichung (c(z),d(z)) = 0 wird durch
(MF7 XA-(uF) (Uf - UF) + XA+ (uF) (UF - ulf))p(n) =0

ebenfalls Rechnung getragen.
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Schlieflich nehmen die Hilfsprobleme aus dem letzten Abschnitt mit den Identitéaten

o 1
T2 ()+)e (XAf(uF)(Ufl7 — ") + xar gury (0 — uf)) = L*()* n (XA*(UF)(U(}; — ") + X+ gury (U — Uf)) ,

Tegy ()" = (L) (u")

fiir das MPCC 1' folgende Gestalt an:

1 2 ol 9
: L¢(, L ,F\ ._ L F L I
ubu o PRt ut) = §HSU +5uT =y L2(Q)+7H“ HL?(Q)
bel

XA~ (uF) (ul — o) + XA+ (uF) (u —up) e Tr2(a)+ (1),

MF € 7EL2(Q)+)O <XA7(UF) (uf — UF) + XA+ (uF) (UF — uf)) .

(RNLP g g7l ist ein beziiglich 1} relaxiertes Problem. Die zuldssige Menge von 1} ist
in der zuldssigen Menge von (RNLP k7)) enthalten.

1 2 ot 9
: L, L Fy ._ Ylq L F_ L ok
uLIE}{lMF E (u Y ) o QHSU +Su Yd L2(Q)+ 2 HU HLQ(Q)
bei
S* (SuL + Sut’ — yf) +ofuf + (— XA—(uF) T XA+(UF)) ,'uF e {0}, (NLP}‘(FKT)

o ol
XA~ (uF) (uf — UF) 1 XA+(@r) (uF — uf) € 'TLQ(Q)+ (MF) a 7EL2(Q)+)O (XAf(uF) (uf — UF) 1 XA+ (uF) (UF — uf)) ,

;LF € 7EL2(Q)+)O (XA_(UF) (uaF — uF) + XA+(uF) (uF — uf)) .

1} ist ein beziiglich KKT::{gd reduziertes Problem. Die zuléssige Menge von 1} ist

in der zuldssigen Menge von KKT;;fgd enthalten.
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L
min FL(uL,uF) = %HSuL + Sul” — gk : + %HuLHi2(Q)

ul P P L2(Q)

bel

S* (SuL + Sul’ — yff) + af'uf + ( — XA~ (uF) + XAJr(uF)) : ,uF S {O},
XA~ (uF) (uf - uF) + XA+ @r) (uF - uf) € 712(Q)+ (,LLF)O, (NLP‘L]L(FKT)

,u,F e’]ELQ(Q)+)D (XA—(uF) (uaF — UF) + XA+(uF) (uF — uf)) M 'TLz(Q)+ (/LF)OL.

NLP‘;{FKT ist ebenfalls ein beziiglich (KKT7¢ ) reduziertes Problem. Auch die zulissige Menge von
NLP“KFKT ist in der zuldssigen Menge von .KKT’"ed enthalten.

1 2 ol 9
: L(, L  F\ ._ L F L I
uLI:Ell?IalHF E (u Y ) o §HSU +Su ~Ya LQ(Q) +7HU HLQ(Q)
bei
S* (SUL + Sulf — y5> +ofuf + (— XA-(uF) T XA+(UF)) 'NF e {0}, (TNLP xxc7)

o ol
XA~ (uF) (u(l;7 — uF) + XA+ (uF) (uF — u?) S 'TLQ(Q)+ (MF) N 7EL2(Q)+)O (XAf(uF) (u(l;7 — UF) + XA+ (uF) (UF — u5)> R

1" € Turaysye (Xamqum (uf = u") +xae oy (uF =) ) 0 Tragys ()

TNLP g i) ist ein beziiglich (KKT:)E;OEd) verschirftes (tightened) Problem. Die zulissige Menge von
TNLP g 7l ist in der zulédssigen Menge von lKKTTedZ) enthalten.

Nun kénnen analog zu Definition flir einen Punkt (uL, ul’ ) aus der Menge

ML= {(uL,uF) e L*(Q) x L*(Q) ‘ G(uL,uF) =0, XA—(UF)(UE —uF) +XA+(UF)(UF —uf) e (L*()7)°,

ut e )t}

mit G (ul,uf) = 5* (SuL + Sul” — yg) +aful" + (- XA-(uF) + XA+(UF)) - u¥ die Bedingungen fiir
schwache und starke Stationaritdt fiir eine Losung von 1) formuliert werden:
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Definition 5.3.3.
Es sei der Punkt (ﬁL,ﬂF) e ML beliebig gewdhlt.

(i) (ﬂL,'&F) wird schwach stationdrer Punkt von (IKKT’ﬁoad) (oder dquivalent von ) ge-
nannt, falls er KKT-Punkt von (TNLPrkr|) ist. Das bedeutet, es existieren Multiplikatoren
AL = 72 AE o T2(0NF A 200V — 7.2(0)+ F_F F_, F\\1
e L2(Q), pf e L2(Q)T, B e d(L*(Q)T —L*(Q) m(XAf(ﬂF)(ua —u )+XA+(11F)(U —uf'))7)
und 7 € cl((LQ(Qﬁ)O — (L2()*)° n (,uF)L>, die das System

s* (S@F +Sal - yg) +alak + S*S*AF] = 0

s*(aF + A" — yf ) + (8°S + 1 aF) [\ + (xar(ary = Xa-(ar) -8 =0

§* (a7 + Sak — yf ) + ol + (= xa-(ary + Xarar) AT =0 (5.6)
(Xa+@ry = Xa-@r)) - A" +1-7 =0,

(A7 xamary (ul =) + xarary (@7 = uf) ) = (Boxamqary (ull =) + xasary (@7 = uf))
= (i"7) =0

losen. Alle Skalarprodukte in der letzten Zeile sind als L?-Skalarprodukte zu verstehen.

(i) Der Punkt (a",af) € M% wird stark stationdirer Punkt von (KKﬂrfoad) (oder dqui-
valent von (BO™*Y)) genannt, falls er KKT-Punkt von dRNLPKKT) 1st. Das bedeu-
tet, es emistieren Multiplikatoren \' e L2(Q), pf e L*(Q)*, p € Tr2(oy+ (A*) und

€ Tr2(q)y+)e (fo(ﬁF)(uf — ﬁF) + XA+({LF)('I];F — uf)), die das System losen.

Es folgt das zentrale Resultat dieses Abschnitts. Um starke Stationaritdt fiir den Minimierer
(’L_LL,I_LF) e M"Y von 1} nachzuweisen, folgt man der Argumentation aus Proposition |5.2.10],

definiert den entsprechenden Operator H (ul, u®’, pf) in (ak,u”, ') € L2(Q) x L*(Q) x L*(Q) und

weist die Surjektivitit von #'(a”, a”, i) nach.

Satz 5.3.4.
Der Punkt (@L,ﬂF) e M"Y sei die optimale Lésung von . Dann ist er stark stationdr fir
, was dquivalent zur Surjektivitdt der Frechet-Ableitung von

H(al o', g = (S* (SaL +su” - yff) + " + (= Xa-@ry + Xar@r)) B Xa- @) (uh —a")

15t.

Beweis. Ist der Operator H(uL,uF,,u,F) wie oben definiert, so lautet seine Fréchet-Ableitung in

u = (ab, b, gh)

Hl(ﬂ) (duL,duF,dﬂF) :(S*S[duL] + (S*S +1- aF) [duF] + (— XA-(@@F) t XA+(7]F)) [dMF],

(XA+(aF) - XA—(aF)) [duF]’ [duF])
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fiir ein (duL,duF,d'uF) € L*(Q) x L*(Q) x L*(). Fiir einen beliebigen Punkt (u1,ug,u3) €
L2(2) x L?(2) x L?(2) muss nun gepriift werden, ob die Gleichung

Hl(ﬂ) (duL,duF,dMF) = (Ul,UQ,Ug) (5.7)

stets 16sbar ist. Es folgt sofort [duF] = uz. Weiter ergibt sich

U2

(XA+(aF) - XA—(aF))[duF] =uz & dyr = XA+(@F) — XA~ (aF)

und schliefflich
5 S[due] + (5°5 + T-a")[dur] + (= Xa oy + s ) [ ] = 1

= S5*S|d,]+ 2

S*S +1-af . ) _
XA+(11F)—XA7(@F)( +1-« )+( XA (uF)+XA+(uF))u3 1

Uz

— duL = (S*S)_l (Ul — (S*S +1- OéF) — (— XA—(EF) + XA+(uF))u3>-

XA+ @F)y — XA-(aF)

Damit 1st

S*S$Y g — 02 S*S+T-af) = (= varm ) u2
<( ) (ul XA+(11F)_XA—(17F)( Heeh) = (2 (“F)+XA+(“F))U3>’XA+@F)—XA—(UF>7US

immer eine Losung von (5.7) und die Surjektivitdt von H'(a) = H'(a”,a”, i) ist bewiesen. Somit

ist (HL, aF,/zF) nach Proposition |5.2.10|stark station&r fiir 1} und nach Satz 1} auch fiir
(BO).
O]

Bemerkungen 5.3.5.
(i) Aufgrund der in Korollar und Bemerkung nachgewiesenen Aquivalenz von (ﬂg,ﬂf)
und i kann man jetzt in und natirlich wieder die Formulierung

ufz(pF—i—aFuF)JrZO, pp = (p* +afu)” >0,

F _F F F F F
(M“’u“_u )L2(Q):O’ <M57U — =0

)L2(Q)

verwenden.

(i) Wie bereits im Zuge der Herleitung von angemerkt, kann obiges Stationarititsresultat
nur unter Auferachtlassen von u® € UaLd erhalten werden. Das Leader-Problem muss “frei’ sein,
da sonst eine Vorzeichenbedingung fiir d,,r entsteht, die nicht eingehalten werden kann. Deswegen

ist bisher unklar, wie starke Stationaritdt unter der Bedingung

a

ut e UL = {uL(x) e L*(Q) ‘ ul(z) < ul(x) < uf(x) fast diberall in Q}

abgesichert werden kann.
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6 Implementierung und numerische Resultate

Der Ausgangspunkt fiir eine numerische Umsetzung wird das System sein. Eine Losung von
1} (oder dquivalent von 1} wird schwach stationér genannt, falls sie geniigt. Wir
arbeiten mit diesem Ansatz, da bisher unklar ist, wie man die Bedingungen fiir starke Stationaritit
aus Definition nutzen kann, um ein Optimalititssystem zu erhalten. Hierbei stellen vor allem die
Vorzeichenbedingungen fiir die Multiplikatoren § und 7 ein Problem dar. Fiir die Realisierung nume-
rischer Resultate soll auf Basis des hergeleiteten Optimalitdtssystems anschlieliend eine primal-duale
Aktive-Mengen-Strategie verwendet werden (vgl. [12] und [55]). Zunéchst wird die Implementierungs-
strategie hergeleitet. Im néchsten Abschnitt wird die Diskretisierung des Optimalitétssystems als eine
Approximation durch die Finite-Elemente-Methode beschrieben. Schlieklich folgen eine Dokumentati-
on der wichtigsten Komponenten der durchgefiihrten Implementierung sowieo numerischer Ergebnisse,
die die Funktionsfahigkeit der umgesetzten primal-dual Aktive-Mengen-Strategie stiitzen.

6.1 Herleitung eines Optimalitidtssystems

Der néchste Schritt besteht also darin das System (5.6)) in ein Optimalititssystem zu iiberfiihren, das

fiir eine Implementierung verwendet werden kann. Zwecks besserer Lesbarkeit schreiben wir uf" anstatt

4¥ und {ibernehmen diese Anpassung analog fiir alle anderen Komponenten des Systems. Unter

Beriicksichtigung der Vorzeichenbedingungen fiir die Lagrange-Multiplikatoren lauten die Kriterien

fiir einen schwach Stationdren Punkt von 1' (oder dquivalent von 1}

(1) 5% (Su” + SuF - k) + aluk + 575 [MF] = 0,
(IT) 5* (SuF + Sul - y5> +(S*S + T-aF) [ M] + (xarury = XA (r) - B =0,
(I11) S*(SuF +Sul =y + afuf 4 (= Xa-wry + Xare) - uF =0,
(IV) (Xa+@F) = Xa-(ur)) - A" +1-7=0,
(V) Bea(LX Q)" = LA A (xaur) (uf = uF) + Xy (= uf))),
(V1) me (L) = (L)) (")), (6.1)
(VII) Me L2(Q),

(VIII) pfel*(Q)7,
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An dieser Stelle sei noch einmal an die Definitionen

pl = @ +fuf) =20, uf = F +of W) =0

sowle

F F F
B = XA-(uF) " Ha T XA+@F) " Hp

erinnert.

Zusammen mit der Identitdt (L2(Q)+)° = L2(Q)~, der Definition des Ldsungsoperators S in
Abschnitt und der adjungierten Gleichung (3.1) kann man (6.1)) formal in das System
— Ayt =k, — Ay" =l — AN =\
—ApF =y +yF =yl — Aplt = yF "+ AL -yl
() p* +alul =0,
(I1) pL + o N+ (XA+(UF) - XA—(UF)) -8 =0,
(II1) pF +aof'uf + (XAJr(uF) — XAf(uF)) -/JF =0,
([V) (XA+(1LF) - XA*(uF)) ’ )‘L +1-n=0,
1
(V) Bed (L2(9)+ — L ()7 0 (xa- ey (uh —u") + xar@ry (W —uy)) ) (6.2)
(VI) ne cl(LQ(Q)f —L*(Q) n (,u,F)J'),
(VII) e L?),
(VIIT) u'" e L2(Q)"
(1) (1" oy () = 6F) + X oy (6 = ) ) =0,
F_F F_  F\) _
(X) <67XA—(uF)(ua —u') + Xar ey (U — )) =0,

(XI) (u"m) =0.

iiberfithren.

Als Néchstes soll (6.2) in eine kompaktere Form gebracht werden. Hierzu wollen wir die Vorzeichen-
und Komplementaritiatsbedingungen (V') — (X 1) als explizite Komponenten des Systems eliminieren.
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Wie sehen dann die Bedingungen an die eine Losung (u ( L L) von lb aus?

e (V)+(X): Essoll
Bed (L%Q)+ — LX) A (xa- eyl — ") + xar e (@7 — Uzﬁm))i)

gelten und es ist mit x = x - (ar) (u};7 - Q_LF) + XA+ (@r) (ﬂF - uf)
L) A ()" = {o e LX) | (%,0)120) = 0}

Da weiter stets Y € L*(Q)~ erfiillt ist, gilt fiir jedes o € LQ(Q)+ N (x)* automatisch o = 0,
wo X < 0 bzw. ul’ < @ < w} ist. Damit gilt zunéichst 3 € L*(Q)* bzw. 8 > 0 auf
I(aF) = {u e L2(Q) ‘ uf <@ <uf } Zusammen mit (X) gilt schlieflich 3 = 0 auf I (aF).

o (VI)+ (VIII)+(XI): Es soll
e (LQ(Q)— ~I3Q)” A (;LF)i)
gelten und es ist
L2(@) (1) = {o e 129) | (7,0) 12 = 0}

Da weiter stets " € L2(Q)T erfiillt ist, gilt fiir jedes o € L?(Q)~ ( ) automatisch ¢ = 0,
wo it > 0 ist. Damit gilt zunichst 7€ L?(Q)~ bzw. 7 <0, wo if > 0 ist. Zusammen mit (X 1)
gilt schlieklich 7 = 0, wo f > 0 ist.

o (IV)+(VII): Esgilt

3\ n E\LZO _F:
(XA+(ﬂF)_XA—(aF))'>\L+1-7]=O s A= n = { » Wou

- (XA+(uF) - XA*(ﬁF))

da nach (VI),(VIII) und (XI) dort 7 = 0 ist, wo i’ > 0 gilt und stets entweder Xat+@Fy = 1
oder x4-(zry = 1 ist. Bel xq+gry = 1 folgt A= 0 und da weiter g > 0 erfiillt sein
muss, gilt nach Satz /15 > 0. Um dort die Komplementaritdtsbedingung in zZu
erfiillen, muss @/ = w, sein. Bei x 4-gry) = 1 gilt af" = ul', was pf" > 0 bedeutet. Analog zu
F

oben muss @!" = uX" gelten. Weiter ist dann ebenfalls A* = 0. An dieser Stelle wird noch die Menge

]

Mtszz {:EGQ"L_LF(SU)ZUF(.’E) v F(x)zuf(:c)}

eingefiihrt.
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e Unter Berticksichtigung der gewonnenen Erkenntnisse aus (V') und (X) kann man bei Betrachtung
von (I7),

pr+af N = _(XA+(ﬂF) - XA—(aF)) - B,
sofort auf die Bedingung

pr+af X =0 auf I(a")

schlieflen.

e Zuletzt gilt fiir (111) mit gf = XA-(aF) AR XA+(@F) T

pr+afal = —(XA+(aF) - XA—(ﬂF)) i

e pl+afal = —(XA+(aF) - XA—(aF)) : (XA—(aF) iy + X A+(aF) - fig))
e p+aful - XzAf(aF) iy + X,24+(1—LF) “fig =0

und zusammen mit

uf <a¥ <ol und (pF ()l (@) ~ 07 (2)) faggy = 0 = (B @).37 (@) — uf (2)) 2

ist (I11) nach Bemerkung dquivalent zu

N

I
Flz) = P[ug(m),u{(m)]{ ~F pF(w)},
womit auch die Komplementaritétsbedingung (1X) verarbeitet ist.

Mit diesen Erkenntnissen erhélt man schlieflich das Optimalitdtssystem

— Ayt =t — Ayf" =, —AAL = \E,
—Ap" = yF +y" =yl —Apt =yt gt A =y,
pr +aful =0, pr+afAF =0 auf I(TLF), (6.3)

ANo=0, auf MFE

a,b’
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6.2 Die Implementierungsstrategie

Bei der Herleitung der Implementierungsstrategie werden wir uns am zu erfiillenden System (6.3)
orientieren. Zur Komponente %! einer Losung (ﬂL, alt’ ) von 1b definiert man sich

= —((aF)_lpFJrﬂF). (6.4)

Aus der Projektionsgleichung, die von @f erfiillt werden muss, folgt dann
rufj(z), falls — (ozF)_lﬁF(x) < ul'(z) (e f(z) <0),

iF(z) = { —(aF) P (x), falls -(aF)“pF(x)e[ugxxxigwag] (e F(@) =0), (65)

kuf:(:z:), falls — (aF)_lﬁF(x) > uf () (e 7F(z) > 0).

In der ersten Zeile von (6.5) gilt nach Definition von 7 und wegen @/ = !’ die Ungleichung
7 (z) < 0 und somit @’ () + 77 (z) < ul(z). In der dritten Zeile folgt analog ! (z) + 71 (z) > ul'(z).
Im zweiten Fall gilt 7F(2) = 0 und damit @' (z) + 77 (2) = —(aF)fl;BF(:c) € [uf(:v),uf(w)] Also

erfiillt " = @" die Beziehungen

ul’(z), falls  uf'(2) + 78 (2) < ul'(2),
ul' (x) = < —(OcF)flpF(x), falls uf'(z) +7F(x) € [uf(x),uf(a:)], (6.6)
\uf(m), falls  uf (z) + 78 (z) > uf'(z).

Betrachtet man umgekehrt ein uf € U;;, das erfiillt, so erfiillt u’ die Projektionsbezichung
uf(z) = Prur @)l @] — C%F pf(x) } und ist folglich optimal. Aus der obersten Zeile von 1@' folgt
wegen u = ul” direkt 7F(x) < 0 und damit

0> _(aF)*lpF _uF = _(aF)*lpF _uF

a
woraus —(aF)_lpF < u¥ und schlieflich uf'(z) = P[uF(I)7u5(x)]{ — O%F pF(:c)} folgt. Aus der dritten
. F < (. F -1 p F . .
Zeile von folgt analog 7 (z) > 0 und damit — (o) " "p!" > u/. Der mittlere Fall liefert sofort
(@) = Prryup @ —ar PL@) -
Damit kann die Grofe u! + 77 als Indikator verwendet werden, um festzustellen, ob bzgl. der

entsprechenden Ungleichungsrestriktionen Aktivitdt oder Inaktivitdt herrscht. Dafiir miissen lediglich
die Ungleichungen

ul (z) + 75 (x) < uf'(z) und o (z) + 75 (@) > ui' (2)

auf Richtigkeit iiberpriift werden. Dies resultiert in folgender primal-dualer Aktive-Mengen-Strategie:
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S0 Wihle beliebige Startfunktionen uf*(©) L0 7F.(0) ¢ L?(2), wobei w0 nicht zuldssig sein

k=1) gy L(k=1) L F(k=1)

muss. Die Iterierten uf( seien bereits bestimmt worden.

S1 Bestimme die folgenden aktiven und inaktiven Mengen:
AR . {ﬂs e ‘ uF’(k_l)(:C) 4 k=1 (x) < uf(x)},
AbF’(k) = {:c €N ‘ P () + 7 BE=D () > uf(m)},

TR {Q \ (AFR) Af’(’“))}

sowie die Mengen

M {m e ‘ u D (@) = ul () v P (@) = uf(:ﬁ)},

TP kD)8 . {x eQ \ ul (z) < uFD(2) < uf (w)}

Wenn AaF’(k) = AaF’(k_l) und Af’(k) = Af’(k_l) gilt, dann breche das Verfahren wegen Optimalitit
ab. Ansonsten gehe zu S2.

S2  Bestimme neue Steuerungen u®) 4%(*) und einen Lagrange-Multiplikator A*) durch
Losen des linearen Systems
— Ayt =t — AyF =l —AAL =\,
—Ap" =yt +y" -y, = Apt =yt oyt AT -y
ul’, auf Ag’(k)7
uf’ =< —(aF)flpF, auf TFF), (6.7)
kuf, auf Af’(k),
pF 4+ afut =0, ph+af =0 auf I(uF’(k_l))(k), M=0, auf Mf})(k),

fiir uf’,u € L2(Q) und y¥,yL, p¥,pl € HL(Q). Definiere anschliefend
O I L (O S O _(aF)—lpF,(k) + 5B bk = b AR = NI

setze k := k + 1 und gehe zu S1.
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Bemerkung 6.2.1.
Die eindeutige Lisbarkeit des linearen Systems resultiert daraus, dass es die notwendigen (und
hinreichenden) Optimalititsbedingungen fir ein eindeutig losbares, linear quadratisches Optimalsteu-

erproblem beschreibt (bei Fizierung von uf = ul auf Af’““) und uf’ = u{; auf Af’(k)).

Es ist praktikabler das zu l6sende lineare System (6.7) in anderer Weise aufzuschreiben. Hierbei helfen
die charakteristischen Funktionen

Ry = )1 falls ze AL P gy _ {1 Tl ae AP
e 0, sonst , Xa, 0, sonst, ’
(k)

zu den aktiven Mengen A" und AbF’(k) sowie

zur Menge Mfgj(k) und

XI(UF,(k—l)) x

(k) (z) = 1, falls xe[(qu(k*l))(k)
0, sonst.

zur Menge I(u"*=1))(#) Man fasst die Beziehung in (6.7) fiir u” wie folgt zusammen:

u' + (1 — x5 - xi}f“) (@) ' = x50l 4 WL (6.8)

In gilt fiir

ze APW UF(l—l—O)(aF)*lpF:1-u5+0-u{f o uf =of
‘TEA?UC): UF(l—O—l)(aF)_lpF :O‘Uf+1'u5 -l :ull)«“7
re [FH) . uF(l —0—0)(aF)*1pF — 0,u5+0.u5 e of = _(aF)flpF.

Analog macht man sich klar, dass die Beziehungen

k
X.([(Q)LFV(’C*I)) (p +af XM ( ) )\L) = und XMy, Af=o0
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den Bedingungen

k)

pE(x) + oA (z) = 0 auf I(uF’(kfl))( und A(z) =0 auf Mﬂ(k)

entsprechen.

In S2 ist demnach das folgende System bei homogenen Randbedingungen fiir y*, y*, p!" und p*
zu 16sen:

—AyF—uF =
—AyL . ’LLL —
L_ R L
AN — i AE =0
—Ap" =yt =y =y
—Ap" =yt =y A=y (6.9)

F(k F,(k -1 F(k Fk
(1 _ XA,](, ) XAb( )) (aF) oF +uF = XAa( )uf 4 XAb( )uf

ph+alul =0

k F(k
Xg(iF,(k—l)) : (pL + OKFXM((L,)) : AL) =0

Auch dieses System kann mit dem Lésungsoperator S : L2(Q) — L?() wieder in folgende reduzierte
Form gebracht werden, sodass nur noch die Steuerungen uF( = uF’(k)) und uL( = uL’(k)) und der
Lagrange-Multiplikator \” ( = )\L’(k)) gesucht sind:

(1 — Xifk) — Xi’(k)> (aF)_1 (S* (SuL + Sul” — y5)> +ulf’ = Xi’(k)uf + Xi’(k)uf, (6.10)

b a b

a

S*<S“L + Suf + .9 XAk — yﬁ) +alul =0,
k ik
Xg(iF,(k—l)) : (S’uL + Sul” + SAL —yk + ot XM:[,) . )\L) _0
Im Anschluss bzw. nach Erfiillung des Abbruchkriteriums kénnen gy () ¢ L) AL(R) pF (k) pla(k) yund
F(k) b
T iiber

Fy(k) — Squ(k)

Yy
) — gy #)
AL,(kJ) — S)\Lv(k)

PPk — g (SUF,(k) 1 Sulk) yg)
phh) = g (SuL’(k) + Suf k) GAL(R) _ yg)

(k) _ _(aF)—l (S* (SUF,(k) 4 Syl yg) n uF,(k))

berechnet werden.
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Bemerkung 6.2.2.

An der Follunterscheidung in andert sich offenbar nichts, wenn die Funktion 7% durch ein
positives Vielfaches cpt ersetzt wird. Dieses Vorgehen kann bei der numerischen Umsetzung von
Vorteil sein und wird auch fir die Konvergenzanalyse genutzt.

Fiir die Analysis des Verfahrens sei auf [12], [50] und [51] verwiesen. Der beschriebene Algorithmus
kann auch als halbglattes Newton-Verfahren interpretiert werden, was der Grund fiir seine iiberlineare
Konvergenz ist (vgl. [49] und [51]).

6.3 Diskretisierung und numerische Umsetzung

Die Diskretisierung erfolgt durch eine Approximation mithilfe der Finite-Elemente-Methode. Die wich-
tigsten Annahmen werden im Folgenden nur grob umrissen. Hierbei wird das Gebiet Q = R? als po-
lygonal berandet vorausgesetzt, so dass es durch eine reguldre Triangulation in endlich viele Dreiecke
mit paarweise disjunktem Inneren zerlegt werden kann. Dazu sei {77L} o ¢ine Familie von Triangu-
lierungen auf . Das Gitter T besteht aus offenen und paarweise disjunkten Dreiecken T € Tp, so

dass
a=|J7
TeTh,

gilt. Des Weiteren liegt keine Ecke eines Dreiecks im Inneren einer Kante einer anderen Zelle. Fiir
jedes Element T € 7, definiert man die Parameter pp = sup{diam(S) | S ¢ R? ist ein Ball in 7'} und
hr = diam(T). Die maximale Gitterweite wird durch h := maxge7;, hr beschrieben und man nimmt
an, dass alle Triangulationen die folgenden Regularitdtsannahmen erfiillen:

e Formregularitét: Es existiert unabhingig von h eine Konstante 6 > 0, so dass fiir alle T € 7}, die
Beziehung

erfiillt ist.
e Grofenregularitit: Es existiert unabhingig von h eine Konstante 6 > 0, so dass die Bezichung

h < 6 min hr
T€Th

erfiillt ist.
Die Finite-Elemente-Rdume werden durch
Vi, = {zh e C(Q) ‘ zhp €PI(T) VT € n}
und
Vio i= Vi 0 Hy(Q)

beschrieben, wobei P1(T') den Raum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich 1 auf T' angibt. Die
Menge der Knoten von 7p wird durch {m, ...,xl} bezeichnet und fiir einen Knoten x;, ¢ = 1,...,1,
definiert man das Teilsttick A; := {T" € T}, | x; € T'}. Die standardméfigen nodalen Basisfunktionen
von V;, werden durch {<I>1, v @l} beschrieben und erfiillen die Bedingungen

O, =06, 14,5=1,..,1,
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wobei mit J;; die Kronecker-Delta-Funktion,

1, falls ¢ = j,
Oij = o
0, falls i # j

gemeint ist. Somit gilt supp(®;) = Ay, i =1,...,1.
Fiir eine umfangreiche und vertiefende Einfithrung in die Theorie der Finite-Elemente-Methode sei auf
die Biicher [15], [19] und [33] verwiesen.

6.3.1 Die Diskretisierung des Problems

Die Finite-Elemente-Methode ist ein erprobtes und wissenschaftlich aktuelles Verfahren, um parti-
elle (aber auch gewohnliche) Differentialgleichungen zu approximieren und zu lsen. Im Folgenden
beschranken wir uns zunéchst auf die partielle Differentialgleichung

—Ay=u in Q (6.11)

y=20 auf T’
und losen uns fiir einen Moment von der Unterscheidung zwischen Leader und Follower, da die
auftretenden Zustandsgleichungen fiir beide Akteure identisch sind. Die Gleichung wird mit einer

Testfunktion v € H{(Q) multipliziert und mit partieller Integration erhiilt man genau wie in Satz
2.1.11] die schwache Formulierung

B(y,v) := (Vy, Vo) = (u,v) =: F(v) Yve Hj(Q). (6.12)

Da die Bilinearform B : H}(Q) x H}(Q) — R beschriinkt und koerziv und die rechte Seite F(v) be-
schrankt und linear ist, existiert nach dem Lemma von Lax-Milgram (siehe Lemma stets eine
eindeutige Losung y € H} () zu jeder vorgegebenen rechten Seite u in L?(£2). Die schwache Formu-
lierung wird nun durch die Wahl eines geeigneten endlichdimensionalen Testraums V}, als Teilraum
von H}(Q) approximiert. Hierbei bezeichnet h > 0 als Diskretisierungsparameter bzw. Gitterweite die
Feinheit unserer Approximation. Nach diesem Ubergang sucht man nach einer Funktion y;, € V4, so
dass die Gleichung

B(yn,vn) = F(vp)

fiir alle vy, € V}! := {v e C(Q) ‘ vr € P(T) VT eT, v, = 0} erfiillt ist. Fiir den endlichdimensio-

nalen Raum Vh1 mit Dimension [ existiert eine Menge linear unabhingiger, stiickweise linearer und
stetiger Basisfunktionen {<I>1, e @l}, so dass jede Funktion y;, € Vh1 eindeutig durch den Ansatz

I
yn(z) = Z Y ®(x)
i=1

mit y}L € R dargestellt werden kann. Analog kann jede Funktion uy als Steuerung in dem endlichdi-
mensionalen Raum V) := {v e L*(Q) | vp € Po(T) VT € T} mit Dimension m mit Hilfe zugehériger
linear unabhéngiger, stiickweise konstanter Basisfunktionen {¢1, ..., o} eindeutig durch

un(z) = ) uhei(2)
i=1
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mit u} € R dargestellt werden. Der Zustand y wird also mit stiickweise linearen und die Steuerung
u mit stiickweise konstanten Finiten Elementen diskretisiert. Nach Einsetzen dieser Ansitze in die
schwache Formulierung (6.12) mit der Wahl des Testraums H}(f2) ist sie dquivalent zu dem linearen
System

Kryn = Bruy,

mit y, = (yl, ...,yl)T und up, = (ul, ...,um)T. Hierbel bezeichnet
Kij = f V(I)i . V(I)j dx
Q
die sogenannte Steifigkeitsmatrix und
Bij ZJ (I)l(pj da:
Q

die Matrix, die stiickweise konstante und stiickweise lineare Finite Elemente miteinander koppelt.
Diese Gleichung wird schlieflich auf dem reguldr triangulierten Gebiet {2 gel6st.

: . . I . . 1 2 oy 2 .
Des Weiteren nimmt ein zugehoriges Zielfunktional §Hy — de L2(0) + 5”“” L2(9) die diskrete
Struktur

L 7

(6%
5Yh Myyn — afyn + =

1
2“£Dh“h + §HdeiQ(Q)

mit den Massematrizen
Mij:f (I)Z"(I)j dx und Dij:f Vi * P4 dx
Q Q

und dem Vektor
a; = J (I)i *Yd dx
Q

an. Die diskreten Versionen der Box-Constraints u, u, € L?(Q) erhiilt man durch Losen von

(Dpu,) = J Uq * i d, (Dpuy) = J up - i dx.
Q Q

Weil die Inneren der Teildreiecke zueinander disjunkt sind, ist D, eine Diagonalmatrix. Da der kon-
stante Term %Hde%Q(Q) keinen Einfluss auf die Minimierung hat, lautet die komplette diskretisierete
Optimalsteueraufgabe

1 «
min §y£Mhyh — ar‘;fyh + §uTID)huh

bei

Knyn = Bruy,

u, < up <y
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und das zugehorige Optimalitadtssystem
Kryn = Brun, U, < up < Up,

Kupn = Mpyn — ap,

T, .
(aDpup, + IB351%) (tp —up) =0, U, < up < Up.

Mit ebendiesem Vorgehen iibertrdgt man das Problem 1' in die diskrete Form

. L( L L Lo \T L Yy T P NTon L O T
mn (k) o= k) Mask + 5 0F) Ml — (@) ul + T (uh) D
Uy sUp, sPp M,
bei
Knypy, = Brug, Knyj, = Bnuj, Knph = Myyy, + Myyy, — aj,,
F F, F F
Py +aluy, + (- XA-@F) t XA+(uF)) “pp =0,
F F F
U, Sup Sy, (KKT}5%) gisk)
pp, >0,
F F F F F
(Mh » XA—(aF) (ua - Uh) + XA+ @r) (Uh — W ))LQ(Q) =0.
Das zugehorige Optimalitdtssystem lautet unter Beriicksichtigung der Struktur von (6.3
Knyy = Buuy,  Kuyh =Buuj,,  KuAj = BuAy
Knph = Mauyk +Mayf +MyAy —af, Knph, = Mayy, +Mayh — aj,,
My pk + alul = 0, (6.13)

MppE + oA =0 auf Z(ul) = {xe Q ‘ ul'(z) < ul'(z) < uF(x)},

Me=0 auf Mibz{xeﬁ‘uf(x)zuf(:v) v uﬁ(x)zuzlf(ﬂf)}

1
uj, ZP[ug(x),ubF(x)]{ ~oF Pf(x)}-
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Hier wurde jede der Aquivalenzen aus Bemerkung ausgenutzt: Die Formulierungen des
Optimalitdtssystems iiber die Variationsungleichungen, die Lagrange-Multiplikatoren und die Projek-
tionsgleichungen sind allesamt dquivalent.

6.3.2 Eine primal-duale Aktive-Mengen-Strategie fiir (KKT/, .,

Ausgehend vom diskreten Optimalitdtssystem (6.13) wird nun in Anlehnung an den vorherigen
Abschnitt eine implementierbare primal-duale Aktive-Mengen-Strategie fiir die Berechnung einer

Lésung (aﬁ,aﬁ) von 1) hergeleitet.

Da Dy, eine Diagonalmatrix ist, kann analog zum unendlichdimensionalen Fall (6.4 mit

= ~((o"D)"'BE B +af)

fiir den Vektor ﬁg wie in 1@' auf

ul falls (ﬂf)Z + () <l

a a

(@) = { (") (0F),, falls (@), + (), € [u] uf],

uf, falls (ﬁf)Z + (T{)Z > u{j,

¢t = 1,...,m, geschlossen werden. Durch den Vergleich mit dem unendlichdimensionalen Fall erhélt
man die folgende primal-duale Aktive-Mengen-Strategie.

L(O) ,F0)

Als Startwerte werden Vektoren u;’ )\ﬁ,(o)’ T]f (0)

gewdhlt.

Im k-ten Iterationsschritt sind die Mengen der aktiven bzw. inaktiven Restriktionen durch
AP .~ {z e{l,...,m} ‘ (uf’(kfl)) + (Tf’(kfl)) < uf},
AbF’(k) = {z e{l,....,m} ‘ <u5’(k_1))i + (Tf’(k_l))i > uf},

TR0 = {1, om \ (AFD 0 A7 M)

und weiter

/\/lalfg = {z e{l,...,m} ‘ (uf’(kfl))i = uf(x) v (ui’(k71)>i = u{:(x)}7
I(ui’(k_l))(k) = {z e{l,...,m} ‘ uf < <u5’(k_1))i < uf}

definiert. Nachdem die neuen Mengen AL ’(k), Af’(k), Mgkg und Z (ui’(kfl))(k) festgelegt wurden, kann

man analog zu den in verwendeten charakteristischen Funktionen Xi’a(k), Xi(k), Xi}(kb) und x;
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Diagonalmatrizen mit Diagonalelementen

1, fallsie AD®) 1, fallsic A
Fk)\ _ Fk)\ _
(XAa )u B (XAb >m B
0, sonst, 0, sonst,
1, falls ie M5 1, falls ieZ(uy
(x50 - | (k) _
Map ii I(U}Fl‘,(kfl))

0, sonst,

berechnen. Anschliefend setzt man

Ef = (aFID)h)_l (I — Xf{fk) - Xilfk)> und

muss das folgende lineare Gleichungssystem geldst werden:

0, sonst

F F(k) F

F(k)
b )

F(k—1)

(k). F

F,
Ua,bZXAa ua +XAb ub

0 0 0 0 Ky, 0 —By, 0
0 0 0 K, 0 —By, 0 0
0 0 K, O 0 0 0 ~By Xy
0 Ky, 0 —-M;, —My 0 0 0
Ky, 0 -M;, —-M; —M, 0 0 0
0 EfM, 0 0 0 0 I 0
My, 0 0 0 0 a0 0
(k) (k) F (k)
Xz(ufv(k—l))Mh 0 0 0 0 0 0 (P D) Xy ;
AnschlieBend resultieren neue Vektoren
ufb’(k) = quL, ufj’(k) = uf, )\i’(k) = )\ﬁ
und
F’ k -1 F, k F‘7 k
Th():=—<(aFID)) B{ph()—i-uh()).
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Bemerkungen 6.3.1.

(i) Es kann bewiesen werden, dass dieser Algorithmus nach endlich vielen Schritten das Optimum
erreicht. Dieser Fall tritt ein, wenn zum ersten Mal

AE®) = pPG=1ypg APB) = )

gilt. In diesem Fall erfiillen u}LZ’(k) und uf’(k) alle Restriktionen. Insofern erzeugt die primal-duale

Aktive-Mengen-Strategie abgesehen vom Optimum ausschlieflich unzulissige Iterierte (vgl. [1Z],
[50] und [51)).

£y (k)

(ii) Das Ersetzen von T,

Fy(k)

durch sein Vielfaches cp -7, mit cp > 0 kann bei der Implementierung
hilfreich sein und die Konvergenz gegen das Optimum beschleunigen.

Die primal-duale Aktive-Mengen-Strategie fiir das Problem 1} lautet somit:

S0 Wihle Startvektoren uﬁ’(o),uf’(o),)\ﬁ (0), T £0)

S1 Bestimme im k-ten Iterationsschritt die Mengen

Ag‘,(k’) — {Z e{1,...,m} ‘ u,’ F,(k— 1)>i + (Tf’(k—l))i < 115}7
AbF,(k) . {Z e{1,..,m} ‘ ( F(k— 1))i + (Tf»(k—n)i > uf},
TP = {1, mp \ (AR 6 A7)

sowie die Mengen

Makg = {ze{l m}‘ (uh (k= 1) v

)

I(uf’(kfl))(k) = {Z e{l,...m} ‘ ul” < (uh )

),

@aj T
9"11
-

Falls 5’(k) = AaF’(k_l) und .Af’(k) = Af’(k_l) gilt, breche das Verfahren aufgrund des gefundenen
Optimums ab. Anderenfalls gehe zu S2.

S2 Lose das|[lineare Gleichungssystem] definiere anschliekend

sowle

setze k := k + 1 und gehe zu S1.
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6.4 Numerische Resultate

In diesem Abschnitt soll die Funktionsfahigkeit einer Implementierung der zuvor prisentierten primal-
dual Aktiven-Mengen-Strategie anhand numerischer Tests illustriert werden. Es folgen zunéchst einige
allgemeine Anmerkungen zur Implementierung. Im Anschluss werden die gewdhlten Testprobleme
vorgestellt und es folgt die Dokumentation der numerischen Ergebnisse.

Die primal-duale Aktive-Mengen-Strategie aus Abschnitt [6.2] wurde in Python 3 implementiert.
Des Weiteren wurden entsprechende FEniCS-Pakete verwendet, um die benétigten Steifigkeits- und
Masse-Matrizen zu erzeugen. Alle numerischen Tests wurden auf dem Einheitsquadrat @ = [0, 1] %[0, 1]
durchgefiihrt. In Abbildung 6.1 sind mit Blick auf die Finite-Elemente-Methode exemplarisch ein
Gitter auf dem Einheitsquadrat mit Gitterweite 32 x 32 sowie eine Ubersicht der Verfeinerungen der
Gitterweite dargestellt, die spéter fiir die numerischen Tests verwendet werden.

1.0

Feinheit Gitter Gitterweite
0.8 1 (4,4) 3.53553391e-01
2 (8,8) 1.76776700e-01
06 3 (16,16) | 8.83883476e-02
4 (32,32) | 4.41941738e-02
0.4 5} (64,64) | 2.20970869¢-02
6 (128,128) | 1.10485435e-02
02 7 (256,256) | 5.52427173e-03
8 (512,512) | 2.76213586¢-03

0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 6.1: 32 x 32 -mesh und verwendete Gitterweiten

Genau wie in der skizzierten Diskretisierung des Modell-Problems aus Abschnitt [6.3.1] wurden
die Steuerungen u”* und uf mit stiickweise konstanten und die zugehérigen Zustine y” und y!" mit
stiickweise linearen Finiten Elementen diskretisiert.

Die Groke des Parameters 7 ist mafgeblich dafiir verantwortlich wie die Mengen im Schritt
S1 der primal-dual Aktiven-Mengen-Strategie im jeweiligen Iterationsschritt aussehen. Es hat sich bei
der Implementierung gezeigt, dass der Parameter 77 insbesondere fiir einen sehr kleinen Tikhonov-
Parameter af sehr grof werden kann, was dazu gefiihrt hat, dass die Mengen Af’(k) und .Al]:’(k)
entweder sehr einseitig vollgeladen wurden oder iiber mehrere Iterationen hinweg leer blieben, was
numerisch wenig Fortschritt mit sich brachte und zu hohen Durchlaufzahlen fiihrte. Hierbei kommt
zum Tragen, dass a! in reziproker Form in der Definition von

A0 (D) B + o)

auftritt. Mit Blick auf Bemerkung [6.2.2] bestand die Losung dieses Problems in der Verwendung von

c,r - 7F anstelle von 7 mit einer geeigneten Konstante c,r > 0 definiert durch
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1

C .
(=DF - 172

T =

Dieses Vorgehen fiihrte zu einer Stabilisierung des Wertebereichs von 7F und schlieflich zu ’besser’

beschaffenen Mengen Af (k)

und .AbF’(k) sowie besserer Konvergenz.

Als Abbruchkriterium wurde bei der Implementierung, genau wie in Schritt 1 der primal-dualen
Aktive-Mengen-Strategie fiir 1} die Gleichheit der aktiven Mengen AaF’(k) und Af’(k) hinsicht-
lich zwei aufeinanderfolgender Iterationsschritte verwendet, da in diesem Fall das Optimum erreicht
ist und zuvor ausschlieblich unzuléssige Iterierte erzeugt wurden (vgl. Bemerkungen [6.3.1]).

L,(0) F,(0) )

sowie der initiale Lagrange-Multiplikator )\i’(o

Die initialen Steuerungen w,”” und wu,’ wur-

den zufillig generiert, wobei fiir u}l;,(o) die Bedingung uf’(o) € Ualfi,h erfiillt ist. Der zu ui’(o)

zugehdrige initiale Startvektor 7'5 {© urde anhand der Identitit in Schritt S2 ermittelt. Fiir eine un-
F,(0)

zuléssige initiale Steuerung u;, ™" éndern sich die beobachteten numerischen Resultate nicht wesentlich.
Des Weiteren passen die Voraussetungen hinsichtlich der Menge der zuldssigen Steuerungen,
unter denen die Analysis bisher durchgefiihrt wurde, nicht ganz zur numerischen Umsetzung: Um
zu garantieren, dass die zulédssige Menge U;ﬁih zu keinem Zeitpunkt leer ist, trifft man zusétzliche
Annahmen, die absichern, dass fiir eine hinreichend feine Diskretisierung stets eine zulissige Steuerung
uf existiert. Dafiir setzt man der Einfachheit halber voraus, dass ul” und uf aus C(£2) stammen und

I 50 existiert, dass u}” —ul’ > ol gilt.

ein o
Fiir die numerischen Tests wurden aus den Quellen [31], [55] und [58] Zielzustéinde inklusive
der dort gewdhlten Steuerschranken herangezogen. Die Tatsache, dass auf der Leader-Ebene keine
Steuerschranken vorhanden sind, fallt nicht sonderlich ins Gewicht. Vielmehr hat sich gezeigt, dass
die Wahl der Tikhonov-Paramter o und af und insbesondere ihr Verhiltnis zueinander absolut
wesentlich dafiir ist, in welche Richtung sich der approximierte Zielzustand y, = y{; + y,lf entwickelt:
Je kleiner einer der beiden Parameter im Vergleich zum anderen gewdhlt wird, desto schneller
konvergiert die Losung y; gegen den Zielzustand der Problemebene, beziiglich der der kleinere
Tikhonov-Paramter gewahlt wurde. Dieses Konvergenzverhalten ist vermutlich mit dem Umstand zu
erkliren, dass die entsprechende Steuerung fiir ein relativ klein gewihltes a” bzw. of im Zielfunktional
weniger ins Gewicht féllt. Interessant ist vor allem, wie sich bei unterschiedlichen Kombinationen von

Regularisierungsparametern die Defekte Hyh — yﬁ bzw. Hyh — yf HLQ(Q) entwickeln.

L2(Q)
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6.4.1 Gewahlte Zielzustande und numerische Tests

Folgende Zielzustandspaare (ycll, yﬁ) und (yg, yﬁ) werden fiir die numerischen Testliufe herangezogen.

Wiéhrenddessen werden sie wechselseitig die Rolle von yc% und yg einnehmen. Der Definitionsbereich

ist stets 2 = [0, 1] x [0,1].

1, z1 <0.5und 29 <0.5,

yg = 6052(71':131) + x9,

0, sonst,

2.00
175
150
1.25
1.00
0.75
0.50
0.25

Abbildung 6.2: Zielzustand ycll Abbildung 6.3: Zielzustand yg

x1 - sin(2mxy) + 3cos(2mxa) + 29,

WS
Il

= (m + 1) sin(roy)sin(ra),

x1 - sin(2mxy) + 3cos(2wxy) + 29 — 2,  sonst.

Abbildung 6.5: Zielzustand y3

Abbildung 6.4: Zielzustand y3
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Es folgen numerische Resultate zur Losung des diskreten Optimierungsproblems

mn L) = ) Mk + ) Ml — (o)l + © (o) D
bei
Knyy = Bruy,, Knyh = Buuj,, Knpj, = Mayk + My, —aj,,
ph + o uf + (= Xa-@r) + Xa+@ry) - 1h, =0,
u) <uy <uy, (KKT}ed) gisk)
pp, =0,
(Mga X A-(aF) (uf —up) + X A+(aF) (uy, — ubF))LQ(Q) =0,

mit

afzf@i-yf;dx und afzf@i-ygdx
Q Q

anhand von vier Testproblemen mit den Zielzustandspaaren

L, F\! 1,2 L F\? 2 1 L r\> 3,4 L. r\* 4,3
(ydayd> = (ydvyd>v (yd?yd> = (ydvyd>v (yd>yd> = (ydayd) und (ydvyd) = (yd>yd)'
Fiir jedes Testproblem wird einer der beiden Tikhonov-Parameter zuerst bei 10~! und dann bei 1072
fixiert. Das jeweils andere a rangiert zwischen 107! und 10~* bzw. zwischen 102 und 107°.
Die Ergebnisse werden fiir die zu Beginn des Abschnitts prisentierten Gitterweiten angegeben.
Neben den gewdhlten Tikhonov-Parametern und der Feinheit des Gitters | (grid level) werden die

Defekte der approximierten Zielzustinde in der L?-Norm sowie die bendtigte Anzahl an Iterationen
ausgewiesen.
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Testproblem 1

1
Fiir diesen Test wihlen wir (yc% , yf ) = (ycll, yfl), also

1, z1 <0.5und z9 <0.5,

[ ] yd =
0, sonst,

o yi' = cos?(rx1) + o,

und die Steuerschranken

o ul'=—1,

F _
uy = 1.

2.00
175
150
1.25
1.00
0.75
0.50
0.25

Abbildung 6.6: Zielzustand Leader Test 1 Abbildung 6.7: Zielzustand Follower Test 1

Feinheit | oF ot | yn — yC%HLz(Q) lyn — y5\|L2(Q) #IT
1 10T | 1071 | 5.51094197e-01 | 2,953765204 3
2 1071 | 107! | 2.35552318e-02 | 4,197300354 4
3 1072 | 107! | 3.64036486e-03 | 5,263414645 5
4 1072 | 107! | 2.82575266e-03 | 6,347678062 5
5 1073 | 107! | 5.35261101e-04 | 7,509303147 6
6 1073 | 107! | 2.98272390e-04 | 8,395400919 7
7 1074 | 107! | 3.68794360e-05 | 8,889050493 8
8 1074 | 107! | 2.79558016e-05 | 9,334391922 8
1 1072 | 1072 | 1.67294976e-01 | 2,265598635 4
2 1072 | 1072 | 9.21999413e-02 | 3,233009252 4
3 1072 | 1073 | 2.52214828e-03 | 4,180280963 6
4 1072 | 1073 | 1.09997468e-03 | 5,024697718 8
5 1072 | 1074 | 8.03278201e-04 | 5,848748143 9
6 1072 | 1074 | 5.11174129¢-04 | 6,497959187 11
7 1072 | 107° | 1.16095691e-04 | 6,880688983 12
8 1072 | 107° | 6.40311548e-05 | 7,272888255 12
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Feinheit CVL CYF Hyh - ycI;HLQ(Q) Hyh - yﬁ”L%Q) #IT
1 1071 | 1072 | 6.12624245e-02 | 3,236644118 3
2 1071 | 1072 | 5.07539330e-02 | 4,541011698 3
3 1071 | 1072 | 1.43292417e-02 | 5,807953961 4
4 1071 | 1073 | 9.75352239e-03 | 7,341253807 4
5 1071 | 1073 | 5.60163949e-03 | 8,736092030 5
6 1071 | 1073 | 2.10975489¢-03 | 10,20375549 8
7 1071 | 107 | 4.41479926e-04 | 10,76190092 9
8 1071 | 1074 | 2.46694486¢-04 | 11,34196738 10
1 1072 | 1073 | 4.70798675e-01 | 2,695522489 3
2 1072 | 1073 | 4.10654355e-01 | 3,897725519 4
3 1072 | 1073 | 1.33303840e-01 | 5,043656822 4
4 1072 | 107 | 1.18162040e-01 | 6,128043038 6
5 1072 | 107 | 5.44094313e-02 | 6,875664289 7
6 1072 | 107 | 4.60366187e-02 | 7,673241347 7
7 1072 | 107° | 1.51883231e-02 | 8,102942862 9
8 1072 | 1075 | 1.12292587e-02 | 8,541312071 11
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Testproblem 2

2
Fiir diesen Test wihlen wir (yc% , yf ) = (yg, ycll), also
o yh = cos®*(mx1) + o,
1, z1 <0.5und x5 <£0.5,

[ ] yd =
0, sonst,

und die Steuerschranken

o ul'=—1,

F _
uy = 1.

2.00
L75
150
1.25
1.00
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0.50
0.25

Abbildung 6.8: Zielzustand Leader Test 2

Abbildung 6.9: Zielzustand Follower Test 2

Feinheit | oF ot | yn — yC%HLz(Q) lyn — y5\|L2(Q) #IT
1 10T | 1071 | 9.10825307e-01 | 3,365998522 4
2 1071 | 107! | 5.97683731e-02 | 4,776351903 4
3 1072 | 107! | 2.23154972e-02 | 6,123283139 5
4 1072 | 1071 | 1.76472696e-02 | 7,752076454 5
5 1073 | 107! | 3.21660160e-03 | 9,193962675 7
6 1073 | 107! | 2.54112620e-03 | 10,29723820 7
7 1074 | 107! | 5.39505601e-04 | 10,90374553 8
8 1074 | 107! | 3.53070664e-04 | 11,47401142 9
1 1072 [ 1072 | 4.05355944e-01 | 2,778541212 3
2 1072 | 1072 | 3.57024914e-01 | 4,098348288 4
3 1073 | 1072 | 1.49511636e-01 | 5,209000674 5
4 1073 | 1072 | 1.31042313e-01 | 6,328935819 6
5 1074 | 1072 | 4.57412054e-02 | 7,582065111 8
6 1074 | 1072 | 3.91848291e-02 | 8,416092273 10
7 107° | 1072 | 1.26492436e-02 | 8,916008154 12
8 107° | 1072 | 9.50528558¢e-03 | 9,379640578 12
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Feinheit CVL CYF Hyh - ycI;HLQ(Q) Hyh - yﬁ”L%Q) #IT
1 1071 | 1072 | 2.71856917e-02 | 3,632482363 4
2 1071 | 1072 | 2.16910081e-02 | 5,419663686 5
3 1071 | 1072 | 1.04984638e-02 | 6,839615571 5
4 1071 | 1073 | 5.87482905¢-03 | 8,529000617 6
5 1071 | 1073 | 1.69155893e-03 | 7,514537989 6
6 1071 | 1073 | 4.68184205¢-04 | 8,461369775 7
7 1071 | 1074 | 3.42505111e-04 | 8,927591250 8
8 1071 | 1074 | 2.50149084¢e-04 | 9,390040477 10
1 1072 | 1072 | 9.87815288e-01 | 2,159855440 4
2 1072 | 1073 | 3.22440378e-01 | 3,200905762 4
3 1072 | 1073 | 5.23679549¢-02 | 4,045944883 5
4 1072 | 107% | 2.86672310e-02 | 5,053385159 7
5 1072 | 1074 | 1.65714611e-02 | 6,059008806 7
6 1072 | 107% | 8.76347777e-03 | 7,149630391 8
7 1072 | 107° | 3.34551022e-03 | 7,551439619 11
8 1072 | 107° | 4.75837806e-04 | 7,962993078 12
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Testproblem 3

3
Fiir diesen Test wihlen wir (yc% , yf ) = (yg, yﬁ), also
o yh = (4r + 1) - sin(rz)sin(mas),

x1 - sin(2mxy1) + 3cos(2mxa) + 29,
[} yd =
x1 - sin(2mx1) + 3cos(2wxa) + 229 — 2,
und die Steuerschranken

o ul'= -2

F _
uy =5,

Abbildung 6.10: Zielzustand Leader Test 3

Abbildung 6.11: Zielzustand Follower Test 3

Feinheit | ol of | |yn — yC%HLz(Q) lyn — yg”Lz(Q) #IT
1 1077 [ 1071 | 1.12175420e-00 | 20,64489536 3
2 101 [ 107! | 8.99556901e-01 | 23,10163791 4
3 1072 | 107! | 2.82494931e-01 | 25,94313937 5
4 1072 | 107! | 8.22551378e-02 | 28,66716910 5
5 1073 | 107! | 4.03840788e-02 | 30,92040849 7
6 1073 | 1071 | 9.20011995e-03 | 33,18996647 8
7 107% | 107! | 5.30871112¢-03 | 35,11830352 10
8 107% | 107! | 2.91151498¢-03 | 37,08844035 12
1 1072 [ 1072 | 1.68754774e-00 | 16,34877790 3
2 1072 | 1072 | 8.43256011e-01 | 20,28883337 5
3 1073 | 1072 | 5.54983218e-01 | 23,53504671 6
4 1073 | 1072 | 4.69066108¢-01 | 26,50046260 8
5 10~% | 1072 | 2.97398030e-01 | 28,54099822 9
6 1074 | 1072 | 6.08544439¢-02 | 30,62163699 11
7 107 | 1072 | 2.855085207-02 | 32,44668655 11
8 107 | 1072 | 1.15516696e-02 | 34,22800965 12
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Feinheit CVL CYF Hyh - ycI;HLQ(Q) Hyh - yﬁ”L%Q) #IT
1 1071 [ 1072 | 1.00770237e-00 | 17,66398851 4
2 1071 | 1072 | 6.83244864¢-01 | 20,69822524 4
3 101 | 1072 | 2.38662915e-01 | 22,92196444 4
4 1071 | 1073 | 1.91671559e-01 | 24,81920481 5
5 1071 | 1073 | 4.48679543e-02 | 26,77247623 5
6 1071 | 1073 | 3.49650466e-02 | 28,80986167 5
7 1071 | 107 | 6.93020620e-03 | 30,51252449 8
8 1071 | 1074 | 5.68795651e-03 | 32,28530216 9
1 1072 | 1072 | 1.43664691e-01 | 16,27855324 5
2 1072 | 1073 | 1.06814349e-01 | 18,09018102 5
3 1072 | 1073 | 1.92854168e-02 | 20,05517759 6
4 1072 | 107 | 1.07409443e-02 | 21,57190456 8
5 1072 | 107 | 1.85924833e-03 | 23,25451311 8
6 1072 | 1074 | 1.32951648e-03 | 24,95906892 9
7 1072 | 107° | 1.50642293e-04 | 26,42915808 11
8 1072 | 107° | 1.18021277e-04 | 27,76118765 12

113




Testproblem 4

4
Fiir diesen Test wihlen wir (yc% , yf ) = (yg, yg), also

x1 - sin(2mxy) 4+ 3cos(2mxa) + 2w,

.yd=

x1 - sin(2mzxy) + 3cos(2mxa) + 2x9 — 2,

° yg = (4m + 1) - sin(wx1)sin(rrs)

und die Steuerschranken

uf = 15.

o u, =39,

Abbildung 6.12: Zielzustand Leader Test 4

sonst,

I < 0.5,

Abbildung 6.13: Zielzustand Follower Test 4

Feinheit | oF ot | yn — yC%HLz(Q) lyn — y5\|L2(Q) #IT
1 1071 [ 1071 | 2.71066473e-01 | 19,21548966 4
2 1071 | 1071 | 1.55623935e-01 | 23,50054385 4
3 1072 | 107! | 2.30166421e-02 | 27,33113250 4
4 1072 | 107! | 1.80101727e-02 | 30,39221934 5
5 1073 | 107! | 2.39166361e-03 | 32,74761634 6
6 1073 | 10~! | 1.78528658¢-03 | 35,22333614 6
7 107% | 107! | 3.88796381e-04 | 37,27333430 8
8 1074 | 107! | 1.81549211e-04 | 39,26373035 10
1 1072 [ 1072 | 8.37262230e-01 | 16,37452169 3
2 1072 | 1072 | 5.16028450e-01 | 21,17225655 4
3 1073 | 1072 | 6.70392496e-02 | 24,79271241 6
4 1073 | 1072 | 4.75766335e-02 | 28,73475369 7
5 1074 | 1072 | 2.35358219¢-02 | 31,02778703 9
6 1074 | 1072 | 1.52246227¢-02 | 33,42933775 10
7 107 | 1072 | 4.04547884e-03 | 35,16766331 11
8 107 | 1072 | 2.75086095¢-03 | 36,97528121 11
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Feinheit CVL CYF Hyh - ycI;HLQ(Q) Hyh - yﬁ”L%Q) #IT
1 1071 | 1072 | 1.01083398e-00 | 18,74411150 3
2 1071 | 1072 | 5.09647852e-01 | 23,39265115 3
3 1071 | 1072 | 9.63938492e-02 | 27,67350631 4
4 1071 | 1073 | 7.17715851e-02 | 30,63457149 6
5 1071 | 1073 | 2.35343047e-02 | 33,08227375 7
6 1071 | 1073 | 1.84557139¢-02 | 35,65938288 9
7 1071 | 107 | 3.56690224e-03 | 37,54576423 10
8 1071 | 1074 | 2.27253060e-03 | 39,46510370 10
1 1072 | 1073 | 2.58944929¢-00 | 16,38857964 5
2 1072 | 1073 | 1.81169755e-00 | 20,04323290 6
3 1072 | 1073 | 1.27875790e-00 | 24,01179301 6
4 1072 | 107% | 9.25340835e-01 | 27,68559734 8
5 1072 | 1074 | 3.16891741e-01 | 29,89767657 9
6 1072 | 1074 | 2.30324192e-01 | 32,07422743 11
7 1072 | 1075 | 7.98151290e-02 | 33,97943654 11
8 1072 | 107° | 4.78499051e-02 | 35,70898986 13
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Beobachtungen, Erkenntnisse und weiterfiihrende Ideen

e Wie bereits zu Beginn des Abschnitts angedeutet, hingt die Konvergenz des Verfahrens gegen
einen der angepeilten Zielzustédnde der beiden Akteure in erster Linie von der Wahl der Tikhonov-
Paramter a” und of bzw. von ihrem Verhiltnis zueinander ab. Wihlte man sie gleich grof oder
relativ nah beieinander, so dass

L

e
01<—4<10

oF
galt, so wurde der Zielzustand yﬁ approximativ erreicht, was durch einen Blick in die ersten
beiden Zeilen der jeweils ersten Tabelle deutlich wird. Diese Eigenschaft kann mit dem Fehlen

von Steuerschranken auf der Leader-IEEbene begriindet werden.

e Bei allen anderen gewihlten Konstellationen von o und of spielte das Fehlen der Bedingung

ul e UaLd offenbar keine entscheidende Rolle. Grundsitzlich waren zwei Faktoren fiir die
Approximation des Zielzustands und ihre Genauigkeit ausschlaggebend: So bald sich die Groke
der beiden Tikhonov-Parameter um mehr als eine Zehnerpotenz unterschied, war der kleinere
Parameter dafiir mafgebend, welcher Zielzustand approximativ berechnet wurde. Zudem war
erkennbar, dass sich bei zunehmender Feinheit des Gitters mit der Anzahl der benétigten
Durchldufe auch die Giite des approximierten yg4 erhdhte.

o Weiter lieft sich durch einen Plot nach jeder Iteration beobachten, dass in den meisten Fillen
nach etwa einem Drittel der insgesamt bendtigten Iterationsdurchldufe der vom Algorithmus
angepeilte Zustand bereits gut erkennbar war, was fiir die Funktionalitéit der Implementierung
spricht. Insgesamt ist die zuverlissige Konvergenz der primal-dualen Aktive-Mengen-Strategie
gut erkennbar.

e Die Modifikation der Konstruktionsweise der aktiven Mengen des Followers in jedem Schritt
durch das Ersetzen von 7" durch ¢, r - 7F" mit

1

(=% 75 L2

CF =

hat dazu gefiihrt, dass der Konvergenzprozess im Vergleich zur urspriinglich angedachten
Verwendung von 7% beschleunigt wurde. Hierbei bewirkt der Faktor (—1)* das Springen von

AQF’(k) 7 AbF’(k) ohne vorher inaktiv zu werden.

e Als alternative Abbruchkriterien anstelle der Gleichheit der aktiven Mengen in zwei aufeinan-
derfolgenden Iterationsschritten wire eine Kriteriumsformulierung iiber die L2-Norm des Defekts
beziiglich der Zielzustéinde mit Konstanten cp,cr > 0 denkbar, etwa

Hyh —yﬂ cr, und Hyh —yf CF.

< <
L2(Q) L2(Q)

e Mit zusitzlich vorhandenen Kenntnissen iiber die gesuchten Steuerungen kénnte die Anzahl der
bendtigten lterationen eventuell reduziert werden, indem man die initialen Steuerungen in der
Nihe der gesuchten Steuerungen wahlt.
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e Anstelle von stiickweise konstanten Finiten Elementen kénnen die Steuerungen ebenso wie die
Zustdnde iiber den stiickweise linearen Ansatz

! , ! .
uk(z) = Z uk' ®;(x) und ul (z) = 2 ul @, (x)
i=1 1=1

diskretisiert werden. In diesem Fall ist I}, keine Diagonalmatrix mehr und die Diskussion der
Variationsungleichung in Abschnitt ist nicht korrekt. Dann miisste die in Abschnitt
skizzierte beschriebene Aktive—Mengen—7trategie flir den stetigen Fall punktweise in den
Gitterpunkten der Triangulierung verwendet werden.

Da im Zusammenhang mit der Finite-Elemente-Methode stets der Fehler zwischen der exakten op-
timalen Steuerung bzw. des exakten optimalen Zustands mit ihren ermittelten diskreten Pendants
hinsichtlich der Feinheit des gewdhlten Finite-Elemente-Gitters von Interesse ist, sei abschliefend auf
[5], 18], [49] und [64] verwiesen.
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7 Zusammenfassung und Fazit

In dieser Arbeit wurde ein sogenanntes Bilevel-Optimalsteuerproblem behandelt. Zunichst fand eine
Einordnung in den aktuellen wissenschaftlichen Kontext auf dem Gebiet der optimalen Steuerung und
die Bereitstellung der bendtigten mathematischen Grundlagen in Kapitel 2 statt.

Nachdem das fiir diese Arbeit zentrale Problem in seinen wichtigsten Facetten beleuchtet wur-
de, konnte in Kapitel 3 nachgewiesen werden, dass fiir das vorliegende Problem stets eine Losung
existiert und diese zudem eindeutig ist. Auberdem wurden notwendige und hinreichende Optimalitéts-
bedingungen hergeleitet.

Nach einer kurzen Skizzierung der Losungs- und Eindeutigkeitstheorie fiir  Bilevel-
Optimalsteuerprobleme in einem allgemeineren Setting wurde in Kapitel 4 das mathematische
Riistzeug bereitgestellt, um zu iiberpriifen, ob das betrachtete zweistufige Optimalsteuerproblem in
ein einstufiges Problem iiberfiihrt werden kann. Weiterhin wurde die Durchfilhrung einer solchen
Transformation in der Theorie vorgestellt und schlieflich an dem konkreten Ausgangsproblem
durchgefiihrt. Im Zusammenhang mit dieser Umformulierung traten Optimierungsprobleme unter
Komplementarititsbedingungen - sogenannten MPCCs - in Banachriumen in den Vordergrund, da
nach der One-Level-Transformation ein Problem dieses Typs das Resultat war. Zunichst riickten
wiederum die Fragen nach Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung in den Fokus. Anschliefsend konnte
bewiesen werden, dass eine eindeutige Losung des nun betrachteten einstufigen MPCCs auch stets
das urpsriinglich betrachtet Bilevel-Optimalsteuerproblem 18st. Die Giiltigkeit der Umkehrung dieser
Beziehung wurde ebenfalls gezeigt. Schlieflich wurden auch fiir dieses neue einstufige Optimierungs-
problem im Funktionenraum notwendige und hinreichende Optimalitdtsbedingungen hergeleitet und
seine Struktur als Vorbereitung auf das néchste Kapitel etwas modifiziert.

In den ersten beiden Teilen von Kapitel 5 wurden zunéchst die wichtigsten Regularitdtsbedin-
gungen im Rahmen der MPCC-Theorie fiir endlichdimensionale Optimierungsprobleme sowie fiir
Optimierungsprobleme im reflexiven Banachraum vorgestellt. Anschliekend wurde fiir eine Losung des
einstufigen und im Vergleich zum Ausgangsproblem um die Steuerschranken auf der Leader-Ebene
reduzierten unendlichdimensionalen MPCCs 1} starke Stationaritdt nachgewiesen werden.

In Kapitel 6 wurde ausgehend von den Bedingungen fiir schwache Stationaritit einer Ldsung
von eine implementierbare primal-duale Aktive-Mengen-Strategie hergeleitet und ihre
Funktionsweise beschrieben. Im Anschluss wurden das Problem (i und das zugehorige
Optimalitdtssystem mithilfe der Finite-Elemente-Methode diskretisiert. Schlieflich folgte im letzten
Teil von Kapitel 6 die Présentation numerischer Resultate anhand einiger Testbeispiele, wodurch
die Funktionalitit der in Python durchgefiihrten Implementierung untermauert wurde. Hierbei war
die zuverlédssige Konvergenz der primal-dualen Aktive-Mengen-Strategie gut erkennbar. Nachdem die
Rollen der wichtigsten Parameter und Komponenten der Implementierung erldutert wurden folgten
abschlieffende Beobachtungen sowie Gedanken zur Verbesserung des Verfahrens.

Sowohl die Analysis als auch die numerische Behandlung des in dieser Arbeit betrachteten Pro-
blems werfen einige weiterfiihrende Gedanken auf.

So kann etwa die Frage gestellt werden, wie sich die Dynamik zwischen den beiden Problemebenen
veréindern wiirde, wenn Leader und Follower nicht mehr auf einer Gemeinsamen Menge ) sondern
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auf separaten Untermengen Q; < Q und Qp < Q mit Qp N Qp = J agieren. Auch der Ausschluss
der Disjunktheit kann hier in Betracht gezogen werden. Folglich bliebe die Frage offen, ob an den
entsprechenden Stellen des resultierenden einstufigen Problems die Regularitét erhalten bleibt, um
weiterhin starke Stationaritidt fiir eine Ldsung garantieren zu konnen oder sich diese gegebenefalls
abschwicht.

In eine &hnliche Richtung geht die Idee, die Steuerschranken uaL , ubL,uf und uf sowie die gesuchten
Steurungen u* und uf dem Raum HE(2) entstammen zu lassen. Auch hier kénnte die benétigte
Regularitét fiir die in Kapitel 4 durchgefiihrte One-Level-Transformation sowie zum Nachweis starker
Stationaritdt verloren gehen. Erste Erkenntnisse zu diesem Ansatz finden sich bereits in [3I]. In
Verbindung damit ist ebenfalls offen, ob neben schwacher und starker Stationaritdt auch die Stationa-
ritdtskonzepte nach Abadie, Guignard und Mordukhovic auf die MPCC-Theorie im Funktionenraum
iibertagen werden kénnen.

Auch fiir die Herleitung eines implementierbaren Verfahrens zur Losung von 1’ gibt
es durchaus Alternativen. So haben etwa die Autoren O. Ebel, S. Schmidt und A. Walther in [32]
mit der sogenannten Absolutwert-Linearisierung eine Technik fiir nichtdifferenzierbare Optimie-
rungsprobleme entwickelt, die fiir eine Implementierung genutzt werden kann. Des Weiteren ist eine
numerische Umsetzung mithilfe eines halbglatten Newton-Verfahrens denkbar, wie sie beispielsweise
in [31] verwendet wird.

Weiterhin wurde bereits am Ende von Abschnitt (6.4) darauf hingewiesen, dass Steuerungen
und Zustadnde alternativ komplett mit stiickweise konstanten Finiten Elementen diskretisiert werden
konnen.

Bei der Zustandsgleichung

—Ay = u* + o in Q
y=20 auf I’

auf der Follower-Ebene von handelt es sich um eine Differentialgleichung linearen Typs. In diesem
Zusammenhang sei noch die Frage aufgeworfen, was sich mit Blick auf Existenz und Eindeutigkeit einer
Lésung dndert, wenn man dort nichtlineare Komponenten zuldsst. Ebenso die Transformations- und
Stationarititstheorie in den Kapiteln 4 und 5 miissten vermutlich neu beleuchtet werden. Auch diese
Fragen konnen Gegenstand zukiinftiger Forschung auf dem Gebiet der Bilevel-Optimalsteuerung sein.
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