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Abstrakt

In dieser Dissertation wird ein abstraktes Stabilitdtsergebnis fiir gestorte Sattelpunktprobleme 2 x 2-
Blocksystem und 3 x 3-Blocksystem bewiesen, das auf geeigneten Normen basiert. Dieses abstrakte
Framework fiihrt zur Konstruktion von parameter-robusten norm-équivalenten Vorkonditionierern.
Das Ergebnis wird dann verwendet, um die parameter-robusten norm-aquivalenten Vorkonditionie-
rer fir das quasi-statische (3 x 3-Blocksystem) und das dynamische (2 x 2-Blocksystem) Multi-
Netzwerk-Poroelastizitiat (MPET) Problem, die eine Verallgemeinerung der entsprechenden Biot-
Modelle sind, zu konstruieren. Auch diese Dissertation beschéftigt sich mit der iterativen Losung
von quasi-statischen Systemen. Es wird eine erweiterte Lagrange-Uzawa-Methode verwendet, um ein
vollstdndig entkoppeltes iteratives Schema zu erhalten. Die Fehlerabschétzungen des zeit-diskreten
Systems wird untersucht, das aus dem dynamischen MPET-Problem nach Anwendung eines implizi-
ten Zeitschrittverfahrens zweiter Ordnung (Crank-Nicolson) entsteht. Alle theoretischen Ergebnisse
werden in numerischen Experimenten bestétigt.
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Einleitung

Der folgende historische Uberblick ist eine Zusammenfassung der Einleitung aus [39]. Der Begriff
Poroelastizitiat wurde erstmals von J. Geertsma als Fufinote in seiner Arbeit "Problems of rock
mechanics in petroleum production engineering” geprigt. Poroelastisches Verhalten kann einen
unerwarteten Zusammenhang zwischen einem kausalen Ereignis und seinen Folgen erkldren. Z.B.:

1.

F. H. King berichtete, dass der Wasserstand in einem Brunnen in der Ndhe des Bahnhofs
in Whitewater (Wisconsin) stieg, wenn sich einem Zug néherte, und sank, als ein Zug den
Bahnhof verliefl. Die Wasserstandsschwankungen waren bei einem schweren Giiterzug stérker
als bei einem leichteren und schnelleren Personenzug.

. Der Bundesstaat Texas beanspruchte den Teil des Goose Creek-Erdoélfelds in der Nahe von

Galveston, Texas, das nach der Erdolférderung mit Wasser aus der Galveston Bay bedeckt
wurde. Der Staat argumentierte, dass das versunkene Land dem Staat gehorte. Die Gegenklage
der Landbesitzer basierte auf einer geologischen Studie von Pratt und Johnson, die zeigte,
dass die Senkung auf die Gewinnung von 100 Millionen Barrel Wasser, Ol und Sand aus dem
Reservoir zuriickgefithrt werden konnte. Die Gerichte entschieden sich gegen die staatliche
Forderung, weil das Untertauchen auf menschliches Handeln und nicht auf natiirliche Ursachen
zuriickzufithren war.

Zwei grundlegende Phénomene liegen dem poroelastischen Verhalten zugrunde:

Solid-zu-Fluid-Kopplung tritt auf, wenn eine Anderung der angelegten Spannung eine
Anderung des Fliissigkeitsdrucks oder der Fliissigkeitsmasse bewirkt (Beispiel 1).

Fluid-zu-Solid-Kopplung tritt auf, wenn eine Anderung des Fliissigkeitsdrucks oder der
Fliissigkeitsmasse eine Volumenéanderung des porésen Materials bewirkt (Beispiel 2).

Die wissenschaftliche Geschichte poroelastischer Konzepte umfasst etwa einhundertfiinfzig Jahre.
Von der Veroffentlichung des Darcy-Gesetzes in den Jahren 1856 bis 1900 enthalten Beobachtun-
gen das Verhalten von Brunnen als Reaktion auf verschiedene Phdnomene wie Zugverkehr. Die
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verstiarkte Erschlieung von Grundwasser und Kohlenwasserstoffressourcen in der Zeit von 1900
bis 1930 war die Motivation fiir ein verbessertes wissenschaftliches und technisches Verstédndnis
der Prinzipien, die ihr Ereignis bestimmen. Auch der verstirkte Tiefbau in dieser Zeit wurde zur
Motivation fiir ein besseres Verstindnis des Verhaltens des Bodens als Griindungsmaterial. Das ka-
nonische geomechanische Problem war die Bodenverfestigung und das kanonische hydrogeologische
Problem die elastische Speicherung in einem begrenzten Grundwasserleiter. Von 1930 bis 1960 wur-
den bedeutende Fortschritte in der Entwicklung grundlegender Konzepte, der Formulierung oder
Erweiterung von konstitutiven Gesetzen und der Grundgleichungen (governing equations) erzielt
und auch analytische Losungen fiir bestimmte Probleme gefunden. Nach 1960 wurden auch kom-
plexere analytische Losungen fiir Probleme in der Landsenkungs- und Erdbebenmechanik entdeckt.
Numerische Losungen gewannen an Bedeutung, da der digitale Computer realistischere Simulatio-
nen geologischer Situationen ermdoglichte.

Karl Terzaghi (1883-1963) versuchte durch Laborexperimente das Verhalten des Bodens als
Fundamentmaterial zu verstehen. Terzaghis mathematische Behandlung basierte auf seinen eindi-
mensionalen Laborexperimenten.

Die allgemeine dreidimensionale Theorie der Poroelastizitat wurde 1941 von Biot [19][18] ein-
gefiihrt und basiert auf folgenden Annahmen, siehe [11]:

1 - das porose Medium ist mit Fliissigkeit gesdttigt und die Temperatur ist konstant.

2 - das Fluid im porosen Medium ist (fast) inkompressibel.

3 - das solide Skeleton (Matrix) wird durch ein elastisches Material gebildet und Deformatio-
nen und Dehnungen sind relativ klein.

4 - der Fliissigkeitsstrom folgt dem Darcy-Gesetz (laminare Stromung).
Fiir homogene isotrope, lineare, elastische, porése Medien lautet das Biot-Modell in einem be-
schrinkten Lipschitz-Gebiet Q ¢ R%, d = 2,3, dann folgendermafen:

—dive +aVp=f in Qx(0,7), (1.1a)
v=—-KVp in Qx(0,7), (1.1b)
adiva +divo+cep=g in Qx(0,7), (1.1c)
o =2pue(u) + Mdiv (w)I = 2pe(u) + AXTr(e(u))l, (1.1d)

1
€(u) = g(Vu + (Vau)T), (1.1e)

wobei A und p die Lamé-Parameter bezeichnen, die wie folgt definiert sind:

vE FE

A a0 M i)

wobei E den Elastizitdtsmodul (Youngscher Modul) und v die Poissonzahl bezeichnet.

- Die Konstante « € (0, 1) koppelt den Porendruck p und die Verschiebung u und heifit Biot-Willis-
Konstante.

- Die Konstante ¢, > 0 ist der spezifische Speicherkoeffizient.




- K = k/n ist die hydraulische Leitfahigkeit, gegeben durch den Quotienten aus Permeabilitét des

porosen Mediums « und der Viskositat des Fluids 7. K kann eine symmetrische positive definite

Matrix sein.

- I bezeichnet den Identitétstensor.

- o und € sind der effektiv Spannungstensor und der Dehnungstensor. Der Spannungstensor ist

gegeben durch des Hookesches Gesetz.

- v bezeichnet den Fluidfluss, manchmal auch Perkolationsgeschwindigkeit des Fluids genannt.

- f ist die Dichte der eingepriagten Volumenkrifte.

- g ist eine Verteilungsfunktion der Flussigkeitsquelle (positiv, wenn Fliissigkeit hinzugefiigt wird).
Die Gleichung (1.1a) ist eine Gleichgewichtsgleichung, (1.1b) ist das Darcy-Gesetz, (1.1c) ist die

Kontinuitatsgleichung (Massenerhaltungsgleichung), (1.1d) ist die konstitutive Gleichung und die

Gleichung (1.1e) ist eine Vertraglichkeitsbedingung.

Nach der Definition der Multi-Porosititstheorie von Aifantis “Introducing a multi-porous medium
1977 fiir ein Medium, das endliche Diskontinuitdten im Porositatsfeld hat, wird angenommen, dass
es eine Multi-porositéitseigenschaft besitzt [12]. Die vereinheitlichte Formulierung basierend auf der
Multi-Porosity-Theorie wurde in [12] prasentiert. Die Gleichungen, die das Modell beschreiben, sind

n
—div o + Zaini =f in Qx(0,7), (1.2a)
i=1
v, = —Kin,- in Q x (O,T), (12b)
n
apdiv i+ div v; + ¢, pi + Y Bij(pi — ps) = gi in  Qx(0,7), (1.2¢)
j=1
i#]
fur i = 1,...,n, wobei f;j(p; — p;) Transportphdnomene von Netzwerk zu Netzwerk beschreiben

und 3;; der Ubertragungskoeffizient ist, der den Fluss von Netzwerk i zu Netzwerk j skaliert.

Die Stabilitat der Zeit- und Raumdiskretisierung durch Finite-Differenzen- oder Finite-Volumen-
Methoden wurde in [2, 35, 34, 57] studiert und wird hier nicht behandelt. Stattdessen konzentrieren
wir uns auf gleichméflige inf-sup-stabile Finite-Elemente-Diskretisierungen des Multi-Netzwerk po-
roelastischen Problems. Es ist bekannt, dass die Wohlgestelltheitsanalyse von Sattelpunktproblem
in ihrer schwachen Formulierung auf einer Stabilitdtsabschitzung beruht, die oft als Ladyzenskaja-
Babuska-Brezzi(LBB)-Bedingung [23, 31] bezeichnet wird. Auch die LBB-Bedingung, siehe [27], ist
entscheidend fiir die Analyse stabiler Diskretisierungen. Inf-sup-Stabilitit fiir das Darcy-Problem
sowie fiir das Stokes- und lineare Elastizitétsproblem wurden unter eher allgemeinen Bedingungen
festgestellt und im Laufe der Jahre wurden verschiedene stabile gemischte Diskretisierungen dieser
Probleme vorgeschlagen, siehe z.B. [23] und die darin enthaltenen Referenzen.

Der Beweis der Stabilitdt wird mit Hilfe eines neuen abstrakten Stabilitdtsergebnisses [14] fiir
gestorte Sattelpunktprobleme gefiihrt, das auf passenden Normen basiert. Das vorgeschlagene Fra-
mework leitet die Konstruktion vom parameter-robusten norm-dquivalenten Vorkonditionierer.
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Die parameter-robuste Stabilitdt fiir die klassische Dreifeldformulierung von Biot und MPET
(multiple-network poroelastic theory), die das Darcy-Gesetz enthélt, wurde in den Arbeiten [11, 12]
nachgewiesen. Alternative Formulierungen fiir das Biot-Modell werden fiir eine Zweifeldformulie-
rung [22, 1], eine neue Dreifeldformulierung [58, 50], bei der neben der Verschiebung und dem
Flissigkeitsdruck ein Gesamtdruck als dritte Variable einfiihrt wird, und fiir eine Vierfeldformulie-
rung [19], bei der der Spannungstensor als Variable einfiihrt wird, betrachtet. Der erste Versuch,
parameter-robuste stabile Diskretisierung fiir das MPET-Modell zu analysieren, wird in der Ar-
beit [51] vorgestellt. Diese schlidgt eine gemischte Finite-Elemente-Formulierung vor, die auf der
Einfiihrung eines Gesamtdrucks als Variable basiert.

Es gibt verschiedene Diskretisierungen fiir die klassische Dreifeldformulierung des Biot-Modells,
die parameter-robuste Stabilitat aufweisen. Zum Beispiel das Triplett CR;/RT;—1/P;—1 (I=1,2) zu-
sammen mit den vorgeschlagenen Stabilisierungstechniken in [38, 40], siehe auch [33], oder das
Triplett P2/RTy/Po (in 2D) und P35t/ RTy/Po (in 3D), oder Po/RTy/P;. Hierin bezeichnet CR,
den Raum von Crouzeix—Raviart Funktionen von Grad [, RT;_; den Raum Raviart—Thomas Funk-
tionen von Grad (I — 1) und P;_; den Raum stiickweiser vollstindiger Polynome von Grad (I — 1).
Die oben genannten Finite-Elemente-Methoden haben jedoch nicht die Eigenschaft der Massener-
haltung im starken (punktweisen) Sinn [11]. In den letzten Jahren wurden fiir verschiedene Probleme
diskontinuierliche Galerkin-(DG)-Verfahren entwickelt. Dieses Verfahren erfiillen physikalische Er-
haltungssitze wie Massenerhaltung [0, 5, 28, 10].

Es gibt verschiedene Arbeiten zur Diskretisierung, zur effizienten iterativen Lésung und Vor-
konditionierung fiir das quasi-statische Biot-Modell fiir Zwei-feld [22, 1], Drei-feld [58, 16, 50, 11],
und Vierfeldformulierung [19, 11]. Zwei der beliebtesten und effizientesten iterativen Verfahren zur
Lésung der Gleichungen der Poroelastizitét sind die sogenannten undrained-split- und fixed-stress-
split-iterativen Methoden, die im Gegensatz zu den drained-split- und fixed-strain-split-Methoden
bedingungslos stabil sind [18]. Ein Vorteil des in [12] vorgestellten Ansatzes ist die exakte Massener-
haltung. Ein Nachteil ist, dass das System wegen der Priasenz von n Fliissen mit n Driicken im Allge-
meinen schwieriger und auch zeitaufwendiger zu 16sen ist. Die Konvergenzanalyse ersterer Methoden
wurde in [56] fiir das quasi-statische Biot-System vorgestellt. Danach verfeinerte Ergebnisse konzen-
trieren sich meist auf Varianten der fixed-stress-Methode, die sich mit Multirate fixed-stress-split-
Iterationsschemata [3], heterogenen Medien und linearisierten Biot-Gleichungen [24], oder Raum-
Zeit-Finite-Elemente- Approximationen des quasi-statischen Biot-Systems beschéftigen [17, 14]. Eine
Strategie zur Optimierung des Stabilisierungsparameters in der fixed-stress-split Methode fiir das
Biot-Problem in der Zweifeldformulierung wurde in [63] vorgeschlagen. Die fixed-stress-split-iterative
Methode wurde in [15] nicht nur auf Biot (n = 1), sondern auch auf das allgemeinere MPET-
System (n > 1) angewendet. Dort wurde auch eine vollstindig parameter-robuste Konvergenz-
analyse présentiert und ein optimaler Beschleunigungsparameter bestimmt. In dem konservativen
Ansatz, der durch Verallgemeinerung der klassischen Dreifeldformulierung des Biot-Modells erhal-
ten wurde, koppelt der Block von n unbekannten Fliissen (mit jeweils d Komponenten) mit dem
Block von n unbekannten Driicken, wodurch ein Subsystem mit n(d + 1) skalaren Grofien entsteht.
Betrachtet man also beispielsweise das Vier-Netzwerk-Modell (n = 4) in einem dreidimensionalen
Raum (d = 3), so ergibt sich ein Fluss-Druck-Subsystem mit 16/19 der Grofle des Gesamtsys-
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tems. Deshalb ist eine weitere Entkopplung des Fluss-Blocks vom Druck-Blocks in einem iterativen
Verfahren von besonderem Interesse.

Wir werden eine augmentierte Lagrange-Uzawa-Methode analysieren, die in [13] vorgestellt wur-
de. Diese Methode basiert auf einem Framework, bei dem das Drei-mal-Drei-Blocksystem augmen-
tiert und aufgeteilt wird. Der resultierende Vorkonditionierer definiert ein vollsténdig entkoppeltes
iteratives Schema fiir die Fliisse, Driicke und Verschiebung.

Im néchsten Abschnitt stellen wir eine Definition des Sattelpunktproblems und einige seiner
Eigenschaften vor. Dann présentieren wir ein Ergebnis (Satz 2.11), das fiir das ungestorte sowie
gestorte Sattelpunktproblem funktioniert und in der Arbeit [14] vorgestellt wurde.

Im dritten Abschnitt werden das quasi-statische und das dynamische MPET-Modells vorgestellt
und die auftretenden Parameter erklart. Mit Hilfe des neuen Satzes 2.11 finden wir parameter-
abhédngigen Normen, um die parameter-robuste Stabilitdt des Modells zu studieren. Schliefllich wird
jeweils ein Vorkonditionierer angegeben.

Dann werden im vierter Abschnitt die oben genannten Modelle in endlich-dimensionale Radume
iibertragen und ihre Stabilitiat studiert. Im flinften Abschnitt wird die Fehleranalyse des dyna-
mischen MPET-Modells vorgestellt. Im letzten Abschnitt wird ein iterative Verfahren fiir das
quasi-statische MPET-Modell vorgestellt, das nach Anwendung der augmentierten Lagrange-Uzawa-
Methode entsteht. Die numerische Ergebnisse werden am Ende des Abschnitts angegeben.

Ich mochte erwdahnen, dass die meisten Hauptresultate dieser Doktorarbeit in den
Arbeiten [/2, /3, /4] zu finden sind.

1.1 Grund Begriff von der Funktionalanalysis und Notationen

Im diesem Unterabschnitt werden Definitionen und Resultate aus der Funktionalanalysis vorge-
stellt, die in dieser Arbeit vorkommen und die man in zahlreichen Biicher z.B [30, Exkurs tber
Funktionalanalysis| [31, Appendices] oder [26, Chapter 1,2] finden kann.

Definition 1.1. [0, Definition 4.20] V sei ein linearer Raum iber dem Korper K der reellen oder
komplexen Zahlen. || - || heifit Norm in V', falls

i. |v|=0 << wv=0,

it |lu 4] < JJull + ||v]] fir alle w,v €'V,
iti. ||l = |Al]v| fiir alle A e K,v € V.
Falls nur (ii,iii) erfillt sind, wird || - || semi-Norm genannt und als |- | bezeichnet. Der mit

einer Norm versehene lineare Raum V' heifit normierter Raum und wird durch das Paar (V, ||-||v)
bezeichnet.

Definition 1.2. [30, 6.1.3]

o {z, € X :n>1} heifft Cauchy-Folge, wenn sup{||z, — zm||x : n,m >k} — 0 fir k — oo.
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o Fin Raum X heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X gegen ein x € X konvergiert.
e FEin Banach-Raum ist ein normierter und vollstindiger Raum.

Definition 1.3. [71, Definition A.9, Proposition A.10] Seien V. und W zwei normierte Riume.
L(V; W) ist der Vektorraum wvon stetigen linearen Abbildungen von V' nach W . Die Abbildung
A € L(V; W) nennt man Operator. Es sei W ein Banach-Raum, dann ist L(V; W) mit der Norm
[ Avl|w
[vllv

Al zvw) = sup VA e L(V;W),
veV

auch ein Banach-Raum.

Definition 1.4. [71, Definition A.14, Remark A.15] V sei ein normierter Raum. Der Dual-Raum
von V ist L(V;R) und wird mit V* bezeichnet. Der Dual-Raum V* ist ein Banach-Raum mit der

Norm (f.0)
* , V)V,
VIEVT il = sup
vev  |lvllv
Definition 1.5. [00, Definition V.1.1] Eine Abbildung (-,-) : X x X - K (K =R oder K = C)

heifit Skalarprodukt (oder inneres Produkt) auf X, falls

a) (z1+4x2,y) = (v1,y) + (x2,¥) fiir alle v1,x9,y € X,
b) Mz, y) = (Ar,y) fiir alle 7,y € X,A € K
) (z,y) = (y,2) fiir alle v,y € X,

d) (z,x)>0 fiir alle z € X,

e) (z,x)=0&z=0.

Definition 1.6. [00, Definition V.1.4] Ein normierter Raum (X, | - ||x) heifst Prdhilbertraum,
wenn es ein Skalarprodukt (-,-) auf X x X mit (xv,z) = ||z||% fiir alle x € X gibt. Ein vollstindiger
Préhilbertraum heifst Hilbert- Raum.

Definition 1.7. [70, 6.1.4] Ein Banach-Raum (X, || - ||x) heifit Hilbert-Raum, wenn ein Skalar-
produkt (-,-)x auf X existiert, sodass (z,z)x = ||z||% fir alle z € X.

Definition 1.8. [71, Definition B.4., Theorem B.5.] Fir 1 < p < co sind die Lebesgue Rdume
gegeben durch
LP(Q) := {f ist messbar , | fllLr(q) < +00},

wobei
1
F oy = { S )7 fir 1<p<eo,
esssUp,cq | f(x)| = inf{M > 0;|f(z)| < M; fast dberall in Q}  fiir p= oo.
Der Vektorraum LP(Q) ausgestattet mit der || - ||pp(q)-Norm ist einen Banach-Raum.
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Definition 1.9. [72, Definition 64.17] Sei J eine nichtleere, beschrinkte, offene Menge in R und
V' ein Banach-Raum. Fir 1 < p < oo ist der Bochner-Raum einen Raum, der aus den starken
messbaren Funktionen f :.J — V entsteht, so dass die folgende Norm endlich ist

1
I de)» wenn 1< p < oo,
11l oy = (S5 17 @) 1%dt) _,
esssupyey || f(t)[lv  wenn p=oc.

Der Einfachheit halber wird J im Index nicht geschrieben, d.h

Il ey = I f e vy

Satz 1.10. [72, Theorem 64.19] Sei J eine nichtleere, beschrankte, offene Menge in R und V' ein
Banach-Raum. Dann ist LP(J; V) einen Banach-Raum fir alle p € [1,00].

Satz 1.11. [71, Definition B.9.] L*(Y), ausgestattet mit dem Skalarprodukt

(u,v)12(0) ::/uv,
Q

ist einen Hilbert-Raum. Wir bezeichnen die entsprechende Norm mit

ulfaqey = | 2
Im Laufe der Arbeit wird der Index fiir L?(Q) nicht geschrieben, d.h
lull := llull 2y, und (u,v) = (u,v)r2(q)-
Definition 1.12. [23, 2.1] Fir m > 1 sind die Standard-Sobolev-Riume gegeben durch
H™(Q) :={v:v e L*(Q), D% € L*(Q), |a| < m},
wobet

dlaly

C 0xtoxs? ... Oz

Die Norm ist gegeben durch

D%v

la] == a1 + a2+ ... + ay.

loll7 = ol = D> D],

laj<m

und die Semi-Norm durch
lola, = lvlaa = D D%

|a)l=m

Neben L?(Q) betrachten wir auch noch die folgenden Standard-Sobolev-Riume bzw. Unterrdume
in dieser Arbeit:




1. Einleitung

o H'Y(Q): Fiir m = 1 ist die Norm in H' gegeben durch
lollf = [ol® + V%,

und sein Unterraum
Hj = {v:ve HY(Q),v|sq = 0}.

o H(div ;9):
H(div ;Q) := {v:v € (L*(Q))",div v € L*(Q)},

mit der Norm
ol = [[oll* + lldiv v]]?,

und seinem Unterraum

Ho(div ;) :={v:v € H(div ;Q),v - n|gpg = 0}.
o L3():
L2Q) = {v:ve LQ(Q),/QU —0}.
Satz 1.13. [71, Theorem 3.77 (Korn’s first inequality)] Es sei Q0 C R3. Dann gibt es i, sodass
Vo e Ho(Q)®,  cxllzls < [le(@)].

Auferdem gilt, vgl. [71, the proof of Theorem 3.77]:
1 .
ve e Hy(Q)°,  e(@)|® = §(HV$H2 +||div 2|%).

Satz 1.14. [71, Proposition (A.5 A.7)] Sei V' ein Hilbert-Raum, dann gilt die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung:
Vo,w €V, (va)V < ||U||va||v,

und )
Yy >0, YoweV,  (vw)y < %HUH%/ + %Hwﬂ%/.

Definition 1.15. /70, 6.5 Bilinearformen] Es sei V Hilbert-Raum. Die Abbildung
a(,):VxV =R
heifst Bilinearform, falls
alx + ANy, z) = a(z,z) + Aa(y,z) VAER, Vr,y,z€V,

a(z,y+ Az) = a(z,y) + da(z,z) VAER, Va,y,zeV.
Zusatzlich heifst a(-,-)




1.1. Grund Begriff von der Funktionalanalysis und Notationen

o stetig (oder beschrinkt), falls eine Konstante C, € R existiert, sodass

la(v,w)| < Calollvlwllw, Vo,weV.

o V-elliptisch oder koerziv, falls sie auf V XV stetig ist und die folgende Ungleichung erfillt:
a(v,0) > Collv|”  veV, C,>0
Fir C, =0 heifit a(-,-) positive semi-definit.
o symmetrisch, falls

a(+,-):VxV =R, a(z,y) = a(y,x), Ve,y eV

Der Raum von stetigen bilinearen Operatoren ist gegeben durch:
LV xW,R)={T:V x W — R: T bilinear und stetig}.

Definition 1.16. [25, III 3.5 Definition] Seien V und W normierte Raume. Eine bijektive, lineare
Abbildung T : V. — W ist ein Isomorphismus, wenn T und T~ stetig sind.

Lemma 1.17. [71, Proposition A.21] Es seien V, W Banach-Rdume und seia € L(V x W,R), dann
ist die Abbildung A :'V — W™ definiert durch

a(z,y) = (Az, y)w+w fir allex € V,y e W

in L(V,W*).







Abstrakte Sattelpunktprobleme

2.1 Formulierung in Hilbertraumen

e Klassische Sattelpunktprobleme : Es seien V, Q) zwei Hilbertraume und V*, Q* die zugehorigen
Dualrdume. Gesucht sei (u,p) € V x Q:

a(u,v) +b(v,p) = (f,v),  VveV,

(2.1)
b(u,q) = (9,9), VqeQ,
wobei a(-,-) € LIV x V,R), b(-,-) € LIV x Q,R), feV* geQ*
Das Gleichungssystem (2.1) kann als eine Variationsgleichung geschrieben werden:
A((u; p), (v5q)) = (f,v) + {9, 9)- (2:2)
mit
A((u; p), (v;q)) = a(u,v) + b(v,p) +b(u,q),  Y(u,p),(v,q) €V x @, (2.3)

Definition 2.1. [71, Def. 2.87] Es seien X,Y zwei Mengen. Wir betrachten die Abbildung
J: X xY — R. Dann heifit (z,7) Sattelpunkt von J, wenn

J(@,y) < J(2,9) < J(z,9), VreX,yeY.
Lemma 2.2. [71, Lemma 2.38] (u,p) ist genau dann ein Sattelpunkt von J,wenn:

inf sup J(v, q) = sup J(u,q) = J(u,p) = inf J(v,p) = sup inf J(v,q).
inf Sup J(0,) = sup T (0, g) = J,p) = fnf J(v,p) = sup inf S0

Satz 2.3. [70, Satz 12.9] Es seien a(-,-) € L(VXV,R), b(-,-) € LV xQ,R) und a(-,-) symmetrisch
und V-elliptisch. (u,p) € V x Q ist genau dann eine Lisung des Sattelpunktproblems (2.1), wenn

J(u,q) < J(u,p) < J(v,p) YveV,qeQ.
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2. Abstrakte Sattelpunktprobleme

Eine weitere, dquivalente Charakterisierung ist

J ’ = in J ’ = in J ’ ’
(u, p) = min J(v, p) = maxmin J (v, q)

wobes
J(v,q) == a(v,v) + 2b(v, q) — 2(f,v) — 2(g, q).

Mit anderen Worten ist J minimal beziiglich der Variation in V' und maximal beziiglich der Variation
in Q.

Um das Sattelpunktproblem (2.1) etwas klarer zu machen, fithren wir die Operatoren ein, die zu
den Bilinearformen gehoren,

AV > V* (Au,v) = a(u,v), Yv eV,

BT.Q—Vv* (v, BTp) = b(v, p), Yv eV,
B:V—=Q (Bu,q) = b(u,q),  Vq€Q,
AVXQoVixQ  (Awp) () = A(wp) (), Y(.g) €V x Q.

Dann kann (2.1) in der folgenden Form geschrieben werden:
Au+ BTp = _ _ T
B p=1 & AlY = / wobei A := 4 B . (2.4)
Bu=y p g B 0

e Gestortes Sattelpunktproblem : Es sei ¢(-, ) eine stetige Bilinearform auf @ x Q.

C:Q—Q, (Cp,q) = c(p,q), Vq € Q.

Wir betrachten die folgende Erweiterung des Problems (2.1), die als gestortes Sattelpunktproblem

bezeichnet wird:
a(u,v) + b(v,p) = (f,v), YVoeV,

(2.5)
b(u,q) —c(pq) = (9,9),  Vge@.
Das Gleichungssystem (2.5) kann als eine Variationsgleichung geschrieben werden:
A((us p), (v;q)) = (f,v) + (g, 9), (2.6)

mit
A((w;p), (v;q)) = a(u,v) +b(v,p) + b(u,q) —c(p,q),  V(u,p),(v,q) €V xQ, (2.7)

oder als Operatorgleichung;:
Au+ BTp = f,

Bu— Cp=y,

T _ T
AM - m wobei A= [g _BC]. (2.9)

bzw. in der Form

12




2.1. Formulierung in Hilbertrdumen

Bemerkung 2.4. [23, Remark 4.3.1] Wenn a(-,-) und c(-,-) symmetrisch sind, ist dieses Problem
daquivalent zum Sattelpunktproblem:

inf sup {Sal0.0) 4 b0.0) = sela0) = (£) + (9.0)}.

e Doppeltes Sattelpunktproblem : Es seien

Ag i Vo — VY (Agu,v) = az(u,v), Yo € Va,
By :Q—Vy (v, Bip) =ba(v,p), Vv € VA,
By: Vo= Q" (Bau,q) = ba(u,q),  Vq€Q,

wobei as(-,-) € L(Va x Vo, R), ba(+,-) € L(Va x Q,R).
Wir betrachten die folgende Erweiterung des Problems (2.5), das als doppeltes Sattelpunktproblem
bekannt ist!:
ai(ui,v1) +bi(vi,p) = (f1,v1), Vv €V,
bi(ur,q)  —clp,a)  +ba(uz,q)  =(9,9), VgeQ, (2.10)
ba(v2,p)  +az(uz,v2) = (fa,v2), Vuvg € Va,

wobei fo € V5 ein lineares Funktional ist. Das Gleichungssystem (2.10) kann als eine Variations-
gleichung geschrieben werden:

A((u1;u2; p), (v13v25.q)) = (f1,v1) + (f2,v2) + (9, 9), (2.11)
mit

A((ur;u2;p), (v1;v2;q)) = ar(ur,v1) + az(ug, v2) + bi(vi,p) + ba(ve, p) + bi(u1, q) + ba(uz,q)

—c(p, q), V(u1;u2;p), (v15v2;9) € Vi x Va x Q, (2.12)
oder als Operatorgleichung;:
Ajuy +Blp = f1,
Biuy —Cp +Bouy =g, (2.13)

ng +A2U2 = f27

bzw. in der Form

B ul f1 B A1 B? 0
Alp|=|g|, wobei A:=|B; —-C Bsl. (2.14)
u9 f2 0 B;‘F A2

Tm Sinne eine einheitliche Schreibweise verwenden wir den Index ”1” fiir die Formen und Operatoren in (2.5) und
(2.8)
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2. Abstrakte Sattelpunktprobleme

2.2 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Betrachten wir das Sattelpunktproblem (2.4). Nimmt man die Existenz von A=! € L(V*, V) an, so
kann man die erste Gleichung nach u auflésen:

u=A"(f - B'p)
und u in der zweite Gleichung einsetzen:
BA Y (f-Bp)=g < BA'BTp=BAlf—y
Das heifit, wir brauchen BA~'BT und die Invertierbarkeit von A. Mit anderen Worten ausgedriickt:
Anmerkung 2.5. [70, Anmerkung 12.10] Unter den Voraussetzungen
Atern(vev), (BAT'B")'e L(Q,Q),
ist das Sattelpunktproblem (2.4) eindeutig losbar.

Die beiden Voraussetzungen in der Anmerkung 2.5 sind oft schwer zu tberpriifen. Deswegen
bendtigen wir andere Bedingungen, die die Losbarkeit garantieren.

Satz 2.6. [29, Theorem 4.2.3] Angenommen, dass die beiden folgenden Bedingungen erfillt sind:
i) FJa>0: a(v,v)>a|v|? fiir alle v € Ker(B).

b
i1) 38>0: infsupM_ .
1€Qvev [[v]lvllqlle

Dann gilt fir jedes (f,g) € V* x Q*, Problem (2.1) hat eine eindeutige Losung.

Wir betrachten nochmal das gestorte Sattelpunktproblem (2.5):
a(u,v) 4+ b(v,p) = (f,v), Yv eV,
b(u,q) —c(p,q) = (9,9), VgeQ.

Satz 2.7. [23, Proposition 4.3.1] Sei a(-,-) € L(V x V,R) V-elliptisch, b(-,-) € L(V x Q,R) und
c(+,+) € L(Q x Q,R) Q-elliptisch. Dann hat das Problem (2.5) zu jedem f € V* und g € Q* eine
eindeutige Losung (u,p).

(2.5)

Satz 2.8. [23, Theorem 4.3.1] Seien a(-,-) € L(V xV,R) , ¢(-,) € L(Q X Q,R) symmetrisch positiv
semi-definit und b(-,-) € L(V x Q,R) und sowie Im(B) abgeschlossen. Ferner gelte:
i) a(-,-) ist V-elliptisch auf Ker(B),

a(vg, v) > apl|vol|3 vo € Ker(B),
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2.2. Existenz und Eindeutigkeit der Lésung

b b
inf su M = inf sup ﬂ = 5y > 0,
ge(Ker(BD) - vev [ldllllvllv veer(B)* geq lldllqllvilv

iii) (-, ) ist Q-elliptisch auf Ker(BT),
C(QO:QO) > 70||qu|22 qo € Ker(BT).

Dann hat das Problem (2.5) zu jedem f € V* und g € Q* eine eindeutige Losung (u,p) und es gilt
mit einem Coy > 0:

[ully + llplle < Co (If v+ + llglle-) -

Der folgende Satz ist niitzlich, wenn wir das Sattelpunktproblem als eine Variationsgleichung
betrachten, siehe (2.3) bzw.(2.7).

Satz 2.9. 2[25, Kapitel III Satz 3.6/[10, Theorem 5.2.1.] Seien U und V Hilbert-Rdiume. Eine lineare
Abbildung A : U — V* ist genau dann ein Isomorphismus, wenn die zugehirige Form A: UxV — R
folgende Bedingungen erfiillt:

1 (Stetigkeit). Es ist mit a > 0:

|A(u, v)| < alulluvlv, (2.15a)

2 (Inf-sup-Bedingung). Es ist mit einem 3 > 0:

inf sup _Alwv)_ > 3, (2.15b)
wel vey Jlullullvlly
u#0 v#£0

8 Zu jedem v € Vv # 0, gibt es ein u € U mit:

Ju e U, A(u,v) #0. (2.15¢)
Ferner existiert zu jedem f € V* ein eindeutiges Element ug € U:

A(ug,v) = f(v) Yo eV,

und es gilt mit einem C' > 0:

luollv < C| £

V.

Bemerkung 2.10. Die Bedingung (2.15¢) ist erfillt, falls U =V und A(-,-) symmetrisch ist.

2vergleiche Theorem 2.1 in [
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2. Abstrakte Sattelpunktprobleme

Beweis. Aus der Bedingung (2.15b) und der Symmetrie von A(-,-) folgt:
B < inf SUPM & YweVv#0, sup

A(v, u)
vel wey [lullvivllv
u£0

el > Blvllv
v£0

< YweViu#0,Jug €V Alv,ug) > ,BHUHVHUOHV
< Yo € V,u#0,3ug €V A(uo,v) = Bllvlv|[uollv-

O

Offensichtlich gelten die Bedingungen (2.15) direkt fiir gestorte Sattelpunktprobleme. Anderer-
seits reichen die Bedingungen in Satz 2.6 im Fall ¢(-,-) # 0 nicht aus, um die Bedingung (2.15)
zu zeigen. Wir schlagen eine Verallgemeinerung der klassischen Brezzi-Bedingungen fiir die Analyse
gestortes Sattelpunktproblem mit ¢(+,-) Z 0 vor. Diese neuen Bedingungen implizieren die Babuska-
Bedingung (2.15). Auflerdem bietet der Satz einen Ansatz zur Auswahl geeigneter Normen, die den
Beweis von Stabilitét vereinfacht und verkiirzt.

Wie in [141] werden wir zunéchst geeignete Normen definieren. Es sei die Norm in @) definiert als

Il = lald + c(a,q) == (Qq, q), (2.16a)

und die Norm in V definiert als
[oll3 = [vl3 + [v]§ = o[y + (Bv, Q' Bu)g+xq = [vfy + || Bv]|§- (2.16b)

Es sei Y :=V x @, ausgestattet mit der Norm || - ||y, definiert durch

v
Iyl = (W, )y = (v,0)v + (¢.9)q = I} + el Vy = (v;q) = <q) €y, (2.16¢)

wobei @ : Q — Q* ein linearer Operator und |- |g, |- |v, |- |» Semi-Normen sind. Aus der Definition
(2.16) folgt die Stetigkeit von b(-,-), da

b(v,q) = (Q7'Bv,Qa)q-xq = (@7 Bv,q)q < Q7' Bullq - llallq < Ilvllv - lllle-

Satz 2.11. Angenommen |- ||y, |- |lq erfillen das Splitting in (2.16), a(-,-) € L(V xV,R), ¢(-,-) €
L(Q x Q,R) und a(-,-),c(-,-) sind symmetrisch positiv semi-definit. Weiters gelte

a(v,v) > C,|vl%, Yv eV, (2.17a)

38> 0: sup b(v,q) > Bladlg. Ve Q. (2.17b)

UEV ” ”

Dann sind die Bedingungen (2.15) in Satz 2.9 erfillt.
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2.2. Existenz und Eindeutigkeit der Lésung

Beweis. Die Bedingung (2.15a) ist klar, da
A((u; p), (v; 9)) =a(u, v) +b(v, p) + blu, ) — c(p, )
<Callullvl[ollv + (lvllviple + lullvide) + lplellalle
<C(llullv + llpllQ)lvllv + llalle) < 2C(w p)lIy[I(v; @)y

wobei C' = maX{C_'a, 1}. Um die Bedingung (2.15b) zu iiberpriifen, halten wir zunéchst fest, dass
nach (2.17b) ein @ € V existiert, sodass

b, p) =[p[5), (2.18a)
|allv <87 Iple- (2.18Db)
Dann wéhlen wir
v = du + 4, (2.19a)
q:=—0p+p, (2.19Db)
wobei § eine positive Konstante ist, die spater bestimmt wird, und
P :=Q 'Bu. (2.20)
Es folgt
lllv <lloully + llally < dllully + 8~ plo < dllullv + 87 pllo:
lallg <dlpllq + lidlle = dllple + (@' Bu, @ Bu)g? = dlipllq + luls-
Das heif3t

1ws )l =l + llallg < 2(8% + Dfulf +2(87% +6%)[pllG,
und deshalb )
I 0)lly < (2max{(6% + 1), (82 + 62)}) | (wsp) - (2.22)
Fiir das ausgewéhlte v und ¢ erhalten wir
A((u; p), (v; q)) =a(u, du + @) + b(du + @, p) — b(u, op — p) + ¢(p, 5p — )
=da(u,u) + a(u, @) + db(u, p) + b(d, p) — 5b(u, p) + (Bu, @ *Bu)grxo
+3¢(p,p) — (Cp, Q™' Bu)g/xq

1 1
>60(u,u) — 3¢ alu, u) — seals, @) + ol + [ulf + 5e(p, p)

1 1, ~ =_
- §<Cp7p>Q’><Q - §<CQ 1BU7Q 1'Bu>Q/><Q
1

L

AV

1 1. 1
<5 — € 1) a(u,u) = 5eCafB2|plg + [PlG + |ulg + dc(p. p) = 5e(pp) -

\V]

1 _ 1 - _ 1 1
> (5 ) Calult + (1= 56CaB ) Iy + (6= H)elorp) + 5lulf

\V]
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. Abstrakte Sattelpunktprobleme

Setzen wir € = £C; 1% und § = max{1C, ' + C,372,1} ein, so ergibt sich damit

Al(wp): (5:0) = (5= Cup ) Calult + ol + (5= 5 )elorp) + 5l

V

1 2 2 1 . 2
> 5 (Ilully + l1plig) = 51z p) - (2.23)
Aus (2.22) und (2.23) folgt schlieBlich

sup M > all(u; )y V(up) €Y, (2.24)

waey  wally
womit wir gezeigt haben, dass die Bedingung (2.15b) erfillt ist. 0

Wir werden den Satz 2.11 nun fiir das doppelte Sattelpunktproblem (2.10) modifizieren. Wie
vorhin definieren wir zunachst die Normen. Es sei die Norm in V] definiert als

o113 := [v1l3, + [vil3, == lv1l3; + (Bivr, @' Bion)gexq = |viliy + [|1Bivilg-, Yoi € Vi, (2.25a)
oder

01§ = |v1liy s falls  [01[3, > Cplorlf,,  Cor >0, (2.25b)
und die Norm in V5 als

[val[3, == [val¥y + [v2ls, = [val¥, + (Bavz, Q7' Bava)exq = vty + | Bava||ge, Voo € Vo, (2.26a)
oder

o3, = ol falls [0af?, > Ciolval?, Cip > 0. (2.26b)

Man beachte, dass durch (2.25)(2.26) volle Normen erklért sind, da im Fall (2.25b)(2.26b) auch
die Semi-Normen | - |y, | - |v, bereits volle Normen sind. Die Norm auf @) sei nach wie vor geméi8
(2.16a) definiert. Weiters sei Y : =V} x V5 x @ ausgestattet mit der Norm || - ||y definiert durch

vy
lyll3 = (0, )y = (v1, 00w, + (v2,02) v + (0, 0)q@ = [v1ll3; + o2l + lally Yy = |v2 ]| €Y.
q
(2.27)

Aus den Definitionen (2.25),(2.26) sieht man, dass b1(-,-) € L(V1 x Q,R) und ba(+,-) € L(Va x Q,R)
da

bi(v1,q) = (Q7 ' Biv1, Qa) g xq = (Q7 ' Biv.g)g < Q7' Bivillg - lalq < llurllv: - ldlle:
ba(v2,q) = (Q7' Bav2, Qa) g xq = (@7 Bav,a)g < Q7' Bavallg - llallg < llv2llve - llalle-

18




2.2. Existenz und Eindeutigkeit der Lésung

Korollar 2.12. Angenommen || - ||vi, | - [[vs, || - @ erfillen das Splitting in (2.25), (2.26), (2.16a),
al('v ) € L(Vi X ‘/17R)7a2('7 ) S L(‘/Q X ‘/27R)7C('7 ) € L(Q X QaR) und al('a ~),CL2(', ')76('7 ) sind

symmetrisch positiv semi-definit. AufSerdem gelte

(11(’01,’[11) > Qal\vl\%/l, Vvl (S Vl, (228&)
ag(vz,vg) > Qa2|’02|%/2, Yui € VQ, (2.28[))
by (v1, ba(v2,
36>0: 100 + 0ol 0) 5 g0 weq, (2.25¢)

(v1;v2)EVL X Vo (||U1||2 + ||'U2H2 )5
(v1502)£(050) Y V2

und mindesten eine der beiden folgenden Bedingungen sei erfillt:
ay(vi,v1) > Qab1|v1|gl, Yu, € Vi, (2.29a)
GQ(UQ,’UQ) > Qab2|’l)2|52, Yup € Vs. (2.29b)
Dann sind die Bedingungen (2.15) in Satz 2.9 erfillt.

Beweis. Die Bedingung (2.15a) ldsst sich dhnlich wie im Beweis von Satz 2.11 nachrechnen:

A((ursu2;p), (vi3v2;9)) =a1(ur,v1) + az(ug, v2) + bi(vi, p) + ba(va, p) — b1(ur, @) — ba(uz, @) + c(p, q)
<C(lurllvillorllva + lluallvsllvallv, + lorllvalipllg + llvallvallpllq + llullv: llglle
+ [luzllvz llalle + Ipllellalle)
<C(|lurllvi + lluzllv, + lIplle)(lorllvs + llvzllv, + llglle)
<3O (us; ug; p)lly [l (v1;v2; @)l

wobei C' = max{C,1,Ca2,1}. Um die Bedingung (2.15b) zu iiberpriifen, halten wir fest, dass
nach (2.28c) ein (1, a2) € V1 x V; existiert, sodass

bl(alap) + bQ(QQap) = ‘p|223 (230&)
~ ~ 1 _
(@l + llalli,)? < 8" plg- (2.30b)
Dann wéahlen wir
V] = 5u1 + ﬂl, Vo 1= 5u2 —+ 17,27 q:= —(5p —|—ﬁ7 (231)

wobei § eine positive Konstante ist, die spater bestimmt wird, und
P = Q ' (Biui + Baug). (2.32)
Es folgt
lvillve <lldurllvg + llaallve < dlluallvs + 87 plg < dllurllvy + B~ Iplles
lvallvy <llduzllv, + l[azllvy < dlluzllv, + B~ Il < dlluzllv, + 87" Ipllos
lallo <dllpllg + IBlle = dllpllg + (@~ (Brur + Byus), @' (Brus + Baus))y’
=0llpllq + [ Biur + Bauallo- < dlpllQ + l[Biurller + || Bauel

Q"
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2. Abstrakte Sattelpunktprobleme

das heif3t

(o1 023 Q)5 =lvalify + [loallf, + lalld < (26 + 3)Jua[§; + (20% + 3)ualff, + (4872 + 36%) [plI3-

Das bedeutet

1
[[(vi; 025 9)[ly < (max{(252 +3), (467 + 352)}) * I Cur; ug; p)lly - (2.34)
Fiir die ausgewéhlten vy, v2 und ¢ bekommen wir
A((u1;u2;p), (vi;v2;9)) = a1(ur, duy + 1) + az(ug, dug + G2) + b1 (dus + 1, p) + ba(duz + Tz, p)

— b1 (u1,0p — Q™ H(Bruy + Baug)) — ba(ug, op — Q (Byrut + Baug))

+ c(p,0p — Q' (Bruy + Baua))

=6a1(ur,u1) + a1 (uy, @) + daz(uz, u) + a(ug, @i2) + [plg + c(p, p)
+ (Byuy + Baug, Q7 (Biut 4 Baug))g-xq — (Cp, Q™' (Biut + Baua))g-xq

1 _ 1 . 1 _
Zéal(ul,ul) — 56 1a1(u1,u1) — ieal(ul,ul) + (5&2('&2,”2) - 56 10,2(11,2711,2)

— ~eay(fig, lp) + |plg + 6¢(p, p) + (Biuy + Boug, Q™' (Bruy + Bauz))grxq

— N =

1 - _
~(Cp,p) o xq — §<CQ_1(B1U1 + Baus), QN (Biui + Bouz))grxq

[\]

1 1 = 1 1 -
>(6 — 56_1)%(“17”1) - §€Ca1ﬁ_2|p|2Q + (0 — 56_1)CL2(U27U,2) — §€Ca2§_2|p|2Q
1 1 -
+|ply + (6 — 3)e(p,p) + 5 (Brur + Bous, Q@ Y(Biuy + Byu))gr -

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass die Bedingung (2.29a) erfiillt. (Der
Beweis unter Annahme der Bedingung (2.29b) verlduft analog.)

1 1 1
A((u1;u2;p), (v1;v259)) > (6 — §e_l)a1(u1,u1) + (6 — 56_1)@(“27“2) - §€(Ca1 + Ca2)B8 2l

ol + (0= D)e(op) + 1+ (Buus + Bous, @™ (Bius + Byun))grxg
+ %Bﬂu, Q 'Biui)gixg — %(Blula Q' Biui)gxq

>(6 — %6_1 - %Q;bll)al(ulﬁul) + (6 — 16_1)612(U2aU2) - %E(Cal + Ca2)B72Ipl%
+|pl3y + (6 - ;) (p,p) + - <32U2, Q™ 'Baug)grxq + 4<B1u1 Q' Biu1)g+xq-

Setzen wir nun € = f(Ca1 +Cu2)” 1,82 und § = max{ Cal +(Ca1 +Ca2)ﬁ % %Q&l +(Ca1 +
Ca2)B72,3} ein, so erhalten wir
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2.3. Operator-Vorkonditionierung

= = 3 1 1
A((u1;ug;p), (v15v2;q)) > (5 — (Ca1 + Ca2)B 72 abl> Caluili, + 1‘|B2u2’ o + ZHBI’U&H%*

= = _ 3 1
+ (5= (Cur+ Cu)5™?) Conlually + ol + (3= 5 ) clop)

> Ll + IBralid + gluslly + 1Byl + Sl + 1e(p.p)
> 1 (s + ol + pl) = 1uns was ) (2.35)
Aus (2.34) und (2.35) folgt schlieBlich
e A((UT(Z?;;Z’; S;h;:%q)) > all(usuzp)lly,  Y(wijugsp) €Y, (2.36)
womit wir gezeigt haben, dass die Bedingung (2.15b) erfiillt ist. O

2.3 Operator-Vorkonditionierung

Der folgende Uberblick ist aus [53]. Betrachten wir das System
Az = [,

wobei A ein unbeschrénkter Operator sei, oder alternativ A € £(X, X*), wobei X ein Hilbert-Raum
sei und

(Au,v) = (u, Av), u,v € X.

Der kanonische Vorkonditionierer B, den wir fiir den Operator A betrachten wollen, ist ein Iso-
morphismus von X* auf X. Weiterhin nehmen wir an, dass der Vorkonditionierer B symmetrisch
und positiv definit ist, in dem Sinne , dass (B-,-) ein inneres Produkt auf X* ist. Daher ist der
Vorkonditionierer ein Riesz-Operator, der von X* nach X abbildet.

Als Konsequenz ist (B7!-,-) ein inneres Produkt auf X mit zugehériger Norm, die dquivalent zu
Il x ist, 2B, (B~ ) = ||.[I%-
Das heif3t, die Verkettung

BA:x Ax B x
ist wieder ein Isomorphismus von X auf X.

Bemerkung 2.13. Der Vorkonditionierer B ist nicht eindeutig, da der Raum X* wverschiedene
innere Produkte haben kann, die zu derselben Topologie fiithren.
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2. Abstrakte Sattelpunktprobleme

Wir betrachten das Sattelpunktproblem (2.4), also

A {p} = [ﬂ wobei A := {é %T} (2.4)

und nehmen an, dass A ein Isomorphismus ist,
A:X - X* wobei X=VxW X*=V*xW*

Als néchstes betrachten wir einen abstrakten Vorkonditionierer fiir das Sattelpunktproblem (2.4).
Der jeweilige Vorkonditionierer B soll ein Isomorphismus sein, der X* auf X abbildet. Die kanonische
Wahl ist ein Riesz-Operator, der X* auf X abbildet und die Form

M 0
hat, wobei M : V* — V und N : W* — W symmetrisch und positiv-definite Isomorphismen sind.

Daher sind block-diagonale Vorkonditionierer in einem gewissen Sinn eine natiirliche Wahl fiir diese
Probleme.
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Multi-Netzwerk poroelastizitatstheorie (MPET)

3.1 Quasistatisches Problem

3.1.1 Das biotsche Modell

Zur Erinnerung wiederholen wir an dieser Stelle nochmals die Problemstellung (vgl. Kapitel 1). Fiir
homogene isotrope, lineare, elastische, portse Medien lautet das Biot-Modell in einem beschrénkten
Lipschitz-Gebiet Q ¢ R4, d = 2,3, wie folgt:

—dive+aVp="~f in Qx(0,7), (1.1a)
v=—-KVp in Qx(0,7), (1.1b)
adiva +divo+cep=g in Qx(0,7), (1.1c)
o =2pe(u) + Adiv (u)I = 2pe(u) + AXTr(e(u))l, (1.1d)

1
€(u) = §(Vu + (Vu)T). (1.1e)

Die Anfangs- und Randbedingungen sind erforderlich, um die Existenz und die Eindeutigkeit der ma-
thematischen Losung sicherzustellen. Fiir die Anfangsbedingungen benotigen wir entweder Anfangs-
Spannungs- oder Anfangs-Verschiebungsfeld und ein Druckfeld oder ein Flussfeld. Die angegebenen
Bedingungen miissen selbst einige Einschrankungen erfiillen, wie die Gleichgewichtsgleichung (1.1a)
und die Kompatibilitatsgleichung (1.1d).

Die Randbedingung besteht im allgemeinen aus zwei Typen: einem (Potential) Dirichlet- und einem
(Gradient) Neumann-Typ. Fiir ein poroelastisches Medium sind Randbedingungen sowohl fiir den
porosen Korper als auch fiir das Fluid erforderlich, siehe [30].

Eine allgemeine Anfgangsbedingung ist gegeben durch

p(z,0) = po(x), wu(z,0)=wup(x), x € Q.
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. Multi-Netzwerk poroelastizitétstheorie (MPET)

Wir betrachten zuerst Randbedingungen fiir die Festkérperkomponente:

u(z,t) =up(z,t); x€lyp, t>0,
(o(z,t) + aD)n(z) = gn(z,t); z€lyn, t>0,

wobei n die duflere Normale zu 9 bezeichnet und I_juyp U I_“%N =0Qund I'y p Ny N = ¢. Die
erste Bedingung (Verschiebung) ist eine Dirichlet-Randbedingung, wihrend die zweite (Traktion)
eine Neumann-Randbedingung ist.

Dann betrachten wir Randbedingungen fiir die Fliissigkeitskomponente:

p(z,t) =pp(z,t); xz€lp,p, t>0,

wobei T .0 U r pon = 0Qund I') p NTp v = ¢ . Die erste Bedingung (Druck) ist eine Dirichlet-
Randbedingung, wahrend die zweite eine Neumann-Randbedingung (fiir den Normalfluss) ist. Die
Wohlgestelltheit des System (1.1) kann man in [61, 69] finden.

Ein iiblicher Weg, das zeitabhdngige Problem numerisch zu losen, besteht darin, es zeitlich
zu diskretisieren und in jedem Zeitschritt ein statisches Problem zu l6sen. Unter Verwendung der
Riickwarts-Euler-Methode fiir die Zeitdiskretisierung erhélt man auf diese Weise ein 3 x 3-Block-
System von Zeit-Schritt-Gleichungen. Zuerst wenden wir die Riickwérts-Euler-Methode auf die Glei-
chung (1.1c) an:

k_ k=1 k_ k=1
adiv (uu) + div v* + Qy (pp) = gk
T T
& adiv ¥ + div vF + TOéppk = 7g" + p* 4 adiv (u*7)

& adiv u® + div vF + Tappk = g~

Multiplizieren wir (1.1b) mit 7 und schreiben wir g ohne Tilde, so erhalten wir:

u” f —2udiv € — AVdiv 0 aV
AlvF| =10 wobei A= 0 K71 7V |, (3.2)
pk g* —adiv —7div. —c,/

fir die unbekannten Zeitschrittfunktionen:

ub = u(z,ty) €U = {uc H(Q)?: u=up auf T, p},
vP =wv(z,t) €V i={ve H(div,Q):v-n=qyauf T, 5},
p" =plz,ty) € P = L*(Q),

und f* = f(z,t),9 = g(z,t) = adivuf + div v* + 7a,p* zu jedem gegebenen Zeitpunkt
t=1tp =1tp—1+7.
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3.1. Quasistatisches Problem

3.1.2 Das MPET-Modell

Die MPET-Gleichungen (multiple-network poroelastic theory) konnen verwendet werden, um die
Interaktion vieler Fluidnetzwerke zu beschreiben, die einen elastischen Korper (auch manchmal Ma-
trix genannt) durchdringen.

Die MPET-Gleichungen wurden in der Geomechanik [12] eingefiithrt, um die mechanische Defor-
mation und den Fluidfluss in pordsen Medien zu beschreiben. Wéhrend des letzten Jahrzehnts hat
MPET viele wichtige Anwendungen in der Medizin und Biomechanik gefunden und wurde somit
ein aktiver Bereich der wissenschaftlichen Forschung. Das biologische MPET-Modell erfasst den
Fluss iiber Skalen und Netzwerke in weichem Gewebe. Insbesondere wird MPET modifiziert, um
eine detaillierte Untersuchung des raumlich-zeitlichen Transports von Fliissigkeit zwischen dem ze-
rebralen Blut, der Cerebrospinalfliissigkeit (CSF) und dem Hirnparenchym {iber Skalen hinweg zu
ermoglichen [64].

Auch hier sei nochmals die mathematische Formulierung des Problems aus Kapital 1 wiederholt.
Fiir ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet Q ¢ R, d = 2,3 wird das MPET-Modell durch die Verschie-
bung u, n Fliisse v; und n entsprechende Driicke p; beschrieben. Die Gleichungen, die das Modell
beschreiben, sind

—div o + iOzini =f in Qx(0,T7), (1.2a)

T = KU n o Qx(0,7), (1.2b)

a;div @ + div v; + ¢p,p; + i Bij(pi — pj) = 9i in Qx (0,7, (1.2¢)
i o = 2ue(u) + Adiv (w)L, (1.1d)

e(u) = %(Vu + (Va)T), (1.1¢)

firi=1,...,n.

Wir verwenden auch hier wieder die Riickwarts-Euler-Methode fiir die Zeitdiskretisierung der
MPET- Gleichung, um das zeitabhéngige Problem numerisch zu 16sen. Damit erhélt man auf analoge
Weise ein (2n + 1) x (2n + 1)-Block-System von Zeit-Schritt-Gleichungen.

_uk_ _fk_
of 0
AlvEl =101, (3.4)
pY gt
opl L
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3. Multi-Netzwerk poroelastizitiatstheorie (MPET)

wobei
[—2udiv € — AVdiv 0 e 0 a1V e a,V |
0 TK{'T 0 0 TV 0 0
0 ' 0
0 0
A= 0 0 0 7K' 0 0 ™V ,
—OzldiV —7div 0 e 0 —CPII - Tﬁu[ 7512[ cen TﬁlnI
; 0 : 78211 TBand
: : 0 : : :
—apdiv 0 oo 0 —7div TPl TBn2l ... —cp, I — TBpnl |

und By = >_j—q Bij. Fiir die unbekannten Zeitschrittfunktionen gilt:
i#]
ub =wu(r,ty) €U :={uec H(Q)?: u=wup auf T, p},
vF =wvi(x,ty) €Vii={v e H(div,Q) :v;-n=gqnauf Ty, n}, i=1,...,n,
P =pi(z,ty) € P=L*Q), i=1,...,n,

und f*¥ = f(z,tr) , ¥ = —79i(2,tx) — audiv (uF~1) — cpipf*1 zu jedem gegebenen Zeitpunkt
t =t = tg—1 + 7. Betrachtet man den Fall 'y, p = I'), v = I', up = 0 und ¢; v = 0, so sind
U = H}(Q)? und V; = Hy(div , Q) zu verwenden.

3.2 Dynamisches Problem

3.2.1 Das biotsche Modell

Wir beginnen mit dem Ein-Netzwerk-Modell, das wir auch als dynamisches Biot-Problem bezeich-
nen wollen. Fiir ein offenes Gebiet Q € R? d = 2,3 sind die Verschiebung w der festen Matrix,
die relative Verschiebung v := (9 — u) der Fliissigkeit und der Fliissigkeitsdruck p die unbekann-
ten physikalischen Groflen im dynamischen Biot-Problem [20, 18], wobei © die Verschiebung der
Fliissigkeit und mit ¢ € (0,1) die Porositiit des Festkérpers sind ! vgl. [19].

'Aus [19] ist die Porositit ¢ definiert als ¢ = \‘%’,

Volumens Vj, ist.

wobei V,, das Volumen der Poren in der Probekérper des
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3.2. Dynamisches Problem

Im Regime der linearen Elastizitét (unter Annahme des Hookeschen Gesetzes) haben wir die

Beziehungen

o(u) = 2ue(u) + Adiv (u)I, (1.1d)
e(u) = % (Vu+ (Vu)"). (1.1¢)

Die Gesamtdichte p des fluid-gesdttigten porésen Mediums ist durch

pi=psr+ (1= @)ps, (3.5)

definiert, wobei p; die Fliissigkeitsdichte und p, die Feststoffdichte sind. Die erste Bewegungsglei-
chung lautet

—diveo+pi+pro+aVp=f, inQx(0,7), (3.6a)

wobei a € [p, 1] die Biot-Willis-Konstante bezeichnet 2.

Die zweite Bewegungsgleichung beschreibt die Impulsbilanz des Fluid und lautet
prii+ pm, b+ K0+ Vp=—g, inQx(0,T), (3.6b)

wobei py,, > py/p die effektive Fliissigkeitsdichte, f = pb und g = pyb [07] sind und b die

Erdbeschleunigung ist. Das System wird durch die Massenerhaltungsgleichung geschlossen

—adivu —divv —cp =0, inQx(0,7). (3.6¢)

Das dynamische Biot-Problem (3.6) muss durch geeignete Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt ¢ =

to erginzt werden, z.B., u(zx,0) = u9(z), v(zx,0) = vO(x), p(x,0) = pO(x), u(x,0) = vV (z),
0(x,0) = v (x) zum Zeitpunkt to = 0 und durch die richtigen Randbedingungen zu jeder Zeit

t > tg, z.B.,
p(x,t) = pp(x,t) firxel,p, t>0, (3.7a)
0
K% = gy(z,t) fir@xel,y, ¢>0, (3.7b)
u(zx,t) = up(x,t) firzelyp, t>0, (3.7¢)
(o(x,t) —apl)n(x) = gn(x,t) firxelyn, t>0, (3.7d)

wobei Fp7D N Fp,N = (Z), TP,D Ufp,N =TI =0Q und F%D N Fu,N = @, fu,D Ufu’N =TI'. Einen Beweis
der Wohlgestelltheit des Systems (3.6) kann man zum Beispiel in [55] finden.

Ein anderes weitverbreitetes Modell ist z.B. in [61, p.313] zu finden, welches im Vergleich zu
(3.6) eine Vereinfachung darstellt, die sich in speziellen Fillen rechtfertigen ldsst. In [15] wurde

ein iteratives Kopplungsschema fiir die numerische Approximation des in [(1] vorgestellten Sys-
tems fur die dynamische Porositéitselastizitét vorgelegt. In [16] sind die numerische Approximation

2 Aus physikalischen Griinden nehmen wir an, dass ¢ < o < 1, vgl. [21].

27




3. Multi-Netzwerk poroelastizitiatstheorie (MPET)

des in [01] vorgestellten Systems durch die Raum-Zeit Finite-Elemente-Methode studiert und die
Fehlerschatzungen nachgewiesen.

In komprimierter Notation kann das System (3.6a)—(3.6¢) in folgender Form geschrieben werden

My +Dy+ Ly =F, (3.8)

wobei die Operatoren M, D, L, die rechte Seite F, und der unbekannter Vektor y durch

pl  ppl 0
M= |psl pm I 0|, (3.9a)
| 0 0 O
[0 0 0
D= 0 K' o |, (3.9b)
|—adiv. —div. —cpl
[—2udiv e — AVdiv 0 aV
L= 0 0 V|, (3.9¢)
i 0 0 O
und
f u
F=lg|, y=|v|, (3.10)
0 P

gegeben sind.

Viele implizite Zeitintegrationsschemata, beispielsweise die Crank Nicolson-Methode, vgl. [37],
kénnen nicht direkt angewendet werden, da sie die Invertierbarkeit von M verlangen. Weitere
verfeinerte Methoden wurden im vorliegenden Kontext jedoch bereits in [68] beriicksichtigt. Bevor
wir uns auch mit diesem Problem befassen, werden wir das System (3.6) verallgemeinern, um das
dynamische MPET-Modell als Gegenstand weiterer Diskussionen vorzustellen.

3.2.2 Das MPET-Modell
Das MPET-Modell wird durch die Verschiebung u, sowie jeweils n Verschiebungen v; von Fluiden
und zugehorige relative Verschiebung v; = ¢;(9; — w) und n Driicke p; beschrieben, wobei ¢; die

Porositét des Festkorpers i-ten Netzwerks bezeichnet. Entsprechend der Definition von ¢ in [19]
konnen wir annehmen

n
Y wi=pe(0,1) und ;€ (0,1) firallei=12,...,n.
i=1

28




3.2. Dynamisches Problem

Dann lautet das MPET-Modell folgendermafien

n n
—div o + pt + Z PiU; + Z a;Vp;

= f, inQx(0,71), (3.11a)
i=1 i=1
pith + pm, Vi + K; 10, + Vpi = gi, in Qx(0,T), firallei=1,...,n, (3.11b)
—oydiv u — div v; — Cp;Di — Zﬁlj(p, —pj)= 0, inQx(0,T), firallei=1,...,n, (3.11c)
j=1
J#

wobei p := Y i pipi+(1—¢)ps, pi die i-ten Flissigkeitsdichte, a; € [p;, 1] die Biot-Willis-Konstante
des i-ten Netzwerks und p,, > £- seine effektive Dichte ist, vgl. [20].

Auch hier kann das System (é.n) in der Form (3.8) dargestellt werden, jetzt jedoch mit Ope-
ratoren M, D, L, rechter Seite F und unbekanntem Vektor y gegeben durch

ol oI -+ p,d 0 - 0 0 0 0 0 0
ol pmd -+ 0 0 -~ 0 0 Kt 0 0 0
M= |p,I 0 o pm, I 0 .- 0|,D= 0 0 K;l 0 0 ,
0 0 0o 0 --- 0 —aidiv —div - 0 —epl .- 0
_0 0 0 0o - O_ L —anpdiv 0 - —div 0 —cpnl_
(3.12a)
[ —2udive—AVdiv 0 -+ 0 iV - anV | £ Fu
0 0o --- 0 \V4 0 g1 v
L= 0 0 -~ 0 0 \v/ , F=|gnl|, y=|v.|. (3.12b)
0 0 v 0 —Bul - funl 0 p1
: : . . E o ]
i 0 0 -+ 0 Bl - —Bunl |

wobei Bj; = > i1 BZ] Man beachte, dass (M + L + D) wie zuvor selbstadjungiert ist. Im néchsten
oy

#J
Abschnitt werden wir (Block-) Operatoren verwenden, die aus Sub-Matrizen von M, £ und D
bestehen. Aus diesem Grund definieren wir

My Mg M3 D11 D12 Dis Li1 Li2 L3
M= |Ma My Mog|, D:i=|Doyy D Daz|, L:=|La Lo Loz, (3.13)
M3z M3z Mag D31 D3z Dsg L31 L3 L33
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3. Multi-Netzwerk poroelastizitiatstheorie (MPET)

wobei die 3 x 3-Blockstruktur von M, £ und D der Partitionierung des unbekannten Vektors
T T pI\T T

y=(u;v';p entspricht und v := (v{,...,v])T, p = (p1,...,pn)T. Die Definition von M;;,
L;; und D;; fiir 1 < 4,7 < 3 folgt dann aus dem Gleichsetzen entsprechender Blocke in (3.13) und
(3.12).

Wir betrachten ein Zeitintervall [0, 7], das in np dquidistante Teilintervalle der Lange 7 unter-
teilt ist, d.h. 7 := T'/np. Ausgehend von bekannten Anfangswerten fiir u, v und p zur Zeit t = 0, die
wir mit u?, v° und p° bezeichnen und in einem Vektor y° zusammenfassen, liefert das Zeitschritt-
schema, das wir konstruieren méchten, sollte eine Approximation y*t! der Losung zum Zeitpunkt
tyyr1 =ty + 7, die aus der Approximation y* zum Zeitpunkt ¢;, durch Losen einer Operatorgleichung
der Form

Ayrtt = ghtt, (3.14)

gewonnen wird, wobei G¥*1 aus berechenbaren Gréfien zu den Zeitpunkten t; und ¢, besteht.
Da M nicht invertierbar ist, betrachten wir fiir gegebenen Druckvektor p ein eingeschrinktes
dynamisches Problem fiir die Unbekannten © und v, in dem M invertierbar ist

M# +Dr+ Lr = F, (3.15)

wobei r = (uT, vT)T und die Operatoren M, D, £ und die rechte Seite F durch

- Mt My = D11 Do = L1 L2 — f L13
M= , D:= , L= , Fi= — , 3.16
[Mﬂ M221 lpm 7722] [521 522] L]} [5231 p. (316)

definiert sind. Dann fithren wir die neue Variablen s := 7 ein. Das System zweiter Ordnung (3.15)
kann als dquivalentes System erster Ordnung geschrieben werden

r=s, (3.17a)
§=-M"'"Ds - M Lr+ M F =H. (3.17Db)
Nach der Anwendung der Crank-Nicolson-Methode auf (3.17) bekommen wir
R %(sk + sM, (3.18a)
skt =gk 4 %(ﬁ(rk, s tp) F H(rE sF ) = sF 4 g(’f-_lk + HEH). (3.18b)
Unter Verwendung der Definition von H* und H*+! gemaf (3.17b) ergibt sich
(M + %@)skﬂ = (M- %f))sk - g(zr’f“ + Lrk) + g(ﬁk + FhHL), (3.19)

Fiigen wir (3.19) in (3.18a) ein, so erhalten wir die Zeitschrittgleichung. Fiir das eingeschrénkte
dynamische Problem (3.15) folgt

2 2

T =

— — — 2 — — — — —
(M4 5D+ - L)rMHt = T (FF 4 FH) 4 (M4 2D = LDk + 7 M8, (3.20a)
gskJrl okl ek %3k7 (3.20b)
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3.2. Dynamisches Problem

wobei
B B k
ﬂ+ﬁ“:£k+ P (3.21)

Y L]k [Lis
gkt Los| P Lo3

Unter Verwendung der Operatoren aus (3.13) konnen wir die Gleichung (3.11¢) in der Form

D311 + D3av + D3zp + L33p = 0, (3.22)

schreiben, oder, dquivalent dazu,
D = —Ls3p. (3.23)

wobei p := D31u + D3av + Ds3p ist. Nach der Anwendung der Crank-Nicolson-Methode auf (3.23),
erhalten wir

- - T
prt=pF - 5(/333pk + Lazptth). (3.24)

Dies kann auch in der Form
T T
Dauh + DapvF T + (5533 + Ds3)p"! = Dajuf + Dy — (5533 — Da3)p".
ausgedriickt Weeren. Um die Symmetrie des Systems sicherzustellen, multiplizieren wir die obige
Gleichung mit 7~ und erhalten so

2 2 2 2 2 2
T T T T T T T T
ZD?,luk“+ZD32Uk+1+Z(§CS3+D33)pkH = ZDswarZDazvk—1(5533—933)19@ (3.25)

Das kombinierte Schema, das auf (3.20) basiert, konnen wir dann wie folgt zusammenfassen:

- T T2 2 |c 2Rl 2 2
> kE+1 T B Jk+1 1 o _ 13| k
(M+ 2 + 4 )r + 4 | Log p 4 gk + 4 ngrl 4 | Lo p
- T TS k ok
+ (M + §D — Zﬁ)r + T Ms", (3.26a)
gsk"’l R gsk. (3.26b)

SchlieBlich stellen wir (3.25) und (3.26a) in der modifizierten Form (3.14) dar, wobei der Operator
A und der rechte Seite GF*! wie folgt gegeben sind

A A L3 u
A= | Ay Ay §E23 Y= |v], (3.27)
%7931 %Dsz %Bﬁ?,s + §D33 p
mit
A Al _ (Mu+3Dn+ 775511 Mz + 5D + %Em (3.28)
Aot Az| " (Mo + 5Doy + %Em Moz + 5Da + %»622 7 .
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und

2 2 2 2 . .
ZE(FF 4+ R + (M + D1 — - Li)uP + (Maz + $D12 — T Li2)vP — T-Lasph + 7(Muah + Maaok)
2 2 2 2
= | (9" +¢"1) + (M1 + §D21 — Ty Lor)uF + (Maz + 5Dz — T L22)0F — T LogpF + 7(Ma1aF + MazoF)

2 2 2
I-Da1uP + I-Daav® — T (5 L33 — D33)p”

gk+1

(3.29)
Die rechte Seite ist definiert durch w*, v* und p*, die aus dem vorherigen Zeitschritt bekannt sind,
und zusétzlich f*, g* sowie 1, g¢*1, die aufgrund der bekannten rechten Seite von (3.11) jederzeit
ausgewertet werden konnen. Die Vektoren 4*, ©* werden nach jedem Zeitschritt gemif (3.26b)
aktualisiert, sodass

2 2
abtt = S(uhtt — ) — ok, R = Z (P — o) — o, (3.30)
T T
Zusammenfassend haben wir ein Zeitschrittschema mit dem selbstadjungierten Operator A definiert,
das in jedem Zeitschritt die Losung einer Gleichung der Form (3.14) erfordert.
Der Einfachheit halber fithren wir folgende neuen Abkiirzungen ein

T _
Yi = Piy Yu =Py Vi i= Pmy T EKz 17 (3'313)
3 .. . . 23 72 .
Blj = gﬂzya 1< 1,7 < n,t 7é Js Bll = Z gﬁzy + Zcpp 1 <1< n, (331b)
i=1
i#]

wobei wir der Einfachheit halber annehmen wollen, dass K; = K;I. Dann kann der selbstadjun-
gierter Operator A, wie folgt geschrieben werden

I —%QdiV o+ VY -7 e —Yn %alv . TTQOva T
7_2
- Yol . 0 TV 0
: . : . ;
2 . 72 4.
—Trondiv —div. - 0 —Bu - Bin
. . 5 : :
—Tapdiv 0 o —Todiv Bni oo —Ban |

3.3 Variationsformulierung des quasistatischen Problems

Vor der Herleitung der schwachen Formulierung wollen wir das System (3.4) durch Skalierung und
Variablensubstitutionen noch etwas handlicher gestalten. Zuerst dividieren wir die Gleichungen
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durch 2p dann substituieren wir

)‘/QIU’_>A ) ai/Qﬂﬁai 5 f/2ﬂ—>f ) T/Qlu—>7— ) Cpi/zﬂ%cpi ) gl/2u—>glv
und erhalten somit aus (3.4):

—div €(u) — AVdiv u + Zaini f, (3.32a)
i=1

TKZ-_l’U,' +7Vp; =0,

1=1,2,...,n, (3.32Db)
n
—aydiv u — 7div v; — ¢p,p; + TZBij(p,- —pj) = i, i=1,2,...,n (3.32¢)
j=1
i#j

Danach machen wir die Substitutionen

- T - Y -
a;ip; — Pi fv’i — V;, - — Gi,
7 7

und dividieren die Gleichung (3.32b) durch 7 und (3.32¢) durch «;. Damit ergibt sich

n
—div €(u) — AVdiv u + > Vj; = f,
i=1
K ol + Vi = 0,
—div u — div ¥ — 2 pit Y (- mhij -, TBij
7j=1

p1+ p]):.gla 1:172777’71
;05 (67107 aiaj

i

Aus praktischen Griinden lassen wir das "Tilde” Symbol weg, womit wir folgendes System erhalten

—div e(u) — A\Vdivu+ Y _ Vp; = f,

(3.33a)
i=1
T_lKi_la?vi +Vp; =0, 1=1,2,...,n, (3.33Db)
n
o 7B 7B
—divu —div v, — —Ppi+ Y (——Lp; + ﬁpj) =g, i=12...,n. (3.33¢)
(67107 =1 (67107 Qg
i#£]
Jetzt fiihren wir noch die neuen Parameter
1. _lp1 2 _ By . Thy Cp;
Ri =T Ki o, bij —m , Q5 1= a? , O, —aiz,
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ein, deren Wert sich ohne Beschriankung der Allgemeinheit in den Bereichen

A>0,  R{L.ORT>0, 0 apy,.eap, >0, @ >0, by >0, di,j=1,...
bewegen. Schliefilich erhalten wir das System
—div €(u) — AVdiv u + Z Vp; = f,
i=1
R;'v; + Vp; =0, i=1,2,...,n,
—div u — div v; — ap,p; + Z(*dijpi + bijpj) = 9, i=1,2,...,n,
j=1
i#]
oder in der Matrixform
B u f B A1 0 B?
Alv| =10 wobei A:= |0 Ay BI|,
p g By By —-C
mit
p1 U1 a1
p=| |, v=| |, g=| | Ai=[-dive-AVdiv], Bi=
Pn Un dn
RY 0 0 —div. 0 0
0 ; 0
A2 = & Id, B2 == )
0 0
0 0 R;! 0 0 —div
(am + 5&11) —bya L. b1y,
C .= _1?21 - : y wobei ONzii = Zdij.
: h _bn—l,n Jj=1
—bn1 . _bn,n—l (apn + dnn) i#J

Die schwache Formulierung von (3.34) lautet dann:
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—div
—div



3.3. Variationsformulierung des quasistatischen Problems

Gesucht ist (u;v;p) €U X (VI X -+ X V) X (P X -+ x Py) = U x V x P, so dass fir jedes
Element (w;z;q) e U x V x P:

n

(e(u), e(w)) + A(div u,div w) — Z(pi, divw) = (f,w), (3.36a)
i=1
R vy, zi)—(pi, div 2;) =0, (3.36b)
7(div u, Qi) - (diV U, qZ) Qp, pza Qz Z Oz” puqz + bm (pquz)) = (gia%'), (3.36C)
=1
J

fir:=1,2,...,n

Als néchstes wollen wir geeignete parameter-abhingige Normen fiir die Raume U, V', P definie-
ren. Diese sind der Schliissel zur parameter-robusten Stabilitdt des MPET-Modells (3.36) in den
Parameterbereichen

Xo=max{1,\}, Ry',....,R;'>0, ap,...,ap, >0, &;>0, b;>0, i,j=1,...,n

n

Um die Normen sowie das Gleichungssystem (3.36) in einer handlichen Form schreiben zu konnen,
fihren wir die folgende Matrizen und Parameter ein

R 0 ... 0 a1 b ... —bin
-1 _ :
R, = O Ry ® 1y, A= 1?21 ’ ,
: - _bn—l n
0 0 Rgl *bnl *bn n—1 dnn nxn
[a,, 0 0 R 0 0
B 0 - 0o . . N 1 1
Api=| _ ; A= | . , wobei R™" :=max{R;",..., R, },
| 0 0 ap, xn 0O ... 0 R nxen
r1 1
2o 2o
. : 4
A4 = ' 5 A= ZAl (337)
. ‘.. . 121
1 1
% o a0d s

Da Ay, A, Ay symmetrisch positiv semi-definit (SPSD) sind und A3 symmetrisch positiv defi-
nit (SPD) ist, folgt es, dass A SPD ist. Betrachten wir die Hilbert-Riume U = H}(Q)4,V =
Hy(div , Q)" und P = (L3(Q))" mit parameter-abhiingigen Normen || - ||i7, ] - ||v, ] - || p induziert

35
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durch die inneren Produkte:

(u, w)y = (e(u), (w)) + A\(div u, div w), (3.38a)
(v, 2)y = (Ryv, 2) + (A" 'Dive, Divz), (3.38b)
(p,q)p = (Ap, q), (3.38¢)
wobei
div v
Divv = : ) fir allev e V.
div v,

Die zum Gleichungssystem (3.36) gehorige Bilinearform hat dann die Gestalt:

A((u;v;p), (w; z;q)) = (e(u), e(w)) + A\(div u, div w) — Z(pi,div w) + ZRi_l(v,-, zi)
i=1 i=1

= (pi,div zi) = > (div u,q;) — Y (div vi, ¢:) — Y o, (pi, 4i)
i-1 i=1

i=1 i=1

3 (=i (pis @) + bij (pj, 4i))
i=1j=1
i
= (e(u), €(w)) + A(div u, div w) — (p, Divw) + (Ryv, z) — (p, Divz)
— (Divu, g) — (Dive, g) — ((A1 + A2)p, q),
wobei
div u
Divu = : fur alle u € U.

div u

3.4 Variationsformulierung des dynamische Problems

Die schwache Formulierung des Systems (3.26a) und (3.25) lautet dann:
Gesucht ist (u;v;p) € U x V x P, so dass fur alle (w;z;q) € U x V x P:

ur? 72 - 72
T(E(U), e(w)) + T(div u,div w) + (yu + Aj2v, w) — Z(ap,@w) = (G1,w), (3.39a)
~ ~ 2
(A21u, z) + (Aggv, z) — TZ(p, Divz) = (G2,2),  (3.39b)
2 2 -3 72
_Z(amua q) - Z(DiV'U, Q) + ((§£33 + ZD33)pa q) = <g37 q)7 (339C)
wobei a eine Diagonalmatrix ist mit (a);; = i, 1 =1,...,n.
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Betrachten wir die Hilbert-Réume U = Hi(Q)¢, V = (Ho(div ,0Q))", und P = (LZ(Q))" mit
parameter-abhéngigen Normen ||(+;)|luxv, || - ||p induziert durch die inneren Produkte

(w0). w52y =15 (e )+ (o s )+ () ()

2 v z
72
+ Z(Af1 (Divv + aDivu) , Divz + aDivw), (3.40a)
2
(p,a)p = (AP, q), (3.40b)
wobei
T 72 1 72
A=A +A+A3, A= —(§£33 + Dgg), Ay = Z.A 2 As = Ea[\;;a,
T T2\ VIR Yo A
= — — Ay = 1xn Ay = —D=| " "4, 41
v max{ 2 ' 4 )y Vi }7 4 XN M+ 2 A21 AQQ (3 )

Die Matrizen A und A, sind SPD. Schliefilich erhalten wir fiir das Gleichungssystem (3.39) die
folgende Bilinearform ein

A((us; 05), (1, 2:.0)) = 7 (e(w), €(w) + - (v w, div ) + (A ( v ) , ( v ))

2 7_2 2

— Tz(p, aDivw + Divz) — Z(a@u + Divw, q) — %(Alp, q). (3.42)

3.5 Parameter-robuste inf-sup-Bedingung

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist die Wohlgestelltheit des Problems (3.36) sowie (3.39) unter
den durch (3.38) sowie (3.40) induzierten Normen. Bevor wir den Stabilitit zeigen, bendtigen wir
die folgenden zwei Lemmata, siehe [23],

Lemma 3.1. Es existiert eine Konstante Bq > 0 mit:

“”’q" > b (3.43)

inf sup
9€P pev [|v]|aiv [g]

Lemma 3.2. Es existiert eine Konstante 55 > 0 mit:

n
(v, 3 41
. i=1
inf sup

> 8. 3.44
(q1ye,Gn)EPLX ... X Pr, el ||u||1 s ( )

n
> Gi
i=1
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Dariiber hinaus werden wir das folgende Lemma verwenden.

Lemma 3.3. Es sei A = C3A3 4+ CyAy eine SPD Matriz, dann gilt

wobei C3, Cy Konstante sind, und

n n ~ 1
(Aij < =
i=1 j=1 Ca
A3 = In; A4 - 1n><n‘

(3.45)

Beweis. In Anbetracht der Sherman-Morrison-Woodbury-Formel gilt fiir eine beliebige invertier-

bare Matrix S

Fir
S = C3A3, u = —C4’U,
ergibt sich somit
1
oy 0111
—1g, 0 Ty o1 0
ST (uv)ST = —Cy | .
' 1
0 0 &l 1
1 0
_ —Cy 0
T g—1
S =—(1,...,... 1
v u 03 ( Y ) Y )
0 0
Daraus folgt
1 Cs

(S —uvl)t=95"14

1 —vTS- 1y - Cs+ Can’

Damit ist

38

1 0 0
0
0 0 1

S lypT 51
1—oTS1u’
v:=(1,...,1)7T,
—
1[4 0
0
1 0
o (1
G
1{ (1
1
Cs —Cy
Tt om o2
C3+Cyn Cf
1



3.5. Parameter-robuste inf-sup-Bedingung

woraus wir schlieffen, dass

i i » + 1 _C4n2 B Csn + C4n2 — C’4n2 - n < i
U 03 C3+Cun Cy - 03(03 + C’4n) B C3+Cyn — 04'

3.5.1 Stabilitdt des quasistatischen MPET-Systems

Um das Korollar 2.12 anwenden zu koénnen, bendtigen wir zuerst eine passende Aufspaltung der
Normen. In Anlehnung an (2.25b),(2.26a) und (2.16a) kann man die Normen in (3.38) wie folgt
darstellen:

lullf = lle(w)|” + Aldiv w|]® =: |ulf, (3.46a)
lvlly = |\R3v||2 +||A=2Divo|? =: [v|} + ||Divo|3., (3.46b)
Ipll = [AZp]? = [[(A1 + A2)7p% + |(As + Ag) 7 D% =: c(p,p) + [p[3. (3.46¢)

Satz 3.4. Der Operator A, der das doppelte Sattelpunktproblem (3.4)(bzw.(3.35)) beschreibt und
durch (3.36) definiert, stellt einen Isomorphismus auf U x V x P dar. Durch das doppelte Sattel-
punktproblem (3.36) wird genau dann ein Isomorphismus A in (3.4) (oder (3.35))erkldrt.

Beweis. Die Bedingungen (2.28a),(2.28b) sind trivialerweise erfiillt, da
a1 (1, w) = (e(w), e(w)) + A(div w, div w) = [uf?,
az(v,2) = (Ryv, 2) = |v|%.

Wir werden néchst die Bedingung (2.29a) iiberpriifen. Fiir A = Az + A4 ist klar, dass
(Az,x) > (Az, x), was dquivalent ist zu Az, ) < (A le, x).
Somit folgt, nach Lemma 3.3 fiir C3 = R, Cy = )\io, dass

|IDivee||%s = (A~ H(div w, . .., div w)T, (div u, . .., div u)?)

< (A (div uw, ..., div w)T, (div u, ..., div u)T)

n n
n n

=33 (AT (div u,div w) < Ag(div u, div u) < |uly = a1 (u, ). (3.47)

i=1j=1

Es bleibt die Bedingung (2.28c) zu iiberpriifen. Halten wir zunéchst fest, dass nach Lemma 3.1 fiir
alle p; € B;,i =1,...,n ein v; € V; existiert, sodass

div o; = VRp; und ||%;|laiy < B 'VR|pill, i=1,...,n,
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daher auch ein

v €V sodass Divo = VRp und |v|pw < 8;'VR|p| = ||A Pl (3.48)
wobei ||v||piy := ||v]|? + || Dive||?. Des Weiteren existiert nach Lemma 3.2 ein
uw e U sodass divu= L(En:p) und lull < ;7 I Zp I = 1||A pl. (3.49)
vt <A gl
Es seien
1 _ RY%
Uy '= —F—1Uu, Vo ‘= v.
VAo

Aus der Dreiecksungleichung und der Kornschen Ungleichung folgt fiir eine generische Konstante
C.>0

1 .
le()[* = 4 IVu+ (V)" I < [[Vul?,  [e(w)]* > Celldiv ul*,
Mit der Definition von || - ||; erhalten damit
[l = 11V + [[ul® > [le(w)|® = Cellle(w)|® + [|div u[|?), fir alle u € U. (3.50)

Setzen wir obige Ungleichung in (3.49) ein, so ergibt sich

1 1
2A 2>, 2 4 ||div @l]?) = CA ——a)|? + ||div (——a)]]?
Afp|l (lle(w)||* + [|div u||”) o(\le(mu)ll + [|div ( Aou)ll)

= CeAo([|€(uo)||* + [|div uol|*) > Ce(lle(uo)||* + Alldiv uol|*) = Celuolg- (3.51)

Unter Verwendung von (3.48) und der Definition von || - [|piy bekommen wir
B2IA3PIP = [Bllow = [0 + [Dive|® > [R: R3 o] + |3 REDiva?
— IRZvo| + [|RDiveg|2 > [R2wo|? + |A~Diveo|? = [wol? + [Dive|b-.  (3.52)
Kombinieren wir (3.51) und (3.52), folgt

1
1(As + Aa)2pl* = B7Cluoly + vol¥, p+) = B2Celluolliy + [lvoll3),

wobei 872 = max{B;?, B;2}. Das heiBit

. 1 1
(P, Divuo) + (p, Divvg) = [|(As + Aa)2p|* > Celplp - (JuollE + [lvoll )z,
Daraus ergibt sich schlieBlich, dass

bi(w,p) + ba(v, p) bl(UO, p) + bz(vovp)
2\ —
(w)euxv ([lullf + [[v]3,)2 (lluollz, + HUOHV)

2 Cc|p’Pa

womit wir gezeigt haben, dass die Bedingung (2.28¢) erfiillt ist. O
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AuBlerdem liefert Korollar (2.12) dann noch die folgende Abschétzung:

Bemerkung 3.5. Es sei (u;v;p) € U x V x P die Lisung von (3.36). Dann gilt:

[ullo + llvllv + [lple < C(Ifllo- + llgllp-),

wobei C' eine Konstante unabhdngig von allen Parametern und die Netzwerkskala n ist.

3.5.2 Stabilitidt des dynamischen MPET-Systems

Um den Satz 2.11 zu verwenden, benétigen wir zuerst die geeigneten Normen. Es seien

72 P . U u
|(w;0)|Fyy = T(e(u),e(u)) + T(dl‘v’ u,div u) + (A ( v ) , ( v )), (3.53a)
2
|(w; v)[2 = %(A‘l (Divo + aDivu) , Dive + aDivu), (3.53b)
-2
plp = Z((AQ + A3)p, p). (3.53¢)

Damit lassen sich die Normen in (3.40) dann in der Form von (2.16b), (2.16a) schreiben:

1(w; 0)[Erv = (w3 0)[Ercv + (w5 0)]3, (3.54a)

2 1
2 T 2,012 2
Iple = Z||A12P|| + |plp- (3.54Db)
Bevor wir die Stabilitdt studieren, bendtigen wir noch folgende Lemmata:

Lemma 3.6. Die Determinante der Matrix

by —by - oo —b,
a o -~ 0 0
A= : : : ist det(A) = (=1)"-a""! - by,.
0 -+ - a 0
L - nxXn

Beweis. Nach vollstindiger Induktion. Fiir n = 1 haben wir det(A) = —b;. Unter der Annahme
die Aussage des Lemmas gilt fiir eine natiirliche Zahl (n — 1) zeigen wir sie im Induktionsschritt
fiir n. Dazu verwenden wir den Laplaceschen Entwicklungssatzes fiir Determinanten auf die letzte
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Zeile an und erhalten

—by —by -+ —bp2 —by
a 0 0 0
det(A) = (—1)" 1. 4. :
0 - ... a 0 (1) (1)

=_a ((—1)”—1a”‘2bn) =(=1)"-a"" b,

Lemma 3.7. Die Determinante der Matrix

i C —bl —bQ e bn_
~by a - e 0
n
B:=|-by : : ist det(B) = a" ! (a cc— Zb?) .
. . ) : i=1
[=bn O e a (n+1)x(n+1)

Beweis. Nach vollstindiger Induktion. Fiir n = 1 haben wir det(A) = a - ¢ — b?. Angenommen,
die Aussage gilt fiir (n — 1), dann zeigen wir sie im Induktionsschritt fiir n. Unter Verwendung des
Laplacesche Entwicklungssatzes folgt

e c T
a - 0 0 b a 0
det(B) = (=)™ (=by)-| . A
0 - a 0 nxn e S @ Jnxn
n—1 n—1
= (=1)" (=b)((=1)"a""'b,) + a - a2 <a =y b?) = —a"' b2 4! (a e—Y bf) .
=1 =1

O

Satz 3.8. Das klassische Sattelpunktproblem (3.39) definiert einen Isomorphismus A in (3.27).

Beweis. Die erste Bedingung (2.17a) in Satz 2.11 ist trivialerweise erfiillt, da

a((u;v), (u;0)) = |(u; )|y
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Es bleibt die Bedingung (2.17b) zu tberpriifen. Halten wir zunéchst fest, dass es fiir alle p € P
nach Lemma 3.1

Jv eV sodass Dive = 7A22 p und [|9||piv < B 1HA pll, (3.55)

und ebenso, nach Lemma 3.2

Ju e U sodass Divu = ﬁAzlap und |ulj; < 2f 1HA pll- (3.56)
Es seien
T _ T —1_
uy = ﬁu, vy = 5.,42221;

1
Zunéchst werden wir ||A_éamu|| und ||Ady ( ’ZO ) || abschatzen. Nach der Definition von A und
0
mit Lemma 3.3 bekommen wir

2
4y

2 -
A baDival” = (A1 + T Az + amar%amuli?

2
= (e At + %a*QAQQ + A4) > Dival®

4 - 1 4
< a2 A5 + 7A4)_§Mu||2 < Jldivul, firalle weU.  (3.57)
T2 5 T2
_ __1
I} < w ) TN i N ‘L, e ( s ) ( : )
uv — uv — % — T _ _ 1 — ) —
Vo %A222,v 4 (\%AHAQQQ )T I v v
=G
2 2

T T

< T Al O[] + 51P) hans(G) (B72105p1 + 572103PIE ) (3.58)

_ 1
wobei ¢ 1= 77“ < 1 ist. Nun sei —b; := (%AQAQQQ)Z' = =%\ 73 f,z =1,...,n, dann ist

n 1 1 L 11 Y i1 Pipi
B — 2 1)< P2 = | = EEL P 3.59
St =3 (o) <X () 550

1=1
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Um die Eigenwerte der Matrix G zu finden, verwenden wir Lemma 3.7 :

c—X —by e e —b,
—b1 1—-2A 0 e 0
det(G — XI) = | : 0 1-2A ==t ((1)\)(0)\)be>
: . . . i=1
—by, 0 1—A
=(1-M"! (/\2— (1+c)A+c—Zb§) = 0.
i=1
Es folgt
(1+c)E£ /(1 —c)2+430" b2
AM=1 Ag= ) \/ ) L
2
2
o2 n g2
2 (@ro+ - iz L2040 20— 80, B2
max ~— = 4
4+4c*+8
3.60
-~ 4 = (3.60)
(3.59)
Schliefllich erhalten wir aus (3.58):
1 u =2/ 1 B 1
A%, ( , ) <5 (52183017 + 572 1A3p?)). (361
Nach (3.56), (3.50) und der Definition von ~ folgt fiir eine generische Konstante C, > 0
—2IA3 _ - vy 0 T e . N
B‘2A2p2206 e(w)]]? + ||div @|]?) = Co— (|| ——e(@)||? + ||div (——a
s A3 D (le(@)[|” + 1) Tg(l\zﬁ (@)|[” + |l (2ﬁ )
4~ ) 4 pr? N .
= Ce (ewo)l? + div o) > ey (M2 ewo)* + = v woll? + v ao]|).
(3.62)
Setzen wir (3.57) in obiger Ungleichung ein, so erhalten wir
1 4 pr? 2N 1
B2 IAGPI? 2 Coy (M0 leCuo) | + T div o + Ty A2 aDivuol?). (3.:63)
Nach (3.55) und der Definition von || - ||pjy bekommen wir
232 - —112 =12 T 17 5v=1/T 173 \Pyeei2
B Iz pl” = [[ollpi = [[0]]” + [Divel|” = [[(5A2°) ™ (5 A" )Dive
1
= ||A 2Divg|? > || A2 Divey||2. (3.64)
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3.6. Norm-dquivalenter Vorkonditionierer B

Schlieflich kombinieren wir (3.63),(3.61) und (3.64), wenden wir Dreiecksungleichung an und erhal-
ten damit
72 23

Tl + As)2pl? = € (2 " letaso) I + T2 div aol? + —||A *(aDivug + Divey) |
1
+ [|Ado ( ) = Cell(uo; vo)llErv- (3.65)
Nach den Definitionen von ug, vy gilt
72 p aDivuyy 72 ) 72 . 72 19
Z( » )7\ Divug ) = Z(Z% aDivuy) + Z(PleV’Uo) = ZH(Az + As)2p||
> Celplp - [[(wo; vo) luxv-
Es folgt also
u p Uo b
b ) b 5
sup : > : > Celplp,
wwmeuxv  [(wv)luxy [[(wo; vo)[luxv
womit wir gezeigt haben, dass die Bedingung (2.17b) erfiillt ist. O

Die folgende Stabilitdtsschitzung ist eine Folge des obigen Satzes.

Korollar 3.9. FEs sei (u;v;p) € U x V x P die Lisung von (3.39), dann gilt die folgende
Abschatzung
[(w; v)[[uxv + [lpllp < C(I(G1; G2

vsxv+ + [|G3llp+), (3.66)

wobei

(g37 )
lqllp

und C eine Konstante unabhdngig von allen Parametern und der Netzwerkskala n ist.

UsxV+s =  sup ((G1;G2), (w; 2))
wiz)euxv  |[(w; 2)[[uxv

1(G1; Go)| — | A2 Gs]],

o Gsllee = = sup

3.6 Norm-iquivalenter Vorkonditionierer B
3.6.1 Norm-iquivalenter Vorkonditionierer fiir das quasistatische MPET-
System
Wir betrachten nochmals die parameter-abhéngigen Normen induziert durch
(u,w)y = (e(u), e(w)) + A(div u, div w),
(v,2)y = (Ryv, ) + (A" 'Dive, Divz),
(p,a)p = (Ap, q).
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3. Multi-Netzwerk poroelastizitiatstheorie (MPET)

Nach der in [53] vorgestellten Theorie, vgl. auch Kapitel 2.3, folgt nach Satz 3.4, dass der Operator

B, 0 0
B=| 0 B o0 |, (3.68)
0 o0 B!

den kanonischen Vorkonditionierer fiir den Operator A definiert, der in (3.4) (oder (3.35)) definiert
ist, wobei

(Byu,w) = (u,w)y = —(div €(u), w) — A(Vdiv u, w) = ((—div € — AVdiv )u, w),
(Byw, 2) := (v, 2)y = (Ryv, 2) + (A" 'Dive, Divz) = (Ryv, 2) + Z Z Dijdiv v, div z;)
=1 j=1

n n
= (Ryv, 2) Z Z D Vdiv v;, 2;) = (Ryw, 2) — (A ® I;) VDivo, 2)
i=1 j=1

=((R,—(A'® Id)VDlv)v,z),
(Bpp,q) = (P,q)p = (AP, q),
und
Vdiv vy
VDivv := :
Vdiv v,

3.6.2 Norm-iquivalenter Vorkonditionierer fiir das dynamische MPET-System

Anmerkung 3.10. Es sei W:=U x V x P mit der Norm || - |3, == || - |} «v + || - |5 und der
Operator
2

— %Zdivo + Yu Ao %V&

A= Az A TVL |,
—Zdival  -Zdivl, —TA
definiert durch die Bilinearform (3.42), wobei o = {al az -+ ap|. Nach der Theorie in [55]
folgt in Anbetracht von Satz 3.8, dass der Operator
B | Buw O (3.69)
0 B, |’ '

den kanonische Vorkonditionierer fir den Operator A definiert, wobei

2 72

Buv = ZBuv + Auvy Bp = ZA’
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3.6. Norm-dquivalenter Vorkonditionierer B

—2udiv € — AVdiv — 223:1 a0 Vdiv =Y ayaVdiv e =3 %, Vdiv
Buv — — Z?:l a;¥;1 Vdiv —~11 Vdiv ce —~1n Vdiv
— > ai¥in Vdiv —~n1 Vdiv e —Ynn Vdiv

und (%ij) = (A71);;.
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Gemischte Finite Element Methoden

4.1 Vorwort und Notation

Im Folgenden wird ein Uberblick iiber Finite-Elemente und endlich-dimensionale Approximationen
der Rdume L?(Q), H(div ,Q), H'(Q) gegeben, der groBteils auf den Quellen [36, 25, 23] beruht.
4.1.1 Das Ritz—Galerkin-Verfahren

Gegeben seien Hilbertraum V', eine V-elliptische stetige Bilinearform a : V XV — R und ein stetiges
Funktional F': V — R. Gesucht ist u € V sodass

a(u,v) = F(v), veV. (4.1)

Die konforme Galerkin-Approximation besteht darin, einen endlichen dimensional abgeschlossenen
Teilraum V, C V' zu wéhlen, in dem man die Lésung des Problems

a(up,vp) = F(vp), vp € Vi, (4.2)
bestimmt. Da vy € Vi, C V, gilt
a(u,vp) = a(up,vp) = alu—up,vp) =0. (4.3)

Die Relation (4.3) wird oft als Galerkin—Orthogonalitit bezeichnet [25]. Das folgende Ergebnis spielt
eine wichtige Rolle bei der Abschitzung des Diskretisierungsfehlers der Galerkin-Approximation:

Lemma 4.1. [25, II 4.2 Lemma von Céa] Es seien v € V bzw. up, € Vi, C V' die Lisungen der
Variationsaufgabe (4.1) bzw. (4.2). Dann gilt

C, .
u—unllv < =5 inf |lop — upllv,
C, Vi

wobei C,,C, die Konstanten aus der V -Elliptizitit und der Stetigkeit der Bilinearform a(-,-) sind.
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4. Gemischte Finite Element Methoden

4.1.2 Finite Element Methoden

Um Finite Element Raumen zu konstruieren, zerlegt man das gegebene Gebiet Q C R? in endlich
viele Teilgebiete und betrachtet Funktionen, die auf jedem Teilgebiet Polynome sind. Die Teilgebiete
werden als Elemente bezeichnet. Fiir Q € R? kann man Dreieckes oder Viereckes-Elemente, und fiir
Q C R? Tetraeder-, Wiirfel- oder Quader-Element wéhlen.

Definition 4.2. [25, II 5.1 Definition]

1. Eine Zerlegung T = {T1,T>,...,Tn} von Q in Dreiecks- bzw. Vierecks-Elemente heifit
zuldssig, wenn sie folgende Eigenschaften erfiillt sind:
a. ﬁ - U;iln'

b. Besteht T; NT}; aus genau einem Punkt, so ist dieser ein Eckpunkt sowohl von T; als auch
von T}.

c. Besteht T; NT} fiir i # j aus mehr als einem Punkt, so ist T; NT; eine Kante sowohl von
T; als auch von Tj.

2. Es kann Ty anstatt T geschrieben werden, wenn jedes Element einen Durchmesser von
hochstens 2h besitzt.

3. Eine Familie von Zerlequngen T heift quasi-uniform, wenn es eine Zahl k > 0 gibt, so dass
jedes T von Ty einen Kreis vom Radius pr mit

pr > hr/k
enthdlt, wobet hp der halbe Durchmesser von T ist.

4. FEine Familie von Zerlegungen Ty, heifit uniform, wenn es eine Zahl k > 0 gibt, so dass jedes
Element T von Ty, einen Kreis mit Radius pr > h/k enthilt.

Definition 4.3. [25, II 5.8 Definition |
Ein Finites Element ist ein Tripel (T,I1,>") mit folgenden Eigenschaften:

1. T ist ein Polyeder im R?. (Die Teile der Oberfliche OT, die auf einer Hyperebene liegen,
werden als Seiten bezeichnet.)

2. II ist ein Unterraum von C(T) mit endlicher Dimension s. Die Funktionen in Il heiffen
Formfunktionen (engl. shape functions).

3. > ist eine Menge von s-linear unabhdngigen Funktionalen iber 1. Jedes p € 11 ist durch die
Werte der s-Funktionale aus " eindeutig bestimmt. Da sich die Funktionale hdufig auf Funk-
tionswerte und Ableitungen an Punkten in T beziehen, spricht man von (verallgemeinerten)
Interpolationsbedingungen.
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4.1. Vorwort und Notation

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt wurde, liegt die Losung des Gleichungssystems (3.36),(3.39)
in den Rdumen L2(Q), H(div ,Q) und H'(Q), d.h.,

o die Losung aus (3.36): (u;v;p) € H'(Q)? x (H(div ,Q))" x (L*(Q))",
o die Losung aus (3.39): (u;v;p) € HY(Q)? x (H(div ,Q))" x (L2(Q))".

Wir betrachten nun die endlich-dimensionalen Unterrdume von L?(Q), H(div ,2) und fiir H'()
verwenden wir die diskontinuierliche Galerkin-Methode, die spéter erklart wird.

4.1.3 Approximation der Riume L?(Q2) und H(div , )

Definieren wir auf dem Element T' € 7,

Pr(T) := Raum der Polynome vom Grad < k, (4.4a)
Ry (OT) :={¢ : ¢ € L*(OT), ¢|e, € Pr(e;) fiir alle Kanten e; von T'}. (4.4Db)

Es sei
Pr(Q) = {v :v|p € Pi(T) fiir jedes T' € Tp, }.

Es ist klar, dass Py(Q) C L?(Q) ist, da dieser Raum aus stiickweisen Polynomen vom Grad k
besteht.

Den folgenden Uberblick und weitere Details kann man in [23] finden. Die Funktionen in der
Approximation von H (div , ) sollen stetige Normalkomponenten an den Elementgrenzen besitzen,
was in folgenden R&ume auftritt:

PHT) :={p € (P(T))%:p-n € R,(T)}, (4.5a)
Prar(T) :={p € ((Pk(T))d + ka(T)) :p-n € Ry(T); =R}, (4.5b)

wobei n den Einheitsnormalenvektor bezeichnet. Einige klassische Félle sind unter folgenden Namen
bekannt:

o Brezzi-Douglas-Marini Raum
BDM,,(T) := PE(T).

¢ Raviart-Thomas Raum
RT(T) := Pfy o (T).

e Brezzi-Douglas-Fortin-Marini Raum

BDFMy(T) := Py~ N(T).
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4. Gemischte Finite Element Methoden

Dabei gelten die folgenden Beziehungen zwischen den eben definierten Rdumen:
RTy,_y C BDFM, C BDMy C R1T}.

In den folgenden Fehlerabschéitzung werden die obigen Réume als My(T') bezeichnet, wobei
(Pe(T)? € My (T) und (Pp1(T)? ¢ My (T). D.hy, My(T) € {BDMy(T), RT},(T), BDF My41(T)}
sein. Es seien

und die Interpolationsoperatoren gegeben durch
pr : H(div ;Q) N (L*(T))* = My(T), und IIj, : H(div ; Q) N (L*(Q)? = Mu(Q,Tr), s> 2,

dann gilt:
Hyqlr = pr(q|T)-

Bemerkung 4.4. [23, Proposition 2.5.2]
/ vdiv (prq)dz = / vdiv qdz, Vo € div (My(T)).
T T

Damit lasst sich folgende Fehlerabschétzung zeigen:

Satz 4.5. [23, Proposition 2.5.4] Sei Ty, eine quasi-uniforme Zerlegung von ). Dann existiert eine
von h unabhdngige Konstante ¢ sodass

|div (¢ — IInq)|| < ch’|div qls 0, (4.6b)

wobei s < k fiir den Raum BDMj und s < k+ 1 fiir die anderen Wahlmdglichkeiten von Mj,.

4.1.4 Discontinuous-Galerkin(DG) Methode

Im Gegensatz zur Continuous-Galerkin(CG)-Diskretisierung sind die Funktionen beim Ubergang
von Element zu Element im Allgemeinen unstetig. Deswegen fithren wir einige neue Bezeichnungen
ein. Die folgende Zusammenfassung von DG-Methoden wurde iiberwiegend aus [41] iibernommen.
Sei T}, eine quasi-uniforme Triangulierung des Gebiets @ C R? mit der Maschenweite A in
Dreiecke T' € T. Die Menge aller inneren Kanten (oder Flachen) von 7Tj, bezeichnen wir mit 5,5 , die
Menge aller Randkanten (oder Randflichen) mit £ und setzen &, = EF U &L
Fir s > 1, definieren wir :

H(T) = {6 € L2(Q) : ¢l € HY(T) VT €Tp}.
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4.1. Vorwort und Notation

Sei e = 911 N JT, der gemeinsame Rand von zwei Elementen 77 und 75 in 7; und seien n; und
ng die Einheitsnormalenvektoren von e, die nach auflen von T bzw. T zeigen. Fiir jeden Skalar
q € H'(Ty), Vektor v € H'(T;,)¢ und Tensor T € H'(T;,)%*? definieren wir die Mittelwerte:

{v} = %(’U\aTme ‘N1 = Vlonne - M2), {T}= %<T|3T1ﬁen1 — Tlonnens),  fiir alle e € &,

{v} =7 n, {1} = 7l|em, fiir alle e € EP,
und die Spriinge:

[q] = Q|8T1ﬂ€ - q|6T2ﬂe> [U] = U|8Tme - v|8T2ﬂea fiir alle e S 5]{7

[q] = qle, [v] = v|e, fiir alle e € EF.
Als Néachstes betrachten wir den Finite-Elemente Raum:
Vi ={ve H(div;Q) :v|r e V(T), T € Tp; v-n =0 on 08},

Nach der Definition von V}, ist die Normalkomponente von v € V}, auf den inneren Kanten stetig
und verschwindet am Rand. Durch Aufspaltung von v € V}, in Normal- und Tangentialkomponente
v, und v; erhalten wir:

v = (V- -n)n, v i=v— vy,

Ve € &, /e['v].Tds = /e['vn].rds + /e[vt].rds = /e['vt].rds e H(Tp), v e V.

Es sei die Bilinearform ay (-, -) gegeben durch

vw)—Z/ dm—Z/{e wtds—Z/{e

665 eEEh
+ 3 / |- [wlds,  v,w e Vi, (4.7)
ecéy,

wobei 7 ein Stabilisierungsparameter ist, der von der Maschengréfie h unabhéngig ist. Um eine
passende Norm zu definieren, fithren wir fiir v € V}, folgende gitter-abhédngigen Normen ein:

lollz = > le@)lgr+ > he llodlls.

TeT e€ly
o5 n = D IVollgr+ > hell[vdd 5.
TeT ecéy,

SchlieBlich definieren wir noch die "DG”Norm:
lv]|he = Z ||V’UH0T+ Z he |y ||0e+ Z hT|v|2T

TeT ecy TeTh

Wir fassen nun einige Ergebnisse betreffend der soeben definierten DG-Billinearform und Nor-
men zusammen:
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4. Gemischte Finite Element Methoden

e Unter Verwendung der diskreten kornschen Ungleichung erhalten wir, dass die Normen

|l - llpG, || - || und || - ||1,5 dquivalent auf V3, sind, d.h.,
lvllpe = ||[vlln = ||[v]1,p, furalle v eV (4.8a)
vl < Cpaalolin  Coanlvli < lvlibe < Coanlvli. (4.8b)

o Diein (4.7) eingefiihrte Bilinearform ay(-,-) ist stetig und koerziv:

|an(v, w)| < Canllvl|pellwlpe, firalle v, we H*(Ty)?, (4.9a)
an(vp,vp) > Copllonllz,  fir alle v, € Vi, (4.9b)

o Die diskrete Poincaré-Ungleichung , vgl. [(]
0] < Capllvll} ),  fiir alle v € V. (4.10)

wobei Cyp, Cp, Cyy, positive Konstanten unabhéngig von der Maschengrofie h sind.
Fiir eine geeignete Auswahl der Finite-Elemente-Riaume Uy, Vi, Py gelten die folgenden Inf-sup-
Bedingungen [60, 23]:

di di
inf sup (VUG o g gy AV ORG) (4.11)

WEPh w, U, || Unll1nllanl] WhEP v,eV;, ||Vnllaiv [|an]

wobei B, und B4 positive Konstanten unabhéngig von der Maschengrole A sind.

4.2 Diskretisierung der MPET-Gleichungen

Wir definieren wir die Finite-Elemente Raume:

U, ={uec H(div;Q):ulp cU(T), T € Tp;u-n =0 auf 00},
Vin={ve H(div;Q):v|r € Vi{(T), T € Tp;v-n =0 auf 0Q}, i1=1,...,n,

Pi,hz{qELQ(Q):qTEPz'(T),TEE;/qdw:O}, i=1,...,n.
Q

Die Diskretisierung des quasi-statischen MPET-Problems beruht auf der Verwendung der lo-
kalen Réume U(T)/Vi(T)/Pi(T), die durch die Tripletts BDM;(T)/RT;_1(T) /Pi—1(T") oder
BDFM,(T)/RT;—1(T)/P—1(T) fiir [ > 1 definiert sind. Man beachte, dass fiir jede dieser
Wahlmoglichkeiten die wichtige Bedingung div U (T') = div V;(T') = P;(T) erfiillt ist, siehe [28].
Zur Diskretisierung des entsprechenden dynamischen Problems verwenden wir die lokalen R&ume
U(T)/Vi(T)/Pi(T), die durch die Tripletts BDM;(T)/BDM;(T) /P,_1(T) definiert sind. Zur Ver-
einfachung der Schreibweise seien

vy, = (v{h, . vg’h)T, Ph = (P1hs--- ,pmh)T, zp = (th, . zg’h)T
Vh = ‘/1’]1 X ... X th, Ph = Pl,h X ... X Pth.

e @n = Qb qun) T
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4.2. Diskretisierung der MPET-Gleichungen

4.2.1 Quasi-statisches Problem

Die Diskretisierung des Variationsproblems (3.36) lautet: Gesucht ist (up;vp;pr) € Up X Vi, X Py,
so dass fir jedes (wp; zn;qn) € Uy, X Vi, X Py, gilt:

ap(un, wp) + A(div up, div wp) — (pr, Divwy,) = (f, wy), (4.12a)
(Ryvn, 2n) — (pn, Divz,) = 0, (4.12b)
—(Divup, qn) — (Divoy, gn) — (A1 + A2)pr, arn) = (9, an), (4.12¢)

wobei ap(+,+) in (4.7) definiert wurde. Da U}, ¢ U, definieren wir noch die gitterabhéngige Norm
| - ll, durch:
lnll, = lunlbe + Aldiv . (4.13)

Auf dem tiblichen Weg erhalten wir fiir das Problem (4.12) die folgende Bilinearform:
Ap((wnivn: pr), (Wns 23 @n)) = an(wn, wp) + A(div wp, div wp,) — (pp, Divwy,)
+ (Ryvn, z1) — (Divzy, pr) — (Divus, gn) — (Divon, gn) — (A1 + A2)pn, qn).  (4.14)
4.2.2 Dynamisches Problem

Die Diskretisierung des Variationsproblems (3.39) lautet: Gesucht ist (wp;vp;pr) € Up X Vi, X Py
so dass fir jedes (wp; zn;qn) € Uy, X Vi, x Py, gilt:

2 2 2

T T . . — T .
%ah(uhawh) + T(dlv up, div wp,) + yu(wn, wi) + (A12h, wh) — Z(aph,hwh) = (G1,wy),
(4.152)
2
— — 7— .
(A21un, z1) + (A20vp, 25) — Z(melVZh) = (G2, 2z1), (4.15b)
2 2 -2
—Z<amuh, qn) — — (Divon, gr) — Z(Alpha‘Ih) = (G3,qn), (4.15¢)

wobei ap(-,-) in (4.7) definiert wurde. Da Uy, ¢ U, wird die gitterabhéngige Norm ||(-;-)||u, xv
definieren durch:

son)|1Z = B B + di 2 4 AL (B0 )2 L2 A2 (Di Di 2
1Cun; o) G, xv = =5 llunllpe + == lldiv an|® + [|AL (o) ) [F + - [A72 (Dives + aDivuy) ||
(4.16)

Zur Beschreibung des diskreten Problems (4.15) erhalten wir in Anbetracht der Definition der
Matrix Ay, folgende Bilinearform

72 = . u w
An((wn; v pr), (Wi 213 qn)) = %ah(uhawh) + T(dlv up, div wp) + (Ayy ( v: , z: )

7_2 2

2
- Z(ph, aDivwy, + Divzy,) — %(amuh + Divoy, qn) — %(Awh, an)- (4.17)
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. Gemischte Finite Element Methoden

4.3 Stabilitat des diskreten Problems

Ziel dieses Abschnitts ist es die Wohlgestelltheit der Probleme (4.12) und (4.15) unter den Normen
(4.13),(3.38b) und (3.38¢c) bzw. (4.16) und (3.40b) zu zeigen.

4.3.1 Quasi-statisches Problem

Um das Korollar 2.12 verwenden zu kdnnen, bendtigen wir zuerst die geeigneten Normen. Im Ver-
gleich zu (2.25b),(2.26a) und (2.16a) kann man die Normen in (4.13),(3.38b) und (3.38¢) in folgender
Form schreiben:

lunllgs, = lunlbe + Aldiv unl* = funlf, (4.18a)
1 1
onll§r = [REwa|* + [|[A”2Divos||* := [vpf3 + [[Divos| b, (4.18b)
1 1 1
1Palp = [A2pn]1” = [[(A1 + A2)2pp|1® + [[(As + M) 2pp |1 = c(pn, pr) + P15 (4.18¢)

Satz 4.6. Durch das doppelte Sattelpunktproblem (4.12) wird ein Isomorphismus Ay, erkldrt.
Beweis. Die Bedingungen (2.28a),(2.28b) sind leicht zu iiberpriifen, da

a1 (un, un) = an(un, up) + A(div wp, div ug) > min{Co,Cpeps 1Hunld,

as(vp, vn) = (Ryvp, vn) = |oply,
Als Néchstes werden wir die Bedingung (2.29a) tiberpriifen. Wegen (3.47) haben wir

IDivaey, || 5 < Xo(div wp, div awg) < ||div wg||> + M| div up || < a1 (up, up). (4.19)

Es bleibt die Bedingung (2.28¢) zu iiberpriifen. Halten wir zunéchst fest, dass nach (4.11) ein
v; , € V;p existiert, sodass

U;p € Vi sodass div v,y = \/ﬁpi,h und ||U;pllaiv < ﬁ;,ll\/EHpi’hH, i=1,...,n,
1
Dy, € Vi, so dass Dive, = VRp, und [[B]lpiv < By, VRIIpall = |3 pall- (4.20)

Auch existiert nach (4.11) ein @y, € Uy, , sodass

) - 1 n - _ 1 n B l
wy, € Uy, so dass div @y, = \/T—O(sz‘,h); @nll1,n < ﬂsﬁ\/T—oH Y pinll = BpllATpal. (4.21)
i=1

i=1
Es seien
1 R%*
U(),h = ——Up, Ug,h = Uh.
VAo
Aus (4.8) ergibt sich
2 _ 2 1 : 2 2 ..
lunllyn = lunllpe = 5 (Idiv unl” + llunlpe),  fir alle uy € Un, (4.22)
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4.3. Stabilitat des diskreten Problems

Setzen wir die obige Ungleichung in (4.21) ein, so folgt
2 Az 12w Lo (12 N N Lo N ST
BonllAipnll” 2 5 ([anlpe + [1div @nll”) = SAo(ll —A=nllpe + ldiv (—=ur)l")

Vo Vo

1 . .
= So(lwonllbe + l1div woll?) > (lwonlbe + Alldiv woul*) = luon

U, (4.23)
In Anbetracht von (4.20) und der Definition von || - ||piy gilt
2 A _ _ - 3l S RS R
Bail A3 pnll® = IBnllpi = |04l + |Divos|* > |R: R2o,||* + | R™2 Rz Divey |

1 1
= |R3woul? + | R 2Divwosl* > [RZvos|? + A2 Divug
2. (4.24)

= |vouly + || Diveg sl

Kombinieren wir (4.23) und (4.24), so bekommen wir

1 .
1(As + Aa)2pwl* > Bi (Juonlts, + [vonly + IDivoonlBe) = Bi(luonll, + llvonly),

wobei 6,:2 = max{ﬁ;ﬁ, 5;,%} Es folgt

. . 1 1
(Pn, Divug ) + (pr, Divoos) = [[(As + Aa)2pp1* = Bulpnlp - ([luonll, + llvonlly)?-
Daher ergibt sich schliefilich

bi(uwn, pr) + ba2(vh, pn) < b1 (uo,n, Pr) + b2(von, Ph)

> > Bulpnlp
1 1 y
(wnson)€UxVi ([l + [onll3)? (luonlg, + llvonlly,)?

womit wir gezeigt haben, dass die Bedingung (2.28c) erfiillt ist. O

Korollar 4.7. Es sei (up;vp;pp) € Up x Vi, X Py, die Losung von (4.12). Dann gilt:

lunllw, + llvnllv + pellp < C(flluy + llgllpe),

wobei C' eine Konstante unabhdngig von allen Parametern, der Netzwerkskala n und der Maschen-
weite h ist.

4.3.2 Dynamisches Problem

Um den Satz 2.11 verwenden zu kénnen, bendtigen wir zuerst die geeigneten Normen. Es seien

2 2
WT TN . 1y,
[ (s 0n) B v 2= 5 llunllBe + = lldiv wn® + [ Ady ( o ) [ (4.25a)
2 72 _1 . . 2
|(uns vp)[i := - [[A72 (Divop + aDivuy ) ||, (4.25b)
2 72 1 2
Prlp = (A2 + Ag)2pall”. (4.25¢)
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. Gemischte Finite Element Methoden

Dann erhalten wir im Vergleich zu (4.16)

s 0B v = (om0 By -+ (2t o) (4.26a)
2 1
T 1

lpnlp = ZHAfthQ + |palp- (4.26b)

Satz 4.8. Durch das Sattelpunktproblem (4.15) wird ein Isomorphismus Ay, erkldrt.

Beweis. Die erste Bedingung in Satz 2.11 ist leicht gezeigt, da

. -1
a((un;vp), (up;vp)) > mln{QathG,ha LH (up; ’Uh)\QUth-

Es bleibt die Bedingung (2.17b) zu {iberpriifen. Halten wir zunéchst fest, dass nach (4.11) ein
v; , € V;p existiert, sodass

NI

_ . T, & = _ _ i .
'Ui,h c ‘/i,h sodass le ’U@h = 5(./422)” inh und H'Uz',thiv S /BdJILH(AQ)z‘Zz‘pi,th'L = 1, R N

_ o T =3 _ 1A
v, €'V}, sodass Divoy, = §A222ph und ||o||piv < 5d7,1L||A22th. (4.27)

Auch existiert nach (4.11) ein wy, € Uy, , sodass

—1
_ . _ T _ TB h l _ 1
@, € Uy sodass Diviin = 7=sapn, lanlhn < 52 AT opnll = BalIATmall.  (428)

27

Wir definieren

T _ T/T%_
U p = —=Up Voh :— < Up.
, 2ﬁ ’ , 9 22

1
Als Néchstes werden wir ||A7%a@uh|| und [|Ady ( :O’h ) || abschétzen. Mit denselben Schritten
0,h

)

wie im Beweis von Satz 3.8 bekommen wir aus (3.57)
_1 . 2 dy .. ..
[A"2aDivu,||© < — [|div u |, fir alle  up € Uy, (4.29)
T

Ebenso, erhalten wir aus (3.58)

7'2 _ _ 7'2 — _ _
) ) I < Amax (G) (2 * + ||vh|2)( < )4)‘maX(G)(de”uh”%h + [|onll?)
4.10

=

S

e
/
o o
&<
Mw\»—t :I
S

7_2

_ 1 PR
S Pron@ (BECMIN Pl + BE 1Al
(4.28),(4.27)
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4.3. Stabilitat des diskreten Problems

SchlieBlich erhalten wir aus (3.60):

ab (on Y 12 < T (2 A 2 AZpylI? 4.30
| Adv = < 2 BenCopdll Ph|| + 857l Ph|| (4.30)

Aus (4.8) ergibt sich

—_

||uh||1 o ”uh”DG > (||d1v uh||2 + ||uh||DG) fur alle uy € Uy, (4.31)

Setzen wir die obige Ungleichung in (4.28) ein, so ergibt sich fiir eine generische Konstante C. > 0

1. . 147 T
25 2 . 2
hHA 3onlI” = 5 (lanllpe + [1div anl”) = 5 = (5= h||Dc+ [div (iUh)H )
14y 2 . 2 2 2 TN 2 . 2
= 5 ol + v w01 %) > oy (0 g s + 5 v P + 4 o).
(4.32)
Nun setzen wir (4.29) in die obige Ungleichung ein und erhalten damit
2 AT (12 X 2 4 T ! 2
BenllAipnl” > Cc HUO b+ - HdIV uo,p| *HA_M@UOJLH )- (4.33)
Nach (4.27) und der Definition von || - [|piy bekommen wir
-1 o __1 L
BainllAs 3pull> = l1onllow = [[oal” + [Diven | > 1 -'4222) H(5 A ) Divon|*
— |A; *Diveg|2 = A~ 3 Diveos|. (4.34)

Danach kombinieren wir noch (4.33),(4.30) und (4.34), wenden die Dreiecksungleichung an und
erhalten die Abschéatzung

2 2

2
T 1 1 . .
(A + Ag)zpil* > Co ( 5 ||uO wlbe+ - 1 X iv ol + *IIA ? (eDivug,, + Divug )|

1
+ [l Ady ( ) = Cell(won; vo0) |15, xv- (4.35)

Auflerdem haben wir

2 . 9 9
Uo p Ph T Ph aDivug T ) T .
b ’ vy i , - ) D — 7D
(( Vo,h ) , < Ph >) 4 (< Ph ) ’ ( Divoy >) 4 (P, aDivug,p) + 4 (P, Divog 1)
72

1
12+ Ag)2pil[* = Celpnlp - [|(wo 3 vo.0) [t v
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4. Gemischte Finite Element Methoden

Daher gilt
b( up Dhr ) b( Uo,h DPhr )
v, )7\ Pn von )\ P
sup : > : > Ce¢|pulp,
(unson)€UnxVi I (wnson) U, xv (| (20,5 vo,0) |, x v
womit wir gezeigt haben, dass die Bedingung (2.17b) erfiillt ist. O

Die folgende Stabilitédtsschétzung ist eine Folge des obigen Satzes.

Korollar 4.9. Es sei (up;vp;pn) € Up X Vi, x Py, die Losung von (4.15). Dann gilt die folgende
Abschdtzung

| (wn; vn) o, xv + |lPrllp < C(||(G1; G2)|

vrxv+ + [|Gsllp+), (4.36)

wobei

GG gy = sup (L Lwnizn)

(’wh;Zh)EUhXVh H(wh7'zh)HUh><V 7

93, qn 1
pP*x = Sup ( ’ ):HA 293”,
aneP, llanllp

1G]

und C' eine Konstante unabhdngig von allen Parametern, der Netzwerkskala n und der Maschenweite
h ist.

4.4 Norm-iquivalenter Vorkonditionierer

Anmerkung 4.10. Es sei Wy, := Uy, x V}, x Py, mit der Norm || - ”%/Vq =g I+
ausgestattet. Wir betrachten den Operator ’

—dthEh — )\Vhdivh 01><n Vh]-lxn
Ap = 01 R, Vil |, (4.37)
_divhlnxl —dthIn —A1 — A2

definiert durch die Bilinearform (4.14). Nach der in [53] vorgestellten Theorie, siehe auch Kapi-
tel 2.3, folgt nach Satz 4.6, dass der Operator

(—divheh — )\Vhdivh)fl 0 0
B, = 0 (R, — (Afl & Id)VhDth)fl 0 , (4.38)
0 0 A1

den kanonische Vorkonditionierer fiir den Operator Ay, definiert, wobei

Vidivpvg
Vi Divyv :=
Vhdivhvn
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4.4. Norm-aquivalenter Vorkonditionierer

Anmerkung 4.11. Es sei Wy, := Uy x V}, x P, mit der Norm || - H%VM = | g + 1 15
ausgestattet, Wir betrachten den Operator
22 1. - -2 _
—divaon + A1z TVia
Ap = Ag Ao %VIn ;
—Zdivea”  —Tdivg, T A

definiert durch die Bilinearform (4.17). Nach der in [55] vorgestellten Theorie, siehe auch Kapi-
tel 2.3, folgt nach Satz 4.8, dass der Operator

By O

den kanonische Vorkonditionierer fir den Operator Ay definiert, wobei

2 -2
Bh,uv = 7Bh,uv + Auva Bh,p = 7Aa
4 4
—2pdivipe — AV divy — ZZ].:I a;¥ijo; Vipdivy - Z:;l ai¥i1Vpdive -0 — Z?:I i ¥in Vpdivy
B’h,uv = - Z?:l ai%¥i1 Vrdivy —Y11 Vipdivy s —Y1n Vrdivy
— > aYin Vadivy —Yn1Vrdivy e —Ynn Vidivy

und
Yij = (A1), 1<id,5<n.
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Fehlerschatzungen fiir das dynamische

MPET-Problem

In diesem Abschnitt werden eine Fehlerschétzung fiir das dynamische MPET-Problem (4.15) herlei-
ten. Der Beweis beruht auf dem Stabilititsresultat aus Korollar 4.9 und der Arbeit von Baker [13].

In Anlehnung an [13] betrachten wir ein Lemma und fithren ein paar Notationen ein, die wir im
Laufe der Analyse benotigen. Es sei @ eine Feldvariable, kurz ,ein Feld ¢, d.h., im betrachteten Fall
x € {u,u,v,0,p}. Wir fithren die folgenden Notationen ein

0o =0, gpi=> (" tak),  1<n<y
k=0
1 1
kT3 ::§($k+1+mk)’ Oy = 7(mk+1_wk)’ k=0,1,---,J—1,
T
nty 1o oni ny Lot n n _
<Pw '_2(901 +(,0m)—2(33 +m )+@mv 1§TL§J 1' (51)
wobei J = % ist. Fiir die Fehlerabschitzung benétigen wir Normen in den Rdumen H"(£2) und

in den Bochner Ridumen L?(H"(f2)). Angenommen (w,v,p) € LP(H"™T1(Q)%) x LP(H"(2)%™) x
LP(H"(2)"),p € {2, 00}, dann definieren wir die parameter-abhangigen Normen ||(+;-)||gr v, ||| pr
durch:
I (w; 2 _H 2 é di 2 M% w2
U,U)Hfov,P =9 H“||Lp(Hr+1(Q)d) + 4” v uHLP(HT(Q)d) + I v |||Lp(Hr(Q)d(n+1>)

=

+ Dz (¥
v

_1_ . _1 .
( >|||ip(m<md<n+l>>+||A S D02, g1 gy + 1A 2 QDU g1y (5:20)

)5 = |||A§p|H%P(HT(Q)n)v (5.2b)
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5. Fehlerschiatzungen fiir das dynamische MPET-Problem

wobei

lenH”'(Q)

ol

1
A

wr@ym = [ (|A]) I, =eH (@)™, (5.3a)

Zmll )

1
(Jy A3 @2y ) ? wenn 1< p < oo,

1
A= Lo (v (ymy = { (5.3b)

1
esssupyey 1452l -y wemn p = oo,

A eine SPSD Matrix ist, und wir die Bezeichnung (|A);; := [(A)s;], 1 <4, < m, verwenden wollen.
Durch Anwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung ist leicht einzusehen, dass

1 1
A2z || ey < A2 2] 4r (q)-

Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir ab nun den Index fiir die Raumdimension sowie die
Definitionsmenge bei der Bezeichnung von Normen weg, d.h.,

|| Lo ey = 12l Lo (e )0 -

Lemma 5.1. Es sei « eine differenzierbare Funktion in der Zeit €% = x(t¥), 1 = x(t**1) und
A eine SPSD-Matriz, die unabhdngig von der Zeit ist. Wir definieren

P 1= . — 5 =5 (k+ 1)1 —s)(kT — s)

. ﬁ('as)d& (AO)

. $k+1 _ :I:k :i:k+1 + :i}k 1 /(k+1)7' aSw

wobei T = thH —tk k.= k7t € [0,T). Fiirn,m < J gilt:

n 1 1 1 0%
SRR < oA ey, (A1)
k=0 :
-1
1 & & T 1 0%
A2 ph+ 2 )IP < g5 1A s ey, (A2)
k=0 k=0
m 1 n ) n—1 s io T2 18333 )
DA e+ > cIP < %THAQ ﬁHLz(L?p (A3)
n=0 k=0 k=0
L 1 10T
DI =) P < Tl AR ), (A4)
k=0
L 1 10T
P e T i P e Pt (A5)
k=0
Beweis. Aus (A0) folgt
1 kD)7 93
A3 ph = E/k (k+1)7 = 8)(kr — ) A3 S 2 (. 5)ds.
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Durch Anwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung erhalten wir

1 kD)7 k)7 | 9B
lAFREI < 4 / (kD)7 = s)(kr = s) s [ LAl " (- 5)l*ds
- [ TR e = L [T 0T s (sw)

Summieren wir (5.5a) iiber das Zeitintervall, so erhalten wir (A1l). Anwendung der Dreiecksunglei-
chung auf der linken Seite von (A2) und danach der Cauchy-Schwarz Ungleichung ergibt

T
1A% ( pr + Zpgc )1? < 2(]lA42 mew + )42 Z pal?) Z |42 051%)

T k=0
S Tz S HL?:(L?)
Die Ungleichung (A3) folgt aus (A2), da > 1" (1 < T ist. Es gilt
(k+1)7
AR (2 — 2k :/ FELLIBNYN

kT ot
und mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung;:

(k+1)7 (k+1)7 (k+1)T

lab@ et [ s [ 8‘”||2ds = [t awn s, (5.5D)
kT kT kT

Auf dhnliche Weise haben wir

(k+1)7 Ox k+3)7 |
Lo k+1 ky _ Lor _
A2 (m e ) B Ak+é)¢ A2 ot ( ’S)ds ~/kT A2 ot ( 8)d87

und durch Anwendung der Dreiecksungleichung und der Cauchy-Schwarz Ungleichung:

A (@ 4 2 < 2 (:f; L ds /(]:'f)) 425 ) s
+2/k(k+5)71.ds/k(k+é ||A18"’( s)||2ds:r/k(k+1 |43 8“’( C9)|2ds.  (5.5¢)
Summieren wir (5.5b),(5.5¢) iiber das Zeitintervall, so erhalten (A4) und (A5). O
Der Einfachheit halber verwenden wir den Index “e” fiir die exakte Losung von (3.11), “I”

als Index der Interpolierten der exakten Losung, die im folgenden Lemma erklart wird, und “h”,
wie bereits frither, als Index der approximierten Losung, d.h., der Losung von (4.15). Aulerdem
verwenden wir die Indizes “el” und “AI”, um Differenzen der entsprechenden Gréflen zu bezeichnen,
so zum Beispiel

Le] = Le — ], Lhl = Tp — TJ-
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5. Fehlerschiatzungen fiir das dynamische MPET-Problem

Hypothese 5.2. Fiir die Losung (te; ve; pe) von (3.11) gelte
e LP(H™H(Q)T) x LP(H™H(Q)7),
(ves 20y € LP(H Q)™ x LP(HT (@),
e LP(H"()"),
wobei 1 < r,p e {2,00}.

In Anbetracht der Approximationseigenschaften der verwendeten Finite Elemente Raume gilt
das folgende Lemma, siehe [5, 4.3. Approximation.], [23, Proposition 2.5.4],[31, Corollary 1.109].

Lemma 5.3. Unter Annahme der Hypothese 5.2 gibt es (ur,vr,pr) € Uy x Vi, x P, (BDM, x
BDM, x Py_1) mit

(div ur, wy) = (div u,, wp) fiir alle wy, € div (Uy,), (5.6a)
(Divoy, vy) = (Divoe, vp,) fiir alle vy, € Div(V},), (5.6b)
(p1,an) = (Pe; qn) fiir alle qy, € Py, (5.6¢)
(div @7, wp) = (div @, wy) fiir alle wy, € div (Uy,), (5.6d)
(Divor, vy) = (Divoe, vy,) fir alle vy, € Div(Vy,), (5.6¢)

sodass gilt:
[ter|l < CR"[|uellgr(@ye,  [1div wer]] < CR||div el gr(q), [[terlpe < CR|[tel| griaqya,  (5.7a)
[ver|l < CR"||[vellgrqynas  [IDivoer|| < CR"|[Divve| gryn,  [[Perll < CA"[|pell ar@)n,  (5.7b)
[er|| < CR |[dellgrqyes  [|div ter|| < CRT||div e || v () (5.7¢)
[erl) < CH el e [DVbr|| < CHDivs -y (5.7d)

sowie fiir jede SPSD-Matriz A:

[ Arerl) < OR | Avell e @yucens Mserll < CHI|Asell e qyacsins [ Aperll < O 1Al - e
| A(@Divuer + Divoer)|| < Ch™ (| A(@Divuel -y + IADive) |- 0ye)- (5.8)

Fir die Anfangsbedingungen wollen wir im Weiteren stets annehmen, dass

(0 — 7, (“’h)> = (0 — s, (“’h>> = (0 — ), an) = 0. (5.9)

Zh Zh

Man beachte, dass diese Bedingung auch in der Praxis leicht realisierbar ist, indem man einfach
mit den entsprechenden L2-Projektionen der Anfangsbedingungen arbeitet. Die schwache Formu-
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lierung (4.15) kann man in Anbetracht der Definition von G, siehe (3.29), auf folgende Weise aus-
driicken

1 2
MT2ah(u:+2 ,wp) + %(di ut d1v wy) + (M + D)(rkH rh), (Z’:))
k+2 : 2 k+1
Tl apy, Divwy, wy, T frra wy,
(( :4,, ) 9 (DiVZh>) (M3h7 < h))_ 2 (<gk+é> 5 <Zh>), (510&)
2 2 3
- %(QDWW — ) @) — DIVl — o)) + T (Lapy an)
*(D33( W= D), an) = 0. (5.10D)

Die folgende Anmerkung ldsst uns das Gleichungssystem (3.11) dann in d&hnliche Form schreiben.

Anmerkung 5.4. Es sei (ue;ve;pe) die Losung von (3.11). Dann gilt:

M—Tz(e('u,lg's'1 + u’e“), e(w)) + j(div (ug ARy, ) div w) + (M + %ﬁ)(rf“ — rf), ('w>)

2 4 z
7 (a@tt +pE)) (Divw), oo (w), _ T [ (w
4 (< PEH +p§ "\ Divz ) = T(Mse, P ) = 4 ( g"+g-1 ]\ 2 )
- T = w 2 w
+T((M+§D)pff, (z>)+2(Mp’§, 2 (5.11a)
72 . k+1 k . k+1 k k+1 k
_Z(am&l’e - ue)’ q) - Z(Dlv(ve - Ue)v (I) (‘633( + pe) )
T phtl k 7 ok ok >
+ Z(D33( - pe)a Q) = —Z(QMPW q) - Z(Dlvpvv q) + Z(D33pp’ q) (511b)
und

phtl ok — (3’<hL1 + sk 7ok (5.11c)

e

Beweis. Aus (3.17) und (3.22) folgt

M. + D¥e + Lre + [513 Pe = f] , (5.12a)
Log g

,':'e = Se¢, (512b>

D31te + D320 + D33pe + L3zpe = 0. (5.12¢)
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5. Fehlerschiatzungen fiir das dynamische MPET-Problem

Fiir zwei Zeitpunkte ¥ und t**! kombinieren wir die entstehenden Gleichungssystems von (5.12)
und erhalten so

£ k+1 k
M+ 85 + DEE +08) + Lk 4ok )+[ (et + k) = lfkﬂig . (5.13a)
PRk — gkt gk (5.13b)
Dy (W™ 4 al) + Dag (08! + oF) + Dag(pE+! + pl) + Las(pit! + pf) = 0. (5.13¢c)
Unter Verwendung der Definition (A0) von p¥ ergibt sich
k:+1 Sk: _ pktl Tk L fk+1 + fk
9 e _ Lk IP( ¢ e £ k—l—l k 13 k+1 k
M2y DT gl L )+ | B bt = | T
(5.14a)
E+1 _ ok
Te —Te k k+1
o(~e——Te _ o) = , 5.14b
(F——c - 4k) + sF (5.14b)
ubtl — gk vh+l gk fHL_ ph
2Dy (M — o) + 2Dsa( T — ) + 2D (PP — ) + Ls (! 4 ) =

(5.140)

Multiplizieren wir (5.14b) mit 2M und kombinieren die entstehenden Gleichung mit (5.14a), so
entsteht das System

shtl _gh _ okl gk ke ok L] jr
2M( S T : _ps>+2p(%_pr)+£( +re)+ ,C (pe +pe)
fk+1 +fk 9 _ pktl ek 2 _ k 1 A

= [gk+1 +g* 2-M(= < —pr)+ —M(se T tse). (5.15)

Danach multiplizieren wir (5.15) noch mit % und (5.14c¢) mit %-. Die entstehenden Gleichungen

lauten damit

B 2 £ ot T [P
(M+ D) (e —rf) + L + 1) + Z (P 4 pe) = TMse = |k
~ L T Ak iy k
T(M+ 5D)pr + *MPS, (5.16a)
’ k+1 W, T k+1 k+1 _ k+1
T Pa(uc™ —ug) + D (v - )+ - 1 Dss( o phy 4 533( 1t pl)
7—3 T T
= —D31p5 + f’l)ggplg + 7D33p’;‘ (5.16b)
4 4 4
Das Gleichungssystem (5.11) ist dann die schwache Formulierung des Systems (5.16). O
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Als Néchstes werden wir zwei Gleichungssysteme, (5.18) und (5.21), herleiten, die wir spater fiir die
Fehlerabschiatzung bendtigen werden. Dazu subtrahieren wir (5.11) von (5.10). Mit (3.30) und der
Konsistenz von ay(+, -) folgt

ur? i A2 k1 k+1 ky [ Wh
7%(( +up), wp) + 7(le (up ™ + uf), div wy) + (M + D)( —Th); 2 )
™ (et +Ph) Divawy, -k (wp), _ pT’ Kl | ok
(( k-i—l +pt )\ Divay ) — T(Ms;, 2 ) = 5 ap (U™ +ul, wy)
2 2
+ 27 (div (), div wy) + (M + ZD) (e — o), (“’h>> — DMk, (“’h)>
4 2 zp 2 Zn
™ (o(pttt + pk) Divwy, - k[ Wh - T\ k [Wh
- 4(< p’é"—l + pé: ) DiVZh ) - T(M'se7 2 ) - T((M + §D)pr7 2 )7 (5173“)

2 3
- %<aDw<u’f“ ). - O o). @)+ T (Canp ™ + o))
72 k+1 k 72 k+1 ok 72 as k
Z(Dss( —Di)qn) = —Z(aDlV(U U ), qn) — Z(DIV( —v;),qn)
T T 7—3
§(£33( AR pe) qn) + Z(®33(?§+1 - Plg)a an) + Z(“@Pﬁa an)

=N -3
+ Z(DIVP57 an) — Z(D3SP§7Qh), (5.17b)
und
r,";“ —rh - 2( s sk = phtl _pk _ %(SSH + 88y — pk. (5.17¢)

Damit erhalten wir fir (uy, vy, pr) € Uy X Vj, X P, dank Lemma 5.3 das erste System

/u' A2 . - T wy,
o+ ) )+ 0 G ) i )+ (DYt . (1))

2 Zh
2 (a(pftt +pk) Divw - w 72
_ hI hI LIvwp | k Ry HT™ k+1
4 (< ph] +p’}i[ ) DiVZh ) T(M'Shb 2 ) 2 a’h( + ue[7wh)
w - w w
((M+ D)( b 7“5[), <zh>)_T(Mslgla ( h))_T((M+ D)pm ( h))
h zp zp
2
T k[ Wh
5 (Mo, (Zh>), (5.18a)
72 . k+1 . k+1 k 7 k+1 k
- Z(aDlV(UM - Uh[) an) — (DIV(’UM — 1), qn) + §(£33(Ph1 + Dh1), an)
72 E+1 k 73 -k ™o k 73 k
+ Z(Dss(phf —Ph1),qn) = Z(a@pu, qn) + Z(DlVPmQh) - Z(D33pp)qh)- (5.18b)
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5. Fehlerschiatzungen fiir das dynamische MPET-Problem

und

1 _ ok k1 k1 B+ k
Thi 7“111—5(%}r +shp) =1l (5 It sé) — o) (5.18c)

Wir sehen, dass (5.18a) unter Verwendung von (5.18c) umgeschrieben werden kann. Aus (5.18¢)

haben wir
k+1 k k k+1 .k k E_ k+1 k G+l _ gk
— e T e = e el): .
(rn; —Thr) — T8h — (7] Ter) + T8¢ + TP 5 (Shf — Sphr) — 2( 7 — Ser) (5.19)

Setzen wir (5.19) in (5.18a) ein, so erhalten wir

NT2 k+1 Ar? k+1 k . T k+1 k wp,
5 h r((upr + ufy), wy) + T(le (upr +upp), div wy) + Q(D(Thf —Th1)s )

k+1 k :
a(p,;” +pir) Divwy, T ka1 k wy,
— y . + M S — S8 )
4 (( p’é}rl —|—pr[ Divz,, ) 2( ( hl i) z )

2
UT T - w T - w
= 7%( uf 4 Uehwh) + Z(D(rffl - 7“51)7 ( h)) + 5(/\4(3?1 - 3121)7 ( h))

2 2
T Ak ([WhYy Tk [ Wh
(D4, <Zh>> (M, (zh>>. (5.20)
Um das zweite Gleichungssystem zu erzeugen, summieren wir (5.18) von k = 0 bisk =n < J—1 und

dann von £k =0 bis k =n —1 < J — 2, und kombinieren die entstehenden Gleichungen. Schlieflich
multiplizieren wir das Ergebnis mit %, verwenden die Definition (5.1) und erhalten so

2

T A2 . n+i .. —~\ n (04 : Di
(s on) + 25 v i )+ (4 T () - <( %“),(”wh)

Zh 4 n+g Divzy,
p,hI
2
HT n+3 T, - wy, - T=\ nti [wp
= Tah(()@u e%?wh) + 2(M(§0:’h[ (ps eI) ( h>) + ((M + §D>Tel 2’ (Zh>>
7- —
_( Zpr+zpr ZM Zps+zps ( ) ) (5213‘)
2 2 3 2
T . +3 T . +3 T T 41
- Z(QMUZI *.qn) — *(DIVUZI *,qn) + 3 (Lssp,, hth) Z(D:&spz[ ®.qn)

n—1 n—1 n—1

aD1v Zpu+2pu ) + Div( ZPU‘FZ% an) ——Dgg pr+2pp qn). (5.21b)

Die Gleichung (5.21a) kénnen wir noch in anderer Form schreiben. Zunéchst summieren wir (5.18¢)
von k=0bis k=n—-1<J -2, wodurch sich

T k
5(90?,h1 — ) =T =TT = T Y P, (5.22)
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ergibt. Dann setzen wir (5.22) in (5.21a) ein und erhalten unter Berticksichtigung der Anfangsbe-
dingungen (5.9) die neue Form von (5.21a)

/u' n+i DY I G T wp, 1 n+1 wp,
e an@isdwn) + v G div wn) + OO+ o), (1)) + S = o), (Y1)
72 a<pn+ 2 Divwy, pr? nl T wy,
_ p,hl = 2 D n+1
. o ’(Divzh>) g (et o) + (PO 7). <Zh>)

1 v n+1 n wp T\ n 7_2 g k = k T2 v < k = k wp,
+ (M —rly), )= (Mpp+ DO pr+ D> o)+ MO o+ > k), )-
2 Zh 2 1 %= k=0 4 k=0 k=0 Zh

(5.23)
Mit Hilfe von (5.22) kénnen wir HM%(QDZJLI — % o1) || abschétzen:
INNVE; Ve 0 0 = k
§||/\/l2 (Psnr — Psenll = IM2(rpp —rer +rpr —rep +7 Z o)l
-1 1
< [IMEvgy | + | MEr2 | + | M3 () = 0)]| + 7| M3 ZPTH
k 0
-1 —1 1
< IMErgy | + [ MEr2 | + M3 () = 7O + 7(= Z M2 1?)2
—1 -1 -1 T — 1 83,"
< IMEeR 4 CR (M2 g + IMEP2 ) + 4| 572 M2 | 22
5y IR OB A2+ 20 )+ 7210 e
-1 -1 T _ 103
< I+ ON ATl oy ] 371 S 0 (5:24)

Im folgende Lemma werden wir das grundlegende Stabilitdtresultat anwenden. Danach fithren zwei
Lemmata ein, um die Restterme in Lemma 5.5 abzuschétzen. Schliefflich liefert uns Satz 5.8 dann
die Fehlerschétzung fir (u,v) in ||(;-)|lv, xv-

Lemma 5.5. Es sei die Hypothese 5.2 erfillt. Dann gilt:

ou, Ov
I \|Uhxv+||soph,||p_cl(hTu( S v + B (1) fsescve
Bu. 0Pv 8 u, 0*v p T 1
2 e e 3 e e 3 1
155 g Muzxve + 71 (g 5 Mogsve + 7 II@|ng+§OIg§§JII( Ds3)2 o nrl

2
HTZ) K AT?
+ max Ao ekl + mas ([ S div ol + max [MEr]), (5.25)

wobei C eine Konstante unabhdngig von allen Parametern, der Netzwerkskala n, der Maschenweite
h und der Zeitschrittweite T ist.
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5. Fehlerschiatzungen fiir das dynamische MPET-Problem

Beweis. Das Ergebnis folgt aus dem Stabilitédtresultat von Korollar 4.9. Um das einzusehen, schrei-
ben wir das Gleichungssystem (5.21) in der Form des Gleichungssystems (4.15) an und bekommen

2 2 2 n+ty .
ur ntd T _ wy, T aappﬁl Divwy,
5 ¢ an(Wyr *,wp) + —— 1 (leUhI , divawy) + (M + D) Th ’<Zh>)_4(( nz; '\ Divz, )
p;
2 2
pr? T . on . uT n+3 T n n w
— oy wn) = v e div wn) + U an(lE wn) + S — o) (B
2 4 2 2 Zh
n n—1 2 n n—1
- T, nti [w T, -  T.= T
(0 5D () - (G SOk S+ T S ()
k=0 k=0 k=0 =0

2 Zh
(5.26a)

no

2 1 2 1 3 1 1 2
T . n+l T . ntl T +1 T +1 T
- Z(GMUZI San) — 7(D1V'UZI Soan) + *(/333802 hi Gn) + *(Dssﬁpz hi Gn) = *(DSSSOZ,;LH qan)

% O’.DIV(Z Doy + Z Py) + DIV(Z Py + Z Po),dn) — < D33 Z Ppt+ Z Pp),Gn).  (5.26b)
k=0

Unter Verwendung von Korollar 4.9 und der Definition von Ay, (3.41) (Ayy = =M+ TD) ergibt sich

nti
I ? IIUhxv+H90pMHP<C \/ IIsoumllDGﬂ/ IIdlvsoumHﬂ/ H%JHDG

Tt n L n+tg 1
+ SIME (L = oDl + (M4 ZD)2rl 2+ 2| (M + DQZmZm
7' ;
+ M2 ( Zps+zps I+ = ||A > (oDiv( Zmﬂrzpu +Dlvzpv+zpv)
T 1 72 1
+ 1D el + T I-Da) NS b+ 5 opl)- (5.27)
k= =

Mit Hilfe der Lemmata 5.1 und 5.3 schétzen wir die Terme auf der rechten Seite wie folgt ab:

2 1 n—1
ure 4l " ,LLT 2T
5 Puel IDG = o el)IIDG = el)IDG
5 lle 717 || (u ) + D (i ) [ he < le(uk“ﬂw’“)ll2
k=0
2T ur? 2T (9u
< oprhT (WFH £ uh) )2, < ot T i1y, (5.28a
= 5 ZII Mz = = ||L2(H+1) (5.28a)
- T 1 ntl - n+i L nJrl
o [(M+D)zr IQHQ(E)S& Ch¥ (|| Mz 2||H7+|||( D)2r 2III%V)
107, 1 Ore
5, O MG Wy + NG D)A 5 ) (5.28)
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T 1 ,8 Te

o SlIM+oD)x( ZprJr Zp’ﬁ)ll \/7T2||(M +5D)? 73 ez, (5.28¢)
72 IvE T ~10%,

o lIMzE( Zps + Zps S \/480 ?(lMm2 54 “llz2z2), (5.28d)

o A~ (aDiv( Zpu+zpu)+Dlv va+zpv

|
I\D\\]

T2 1 T v,
< —||A™ 2 (aDi Div—— 5.28
@)3N|zmjwﬁ+lmwmmm, (5.28¢)
7- 1 T 3 = lagpe
i ZH D33 )2 ( pr+ pr < \/@T ||(_,D33)2WHL2(L2)~ (5.28f)

Setzen wir (5.28) und (5.24) in (5.27) ein, dann gilt fiir eine Konstante C1, die unabhingig von
allen Parametern, der Netzwerkskala n, der Maschenweite h und der Zeitschrittweite 7 ist, die
Abschétzung;:

n+tl n+l ~ ou VT 1 0r
I e + e e < Ca (0 0 2 gy + Ym0 i

f r 6T6 T

-G mqu+hmwhnmpmn+THM4+ L AT
_ 63 v - 10°Te = 7a3pe

+ 7||A (aDIV o ¢ 4+ Div—sn pYe )HLQ(LQ) —1-7'3HM2 7 ||L2(L2 +TSH(_D33)2W”L2(L2)

*H( D33) 2<Pp,h1\| =+ \/ HS% nrllpa + \/ ||d1V Ounrll + ||M27‘h1||)

Schliefllich verwenden wir noch die Definition der Norm (5.2) und nehmen das Maximum auf der
rechten Seite, woraus (5.25) folgt. O
Lemma 5.6. Es sei die Hypothese 5.2 erfillt. Dann gilt:
2 2
T n+ ,u A 2
T adnax [1Azey 7 <:Cb(q,ngg3—§fn¢uthDG-+ &2 max “1-div o,

-2
— 1
+ & max [Mrky |2+ &(GD)3 (i + i) + & max [~ D)
PBu, v,

T3 S 1 a4l au v
5 ate)||U2><V2 +T5||( o3 ) 8t3 )||U2><V2

_ 1 nt r
+ (- Laa) b hi I + T (5
Ou, 0t
(G G e eve): (5:29)

wobei Cy, €1, €9, €3, €4, €5, €g Konstanten unabhdngig von allen Parametern, der Netzwerkskala n, der
Maschenweite h und der Zeitschrittweite T sind.
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5. Fehlerschiatzungen fiir das dynamische MPET-Problem

Beweis. Fiir jedes (up;vp;pr) € Up X Vi, X P, existiert nach (4.11) ein vgh € V, sodass

+1
+3

n+3
DlVUo h = -’422 SDp p und ||’Uo rllpiv < ﬁthAQ Pp.hl I (5.30a)
Ebenso existiert ein u’(‘j’h € Uy, sodass
ok
muo,h - 2\/>A4 SOp h[’ s, h||A3 Spp,hf || (530b)
w N
Wiéhlen wir ( h) = VI = "“0 , in (5.23), so ergibt sich
Zh — A’ v,
2 2 1
HTe n+: T k T . nt+s . T k T n+1 n k
5 (9% S 2.7 Oh) 1 ——(div @u,h%?dlv (ﬁuo,h)) + 4(D(TJ +"°h1)a7°o,h)
1 1 k 72 1 ntdl oo ur? nt+s T uk
+ 5(/\4(771;r = Th1)sTon) + ZH(A2 +A3)2ppi 17 = o 0 W Puel» 5= 27 ug )

+(~ D( ) + M( mH ) k) — (= S Mo} + DZpﬁZp’ﬁ) o)
k=0 k=0

2 n n—1
MO PE+ >0 6 5)- (5.31)
k=0 k=0

Mit der Definition von Ay, (3.41) und (4.30) erhalten wir

T 2,k 2

T k

T =1 -1 1 [ 2,7%,n 72 ntd nt

H(gD)zr’&hHQ, ’|M2Tg,h|’2 < || Ady ( \lev ) ”2 ( deHAs p, hi H2 +5dh”A2 ©p, h;H2>
2722 Yo n

< r262|Az g 2 7|12, (5.32)

wobei 3? := max{ﬁggépd,ﬁii},ﬂ = As + A3 ist. Unter Verwendung der Definition von ~ (3.41)
und (5.30) bekommen wir dann

2

T n+i T ,uT €1 o2 ur?
7%(<Puh1a2f Oh) ||90uh1||DG+ ah™ o o, ”2f OhHDG
2 1
/LT €1 nt+i /LT €1 n+i 1 nts
< ||80uh§||2DG+Cah 126 H oallbe < H‘Pu h}HZDG"i_ZEHANpp,h;HQ (5.33)
A2 gl T & )\T €2 ntlio AT 1 T . ko2
T(le Pun» iV (ﬁuo,h)) < — Hd V Oy nill”+ T%Hﬁdw Uo,h”
/\7' €9 n+ /\7' €9 n+
< 5 ldiv %hfrll2 T2 L ldiv ug > < - - [ldiv %h1||2+ || wphfllz, (5.34)
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wobei 32 = max{ﬂ%,ﬁgi,ﬂ;}%éghépal} ist. Jetzt wenden wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
auf (5.31) an, und folgern mit Hilfe von (5.32),(5.33) und (5.34)

TS —1 ptl /u' €1, n+ti 72 2 n+ €9 A2 n+ T ﬁQ ; n+i
ZHAQ‘PPh;HQ IISDuh?HDGJr 126 Z||Azg 2||27L 5 i %hfrll2+ || 20pni
163 1 164
+**|l( )2(7’21“+Th1)||2+72ﬁ2*||/\ Po 1H2+ HM2(7°ZIH —TZI)IIZ
2 42 2 /“' € B A3 o leg Tl np 2
+ P8 R IR+ A 2 e + T o IR I + 3 SIG D) + 7))

167 1 687'
+7262fHA sophf ||2+ IIMQ( o - )||2+72527||A wphf ||2+ H/Vl?prll2

1
n+3

~1 n+ 72 €9 7' 1
+7—252I‘|A2¢p,h? ||2+** 5 )2 ( ZPT+ZPT ||2‘f‘7252 ||A Pp.hl [&
7’ €10 1 n-l-l
+**||M Zps + Zp§)||2+7252—||A Ppni lI*- (5.35)

k=0
n+

. : . . 2 <~ 1 n+3 3 5 1
Addieren wir zu beiden Seiten T ||(—Ds3)2 L,Oz,h? 12+ S 11(—L33)2 ¢, 17 H2 dann erhalten wir

1 npti ,uT €1, n+l €9 A2 n+i €3, ,T = 1
TabE < B b + 25 v 3 I + UG + )P

€4~ MT €5, n+i €6, T .~ 1
+§HM T2f1*Th1>\|2+ HWUEIQH?DG+§H(§D)2( )|

7' 68 7' 69 7' 1
IIM 2t — )P+ I MER P+ I5D)2( prZpr )|

2 1
7' 610 = 1 = 1 nts
|M2 E ,05 § Ps ||2 ||( Z33)27ﬁphIH2 ||( ‘633)2(14 h;”2
p7

/5’2 32 52 52 32 52 g* B ﬁQ B% | oyxi ntdio
— t —F — 4+ — + — F+ — F — + — A 2=, .
+ (261 2¢0  2e3 + 2¢4 + 2¢5 + 2¢e6 + 2¢e7 + 2€eg * % 2¢€9 26 2607 | *Pp.ni I (5.36)

Setzen wir in obiger Ungleichung dann
61:62:63:64:65266:672682692610:4062

so lassen sich mit Hilfe der Lemmata 5.1 und 5.3 die Terme auf der rechten Seite wie folgt abschétzen:

pr? ot AT’ 2 . AT 2
o 5 lewnilipe + =~ lldiv ourd] 1I<HI?‘<XJ7”90uhIHDG+1I<III?<XJ7Hd1V‘PuhIH (5.37a)
o [ME(rpit—rin)|? <4 max [MEr)?, (5.37b)

0<k<J
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5. Fehlerschiatzungen fiir das dynamische MPET-Problem

/«LT 2r M au@
< 2CTh s .
R L e e e o e (57
T \2/..n r R T 81‘6
o [[(GD)2(r +1+7“ez)||2 = CR (5 D)?( e )G < Ok’ \H( ) LR
: 5.8) (A5) ot
(5.37d)
_ 10re
o M@ ) <)Ch2*mM% it =l < O M2 S ey (5.37e)
2 16 Te
* HMQer )5, H 3t3 HLQ(LQ)’ (537f)
7' 1 9 T 7.=10%,
. IGP 2<Zpr+zpr P S Gl GD g e (5378)
-1 k k2 ;8 Te
. ||M2(Zps+zps)ll 7IIM 1 222, (5.37h)
- (A2) ot
7 M.\ s _ T N.VE m 2 .
o TIDag)bionni I < T e I(-Dis) il (5371

Setzen wir nun (5.37) in (5.36) ein, so sehen wir, dass es Konstanten Cs, €1, €2, €3, €4 gibt, die
unabhéngig von allen Parametern, der Netzwerkskala n, der Maschenweite h und der Zeitschrittweite
T sind, sodass:

T 1 n4 )\
ZHAZ‘Pp,h;HQ < 02(61 mkaXJTH@u h1||DG+€2 lglggjflldlv SOuhIH +€3 GDax, ||/\/127°h1||2

72

_ = 1 _ = 1 n4l
+ 64||( D)z (rif ' + )2 + 65? max, 1(=D33)2 opurll” + 667||(_£33)290p,h; &

1 87“5 1 87“5

0
+p2rE /“— || Ue

d 2 aqgary + TR

HL2 (Hr+1) T 1% || D> |HL2 (H™)

78 Te 1 0%, 78 Te
PN ey + 7D 83||L2<L2+T||M S HW))

Schliefllich verwenden wir noch die Definition der Norm (5.2) und folgern damit (5.29). O

Lemma 5.7. Es sei die Hypothese 5.2 erfillt. Dann gilt:

[,2 /
/,LT k )\T 1 k
1211,3%(] THS%,MHDG + 12115%1 1 ——||div ‘Pu nrll + Jmax, HM”’hIH + 5 o@i?q (=D33)2 o prll

r r aue c')ve 8 Ue (’3 Ve
< Cs(Wll(ues ve) lugexves + 17115 HUW + 7S ) v
O*u, v
2 e e
e O v + Tl Pip). (5.38)
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wobei Cy eine Konstante unabhdngig von allen Parametern, der Netzwerkskala n, der Maschenweite
h und der Zeitschrittweite T ist.

Beweis. Zunichst wihlen wir in (5.23), (5.21b),

whp, 1 n+i
(%) = 2(90%1 Prn1) = Q(Thz +7h1), Qn = —490p,h12'

Es folgt

2 2 2

T 1 1 UT AT v AT L. 9
5 (Puhr Punt) = 5@ (Punrs Punr) + = Idiv (Gy D1 = == ldiv (g

1 1 (Jtcme1 Divun+%
A 4 1 2 v 12 ~ 1 2 2 hl Div
D)z (rif L+ w12+ M2 — Mg |2 — ek P e
apphl Divv,,;

l
3 1 1 1
= put ah(@ud,@ﬁﬂ Cunr) T (5 D(TWF +ri),rhl )

- E(Z_Xz pr+ Z o) rptt R + (ME —rl), e+ rgy)

2

- Z Ps T Z pe) + T Mpp i ), (5.39)

k=0 k=0
. nti ontd n+3 3 nts  nt+i 2 n n n+
TQ(“@”;L[ 2, @p’h?) + 7 (Dlvvh » P, i ) — (£33<Pp Wl Pp, i ) — 2 (DSS(‘Pp—Z} - ‘Pp,h[) Pp.nl 7)
3 = — ntsy
. k
= =5 (aDiv(}_ py + Zpu wphf) - = DIV va + Z 0e)s Cpni)
7_3 n N n—1 . g1
+ 5 (D3> Py + D Pp) Pyt )- (5.39b)

Nun kombinieren wir die obigen Gleichungen und erhalten so

:u’T (ah( n+1 n+1)

n+1
5 Pu,hI> Pu,hl

P .
an(Punrs Punn)) + = (1div (o, LI = lldiv (0 )%
T A1 n v ~1 n T 1 n
+I(5D)> (e eI+ IMErF P — Mg + — (I(=Ds3)> 2 — [|(~Ds3) 2 )

3 n n—1
T 1 n+ T — k
+ L) b2 = T (DO 4w — DY g+ 30 A el

2 n n—
1 v 1 Y k k v 1
P an(Gt e — )+ (MO = o) = T o+ 3 k) — M e )
k=0 k=0

3 n n—1 n n—1 1 1
— 5 (@Div(Y" ok + 3= ph) +Div(Y" b+ > h) i) + %(2733 Z ok + Z Pp) Pt )
k=0 k=0 k=0 k=0

k=0 k=0
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Verwenden wir nun die Cauchy-Schwarz Ungleichung und summieren dann die entstehende Unglei-
chungen von n =0 bis n =m < J — 1, so ergibt sich

MT m+1  _m+1 A2 m+1 2 T L+l 2 L om+1p2
(‘Puhh‘f’uhf)JFTHle Coni )l +ZH 5 y2(rn +rpll JrHMthI |

2
2 1 ontgo 72 : 2
— M+ S Z 1(=L33)2 07 7 + - [ (=Ds3) opii 11?7 < RS(5.40)- (5.40)
n=0
ur C’ 1 & "

RS(5.4O) b Z ||90u el ||DG + (Te1 Z H‘Pﬁ#] - <Pu,hIH%G

mr 1 o T 5k o
+ 3 IGDRCL +rilF 47 3 G Zprr I+ 5 D IR + ril

n=0
+ 3 LS bt - )+ if— T Zp +Zp P+ anzp &

2 Tey = el 276 = 2 s 8 r

L e n € I, 1 . .
5 Z M3 i+ e+ e Z Tl z(amz it S o)+ DS g+ 5 AP
k=0 k=0 k=0

#3a 2PN + 55 DD sz IE+ 5 T Dabe

n=0

Mit Hilfe der Lemmata 5.1 und 5.3 schétzen wir die Terme auf der rechten Seite wie folgt ab:

o M| < IMER ] + M3 (- 20| < 20hr|”M§TO|”HT < 2CH | M| oo ggryy (5:A1a)

n+ ou ou
. lewu,efl\pc 5; )2CTh2”Z|| €||L2(Hr+1)<20—h2”|| 6|\L2(HT+1), (5.41b)
m
L Z HSDZJZIJ - ‘PZ,MH%G <dr Z ||SOZ,JZIIHDG <4T omax, ek hI||DG7 (5.41c)
n=0
TL T 1 n r 18r6
. le( D)z (rlf ! + )| <)Ch2 ZIII( D)z (rit + )|l %e (A<)Ch2 |||( D)> |||L2(H’)a
n=0
(5.41d)
28 1 Tt N~k n_le 2TT 157‘e
o7 ZH(§D)2(ZPT+ZPT)II 5 S IGD)2 T . (5.41e)
; n 1 107
. fZ IMEG =l < Lo 3 Mt = ) S PG
: n=0
(5.41f)
1 & 1T T T2 _ 16 T
. ;ZOII* Zps+zp )II2 e A o 222y (5.41g)
n=
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1 & -1 1 0%
o > lrMEpp| AS H Mz 1212, (5.41h)
n=0 (
m
- -1 .
o 7Y IME@R + ripI? < 4T max M|, (5.411)

5 m 1 L n N n—1 3 n N n—1 N )
o T lATe (am(z Pt D Pu) + DiV(Z o+ Y 00)
n=0 = k=0 k=0

ST H “# (aDiv= S A Rl (5.41))
. 3|l ”*2|!2<Z JAdg a2 (5.41k)
— Ppil 0 12 Pp T I .
Ui 1 T T 1 8 pe
o 70 [I(=Ds3)2( prJerp ][ = 7o 1= Dss) 5 g 17212, (5.411)
n=0
- 1 ntl T 1
o > l(=Dss)2pp |17 < = max |[(—Dss)2eep s> (5.41m)

T 0<k<J
n=0
Setzen wir Nun (5.41) in (5.40) ein, so erhalten wir fiir eine Konstante C3, die unabhéngig
von alle Parametern, der Netzwerkskala n, der Maschenweite h und der Zeitschrittweite 7 ist, die

Abschétzung

\1

C hCDGh II¢?Z}I|DG+ ||GhV (Pinr) 2+ ZII D) (it + D) IP + M2

)b ntiig T 1ome12
+* Z [(=L3s3)20, 1l +Zl|<_D33)2<pp,hI |

187“6 16re

W, 0Ue o
= |||L2(Hr) +7YD2 = 7 re

< Oy (W IME vl ooy + 07515,

12y + 73R || D

e h A T2y A T2y ’Z:H%Q(Lz) +r4||<—1>33>2‘9;;||%2@2>
+ 74|A (chlvaa3 -~ + Div a&)tg )HLQ(LQ)) +4T€122 ml?échlapu nillbe
+2T620?I?§XJHM%TZIH2 +1;€:0< & 1||A2‘Pp, 1||2 TT42€4 OlgkagXJH( D33>%90§,h1”2
< 03(h2*|\<ue;ve>|r%fsow+h2*|r<a§’: O gy + (e T2

P T 2o P TR 44T T max [k il + 2T g, M5l

I max A3+ T s 1-Di) bkl (5.42)
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5. Fehlerschiatzungen fiir das dynamische MPET-Problem

Aus (5.29) fiir e3 = 27'Cy sehen wir, dass es eine Konstante C3 gibt, die unabhingig von allen
Parametern, der Netzwerkskala n, der Maschenweite h und der Zeitschrittweite 7 ist, sodass

1 & 7 - -
CarCron- ||¢TZ}||DG LA ||le (eur DI + 3 > ||(§D) ()N + M2
n=0

2
l ~
+*Z 1(—=L33) 290ph1 ||2 7= Dss)WL”ﬁllz < Cg(hzrll(ue;ve)l\%r,wvroo

6ue 8'06 a Ue 6 Ve

tu, 0t
I G e+ 1 s S g N Gt e+ 122,
72 A2
+(4T€1+€1)70@,?<XJ||<% nillba + (2Tez + &) Jnax, ||M27‘h1” +ée m,?X 7||d1V <Pu nill?
72 L T AL _ 73 = 1 n+l
F(Tes+ &) mox (-l + &l (D >2<r;31“+rzf>||2+e6§||<—c33>w,,,hf||2.

(5.43)
Setzen wir zunéachst €4 = €g = 4, €1 = (4T€; +€1),é2 = (2Tea + €3), €3 = Tey + €5 und nehmen dann

das Maximum auf der linken Seite, d.h.,

72
H% nillbe < ConCpapRS(543),  max 7Hle o nill® < RS(5.43),

max
1<k<J 2 1<k<J

2
Si0q2 T Lk 2
omax, IMErf || < RS(5.43) + [ Mz |7, T ol [(=Ds3)2ppprll” < RS(5.43), (5.44)

so ergibt sich

)\ 2 1
1f<nk<XJ 5 ||<Puh1|\DG+121,§<XJ7||d1V¢uh1||2+01£1}?X ||M2rh1||2+101§]3§J||( D33)2<Pp,h1||2

Oou. Ov, Pu, Pv
2 2 e . e 4 e, e

< czo(h’“||<ue,ve>||Uwoo+h’”H< R [ LAY

*u, 0w ur?
4 e. e 4 ko2
e ) 2 e+ T ||P2)+<c {Cpap +3)a g max llohuillba

2
-1/ 1k 2
+(Cat Cpen +3)(& o [|MErf|* + &7 max |(~Dss) 2
)\ 2
+ & max “[div o). (5.45)

wobei 6370 eine Konstante ist, die unabhéngig von allen Parametern, der Netzwerkskala n, der

Maschenweite h und der Zeitschrittweite 7 ist. Setzen wir abschlieend noch €, = é = & =
5 = %(Q;hl@DG’h +3)~! und ziehen die Wurzel aus der entstehenden Ungleichung, so erhalten
wir (5.38). O
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Satz 5.8. Es sei die Hypothese 5.2 erfillt. Dann gilt:

+1 +1 Oou, Ov
maxe lr® = r oy < Con (W0 0 lue + I 2 vz

0<n<J—1
PBu. v Nu, 0%
2 e, e 2 e . e
T L A )

wobei Cy,, eine Konstante unabhdngig von allen Parametern, der Netzwerkskala n, der Maschenweite
h und der Zeitschrittweite T ist.

Beweis. Nach der Definition von ||(+; ~)||%1th sowie (4.16), Lemma 5.3 und (A5) haben wir

pr’

nt2 nti )\ n+ 2 _1 n+3
1775 H ey = 5 b+ - Iiv wly 2+ 7 A~ (Dively" o+ aiva ™ ) |
n+ - 8ue 8ue 10T o
AR 212 < OR (BN 2, iy + I T gy + AR TN
1 0r _1 81; ou
+ 102 5 iy + 1A :Div i oy + 1A 2aDiv 7 s HT))
Bu ov
= onr (2 e e (5.47)
Anwendung der Dreiecksungleichung ergibt
n+%
e = R gw < Ity locv + 7 2o (5.48)
Setzen wir (5.38) in (5.25) ein, so erhalten wir
ntl ou, Ov Pu, v
77 2 o, xv < c(mu(ue;venwwrm + RN, 5 ) vz + 7 “<W;; 5 Mozxvz
N, 0*v,
+ 720G ) g + 2 2P i lez ). (5.49)
Setzen wir dann noch (5.49) und (5.47) in (5.48) ein, so folgt (5.46). O
Lemma 5.9. FEs sei die Hypothese 5.2 erfillt. Dann gilt:
r 3u5 8'05 r 8'ufe ave
Lol < G (W15 S lozeve + WG o luv
Pu, v *u, 0t 2p T
2 e, e 3 e, e 3¢9 P T
PICSEs St g + I S uevs + 7 S gy + 5 s [ M sy

M e bl + 0 max iy byl + 2 max [(-Da)iplil),  (5:50)
2 0I<nk<J uhl ba 4 Omax v uh[ 20 <k<J 33 ph[ '

wobei Cy eine Konstante unabhdngig von allen Parametern, der Netzwerkskala n, der Maschenweite
h und der Zeitschrittweite T ist.
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5. Fehlerschiatzungen fiir das dynamische MPET-Problem

Beweis. Das Ergebnis ist eine Folgerung von Korollar 4.9. Wir schreiben das Gleichungssys-
tem (5.18) in der Form des Gleichungssystem (4.15) an und erhalten

2 k+1 k 2 k+1 k k+1 _ .k
T u u ATS L u u . r r w
7%(7h1 L app,) 4+ = (div —2L——L div wy,) + (M + D)i’” AL ( h))

2 2 ’ 4 2 2 Zh,
K+ ) 2 2
_ TP, Divawp || _ wp\, KT & AT
(( :?2 ) ) (Divzh>> (M hh( h)) 5 ap(upy, wp) 4 (div up,, div wp,)
2
HT k"'z Lo Tkt k wp, T 'wh
[l z D — Z
2
wp, T - Wp,
((M + D)ﬂrv ( )) - Z(Mp'; ( )), (5.51a)
2 Zp
72 Wkt ok 72 Wl -3 fi 1 2 f 1
—Z(QDIVM, qn) — Z(DIV%}”,%) + §(533ph1 *,qn) + Z(D&%ph[ ’,qn)
72 & 73 ok ™ 73 &
= Z(D33ph17 qh) + g(awpun qh) + g(Dle'ua qh) - g(DSSPpa qh) (551b)
Anwendung von Korollar 4.9 ergibt dann
"“ﬁl 7”}71 1
HfHUth + ||Ph1 : lp < O(§H §5h1|| + ||Uh1||DG + Hle uh[”
k+1 T 1
+ Hu 2||DG+—|\(M+§ D)z (rkf! — )||+*||M 861||+*H(M+ D)QPTII

T2 T 1
+ ZHMW’;II +5l= Da3)2pl | + *IIA 2 (aDivph + Divpk)|| + *H( Dssﬁpf;ll)- (5.52)

Mit Hilfe der Lemmata 5.1 und 5.3 schétzen wir die Terme auf der rechten Seite wie folgt ab:

2 1
Ut k+3 T,uT . uT? Oue
o Pl b < Onr sl S ORI (5.53)
- Tl oy L T =1
. II(M+§D)2(?°fir“—?“ez)IIQ(SS)Ch2 (Ilmz= (et — )|||H’"+|||(§ )2 (re ™ =)l
. ,81“@ ,81‘6
(<)cm2 (5 S0 gy + NG DY S 1) (553b)
5 T I 78745
. HM2S il <)C 2 |||M28k\||m<0 2 M= |||L°°(HT)7 (5.53c)
T 2 +TH 1037,
. H( D)z pf| (_) 4 o H( +5D) 5 I72(L2); (5.53d)
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T4 1 o*r
o M 2ps|\2 1651 gy eIILz(LQ), (5.53¢)
2 4 63 8 Ve 12
. HA (OéDleu +D1vpv)|| ) 65 ||A (aDlv 53 €+ Div—r 513 Mz2(r2): (5.53f)
4.3
r 9 T*T 1 0%p,
* ;=D 33)2Pp|| 5 1651 w1 1(=D33)2 5 1 T2r2)- (5.53g)

Setzen wir (5.53) in (5.52), so folgt fiir eine Konstante Cj, die unabhingig von allen Parametern,
der Netzwerkskala n, der Maschenweite h und der Zeitschrittweite 7 ist, dass

W, ou 1 0r 1 or
thl HP < Cy (hT*’| 2y + hr’HMQ : ’”L2(HT) + h””H\( €|HL2(HT)

+ Thr|||/\;l§67;”|mo(m) +72(M + *25)5 tge 22y + 73||/\;l5 at: l22(22)

Pu, Pv. 1 33p

3
+ 70 (@Div Tt + Div i) [agze) + 7 (<) G5 aqua) + 5 max [ MEsfy |

1T s kil + )T mex v kil + D mex I-Ds)ipbl). 659
2 o<keg M 4 o< R g 0 R hi

Schlieflich verwenden wir die Definition der Norm (5.2) und nehmen das Maximum auf der linken
Seite und erhalten damit (5.50). O

Um die Terme, die von approximierte Losung abhéngen, in der rechten Seite von (5.50) ab-
zuschétzen, fithren wir das folgende Lemma ein.

Lemma 5.10. Es sei die Hypothese 5.2 erfillt. Dann gilt:

LIl M7 e o+ 27 mas div |+ T max [[(~Di)ipl |
0<k<J Shl 2 0<k J uhl DG 4 omaX v uh[ 20<k<J 33 th

ou, Ov
— €0 OIEI?X thl 2||P < C5(h7‘||( 8: a:)HU XV -+ M”(ue»ve)HUOOXVOO + hTTHpe”POO
ou, Ov u, 0%*v Bu. Bu
"I( ate 8: HU2 V2+7-hrH atQE;aT;)”UEXVTQ+7-2H 8736;8736 Hngvg
ou, o' Op
+7'3||( 6t4e; 6t4€)”U V2 + 73 | == 23 ||P2) (5.55)

wobei Cs5, €y Konstanten unabhdngig von allen Parametern, der Netzwerkskala n, der Maschenweite
h und der Zeitschrittweite T sind.

Beweis. Zunichst wihlen wir in (5.20) und (5.18b)

w k+1
(Z:> =2 kH rﬁl) (5?3 ) QTShI + 27(8t7“61 ’ - Pvlf)a q= 2(pk+1 +pfﬂ)'
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5. Fehlerschiatzungen fiir das dynamische MPET-Problem

Kombination der entstehenden Gleichungen ergibt dann

Ar?
pran(u ) = pran(uf k) + S 5 |ldiv vt - 7||d1V | + 17 D)2 (rf ! = rhp) |2

T k+1(2 o1 e 3 k41 k 1 k k+3
+5HM25M | _7||M23h1)|| +(72M(3h1 _Shl)a”(atref—s —Pr))

1 2 7'2 1 k+l
7 (~Las) 2y |7 + *II(—Dss) pi?1||2—3|!(—1>33)2p’;21!|2 = 2ur’ap(ug * uyf" — ugy)

_ _ _ k+ L k+ L
+ (D)2 (rhF = k), (rD) 2 (rf = ) + <T%M< = sk, T%<sh? + ot — 0 = pk)
~.1 = +
— (r(rD)2 g, (rD)z (rf ! = 7hp)) — 7ML, sm 2ol — sy — b

41 1
— 7 (aDivpk + Divpk, pii?) + 7 (Dgspl, ppi 7). (5.56)

Danach verwenden wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und die Dreiecksungleichung, um folgende
Abschétzung zu erhalten:

/\ 2
prlap(ufft up i) — prtap(uf upy) + S 5 |ldiv upt? - ||le wl |2 + [[(7D)2 (rff Y — k)2
72 ’—k+12 2*lk2 3 1 32 k12
+ 5 lIMEs fllesth +73(~Las)Tpps 2| + fll(—Dsg)sz |

TE€L TEL k+2||2

72 1 ™ -
—7II(—1733)2P§1||2 < g M (st = skl + 37||/\/l derep)|? + 37||/Vl

Canp, o+ k k V2 (k k
HMQPTH2 +2pr 2t e I%er e + 207> ||" 7' = uiillbe + D)z (gt —rép)|?

1, =1 TEs 3 o1 ket ™o
+*H(7'D)2(TZ}L1 —Tﬁz)\|2+ HM sit - 51)”2+4273\|M23h12H2+4£|\M2aﬂ“§1”2

4
1 k+ 1 1, L 7'64
A ) e ||szT\|2+72\|<rD>zprr|2 4||<TD>z<rh,“—m P+ 5 Ml
-1k - k k
cal Wbt 4764”%8#51”2 cal i el ||M2pr||2+—|ml i
T 65 1 k+l
T |~ (aDisgh + Divb)I” + T I-Ds) IR + 2Dk B2

Summieren wir nun von k = 0 bis k =n < J — 1, so ergibt sich

A2 1 2y
pran(upy upt ) + 7||d1vu;;1+1||2+ ZH (D)3 (k! = vk 2+ S M B

_7||M23h1||2+7—32” £33)210h[2||2 fll(—Dss)th“H? ur?Canlludllbe
k=0
A2 72 1
~ 2 v [P~ TI-Dss) o0l < RS, (5.57)
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wobei

k+31 k VENN
RS.57) = QMT Co Z e 2 1D + 207 = Z lup it = uflbe + Z M2 (st = sip))?

273 k+ 617' 27’3 273 N o1
+ (— )ZHM Sh12||2 +(@3 7+7)Z”M25ﬂ«§1”2
€3 €3 €4
Ter 278 k+1 T€L 273
+35 + 7+7 ZHMQS P+ - +7+7 ZIIMH),«H2

1 T€3 -1 — 1
+ZH (rD) (vl = i) |I? + ZH/W k“—3’21)||2+722||(TD)2/>5||2
k=0

7' 64 1 k+ 7' 65
Z||M2p'§!|2+7z IA2p,; ||2 Z IA=% (@Divp}, + Divp)|?

7'36 1 l
6ZII —Da3)7 k|12 + ZH (—Ds3)2pys 2|2 (5.58)

Mit Hilfe der Lemmata 5.1 und 5.3 schétzen wir die Terme in (5.57) und (5.58) wie folgt ab:

-1 -1 -1 — 107 107
o [M2sh | < M2l + [|M2 (s - 8}) (538) ZC'hT”M/‘2 e s e < 200" || M3 e|||L°°(HT)a
(5.59a)
o [[div up || < [ldiv uds| + [[div (wd —up)] (5§7) 2CH" || div ud]| gr < 2CR"(|div we|| Loo (a7,
(5.59b)
o |[[upslpe < lludrllpe + llud — uhlpa (5§7) 200" |[u]| grer < 2CK" [[we|| oo (ri1), (5.59¢)
10 ) 1 0 r 1 g
o [[(=Ds3)2pprl < (=Daz)2pls|l + [(=Ds3)2 (02 — Pl (5§8) 2CK"|[[(=Dss) 2 pel grr
1
< 20hr“|(_D33)2pe|||L°°(HT)7 (5.59d)
ou
. Z g, 2||DG S Ch*r Z [ : [ (<) Ch?'7|| eIILQ(HTH), (5.59¢)
k1 T
. Z it = ugrlhe < 4 max, [uf D (5.50f)
VETR e 2 < T
® Z [ M= (s sip)l 4T o@i?iij ||M23hl|| (5.59g)
o SR < L o it P, (5.59h)
— hi T 0<k<J hi :
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5. Fehlerschiatzungen fiir das dynamische MPET-Problem

nooo_ 1y . 761" .
o > |M20, 61H2 < ChQTZH‘M28tTk“|HT < C- Ly2 M2 e\HLg (H")» (5.591)
k=0 5.8) k=0 Ad)
oL ke k+1 10%r .
o > IMzs % < Ch”ZIHMwe Z\Hm < c— herW e\I\LQ ("> (5.59))
k=0 (5.8) k=0 A5)
. znjnx\?l%p’“lﬁ ||/\?léa3 12272 (5.59k)
k=0 " (Al) o3 " (LPy
- 1 . 1 . 107
o Y lED)2(rli —ripl? < OB ZIII (D)3 (rE ! —rB) 1%, < Crh*||(+D)? eHlLQ(HT)a
k=0 (5.8) k=0 (A4)
(5.591)
o SIMEEE - s < Ch”Zm M~ b, < cnn A e
el = Hr 2 WL2(H™)>
k=0 (5.8) (A4) ot
(5.59m)
S IED) AP < DDy T (5.50m)
° T — |I\T 091
P 7l &) B o3 A
n 3 3
-1 L2 7% = 10°S¢ o ;87‘6
. I;)IIM%II (5)7||M2 53 2222y = i IIM wre IZ2L2); (5.590)
L 1 k+ 2 2 k+l 9
* l;)”AQPhIZ)H < 7 omax, ||A2ph || S T3 e Ippr * P (5.59p)
n 93 . 93
e > A (OlevpﬁJrDlvpv)ll2 |A72 (aDiv a% + Div a;;, Mz2 2 (5.59q)
k=0
n 1 8 P
2 e
hd ];)H(_’D&’))Qpp” ( )5' ||(_ 33) at3 HLQ(L2)7 (5591")
71 1 k—i—% 2 T 1
—_ 5 <7 5 .
. ];)II( Ds3)2pyr II° < — max [[(=Ds)2 i | (5.595)

Setzen wir nun (5.59) in (5.57) ein, so erhalten wir fiir eine generische Konstanten Cj, die un-
abhéngig von allen Parametern, der Netzwerkskala n, der Maschenweite h und der Zeitschrittweite

T ist, die Abschétzung

P 1 ., 22
prlan(upf ™ uptt) + THdW upt® + 3 STNED)2 (e — i) |2 + \|M23n+1||2
k=0
-2
1
+7° Z I(=L33) 2ph[ ;e I” + *H(—D33)2PZ?1H2 < RS(5.60) (5.60)
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wobei

107 ;
. |HL<><>(HT) h2rl“'2HueH%°°(Hr+1) + WA div UEH%W(HT)

107 19

RS(5.60) = Cs (hQT ?lm>

hzrf —Das)ip. |2 R2T 2 %2 1 p2r /\/l2
+ h ) (~Da) penmmﬁ U ey + B2 M S

- ,8 re ,8 re ” 87‘6 ,87‘6
+ WP IME R ey + THIME S 2 oy + BT 2\||Dz ey + 701D

a re 83 v 10%pe
HL2(L2) + 7%|A~ (aDiv EYE “ + Div a3 )||L2(L2) +7°(=Ds3)> wra ||L2(L2))

4T €9 T 473 273 273
i) PP e s
2T max) s IDe + = (251 e T )O@ngHMQShIH

3 I722)

73 4T 1 73 T
2e5 73 0<hen Ioar I + 5 €6 T 0<k<J
Es seien € = 8Ty, & = 4T (261 —|— + ) = %,Q = %, dann erhalten wir auf dhnliche
Weise wie (5 44) und (5. 45) unter Verwendung des Maximums auf der rechten Seite

A2 2 72
i + 2T max vl +

x [|(— 933)2Ph1||

||M23h1||2 x [[(~Dss) 2 Pl

2 0<k<J 2 0<k<J

1 87"5

0<k<J 4

< Cs (hzr 2l M= H|Loo(Hr) + hzr/“—QHUEHLOO(H"H) + WAV we|F oo 4y

107 19

1

2
T 1

* hQT?H(*D:&:’, )2 el Foo(rry + B T H HL2 (ar+1) h2T|HM2

8 Te 87‘6

22y

1 1 1 0%
+ R 72| Mz |HL2(HT)+T ||M ||L2(L2)+h2T 2|||D2 \|\L2(Hr)+7 D> 3e||2L2(L2)

194 T 83 83 1 9° De

+T6HM7 at4 ||L2 (L?) +7 ||A (aDlV ot 3 +DV atg )HL2(L2) +T ||( D33) atg ||L2(L2))

2 1
ol +1)12 2
+(C, CDGh+3)(€172 [oax, ||Uh1||DG+€201§]3<X *H/V“Sn |° + & (oax thl P
9

T _ Lok 2
+ ey max [[(~Dss) 20 1P). (5.61)

Setzen wir in obiger Ungleichung dann noch € = & = & = %(Q(;}}UDGJL + 3)~! und
€5 = 53(071€DG h+ 3) und verwenden die Definition der Norm (5.2), so folgt

A2 2, 72
x i lbe + = 1R [ div wy/||* +

ou., Ov
— 2& max ||ph12||P < 05(h2r||( 5 8te)|luooxvoo + 17| (te; ve) [ Froe x oo

0<k<n
8u ov O*ue 0%v
R pel e + W T vz + TR (s 6t2€)||U3XVT2

Pu. v, u. v,
L Ty o e e 2 v + 1 P2 ). (5.62

HMQSMHQ 5 0<k<JH( Ds3) QPMH

0<k<J 4 2 0<k<J

87



. Fehlerschétzungen fir das dynamische MPET-Problem

Schlieflich ziehen wir noch auf beiden Seiten der obigen Ungleichung die Wurzel, woraus sich (5.55)
ergibt. Ol

Satz 5.11. Es sei die Hypothese 5.2 erfillt. Dann gilt:

n+%_ n+3 - 8u6 0v,
s [y = pI e < O (WG S e xvie + i vo) oz v + el
6u ov Pu, 0*v op
e [ et S O <
8u Aty Hu, 0t o*p
e O v + Tt v + T ). (5.6

wobei C, eine Konstante unabhdngig von allen Parametern, der Netzwerkskala n, der Maschenweite
h und der Zeitschrittweite T ist.

Beweis. Nach der Definition von ||(+;-)||% sowie (4.26), Lemma 5.3 und (A5) haben wir

nt1 1 . . 1 81)@1
lpe; * 13 = ||A Pl P < C 2 Az 23, < C e LAz |||L2(HT)
oA
|| =l (5.64)
Die Dreiecksungleichung liefert uns
n+2 n+% n+% n+%
Ipn * —pe *llp < llPes * P + 1Py * llp- (5.65)

Wir multiplizieren (5.55) mit Cy aus (5.50) und setzen € := ﬁ Setzen wir dann die entstehende

Gleichung in (5.50) ein, so erhalten fiir eine generische Konstanten C, die unabhingig von allen Pa-
rametern, der Netzwerkskala n, der Maschenweite h und der Zeitschrittweite 7 ist, die Abschétzung

ou 81}
nax et e < O IR T v + 1l s o) lgesvee + rlpel
6u ov Pu, 0%*v
+ hrH( 5 ate)HU2><V2 + 7h"||( atge? aTge) 2% V2
8 ue_ &Pv, 84ue. v,

g s llp2)- (5.66)

Einsetzen von (5.66) und (5.64) in (5.65) liefert schliefilich (5.63). O

2 3
T7I( o3 »W)HungoﬁLT ”(Waﬁ)nvngg +7
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Iterative Losungsverfahren

In den folgenden zwei Abschnitten wird ein Uberblick iiber stationére und Krylov Verfahren gegeben,
der sich im Wesentlichen an den Quellen [59, 17, 7] orientiert.

6.1 Stationire Verfahren

Wir betrachten das lineare System
Az = b, (6.1)

wobei A eine n x n reelle Matrix und b € R™ ist. Wir suchen nach einem Vektor z € R", der (6.1)
erfiillt.

Definition 6.1. [7, Definition 5.4 |
e Ein Verfahren erster Ordnung zur Losung von (6.1) ist definiert durch

M = —apr®,  aMH =gk 4 d k=01,

wobei 1, = Axj, — b, {ay} eine Folge von gegebenen Parametern ist, 2° gegeben ist und M eine
nicht-singuldre Matrixz ist. Wenn oy, = « fiir alle k ist, dann heifst die Methode stationdr.
e Fin Verfahren zweiter Ordnung ist definiert durch

Msk =k, e = e 4+ (1 — o) = Bis®, k=0,1,...,
wobei {ay},{Br} Folgen von Parametern sind und ag =1 gilt.
Bemerkung 6.2. [7, Remark 5.7] Fiir die stationdre Methode erster Ordnung haben wir

2H = Gk + (6.2)
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6. Iterative Losungsverfahren

wobei G die Iterationsmatrix heifst und
G=1-M1A, f=M"1p, M=a'M,
gilt. Ohne Einschrdnkung der Allgemeinheit konnen wir o = 1 setzen.

Die Iteration (6.2) kann als Technik (lineare Fixpunktiteration) zur Losung des Systems angesehen
werden

(I -G)x=f.
Da G die Form G = I — M~ A hat, kann dieses System umgeschrieben werden in der Form
M~YAz = M~ 1. (6.3)

Das obige System (6.3), das dieselbe Losung wie das urspriingliche System (6.1) hat, wird ein vorkon-
ditioniertes System genannt, wobei M Vorkonditionierungsmatrix oder Vorkonditionierer genannt
wird. Im Folgenden seien die Vorkonditionierungsmatrizen einiger klassischer stationirer Iterati-
onsverfahren erster Ordnung-Jacobi, Gauss-Seidel, SOR (Successive Over Relaxation) und SSOR
(Symmetric SOR) angegeben:

Mja =D, (6.4a)
Mgs =D+ L, (6.4D)
Msor = w YD+ wlL), (6.4c)
Mgssor =w (2 —w) (D +wL)D™'(D +wR). (6.4d)

wobei w eine Relaxationsparameter ist und D die Diagonale von A, L das strikte untere Dreieck
und R das strikte obere Dreieck von A, bzw. die daraus gebildeten Matrizen, bezeichnen.

Satz 6.3. [59, Theorem 4.1 | Sei G eine quadratische Matriz mit p(G) = |[Amax| < 1. Dann ist
I—G eine nicht-singulire Matriz und die Iteration (6.2) konvergiert fiir jedes f und x°. Umgekehrt,
wenn die Iteration (6.2) fiir beliebige f und 20 konvergiert, dann ist p(G) < 1.

6.2 Krylov Verfahren

Seien A eine n x n reelle Matrix und KC,,, und £,, zwei m-dimensionale Unterrdume des R™. Eine
Projektionstechnik auf den Unterraum &, und orthogonal zu L,, ist ein Prozess, der eine appro-
ximierte Losung & zu x aus (6.1) findet, sodass & € K, und der neue Residuenvektor (b — AZ)
orthogonal zu £, ist:

Gesucht Z € Ky, sodass b— Az L Ly, (6.5)

Es gibt zwei grofle Klassen von Projektionsverfahren: orthogonale und schriage (oblique). Bei einer
orthogonalen Projektionstechnik gilt /C,,, = L,,. Bei einer schragen Projektionsmethode unterschei-
det sich £, von K, und kann véllig unabhéngig von C,,, sein.
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Satz 6.4. [79, Proposition 5.2] Es seien A symmetrisch positiv definit und K, = Ly,. Dann ist ein
Vektor & genau dann das Ergebnis einer (orthogonalen) Projektionsmethode auf ICp, mit Startvektor
xo, wenn er den Fehler in der A-Norm tber xg + K, minimiert, d.h.,

E(x) = i E(z* E(x*) =|z* — .
()= min_ B@),  Ee) = e -l
Satz 6.5. [79, Proposition 5.3] Es seien A eine beliebige quadratische Matriz und K., = ALy,. Dann
ist ein Vektor & genau dann das Ergebnis einer (schrdgen) Projektionsmethode auf IC,, orthogonal
zu Ly, mit Startvektor xo, wenn er den Residualvektor b — Ax in der 2-Norm tiber x € xg + K
minimiert, d.h.,

R(z) = in R R(z) =||b — Az||s.

(2) = min R(z), () = || zl2

Satz 6.6. [0, Proposition 5.6] Angenommen, K., ist Invariante unter A ( AK,, C K ), 20 =0
und b € Ky,. Dann ist die approximierte Losung einer beliebigen (schrdigen oder orthogonalen)
Projektionsmethode auf K, exakt.

Definition 6.7. FEin Krylov-Unterraumuverfahren ist ein Verfahren, fiir das der Unterraum IKC,, als
Krylov-Unterraum gewdhlt wird, d.h.,

K (A, ro) = span{rg, Aro, A%rg, ... ,Amflfro}, ro = b — Axg.

Um eine Orthonormalbasis des Krylov-Raums KC,,, zu einem reguldren System zu konstruieren,
verwendet man z.B. den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 1 Modifiziertes Arnoldi-Verfahren (Gram-Schmidt) [59, ALGORITHM 6.2]

1: Waihle einen Startvektor vy mit |jvq]jz =1
2: For j=1,2,...,m Do:
3: Compute w; := Av;

4: Fort=1,...,5 Do:

5: hij = (wj,vi)

6: wj = ’LUj — hijvi

7: EndDo,

8: hj+17j = ||w]|\2 If h]‘+17j = 0 Stop,
9: vjt1 = wj/hji1

10: EndDo,

Satz 6.8. [50, Proposition 6.4] Unter der Annahme, dass Algorithmus 1 vor dem m-ten Schritt
nicht stoppt, bilden die Vektoren {vi,va,..., vy} eine Orthonormalbasis des Krylov-Unterraums

K = span{vy, Avy, ..., Am_lvl}.
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Wenn A symmetrisch ist, fithrt dies zu folgender Form des modifizierten Arnoldi-Verfahrens (Gram-
Schmidt).

Algorithmus 2 Lanczos Algorithmus [59, ALGORITHM 6.15]

1: Whélen einen Startvektor v; mit ||v||2 = 1. Setze 81 = 0, vy = 0,
2: For j=1,2,...,m Do:
3: w; = Avj — v

4 a; = (wj, v;)

5: wj = Wy = g,

6: Bj+1 = [wjll2. If Bj41 = 0 Stop,
7 Vi1 = w;/ B

8: EndDo.

Lemma 6.9. [/7, Lemma 6.10.] Die durch
H; = VL AV, € RF¥E, (6.6)

definierte Matriz ist eine obere Hessenberg-Matrixz mit Eintrdgen

hij  fir i <j+1,
(H)ij =4 7 " (6.7)
0 fir i>j+1,
falls Vi, := [v1,v2, ..., vg] und hij mit dem Arnoldi-Verfahren (Algorithmus 1) berechnet wurden.
Lemma 6.10. [/7, Lemma 6.11.] Die durch
o Hy, k-+1)xk
Hy = e Rk, 6.8
k <0"'0 hk—i—l,k) (6:8)
definierte Matriz (mit Hy aus(6.7)) geniigt der Gleichung
AV, = Viy1 Hy.
Definition 6.11. [/7, Definition 3.16.] Eine Matriz G;; € R™*™ der Gestalt
c fir k=1e{i7},
s fir k=j,1=1,
Gij = (Gijle,8))w == —s  fir k=1l=j, (6.9)
1 fir k=1le{l,...,m}\{i7j},
0 sonst,

mit ¢2 + s> = 1 heifit Givens-Rotation. Fir i = j wird formal Gij = I, gesetzt.

92




6.2. Krylov Verfahren

Die Generalized-Minimum-Residual-Methode (GMRES) ist eine Projektionsmethode, die auf
der Wahl K = K, und £ = AK,,, basiert, wobei C,,, der m-te Krylov-Unterraum zu v; = H:ﬁ ist.
Im GMRES Algorithmus werden wir zunéchst durch Anwendung des modifizierten Arnoldi-
Verfahrens eine Orthonormalbasis des Krylov-Unterraums erzeugen. Dann, um R(Z) aus Satz 6.5 zu
berechnen, werden wir eine einfache Implementierung betrachten. Es folgt ein Kurziiberblick {iber
die einzelnen Schritte. Die Details kann man z.B. in [17, 6.2 GMRES fiir regulire Systeme| oder
[54, 4.3.2.4 Das GMRES-Verfahren| finden.

e Da x € xy + K ist, gibt es ein y, sodass x = xg + Viy.

e Wir schreiben ||b — Az|| in der Form ||||ro|lex — Hy||, wobei e; = (1,0,---,0)T € R¥1 H,
aus (6.8) und ||ro|| = ||b — Axo]| sind.

e Durch Anwendung der Givens-Rotationen auf ||rg|le; und H bekommen wir

k
_ _ — _ z — R
Ilroler = Hyl = 2 = Rugl = 2% - Rugl + [P, 2+ = (C) € R R = ( 0k> ,

wobei Ry € R**¥ eine oberen Dreiecksmatrix ist.

e SchlieBlich durch Riickwirtssubstitution rechnen wir y aus z¥ = Ryy.

Die Endfassung des GMRES-Verfahrens lautet:

Algorithmus 3 GMRES-Verfahren [17, Algorithmus 6.12. (GMRES-Verfahren) ]

01: Wé&hle Startvektor xg € R™ und Ab- 16: vi= \/hzk +hi+1,k;
bruchparameter € > 0, 17: ek = hgr/v;
02: Setze ro = b— Az, 8 := ||ro||,v1 := 10/ 18: Sk i= Ppg1 1/ Vs
und z; := 3, 19: hip == v;
03: For k=1,2,... 20: P41 om0
04: % Modifizierter Arnoldi-Algorithmus 21: Zhal 1= —Sp2E;
05: wy 1= Avg; 22: 2k 1= Ck2k;
06: Fori=1:k 23: % Abbruchkriterium,
07: hi == (vi, wy); 24:  If |z41]/8 < e STOP
08: Wy = Wy — higvs; 25: END
09: End 26: % Riickwartssubstitution zur Berech-
10: Pig1k = |Jwill; nung von Yy,
11: V1 = Wi/ Pt k3 27: yp := 2z /hik;
12: % Anwendung von Givens-Rotationen, 28: Fori=(k—1):—1:1
13:  Fori=1:k-1 29:  yi = (2 — Xfoii hagyy) /s
14: ( hik ) _ ( ¢ S ) ( hik ) 30: END
hit1k —Si G itk 31: % Berechnung der Naherungslosung xy,
15: End 32: xp =19+ Zle YiVi;
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Das GMRES-Verfahren verwendet man fiir allgemeine regulére Systeme. Es gibt auch noch
das MINRES (Minimal Residual)-Verfahren, das man fiir symmetrische Systeme verwenden kann.
Beim MINRES Verfahren verwendet man den Lanczos Algorithmus 2 und im Vergleich zu Hy
in (6.7) bekommt man in diesem Fall eine Tridiagonalmatrix. Die anderen Details kann man z.B
in [17, 6.4 MINRES fiir symmetrische Systeme] finden. Das MINRES-Verfahen wird durch folgenden
Algorithmus realisiert:

Algorithmus 4 MINRES-Verfahen [17, Algorithmus 6.19. (MINRES-Verfahren) |

01: Wihle Startvektor zp € R™ und Ab- 17: Sold := S;

bruchparameter € > 0, 18: C = Cpew;

02: Setze k := 0,79 := b — Axg, (o = 19: S 1= Spew;

Iroll,¢ = Cosv == 0,Vpew = 70/¢o und 20:  p1 = Seafs

Brew = 0. 21: p2 = CCoaf} + s¢;

03: Setze ¢ :=1,5:= 0, Cpew := 1, Spew := 0. 22: P3 1= ca — SCo13;

04: Setze p := 0, ppew := 0 und z := xg. 23: V= /ﬁ% + B2,

05: For k=1,2,... 24: Crew = P3/V;

06: % Lanczos-Algorithmus zur Berech- 25: Snew = Brew/V;

nung von Tk, 26: p3 = U;

07: B = Brews 27 Dold 1= D;

08: Vold ‘= V; 28: D= Prew;

09: U= Unew; 29: Pnew = (U — P1Pold — P2P)/Ps;
10: Unew 1= AV — BUold; 30: % Berechnnng der neuen Iterierten
11: a := (Unew, V); T

12: Unew = Unew — QU; 31: T:i=T+ Cnewgpnew;

13: Brew = ||Unewl|; 32: % Abbruchkriterium,

14: Unew = Unew/ﬁnew; 33: ¢ = —Spew(;

15: % Anwendung von Givens-Rotationen, 34: If |¢|/¢o < & STOP

16: Cold *= C; 35: END

Um die Effizienz und Robustheit eines iterativen Verfahrens zur Losung eines linearen Glei-
chungssystems (6.1) zu verbessern, wendet man die iterative Methode tiblicherweise auf ein vorkon-
ditioniertes System an. Es seien P, Pr € R™*™ zwei regulidre Matrizen, dann ist (6.1) dquivalent
zu jedem der folgenden Systeme [17]:

P tAz =P (Links-Vorkonditionierung),
APp Yy=b, == Py ! (Rechts-Vorkonditionierung),
Py 1AP}; by = Py b, == Py ! (zweiseitige- Vorkonditionierung).
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6.3 Iterative Verfahren fiir das quasi-statische MPET-Problem

Der Operator (3.35) definiert eine doppeltes Sattelpunktproblem und kann nach entsprechender
Permutation der Variablen-Blécke in folgender Form geschrieben werden

Ay BI 0
A= |By —C By|. (6.10)
0 BY A
Diese Form passt zur Definition eines Multi-Sattelpunktoperators, siehe [62] wo block-diagonale

Schur-Komplement Vorkonditionierer fiir Multi-Sattelpunktprobleme von block-tridiagonaler Form
analysiert werden. Wir werden eine kombinierte Augmentations (Augmented-Lagrangian-Uzawa)-
und Splitting (Block-GauB-Seidel)-Technik verwenden, um eine entkoppelte Methode fiir lineare
Systeme mit einem Operator (Matrix) der kanonischen Form (3.35) zu konstruieren. Aus Griinden
der besseren Lesbarkeit verwenden wir die Indizes v und v statt 1 und 2 in (6.10).

6.3.1 Die Fixed-Stress-Split iterative Methode

Fiir jeden Operator Ay, : P — P*, lisst sich A wie folgt zerlegen:

A BI 0 0 0 0
A=|B, -C—-A;, 0|+ 1|0 Ap B, (6.11)
0 BI Ay 0 0 0
Wendet man das Block-Gauf3-Seidel-Verfahren auf das obige System an, so erhalten wir
(4, BT 0] [ v 0 0 0]/[nF 0
B, —C—A; 0 pPtl+10 A B | P | =] g |, (6.12)
|0 Bl A, \ WMt 0 0 0f\wr f
oder dquivalent dazu,
A, BT 0] [ vt 0 0 0 0 oF
B, —C—A;, 0 prtt =g | =10 AL B, | p* |. (6.13)
0 Bl A\ W f 00 0]\ w
Dies ist (eine Blockvariante von) der Fixed-Stress-Methode. In [15] wurde eine parameter-robuste
Konvergenzanalyse dieser Methode fiir die Wahl
1 ... 1
A =r|h I, (6.14)
I I I
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prasentiert, wobei L > und I den Identitdtsoperator und cx die Konstante in folgender

1
>\+c§(
Abschétzung bezeichnen:

|e(w)|| > cgl|div w| fiir alle w € U. (6.15)

Die Abschiitzung (6.15) gilt zum Beispiel fiir ¢, = 1/v/d, wobei d die Raumdimension ist.

6.3.2 Methoden vom Uzawa-Typ im Gauss-Seidel-Rahmen

Fiir einen beliebigen positiv definiten Operator M : P* — P, betrachten wir das dquivalente
augmentierte MPET-System

v A,+B'MB, B -B'mMC BImMB,| [ v BI'Mg
Al p | = -B, C —By p | = -g . (6.16)
u 0 BT A, u f

Dann lisst sich der Operator A fiir einen beliebigen positiv definiten Operator S : P — P* auf
folgende Art aufspalten:

- |Av+BIMB, 0 0 0o BI' -BI'MC BI'wmB,
A= -B, S o0|+]0 -S+C -B, |. (6.17)
0 BT A, 0 0 0

Wendet man die block Gauss-Seidel-Methode auf das entsprechende System an, so erhélt man

Ay+BI'MB, 0 0 ULan 0 B -B'MCc BImB,| [ v* BI'Mg

—B, S 0 pk'H + |0 -S+C —By Pk = —-g ’
0 BI A, \ uFt! 0 0 0 uk f
beziehungsweise

Ay +BI'MB, 0 0 Ul BI'Mg 0 BI' -B'MC BI'MB,]| [ v*
—B, S 0 pFtl | = —g — 10 -S+C — B, pF .

0 BI' A,| \ uft! f 0 0 0 uk
(6.18)

Das System (6.18) liasst sich auch in schwacher Form (unter Verwendung von Bilinearformen) schrei-
ben:

96




6.3. Iterative Verfahren fiir das quasi-statische MPET-Problem

Algorithmus 5 Entkoppeltes iteratives Schema fiir die (v, p, u)-Formulierung des MPET-Systems

Step a: Angegeben p* und uF, losen wir zuerst fiir vF*1,

(Ryv"*1, 2) + (MDivo**!, Divz) = — (Mg, Divz) + (p*, Divz) — (M (A + Ay)p”, Divz)
— (MDivu®, Divz). (6.19)

Step b: Angegeben u* und v**!, 16sen wir fiir pF*+1,
(Sp*,q) = —(9,9) + (SP", @) — (A1 + A2)p", q)) — (Dive*, q) — (Dive* ™', q).  (6.20)

Step c: Angegeben p*t1 und v¥*t!, 16sen wir fiir uf+!,

(e(ufth), e(w)) + A(div w*, div w) = (f, w) + (p*!, Divw). (6.21)
Es seien
el = u-—ueU, (6.22a)
el = Vv eV, i=1..,n, (6.22b)
ey = pi-pEP, i=1,..n, (6.22¢)

k

die von Algorithmus 5 in der k-ten Iteration erzeugten, zu u”*, v¥, p¥ i = 1,...,n, gehorigen, Fehler.

Betrachten wir zunéchst die folgenden Fehlergleichungen

(Ryektl z) — (eﬁ, Divz) + (MDive, Divz) + (MDiver™ Divz) + (M (A + Ag)ef,, Divz) =0,
(6.23a)
(Septt,q) — (Sey, q) + (Divey, q) + (Divel ', q) + (A1 + A)ey, q) =0, (6.23b)
(e(eFth), e(w)) 4+ A(div efFL, div w) — (ef,“,mw) =0, (6.23c)

wobei e = ((ek)T,... (eh Y1), eh = (ek ,..., ek )T. Um die Konvergenzeigenschaften von

P P12 Opn
Algorithmus 5 zu studieren, miissen wir noch M und S bestimmen. Fiir alle ef,H € P gibt es

nach Lemma 3.1

PRI

P € Vi sodass div e = eyt und [|9llaie < By [lep ], i=1,...,m,
nadmlich
1 € V sodass Divyp = ef,“ und || ||piv < B;l||eg+1||. (6.24)

Setzen wir ¢ = S~'ek™ in (6.23b) und z = 4 in (6.23a), so erhalten wir

(Roei™,9) — (eh, ep™!) + (MDivel™ + MDivey ™ + M(A1 + Ag)el, ebt) =0, (6.25a)

(effl, effl) - (ef,, eﬁﬂ) + (S~ 'Divef + S7IDivel ™ + S7H(A; + Ag)eg, effl) =0. (6.25b)
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Subtraktion von (6.25a) von (6.25b) liefert
lep™[1? = (Ruey™, ) — (7' — M) (Divef + Divey™ + (A1 + As)ep), ep™),
das heif3t
ek I < IRFek  [IRw] + (S — M)(Divel ™ + Divel ™ + (A1 + A)eb) ek |
< VR T|RZ 5 ] + (57" — M)(Divel, + Divel ™ + (A, + Az)ep)|lllep™ |
h Bd_l\/FHRéeﬁHH lep ™Il + [1(S~" — M)(Divey, + Divey™ + (A1 + Az)ey) | [lep™ .

Es folgt
1
lep ™Il < B VR REeg | + [|(S™" — M) (Divey; + Divey ™! + (A + Az)ep)]. (6.26)

Um die obere Schranke fiir [[ef™|| in obiger Abschitzung (6.26) zu minimieren, wihlen wir S =
M1

Lemma 6.12. Betrachten wir den Algorithmus 5 und sei S = M~'. Dann gilt
[RZ5 | > RB3lley™|* = ﬂﬁllAéef)“IIQ- (6.27)
Im Rest dieses Abschnitt analysieren und testen wir Algorithmus 5 fiir die spezifische Wahl
S:=M'=A, A:=(1+Lo)(A1+ Ay) + L1 Az + LyAy, (6.28)

wobei Lg, L1 und Lo skalare Parameter sind, die spéter festgelegt werden.

6.3.3 Konvergenzanalyse des Uzawa-Algorithmus fiir das MPET-Problem

In diesem Abschnitt werden wir die Konvergenzeigenschaften des Algorithmus 5 studieren. Wir wer-
den eine gleichméfige Schranke fiir die Konvergenzrate herleiten, d.h., eine Schranke, die unabhéngig
von Modell- und Diskretisierungsparametern ist.

Satz 6.13. Betrachten wir Algorithmus 5. Dann erfillt der in (6.22) definierte Fehler ef, die fol-
gende Abschdtzung:

5—2 _ 02
ley™ I3 < rate®(\, R,n)|lepllp < ‘E”?ﬁﬂeﬁlﬁn,
S
wobet
Ao
"B 4N

. _ _ Mo(B52 —c2) n
te(\. R = O, := min{28%2L~! Lt = s k .
rate”(\, R,n) " in{28; 1, O+a)n /83_2) Nt

1
1+Cy

und Bq, Bs die Konstanten aus Lemmata 3.1 und 3.2 und ¢y, die Konstante aus (6.15) sind.
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Beweis. Fiir alle (37 e];jl) € P; gilt nach Lemma 3.2:

Jwy € U sodass div woz%%;e];+l und  |wolr < B5 1\/7|‘Zek+1”_ 1HAZ k+1H
(6.29)
WZZ 1€ pz
namlich  Divwg = : I\/)\»OAALGf,H-
\ﬁzft 1€ pz

Setzen wir w = wy in (6.23c), so folgt:
(ef,“, V A0A4ef,+1) = (e(e,kfl), €(wp)) + A(div e,’j“, div wyp)
< (le(e& )12 + Alldiv ebF12)7 - (Jle(wo) | + Alldiv wp|?)?

< (lle(ek™)IP + Aldiv 5™ [)2 - (8,24} ""“H2+>\HA£ ept|?)2

A

NI

. 1 _ 1
(|‘€(eﬁ+1)|‘2 + Al|div eﬁ+1|]2)2 . (ﬁs 4 )\)2 ”Az e§+1H7

das heif3t

5_ HA2 ep 17 < lle(en™)I” + Alldiv ey ™%, (6.30)
Setzen wir ¢ = MDivek™! in (6.23b) und z = ef*! in (6.23a), bekommen wir

(Ryeftl ekl — (e ,Divel™) 4 (MDivel + MDive™ + M (A, +A2)e ,Diveftl) =0,
(ep K1 Diveltl) = (e Divel™) — (MDiveF + MDivef™ + M(A; + Ag)e , Diveftl),

Kombinieren wir die obigen Gleichungen, so bekommen wir

(ef,Jrl Divef!) = (R,ef !, eftl). (6.32)

Setzen wir ¢ = ep™ in (6.23b) und w = e}, in (6.23c), so folgt

(e(el), eley)) + A(div el div ef;) — (e}, Divel) =0, (6.33a)
(Sef,“, ZH) (Sef,,effl) (Dlveu,effl) (Divert!, k“) — (A + Ag) k‘H) (6.33b)

Kombinieren wir die Gleichungen (6.33a),(6.33b), verwenden wir (6.32) und die Definition (6.28)
von S, so ergibt sich

le(el) 1> + Alldiv el |2 + [AZeb 2= ((Lo(A1 + Ao) + LiAz + LoAq)ek, ebtl)

1
= (Divek, e]’; - ekﬂ) — |RZ e+ 2. (6.34)
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Nun gilt folgende Identitét fiir ||A%e;;+1||2 — ((Lo(A1 4 Ag) + LiAs + LoAy)ek el tt):

k+1>

1Az el )12 = ((Lo(A1 + As) + LiAs + LoAg)ek
= ((1+ Lo)(A1 + A2) + L1A3 + L2A4)6k+1 k+1) ((Lo(A1 + A2) + L1As + L2A4) kH)
— s+ A2y R + S (IAT ek P — AT ebI + 143 (eht! — eb)?)
1
+—(MM+m>k“W (A1 + M) 2eb |2 + [ (A1 + Ag)2 (ef ™! — ef)?)
+ 2 (IATeb 7 - AT ebl + 14 (et ~ ebI?) (6.39

Um (DiveF, ef, — ek“) abzuschétzen verwenden wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und erhalten

fur alle ¢ >0

n )\ 2
(Mfiﬁ?eﬁ - ef,H (div ef, Z k“ < %Hdiv ef | + || Z k+1 )12
i=1
)\+ 3 Ao 1
Idiv e + WHAZ( ef,H)HQ- (6.36)

Jetzt setzen wir (6.35) und (6.36) in (6.34) ein, verwenden die Abschitzung ||Asz||? < /\ﬂHwH2 und

erhalten
1
<1<+——f>nox1+-Az> el 2 + HA2 el )12 4 QHAze§+1H2

Ao 3k
+m\|/\4(ep—e

+ﬂuméwwﬁ@“ﬂMP+9uﬁJWH%k“ )|
3%p 3\"p P ) 4 ©p 4

2
Ao 1 i Ly 1
+ ) 1A (e — ep™)|> — |RZes ™| + *||(A1 + As)2ep?

le(ew)[*+Alldiv eq | +

cAte : 3 Lo 1
S div el kﬂwwthW+fmﬁmw%W

At

< 25 i b+ 52
Ll 1 R)\() L2 1 1

42t (IageblP - 0 aF ekt - eb)I?) + 2 (IAfebI — 1A (eht! - eb)IP)

)\—I—c 1 Ly 1 1 Ly 3
“div k]2 — [R7 ek + < 1AL+ Ao)zep||* + o[ AT e |1* + 7 [IAF ep])”
)\0 Ll R)\O L2> % k+1 k 2
_ e 2 . 6.37
+(%A+£) 1 87 ekt — e (637
Mit der Abschétzung (6.15) ergibt sich
(6.38)

(ci + Nlldiv w]f* < [le(w)[|* + Aldiv w]?,
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6.3. Iterative Verfahren fiir das quasi-statische MPET-Problem

und setzen wir (6.38) (fiir ¢. € [0, ¢x]) und (6.27) in (6.37) ein und nehmen

RA Ao
L1—°+L2 > e (6.39)
an, so ergibt sich
1
Slle(en)l” + 5 2 div eh)2 + (1 + *)H (A1 +A2)2 ’“+1\|2+/3dHA2 ep II° + HA2 ep I

Lo s L1 N
+*||A2 ep|” < ||(A1+A2)2€1’§||2+7||A32€f;\|2+7||Aiep||2- (6.40)
Aus (6.30) bekommen wir

L2 1
(1 D)l (s + M) el 2 + (83 + AT ekt + 22 A f el 2

Lo Loz, Loas ke Lo Ao 5 k2
< —|(A1 + A —||A2 — — —————)||A}
< U+ MBI + NG eI + (5 — 5T,
Es seien L := L = Ly — (5;@’70.%,\) und Lo := max{0, L — 1}, dann folgt
(1 )H(A A k+1 2 A2 k—l—l 2 )\ £ A2 k:+1 2 Al k2
1+ Ag)Tel 2 4 (83 + )|| 17+ (7 )l [ || 2ep”
2 (53 ) 2
Schreiben die obige Ungleichung um, so sehen wir, dass
1 Ao A
k+12 k2 0
e < —|lek%, € = min{232, L=Ly— ————,
lep " P 1+%|l pllP { 3Ty i BN

Je kleiner also L ist, desto kleiner wird auch der Konvergenzfaktor. Aus (6.39) und der Definition

Xo(Bs %=c2)

n —
O+ Op; %) | Rhotnr e = Ok -

von L bekommen wir schliellich die Beziechungen L =

Satz 6.14. Wir betrachten Algorithmus 5. Dann erfiillt die in (6.22) definierten Fehler ek ek die
folgenden Abschditzungen:
lebllr < Culrate(A, Ron))*, [leb™ |lv < Oy [rate(A, R, n))*,

wobei die Konstanten C,, C,, unabhingig von allen Parametern und der Zeitschrittweite T sind und
rate(\, R,n) im Satz 6.13 definiert wurde.

Beweis. Um |eft!||y abzuschiitzen, setzen wir w = ek*! in (6.23¢), wenden die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung an, benutzen (6.38) und bekommen somit

le(e™) 11 + Alldiv ey ™[|* = Ze’““ div ey ™) < Zek“H Idiv ey

= VAol Azl - div ekt

< \/)\o||Afek+1\| : \/
p i+ A

(le(ew™ )12 + Alldiv e ™[12),
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woraus sich die erste gewiinschte Abschéitzung ergibt:

lew Iz <

12 < ¢ 2l ebt 3 < e [rate(h, B, )T 1913

Um ||ef+! ||y abzuschétzen, setzen wir z = ef*1 in (6.23a) ein, verwenden dann die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung und erhalten so

BL ghtl A 1D ivekb ] Divektl k+1 A—IDioek 1 A1 k+1
, € ) 2V 1
(Ryey, ) + (A~'Divel ™, Diveit) = (el Divel™) — (A™'Divel + A~ (A + Az)el, Divel™)
( (Lo(Al + A2> + L1As + L2A4)6 D1V6k+1) (AilDiVeﬁ, Diveﬁ“)

l\)\»—t

<

»Jk\»—t ;>

(L()(Al + Ag) + L1As + L2A4) p||2 *H[A\_%DiVeg—HHQ + ||/A\_%M8Z”2

1A~ 2D1V6k+1||2
Mit der Definition von A und nach dem Lemma 3.3 ergibt sich
k1 gk+1 Lot iy B Tyio okl Az 24 A0y kg2
(Ruek e+ (A 'Divel !, Divel ) < [Adeh|* + 72 div e (*)

Bevor wir den Beweis zu Ende fithren benétigen wir noch ein paar Abschéitzungen. Nach der Defi-
nition von L1 und Ls ist klar, dass

A
L1 <Ly da Li=L>0 woraus folgt, dass Ly > ﬂ A
A M (BT2—¢c A A 2_¢2 A
Ly=L4+ -0 - o(gs Ck)i2 LR o(gs Ck)ﬂ 40
Bs=+A  (A+c)A+857) Rhot+n B+ X7 A+c)A+657)  Bs
Ao Ao )

< < . 6.41
ck—i—)\_ck—kc%)\_ck ( )

Mit den Definitionen von A, A, Lo und obigen Abschéitzungen bekommen wir

A~

(Az,x) = (((1+ Lo)(A1 + A2) + LiAs + LoAy)z, x) < (LAz,x), L:=max{Ls, 1}, x € P.
Jetzt erhalten wir aus (x):

1

(Rveﬁﬂ k+1)_|_ 2L

(A~'Divelt! Divel ) < LAz ek||? + Ao

B2+ .
THle eﬁ||2

< LAz el)? + ¢ 28, ek 13 (6.42)

Nun unterscheiden wir noch zwei Fille fiir L.
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[ ] E:LQ:

2
Ck

- . . _ 1 —2 He
(Ryey ™, ep™) + (A Divey ™, Divey ™) < o % [AZeg||” + ¢ %6, eyl

Das heifit < (ﬁs_QC;? + l)c,;2 [rate(\, R,n)]% ||eg||%>.

les 3 = (Roeb™,ef ) + (A" Divel ™, Divey ™) < 28, %¢,* + Ve [rate(, R,n)]*" [lep |-

o L —1:
1 . ) 1 o
(Roep™ enth) + S 'Dive; ™, Divelt') < |Azep||* + ¢ 282 leb |1

Das heift < ('8 + 1) [rate(\, R, n)]** ||ep 3.

les™ I} = (Rueyt', ef*!) + (A" Divey ™, Divey ™) < 2(c; 8% + 1) [rate(A, R, n))*" |lep |-

O

6.4 Numerische Ergebnisse

6.4.1 Quasi-statisches Problem

Die numerischen Ergebnisse werden fiir das 4-Netzwerk-Modell in der Tabelle 6.1 présentiert. Diese
validieren die theoretischen Konvergenzabschétzungen der linearen stationdren iterativen Methode
basierend auf dem Algorithmus 5, der zusétzlich gegen den vorkonditionierten GMRES-Algorithmus
getestet wurde.

Um die Leistung der vorkonditionierten GMRES- und Augmented-Lagrangian-Uzawa-Methoden
weiter zu vergleichen, stellen wir Tabelle 6.3 vor, wobei die verstrichenen Zeiten in Sekunden ge-
messen werden. Diese numerischen Tests wurden auf einem Dell Latitude 7380 Notebook mit einem
Intel Core i7-7600U Prozessor und 16 GB RAM durchgefithrt. Wie die Ergebnisse zeigen, ist das
Verfahren vom Uzawa-Typ rechnerisch effizienter als das vorkonditionierte GMRES-Verfahren.

Der Block-Gauf-Seidel-Vorkonditionierer, den wir verwendet haben, um das GMRES-Verfahren
zu beschleunigen, entspricht der unteren Block-Dreiecksmatrix auf der linken Seite von (6.18) wobei
M = S~! und S in (6.28) angegeben ist.

Alle numerischen Ergebnisse, die in diesem Abschnitt beschrieben werden, wurden mit Hilfe von
FEniCS erzeugt, siehe z.B. [1, 52]. In allen Testféllen ist der Aufbau wie folgt:

o Das Gebiet Q C R? ist das Einheitsquadrat, das in 2N? kongruente rechtwinklige Dreiecke
unterteilt ist,

o Die Diskretisierungseinstellung ist dieselbe wie in [45, ], d.h., wir verwenden
diskontinuierliche-stiickweise-konstante Elemente, Raviart-Thomas-Elemente und Brezzi-
Douglas-Marini-Elemente niedrigster Ordnung, um die Driicke, Fliisse und Verschiebungen
(in dieser Reihenfolge) zu approximieren,
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e Fir alle Experimente, die mit Algorithmus 5 durchgefiihrt werden, setzen wir

—2 2
Lo = L + Ao Ly — )‘0(/83 Ck) n

At 52 YT O+ (A + %) Rhta

und 2 = 0.18, vgl. [29].

o Das Abbruchkriterium des iterativen Prozesses ist die Reduzierung des initialen vorkonditio-
nierten Residuums um einen Faktor 108.

Das Vier-Netzwerk-Modell

Wir betrachten das System (1.2) fiir n = 4. Wir bezeichnen den unteren, rechten, oberen und linken
Teil von I' = 9Q mit T'y, 'y, I's und I'y. Wir setzen u = 0 auf 'y, (6 —p1 I —po I —p3I—psI)n = (0,0)7
auf I'1UTy, (6 —p1I —pod —p3sI —pyI)n = (0, —1)T auf I's, p; = 2 auf ', po = 20 auf I, p3 = 30 auf
I' und py = 40 auf I'. Alle rechten Seiten wurden Null gewahlt. Die Referenzwerte der Parameter
stammen aus [05] und sind in Tabelle 6.2 angegeben.

Tabelle 6.1 zeigt, dass der Algorithmus 5 und die vorkonditionierte GMRES-Verfahren ein
dhnliches Konvergenzverhalten iiber einen weiten Bereich von Parametern haben. Dariiber hinaus
demonstrieren die préasentierten numerischen Ergebnisse die Robustheit des neuen vorgeschlagenen
Algorithmus beziiglich grofler Variationen der Koeffizienten K3, K = K1 = Ko = K4 , A und der
Maschenweite h.

6.4.2 Dynamisches Problem

Das folgende numerische Experiment ist fiir ein 1-Netzwerk-Problem (Biot-Modell). Wir nehmen
an, dass der Definitionsbereich 2 das Einheitsquadrat in R? ist und im Zuge der Diskretisierung
durch Halbierungen in N x N Quadrate mit der Maschenweite h = 1/N partitioniert wurde.

Zur Diskretisierung verwenden wir diskontinuierliche-stiickweise-linear Elemente, Brezzi-
Douglas-Marini-Elemente und Brezzi-Douglas-Marini-Elemente zweiter Ordnung, also P; X BD Ms x
BD M3, um den Druck, die relative Verschiebung und die Verschiebung (in dieser Reihenfolge) zu ap-
proximieren. Bei der Initialisierung wurde ein Zufallsvektor verwendet. Alle numerischen Ergebnisse
in diesem Abschnitt wurden auf der FEniCS-Plattform durchgefiihrt. Das Ziel dieser Experimente
ist es

(i) die Konvergenz der Fehlerschitzungen in den parameter-abhéngigen Normen zu validieren,

(ii) die Robustheit der vorgeschlagenen block-diagonalen Vorkonditionierer zu testen, indem wir
innerhalb des MinRes-Algorithmus verwendet werden.

Um den Fehler zu berechnen, bilden wir zwischen zwei Zeitpunkte 7% und 75! eine lineare Funktion

zu der approximierten Losung fiir jedes Feld, siehe [2], dann rechnen wir den maximalen Fehler in
710~! Punkten zwischen 7% und 7%*!. Das heift, wir rechnen die Fehler in %10_1 Punkten aus.
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Tabelle 6.1: Anzahl der GMRES (G) und augmented Uzawa-type (U) Iterationen fiir eine Reduktion
des Anfangsresiduums um den Faktor 10® bei Losung des 4-Netzwerk-MPET-Problems. Die Tests
wurden durchgefiihrt fiir h = 1/32 und h = 1/64.

h=1/32 h=1/64
K=10?%2|K=10"!'| K=1 | K=102|K=10"'| K=1
A K; | G U G U G U]l G U G U G U
1E-2 | 7 15 7 15 6 14 7 15 7 14 |6 14
1IE0 | 7 15 7 15 7 14| 7 15 7 14 |7 14
1E0 1E2 | 7 15 8 15 7 14|l 7 14 7 15 7 14
1E4 | 7 15 7 14 |8 15| 7 14 7 14 | 8 14
1IE10| 7 15 7 14 |7 14| 7 14 7 14 |7 14
1E-2 | 3 3 3 3 3 33 3 3 3 3 3
1E0 | 3 3 3 3 3 313 3 3 3 3 3
1E3 1E2 | 3 3 3 3 3 33 3 3 3 3 3
1E4 | 3 3 3 3 3 31 3 3 3 3 3 3
1E10 | 3 3 3 3 3 31 3 3 3 3 3 3
1E2 | 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1E0 | 2 2 2 2 2 2| 2 2 2 2 2 2
1E6 1E2 | 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1E4 | 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1E10 | 2 2 2 2 2 2| 2 2 2 2 2 2

Tabelle 6.2: Referenz-Werte der Parameter des 4-Netzwerk-MPET-Modells.

Parameter Wert Einheit

A 505 Nm 2

L 216 Nm~—?2

Cpy = Cpy = Cpy = Cp, 45%10710 N~tm?

o] = Qo = Q3 = oy 0.99

B12 = Boy 1.5%107 N~Im2?s~!
B23 2.0%1071Y N-Ilm2s~!
B34 1.0 10713 N-1m2s~!
Ki=Ky=K;=K 375%10°¢ N-lmis!
K3 1.57%1072 N-lmis—!

Das Biot-Modell

Wir betrachten den einfachsten Fall des Systems fiir n = 1 mit exakter Losung:

w— ( — cos(27t) sin(—27mx) ) R ( cos(27t) sin(—27mx) ) 7

— cos(2mt) sin(—27y) cos(27t) sin(—2my)

p= % cos(2mt)(cos(—2mz) + cos(—27y)).
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Tabelle 6.3: Rechenzeiten in Sekunden fir GMRES (t¢) und augmented Uzawa-type (ty) fur eine
Reduktion des vorkonditionierten Anfangsresiduums um den Faktor 10% bei Losung des 4-Netzwerk-
MPET-Problems. Die Tests wurden durchgefiihrt fiir h = 1/64.

K =102 K =101 K=1

A K; ta ty ta tu ta tu

1E-2 | 19.32 13.48 | 19.48 13.11 | 18.97 13.53
1E0 | 19.21 1350 | 19.92 12.78 | 19.39 12.90
1E0 1E2 | 19.43 12.88 | 19.44 12,50 | 19.12 11.67
1E4 | 19.39 13.46 | 19.45 12.89 | 19.33 11.57
1E10 | 19.29 11.26 | 19.38 12.27 | 19.28 13.01
1E-2 | 18.71 10.28 | 18.84 10.72 | 18.85 10.93
1E0 | 18.67 11.12 | 18.86 11.05 | 19.50 9.84
1E3 1E2 | 19.22 11.17 | 18.71 9.10 | 18.78 11.20
1E4 | 18.71 11.12 | 19.04 10.44 | 18.66 8.61
1E10 | 19.36 10.98 | 18.67 11.06 | 19.00 11.18
1E-2 | 18.76 8.17 | 18.55 10.50 | 18.48 10.81
1E0 | 18.82 10.61 | 18.68 10.46 | 18.73 10.22
1E6 1E2 | 18.39 10.42 | 18.75 10.44 | 18.62 10.69
1E4 | 18.61 11.08 | 18.37 10.72 | 18.71 10.04
1E10 | 18.69 11.05 | 18.63 9.31 | 18.71 11.19

Die Experimente wurden fiir eine Vielzahl von Eingabeparametern c,, A, R1_1 und fir 4 =
216, ps = 1038, py = 1000, = 0.5 und ppm, = py/¢ durchgefithrt. Um die Gleichung (3.6¢c) zu
erfiillen, wird o = —40% + 1 ausgewéhlt. Bei diesen Experimenten wird der Fehler der numerischen
Losung in den eingefithrten parameter-abhéngigen Normen || - |, xv, || - ||p sowie || - || berechnet,
siche Tabellen [6.4-6.11]. Das Abbruchkriterium des iterativen Prozesses ist die Reduzierung des
initialen vorkonditionierten Residuums um einen Faktor 10%. Wie die experimentelle Konvergen-
zordnung (EOC)?!, die durch (6.43) definiert ist, in den Tabellen [6.4-6.11] zeigt, verringert sich
der Fehler in den betrachteten parameter-abhidngigen Normen (4.26) um den Faktor 2, wenn die
Maschenweite und die Zeitschrittweite um den gleichen Faktor verringert wird.

EOC = log, EZ -, (6.43)

wobei e den Fehler in einem Test bezeichnet, indem die Maschenweite und die Zeitschrittweite
gleich sind, d.h. hy = 7%, und ey den Fehler im néchsten Test, wobei hyi1 = Tp41 = 7% /2 ist.

Lexperimental order of convergence (EOC)
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Zusammenfassung

Das erste Hauptergebnis dieser Dissertation (Satz 2.11 und 2.12) ist die uniforme Stabilitit sowie die
Moglichkeit der parameter-robusten Vorkonditionierung fiir die gestorten Sattelpunktprobleme (2.9)
sowie (2.14). Mit Hilfe dieses Resultats lassen sich die Stabilitit von quasi-statischem MPET-
System (3.36) sowie dynamischem MPET-System (3.39) studieren und geeignete Normen (3.38) und
(3.40) zur parameter-robusten Vorkonditionierung konstruieren. Wie gezeigt wird, liegt die Losung
des Gleichungssystems (quasi-statische (3.36) und dynamische (3.39)) in den L?(2), H(div , ) und
H'(Q) Riumen

o die Lésung von (3.36): (u;v;p) € HY(Q)? x (Ho(div , Q)™ x (L3(Q)™,
o die Losung von (3.39): (u;v;p) € HY(Q)? x (Ho(div , Q)" x (LE(Q))™.

Um die Stabilitdt im diskreten Fall zu studieren, haben wir die diskontinuierliche Galerkin-Methode
fiir die Verschiebung, einen Unterraum zur Approximation von H (div ,€) fiir den Fluss (beim dy-
namischen MPET-Problem fiir die relative Verschiebung) und einen Unterraum zur Approximation
von Lo(Q2) fiir den Druck verwendet. Das zweite Hauptergebnis ist die Fehlerabschitzung, fiir eine
voll diskrete Losung, die durch Zeit-(Crank-Nicolson) und Raum-Diskretisierung des dynamische
System (3.39) entsteht. Die Satze 5.8 und 5.11 fassen die Fehlerabschitzungen zusammen und die
numerischen Ergebnisse bestétigen, dass der Fehler zweiter Ordnung beziiglich der Zeit ist.

Das dritte Hauptergebnis besteht darin, ein vollstdndiges entkoppeltes iteratives Schema 5 zu
konstruieren. Aulerdem konnten wir zeigen, dass das Schema durch Anwendung der augmentierte
Lagrange-Uzawa-Typ-Methode entsteht und von linearer Konvergenz ist, wobei die Konvergenzra-
te unabhéingig von allen Modell- und Diskretisierungsparametern ist. Die numerische Ergebnisse
bestétigten, dass die neue Methode vom Uzawa-Typ schneller als das entsprechende vorkonditio-
nierte GMRES-Verfahren ist.
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Tabelle 6.4: Fehler in parameter-abhéngiger Norm || - ||z, xv-

cp=0,a=1

cp =0.1,a = 0,99747

A K 2| lllmex  EOC| fl-flo EOC| |l-llmaxe EOC| -l  EOC
4 | 1.19E+02 1.96E+02 1.20E+4-02 1.96E+02
1E-6 8 | 2.23E401 242 | 419E4+01 223 | 2.25E+01 2.41 | 4.19E401 2.23
16 | 4.03E+00 2.47 | 7.91E400 2.40 | 4.11E4+00 2.46 | 7.93E+00 2.40
1E0 32 | 7.27E-01  2.47 | 1.44E400 2.46 | 7.51E-01 2.45 | 1.45E4+00 2.45
4 | 1.19E+04 1.95E+04 1.19E4-04 1.95E+04
1E-10 8 | 2.22E4+03 2.43 | 4.16E4+03 223 | 2.22E+03 2.43 | 4.16E4+03 2.23
16 | 3.98E+02 2.48 | 7.80E4+02 2.42 | 3.98E4+02 2.48 | 7.80E+02 2.42
32 [ 7.06E4+01 2.49 | 1.40E+02 2.48 | 7.06E+01 2.49 | 1.40E4+02 2.48
4 | 1.25E+03 1.70E+03 1.26E4-03 1.71E+03
1E-6 8 [ 1.63E4+02 2.94 | 2.84E+02 258 | 1.64E4+02 2.93 | 2.87E4+02 258
16 | 2.06E+01 2.98 | 3.81E+01 290 | 2.09E4+01 297 | 3.88E4+01 2.88
1E8 32 | 259E+00 299 | 4.87E4+00 2.97 | 2.68E+00 2.97 | 5.04E4+00 2.94
4 | 1.14E+04 1.89E+04 1.20E+4-04 1.96E+04
1E-10 8 | 2.12E403 2.43 [ 4.02E4+03 2.23 | 2.23E+03 2.43 | 417E403 2.23
16 | 3.79E4+02 2.49 | 7.47E+02 243 | 3.99E4+02 248 | 7.81E4+02 242
32 | 6.70E+01 250 | 1.33E4+02 2.49 | 7.07E4+01 250 | 1.40E+02 2.48
Tabelle 6.5: Fehler in parameter-abhéngiger Norm || - || p.
cp=0,a=1 cp = 0.1, = 0,99747
4 | 4.86E-01 8.72E-01 8.20E-01 1.28E4-00
1E-6 8 | 3.15E-02 3.95 5.06E-02 4.11 | 1.14E-01 2.85 1.83E-01 2381
16 | 2.01E-03 3.97 | 3.30E-03 3.94 | 1.48E-02 295 | 2.37E-02 2.95
1E0 32 | 1.28E-04 3.98 | 2.04E-04 4.02 | 1.86E-03 2.99 | 3.00E-03 2.98
4 | 4.93E-01 8.78E-01 8.22E-01 1.29E+00
1E-10 8 | 3.19E-02 3.95 | 5.10E-02 4.11 | 1.14E-01 285 | 1.83E-01 2381
16 | 2.03E-03 3.98 | 3.35E-03 3.93 | 1.48E-02 2.95 | 2.37E-02 295
32 | 1.28E-04 3.99 | 2.00E-04 4.07 | 1.87E-03 2.99 | 3.01E-03 2.98
4 | 6.99E4-00 1.25E+01 6.17E-01 1.05E+00
1E-6 8 | 6.07E-01 352 | 9.64E-01 3.69 | 7.83E-02 298 | 1.29E-01 3.03
16 | 5.65E-02 3.43 | 8.70E-02 3.47 | 9.83E-03 299 [ 1.60E-02 3.01
1E8 32 | 551E-03 3.36 | 8.43E-03 3.37 | 1.23E-03 3.00 | 2.00E-03  3.00
4 | 1.68E4-03 3.01E+4-03 6.17E-01 1.05E+00
1E-10 8 | 2.17E4+02 296 | 3.69E4+02 3.03 | 7.83E-02 298 | 1.29E-01 3.03
16 | 2.74E+01 298 | 4.60E4+01 3.01 | 9.85E-03 2.99 | 1.61E-02 3.01
32 | 3.44E+00 3.00 | 5.75E+400 3.00 | 1.23E-03 3.00 | 2.01E-03  3.00
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Tabelle 6.6: Fehler in parameter-unabhéngigen Normen fiir u.

cp=0,a=1

cp =0.1,a =0,99747

K [ 2| I lww EOC] [z EOC| [fwm EOC] |-z EOC
4 | 3.41E-01 5.55E-01 3.15E-01 5.93E-01

1E-6 8 [ 9.09E-02 191 | 1.69E-01 1.71 [ 9.26E-02 1.77 | 1.92E-01 1.63

16 | 2.30E-02 198 | 4.47E-02 192 | 2.43E-02 193 | 497E-02 1.95

1E0 32 | 5.78E-03 1.99 | 1.13E-02 1.98 | 6.15E-03 1.98 | 1.27E-02 1.97
4 | 3.43E-01 5.59E-01 3.16E-01 5.95E-01

1E-10 8 | 9.14E-02 191 | 1.70E-01 1.71 | 9.28E-02 1.77 | 1.93E-01 1.63

16 | 2.32E-02 198 | 450E-02 192 | 2.44E-02 193 | 5.00E-02 1.95

32 | 5.81E-03 1.99 | 1.14E-02 1.98 | 6.17E-03 1.98 | 1.28E-02 1.97
4 | 1.54E-01 2.13E-01 1.54E-01 2.12E-01

1E-6 8 | 3.95E-02 196 | 7.07E-02 159 | 3.95E-02 1.96 | 7.06E-02 1.59

16 | 9.94E-03 199 | 1.89E-02 1.90 | 9.94E-03 1.99 | 1.89E-02 1.90

1E8 32 | 249E-03 2.00 | 4.79E-03 1.98 | 2.49E-03 2.00 | 4.79E-03 1.98
4 | 3.20E-01 5.25E-01 1.54E-01 2.12E-01

1E-10 8 | 8.61E-02 1.89 | 1.61E-01 1.70 | 3.95E-02 1.96 | 7.06E-02 1.59

16 | 2.18E-02 198 | 4.26E-02 192 [ 9.94E-03 199 | 1.89E-02 1.90

32 | 5.48E-03 1.99 | 1.08E-02 1.98 | 2.49E-03 2.00 | 4.79E-03 1.98

Tabelle 6.7: Fehler in parameter-unabhéngigen Normen fiir v.

cp=0,a=1 ¢ = 0.1, = 0,99747

K [ 2| [ lww EOC] 1T EOC| T Jwm EOC] [-J» _EOC
4 | 3.36E-01 5.55E-01 3.37E-01 5.93E-01

1E-6 8 | 8.85E-02 1.92 | 1.69E-01 1.71 [ 8.87E-02 193 | 1.92E-01 1.63

16 | 2.24E-02 198 | 4.47E-02 192 | 2.25E-02 198 | 497E-02 1.95

1E0 32 | 5.63E-03 1.99 | 1.13E-02 1.98 | 5.64E-03 1.99 | 1.27E-02 1.97
4 | 3.37E-01 5.59E-01 3.37E-01 5.95E-01

1E-10 8 | 8.89E-02 193 | 1.70E-01 1.71 | 8.89E-02 1.93 | 1.93E-01 1.63

16 | 2.25E-02 1.98 [ 450E-02 192 [ 2.25E-02 198 | 5.00E-02 1.95

32 | 5.6bE-03 1.99 | 1.14E-02 1.98 | 5.65E-03 1.99 | 1.28E-02 1.97
4 | 1.54E-01 2.13E-01 3.37E-01 2.12E-01

1E-6 8 [ 3.95E-02 196 | 7.07E-02 159 [ 8.88E-02 1.93 | 7.06E-02 1.59

16 | 9.94E-03 199 [ 1.89E-02 190 | 2.25E-02 1.98 | 1.89E-02 1.90

1E8 32 [ 2.49E-03 2.00 | 4.79E-03 1.98 | 5.65E-03 1.99 [ 4.79E-03 1.98
4 | 3.15E-01 5.25E-01 3.37E-01 2.12E-01

1E-10 8 | 838E-02 191 | 1.61E-01 1.70 | 8.89E-02 1.93 | 7.06E-02 1.59

16 | 2.13E-02 198 | 4.26E-02 192 | 2.25E-02 1.98 | 1.89E-02 1.90

32 [ 5.34E-03 1.99 | 1.08E-02 1.98 [ 5.65E-03 1.99 ([ 4.79E-03 1.98
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Tabelle 6.8: Fehler in parameter-unabhéngigen Normen fiir p.

cp=0,a=1

cp =0.1,a = 0,99747

K | llmax  EOC) -l EOC| |l'flmax EOC| |l-ll2 EOC
4 | 9.90E+02 1.78E+03 2.07E+01 3.25E4-01

1E-6 8 | 266E+02 1.95 | 4.10E402 2.11 | 5.76E4+00 1.85 | 9.24E4+00 1.81

16 | 6.48E+01 1.98 | 1.06E+02 1.95 | 1.49E+00 1.95 | 2.40E4+00 1.95

1E0 32 | 1.62E+01 2.00 | 2.59E+01 2.04 | 3.77E-01  1.99 6.07E-01  1.98
4 | 1.01E+03 1.79E+403 2.08E+01 3.25E4-01

1E-10 8 | 2.61E+02 1.95 | 417E4+02 2.11 | 5.77E+00 1.85 | 9.28E4+00 1.81

16 | 6.64E+01 1.98 | 1.10E+02 1.93 | 1.50E+00 1.95 | 2.40E4+00 1.95

32 | 1.67E+01 1.99 | 2.61E4+01 2.07 | 3.78E-01 1.99 | 6.09E-01 1.98
4 | 1.53E+05 2.74E4-05 1.56E+01 2.66E+4-01

1E-6 8 | 3.66E+04 2.07 | 5.81E4+04 2.24 | 3.96E4+00 1.98 | 6.52E400 2.03

16 | 9.12E+03 2.01 | 1.40E404 2.05 | 9.95E-01 1.99 | 1.62E+00 2.01

1E8 32 | 228E403 2.00 | 3.49E4+03 2.01 | 2.49E-01 2.00 | 4.05E-01 2.00
4 | 1.35E+08 2.41E+4-08 1.56E+01 2.66E+4-01

1E-10 8 | 3.47E+07 1.96 | 5.90E4+07 2.03 | 3.96E+00 1.98 | 6.52E400 2.03

16 | 8.77E+06 1.98 | 1.47E+07 2.01 9.97E-01 1.99 | 1.62E4+00 2.01

32 | 2.20E4+06 2.00 | 3.68E+06 2.00 | 2.50E-01 2.00 | 4.06E-01 2.00

Tabelle 6.9: Fehler in parameter-unabhédngigen Normen fiir div .

cp=0,aa=1 cp = 0.1, = 0,99747

K 2] Dlmax  EOC] Il EOC| [I:flmax EOC] |-l EOC
4 | 2.13E+00 3.48E4-00 2.01E+400 3.75E4-00

1E-6 8 | 5.61E-01 1.92 [ 1.05E4+00 1.73 | 5.89E-01 1.77 | 1.22E400 1.63

16 | 1.42E-01 1.98 2.78E-01 1.92 1.55E-01 1.93 3.17E-01 1.94

1E0 32| 3.57E-02 1.99 | 7.04E-02 198 | 3.92E-02 1.98 8.10E-02  1.97
4 | 2.15E+00 3.49E+00 2.01E+4-00 3.76E+4-00

1E-10 8 | 5.65E-01 1.92 [ 1.05E4+00 1.73 | 5.91E-01 1.77 | 1.22E400 1.62

16 | 1.43E-01 1.98 2.79E-01 1.91 1.55E-01 193 | 3.18E-01 1.94

32| 3.60E-02 1.99 | 7.07E-02 198 | 3.93E-02 198 | 8.13E-02 1.97
4 | 1.00E+00 1.36E4-00 1.00E+4-00 1.36E+00

1E-6 8 | 2.60E-01 1.94 | 454E-01 158 | 2.60E-01 1.94 | 454E-01 1.58

16 | 6.57E-02 1.99 1.22E-01 1.90 6.57E-02 1.99 1.22E-01 1.90

1E8 32 | 1.65E-02 2.00 3.09E-02 1.98 1.65E-02  2.00 3.09E-02 1.98
4 | 1.99E+00 3.29E4-00 1.00E+00 1.36E+00

1E-10 8 5.31E-01 191 | 1.00E4+00 1.71 2.60E-01 1.94 4.54E-01 1.58

16 | 1.35E-01 1.98 2.6bE-01 1.92 | 6.57E-02 1.99 1.22E-01 1.90

32| 3.39E-02 199 | 6.71E-02 1.98 1.65E-02 2.00 | 3.09E-02 1.98




6.4. Numerische Ergebnisse

Tabelle 6.10: Fehler in parameter-unabhéngigen Normen fir div v.

cp=0,a=1

cp =0.1,a = 0,99747

K | llmax  EOC| fl-ll2 EOC| |l-flmax EOC| -l EOC
4 | 2.13E+00 3.48E4-00 2.14E+400 3.49E4-00

1E-6 8 | 5.61E-01 1.92 | 1.05E400 1.73 | 5.64E-01 1.92 | 1.05E400 1.73

16 | 1.42E-01 1.98 2.78E-01 1.92 1.43E-01 1.98 2.78E-01 1.92

1E0 32 | 3.57E-02 199 | 7.04E-02 198 | 3.58E-02 2.00 | 7.06E-02 1.98
4 | 2.15E+00 3.49E4-00 2.15E4-00 3.49E4-00

1E-10 8 | 5.65E-01 1.92 [ 1.05E4+00 1.73 | 5.65E-01 1.92 | 1.056E4+00 1.73

16 | 1.43E-01 1.98 2.79E-01 1.91 1.43E-01 1.98 2.79E-01 1.91

32 | 3.60E-02 199 | 7.07E-02 198 | 3.60E-02 1.99 | 7.07E-02 1.98
4 | 1.00E+00 1.36E+4-00 2.15E+400 3.49E4-00

1E-6 8 2.60E-01 1.94 4.54E-01 1.58 5.65E-01 1.92 | 1.056E+00 1.73

16 | 6.57E-02 1.99 1.22E-01 1.90 1.43E-01 198 | 2.79E-01 191

1E8 32 | 1.65E-02 2.00 | 3.09E-02 198 | 3.59E-02 2.00 | 7.07E-02 1.98
4 | 1.99E+00 3.29E4-00 2.15E+4-00 3.49E4-00

1E-10 8 | 531E-01 191 | 1.00E400 1.71 | 5.65E-01 1.92 | 1.05E400 1.73

16 | 1.35E-01 1.98 | 2.65E-01 1.92 1.43E-01 198 | 2.79E-01 1.91

32 | 3.39E-02 199 | 6.71E-02 198 | 3.60E-02 1.99 | 7.07E-02 1.98

Tabelle 6.11: Fehler in parameter-unabhéngigen Normen fiir Vu.

cp=0,aa=1 cp = 0.1, = 0,99747
4 | 2.40E+00 3.72E4-00 2.08E+00 3.90E+4-00

1E-6 8 | 7.09E-01 1.76 | 1.28E4+00 1.54 | 7.08E-01 1.55 | 1.39E4-00 1.49

16 [ 1.75E-01 2.02 | 3.17E-01 2.01 1.75E-01 2.01 3.39E-01 2.04

1E0 32| 441E-02 199 | 8.11E-02 197 | 4.41E-02 199 | 8.66E-02 1.97
4 | 2.41E+00 3.75E4-00 2.08E+00 3.91E+00

1E-10 8 | 7.17E-01 1.75 | 1.29E4+00 154 | 7.12E-01 1.55 | 1.40E4-00 1.48

16 [ 1.78E-01  2.01 | 3.20E-01 2.01 1.76E-01 2.02 | 3.40E-01 2.04

32 | 4.47E-02 1.99 8.21E-02 1.96 4.43E-02 1.99 8.70E-02 1.97
4 | 9.98E-01 1.35E+4-00 9.98E-01 1.35E+4-00

1E-6 8 | 259E-01 1.95 | 4.50E-01 159 | 259E-01 1.95 | 450E-01 1.59

16 | 6.51E-02 1.99 1.20E-01 1.90 6.51E-02  1.99 1.20E-01 1.90

1E8 32 | 1.62E-02 2.00 | 3.05E-02 1.98 1.62E-02 2.00 | 3.05E-02 1.98
4 | 2.23E+00 3.42E4-00 9.98E-01 1.35E+4-00

1E-10 8 | 6.,73E-01 1.73 | 1.19E4+00 152 | 2.59E-01 1.95 | 4.50E-01 1.59

16 | 1.65E-01 2.03 | 3.01E-01 1.99 | 6.51E-02 1.99 1.21E-01 1.90

32| 4.14E-02 199 | 7.68E-02 1.97 1.63E-02 2.00 | 3.06E-02 1.98
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