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Kurzfassung
Nachgiebige Mechanismen mit Festkörpergelenken (FKG) gewinnen aufgrund ihrer vorteilhaften Eigenschaften, wie
beispielsweise Reproduzierbarkeit, Spielfreiheit und Wartungsfreiheit, in der Forschung und Industrie zunehmend an
Bedeutung [1]. Die FKG solcher Mechanismen werden anhand ihrer Symmetrie in verschiedene Kategorien, wie voll-,
transversal-, längs- und asymmetrisch, unterteilt [2]. Das Verformungsverhalten vollsymmetrischer sowie längssymmetri-
scher Gelenke (vgl. Bild 1a) kann mit der Theorie großer Verformungen stabförmiger Strukturen [3] numerisch berechnet
werden [4]. Die neutrale Faser (gestrichelte Linie), welche bei der Verfomung keine Längenänderung erfährt, verläuft
immer durch den Schwerpunkt der Querschnittsflächen und wird im Kontext dieser FKG bisher als Kurve mit konstan-
ter Krümmung beschrieben [4]. In Wägezellen (vgl. Bild 1b) werden jedoch häufig Gelenke verwendet, welche von der
Vollsymmetrie abweichen. Mit ihnen können sehr geringe Messunsicherheiten erreicht werden [5]. Im gezeigten Beispiel
in Bild 1b) werden transversalsymmetrische Gelenke mit Halbkreiskonturen eingesetzt. Die Beschreibung der neutra-
len Faser, welche zur Berechnung des Verformungsverhaltens notwendig ist, kann bei diesen Gelenken nicht durch eine
konstante Krümmung erfolgen.
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Bild 1 Nachgiebige Strukturen: a) symmetrisches Gelenk mit Halbkreiskonturen, b) Wägezelle mit transversalsymmetrischen Gelen-
ken c) Parametrisierung des transversalsymmetrischen Gelenks mit Halbkreiskontur. Gestrichelte Linie zeigt die neutralen Faser.

Die neutrale Faser des in Bild 1c) dargestellten transversalsymmetrischen Gelenks mit Halbkreiskontur stellt einen Ellip-
senbogen dar. Entlang dieser neutralen Faser wird eine Balkenkoordinate s eingeführt. Die maximale Höhe des Balkens
ist mit H, der Gelenkradius mit r und die minimale Gelenkhöhe mit hg charakterisiert. Zudem besitzt die Struktur eine
Breite b. Die Höhe h(s) ist, wie in Bild 1c) dargestellt, orthogonal zur Längsausdehnung des Balkens, jedoch nicht or-
thogonal zur neutralen Faser. Für die Berechnung der Verformung des Gelenks wird die Länge des Ellipsenbogens, sowie
die Krümmung κ(s) der neutralen Faser an jeder Stelle s entlang des Balkens und die Höhe h(s) benötigt. Der Verlauf
der neutralen Faser lässt sich mit kartesischen Koordinaten in Abhängigkeit von x durch Gleichungen 1,2 beschreiben.
Aufgrund des modularen Aufbaus, analog zu [4], des Mechanismus beginnt die Laufkoordinate x jeweils am Anfang ei-
nes Abschnittes mit x = 0. So ist es Möglich unterschiedliche Konturen und Ausrichtungen, wie in Bild 2b) beispielhaft
gezeigt, zu realisieren.
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Die Länge se der jeweiligen Ellipsenbögen von 0 bis x kann anschließend durch das Integral in Gleichung 3 berechnet
werden. Die Integrationsgrenze x darf dabei den Radius r der Halbkreiskontur nicht überschreiten. Da für den Umfang
einer Ellipse und somit für die Länge eines Ellipsenbogens keine explizite Lösung existiert, wird dieses elliptische Integral
numerisch gelöst.
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Die numerische Berechnung des Differentialgleichungssystems aus [4] erfolgt entlang der neutralen Faser s. Um κ(s) und
h(s) zu ermitteln wird eine Nullstellensuche 0 = s− se(x) durchgeführt, worüber es möglich ist, die Integrationsvariable
x zu erhalten. Die Kenntnis von x(s) ermöglicht es nun, die Krümmung κ(s) durch Gleichung 4 und die Höhe entlang des
Balkens h(s) = 2y(s) zu beschreiben. Mit der ermittelten Höhe kann das Flächenträgheitsmoment entlang der neutralen
Faser berechnet werden. Im Anschluss an die analog zu [4] in MATLAB ® durchgeführte Berechnung, liegen das resul-
tierende Biegemoment, die x- und y-Koordinaten und der Neigungswinkel der neutralen Faser im verformten Zustand
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vor. Diese Ergebnisse lassen sich anschließend zur Auswertung weiterer Parameter, wie Verschiebungen oder Dehnungen
entlang der neutralen Faser verwenden.
Zur Überprüfung des entwickelten analytischen Modells wird eine Parameterstudie in Ansys an FEM-Modellen durch-
geführt, in welcher der Radius r des Gelenks von 1− 1,9 mm in 0,1 mm Schritten und die Kraft am Balkenende von
1− 10 N in 1 N Schritten variiert wird. Für jede Kombination werden die Ergebnisse der Verschiebungen in x- sowie
y-Richtung sowie die maximale Dehnung εmax ausgewertet. In Bild 2a) ist eine Beispielgeometrie mit einem Radius von
r = 1,9 mm dargestellt. Damit die Ergebnisse verglichen werden können, wird die Verformung im FEM-Modell durch
eine Verformungsstichprobe, welche auf der neutralen Faser am Ende des Balkens liegt, ermittelt.

a) b)

Bild 2 a) FEM-Modell: Körper am linken Ende eingespannt und am rechten Ende mit einer Kraft in y-Richtung belastet, b) Gelenk
mit Viertelkreiskontur.

Bei den in Bild 3 dargestellten Abweichungen der mittels des entwickelten analytischen Modells berechneten Ergebnisse
zu den FEM-Ergebnissen fallen für die Verschiebung in x-Richtung, a), Abweichungen von bis zu 60% auf. Diese große
prozentuale Abweichung ist mit der generell sehr geringen Verschiebung von wenigen Mikrometern in x-Richtung zu
erklären. Bei den Abweichungen für die Verschiebungen in y-Richtung sowie die Dehnungen ist zu erkennen, dass sie
mit zunehmenden Radius kleiner werden. Dies ist auf die verwendete Theorie zurückzuführen, da es sich bei kleinen
Radien um sehr gedrungene Elemente und nicht mehr um schlanke Balken (Länge » Querschnittsabmessungen) handelt
und somit eine Voraussetzung für die verwendete Theorie [6] nicht erfüllt wird. Ein Großteil der Abweichungen liegt
jedoch bei unter 5 %. Das erstellte analytische Modell kann als validiert angesehen werden.
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Bild 3 Abweichungen der analytischen und FEM basierten Ergebnisse bei Variation des Gelenkradius r und der Kraft F in y-Richtung.

Mit der hier vorgestellten analytischen Beschreibung zur Berechnung der Verformung eines transversalsymmetrischen
Gelenks ist ein wichtiger Beitrag und Grundstein zur analytischen Analyse und Optimierung von Wägezellen gelungen.
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