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Für den längerfristigen und nicht nur sporadischen Einsatz digitaler Medien im Mathematikunterricht 
sind Konzepte erforderlich. Das heißt, man benötigt eine Art „roten Faden“, was der Begriff Ähnlich-
keit leisten könnte. Wesentliche Inhalte des Geometrieunterrichts beruhen auf dem Prinzip der Ähn-
lichkeit. Mit Hilfe von DGS lässt diese sich leicht entdecken. Dies bietet für Schülerinnen und Schüler 
neben der mathematischen Begründung eine zusätzliche visuelle Bestätigung durch die DGS. In dem 
Beitrag werden Inhalte der Geometrie unter dem Aspekt der Ähnlichkeit diskutiert. 

Der Begriff der Ähnlichkeit 
Der Begriff der Ähnlichkeit verbindet die Leitideen Messen, Raum und Form und funktionaler Zu-
sammenhang sowie fast alle geometrischen Inhalte ab Klasse 7 (vgl. Weitendorf, 2020a, 2020b). Be-
sonders die Inhalte der Leitidee Messen sind in einem digital gestützten Geometrieunterricht gut zu-
gänglich, da ein DGS jederzeit die Möglichkeit bietet, Streckenlängen zu messen und darüber hinaus 
lassen sich auch Quotienten leicht berechnen. Des Weiteren ergibt sich eine Verbindung zur Optik 
im Physik-Unterricht, die in der Regel in Klasse 7 oder 8 behandelt wird. Die Ähnlichkeit spielt 
normalerweise im Geometrieunterricht in Klasse 7 keine Rolle. Es lässt sich aber Äquivalenz als 
Spezialfall der Ähnlichkeit auffassen. Man kann entweder mit der Äquivalenz beginnen und überle-
gen, wie sich Voraussetzungen abschwächen lassen, damit man zumindest noch ähnliche Figuren 
erhält; bzw. den umgekehrten Weg gehen, der im Rahmen des Artikels vorgeschlagen wird. Der Be-
griff der Kongruenz ist nicht unproblematisch, während der Begriff der Ähnlichkeit den Schülerinnen 
und Schülern aus dem Alltag vertraut ist. So besteht für den Unterricht die Aufgabe, einen alltäglichen 
Begriff für den Mathematikunterricht zu präzisieren. Des Weiteren besteht ein Vorteil darin, dass sich 
ein Beispiel für die Proportionalität und damit eine Verbindung zur Leitidee funktionaler Zusammen-
hang ergibt. In ähnlichen Figuren sind die Längen entsprechender Seiten proportional zueinander. 
Eine weitere Verbindung ergibt sich dadurch, dass Parabeln ähnlich sind. Eine Parabel ist der geo-
metrische Ort aller Punkte, die von einem Punkt, dem Brennpunkt und einer Geraden gleich weit 
entfernt sind.  
Das heißt, durch einen Punkt, der nicht auf der Geraden liegt, und eine Gerade ist die Parabel eindeu-
tig bestimmt. Das bedeutet, man muss doch nur eine Gerade und einen Punkt durch eine zentrische 
Streckung auf eine andere Gerade und einen anderen Punkt abbilden. Durch Drehung und Verschie-
bung ist es immer zu erreichen, dass die beiden Geraden aufeinander liegen. Man lege dann eine 
Gerade durch die beiden Punkte, was immer möglich ist, wenn die Parabeln nicht schon vorher kon-
gruent waren. Der Schnittpunkt dieser Geraden mit den beiden zu den Parabeln gehörenden Geraden 
ist das gesuchte Zentrum der Streckung.  
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Zu einer gegebenen Parabel findet man den Brennpunkt durch die Eigenschaft, dass reflektierte Strah-
len durch den Brennpunkt verlaufen. Des Weiteren liegt der Brennpunkt natürlich auf der Symmet-
rieachse. Damit sind zu jeder Parabel auch Brennpunkt und die definierende Gerade eindeutig be-
stimmt. 

 

Ähnliche Dreiecke 

 
Abbildung 1: Zwei ähnliche Dreiecke 

Bezüglich der begrifflichen Präzisierung beginnt man zunächst mit Dreiecken. Zeichnungen an der 
Tafel und entsprechende Zeichnungen in den Heften sind ähnlich. Dies gilt auch insbesondere für die 
verwendeten Geodreiecke. Schülerinnen und Schüler erkennen, dass in ähnlichen Dreiecken die In-
nenwinkel gleich groß sind. Die Frage, ob zwei gleichgroße Winkel genügen, führt zum Innenwin-
kelsummensatz. Kongruenzsätze und Konstruktionen werden wie traditionell behandelt. 

Strahlensätze und zentrische Streckungen 

Wenn man die Ähnlichkeit über ähnliche Dreiecke einführt, ergeben sich die Strahlensätze automa-
tisch. Vor allem der zweite Strahlensatz macht den Schülerinnen und Schülern oft Schwierigkeiten, 
da die Streckenlängen sich ja auf den Abstand zum Zentrum beziehen müssen.  

  
Abbildung 2: Strahlensatzfigur 
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Kreise und eine dezimale Darstellung von π3 

Alle Kreise sind ähnlich! Daraus folgen die entsprechenden Proportionalitäten: S~U und V~U0. Be-
gründen lassen sich die Proportionalitäten mit Quadraten, die natürlich auch alle ähnlich sind (s. Abb. 

 
3 Eine ausführliche Darstellung findet sich in dem entsprechenden Artikel (s. Literaturverzeichnis) 
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3). Umfang und Flächeninhalt von Quadraten sind bekannt und proportional zu r bzw. r2. Die Figur 
lässt sich längs der Halbgeraden IG mit Zentrum I strecken bzw. stauchen. 

 
Abbildung 3: Kreis mit inliegendem und umliegendem Quadrat 

Die Fläche eines Kreises lässt sich nur schwer händisch messen. Man müsste die Kreisfläche z. B. 
mit kleinen Quadraten auslegen, was eher mühselig ist. Wenn die Proportionalität gezeigt werden 
soll, muss dieses für verschiedene Radien durchgeführt werden. Deutlich einfacher ist es, den Umfang 
von Kreisen zu messen. Man könnte zylindrische Körper mit einem Band umspannen und deren 
Länge messen, bzw. die Zylinder auf einem Blatt Papier abrollen und die Länge der Spur messen. 
Die erhaltenen Durchmesser und Umfänge lassen sich in eine Tabellenkalkulation eintragen und mit 
deren Hilfe lässt sich zum einen die Proportionalität zeigen und zum anderen ergibt sich eine erste 
Näherung für π. 

Das händische Abrollen lässt sich simulieren. Als Software wurde GeoGebra gewählt (s. Abb. 4). Der 
Kreis ist so konzipiert, dass mit Hilfe der Schieberegler sowohl das Abrollen (s. Abb. 4 Schieberegler 
a) als auch der Radius des Kreises verändert werden können. Der Mittelpunkt A des Kreises hat die 
Koordinaten A(a,r). Dadurch wird zum einen das Abrollen simuliert, zum anderen rollt der Kreis 
immer auf der x-Achse ab. Der Punkt B´ dient als Fixpunkt, mit dessen Hilfe die Bewegung des 
Kreises deutlich wird. Insbesondere ergibt sich eine vollständige Drehung, wenn die Punkte B und 
B´ aufeinanderliegen. Die Länge der Strecke f = CB entspricht dann der Länge des Kreisumfangs. In 
die Lage des Punktes B´ geht die Konstante π ein. Die Punkte BAB´ beschreiben einen Winkel, der 
den Wert a/r gemessen in Bogenmaß hat. Die Genauigkeit lässt sich dadurch erhöhen, dass die Schritt-
weite des Schiebereglers a verkleinert wird. Dem sind natürlich durch die Auflösung des Bildschirms 
Grenzen gesetzt.  
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Abbildung 4: Simulation des Abrollens mit GeoGebra 

 
Abbildung 5: Kreis mit einbeschriebenem 6-Eck 

Im Folgenden wollen wir eine dezimale Näherung für π bestimmen (s. Abb. 5). Durch Konstruktion 
der Mittelsenkrechten der jeweiligen Seiten des Sechsecks, erhält man ein 12-Eck, dessen Umfang 
sich mehr dem Umfang des Kreises annähert. Das heißt, es ist der Umfang des 12-Ecks bzw. die 
Länge einer Kante zu bestimmen. Für ein Näherungsverfahren ist ein Algorithmus erforderlich. Das 
heißt, wenn der Umfang des 12-Ecks bestimmt ist, müsste man als Nächstes ein n-Eck mit einem 
größeren n wählen. So ist zunächst eine Möglichkeit zu finden, aus dem Umfang des 6-Ecks den 
Umfang des 12-Ecks zu bestimmen. Wenn es gelingt, dass in diesem Verfahren die konkreten Zahlen 
6 und 12 nicht auftreten, lässt sich dies verallgemeinern und man hat einen allgemeinen Zusammen-
hang zwischen den Kantenlängen sn und s2n, mit dem sich π näherungsweise bestimmen lässt.  

Aus der Zeichnung ist ersichtlich, dass sich die beiden rechtwinkligen Dreiecke ABQ und BPQ erge-
ben. Wir fügen folgende Bezeichnungen ein: DWFFFF = !	X(Y	WZFFFF = 0. Des Weiteren gelte für den Ra-
dius des Kreises r = 1.  

∆EZW:					]"!" =	
1

4
]!" + 0" 

∆DEW:											1 = 	 !" +
1

4
]!" 
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    Und:           1 = ! + 0 

Als Lösung ergibt sich: ]"! =	C2 − @4 − ]!"    

Näherungswerte für π lassen sich jetzt mit Hilfe der Tabellenkalkulation berechnen (s. Abb. 6) 

 
Abbildung 6: Berechnung einer Näherung für π 

Aus der Abbildung 6 erkennt man, dass der Wert für das 49152-Eck nicht stimmen kann, da die Werte 
auf Grund des Verfahrens nicht fallen können. Lässt man weitere Werte berechnen, so ergibt sich 
eine sogenannte Subtraktionskatastrophe (s. Abb. 7). 

 
Abbildung 7: Subtraktionskatastrophe 

Das Problem hinsichtlich der Subtraktion lässt sich dadurch umgehen, indem der Berechnungsterm 

mit C2 + @4 − ]!" erweitert wird. Nach einigen Umformungen unter Berücksichtigung der dritten 

binomischen Formel ergibt sich dann für den Algorithmus: ]"! =
1#

2"/3'41#"
 . Wie Abbildung 8 (die 

verbesserten Werte stehen in den Spalten E und F) zeigt, erhält man so eine Näherung für π mit einer 
Genauigkeit von 10 Stellen, und dieser Wert bleibt stabil. 

 
Abbildung 8: Verbesserte Näherung für π 
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Zur Satzgruppe des Pythagoras 

Die Sätze am rechtwinkligen Dreieck werden im Prinzip als Flächensätze bewiesen. Wenn man sich 
hingegen die auf den Beweis der Sätze folgenden Aufgaben anschaut, so geht es nicht darum, Flä-
cheninhalte zu bestimmen, sondern Streckenlängen zu berechnen. Von daher wird ein anderes Be-
weisverfahren vorgeschlagen, um diesen Bruch zu vermeiden. 

 
Abbildung 9: Das rechtwinklige Dreieck DBE mit der Höhe EF 

Die Höhe FE teilt das ursprüngliche rechtwinklige Dreieck DBE in die beiden ebenfalls rechtwinkli-
gen Dreiecke DFE und FBE (s. Abb. 9). Es ist leicht einzusehen, dass alle drei Dreiecke ähnlich sind. 
So lässt sich zunächst der Höhensatz (s. Abb. 10) beweisen. Die Konstruktion und die Messungen 
sind natürlich kein Beweis für den Satz. Es bietet aber Schülerinnen und Schülern die Möglichkeit, 
die Korrektheit des Satzes zumindest einzusehen.  

 
Abbildung 10: Beweis des Höhensatzes 

Der Beweis ist durch die Abbildung 10 schon vorstrukturiert. Betrachtet man die beiden ähnlichen 
Dreiecke DFE und FBE, so lassen sich jeweils die Katheten zueinander ins Verhältnis setzen:	

^_FFFF

_`FFFF
=
_`FFFF

_EFFFF
			→ 	^_FFFF ∙ _EFFFF = 	_`FFFF" 

Der Höhensatz ist damit bewiesen.  

Den Kathetensatz (s. Abb. 11) beweist man entsprechend:  
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Abbildung 11: Beweis des Kathetensatzes 

`EFFFF

^EFFFF
=
_EFFFF

`EFFFF
	→ 		`EFFFF" = ^EFFFF ∙ _EFFFF 

Für die zweite Kathete lässt es sich entsprechend zeigen.  

Den Satz des Pythagoras erhält man dann automatisch aus der Anwendung des Kathetensatzes auf 
die beiden Katheten.  

"" = 5 ∙ L					X(Y				#" = 6 ∙ L		 → 					"" + #" = 5 ∙ L + 6 ∙ L	 = 		(5 + 6) ∙ L 

Aus dem Ansatz folgt automatisch ein Zusammenhang zwischen Verhältnis- und Flächensätzen. 

Die trigonometrischen Funktionen4 

Zur Einführung der trigonometrischen Funktionen sollten Schülerinnen und Schüler erkennen, dass 
in rechtwinkligen Dreiecken die Seitenverhältnisse von den gegebenen Winkeln abhängen. Dies 
schließt somit unmittelbar an die Einheit über ähnliche Dreiecke an. Dazu wird zunächst gezeigt, dass 
die Seitverhältnisse konstant bleiben, wenn ein weiterer Winkel fest vorgegeben ist (s. Abb. 11). Dazu 
wird der Punkt D (s. Abb. 11) auf der Strecke [AC] fixiert, und mittels einer Animation des Punktes 
D auf dieser Strecke werden ähnliche rechtwinklige Dreiecke ADE mit erzeugt (s. Abb. 11). Wir 
zeigen zunächst numerisch, dass die Seitenverhältnisse in diesem Dreieck jeweils gleich sind (s. Abb. 
12) 

 

 
4 Eine ausführliche Darstellung findet sich in dem entsprechenden Artikel (s. Literaturverzeichnis) 
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Abb. 12 Ähnliche Dreiecke mit rechtem Winkel 

 
Abb. 13 Auswertungen der Animation  

Die sich aus der Animation ergebenden Seitenverhältnisse können über die Tabellenfunktion im 
Messfenster in die Tabellenkalkulation übertragen werden. In der Spalte D stehen die sin- und in 
Spalte E die cos- Werte des Winkels am Eckpunkt A. Als Ergänzung wurde noch das Quadrat der 
beiden Werte gebildet und diese wurden summiert (s. Abb. 13: Zelle F3) 

Daraus wird verständlich, dass das Verhältnis der entsprechenden Seiten ein Maß für den entspre-
chenden Winkel ist. Das heißt, die Winkelfunktionen sin, cos und tan lassen sich für Winkel zwischen 
0° und 90° definieren.  

Werte für die trigonometrischen Funktionen erhält man durch Animationen, indem man den Winkel 
variiert. Man legt dazu den Eckpunkt mit dem rechten Winkel auf einen Halbkreis, lässt diesen durch 
eine Animation auf diesem wandern und misst die entstehenden Seitenverhältnisse.  
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Abb. 14 Berechnung von sin-Werten und ihre grafische Darstellung 

Die Werte werden dann wieder in die Tabellenkalkulation hinein übertragen, so dass die entsprechen-
den Verhältnisse berechnet werden können (s. Abb. 13). Durch Markierung der Spalte mit den Win-
keln und mit den sin-Werten lassen sich die Funktionswerte grafisch darstellen. Die Darstellung in 
Abbildung 13 entspricht nicht der üblichen, da für die x-Achse als Einheit das Gradmaß gewählt 
wurde. Selbst wenn man zunächst die Winkelgrößen in Bogenmaß umrechnen lässt, erhält man nicht 
die übliche Darstellung, da in der Tabellenkalkulation die Achseneinheiten willkürlich gesetzt wer-
den. Im Unterricht sollten als Nächstes die üblichen Dreiecksberechnungen behandelt werden, auf 
die wir hier nicht weiter eingehen wollen. Im Zusammenhang mit dem Einsatz neuer Medien sollte 
für die Schülerinnen und Schüler verständlich werden, dass die jetzt möglichen Berechnungen die 
Grundlage dafür liefern, dass die Dreieckskonstruktionen und das Messen von Winkeln möglich sind. 

Das gilt aber bisher nur für rechtwinklige Dreiecke. Für die Berechnung beliebiger Dreiecke werden 
der Sinus- und der Kosinussatz benötigt. Auf die Herleitung und Begründung dieser beiden Sätze 
wollen wir hier nicht weiter eingehen. Bzgl. der Anwendungen werden zunächst nur Dreiecke be-
trachtet, deren Innenwinkel höchstens ein Maß von 90° haben. Von den Konstruktionen her ist be-
kannt, dass der Fall ssw im Allgemeinen nicht zu einer eindeutigen Lösung führt. Da aber der Zu-
sammenhang zwischen Berechnungen und Konstruktionen besteht, muss sich dieses auch in der Be-
rechnung mit Hilfe des Sinussatzes niederschlagen. 

Die obigen Überlegungen lassen eine Erweiterung des Definitionsbereichs der trigonometrischen 
Funktionen sinnvoll erscheinen. Für eine Erweiterung des Definitionsbereiches übertragen wir die 
bisherigen Erkenntnisse auf einen Viertelkreis, dessen Radius die Länge 1 hat (s. Abb. 14).  

      y 
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Abb. 15 Zusammenhang zwischen einem Viertelkreis mit dem Radius 1 und den trigonometrischen 
Funktionen 

Die Schülerinnen und Schüler erkennen, dass die Koordinaten des Punktes D gleich dem Kosinus- 
bzw. Sinuswert des Winkels am Punkt A sind. Dies kann zum einen natürlich durch theoretische 
Überlegungen geschehen. Zum anderen lässt sich der Zusammenhang dadurch überprüfen, dass der 
Punkt D animiert wird und die Koordinaten des Punktes D mit den Kosinus- und Sinuswerten des 
Winkels bei A verglichen werden. Im Geometrie Modul ist dies nicht direkt möglich. Die Werte 
lassen sich aber, wie oben beschrieben, in die Tabellenkalkulation übertragen.  

Jetzt ergibt sich die Möglichkeit, den Definitionsbereich der Sinus- und Kosinusfunktion zu erwei-
tern. Dazu erweitert man den Viertel-Einheitskreis zu einem Vollkreis oder erst zu einem Halbkreis. 
Die Sinus- und Kosinuswerte werden als Koordinaten des einem Winkel zugehörigen Punktes, der 
auf dem Kreis liegt, definiert. Eine Motivation für eine Erweiterung des Definitionsbereiches für 
Winkelgrößen, die mehr als 180° bzw. 360° betragen, ergibt sich aus der Geometrie nicht. Diese 
ergibt sich aber aus physikalischen Betrachtungen. 
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