Ahnlichkeit als durchgingiges Konzept fiir einen
digital gestiitzten Geometrieunterricht

Jens Weitendorf

Universitdit Hamburg

Fiir den lingerfristigen und nicht nur sporadischen Einsatz digitaler Medien im Mathematikunterricht
sind Konzepte erforderlich. Das heifit, man benétigt eine Art ,,roten Faden *, was der Begriff Ahnlich-
keit leisten konnte. Wesentliche Inhalte des Geometrieunterrichts beruhen auf dem Prinzip der Ahn-
lichkeit. Mit Hilfe von DGS ldsst diese sich leicht entdecken. Dies bietet fiir Schiilerinnen und Schiiler
neben der mathematischen Begriindung eine zusdtzliche visuelle Bestdtigung durch die DGS. In dem
Beitrag werden Inhalte der Geometrie unter dem Aspekt der Ahnlichkeit diskutiert.

Der Begriff der Ahnlichkeit

Der Begriff der Ahnlichkeit verbindet die Leitideen Messen, Raum und Form und funktionaler Zu-
sammenhang sowie fast alle geometrischen Inhalte ab Klasse 7 (vgl. Weitendorf, 2020a, 2020b). Be-
sonders die Inhalte der Leitidee Messen sind in einem digital gestiitzten Geometrieunterricht gut zu-
géanglich, da ein DGS jederzeit die Mdglichkeit bietet, Streckenlédngen zu messen und dariiber hinaus
lassen sich auch Quotienten leicht berechnen. Des Weiteren ergibt sich eine Verbindung zur Optik
im Physik-Unterricht, die in der Regel in Klasse 7 oder 8 behandelt wird. Die Ahnlichkeit spielt
normalerweise im Geometrieunterricht in Klasse 7 keine Rolle. Es lsst sich aber Aquivalenz als
Spezialfall der Ahnlichkeit auffassen. Man kann entweder mit der Aquivalenz beginnen und iiberle-
gen, wie sich Voraussetzungen abschwéchen lassen, damit man zumindest noch dhnliche Figuren
erhilt; bzw. den umgekehrten Weg gehen, der im Rahmen des Artikels vorgeschlagen wird. Der Be-
griff der Kongruenz ist nicht unproblematisch, wihrend der Begriff der Ahnlichkeit den Schiilerinnen
und Schiilern aus dem Alltag vertraut ist. So besteht fiir den Unterricht die Aufgabe, einen alltidglichen
Begriff fiir den Mathematikunterricht zu prézisieren. Des Weiteren besteht ein Vorteil darin, dass sich
ein Beispiel fiir die Proportionalitit und damit eine Verbindung zur Leitidee funktionaler Zusammen-
hang ergibt. In dhnlichen Figuren sind die Léngen entsprechender Seiten proportional zueinander.
Eine weitere Verbindung ergibt sich dadurch, dass Parabeln dhnlich sind. Eine Parabel ist der geo-
metrische Ort aller Punkte, die von einem Punkt, dem Brennpunkt und einer Geraden gleich weit
entfernt sind.

Das heift, durch einen Punkt, der nicht auf der Geraden liegt, und eine Gerade ist die Parabel eindeu-
tig bestimmt. Das bedeutet, man muss doch nur eine Gerade und einen Punkt durch eine zentrische
Streckung auf eine andere Gerade und einen anderen Punkt abbilden. Durch Drehung und Verschie-
bung ist es immer zu erreichen, dass die beiden Geraden aufeinander liegen. Man lege dann eine
Gerade durch die beiden Punkte, was immer moglich ist, wenn die Parabeln nicht schon vorher kon-
gruent waren. Der Schnittpunkt dieser Geraden mit den beiden zu den Parabeln gehdrenden Geraden
ist das gesuchte Zentrum der Streckung.
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Zu einer gegebenen Parabel findet man den Brennpunkt durch die Eigenschaft, dass reflektierte Strah-
len durch den Brennpunkt verlaufen. Des Weiteren liegt der Brennpunkt natiirlich auf der Symmet-
ricachse. Damit sind zu jeder Parabel auch Brennpunkt und die definierende Gerade eindeutig be-
stimmt.

Ahnliche Dreiecke

Abbildung 1: Zwei dhnliche Dreiecke

Beziiglich der begrifflichen Prazisierung beginnt man zundchst mit Dreiecken. Zeichnungen an der
Tafel und entsprechende Zeichnungen in den Heften sind &hnlich. Dies gilt auch insbesondere fiir die
verwendeten Geodreiecke. Schiilerinnen und Schiiler erkennen, dass in dhnlichen Dreiecken die In-
nenwinkel gleich grof} sind. Die Frage, ob zwei gleichgrole Winkel geniigen, fiihrt zum Innenwin-
kelsummensatz. Kongruenzsitze und Konstruktionen werden wie traditionell behandelt.

Strahlensitze und zentrische Streckungen

Wenn man die Ahnlichkeit iiber dhnliche Dreiecke einfiihrt, ergeben sich die Strahlensitze automa-
tisch. Vor allem der zweite Strahlensatz macht den Schiilerinnen und Schiilern oft Schwierigkeiten,
da die Streckenldngen sich ja auf den Abstand zum Zentrum beziehen miissen.

Abbildung 2: Strahlensatzfigur

ZD ZA+AB  ZC+CD .
— =>—"——— = ~"—herleiten
ZC ZA ZC

. AB _ CD ... . . . ZB
Die Form — = — ldsst sich mit Termumformungen direkt aus —= =
ZA  ZC ZA
Kreise und eine dezimale Darstellung von m’

Alle Kreise sind #hnlich! Daraus folgen die entsprechenden Proportionalititen: U~7 und F~12. Be-
griinden lassen sich die Proportionalititen mit Quadraten, die natiirlich auch alle &hnlich sind (s. Abb.

® Eine ausfiihrliche Darstellung findet sich in dem entsprechenden Artikel (s. Literaturverzeichnis)
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3). Umfang und Flacheninhalt von Quadraten sind bekannt und proportional zu r bzw. r?. Die Figur
lasst sich langs der Halbgeraden IG mit Zentrum I strecken bzw. stauchen.

Abbildung 3: Kreis mit inliegendem und umliegendem Quadrat

Die Fléache eines Kreises ldsst sich nur schwer hindisch messen. Man miisste die Kreisfldche z. B.
mit kleinen Quadraten auslegen, was eher miihselig ist. Wenn die Proportionalitit gezeigt werden
soll, muss dieses fiir verschiedene Radien durchgefiihrt werden. Deutlich einfacher ist es, den Umfang
von Kreisen zu messen. Man konnte zylindrische Korper mit einem Band umspannen und deren
Liange messen, bzw. die Zylinder auf einem Blatt Papier abrollen und die Lange der Spur messen.
Die erhaltenen Durchmesser und Umféange lassen sich in eine Tabellenkalkulation eintragen und mit
deren Hilfe ldsst sich zum einen die Proportionalitit zeigen und zum anderen ergibt sich eine erste
Néherung fiir 7.

Das héndische Abrollen lésst sich simulieren. Als Software wurde GeoGebra gewihlt (s. Abb. 4). Der
Kreis ist so konzipiert, dass mit Hilfe der Schieberegler sowohl das Abrollen (s. Abb. 4 Schieberegler
a) als auch der Radius des Kreises verdndert werden konnen. Der Mittelpunkt A des Kreises hat die
Koordinaten A(a,r). Dadurch wird zum einen das Abrollen simuliert, zum anderen rollt der Kreis
immer auf der x-Achse ab. Der Punkt B” dient als Fixpunkt, mit dessen Hilfe die Bewegung des
Kreises deutlich wird. Insbesondere ergibt sich eine vollstaindige Drehung, wenn die Punkte B und
B’ aufeinanderliegen. Die Lénge der Strecke f = CB entspricht dann der Lange des Kreisumfangs. In
die Lage des Punktes B” geht die Konstante ©t ein. Die Punkte BAB” beschreiben einen Winkel, der
den Wert a/r gemessen in Bogenmal hat. Die Genauigkeit l4sst sich dadurch erhohen, dass die Schritt-
weite des Schiebereglers a verkleinert wird. Dem sind natiirlich durch die Auflésung des Bildschirms
Grenzen gesetzt.
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Abbildung 4: Simulation des Abrollens mit GeoGebra
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Abbildung 5: Kreis mit einbeschriebenem 6-Eck

Im Folgenden wollen wir eine dezimale Néherung fiir © bestimmen (s. Abb. 5). Durch Konstruktion
der Mittelsenkrechten der jeweiligen Seiten des Sechsecks, erhdlt man ein 12-Eck, dessen Umfang
sich mehr dem Umfang des Kreises anndhert. Das heif3t, es ist der Umfang des 12-Ecks bzw. die
Linge einer Kante zu bestimmen. Fiir ein Nidherungsverfahren ist ein Algorithmus erforderlich. Das
heiB3t, wenn der Umfang des 12-Ecks bestimmt ist, miisste man als Nachstes ein n-Eck mit einem
grofBeren n wihlen. So ist zundchst eine Moglichkeit zu finden, aus dem Umfang des 6-Ecks den
Umfang des 12-Ecks zu bestimmen. Wenn es gelingt, dass in diesem Verfahren die konkreten Zahlen
6 und 12 nicht auftreten, ldsst sich dies verallgemeinern und man hat einen allgemeinen Zusammen-
hang zwischen den Kantenlédngen s, und sz, mit dem sich m ndherungsweise bestimmen lésst.

Aus der Zeichnung ist ersichtlich, dass sich die beiden rechtwinkligen Dreiecke ABQ und BPQ erge-
ben. Wir fiigen folgende Bezeichnungen ein: AQ = x und QP = y. Des Weiteren gelte fiir den Ra-
dius des Kreises r = 1.

1
ABPQ: s,,% = anz + y?

1.,

AABQ: 1= x%+-3s,
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Und:

Als Losung ergibt sich: s,,, =

1=x+y

2 Ji 52

Néherungswerte fiir 7 lassen sich jetzt mit Hilfe der Tabellenkalkulation berechnen (s. Abb. 6)

A B (© D E F
1 n-Eck
2 6 1 3
3 12|0.517643. 105828541
|4 | 24|0.26105/3.132628613
5 48|0.13081/3.139350203
6 96|0.06544/3.141031951
7 192/0.03272(3.141452472
8 384(0.01636(3.141557608
9 768|8. 18E-3|3. 141583892
10 1536/4.09e-3/3. 141590463
11 3072/2.05Ee-33.141592106
12 6144(1.02e-33. 141592512
13 12288|5.11E-4/3.141592602
(14| 24576|2.56E-43.141592722
15 | 49152|1.28Ee-4/3. 141592482
16 | 98304|6.39e-53.141593443

Abbildung 6: Berechnung einer Ndherung fiir ©

Aus der Abbildung 6 erkennt man, dass der Wert fiir das 49152-Eck nicht stimmen kann, da die Werte
auf Grund des Verfahrens nicht fallen kdnnen. Lédsst man weitere Werte berechnen, so ergibt sich

eine sogenannte Subtraktionskatastrophe (s. Abb. 7).

19 786432 7.98936793Ee-6/3.141547302
20 1572864 3.99499687e-6|3. 141793379
21 3145728| 1.99749844e-63. 141793379
22 | 6291456 1E-6 3.145728
23 | 12582912 0 0

Abbildung 7: Subtraktionskatastrophe

Das Problem hinsichtlich der Subtraktion lésst sich dadurch umgehen, indem der Berechnungsterm

mit /2 + /4 — 5,2 erweitert wird. Nach einigen Umformungen unter Beriicksichtigung der dritten

binomischen Formel ergibt sich dann fiir den Algorithmus: 55,

Sn

/2+1/4—sn2

. Wie Abbildung 8 (die

verbesserten Werte stehen in den Spalten E und F) zeigt, erhélt man so eine Ndherung fiir © mit einer
Genauigkeit von 10 Stellen, und dieser Wert bleibt stabil.

A B © D E F G

1 n—-Eck

2 6 1 3 1 3
3 12/0.51763809023. 105828541 0.5176380902/3. 105828541
4 24[0.2610523844(3. 132628613 0.2610523844/3. 132628613
[5 | 48[0. 1308062585 3. 139350203 0.1308062585 3. 139350203
6 | 96/0. 0654381656/3. 141031951 0.06543816564(3. 141031951
7 192(0. 0327234633(3. 141452472 0.03272346325(3. 141452472
|8 | 384/0.0163622792[3. 141557608 0.016362279213. 141557608
9 768/8.1812081E-3/3. 141583892 8.18120805E-3(3. 141583892
10 | 1536/4.0906126£-33. 141590463 4.09061258E-3(3. 141590463
11 30722.04530746-3(3. 141592106 2.04530736E-3(3. 141592106
12 | 6144/1.0226538E-33. 141592512 1.022653818-3[3. 141592517
13 | 122885.1132692E-4/3. 141592602 5.11326924E-4/3. 141592619
14 | 245762.5566347E-4/3. 141592722(3. 141592654] 2.556634645-4/3. 141592645
15 | 49152/1.2783173E-4/3. 141592482 1.27831732E-4[3. 141592651
16 | 98304/6.3915882£-53. 141593443 6.39158662E-53. 141592653
|17 | 196608)3.1957941E-5[3. 141593443 3.19579331E-5/3. 141592653
18 | 393216 1.5979049E-53. 141608823 1.597896658-5(3. 141592654

Abbildung 8: Verbesserte Naherung fiir
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Zur Satzgruppe des Pythagoras

Die Sétze am rechtwinkligen Dreieck werden im Prinzip als Flachensitze bewiesen. Wenn man sich
hingegen die auf den Beweis der Sétze folgenden Aufgaben anschaut, so geht es nicht darum, Fla-
cheninhalte zu bestimmen, sondern Streckenldngen zu berechnen. Von daher wird ein anderes Be-
weisverfahren vorgeschlagen, um diesen Bruch zu vermeiden.

Abbildung 9: Das rechtwinklige Dreieck DBE mit der Hohe EF

Die Hohe FE teilt das urspriingliche rechtwinklige Dreieck DBE in die beiden ebenfalls rechtwinkli-
gen Dreiecke DFE und FBE (s. Abb. 9). Es ist leicht einzusehen, dass alle drei Dreiecke dhnlich sind.
So ldsst sich zunichst der Hohensatz (s. Abb. 10) beweisen. Die Konstruktion und die Messungen
sind natiirlich kein Beweis fiir den Satz. Es bietet aber Schiilerinnen und Schiilern die Mdglichkeit,
die Korrektheit des Satzes zumindest einzusehen.

FEBz: 32.40
FDE«: 32.40
L(FE): 1.91
L(FB): 1.21
L(DF): 38.02

L(FE) /L(FB)=1.58
L(DF) /L(FE)=1.58 E

h~2=3.66
p*q=3. 66

D C B

Abbildung 10: Beweis des Hohensatzes

Der Beweis ist durch die Abbildung 10 schon vorstrukturiert. Betrachtet man die beiden dhnlichen
Dreiecke DFE und FBE, so lassen sich jeweils die Katheten zueinander ins Verhéltnis setzen:
DF FE
FE FB
Der Hohensatz ist damit bewiesen.

Den Kathetensatz (s. Abb. 11) beweist man entsprechend:
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L(EB): 2.40
L(DB): 4.81

L(EA) /L(DB)=0. 50 e

L(FB): 1.19 // \E
L(FB) /L(EB)=0. 50 / - \\

a~2=5.74 / ~ \\\
pXc=5. 74 / / N\

Abbildung 11: Beweis des Kathetensatzes

EB FB o
_ = EBZZDBFB
DB EB

Fiir die zweite Kathete ldsst es sich entsprechend zeigen.

Den Satz des Pythagoras erhdlt man dann automatisch aus der Anwendung des Kathetensatzes auf
die beiden Katheten.

a’?=p-c und b*=q-c > a*+b: =p-c+q'c= (p+q)-c
Aus dem Ansatz folgt automatisch ein Zusammenhang zwischen Verhéltnis- und Fldchensétzen.
Die trigonometrischen Funktionen*

Zur Einflihrung der trigonometrischen Funktionen sollten Schiilerinnen und Schiiler erkennen, dass
in rechtwinkligen Dreiecken die Seitenverhéltnisse von den gegebenen Winkeln abhingen. Dies
schlieBt somit unmittelbar an die Einheit iiber dhnliche Dreiecke an. Dazu wird zunéchst gezeigt, dass
die Seitverhiltnisse konstant bleiben, wenn ein weiterer Winkel fest vorgegeben ist (s. Abb. 11). Dazu
wird der Punkt D (s. Abb. 11) auf der Strecke [AC] fixiert, und mittels einer Animation des Punktes
D auf dieser Strecke werden dhnliche rechtwinklige Dreiecke ADE mit erzeugt (s. Abb. 11). Wir
zeigen zundchst numerisch, dass die Seitenverhiltnisse in diesem Dreieck jeweils gleich sind (s. Abb.
12)

4 Bine ausflihrliche Darstellung findet sich in dem entsprechenden Artikel (s. Literaturverzeichnis)
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Abb. 12 Ahnliche Dreiecke mit rechtem Winkel

A [ B [ ¢ [ b [ E [ F | ¢ | H

AE DE AD DE/AE |AD/AE
0 0 0

0.34824/0. 26827/0. 22204/0. 770350. 63762] 1
0.69648(0. 53654/0. 44409(0. 77035/0. 63762
1.04472/0. 80481(0. 66613(0. 77035/0. 63762
1.39296(1. 07308/0. 88818|0. 77035/0. 63762
1.74121[1.34134[1.11022[0. 77035/0. 63762
2.08945[1.60961|1.33226/0. 77035/0. 63762
2.43769(1. 87788(1.55431/0. 77035/0. 63762
2.78593(2.14615|1. 77635/0. 77035/0. 63762
3
3
3
4
4
4

.13417[2.41442[1.99840/0. 770350 63762
.48241[2.68269[2. 22044(0. 77035/0. 63762
. 83065[2. 95096(2. 44249(0. 77035(0. 63762
. 17889(3. 219232, 66453/0. 77035/0. 63762
.52713[3.48750[2. 88657|0. 77035/0. 63762
.87537(3.75577/3. 10862(0. 77035(0. 63762

AAnnAlA nnannln Annonln mmaacin oamoal

el e L e L

a
1

=D3"2+E3"2
Abb. 13 Auswertungen der Animation

Die sich aus der Animation ergebenden Seitenverhédltnisse konnen iiber die Tabellenfunktion im
Messfenster in die Tabellenkalkulation iibertragen werden. In der Spalte D stehen die sin- und in
Spalte E die cos- Werte des Winkels am Eckpunkt A. Als Ergdnzung wurde noch das Quadrat der
beiden Werte gebildet und diese wurden summiert (s. Abb. 13: Zelle F3)

Daraus wird versténdlich, dass das Verhiltnis der entsprechenden Seiten ein MaR fiir den entspre-
chenden Winkel ist. Das heif3t, die Winkelfunktionen sin, cos und tan lassen sich fiir Winkel zwischen
0° und 90° definieren.

Werte fiir die trigonometrischen Funktionen erhilt man durch Animationen, indem man den Winkel
variiert. Man legt dazu den Eckpunkt mit dem rechten Winkel auf einen Halbkreis, ldsst diesen durch
eine Animation auf diesem wandern und misst die entstehenden Seitenverhiltnisse.
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Abb. 14 Berechnung von sin-Werten und ihre grafische Darstellung

Die Werte werden dann wieder in die Tabellenkalkulation hinein iibertragen, so dass die entsprechen-
den Verhiéltnisse berechnet werden konnen (s. Abb. 13). Durch Markierung der Spalte mit den Win-
keln und mit den sin-Werten lassen sich die Funktionswerte grafisch darstellen. Die Darstellung in
Abbildung 13 entspricht nicht der iiblichen, da fiir die x-Achse als Einheit das Gradmal3 gewihlt
wurde. Selbst wenn man zunéchst die Winkelgroen in Bogenmal3 umrechnen ldsst, erhdlt man nicht
die iibliche Darstellung, da in der Tabellenkalkulation die Achseneinheiten willkiirlich gesetzt wer-
den. Im Unterricht sollten als Néchstes die iiblichen Dreiecksberechnungen behandelt werden, auf
die wir hier nicht weiter eingehen wollen. Im Zusammenhang mit dem Einsatz neuer Medien sollte
fiir die Schiilerinnen und Schiiler verstindlich werden, dass die jetzt moglichen Berechnungen die
Grundlage dafiir liefern, dass die Dreieckskonstruktionen und das Messen von Winkeln mdglich sind.

Das gilt aber bisher nur fiir rechtwinklige Dreiecke. Fiir die Berechnung beliebiger Dreiecke werden
der Sinus- und der Kosinussatz benétigt. Auf die Herleitung und Begriindung dieser beiden Séitze
wollen wir hier nicht weiter eingehen. Bzgl. der Anwendungen werden zunéchst nur Dreiecke be-
trachtet, deren Innenwinkel hochstens ein Mal} von 90° haben. Von den Konstruktionen her ist be-
kannt, dass der Fall ssw im Allgemeinen nicht zu einer eindeutigen Losung fiihrt. Da aber der Zu-
sammenhang zwischen Berechnungen und Konstruktionen besteht, muss sich dieses auch in der Be-
rechnung mit Hilfe des Sinussatzes niederschlagen.

Die obigen Uberlegungen lassen eine Erweiterung des Definitionsbereichs der trigonometrischen
Funktionen sinnvoll erscheinen. Fiir eine Erweiterung des Definitionsbereiches iibertragen wir die
bisherigen Erkenntnisse auf einen Viertelkreis, dessen Radius die Linge 1 hat (s. Abb. 14).

y
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Al B A

Abb. 15 Zusammenhang zwischen einem Viertelkreis mit dem Radius 1 und den trigonometrischen
Funktionen

Die Schiilerinnen und Schiiler erkennen, dass die Koordinaten des Punktes D gleich dem Kosinus-
bzw. Sinuswert des Winkels am Punkt A sind. Dies kann zum einen natiirlich durch theoretische
Uberlegungen geschehen. Zum anderen lisst sich der Zusammenhang dadurch iiberpriifen, dass der
Punkt D animiert wird und die Koordinaten des Punktes D mit den Kosinus- und Sinuswerten des
Winkels bei A verglichen werden. Im Geometrie Modul ist dies nicht direkt mdglich. Die Werte
lassen sich aber, wie oben beschrieben, in die Tabellenkalkulation iibertragen.

Jetzt ergibt sich die Moglichkeit, den Definitionsbereich der Sinus- und Kosinusfunktion zu erwei-
tern. Dazu erweitert man den Viertel-Einheitskreis zu einem Vollkreis oder erst zu einem Halbkreis.
Die Sinus- und Kosinuswerte werden als Koordinaten des einem Winkel zugehorigen Punktes, der
auf dem Kreis liegt, definiert. Eine Motivation fiir eine Erweiterung des Definitionsbereiches fiir
WinkelgroBen, die mehr als 180° bzw. 360° betragen, ergibt sich aus der Geometrie nicht. Diese
ergibt sich aber aus physikalischen Betrachtungen.
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