
Gewichtseinsparungen bei mechanischen Systemen führen zu geringeren Belastungen und erfordern so-
mit kleinere Antriebe. Dadurch ist es möglich, Energie und Kosten einzusparen. Diese Ersparnisse können wie-
derum in neue Materialien und Technologien investiert werden und führen zu weiteren Gewichtseinsparun-
gen, womit ein neuer Zyklus des Kreislaufes beginnt. Dieser Kreislauf wird als „Engelskreis des Leichtbaus“ be-
zeichnet und hat bei dynamischen Systemen eine besondere Bedeutung (Wehrle und Gufler 2021). Dieser En-
gelskreis kann mit Entwurfsoptimierung forciert werden. Im Vergleich zur klassischen Strukturoptimierungen
von statischen und quasi-statischen Systemen (Haftka und Gürdal 1992; Baier u. a. 2006; Vanderplaats 1999)
wurden zunehmend auch dynamische Systeme betrachtet. Die Optimierung von rigiden Mehrkörpersystemen
geht mindestens zu Veröffentlichungen wie Haug und Arora (1979) und Bestle (1994) zurück. Mit zunehmen-
der Leichtbauweise steigt der Einfluss von elastischen Verformungen, Dehnungen und Spannungen und erfor-
dert somit die Anwendung von flexibler Mehrkörperdynamik. Der damit verbundene hohe Rechenaufwand er-
fordert die Anwendung von Gradienten-basierte Algorithmen und effiziente Berechnung der Gradienten oder
Entwurfssensitivitäten (Baier u. a. 2006; Gufler, Wehrle und Zwölfer 2021).

Ein Überblick mit Formulierungen für flexiblen Mehrkörpersysteme und deren Anwendung auf Gradienten-
basierte Optimierung wird in Gufler, Wehrle und Zwölfer (2021) gezeigt. In der vorliegenden Untersuchung wird
die Formulierung mitbewegter Referenzkoordinaten (Engl.: floating frame of reference formulation, FFRF, Sha-
bana 2020; Zwölfer und Gerstmayr 2020) angewandt. Die Bewegungsgleichung wird hier beschrieben durch
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mit R als Residuumsvektor, q als Positionskoordinaten, λ als Lagrange-Multiplikatoren, m als Massenmatrix,
JqΦ als Jacobische Matrix mit J als Ableitungsoperator des Vektors der kinematischen ZwangsbedingungenΦ
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als rechte Seite der Zwangsbedingungen in Beschleunigungsform. Punkte be-
schreiben die erste ?̇ und zweite ?̈Ableitung nach Zeit, ein Unterstrich beschreibt Vektoren ?, zwei Unterstriche
beschreiben Matrizen ? und ein Überstrich ? beschreibt lokale Koordinaten. Während die Steifigkeitsmatrix
jener der linearen elastostatischen FE-Analyse entspricht, sind die Massenmatrix sowie der quadratische Ge-
schwindigkeitsvektor auch bei linear-elastischem Materialmodell hoch-nichtlinear und sind Funktionen von
den Positionskoordinaten und Invarianten, die wiederum von der Elementbeschreibung abhängen. Die Lö-
sung dieser differential-algebraischen Gleichung (1) wird als Primäranalyse bezeichnet und erfolgt hier mittels
Zeitintegration mit dem generalisierten α-Verfahren (Chung und Hulbert 1993; Wehrle und Gufler eingereicht)
und mit Newton-Raphson Iterationen zum Lösen der Nichtlinearitäten.

Voraussetzung für effiziente Entwurfsoptimierung oder Unsicherheitsanalyse ist eine effiziente Berech-
nung der Entwufssensitivitäten. Diese beschreiben die Auswirkungen einer Änderung der Entwurfsvariablen
auf die Systemantworten. Die Berechnungsmethoden für die Sensitivitäten beinhalten unter Anderem nume-
rische und analytische Methoden. Ein allgemeiner Überblick wird in Martins und Hwang (2013) gezeigt und
ein Überblick für flexible Mehrkörpersysteme wird in Gufler, Wehrle und Zwölfer (2021) gezeigt. In der vorlie-
genden Untersuchung wird eine semi-analytische Methode angewandt, wobei die Systemgleichung aufgrund
der hohen Effizienz mit direkter Differentiation abgeleitet wird und die partiellen Ableitungen der Systempa-
rameter für eine allgemeingültige Implementierung numerisch berechnet werden. Die direkte Ableitung der
Systemgleichung der Primäranalyse in (1) ergibt die Systemgleichung der Sensitivitätsanalyse,
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mit x als Vektor der Entwurfsvariablen, ∇x© als Entwurfssensitivitäten mit ∇ als Ableitungsoperator eines
Parameters© nach x und der PseudolastQ
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, welche folgende Therme beinhaltet,
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Abbildung 1: Kurbeltrieb mit flexiblen Bauteilen modelliert mit der Formulierung mitbewegter Referenzkoor-
dinaten und 3D-Balkenelemente

Zur Lösung dieser Gleichung nach den Sensitivitäten der Systemvariablen wird die Kettenregel angewandt auf
die Zeitintegration mit dem generalisierten α-Verfahren und dem Lösen der Nichtlinearitäten mit Newton-
Raphson Iterationen.

In vergangen Arbeiten der Autoren (Gufler, Wehrle und Vidoni 2021a; Gufler, Wehrle und Vidoni 2021b;
Wehrle und Gufler eingereicht) ist eine direkte Verbindung zum FE-Modell für die Entwurfssensitivitäten not-
wendig, wobei die partiellen Ableitungen der Systemmatrizen bei jedem Zeitschritt neu gebildet werden. Um
die Methodologie zu verallgemeinern und Rechenaufwand weiter zu reduzieren, wird die Sensitivitätsanalyse
vom FE-Modell entkoppelt. Dafür werden Systemmatrizen teilweise analytisch abgeleitet und durch Anwen-
dung der Kettenregeln mit den inneren Ableitungen der Invarianten aus dem FE-Modell multipliziert, welche
einmalig zu Beginn der Simulation berechnet werden und sich während der Simulation nicht mehr ändern.
Dadurch kann die Simulation inklusive der Berechnung der Sensitivitäten nach einmaligem Aufruf des FE-
Modells durchgeführt werden und garantiert somit eine hohe Effizienz der Methode.

Die beschriebene Methode wird zur effizienten Berechnung der Sensitivitäten auf flexible Mehrkörper-
systeme mit der Formulierung mitbewegter Referenzkoordinaten und 3D-Euler-Bernoulli-Balken angewandt.
Abb. 1 zeigt einen Kurbeltrieb mit flexibler Kurbel und flexiblem Pleuel als Anwendungsbeispiel für die entwi-
ckelte Methode. Die Ergebnisse werden anhand Rechenaufwand und Genauigkeit verglichen. Die Ergebnisse
der Sensitivitätsanalyse zeigen den Einfluss der Entwurfsvariablen auf die Systemantworten und können so-
mit zur Verbesserung des Systems verwendet werden. Des weiteren bilden sie die Grundlage für die effiziente
Entwurfsoptimierung oder Unsicherheitsanalyse.
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