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In diesem Beitrag geht es um eine moglichst sinnerfiillte, nicht abschreckende
Einfiihrung der algebraischen Formelsprache im Mathematikunterricht und
die damit verbundene didaktische Herausforderung.

Wege zur Formelsprache

Entwicklung algebraischen Denkens als didaktische Aufgabe
Von Lisa Hefendehl-Hebeker

ie Entwicklung der symbo-

lischen Algebra in der frithen
Neuzeit war eine fiir die Mathematik
und ihre Anwendungen konsti-
tutive und vorbildlose Neuerung.
Die Einfithrung in den verstandi-
gen Gebrauch der Formelsprache
ist nach wie vor eine didaktische
Herausforderung.

Was ist und was soll die
Formelsprache?

An einem Beispiel wollen wir
zunichst den Nutzen und die Lei-
stungsfahigkeit der algebraischen
Formelsprache erliutern. Dabei
werden wir zugleich Stufen in der
Entwicklung eines verstindigen
Umgangs mit der symbolischen
Algebra ausweisen.

Gottfried Wilhelm Leibniz arbei-
tete im Rahmen seiner kombinato-
rischen Studien mit Zahlenfolgen von
Differenzen, die in seinem Kalkiil des
Infinitesimalen eine wichtige Rolle
spielen sollten'. Dabei betrachtete
er auch das ,,harmonische Dreieck®
(Abb. 1).
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(1) ,Harmonisches Dreieck.

Dieses Dreieck entsteht, wenn man,
ausgehend von der Folge der Stamm-
briiche in der ersten linken Schrigspalte,
fortlaufend Differenzenfolgen bildet:

(1) Ausgangsfolge:
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Dass die Rechenoperation Subtrak-
tion, in der die Rollen von Minuend
und Subtrahend nicht austauschbar
sind, ein solches symmetrisches Zah-
lenschema hervorbringt, mag auf den
ersten Blick erstaunen. Wir nihern
uns dem Schema in Stufen.

Stufe 1: Muster erkennen

Zur Folge der Stammbriiche
ein Anfangsstiick der ersten Diffe-
renzenfolge zu berechnen ist eine
niitzliche Ubung zur Subtraktion
von Briichen. Dabei zeichnet sich
bald eine Gesetzmafligkeit ab: Die
Differenz zweier aufeinander fol-
gender Stammbriiche scheint gleich
ithrem Produkt zu sein.

Stufe 2: Inhdrente Strukturen
erfassen — strukturierte Arithmetik

Betrachtet man die Rech-
nungen genauer, dann wird klar,
warum das tatsichlich so sein muss.
Nehmen wir dazu das Beispiel
1— . =14—2-1—2- 77 - Die Nenner 3 und
4 der beiden Briiche unterscheiden sich
nur um 1, deshalb ist der Hauptnenner
gleich threm Produkt: 3 - 4 = 12.

Nun erweitert man jeden der Briche
mit dem Nenner des jeweils anderen:
1— "5, 7 - In den Zihlern tau-
chen die Zahlen 3 und 4 also in
umgekehrter Reihenfolge wieder auf
und ergeben d1e D1fferenz 1:

12 3 4 3 4 3 4
Gelingt es, von den speziellen

Zahlen 3 und 4 zu abstrahieren und
den formalen Aspekt der Rechnung
zu erkennen, dann wird klar, dass
die Differenzbildungen der ersten
Folge immer nach diesem Muster
ablaufen. So scheint im Einzelfall
der allgemeine Fall auf. Gedankliche
Vollziige dieser Art bezeichnen

wir im Folgenden als strukturierte
Arithmetik. Die beteiligten Zahlen
verschmelzen beim Rechnen nicht
unkenntlich zu neuen numerischen
Ergebnissen; vielmehr werden ihre
Rollen und Beziehungen im Gesamt-
geflige im Bewusstsein gehalten

und einer erklirenden Betrachtung
unterworfen. Es entsteht eine ,,ver-

bale Algebra“2. Ausdrucksmittel sind
fachsprachliche Begriffe zur Bezeich-
nung von Objekten und Funktionen
von diesen, die den Charakter von
Wortvariablen® haben: der Nenner
des ersten Bruches, der Nenner des
zweiten Bruches, der Nachfolger
einer natiirlichen Zahl, das Produkt
zweier Zahlen usw.

Stufe 3: Symbolisches Beschreiben
— Darstellen und Begriinden

Die durch strukturierte arith-
metische Betrachtung gewonnene
Einsicht lasst sich durch symbolische
Beschreibung in kurzer und praziser
Form explizit machen. Dazu wird
fur eine beliebige, aber feste nattir-
liche Zahl das Symbol n, fiir die um
eins groflere Folgezahl n+1 gesetzt.
Fur Schilerinnen und Schiiler ist es
zunachst gewohnungsbediirftig, dass
sich mit solchen Ausdriicken, die
man im allgemeinen Kontext nicht
weiter ,ausrechnen® kann, dennoch
effektiv operieren lasst. Im Fall des
betrachteten Beispiels sieht das so
aus:
1T 1 _nmt n 1

n(n+1)  n(n+1) ~ n(n+1)

noom
Auf diese Weise wird der gemein-
same Bauplan beziehungsweise das
gemeinsame Rechenschema aller
Zahlen der ersten Differenzenfolge
verdeutlicht. Dabei kann die an Bei-
spielen gewonnene und durchdachte

arithmetische Erfahrung die Gewdh-
nung an die Symbolik stlitzen.

Stufe 4: Symbolisches Explorieren
— Formeln manipulieren und
interpretieren

Die nichsten Differenzenfol-
gen auf der Stufe der strukturierten
Arithmetik zu untersuchen wird ein
zunehmend komplexes Unterneh-
men, weil die inhirenten Zahlbezie-
hungen vielfiltiger werden und man
leicht den Uberblick verliert. Verbale
Beschreibungen wiirden schwerfillig
und schliefflich unmoglich. An dieser
Stelle treten Entdecken und symbo-
lisches Darstellen in ein dynamisches

Miteinander. Die algebraischen Sym-
bole dienen nicht nur der abschlie-
flenden Fixierung der Uberlegungen,
sie werden als durchgingiges Werk-
zeug des Denkens von Anfang an
eingesetzt — vorausgesetzt, dass bis
dahin gentigend Vertrautheit mit
dieser Darstellungsform entwickelt
wurde. So kénnen die weiteren Dif-
ferenzenfolgen des harmonischen
Dreiecks sofort symbolisch erfasst
werden:

1 1

nn+)  (n+1)(n+2)

2

n(n+1) (n+2)

n+2-n
n(n+1) (n+2)

2 ) 2
n(nt1) (n+2)  (n+1) (n+2) (n+3)
__ 2nt3)2n 6
n(n+1) (n+2) (n+3)  n(n+1) (n+2) (n+3)

usw. Dabei zeigt sich, dass auch hier
die Nenner als Produkte aufeinander
folgender Zahlen entstehen — ein
Zusammenhang, der in der Zahlen-
darstellung durch Kiirzen verwischt
wird.

Bei diesem Wechselspiel von
Darstellen und Umformen, Explo-
rieren und Interpretieren werden die
algebraischen Symbole zu vertrauen
Objekten; sie entwickeln sich zu
mathematischen Gegenstinden eige-
nen Rechts, die symbolische Algebra
zu einem eigenstindigen Betiti-
gungsfeld.

Stufe 5: Neue Muster erkennen
— der kreative Blick

Auf einer nichsten Stufe der
Befassung beginnen Mathematiker
sich dafiir zu interessieren, ob man
die komplexer werdenden Terme
zur Beschreibung der Differenzen
hoherer Stufen wiederum durch eine
gemeinsame Form kurz und pra-
gnant beschreiben und hiermit auch
die Symmetrie des harmonischen
Dreiecks erkliren kann. Schliefflich
findet man fiir den k-ten Koeffizi-

enten in der n-ten Reihe die Darstel-
lung K (n4)!
(n+1)!
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wobei das Symbol n! als Abkiirzung
tir das Produkt der ersten n natir-
lichen Zahlen verwendet wird. Eine
solche Entdeckung wird moglich,
wenn sich bei der Betrachtung der
symbolischen Ausdricke vor dem
geistigen Auge wiederum Muster und
Strukturen abzeichnen und geeignete
weiterfithrende Darstellungsmittel
zur Verfiigung stehen oder zielge-
recht entwickelt werden. Die Spirale
des Erkennens geht in die nichste
Windung.

In dieser Schilderung hat sich
gezeigt, dass die Formelsprache der
symbolischen Algebra ein effizi-
entes Werkzeug des Denkens ist. Sie
entlastet das Vorstellungsvermogen,
indem sie es ermoglicht, inhaltsge-
bundene logische Argumentationen
weitgehend durch inhaltsinvariante
Denkoperationen zu ersetzen®. Sie
erhoht die operative Reichweite,
indem sie ein regelgeleitetes Operie-
ren mit Symbolen erlaubt. Ohne ihre
Entwicklung in der frithen Neuzeit
hitte die Mathematik nicht zu der
Schlisseltechnologie werden konnen,
die sie heute ist>.

Mafigeblich fiir die Entwicklung
der symbolischen Algebra ist die Idee
der Formalisierung, also der Mog-
lichkeit, einen Vorgang oder Zusam-
menhang formal zu beschreiben.
Diese Idee ist nach S. Krdmer® fiir
die neuzeitliche Wissenschaft kenn-
zeichnend und an drei Bedingungen
gebunden: die des schriftlichen, des
schematischen und des interpreta-
tionsfreien Symbolgebrauchs: Das
Operieren mit Gegenstinden, Begrif-
fen und Gedanken wird ersetzt durch
das Operieren mit Zeichen, die an die
Stelle dieser Gegenstinde, Begriffe
und Gedanken treten.

Zugleich aber hat sich gezeigt,
dass ein verstindiger Umgang mit
der algebraischen Formelsprache eine
hohe Abstraktionsleistung und viel
Gewohnung erfordert.

Symbolisches Rechnen als
didaktische Herausforderung

Formeln sind, wie wir gesehen
haben, ein grundlegendes Sprachmit-

tel der Mathematik. Sie werden aber
in dieser Eigenschaft sehr gegen-
satzlich erlebt. Wihrend die Einen
ithre Klarheit und Effizienz rithmen,
wehren sich die Anderen gegen ihre
vermeintliche Ritselhaftigkeit und
Sinnferne. Manches in der Schule
entstandene Mathetrauma hat beim
,Buchstabenrechnen® seinen Aus-
gang genommen.

Betrachtet man die in der Ein-
fihrung veranschlagten idealty-
pischen Lernstufen, so lassen sich
zwel Ursachen des Problems schnell
diagnostizieren:

1. Lange Zeit wurde die symbolische
Algebra in Klasse 7 sehr unvermittelt
in Gebrauch genommen. Die Lern-
aktivititen konzentrierten sich weit-
gehend auf die Techniken der For-
melmanipulation. Eine ausreichende
Verankerung in einer strukturierten
Arithmetik fehlte. Es wurden somit
abstrakte Konzepte vermittelt, nicht
aber der Prozess des Abstrahierens
erfahrbar gemacht.

2. Zugleich erschopften sich diese
Aktivitaten in einem Lernen auf
Vorrat. Das symbolische Rech-

nen blieb ein weitgehend in sich
geschlossenes Tatigkeitsfeld, dessen
Sinn und Bedeutung sich nur bedingt
oder gar nicht offenbarte.

Schiilerinnen und Schiiler, denen
das regelhafte Operieren als solches
lag, kamen mit diesem Unterrichts-
konzept zurecht; die Ubrigen brach-
ten es allenfalls auf ,,systemkon-
forme Bewiltigungskonzepte®” oder
scheiterten.

Demgegeniiber haben sich in den
letzten zwanzig Jahren Konzepte fiir
den Mathematikunterricht entwi-
ckelt, die von der Grundschule an
auf aktiv-entdeckendes und verste-
hensorientiertes Lernen ausgelegt
sind®. Dabei spielt auch die struk-
turierte Arithmetik eine wichtige
Rolle.

Was Kinder in diesem Bereich
leisten konnen, zeigt die folgende
Fallstudie aus dem Mathematikun-
terricht der Klasse 5 zum Thema
»Zahlenmauern’. In Abbildung (2)
ist exemplarisch eine vierstockige
Zahlenmauer dargestellt.

Sie gentigt einem einfachen
rekursiven Rechenschema. In die
Felder der unteren Reihe wurden
nach Belieben Zahlen eingetragen;
in jedes hoher gelegene Feld gehort
dann die Summe der beiden darun-
ter liegenden Felder. Das Thema

7

39 | 38

19 | 20 | 18

12 7 | 13] 5

(2) Zahlenmauer.

Zahlenmauern bietet vielfiltige
Variationsmoglichkeiten und Lern-
gelegenheiten fiir unterschiedliche
Jahrgangsstufen und Schwierig-
keitsgrade. In der betreffenden
Klasse waren in der Zahlenmauer
in Abbildung (3) die Liicken aus-
zufiillen:

Karen und Torsten haben beide
herausgefunden, dass zwischen
5und 7 in der unteren Reihe die
Zahl 13 eingetragen werden muss.
Karen argumentiert so: ,5+7=12,
38-12=26, 26:2=13, weil die Zahl
zweimal gebraucht wird. Einmal
bei der 5 und einmal bei der 7.

38

5 7

(3) Kleine Zahlenmauer.

Torsten hat eine ganz andere,

aber ebenso richtige Begriindung
gefunden: ,,Die Differenz zwischen
5 und 7 betragt 2. So miissen die
oberen Zahlen auch eine Differenz
von 2 haben, weil 5 und 7 mit der

gleichen Zahl addiert werden. Nur
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18 und 20 haben eine Differenz von
2 und geben zusammen 38. Dann ist
das 13, weil 5+13=18 und 7+13=20.“
Beide Kinder nutzen die erkannten
strukturellen Beziehungen zwischen
den vorhandenen und den gesuchten
Eintrigen in der Zahlenmauer, um
die unbekannte Zahl in der ersten
Reihe zu finden.

Die Ausbildung eines solchen
Strukturverstindnisses dient vielen
Zielen zugleich: Es vertieft den
Umgang mit der Arithmetik, es trai-
niert die Problemlosefihigkeit und
es legt wichtige Grundlagen fiir das
algebraische Denken. Mit dessen
Hilfe werden Karen und Torsten
die Zahlenmaueraufgabe in Abbil-
dung (3) spater im Handstreich
l6sen konnen, in dem sie fiir die
gesuchte Zahl in der unteren Reihe
das Symbol x setzen (Abb. 4) und
den Rest durch Operieren mit Zei-
chen erledigen.

38

5+x | 7+x

B5+x+7+x =38
2x+12=38
2x=38-12=26

x=13

(4) Zahlenmauer mit Variablen.

In dieser Gleichungskette sind
Karens Argumente nachgebildet. In
schwierigeren Fillen eilt das symbo-
lische Operieren dem Losen in der
Vorstellung voraus, zum Beispiel in
der Aufgabe in Abbildung (5).

Das Projekt ,,Entwicklung des
algebraischen Denkens“!® entwickelt
Konzepte, wie man von Klasse 5 an
strukturierte Arithmetik und eine
erste Einfithrung in die Symbolspra-

77

12 5

(5) Fiille die Zahlenmauer mit
natiirlichen Zahlen aus. Geht das
auf verschiedene Arten? Auf wie
viele Arten?

che der Algebra miteinander ver-
binden und dabei den geschilderten
Lernstufen Rechnung tragen kann.

So zihlen zum Beispiel Kinder
in Klasse 5 die sichtbaren Quadrate
einer auf dem Tisch liegenden Wiir-
felschlange (Abb. 6) und geben mit
Hilfe einer Formel an, wie deren
Anzahl mit der Anzahl n der Wiirfel
zusammenhingt.

(6) Wiirfelschlange.

Die erhaltene Formel hingt
davon ab, wie der Zihlvorgang
strukturiert wird:
® Verena zihlt nacheinander die
Quadrate an der Vorderseite, der
Oberseite und der Riickseite der
Schlange und fiigt zum Schluss
die beiden Quadrate an den Enden
hinzu. So kommt sie auf den Term
n+n+n+2.

* Nikita tberlegt sich: Jeder Wiirfel
hat, wenn er allein auf dem Tisch
liegt, 5 sichtbare Quadrate. Werden
zwei Wiirfel zusammen geschoben,
decken sich zwei vorher sichtbare
Quadrate gegenseitig zu. Werden n
Wiirfel zusammen geschoben, ent-
stehen n-1 Nahtstellen dieser Art.
Er gelangt zu dem Term 5-n—(n-1)-2.

Dass beide Terme richtig sind,
ergibt sich fur diese Kinder aus der
Sachlogik. Erst spater, wenn sie

mit solchen Aktivitiaten hinreichend
vertraut sind, konnen sie auch auf
formaler Ebene die Gleichwertigkeit
threr Formeln zeigen. Durch Aufga-
ben dieser Art werden aber bereits
frith Grundlagen gelegt, die helfen,
die symbolische Algebra besser zu
fundieren und zu verstehen.

Summary

The development of symbolic
algebra in early modern times was

a constitutive innovation for ma-
thematics and its applications and
was without precedent up until that
point. The introduction of symbolic
language into reasonable use is still a
challenge for mathematics education.
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