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Mathematiker*innen beschéftigen sich gern mit Gleichungen, die zu
kompliziert sind, als dass man sie mit herkommlichen Methoden losen
konnte. Ein moglicher Zugang zu solchen Problemen besteht darin,

nach Symmetrien zu suchen, die die Losung vereinfachen.

Symmetrien
und Singularitiaten

Losungen nichtlinearer Differentialg]eichungen

Von Andreas Gastel

Ein elementares geometrisches Problem

Mathematiker*innen beschiftigen sich gern mit Glei-
chungen, die zu kompliziert sind, als dass man sie mit
herkommlichen Methoden 16sen konnte. Ein moglicher
Zugang zu solchen Problemen besteht darin, nach Sym-
metrien zu suchen, die die Losung vereinfachen. Im Ide-
alfall sind die Losungen einer mathematischen Gleichung
so symmetrisch wie die Gleichung selbst, und weil diese
Symmetrie die moglichen Losungen stark einschrankt,
sind sie leichter zu finden.

Spannend wird es bei Gleichungen und geomet-
rischen Problemen, bei denen das nicht der Fall ist.

Bei denen also die Losungen nicht alle Symmetrien
haben, die die Aufgabenstellung hat. Dazu wollen
wir zunidchst ein einfaches geometrisches Beispiel
betrachten, zu sehen in Abbildung (1). Gegeben sind
vier quadratisch angeordnete Punkte, stellen wir sie
uns als sichere Orte in einem Sumpf vor. Diese vier
Punkte wollen wir durch ein Netz von Linien, sagen
wir Holzbriicken, miteinander verbinden, und dieses

Netz soll moglichst kurz sein, um Material zu sparen.

Kreuzungen und Abzweigungen sind erlaubt. Solche
Netze, die vorgegebene Punkte moglichst sparsam
miteinander verbinden, heiflen tibrigens Steiner-
Netze.!

Andreas Gastel. Foto: Vladimir Unkovic
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(a) zu verbinden!

(b) naiver Versuch: 400m

(¢) schon besser: 300m

(d) noch besser: 283m

(1) Erste Versuche, vier Punkte effektiv zu verbinden.
Quelle: eigene Darstellung

Versuchen wir einmal, wie weit wir durch Probieren
kommen. Dazu nehmen wir an, dass die Seitenlinge
des vorgegebenen Quadrats (a) 100 Meter betrigt. Die
Punkte einfach durch das Quadrat miteinander zu ver-
binden (b), ist dann doch eine Spur zu naiv: Hierzu
miussten wir 400 Meter Briicken bauen. Aber wenn man
eine der Quadratseiten weglisst (c), ist immer noch alles
miteinander verbunden, und 300 Meter Briicken bauen
ist doch (meistens) billiger. Aber es geht noch besser:
Bauen wir die Briicken statt auf den Seiten des Quadrats
auf seinen Diagonalen (d), so kommen wir immer noch
von jedem Punkt zu jedem anderen. Und diesmal brau-
chen wir nur Material fiir knapp 283 Meter Briicken.
Soviel zu den naiven Zugingen, die in Abbildung (1) dar-
gestellt sind. Wer das Problem durch Ausprobieren zu
16sen versucht, kommt oft bis hierher und nicht weiter.

Tatsachlich gibt es aber die Chance, noch mehr Mate-
rial einzusparen. Die materialsparendste Verbindung der
vier Punkte ist in Abbildung (2¢) dargestellt. Die Winkel,
die die Wege an den beiden Abzweigungen zueinander
bilden, betragen jeweils exakt 120°. Die Gesamtlinge
der hier zu bauenden Briicken ist etwas tiber 273m. Wer
sich noch gut genug an seine Schulmathematik erinnert,
wird den exakten Wert ausrechnen konnen, als kleine
Ubungsaufgabe fiir Neugierige.

Warum finden viele diese beste Losung nicht durch
Probieren? Ein Grund ist eine psychologische Hurde,
denn die Losung ist nicht so symmetrisch wie das Pro-
blem! Die Ausgangskonfiguration (vier quadratisch

angeordnete Punkte) kann man um 90° drehen und
erhilt wieder dieselbe Konfiguration. Dreht man aber
die Losung um 90°, so wird diese nicht in sich selbst
tberfiihrt, wohl aber in eine andere Lsung, siche Abbil-
dung (2f). Die fehlende Symmetrie der Losung bewirkt
also fast schon automatisch die Existenz einer zweiten
Losung. Dariiber kann man sich freuen oder auch nicht:
Mehr Losungen bedeuten mehr Optionen zum Bauen.
Mathematiker*innen haben andererseits die Erfahrung
gemacht, dass eindeutig 16sbare Probleme oft eine bes-
sere Theorie haben als solche mit mehreren Losungen.
Jedenfalls ist die Frage nach Eindeutigkeit von Losungen
oft interessant.

Was sind eigentlich Differentialgleichungen?

In den mathematischen Gleichungen, die die meisten
von uns aus der Schule kennen, gibt es eine unbekannte
Zahl, oft mit x bezeichnet, nach der die Gleichung auf-
gelost werden muss, wie zum Beispiel in x>-3x+2=0 mit
den Losungen x=1 und x=2. Bei Differentialgleichungen
geht es nicht um unbekannte Zahlen, sondern um unbe-
kannte Funktionen. Und in der Gleichung darf nicht nur
die Funktion selbst stehen, sondern man findet auch die
Ableitungen dieser Funktion. Eine typische Differenti-
algleichung wire #”-34"+21=0, mit einer unbekannten
Funktion «. Fir einfache Differentialgleichungen wie
diese gibt es Losungsverfahren, und wer Lust hat, kann
nachrechnen, dass jede Funktion der Form u(x)=ae*+be*
(mit irgendwelchen Zahlen 4 und b) unsere Gleichung
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16st. Die meisten Vorginge in Physik und Technik
werden durch Differentialgleichungen beschrieben, und
zum Glick fir die Mathematik kommt hier alles vor,
was gut und teuer ist. Soll heiflen: Von vielen fiir Anwen-
dungen wichtigen Differentialgleichungen ist nicht klar,
wie man sie 10st. Oft weify man noch nicht einmal, ob es
Losungen gibt, und wenn ja, wie viele. Und wie schon
gesagt: Manchmal helfen Symmetrien bei der Losung,
und manchmal tragen sie zur Verwirrung bei.

Nun versuchen wir, eine Briicke zum oben genann-
ten Beispiel zu bauen. Was hat das mit Differentialglei-
chungen zu tun? Dazu muss zunichst gesagt werden, wie
Mathematiker*innen eine Kurve in der Ebene beschrei-
ben. Man fiihrt dazu Koordinaten ein, mit denen jeder
Punkt der Ebene durch ein Zahlenpaar (x,x,) dargestellt
wird. Eine Kurve ist dann eine Funktion ¢(2)=(c,(t),c,(t)),
wobei wir uns ¢ als Zeit vorstellen und annehmen, dass
wir die Kurve mit der Zeit durchlaufen. Dann ist ¢(z) der
Punkt in der Ebene ist, der zum Zeitpunkt ¢ durchlau-
fen wird. Und es gibt den Vektor ¢z), der den Betrag
und die Richtung der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢
angibt. Ist nun ¢ {t) konstant (d.h. fir alle # gleich), dann
hat die Kurve immer dieselbe Richtung, ist also eine
Gerade, oder eine Strecke (Stiick einer Geraden).

Eine Funktion ist aber konstant, wenn ihre Ablei-
tung Null ist. Also beschreibt die Funktion ¢(z) eine
Strecke oder Gerade, wenn die Ableitung der Ableitung
c(¢t) gleich Null ist, das bedeutet ¢"{t)=0. Wir haben also
eine Differentialgleichung ¢“(2)=0 gefunden, die charak-
terisiert, dass c(z) eine (mit konstanter Geschwindigkeit
durchlaufene) Strecke ist. Nun sind aber die Losungen
unseres eingangs erwahnten Problems tiber kiirzeste Ver-
bindungen immer aus Strecken zusammengesetzt. Denn
ganz offensichtlich produziert man Umwege, wenn man
krummlinige Stiicke einbaut. Die optimale Verbindung
der gegebenen Punkte benutzt daher nur Strecken, also
nur Losungen der Differentialgleichung ¢“=0.

Aber es gibt auch Punkte in unserer geometrischen
Losung, in denen die Beschreibung durch die Differenti-
algleichung ¢ =0 keinen Sinn macht: Nie wird man damit
das Wesen der Verzweigungspunkte einfangen konnen,

geschweige denn ihre Eigenschaft, dass nur 120°-Winkel
vorkommen. Es gibt also (vergleichsweise wenige)
Punkte, bei denen die Losung unseres Problems nicht
durch eine Differentialgleichung beschrieben werden.
Solche Punkte heiflen Singularititen der Losung.

Eine Zwischenbilanz

Fassen wir einmal zusammen, was wir bisher iiber die
Verbindung von vier Punkten mit einem moglichst
kurzen Netz gelernt haben:

e Die beste Losung besteht aus Strecken, die entweder an
den vorgegebenen Punkten beginnen/enden oder sich an
einer Gabelung mit lauter 120°-Winkeln treffen.

e Die bestmogliche Konfiguration muss nicht unbedingt
alle Symmetrien haben, die die Ausgangskonfiguration
hat.

e Auflerhalb der singuliren Punkte (welches die Gabe-
lungspunkte sind) und der vorgegebenen Punkte besteht
die Losung aus Kurven, die die Differentialgleichung
¢=0 erfiillen.

Tatsdchlich gelten diese drei Beobachtungen fiir
kiirzeste Steiner-Netze sogar unabhingig von den vor-
gegebenen zu verbindenden Punkten. Wir haben also fiir
Steiner-Netze
o eine Charakterisierung des reguliren Teils (Strecken)
als Losungen der Differentialgleichung ¢ =0 und
e cine Charakterisierung des singuliren Teils (Gabelun-
gen) durch eine Winkelbedingung.

Das klingt nach einer komplizierten Beschreibung
eines einfachen Problems, eine Kunst, fiir die die Mathe-
matik zu Recht oft gerihmt wird! Insbesondere die
Idee, etwas so einfaches wie Strecken durch etwas so
kompliziertes wie eine Differentialgleichung zu beschrei-
ben, erscheint etwas gewagt. Aber wir haben das Prob-
lem damit in einen abstrakten Rahmen gestellt, der ein
wiederkehrendes Muster in vielen Anwendungen der
Mathematik auf Probleme der realen Welt widerspiegelt:
e Grundlegende Vorginge aus Naturwissenschaft und
Technik werden durch Differentialgleichungen beschrie-
ben.

¢

(e) optimal: 273m

(f) auch optimal: 273m

(2) Kiirzeste Verbindung der vorgegebenen Punkte.
Quelle: eigene Darstellung
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e Die Modelle, die zum Aufstellen dieser Differenti-
algleichungen fithren, versagen an Stellen, an denen
es interessant wird. Wo die Differentialgleichungen
nichts mehr aussagen konnen, muss man versuchen,
die moglichen Singularititen moglichst gut zu verste-
hen.

Singularititen kdnnen aufler Verzweigungen
zum Beispiel auch Risse und Briiche in Materialien
modellieren, oder schwarze Locher, oder jede Art von
Verhalten, das raumlich konzentriert ist und von der
Beschaffenheit der Losungen in der Umgebung stark
abweicht. Die Gestalt von Singularititen ist oft mittel-
bar auch durch die den Rest beschreibende Differenti-
algleichung bestimmt.

In mathematischen Modellen fiir Vorginge, in
denen singulires Verhalten beobachtet wird, muss man
sorgfaltig solche Differentialgleichungen auswihlen,
die die beobachteten Singularititen auch zulassen. Das
ist schon allein deshalb nicht so einfach, weil man von
vielen Differentialgleichungen gar nicht genau weif3,
welche Singularititen ihre Losungen tiberhaupt haben
konnen. Diese Fragestellungen werden innerhalb der
Theorie der Differentialgleichungen zum Teilgebiet
der Regularititstheorie zusammengefasst und sind ein
wichtiger Zweig der aktuellen Forschung.

In der Arbeitsgruppe Geometrische Analysis an der
UDE geht es unter anderem darum, diese Fragen nach
Regularitit und Singularititen unter geometrischen
Gesichtspunkten zu studieren. Hierbei spielen unter
anderem Symmetrien eine wichtige Rolle, zum Bei-
spiel wenn versucht wird, die moglichen Singularititen
nach ihren Symmetrien zu klassifizieren. Wie man
dabei vorgeht, kann man beispielhaft wieder an unse-
rem Spielzeugmodell illustrieren:

Beobachtung 1: Unser Steiner-Netz fiir die vier
vorgegebenen Punkte hat zwei Singularititen. Die
moglichen Singularititen haben wegen der 120°-
Winkel eine dreizdhlige Symmetrie, das Problem selbst
(Quadrat) aber eine vierzahblige. Schon deshalb ten-
diert die optimale Losung dazu, nicht dieselben Sym-
metrien zu haben wie das Problem selbst.

(Der ganz aufmerksame Leser mag einwenden,
dass man auch mit Dreier-Gabelungen eine vierzih-
lige Symmetrie herstellen kann, wenn man vier Stick
davon zur Verfiigung hat. Aber die optimale Losung
hat nur zwei.) Und eine vorher schon angedeutete
Beobachtung sei hier auch noch einmal explizit formu-
liert:

Beobachtung 2: Weil die optimale Konfiguration in
diesem Beispiel unter der 90°-Drebung nicht invariant
ist, die Problemstellung aber sehr wohl, bekommt man
durch Anwendung der 90°-Drebhung auf die optimale
Losung eine zweite, ebenfalls optimale.

Was nun, wenn wir gar nicht unter allen Netzen
zwischen den vier Punkten nach dem kiirzesten suchen,
sondern von vornherein nur solche zulassen, die so
symmetrisch sind wie moglich, also insbesondere durch
90°-Drehungen in sich selbst tiberfithrt werden? Dann
erweist sich die Kreuzung aus Abbildung (1d) als die
optimale Konfiguration (unter den symmetrischen). Man
beachte, dass diese eine Singularitat hat, die fir Minimie-
rer unter allen Konfigurationen verboten ist, nimlich
eine Kreuzung!

Beobachtung 3: Besteht man auf volle Symmetrie des
Netzes, so erhdlt man eine unter dieser Nebenbedingung
optimale Losung, die erstens linger ist als die wirklich
optimale und zweitens eine ansonsten verbotene Singula-
ritat hat.

Die hier wiederholt gemachte Behauptung, dass nur
die Gabelung mit 120°-Winkeln als Singularitit in einer
optimalen Konfiguration erlaubt ist, ist tibrigens gar
nicht so schwer zu beweisen. Da Beweise in der Mathe-
matik wichtig sind, werden im letzten Abschnitt einige
geometrische Argumente erklirt, die man dazu braucht.
Zunichst erinnern wir aber daran, dass die Steiner-Netze
nicht wirklich das Objekt unserer Forschung sind.

Uber welche Fragen wird also geforscht?

Natiirlich beschiftigen wir uns nicht mit elementarer
Geometrie. Das hier diskutierte Problem der Stei-
ner-Netze ist lediglich das einfachste Modell, in dem
viele der uns interessierenden Phinomene in anschau-
licher Weise vorkommen. In der Arbeitsgruppe Geo-
metrische Analysis geht es um Differentialgleichungen,
die gerade nichtlinear genug sind, um interessant fir die
Weiterentwicklung der Theorie zu sein. Solche kritisch
nichtlineare Differentialgleichungen spielen in Anwen-
dungen eine gewisse Rolle, wichtiger ist hier aber als
erster Schritt das theoretische Verstindnis.

Eine Gleichung, die von Mathematiker*innen in
diesem Zusammenhang als wichtig erachtet wird, ist die
Gleichung fir harmonische Abbildungen, sie lautet im
einfachsten Modell

Au + |Dulu = 0.

Sie beschreibt die Losungen eines Problems aus der
Differentialgeometrie, welche mit Hilfe der Diffe-
rentialrechnung krummlinige Aspekte der Geome-

trie beschreibt. Eine Anwendung dieser Gleichung
beschreibt die Ausrichtung von Flissigkristallen, und
auch in der Quantenphysik spielt die Gleichung als
Nichtlineares Sigma-Modell eine gewisse Rolle. Diese
Gleichung wird seit mindestens 40 Jahren studiert und
beschiftigt die Forschung immer noch, unter anderem
wegen des auflerordentlichen Reichtums an Singularita-
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ten, die man bei Losungen dieser Gleichung beobachten
kann. Unter anderem hat der Autor hier systematisch das
Zusammenspiel von Symmetrien und Singularititen stu-
diert und eine Konfiguration angegeben, in der ein exak-
tes Analogon unserer oben gemachten Beobachtungen
1-3 giiltig ist.? Es wird also eine in der Problemstellung
mogliche Symmetrie durch die Losungen gebrochen,
die weniger symmetrisch sind. Zurtickzufiihren ist das
darauf, dass alle erlaubten Singularititen diese Symmetrie
eben nicht haben.

Innerhalb der Fakultit gibt es einen Ankniipfungs-
punkt zur Forschung der Arbeitsgruppe von Herrn
Prof. Neff, der ein geometrisch nichtlineares Modell
zur Cosserat-Elastizitit vorgeschlagen und studiert hat.?
Hier konnte der Autor ausnutzen, dass dieses Modell die
Kopplung der Gleichung fir harmonische Abbildungen
mit einer weiteren Gleichung ist. Damit konnten Metho-
den ibertragen werden mit dem Resultat, dass Singula-
ritaten in dem Modell bei geeigneter Wahl der Parameter
gar nicht auftauchen konnen.*

Eine weitere Gleichung, die in der Arbeitsgruppe
eine grofle Rolle spielt, ist die Yang-Mills-Gleichung

d*dA + 1d*[A,A] - AL (dA + 15[A,A]) =0,

die aus der Quantenfeldtheorie motiviert ist, wo sie
gewisse Elementarteilchen (Eichbosonen) beschreibt.
Das fiir uns interessante an dieser Gleichung ist, dass sie
in gewisser Weise ,unendlich viele Symmetrien® hat, was
natlirlich ganz gut ins Thema passt. Im physikalischen
Modell ist ,,Symmetriebrechung® tibrigens ein zentraler
Punkt: Die Gleichung wird mit einer anderen gekoppelt,
fir die jede Losung weniger Symmetrien hat als die Glei-
chung selbst. Das ist der bekannte Higgs-Mechanismus,
der zeigt, dass die Frage nach der Symmetriebrechung
keineswegs nur akademisch, sondern sogar essentiell

fir die Existenz massiver Teilchen ist. Mathematische
Zuginge zur Yang-Mills-Theorie sind im Vergleich zur
Physik stark vereinfacht, sind aber tiberraschenderweise
recht niitzlich fiir das Verstindnis grundlegender geome-
trischer Fragen.

Wir sprechen hier von Differentialgleichungen,
meinen aber oft Variationsprobleme. In Variationspro-
blemen wird nicht nur nach Losungen einer Differen-
tialgleichung gefragt, sondern speziell nach solchen
Losungen, die eine gewisse Energie (oder Liange oder
Flacheninhalt oder...) minimieren. Es gibt physikalisch
sinnvolle Energien, die fir die hier genannten Fragen
dieselbe Rolle spielen wie die Streckenlange fiir das Bei-
spiel der Steiner-Netze.

Viele Differentialgleichungen beschreiben eine
zeitliche Entwicklung. Zu den hier diskutierten
passen recht gut die sogenannten geometrischen
Evolutionsgleichungen. Diese beschreiben, ausgehend
von einem als Startkonfiguration gegebenen geome-

trischen Objekt, eine Deformation desselben hin zu
yimmer gleichmafliger verteilter Krimmung®. Losungen
solcher Gleichungen koénnen in endlicher Zeit Singu-
larititen entwickeln, auch wenn man mit einem schr
regularen Objekt startet. Dafiir bleiben wihrend der
Evolution alle Symmetrien des Ausgangsobjekts erhal-
ten, jedenfalls bis sich die erste Singularitit bildet. Das
schriankt die Gestalt der moglichen Singularititen ein, die
man moglichst vollstindig verstehen mochte. Der Autor
hat in verschiedenen Situationen Singularititen gefunden
und beschrieben.>¢ Uberraschenderweise findet man hier
sogar manchmal nichteindeutige Lésungen, obwohl die
Symmetrie nicht gebrochen wird.”

Zusammengefasst sind es die folgenden Fragen, die
uns im Zusammenhang mit kritisch nichtlinearen Diffe-
rentialgleichungen besonders interessieren:

e Konnen Losungen Singularititen haben oder sind sie
tiberall regular?

o Falls Singularititen auftreten: Kann man diese klassifi-
zieren, und was sagt das iiber die Gestalt der Losungen
aus?

e Sind Losungen genauso symmetrisch wie die Daten es
zulassen? Oder wird die Symmetrie gebrochen?

o Falls letzteres passiert: Kann man das Problem geeignet
einschranken, um zusitzlich zu den unsymmetrischen
Losungen auch symmetrische zu finden? Haben diese
auch bessere Regularititseigenschaften?

e Kann man Symmetrien ausnutzen, um die Existenz
von Losungen zu beweisen? Wie steht es mit deren Ein-
deutigkeit?

Und wie beweist man so etwas?

Das ist fiir Mathematiker*innen die vielleicht wichtigste
Frage, auf die es aber keine einfache Antwort gibt. Die
schnelle technische Antwort lautet: durch seitenlange
Rechnungen mit Ungleichungen. Die etwas tiefer
gehende Antwort weist darauf hin, dass solche Unglei-
chungen nicht vom Himmel fallen und auch oft nicht
allein durch formale Uberlegungen und Erfahrungen
mit Rechentricks gefunden werden. Vielmehr spielt oft
(selbst bei hochst abstrakten Fragen) auch eine Art geo-
metrischer Anschauung eine Rolle. Und da wir schon
ein Spielzeugmodell zur Hand haben, méchte ich zum
Schluss an diesem Beispiel erliutern, wie man etwa zur
Klassifikation moglicher Singularititen kommt.

Dabei kiimmern wir uns nur um einen wichtigen
Schritt: Wie sieht man, dass in einem minimalen Stei-
ner-Netz (zu irgendeiner Anzahl beliebig vorgegebener
Punkte, die verbunden werden miissen) keine Kreuzun-
gen von Strecken vorkommen konnen? Dazu betrachten
wir wieder ein Bild, das in Abbildung (3a) einen Aus-
schnitt aus einem hypothetischen Steiner-Netz zeigt,
worin sich zwei Geraden kreuzen. Der Ubersichtlichkeit
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(a) kuerzestes Netz?

_/

(c) kuerzer als (b)

(d) kuerzer als (a)

(3) Ein kleiner Beweis.

Quelle: eigene Darstellung

halber sehen wir nur einen Ausschnitt, und die zu ver-
bindenden Punkte liegen irgendwo auf8erhalb.

Wir wollen die Annahme, dass ein Kreuzungspunkt
auftritt, zu einem Widerspruch fithren. Damit zeigen
wir, dass Kreuzungspunkte in minimalen Steiner-Netzen
nicht vorkommen konnen.

Um jeden (hypothetischen) Kreuzungspunkt finden
wir einen kleinen rechteckigen Bereich, in dem aufler
den sich kreuzenden Strecken keine weiteren aus dem
Steiner-Netz liegen. Dies ist das helle Rechteck in (3a). In
(3b) haben wir diesen Ausschnitt gedreht und vergrofert.
Wir behaupten, dass das hier zu sehende Kreuz nicht
die optimale Verbindung der vier Eckpunkte des hellen
Rechtecks sind. Denn man kann leicht nachrechnen, dass
die Konfiguration in (3¢) (wieder mit 120°-Winkeln)
kiirzer ist. Genauer ist, wenn wir die kiirzere Seitenlinge
des Rechtecks mit A bezeichnen und die lingere mit B,
die Gesamtlange in (b) gleich 2V(A?+B?) und die Gesamt-
linge in (3c) gleich B+\3A. Drehen wir (3¢) zuriick in das
urspriingliche Bild und ersetzen also dort die Konfigu-
ration mit den Kreuzungen durch die kiirzere mit zwei
Gabelungen, dann wissen wir, dass die neue Konfigura-
tion (3d) insgesamt kiirzer ist als die urspriinglich in (3a)
gegebene. Damit haben wir also die Annahme, dass (3a)
optimal ist, zum Widerspruch gebracht.

In diesem Argument spielt es keine Rolle, dass (3d)
selbst nicht optimal ist. Das ist es sicher nicht, denn zwei
der Linien dort haben einen Knick, machen also einen

unnotigen Umweg! Alles was zahlt ist, dass (3d) kiirzer
ist als (3a) und somit (3a) nicht optimal sein kann.

Aus Griinden der Lesbarkeit haben wir nur behaup-
tet, aber nicht bewiesen, dass B+V3A kleiner ist als
2N(A%+B?). Fir die Geniefler*innen unter den

Lesern*innen hier der Beweis:

(B+\V3A)*= B*+3A%+2\3AB < B+3A2+\3(A?+B?)
< B*+3A%+A+(2\3-1)B? = 4A+2\3B? < 4(A*+B?)
= 2VA+B).

(Soviel zum Thema Rechnen mit Ungleichungen. Es ist
schade und schon zugleich, dass die Leser*innen nicht
erfahren, welche Art Ungleichungen fiir die ,,richtig inte-
ressanten® Probleme nétig sind.)

Mit Argumenten wie diesen beweist man, dass die
einzigen Singularititen, die in minimierenden Stei-
ner-Netzen vorkommen, Gabelungen mit 120°-Winkeln
sind. Kurven in Verbindungslinien kommen nicht vor,
und Knicke hochstens in den vorgegebenen zu verbin-
denden Punkten.

Diesem Beweis wurde hier so viel Raum gegeben,
weil die grundlegende Strategie fiir viele der erwihnten
Probleme in der Forschung funktioniert. Man kann
haufig bestimmte Arten von Singularititen ausschlieflen,
indem man geschickt Vergleichsobjekte mit kleinerer
Lange oder Energie konstruiert. In besonders glickli-
chen Fillen kann man damit Singularititen tiberhaupt
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ausschlieffen oder komplett klassifizieren. Beides sind
interessante Ergebnisse, denn ob Singularititen auftreten
konnen oder nicht ist eine wichtige Eigenschaft, die man
einem durch Differentialgleichungen gegebenen Modell
leider meist nicht leicht ansieht.

Zusammenfassung

Wir haben an einem einfachen ,,Spielzeugmodell die
wesentlichen Effekte diskutiert, um die es hier geht.
Dieses Modell koppelt eine ziemlich triviale Differenti-
algleichung mit der Moglichkeit von Singularititen, und
schon ergeben sich interessante Phinomene. Um so mehr
sind solche zu erwarten, wenn es um ,interessante® Dif-
ferentialgleichungen auf der Hohe der heutigen mathe-
matischen Moglichkeiten geht. Der Versuch, die Klassi-
fikation moglicher Singularititen tiber ihre Symmetrien
zu verstehen, hilft beim Verstandnis einiger der vielen
Aspekte der Theorie solcher Differentialgleichungen.

Summary

Solutions of nonlinear differential equations tend to have
singularities. At singular points, such solutions may not
be smooth enough to solve the equation in a classical
sense. Allowing singularities may be an important part
of a mathematical model. The interplay between the dif-
ferential equations of the model and the possible singu-
larities is an important topic to understand when inter-
preting the solutions. For critically nonlinear differential
equations, the study of singularities is also interesting
with regard to symmetries. The symmetries of the solu-
tion may not be the same as those of the equation, and
possible symmetries of singularities may be responsible
for such a phenomenon. A discrepancy between sym-
metries can thus complicate the understanding of solu-
tions to an equation. Meanwhile, symmetries can also

be useful for finding solutions by reduction to a simpler
problem. The article discusses such aspects of the theory
and explains the phenomena in a rather simple geometric
model. While it is used for illustration only, the models
we are actually concerned with are taken from differen-
tial geometry and physics.
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