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Schon immer hat die Berechnung elastischer Verformungen von Kéorpern eine zentrale Rolle in
den modernen Ingenienrwissenschaften gespielt. Dabei kann es sich sowohl um die Berechnung
der Verschiebungen ganzer Tragwerke unter dem Einfluss dufSerer und innerer Krifte handeln,
als auch die Berechnung der Verformung einzelner Bau- und Maschinenteile.

Zerreif3en und Zusammenfﬁgen

Gebietszerlegungsverfahren und Finite Elemente auf Parallelrechnern

Von Axel Klawonn und Oliver Rheinbach

Finite Elemente

Die Berechnung der Verschie-
bungen unter dem Einfluss duflerer
und innerer Krifte ist im Allgemei-
nen nicht mehr analytisch moglich.
Daher mussen Verfahren angewandt
werden, die eine moglichst genaue
approximative Losung liefern. Im
Bereich der Strukturmechanik ist
das Standardverfahren dafiir die
Methode der Finiten Elemente.
Dabei wird das Bauteil in viele, geo-
metrisch einfache Objekte zerlegt,
wie zum Beispiel Tetraeder, Hexa-
eder oder Prismen (Abb. 1). Diese
Objekte nennt man Finite Elemente
oder einfach nur Elemente. Die
Losung wird dann, im einfachsten
Fall, in den Eckpunkten dieser Ele-
mente berechnet. Allgemeiner kann
man auch Punkte auf Kanten und
Flichen der Elemente hinzunehmen.
Hier beschrinken wir uns jedoch der
Einfachheit halber auf die Eckpunkte.
Je genauer die Losung sein soll, umso
mehr Eckpunkte, also auch Elemente,

bendtigt man. Die Eckpunkte werden
als Knoten bezeichnet und man sagt,
dass die Elemente bzw. Knoten ein
Gitter bilden. Die Zerlegung eines
Bauteils mit komplizierter Geometrie
in Elemente ist, fiir sich genommen,
schon eine anspruchsvolle Aufgabe,
auf die wir hier nicht weiter einge-
hen werden (vergleiche zum Beispiel
Abb. 1); das Gitter fir die dort abge-
bildete Kurbelwelle ist mit dem Pro-
gramm Netgen berechnet worden'.
Eine erste Einfithrung in die
Ideen der Finiten Elemente findet
man in Rannacher und Stein?, fiir
eine ausfiihrlichere Darstellung
siche Braess® oder Zienkiewiecz und
Taylor*.

Lésung grofier Gleichungssysteme

In der Praxis kommen Gitter mit
bis zu hundert Millionen Knoten
vor. Gitter dieser Groflenordnung
entstehen zum Beispiel, wenn man
das elastische Verhalten dreidimen-
sionaler Strukturen wie das eines

Automobils oder eines Flugzeugs
moglichst genau berechnen mochte
oder die komplizierte Geometrie
eines Bauteils ohne Genauigkeits-
verluste aufgelst werden soll. Zur
Berechnung der approximativen
Verschiebungen 16st man ein lineares
oder nicht-lineares Gleichungs-
system bei dem die Unbekannten

die Verschiebungen an den Knoten
sind, das heifit es gibt jeweils drei
Unbekannte pro Knoten, entspre-
chend den drei Verschiebungen.
Gleichungssysteme dieser Groflen-
ordnung lassen sich jedoch nicht
mehr in angemessener Zeit auf einem
einzelnen Rechner losen. Es stellt
sich die Frage, ob man diese Aufgabe
nicht auf mehrere Rechner verteilen
kann, die gleichzeitig einen Teil des
Gleichungssystems berechnen, so
dass man am Ende die Gesamtlosung
aus den verschiedenen Teillosungen
der einzelnen Rechner zusammenset-
zen kann. Lange Zeit waren ausge-
klugelte Implementierungen direkter
Losungsverfahren, wie die Gauf’-Eli-
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Der FETI-DP Algorithmus
i}

Fiir jedes Teilgebiet stellen wir eine lokale Steifigkeitsmatrix K/ und einen lokalen Lastvektor f') auf. Weiterhin

bezeichnen wir mit u!") die lokale Lésung der Verschiebungswerte an den Knoten. Jede lokale Steifigkeitsmatrix K0

kann so partitioniert werden, dass die Numerierung bei den Knoten beginnt, die zu den Ecken eines Teilgebiets geharen,

gefolgt v0n den iibrigen Variablen. Analog kann man bei jedem lokalen Lastvektor f'"' und jeder lokalen Lésung u'"
hen wir die Ec mit dem Index « und die iibrigen mit r, so erhalten wir

. H::I K'I':.I ul? uy! {i} f-l-l.l i =
K= [;.-,:.."_: el ] - [“.‘,.]- £ = [!:,_,,]. =1,....N.

Eckl i

in den Ec

Im nichsten Schritt werden die lokalen Steifigk t und wir
erhalten aus den lokalen Blicken K'Y die globale Matrix i, und aus den lokalen Blacken K. die teilassemblierten
Matrizen K\t Wir fGhren folgende Notation ein I, == diagl , (K!Y) und K, := [K/'T ... KI27)T_ Die globalen
Vektoren i und ,|’ werden analog definiert.

Um zu garantieren, dass die Ldsung entlang der Teilgebietsrander keinen Sprung aufweist, miissen wir noch eine
Sprungbedingung einfiihren. Da durch die Teilassemblierung bereits Stetigkeit in den Ecken der Teilgebiete garantiert
ist, miissen wir diese Bedingung nur noch auf den iibrigen Knoten fordern. Dazu fishren wir eine Matrix B, ein, die so
konstruiert ist, dass B,u, = 0 die Stetigkeit der Lésung an den Teilgebietsrindern bedeutet.

Die Lésung des Finite Elemente Problems ist dann gegeben durch

[!\ !\, B! } [u,] [I,]
KT K. 0 e | = | fo - (1)
B, 0 0 |_ A 0 J

u, und i, filhrt auf ein reduziertes lineares Gleichungssystem der Form

rizen und Lastvek

Fah=d,,

bei dem als Unbekannte nur noch die Lagrangeschen Multiplikatoren A auftauchen. Die Matrix F4 und die rechte Seite
o 4 erhilt man formal durch Block-GauB-Elimination, allerdings wird Fy nie explizit berechnet, dies wiirde auf ein dicht-
besetztes Gleichungssystem fiihren, sondern in jeder Iteration werden entsprechende diinnt zte Gleichungssy
gelist; vgl. Farhat, Lesoinne, Pierson (2000) oder Klawonn, Widlund, Dryja (2002a) fiir weitere Details.

Um bessere Konvergenzeigenschaften zu erhalten, miissen wir zusatzliche, optionale Nebenbedingungen einfiihren. Diese
sind von der Form

Qe = 0. )

Hierbei ist (), eine Matrix, die garantiert, dass die Mittelwerte der Verschiebungen auf ausgewihiten Flichen und
Kanten keine Spriinge haben. Flichen und Kanten mit dieser Eigenschaft nennen wir primal. Die Anzahl der Zeilen der
Matrix (), ist gegeben durch die Anzahl primaler Kanten und Flichen.

Um die zusitzliche Nebenbedingung (2) zu erfiillen, fiihren wir optionale Lagrangesche Multiplikatoren g ein. Aus (1)
erhalten wir dann das lineare Gleichungssystem

Koep !\, QT B! Uy f_.
. 5
gimeo ol lw)_|7)
B, 0 0 0 A
Eliminierung der Unbekannten u,., . und p fiihrt wieder auf ein reduziertes Gleichungssystem der Form
FA=d, (4)

wobei die Matrix F und die rechte Seite d formal wieder durch Block-GauB Elimination entstehen.

Wir definieren nun den (Dirichlet-) Vorkonditionierer. Dazu bendtigen wir einen skallenen Sprungopetalor Bp . Diesen
erhilt man aus B, = [0 B,4] durch gebietsweise Skalierung von B4 mit p d Sk izen
DY, indem wir definieren By s == [DVBY . DM BN Die Slaalacrungsmatnzen 13 werden durch Materialko-
effizienten bestimmt, vgl. Klawonn, Wndlund Dryja {20023} fiir weitere Details. SchlieBlich fiigen wir fiir wir jede Ecke
an passender Stelle eine Nullspalte zu By, hinzu. Durch GauB-Elimination der Verschiebungen, die zu Kneten im inne-
ren eines Teilgebiets gehdren, d.h. die nicht auf dem Interface liegen, erhalten wir aus den lokalen Steifigkeitsmatrizen

K lokale Schurkomplemente 5'7 . Fassen wir diese in einer Block-Diagonalmatrix § := diag (5"} zusammen, so
ist der Dirichlet-Vorkonditionierer definiert durch M~! := By, 5B}, .. Der zugehérige FETI-DP Algorith ist das
vorkonditionierte Verfahren der konjugierten Gradienten zur Lésung des verkonditionierten Systems

M7UEA= M

mination oder die Cholesky-Zerle-
gung, die meist benutzen Verfahren
in der Strukturmechanik. Diese
Algorithmen sind sehr robust, haben
jedoch keine optimale Komplexitit
und lassen sich auch nicht einfach
parallelisieren, also so programmie-
ren, dass sie auf mehreren Rechnern
gleichzeitig benutzt werden konnen.
Zusitzlich haben diese Verfahren
auch einen erhohten Speicherbedarf,
wenn man von zwei- zu dreidimen-
sionalen Problemen tibergeht.

Eine Alternative zu direkten
Losern sind Iterationsverfahren, die
haufig schon direkt fiir den Einsatz
auf Parallelrechnern entworfen
werden. Zudem sind oft auch die

Speicheranforderungen wesentlich
niedriger als die direkter Verfahren,
insbesondere bei dreidimensionalen
Problemen. Im Gegensatz zu direk-
ten Verfahren, bei denen die Losung
in einem Schritt berechnet wird,
nahern sich Iterationsverfahren nur
schrittweise der Losung an. Dabei
wird in jedem Iterationsschritt

nur die Multiplikation der Matrix
des Gleichungssystems mit einem
Vektor benotigt. Haufig lasst sich
die Anzahl der Iterationen durch
einen Vorkonditionierer verringern.
Ein Vorkonditionierer ist dabei

eine Approximation an die Inverse
der Matrix des Gleichungssystems.
Diese Approximation muss nicht als

Matrix aufgestellt werden, sondern
nur die Anwendung auf einen Vektor
muss leicht zu berechnen sein.

Gebietszerlegungsverfahren

Gebietszerlegungsverfahren sind
eine Klasse von Iterationsverfahren,
die sich als numerisch skalierbar und
hiufig auch als sehr robuste Algo-
rithmen fiir Probleme der Struktur-
mechanik erwiesen haben. Das wohl
erste Gebietszerlegungsverfahren hat
H.A. Schwarz im Jahr 1869 vorge-
schlagen und es fiir Existenzbeweise
eingesetzt. In den achtziger Jahren
des darauf folgenden Jahrhunderts
fand die Idee der Gebietszerlegung
erhohtes Interesse, als sowohl das
Verfahren von Schwarz, als auch die
Ideen der rekursiven Substrukturie-
rung aus der Ingenieurspraxis von
Mathematikern und Ingenieuren
wieder aufgegriffen und weiterent-
wickelt wurden.

Gebietszerlegungsmethoden sind
in diesem Zusammenhang vorkon-
ditionierte Iterationsverfahren. In
einem solchen Verfahren zerlegen
wir das Gebiet, auf dem die partielle
Differentialgleichung geldst werden
soll, in eine Anzahl tiberlappender
oder nicht tiberlappender Teilgebiete.
In der Praxis kann das Gebiet zum
Beispiel eine Kurbelwelle sein und
die zugehorige partielle Differenti-
algleichung wird durch das entspre-
chende Elastizititsproblem beschrie-
ben (vgl. Abb. 2). Die automatische
Zerlegung eines Finite-Elemente-
Gitters fithrt auf das Problem einen
Graphen zu partitionieren; eine
Aufgabe, die in vielen wissenschaftli-
chen Anwendungen auftritt. Hierfiir
sind in der Informatik entsprechende
Algorithmen, so genannte Graphpar-
titionierungsalgorithmen, und Soft-
ware entwickelt worden®*

In jedem Iterationsschritt wird
fir jedes Teilgebiet ein lokales Pro-
blem gelost. Dieses Teilproblem ist
normalerweise eine Approximation
an das Originalproblem einge-
schriankt auf das jeweilige Teilgebiet.
Abhingig von dem jeweiligen Algo-
rithmus werden diese Teilprobleme
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entweder approximativ oder mit
einem direkten Verfahren gelost.
Gebietszerlegungsverfahren erlau-
ben somit eine gewisse Flexibilitat
in der Konstruktion robuster, aber
immer noch skalierbarer Iterations-
verfahren. Man kann sie auch als
hybride Verfahren ansehen, die eine
Briicke zwischen direkten Losern
und reinen iterativen Verfahren her-
stellen.

Um numerisch skalierbar zu
sein, das heifit, das Verfahren kon-
vergiert unabhingig von der Anzahl
der Teilgebiete, muss in einem
Gebietszerlegungsverfahren immer
noch zusitzlich ein kleines globa-
les, gebietstibergreifendes Problem
gelost werden. Ein solches Problem
garantiert den globalen Informati-
onsaustausch in jedem Iterations-
schritt, es erfordert jedoch auch eine
spezielle Aufmerksambkeit bei der
Implementierung auf einem Parallel-
rechner im Hinblick auf die parallele
Skalierbarkeit.

Zusammenfassend konnte man
sagen, dass die Idee der Gebietszer-
legungsverfahren darin besteht, in
jedem Iterationsschritt eine appro-
ximative Losung des urspriinglichen
Gleichungssystems zu berechnen,
die sich aus vielen, lokalen Teilge-
bietslosungen und der Losung eines
kleinen, globalen Problems zusam-
mensetzt.

Abhingig von der Art der Zer-
legung in Teilgebiete werden die
Algorithmen hiufig in Giberlappende
und nicht Gberlappende Gebiets-
zerlegungsverfahren eingeteilt. Die
letzteren werden oft auch als itera-
tive Substrukturierungsverfahren
bezeichnet. Im Folgenden werden
wir nur Verfahren der zweiten
Klasse betrachten. Fiir eine ausfiihr-
liche Beschreibung von Gebietszer-
legungsverfahren vergleiche Smith,
Bjorstad und Gropp’, Quarteroni
und Valli® oder Toselli und Wid-

lund’.
FETI

Wir betrachten hier eine spezielle
Familie von nicht tiberlappenden

(1) Zerlegung einer Kurbelwelle
in 150 000 Tetraeder.

(2) Gebietszerlegung einer Kurbelwelle in acht Teilgebiete
(jeder Grauton reprisentiert ein Teilgebiet).
Quellen: Gitter: Netgen, Zerlegung: Chaco, Visualisierung: Medit

(3) Spannungsberechnungen am
Modell einer Kurbelwelle.
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(4) Erreichter Speedup einer Variante eines FETI-DP-Algorithmus fiir ein Diffusionspro-
blem mit Spriingen; berechnet auf 27 bis 216 Prozessoren bei 2 685 616 Unbekannten und
216 Teilgebieten.

Quellen: fiir Details vgl. A. Klawonn, O. Rheinbach und B. Widlund 2004. Implementiert mit PETSc, siehe S. Balay
u.a. 2001

Die Autoren bedanken sich fiir die Benutzung des Parallelrechners ,Jazz*, einem Cluster mit 350 Prozessoren der
Mathematics and Computer Science Division des Argonne National Laboratory der USA.

Die Finite Elemente Methode (FEM)

Finite Element Methoden wurden entwickelt, weil sich mathematisch exakte Losungen von partiellen Diffe-
rentialgleichungen (zum Beispiel aus der Mechanik) nur fiir sehr einfache Fille angeben lassen. Um dennach
realistische Probleme aus den Ingenieurwissenschaften und der Physik lésen zu kénnen, wird daher die Su-
che nach der exakten Lésung aufgegeben und nur nach einer Approximation der Lésung gesucht. Die Finite
Elemente Methoden gehéren zu den Techniken, die es auf diese Weise erméglichen, auch in komplizierten Geo-
metrien Lésungen zu finden, die die exakte Losung beliebig genau annihern. Ein Objekt, dessen Verformung
berechnet werden soll (zum Beispiel die Karosserie eines Autos bei einem Crash), wird dabei so behandelt,
als bestiinde es aus vielen kleinen, einfachen Teilen (Elementen), deren Verformungsverhalten man kennt. Mit
einem groben Gitter erhdlt man eine erste Anndherung an das Verhalten des Objekts. Durch Unterteilung in
immer mehr und immer kleinere Elemente kann man das gesuchte Verhalten soweit anndhern, wie es fir die
jeweilige Aufgabenstellung erforderlich ist. Exakt beschrieben bedeutet dies, dass das Objekt (Gebiet) in einem
ersten Schritt in einfache geometrische Formen wie Tetraeder, Wiirfel oder Prismen (Elemente) zerlegt wird.
Im ndchsten Schritt wird (im einfachsten Fall) jedem Eckpunkt (Knoten) eine Basisfunktion zugeordnet. Die
Basisfunktion wird so gew3hlt, dass sie an dem zugeordneten Knoten den Wert Eins annimmt und an den
anderen Knoten den Wert Null. Die urspriingliche Differentialgleichung in so genannter schwacher Form

Finde u, so dass a(u,v) = (f.v) ¥Yeel (3)

ist in einem abstrakten, unendlich-dimensionalen Funkticnenraum 17 formuliert und daher im Allgemeinen
schwer zu ldsen. Die Finite Elemente Methode besteht darin, dass der unendlich-dimensionale Funktionenraum
V durch einen endlich-dimensionalen Raum V" ersetzt wird, zum Beispiel durch den Raum der stiickweise
linearen, stetigen Funktionen. Die Differentialgleichung erhilt dadurch die Form

Finde wuy, so dass auy. vp) = (fien) Yo, € v (6)
Die Darstellung von uy, durch die Basis fiihrt dann auf ein (groBes) lineares Gleichungssystem. Lést man dieses

Gleichungssystem, so hat man die gesuchte N3herungslésung berechnet.

'y
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Drei lineare Basisfunktionen und eine Linearkombination daraus (1D).

Gebietszerlegungsverfahren, die so
genannten FETT (Finite Element
Tearing and Interconnecting)-Ver-
fahren, die von Farhat und Roux

zu Beginn der neunziger Jahre des
letzten Jahrhunderts eingefithrt
wurden'. Bei der Familie der FETI-
Gebietszerlegungsverfahren geht
man wie folgt vor. Zuerst zerlegt
man das Gebiet in nichtiiberlap-
pende Teilgebiete und stellt fiir jedes
Teilgebiet eine lokale Steifigkeitsmat-
rix und einen lokalen Lastvektor auf.
Angenommen, jedes dieser Teilpro-
bleme ist 16sbar, dann erhalten wir
auf jedem der Teilgebiete eine lokale
Losung, die dort das Elastizitatspro-
blem lost. Allerdings werden diese
lokalen Losungen im Allgemeinen
von Teilgebiet zu Teilgebiet einen
Sprung aufweisen (Abb. 5).

Diese Tatsache ist nicht beson-
ders iberraschend, da wir ja an den
Teilgebietsraindern keine gemeinsa-
men Bedingungen fiir die Losung
vorgeschrieben hatten. Daher for-
dern wir zusitzlich, dass die Losung
an den Teilgebietsrandern keinen
Sprung mehr hat und stellen die
zugehorigen Gleichungen auf. Wenn
der Sprung der Verschiebungen Null
ist, haben wir eine Losung fiir unser
Ursprungsproblem gefunden.

Insgesamt miissen wir also ein
Energieminimierungsproblem mit
Nebenbedingungen 16sen. Indem wir
zum Erzwingen der Sprungnebenbe-
dingungen Lagrangesche Multiplika-
toren einfithren, erhalten wir daraus
ein gemischtes Gleichungssystem
mit den lokalen Verschiebungen pro
Teilgebiet und den Lagrangeschen
Multiplikatoren als Variablen. Um
dieses Gleichungssystem zu l5sen,
eliminieren wir zunichst die Ver-
schiebungsvariablen. Diese konnen
unabhingig voneinander durch
Gauf$-Elimination entfernt werden
und wir erhalten ein Gleichungssys-
tem, das nur noch die Lagrangeschen
Multiplikatoren als Unbekannte
enthilt. Solch ein reduziertes System
16st man nun mit einem iterativen
Verfahren, dem Verfahren der konju-
gierten Gradienten und einem geeig-
neten Vorkonditionierer.
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Bisher haben wir angenommen,
dass die lokalen Gleichungssysteme
alle losbar sind. Bei der Eliminierung
der Verschiebungen aus dem parti-
tionierten Gleichungssystem muss
jedoch beachtet werden, dass im
Allgemeinen die meisten der loka-
len Steifigkeitsmatrizen nur positiv
semidefinit sind. Dieser Fall tritt auf,
wenn nur natlirliche Randbedingun-
gen gegeben sind, wie zum Beispiel
bei inneren Teilgebieten. Dann
konnen bis zu sechs Starrkorperbe-
wegungen als Elemente des Kerns
auftreten. Das zugehorige lokale
Gleichungssystem kann trotzdem
gelost werden, wenn es konsistent
ist, das heift, die rechte Seite im Bild
der lokalen Steifigkeitsmatrix ist.
Dies wird bei den urspriinglichen
(einstufigen) FETI-Verfahren durch
einen Projektor erreicht. Dieser
Projektor definiert gleichzeitig ein
globales Problem, welches die Ska-
lierbarkeit des Verfahrens garantiert.
Die Eliminierung der Verschie-
bungsvariablen entspricht dann der
Lésung eines Neumann-Problems
in jedem Teilgebiet. Dieser Ansatz
geht urspringlich auf Farhat und
Roux!! zuriick. Er wurde in den
letzten zehn Jahren durch intensive
Forschung weiterentwickelt, fiir eine
theoretische Analyse der Konver-
genzeigenschaften vergleiche unter
anderem Klawonn und Widlund2.

FETI-DP

Ein anderer Ansatz, die reinen
Neumann-Probleme zu 16sen, fiihrt
zu der Familie der dual-primalen
FETI (FETI-DP)-Verfahren. Bei
diesen Algorithmen teilt man die
Knoten auf den Randern der Teil-
gebiete in Eckknoten (Ecken) und
tibrige Knoten ein (Abb. 6). Um
die Losbarkeit der lokalen Glei-
chungssysteme zu garantieren, wird
nun eine Teilassemblierung der
Steifigkeitsmatrizen in den Ecken
vorgenommen. Dieses Vorgehen
kann man sich in etwa so vorstellen,
als ob man die Losungen auf den
Teilgebieten, die im Allgemeinen
Spriinge aufweisen, (Abb. 5), an den

(5) Oben: Wiirfel zerlegt in 27 Teilgebiete. Unten: Die 27 Losungen des Elastizitatspro-
blems auf den Teilgebieten. Die Spriinge der Losung konvergieren mit fortschreitender
Iteration gegen Null, das heiflt die Abstinde zwischen den einzelnen Wiirfeln werden
immer kleiner, bis sie zum Schluss zusammen den verformten Korper bilden.

Ecken ,,zusammenklebt“. Die zuge-
horigen Verschiebungen sind dann
automatisch in jeder Iteration stetig.
Die Stetigkeit der iibrigen Variablen
wird, wie bei einstufigen FETT-Ver-
fahren, weiterhin durch Lagrange-
sche Multiplikatoren erzwungen.
Die weitere Vorgehensweise ist ahn-
lich wie bei den einstufigen Verfah-
ren und fithrt auf einen Algorithmus,
durch den die Lagrangeschen Multi-
plikatoren iterativ berechnet werden.
Der Ansatz, die lokalen Matrizen

in den Ecken zu assemblieren, fiihrt
zu einem skalierbaren Verfahren in
zwei Dimensionen, allerdings im

Allgemeinen zu einer schlechteren
Konvergenzrate in drei Dimensio-
nen. Dazu muss ein besseres globales
Problem eingefiihrt werden. Um es
zu beschreiben, fithren wir zunichst
eine Unterteilung der Knoten auf
den Teilgebietsrindern, dem so
genannten Interface, in Eckknoten
(Ecken), Kantenknoten (Kanten)
und Seitenflichenknoten (Flichen)
ein (Abb. 6). Die Idee besteht darin,
zusatzlich zur Assemblierung in
den Ecken als weitere Nebenbedin-
gung zu verlangen, dass bestimmte
Mittelwerte der Verschiebungen auf
ausgewahlten Flichen oder Kanten
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(6) (Seiten-)Flichen (oben links), Kanten (oben rechts) und Ecken

(unten) bei einem tetraederformigen Teilgebiet.

denselben Wert haben. Wenn also
zwei Teilgebiete eine gemeinsame
Kante oder Fliche haben, dann
sollen die Mittelwerte der Ver-
schiebungen, jeweils pro Teilgebiet
gebildet, denselben Wert haben.
Dies muss nicht fiir alle Flichen und
Kanten vorgenommen werden®. Die
Gesamtlosung verandert sich durch
diese zusitzlichen Nebenbedingun-
gen nicht. Denn bei einer stetigen
Losung sind auch die entsprechen-
den Mittelwerte auf einer Fliche
oder Kante automatisch stetig.

Die Spriinge sind bei Konvergenz
des iterativen Verfahrens jedoch
Null, die Lésung somit stetig. Die
zusitzlichen Nebenbedingungen
sind in diesem Sinne also optional.
Eine Moglichkeit diese optionalen
Nebenbedingungen zu implemen-
tieren ist die Einfiihrung zusitz-
licher (optionaler) Lagrangescher
Multiplikatoren. Bei dieser Variante
der FETI-DP-Verfahren werden
zusitzlich zu den Verschiebungen
auch die optionalen Lagrangeschen
Multiplikatoren eliminiert und man
erhalt formal wieder ein lineares
Gleichungssystem mit den urspriing-
lichen Lagrangeschen Multiplikato-
ren als Unbekannten. Dieses wird
wie zuvor mit dem Verfahren der
konjugierten Gradienten und einem

passenden Vorkonditionierer gelost.
Wir erhalten verschiedene FETI-
DP Algorithmen, je nachdem, ob
nur in den Ecken assembliert wird
(Algorithmus A) oder ob zusitz-
lich noch die Mittelwerte auf den
Kanten und Flichen (Algorithmus
B), nur auf den Kanten (Algorith-
mus C) oder nur auf den Flichen
(Algorithmus E) tibereinstimmen.
Dabei nehmen wir hier an, dass
immer alle Ecken, Kanten oder Fla-
chen ausgewihlt werden. Man kann
sich jedoch auch auf eine minimale
Auswahl beschrinken'. Die entspre-
chenden Gleichungssysteme werden
jeweils durch den Index A, B, C
oder E gekennzeichnet. Es ist klar,
dass Algorithmus B, C und E mehr
Aufwand pro Iterationsschritt beno-
tigen, als Algorithmus A. Allerdings
fithrt gerade dieser Mehraufwand oft
zu besser skalierbaren Algorithmen.
Der (Dirichlet-)Vorkonditionie-
rer fir die FETI-Verfahren wird aus
zwei Komponenten gebildet. Zum
einen aus einem skalierten Sprung-
operator und zum anderen aus einem
Schurkomplement. Die Skalierung
des Sprungoperators wird aus
bestimmten Materialkoeffizienten
des betrachteten Korpers bestimmt
und ist notwendig, um ein Iterati-
onsverfahren zu erhalten, das unab-

hingig von eventuellen Spriingen
in den Materialien konvergiert. Das
Schurkomplement ist eine Block-
Diagonalmatrix, die sich aus einzel-
nen Schurkomplementen zusam-
mensetzt, die wiederum gebietsweise
wie folgt gebildet werden. Fiir jedes
Teilgebiet eliminiert man die inneren
Variablen aus der lokalen Steifig-
keitsmatrix, das heiflt die Variablen,
die nicht auf dem Rand des entspre-
chenden Teilgebiets liegen. Dies ent-
spricht der Losung eines Problems
mit Dirichlet-Randdaten, daher auch
der Name Dirichlet-Vorkonditio-
nierer. Diese Losung der Dirich-
let-Probleme muss dann in jedem
Iterationsschritt fir jedes Teilgebiet
ausgefithrt werden. Da die Probleme
jedoch alle entkoppelt sind, kann
dies komplett parallel geschehen.
Bei den Verfahren der FETI-
Familie wird in jedem Iterations-
schritt eine approximative Losung
berechnet, deren Sprung mit jedem
Schritt immer kleiner wird und die
gegen die gesuchte Losung konver-
giert. Die Geschwindigkeit, mit der
die Iterierten gegen die gesuchte
Losung konvergieren, hingt bei
den FETI-Verfahren mit Dirich-
let-Vorkonditionierer nur noch
logarithmisch von der Anzahl der
Unbekannten pro Teilgebiet ab,
aber nicht mehr von der Anzahl der
Teilgebiete und der Anzahl Unbe-
kannter des Gesamtproblems. Die
Algorithmen der FETI-Familie sind
also numerisch skalierbar. Erste
Abschitzungen dieser Art sind fiir
die einstufigen FETI-Verfahren und
fiir Probleme ohne grofie Spriinge
in den Materialkoeffizienten von
Mandel und Tezaur'® hergeleitet
worden. Die Abschitzungen wurden
von Klawonn und Widlund'® ver-
schirft und erweitert auf Probleme
mit beliebig groflen Spriingen in den
Materialkoeffizienten. Fur FETI-
DP-Verfahren in zwei Raumdi-
mensionen und fiir Probleme ohne
Materialspriinge haben Mandel
und Tezaur' ein solches Resultat
bewiesen. Fiir den dreidimensiona-
len Fall und Probleme mit beliebig
groflen Spriingen in den Materi-
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(7) Zivcluster der Westfilischen Wilhelms-Universitit Miinster mit 96 Prozessoren.

Quelle: http://zivcluster.uni-muenster.de
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alkoeffizienten ist die Familie von
Algorithmen von Klawonn, Widlund
und Dryja'®!” erweitert worden.

In diesen Arbeiten ist jeweils auch
eine Abschitzung der Konvergenz-
geschwindigkeit vom oben ange-
gebenen Typ hergeleitet worden.
Alle genannten Arbeiten behandeln
skalare Diffusionsprobleme, wie

sie zum Beispiel bei der stationdren
Wirmeleitung vorkommen. Die
Erweiterung auf die Verschiebungs-
gleichungen der linearen Elastizitit
ist fir die einstufigen FETI-Verfah-
ren recht einfach, wogegen bei den
FETI-DP-Verfahren einige nicht-
triviale Anderungen vorgenommen
werden missen. Die Entwicklung
und Konvergenzanalyse entspre-
chender Verfahren ist inzwischen
sehr weit fortgeschritten®.

Die FETI-DP-Verfahren gehen
zurlick auf Farhat u. a.2! fiir Pro-
bleme in zwei Raumdimensionen
und die erste theoretische Kon-
vergenzabschitzung findet sich
in Mandel und Tezaur?. Fiir drei-
dimensionale Probleme miissen
erhebliche Verinderungen vorge-

nommen werden, um ein skalier-
bares Verfahren zu erhalten. Erste
numerische Ergebnisse finden sich
in Farhat, Lesoinne und Pierson®. In
Klawonn, Widlund und Dryja?® ist
systematisch eine ganze Familie von
Algorithmen fiir dreidimensionale
Probleme entwickelt worden?.

Summary

In modern engineering and natural
sciences, partial differential equa-
tions play an important role in
modeling complex technical prob-
lems and natural phenomena. Com-
puter simulations of complicated
models are becoming more and
more important as the complexity
of the problems considered increas-
es. In order to obtain a sufficiently
accurate simulation, often a large
number of finite elements has to be
used to discretize the partial dif-
ferential equations. For stationary
problems or time-implicit methods,
the discretization of the partial dif-
ferential equations on such a mesh

Parallelrechner

der Simulation von Stromungen.

Obwohl heutige Rechner um GréBenordnungen leistungsfihiger geworden sind als ihre Urahnen, reicht ihre
Rechenleistung immer noch nicht aus, um den Anforderungen von Wissenschaft und Technik gerecht zu
werden. Dies betrifft typische Anwendungen z.B. aus der Meteorologie (Wetter und Klima), Mechanik oder

Durch parallele Verarbeitung mit mehreren Prozessoren lassen sich Rechnungen beschleunigen, die einen
einzelnen Rechner iiberfordern wiirden. Wenn die Prozessoren sich nicht mehr einen gemeinsamen Haupt-
speicher teilen, sondern direkten Zugriff nur auf ihren eigenen Speicher besitzen, spricht man von verteilten
Rechnern und verteiltem Rechnen. Ein solcher Rechner besteht aus einzel
Computern (Knoten) mit eigenem Hauptspeicher, die durch Kommunikationshardware miteinander verbunden
sind. Heutige Supercomputer sind massiv parallele, verteilte Rechner mit mehreren Tausend Prozessoren.
Das gingigste Beispiel fiir einen verteilten Rechner ist ein Cluster von PCs, die durch ein schnelles Netzwerk
miteinander verbunden sind. Kleine Cluster mit zehn oder zwanzig Knoten finden sich heute in vielen
Universitdten und Firmen. Auf der anderen Seite des Leistungsspektrums stehen Cluster mit mehreren tausend
Prozessoren, die zu den schnellsten Rechnern der Welt gehdren. Es ist wichtig zu betonen, dass die Motivation
fiir den Einsatz von Parallelrechnern dieser Art nicht nur in der héheren Geschwindigkeit zu suchen ist, mit
der Ergebnisse zur Verfigung stehen. Verteiltes Rechnen erméglicht auch, Probleme zu betrachten, deren
Lasung wesentlich mehr Speicher erfordert, als einem einzelnen Prozessor zur Verfiigung gestellt werden kann,

vollstindi

mehr oder wenig

B

Die meisten Standard-Algorithmen sind vor dem Hintergrund des klassischen, sequentiellen Rechnermodells
entworfen worden und sind daher fiir Parallelrechner weniger geeignet. Parallele Algorithmen miissen die
Aufgaben intelligent aufteilen, damit die Rechenleistung aller Prozessoren méglichst gut ausgenutzt wird.
Dies sollte auch méglich sein, wenn die Anzahl der Prozessoren in die Tausende und in naher Zukunft
Zehntausende steigt. Da die Kommunikation zwischen Knoten um GréBenordnungen langsamer ist, als der
Zugriff auf den lokalen Hauptspeicher, miissen reale Algorithmen méglichst viel Arbeit lokal, d.h. unabhéngig
von anderen Knoten, erledigen konnen. Es hat sich erwiesen, dass Gebietszerlegungsverfahren geradezu
mabBgeschneidert fiir die Architektur der verteilten Parallelrechner sind, von kleinen Clustern angefangen, bis
zu Millionen Euro teuren Supercomputern (allerdings ist ihr Einsatz nicht auf verteilte Rechner beschrinkt
geblieben). Gebietszerlegungsverfahren erfordern wviele lokale Rechnungen, die unabhingig von anderen
Gebieten geschehen kénnen. Die Kommunikation, die tiber das Netzwerk zwischen den Knoten gesche-
hen muss, ist dagegen beschrankt auf die Oberfliche von Gebieten und fast vollstindig beschrinkt auf die
nachsten Nachbarn. Nur ein kleiner Teil der Information muss zwischen allen Prozessoren ausgetauscht werden,

Die Rechenleistung von Parallelrechnern wird heute in Teraflops (Billionen FlieBkomma-Operationen pro Sekun-
de) angegeben. Zweimal im Jahr stellen die Universitit Mannheim, die Universitit Tennesse und das National
Energy Scientific Computing Center der USA die Liste der 500 schnellsten Rechner der Welt zusammen und
verdffentlichen Sie im Internet unter hitp : [ fwww . top300.0rg.

leads, either directly or after a line-
arization, to a large linear algebraic
system of equations which is often
very sparse. The development of par-
allel computing allows to solve very
large problems, with up to hundreds
of millions of degrees of freedom in
structural and fluid mechanics. These
problems are often so large that we
need very refined numerical tech-
niques to solve them in an acceptable
time even on very fast parallel com-
puters. For a long time, elaborate
implementations of direct solvers
such as Gauss elimination have been
the method of choice. These solvers
are very robust, but they have a non
optimal complexity and are not so
easily parallelized. An alternative

to direct solvers are preconditioned
iterative methods. One particular
class of iterative methods are domain
decomposition methods which have
been proven to be numerically scal-
able while often still very robust. In
such methods, the domain, where the
partial differential equation has to be
solved, is partitioned into a number
of overlapping or nonoverlapping
subdomains. In each iteration step,

a local problem is solved on each
subdomain; often these local prob-
lems are suitable restrictions of the
original problem to that subdomain.
The local problems are then solved
concurrently on different processors
of a parallel computer. Attention has
to be given to obtain scalable algo-
rithms. The present article is espe-
cially focused on domain decompo-
sition algorithms of the FETI family,
a class of algorithms which is central
to the research of the authors.
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