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Einleitung

In den drei Kapiteln dieses zweiten Teils der „Grundzüge der Maß- und
Integrationstheorie“ werden, der Zielsetzung des ersten Teils folgend, Ge-
genstände besprochen, die für die Wahrscheinlichkeitstheorie und die Ma-
thematische Statistik von Bedeutung sind.
Abschnitt 1 behandelt die Räume der p-fach integrierbaren Funktionen auf
beliebigen Maßräumen unter strukturellen Gesichtspunktspunkten. Einige
dieser Ergebnisse sind im Spezialfall des n-dimensionalen reellen Raumes,
versehen mit dem Lebesgue-Maß, bereits aus der Analysis bekannt, z.B. die
Banachraum-Struktur der p-fach integrierbaren Funktionen für p ≥ 1 sowie
die Hilbertraum-Struktur der quadratisch integrierbaren Funktionen. Die
Konvergenztheorie in diesen Räumen wird in allgemeinerem Zusammenhang
in Abschnitt 2 behandelt.
Abschnitt 2 untersucht Konvergenzbegriffe für Folgen messbarer Funktionen,
wie z.B. die punktweise Konvergenz fast überall, die fastgleichmäßige Kon-
vergenz, die µ-stochastische Konvergenz, die Konvergenz im p-ten Mittel
und die schwache Konvergenz und stellt Zusammenhänge zwischen diesen
her. Weiter werden die schwache und die vage Konvergenz für Folgen von
Maßen untersucht, sowie im Zusammenhang damit stehend, die charakteri-
stischen Funktionen. Mittels einer Teilaussage des Portemanteau-Theorems
und des Stetigkeitssatzes von Lévy wird ein Beweis des schwachen Zentralen
Grenzwertsatzes gegeben. Auf den eigentlichen Zentralen Grenzwertsatz
von Lindeberg-Feller für unabhängige, zentrierte, normierte Schemata wird
nicht eingegangen.
Abschnitt 3 schließlich behandelt ebenfalls unter strukturellen Gesichts-
punkten Klassen von Wahrscheinlichkeitsräumen, die für die Mathematische
Statistik von Bedeutung sind, wobei die dominierten Klassen, die Klassen
mit isotonen Dichtequotienten und die Exponentialklassen im Vordergrund
stehen.
Die Abschnitte 1 und 2 sind maßgeblich beeinflußt von [Bau92], [Els07]
und [Kle06], der Abschnitt 3 ist geprägt durch [EM82].
Wie im ersten Teil werden Beweise nur sehr sporadisch präsentiert.
Vorausgesetzt werden die Pflichtkurse in Analysis, eine einführende Vor-
lesung zur Wahrscheinlichkeitstheorie, der Inhalt von Teil 1 [HK10] sowie
Grundkenntnisse in mengentheoretischer Topologie, wie sie z.B. in [Jän90]
vermittelt werden. An einigen Stellen werden Begriffe aus der Funktionen-
theorie benutzt, die – ohne im Verständnis des übrigen Textes gestört
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zu werden – überlesen oder bei Bedarf in [DR72] nachgelesen werden
können.
Herrn Dipl.-Mathematiker Tobias Oesterwind sind wir nicht nur für die
hervorragende Umsetzung der Vorlage in LaTeX zu herzlichem Dank ver-
pflichtet, sondern auch für sein sorgfältiges Gegenlesen des Manuskripts.

Duisburg/Haan, im Sommer 2010
Wolfgang Hümbs und Klaus Kuzyk



1 Lp-Räume

Lp-Räume kommen bereits (implizit) in einer einführenden Vorlesung zur
Wahrscheinlichkeitstheorie vor, z. B. bei der Definition der Varianz und
allgemeiner der p-ten Momente. In diesem Abschnitt werden zunächst die Lp-
Räume und anschließend die Lp-Räume unter strukturellen Gesichtspunkten
betrachtet.
Die wichtige Konvergenz im p-ten Mittel wird in allgemeinem Rahmen in
Abschnitt 2 diskutiert. Gelegentlich werden komplex-wertige messbare und
integrierbare Funktionen benötigt.

1.1 Komplex-wertige Funktionen

Vereinbarung 1.1:
C = R2 wird mit der σ-Algebra B2 versehen und ist somit ein Messraum.

Notiz 1.2:
Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum. f : Ω→ C ist genau dann messbar, wenn Ref
und Imf messbar sind.

Notiz 1.3:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, f, g : Ω → C messbar und r, s ∈ C. Dann
sind auch rf + sg, f · g, fg (falls g nullstellenfrei ist) und |f | messbar.

Notiz 1.4:
Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum. Für ein f : Ω→ C gilt dann

f ist messbar.

⇐⇒ (Ref)+, (Imf)+, (Ref)− und (Imf)− sind messbar.

Definition 1.5:
Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum. f : Ω → C heißt µ-integrierbar, falls f
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messbar ist und ∫
(Ref)+ dµ ,

∫
(Ref)− dµ∫

(Imf)+ dµ ,

∫
(Imf)− dµ

alle endlich sind. Die komplexe Zahl∫
f dµ :=

∫
(Ref)+ dµ−

∫
(Ref)− dµ+ i

∫
(Imf)+ dµ− i

∫
(Imf)− dµ

(mit i =
√
−1) heißt dann das µ-Integral von f .

Vereinbarung 1.6:
Um die Notationen nicht überzustrapazieren, verwenden wir die in [HK10]
eingeführten Notationen L1(µ) (später Lp(µ)),M, usw. auch für komplex-
wertige Funktionen. Ausgenommen sind natürlich diejenigen, die im Kom-
plexen i. A. keinen Sinn machen wie etwaM+.

Notiz 1.7:
Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum. f : Ω→ C ist genau dann µ-integrierbar, wenn
Ref und Imf es sind. Es gelten dann

(1.7.1)
∫
f dµ =

∫
Ref dµ+ i

∫
Imf dµ

(1.7.2) Re
(∫

f dµ

)
=
∫

Ref dµ

(1.7.3) Im
(∫

f dµ

)
=
∫

Imf dµ

Notiz 1.8:
Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum. Für eine Funktion f : Ω → C sind dann
äquivalent:

(1.8.1) f ∈ L1(µ)

(1.8.2) Ref, Imf ∈ L1(µ)
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(1.8.3) (Ref)+, (Ref)−, (Imf)+, (Imf)− ∈ L1(µ).

(1.8.4) Es gibt R+-wertige Funktionen g1, g2, h1, h2 ∈ M+ mit
f = (g1 − g2) + i(h1 − h2).

(1.8.5) f ∈M und es existiert ein R+-wertiges g ∈M+ mit |f | ≤ g.

(1.8.6) f ∈M und |f | ∈ L1(µ).

Notiz 1.9: Linearität
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und f, g : Ω→ C µ-integrierbar und r, s ∈ C.
Dann ist auch rf + sg µ-integrierbar mit∫

(rf + sg) dµ = r

∫
f dµ+ s

∫
g dµ.

Notiz 1.10:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und f : Ω→ C µ-integrierbar. Dann gilt∣∣∣∣∫ f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
|f | dµ.

Notiz 1.11:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und f : Ω → C eine Funktion. f heißt
beschränkt, falls es ein K > 0 gibt mit |f(ω)| ≤ K für alle ω ∈ Ω.
Ist f messbar und beschränkt mit µ

(
{f 6= 0}

)
<∞, so ist f µ-integrierbar.

Diese Einführung komplex-wertiger Funktionen abschließend werden noch
zwei wichtige Sätze aus der Konvergenztheorie sowie eine komplexe Fassung
des Satzes von Fubini angeführt.

Theorem 1.12: Majorisierte Konvergenz im komplexen Fall
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, die Funktionen f, fn : Ω→ C seien messbar
für alle n ∈ N und es gelte lim fn = f µ-fast überall. Weiter gebe es ein
R+-wertiges g ∈M+ mit |fn| ≤ g µ-fast überall für alle n ∈ N.
Dann sind f und alle fn µ-integrierbar und es gelten
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(1.12.1) lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ

(1.12.2) lim
n→∞

∫
|fn − f | dµ = 0

Satz 1.13: Vertauschung von Differentiation und Integration im
Komplexen
Es seien W ein stückweise stetig differenzierbarer Weg in C, |W | der Träger
des Weges, V ⊂ C offen und

P (ξ, z), Q(ξ, z) ∈ C(|W | × V )

zwei stetige komplex-wertige Funktionen auf |W | × V , so dass gelten

(a) Für jeden (festen) Punkt ξ ∈ |W | sind die Funktionen

Pξ(z) := P (ξ, z) und Qξ(z) := Q(ξ, z)

für alle z ∈ C reell differenzierbar auf V .

(b) Die vier Funktionen

∂P

∂z
(ξ, z) :=

∂Pξ
∂z

(z) ,
∂P

∂z̄
(ξ, z) :=

∂Pξ
∂z̄

(z)

∂Q

∂z
(ξ, z) :=

∂Qξ
∂z

(z) ,
∂Q

∂z̄
(ξ, z) :=

∂Qξ
∂z̄

(z)

sind stetig auf |W | × V .

Dann ist die auf V definierte Funktion

H(z) :=
∫
W

[
P (ξ, z) dξ + Q(ξ, z) dξ̄

]
reell differenzierbar auf V und es gelten für jedes z0 ∈ V

(1.13.1)
∂H

∂z
(z0) =

∫
W

[∂P
∂z

(ξ, z0) dξ +
∂Q

∂z
(ξ, z0) dξ̄

]
(1.13.2)

∂H

∂z̄
(z0) =

∫
W

[∂P
∂z̄

(ξ, z0) dξ +
∂Q

∂z̄
(ξ, z0) dξ̄

]
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Corollar 1.14:
Seien W ein stückweise stetig differenzierbarer Weg in C, V ⊂ C offen und
die Funktion P (ξ, z) ∈ C

(
|W | × V

)
habe folgende Eigenschaften:

(a) Für jedes ξ ∈ |W | ist die Funktion Pξ(z) := P (ξ, z) holomorph auf
V .

(b) Die Ableitung ∂P
∂z (ξ, z) := P ′ξ(z) ist stetig auf |W | × V .

Dann ist die Funktion

H : V → C, H(z) :=
∫
W

P (ξ, z) dξ

holomorph mit

H ′(z) :=
∫
W

∂P

∂z
(ξ, z) dξ.

Beweis: Satz 1.13 und ∂f
∂z̄

= 0 für holomorphe Funktionen f . �

Theorem 1.15: Fubini im Komplexen I
Es seien (Ω,A, µ), (Ω̃, Ã, µ̃) Maßräume mit σ-endlichen Maßen µ, µ̃ sowie
f : Ω × Ω̃ → C µ ⊗ µ̃-integrierbar. Dann ist f(ω, .) µ̃-integrierbar µ-fast
überall mit

T :=
{
ω ∈ Ω

∣∣ f(ω, .) ist nicht µ̃-integrierbar
}
∈ A

und f(., ω̃) ist µ-integrierbar µ̃-fast überall mit

T̃ :=
{
ω̃ ∈ Ω̃

∣∣ f(., ω̃) ist nicht µ-integrierbar
}
∈ Ã.

Weiter sind die Funktionen

ω 7→
∫

Ω̃

f(ω, ω̃) dµ̃(ω̃) und ω̃ 7→
∫

Ω

f(ω, ω̃) dµ(ω)

µ-integrierbar über TC bzw. µ̃-integrierbar über T̃C und es gilt∫
Ω×Ω̃

f d(µ⊗ µ̃) =
∫
TC

(∫
Ω̃

f(ω, ω̃) dµ̃(ω̃)
)
dµ(ω)

=
∫
T̃C

(∫
Ω

f(ω, ω̃) dµ(ω)
)
dµ̃(ω̃).



Lp-RÄUME 9

Theorem 1.16: Fubini im Komplexen II
Seien (Ω,A, µ), (Ω̃, Ã, µ̃) Maßräume mit σ-endlichen Maßen µ, µ̃. Ist
f : Ω× Ω̃→ C A⊗ Ã-messbar und eines der Integrale∫

Ω×Ω̃

|f | d(µ× µ̃),

∫
Ω

(∫
Ω̃

|f(ω, ω̃)| dµ̃(ω̃)
)
dµ(ω),

∫
Ω̃

(∫
Ω

|f(ω, ω̃) dµ(ω)
)
dµ̃(ω̃)

endlich, so sind alle drei Integrale endlich und gleich. Zudem ist f µ⊗ µ̃-
integrierbar und es gelten die Aussagen von Theorem 1.15.

Obwohl strikt zwischen den Körpern R und C zu unterscheiden ist, lassen
sich in der Funktionalanalysis viele Aussagen wortgleich für R- und C-
Vektorräume formulieren, was folgende Konvention nahelegt:

Vereinbarung 1.17:
K bezeichne stets einen der Körper R und C.

Nach diesen Präliminarien wird sich zunächst den Lp-Räumen und anschlie-
ßend den Lp-Räumen zugewandt.

1.2 Lp-Räume

Definition 1.18:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, p > 0 und f : Ω→ K messbar. Mit ∞p :=∞
und ∞−p := 0 sei

Np(f) :=
(∫
|f |p dµ

) 1
p

.

Notiz 1.19:
Np(f) ist wohldefiniert wegen |f |p ∈M+.
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Notiz 1.20:
Für γ ∈ K gilt Np(γf) = |γ|Np(f).

Definition 1.21:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, p =∞ und f : Ω→ K messbar. Dann wird
N∞(f) definiert durch

N∞(f) := ess sup|f |.

Zur Erinnerung: ess sup|f | := inf{γ ∈ [0,∞] : |f | ≤ γ µ-fast überall}.
ess sup|f | heißt das wesentliche Supremum von |f |.

Notiz 1.22:
Auch für N∞(f) und γ ∈ K gilt N∞(γf) = |γ|N∞(f).

Satz 1.23:
Für µ(Ω) < ∞, f : Ω → K messbar und N∞(f) < ∞ gilt
N∞(f) = limp→∞Np(f). Dies erklärt die Bezeichnung N∞(f).

Satz 1.24: Jensensche Ungleichung
Seien (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, J ⊂ R ein Intervall,
f : Ω→ J P -integriebar und τ : J → R konvex. Dann gelten:

(1.24.1)
∫
f dP ∈ J

(1.24.2) τ ◦ f ∈ L1
q

(1.24.3) τ

(∫
f dP

)
≤
∫
τ ◦ f dP

Aus Folgerungen der Jensenschen Ungleichung lässt sich schließen:

Theorem 1.25: Höldersche Ungleichung
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, 1 ≤ p, q ≤ ∞ mit 1

p + 1
q = 1 (mit der
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Festlegung 1
∞ = 0) und f, g : Ω→ K messbar. Dann gilt

N1(fg) ≤ Np(f) ·Nq(g).

Corollar 1.26: Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(∫
|fg| dµ

)2

≤
(∫
|f |2 dµ

)
·
(∫
|g|2 dµ

)
Beweis: Setze p = q = 2 in Theorem 1.25. �

Bemerkung 1.27:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, 0 < p < 1 und 1

p + 1
q = 1 (also q < 0),

f, g : Ω → K messbar sowie µ
(
{g = 0} \ {f = 0}

)
= 0. Dann gilt für∫

|g|q dµ <∞ folgende Form der Hölderschen Ungleichung:

∫
|fg| dµ ≥

(∫
|f |p dµ

) 1
p

·
(∫
|g|q dµ

) 1
q

.

Aus der Hölderschen Ungleichung lässt sich schließen:

Satz 1.28: Minkowskische Ungleichung
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, 1 ≤ p ≤ ∞ und f, g : Ω→ K messbar. Dann
gilt

Np(f + g) ≤ Np(f) +Np(g).

Bemerkung 1.29:
Im Falle 0 < p < 1 lässt sich nur

Np(f + g) ≤
(
Np
p (f) +Np

p (g)
) 1
p

schließen. Die Ungleichung in Satz 1.28 gilt im Falle 0 < p < 1 i. A. nicht.
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Definition 1.30:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und 0 < p ≤ ∞. Dann heißt

Lp(µ) :=
{
f : X → K

∣∣ f ist messbar mit Np(f) <∞.
}

der Raum der p-fach integrierbaren Funktionen.
Wo keine Missverständnisse möglich sind, wird anstatt von Lp(µ) auch nur
Lp geschrieben.

Notiz 1.31:
Lp ist ein K-Vektorraum.

Notiz 1.32:
Für 1 ≤ p ≤ ∞ ist Lp ein halbnormierter (und damit automatisch auch ein
halbmetrischer) Raum.
Beweis: Notiz 1.20 (bzw. Notiz 1.22) sowie die Minkowski-Ungleichung. �

Notiz 1.33:
Im Falle 0 < p < 1 ist Lp nur noch ein halbmetrischer Raum.

Im Falle 0 < p < 1 ist Lp zwar (wie erwähnt) i. A. kein halbnormierter
Raum, jedoch noch ein topologischer Vektorraum, d. h. versieht man Lp
mit der durch Np induzierten Halbmetrik dp, also

dp(f, g) := Np(f − g),

so sind die Addition + : Lp × Lp → Lp sowie die Skalarmultiplikation
· : K× Lp → Lp stetig.

Satz 1.34:
Versieht man für 0 < p ≤ ∞ die Lp-Räume mit der durch Np bzw. der
erzeugten Halbmetrik dp induzierten Topologie, so konvergiert jede Cauchy-
Folge in Lp.
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Corollar 1.35:
Für 0 < p < 1 sind die Räume Lp vollständige halbmetrische Räume, im
Falle 1 ≤ p ≤ ∞ sind die Räume Lp vollständige halbnormierte Räume.

Bemerkung 1.36:
Für 0 < p < 1 weisen die Räume Lp neben der Tatsache, dass sie zwar
vollständige, aber i. A. nicht halbnormierte Räume sind (also nicht zu
Banach-Räumen komplettiert werden können), noch einen gravierenden
Nachteil auf: Sie besitzen häufig als einzige stetige Linearform nur die
Nullform. Diese Pathologie tritt bereits bei der Einschränkung des Borel-
Lebesgue-Maßes λ1 auf [0, 1] auf. Sie sind daher insbesondere für Duali-
tätsbetrachtungen nicht von Interesse und werden im Folgenden nur noch
sporadisch betrachtet.

Notiz 1.37:
Sei 1 ≤ p ≤ ∞. Dann gilt

f ∈ Lp ⇐⇒ f+ ∈ Lp und f− ∈ Lp.

Notiz 1.38:
Seien 1 ≤ p, q ≤ ∞ mit 1

p + 1
q = 1. Dann gilt

f ∈ Lp, g ∈ Lq =⇒ fg ∈ L1.

Notiz 1.39:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum mit µ(Ω) < ∞, f : Ω → K messbar und
1 ≤ p ≤ q <∞. Dann gelten

(1.39.1) Np(f) ≤ Nq(f) · µ(Ω)
1
p−

1
q

(1.39.2) Lq ⊂ Lp

Satz 1.40: Markoff-Ungleichung
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, f : Ω→ K sei in Lp(µ) und p, α > 0. Dann
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gilt

µ{|f | ≥ α} ≤ 1
αp

∫
|f |p dµ.

Beweis: Es gelten
˘
|f | ≥ α

¯
∈ A sowieZ

|f |p dµ ≥
Z
{|f |≥α}

|f |p dµ ≥
Z
{|f |≥α}

αp dµ = αpµ
˘
|f | ≥ α

¯
,

woraus die Behauptung folgt. �

In der Wahrscheinlichkeitstheorie häufig Anwendung findet

Corollar 1.41: Tschebyscheff-Ungleichung
Seien (Ω,A, P ) ein W-Raum und X ∈ L2(P ) eine reellwertige Zufallsvaria-
ble. Dann gilt für alle α > 0

P
(
{ω ∈ Ω : |X(ω)− E(X)| ≥ α}

)
≤ Var(X)

α2
.

Beweis: Setze p = 2 und f := X − E(X) in der Markoff-Ungleichung. �

Definition und Notiz 1.42:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und Nµ := N−1

p {0} für 0 < p ≤ ∞. Dann ist
Nµ ein K-Unterraum von Lp(µ).

Notiz 1.43:
Nµ ist unabhängig von p.

1.3 Lp-Räume

Definition 1.44:
Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum. Die Faktorräume Lp/Nµ (für 0 < p ≤ ∞)
werden mit Lp (oder Lp(µ)) bezeichnet.
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Obwohl die Elemente [f ] = f +Nµ von Lp Äquivalenzklassen sind, werden
sie der Einfachheit halber wieder mit f bezeichnet. Missverständnisse
können dabei nicht entstehen.

Notiz 1.45:
Mittels ‖f‖p := Np(f) werden die Räume Lp mit 1 ≤ p ≤ ∞ zu normierten
Räumen; die Räume Lp mit 0 < p < 1 werden zu metrischen Räumen
mittels dp(f, g) := ‖f − g‖p.

Satz 1.46: Satz von Riesz-Fischer

(1.46.1) Für 1 ≤ p ≤ ∞ sind die Räume (Lp, ‖.‖p) Banachräume.

(1.46.2) Für 0 < p < 1 sind die Räume (Lp, dp) vollständige metrische
Räume.

Satz 1.47:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1.47.1) Es gibt p, q, 0 < p < q <∞, so dass Lp(µ) ⊂ Lq(µ) gilt.

(1.47.2) inf
{
µ(A)

∣∣ A ∈ A, µ(A) > 0
}
> 0.

(1.47.3) Für alle p, q mit 0 < p < q <∞ gilt Lp(µ) ⊂ Lq(µ).

Satz 1.48:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1.48.1) Es gibt p, q, 0 < p < q <∞, so dass Lp(µ) ⊃ Lq(µ) gilt.

(1.48.2) sup
{
µ(A)

∣∣ A ∈ A, µ(A) <∞
}
< ∞.

(1.48.3) Für alle p, q mit 0 < p < q <∞ gilt Lp(µ) ⊃ Lq(µ).
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Bemerkung 1.49:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und 1 ≤ p ≤ ∞. Die Abbildungen

Np : Lp(µ)→ R und ‖.‖p : Lp(µ)→ R

sind gleichmäßig stetig.

Aus verschiedenen Gründen (Separabilitätsfragen, Beweishilfsmittel) ist
es wichtig, dichte Teilmengen der Lp-Räume zu kennen. Hierzu genügt es,
dichte Teilmengen der Lp-Räume zu kennen, denn es gilt

Notiz 1.50:
Ist A dicht in Lp, so ist nach kanonischer Faktorisierung A auch dicht in
Lp.

Beispiel 1.51:
Sei C∞C (Rn) die Menge aller C∞-differenzierbaren Funktionen f : Rn → K
mit kompaktem Träger

supp(f) :=
{
x ∈ Rn

∣∣ f(x) 6= 0
}
.

C∞C (Rn) liegt dicht in Lp(λn) für 0 < p <∞.

Beispiel 1.52:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und 0 < p <∞.

Efin := span
{

1A
∣∣ A ∈ A, µ(A) <∞

}
liegt dicht in Lp(µ).

Beispiel 1.53:
Seien 0 < p <∞, K ⊂ Rn ein Intervall und λnK die Restriktion von λn auf
K ∩ Bn. Dann ist

span
{

1L
∣∣ L ∈ J n ∩Qn, L̄ ⊂ K̊

}
dicht in Lp(λnK).
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Notiz 1.54:
J n ∩ Qn ist ein abzählbarer Halbring mit σ(J n ∩ Qn) = Bn und die
Restriktion von λn auf J n ∩Qn ist σ-endlich.

Satz 1.55:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, H ⊂ A ein Halbring mit σ(H) = A und die
Restriktion von µ auf H sei σ-endlich.

(1.55.1) Dann ist für 0 < p <∞

span
{

1A ∈ H
∣∣ µ(A) <∞

}
dicht in Lp(µ).

(1.55.2) Ist zudem H abzählbar, so sind für 0 < p < ∞ die Räume
Lp(µ) sogar separabel.

Corollar 1.56:
Seien 0 < p <∞, K ⊂ Rn ein Intervall und λnK die Restriktion von λn auf
K ∩ B. Dann ist Lp(λnK) separabel.
Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus 1.53, 1.54 und (1.55.2) . �

Bemerkung 1.57:
Seien 0 < p <∞, U ⊂ Rn offen und λnU die Restriktion von λn auf U ∩Bn.
Dann ist auch Lp(λnU ) separabel.

Mit Notiz 1.50 folgt

Satz 1.58:
Für 1 ≤ p <∞, U offen in Rn oder K ein Intervall in Rn sind die Banach-
Räume Lp(λnU ) und Lp(λnK) separabel.

Die Räume L∞ zeigen bzgl. Separabilität ein wesentlich unangenehmeres
Verhalten:
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Bemerkung 1.59:
Für in Rn offenes U 6= ∅ und ein Intervall K 6= ∅ in Rn sind L∞(λnU ) und
L∞(λnK) nicht separabel.

Es gibt jedoch auch separable L∞-Räume:

Bemerkung 1.60:
Seien A eine σ-Algebra über Rn, ϕ ein Maß auf A, D eine ϕ-messbare
Teilmenge des Rn und ϕD die Restriktion von ϕ auf D ∩ A.

(1.60.1) Gilt ϕ(D) = 0, so ist L∞(ϕD) separabel.

(1.60.2) Gibt es endlich viele Punkte x1, . . . , xt in D mit ϕD(xj) > 0
für j ∈ Nt und ist zudem D \ {x1, . . . , xt} eine ϕ-Nullmenge,
so ist L∞(ϕD) separabel.

1.4 Duale

Definition 1.61:
Sei (E, ‖.‖) ein Banachraum. Dann heißt

E′ :=
{
f : E → K

∣∣ f ist linear und stetig.
}

der Dual von E.
Beachte: Der aus der linearen Algebra bekannte Dualraum E∗ ist i. A. eine
echte Obermenge von E′.

Lemma 1.62:
Sei (E, ‖.‖E) ein Banachraum. Mittels

‖f‖E′ := sup
x∈E, ‖x‖E≤1

|f(x)|

wird (E′, ‖.‖E′) ebenfalls zu einem Banachraum. ‖.‖E′ heißt Operator-
norm.
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Definition 1.63:
(E, ‖.‖E), (F, ‖.‖F ) seien normierte Räume. Ein K-Vektorraumisomorphis-
mus l : E → F heißt Normisomorphismus, falls

‖l(x)‖F = ‖x‖E gilt für alle x ∈ E.

E und F heißen dann normisomorph, in Zeichen E ∼= F .

Beispiel 1.64:
Sei µ ein Maß und µ′ seine Vervollständigung. Dann gilt Lp(µ) ∼= Lp(µ′)
für 1 ≤ p ≤ ∞.

Notiz 1.65:
Seien (E, ‖.‖E) ein Banachraum und (F, ‖.‖F ) ein normierter Raum mit
E ∼= F . Dann ist auch (F, ‖.‖F ) ein Banachraum.

Bezüglich der Bildung des Duals zeigen die Banachräume Lp(µ) für
1 < p <∞ ein äußerst angenehmes Verhalten:

Satz 1.66:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, p, q ∈ [1,∞] mit 1

p + 1
q = 1. Für jedes h ∈ Lq

ist
δh : Lp → K, f 7→

∫
fh dµ

ein Element von (Lp)′.
Bezeichne ‖.‖ die Operatornorm auf (Lp)′, so gilt

‖δh‖ = ‖h‖q

für 1 < p <∞ sowie auch für p = 1, falls µ σ-endlich ist.

Definition 1.67:
Eine K-lineare Abildung l zwischen zwei normierten Räumen (E, ‖.‖E) und
(F, ‖.‖F ) heißt normerhaltend, falls

‖l(x)‖F = ‖x‖E gilt für alle x ∈ E.
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Notiz 1.68:
Normerhaltende Abbildungen sind injektiv.

Satz 1.69:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und p, q ∈ [1,∞] mit 1

p + 1
q = 1. Für h ∈ Lq

sei δh definiert wie in 1.66. Dann gilt

δ : Lq → (Lp)′, h 7→ δh

ist normerhaltend (also injektiv), falls 1 < p <∞ gilt. Für σ-endliches µ
gilt die Aussage auch für p = 1.

Theorem 1.70:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und p, q ∈ [1,∞] mit 1

p + 1
q = 1. Weiter sei δ

definiert wie in 1.69. Für p = 1 und σ-endliches µ oder für 1 < p <∞ gilt:
δ ist ein Normisomorphismus, das heißt

(Lp)′ ∼= Lq.

Der Dual von Lp kann also unter den Voraussetzungen an p mit Lq identi-
fiziert werden.

Der Beweis dieser Aussage ist anspruchsvoll und benutzt entscheidend den
Satz von Radon-Nikodym.

Satz 1.71:
Ist p = 1 und µ nicht σ-endlich, so gilt i. A.

(
L1(µ)

)′ 6∼= L∞(µ).
Ist p =∞, so gilt

(
L∞(µ)

)′ 6∼= L1(µ).

1.5 Die schwache Topologie und die schwach-∗-Topologie
Die Lp(µ)-Räume (p ≥ 1) sind als Banachräume zwar hochentwickelte Struk-
turen, sie besitzen jedoch einen gravierenden Mangel. Haben sie unendliche
Dimension (und das ist in den meisten Fällen so), so ist die abgeschlossene
Einheitskugel K1(0) :=

{
f ∈ Lp(µ)

∣∣ ‖f‖p ≤ 1
}
nicht kompakt und also,

da Streckungen und Translationen offensichtlich Homöomorphismen sind,
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keine einzige abgeschlossene Kugel kompakt. Es ist daher ein natürliches
Anliegen, die Lp(µ)-Räume derart mit einer Topologie zu versehen, dass
sämtliche abgeschlossenen Kugeln kompakt sind in dieser Topologie. Dabei
soll es sich um eine Topologie handeln, die zwar naturgemäß schwächer
als die durch ‖.‖p erzeugte Topologie ist, die aber dennoch viele angeneh-
me Eigenschaften hat. Die folgenden Betrachtungen richten sich an dieser
Zielsetzung aus.

Satz 1.72:
In einem Banachraum (E, ‖.‖E) gilt: Die abgeschlossene Einheitskugel ist
kompakt genau dann, wenn dimE <∞ ist.

Vereinbarung 1.73:
Duale E′ eines Banachraumes E seien stets mit der Operatornorm bzgl.
der Norm von E versehen.

Definition 1.74:
Seien (E, ‖.‖E) ein Banachraum mit Dual E′ und

S :=
{
h−1(A)

∣∣ h ∈ E′ und A offen in (K, |.|)
}
.

Dann ist S die Subbasis einer Topologie σ(E,E′) auf E, die als die schwa-
che Topologie auf E bezeichnet wird.

Bemerkung 1.75:
σ(E,E′) ist die schwächste Topologie auf E, bzgl. der jedes f ∈ E′ stetig
ist.

Satz 1.76:
Seien (E, ‖.‖E) ein Banachraum, a ∈ E und (an) eine Folge in E. Dann
gilt: (an) konvergiert in

(
E, σ(E,E′)

)
gegen a – man sagt dann auch, dass

(an) schwach konvergiert – genau dann, wenn für alle h ∈ E′(
h(an)

)
−→ h(a) in (K, |.|)

gilt. Die schwache Konvergenz lässt sich also auf die Konvergenz von Folgen
in K zurückführen.
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Auf die schwache Konvergenz wird in Abschnitt 2 noch näher eingegangen.

Bemerkung 1.77:
Sei (E, ‖.‖E) ein Banachraum. Dann ist

(
E, σ(E,E′)

)
ein T2-Raum.

Lemma 1.78:
Seien (E, ‖.‖E) ein Banachraum und a ∈ E. Dann ist die Evaluierungsab-
bildung

ηa : E′ → K, h 7→ ηa(h) := h(a)

stetig, d. h. ηa ∈ E′, da ηa offensichtlich linear ist.

Definition 1.79:
Seien (E, ‖.‖E) ein Banachraum, E′ sein Dual und für a ∈ E sei ηa die
Evaluierungsabbildung aus 1.78. Dann ist

S∗ :=
{
η−1
a (A)

∣∣ a ∈ E und A offen in (K, |.|)
}

die Subbasis einer Topologie σ(E′, E) auf E′, welche als schwach-∗-Topo-
logie auf E′ bezeichnet wird.

Bemerkung 1.80:
σ(E′, E) ist die schwächste Topologie auf E′ derart, dass für alle a ∈ E die
Evaluierungsabbildungen ηa stetig sind.

Satz 1.81:
Sei (E, ‖.‖E) ein Banachraum. Für jede Folge (an) in E′ und jedes a ∈ E′
gilt: (an) konvergiert in

(
E′, σ(E′, E)

)
gegen a – man sagt dann auch, dass

(an) schwach-∗-konvergent ist – genau dann, wenn gilt

(∀x ∈ E) ηx(an) = an(x) n→∞−→ a(x) = ηx(a).

Dabei bezeichnet ηx wieder die Evaluierungsabbildung.

Bemerkung 1.82:
Sei (E, ‖.‖E) ein Banachraum. Dann ist

(
E, σ(E′, E)

)
ein T2-Raum.
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Theorem 1.83: Satz von Banach-Alaoglu
Sei (E, ‖.‖E) ein Banachraum. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel

K ′ :=
{
f ∈ E′

∣∣ ‖f‖E′ ≤ 1
}

kompakt in
(
E′, σ(E′, E)

)
. Man sagt auch, dass K ′ schwach-∗-kompakt

ist.

Der Beweis ist recht diffizil und benutzt entscheidend das aus der mengen-
theoretischen Topologie bekannte Tychonoff-Theorem [Jän90].

Definition 1.84:
Sei (E, ‖.‖E) ein Banachraum. E heißt reflexiv genau dann, wenn
σ(E′, E′′) = σ(E′, E) gilt, das heißt wenn die schwache Topologie und
die schwach-∗-Topologie auf E′ übereinstimmen.

Satz 1.85:
Ein Banachraum (E, ‖.‖E) ist genau dann reflexiv, wenn die Abbildung

η : E → E′′, x 7→ ηx

mit ηx : E′ → K, f 7→ f(x) ein Normisomorphismus ist.

Notiz 1.86:
Für einen reflexiven Banachraum (E, ‖.‖E) gilt E ∼= E′′.

Satz 1.87:
Sei (E, ‖.‖E) ein Banachraum. Dann gilt:

E ist reflexiv. ⇐⇒ E′ ist reflexiv.

Satz 1.88:
Jeder Hilbertraum ist reflexiv.

Beispiel 1.89:
Seien 1 < p <∞ und (Ω,A, µ) ein Maßraum. Dann sind die Banachräume
Lp(µ) reflexiv.
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Der folgende Satz ist hinsichtlich der Ausgangsfragestellung von besonderer
Bedeutung.

Satz 1.90:
Sei (E, ‖.‖E) ein Banachraum. Dann ist E genau dann reflexiv, wenn

K1(0) :=
{
x ∈ E

∣∣ ‖x‖ ≤ 1
}

schwach-kompakt, das heißt kompakt in
(
E, σ(E,E′)

)
ist.

Beweis: Wir zeigen nur (⇒).
Nach dem Banach-Alaoglu-Theorem ist die abgeschlossene Einheitskugel in E′′

schwach-∗-kompakt. Wegen der Reflexivität von E′ folgt, dass die schwache Topo-
logie auf E′′ mit der schwach-∗-Topologie auf E′′ übereinstimmt. Da E reflexiv ist, gilt
E ∼= E′′. Also ist K1(0) kompakt in

`
E, σ(E,E′)

´
. �

Corollar 1.91:
Seien 1 < p < ∞ und (Ω,A, µ) ein Maßraum. Dann sind für r > 0 und
f ∈ Lp(µ) die abgeschlossenen Kugeln

Kr(f) :=
{
g ∈ Lp(µ)

∣∣ ‖f − g‖p ≤ r}
kompakt in

(
Lp(µ), σ(Lp(µ), (Lp(µ))′)

)
.

1.6 Geordnete und Riezsche Vektorräume, Banachver-
bände und Banachalgebren

Vereinbarung 1.92:
Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum. Die R-Vektorräume Lp(µ) aller reellwertigen
Funktionen f mit ‖f‖p <∞ werden mit LpR(µ) bezeichnet. Entsprechend
ist die Bezeichnung LpC(µ) zu verstehen.

Die Räume LpR(µ) besitzen neben der Banachraumstruktur eine interessante
ordnungstheoretische Zusatzstruktur, die aus ersichtlichen Gründen den
Räumen LpC(µ) nicht zukommen kann.
In der folgenden Definition ist (ausnahmsweise) zwischen den Äquivalenz-
klassen aus LpR(µ) und ihren Vertretern aus LpR(µ) strikt zu unterscheiden.
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Notiz 1.93:
Seien 0 < p ≤ ∞ und (Ω,A, µ) ein Maßraum. Seien ferner f̃ , g̃ ∈ LpR(µ)
und f, g Repräsentanten der Äquivalenzklassen f̃ , g̃. Durch

f̃ ≤ g̃ :⇐⇒ f ≤ g µ-fast überall

wird eine Halbordnung auf LpR(µ) definiert.

Definition 1.94:
Ist W ein R-Vektorraum mit einer Halbordnung ≤, so heißt (W,≤) ein
geordneter Vektorraum, falls gelten

(a) a, b ∈W und a ≤ b =⇒ (∀c ∈W ) a+ c ≤ b+ c

(b) Für alle a ∈W mit a ≥ 0 und für alle t ∈ R mit t > 0 gilt ta ≥ 0.

Notiz 1.95:
Seien 0 < p < ∞ und (Ω,A, µ) ein Maßraum. Dann ist

(
LpR(µ),≤

)
ein

geordneter Vektorraum.

Definition 1.96:
Ein geordneter Vektorraum (W,≤) heißt Rieszscher Raum, wenn es zu
a, b ∈W stets ein Element sup(a, b) ∈W gibt mit

(a) a ≤ sup(a, b) und b ≤ sup(a, b)

(b) Für c ∈W mit a ≤ c, b ≤ c gilt sup(a, b) ≤ c.

sup(a, b) heißt das Supremum von a und b.

Satz 1.97:
Seien 0 < p ≤ ∞ und (Ω,A, µ) ein Maßraum. Dann ist LpR(µ) ein Rieszscher
Raum

Bemerkung 1.98:
Versieht man für 0 < p ≤ ∞ den Raum LpR mit der punktweise definierten
Halbordnung

f ≤ g :⇐⇒ (∀ω ∈ Ω) f(ω) ≤ g(ω),
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so ist auch LpR ein Rieszscher Raum.

Definition 1.99:
Ist ein Banachraum (E, ‖.‖E) bzgl. einer Halbordnung ≤ ein Rieszscher
Raum und gilt für alle a, b ∈ E mit sup(a,−a) ≤ sup(b,−b) auch
‖a‖E ≤ ‖b‖E , so heißt das Tripel (E, ‖.‖E ,≤) ein Banachverband.

Satz 1.100:
Seien 1 ≤ p ≤ ∞ und (Ω,A, µ) ein Maßraum. Dann ist LpR(µ) ein Banach-
verband.

Definition 1.101:
Ist (W,≤) ein geordneter Vektorraum und T ⊂W , so heißt T nach oben
beschränkt, wenn es ein ω ∈ W gibt mit t ≤ ω für alle t ∈ T . ω heißt
dann eine obere Schranke von T .
Existiert eine kleinste obere Schranke supT ∈ W von T , d. h. aus t ≤ ω
und t ≤ supT für alle t ∈ T folgt supT ≤ ω, so heißt supT Supremum
von T .
(W,≤) heißt ordnungsvollständig, wenn zu jeder nicht-leeren, nach oben
beschränkten Teilmenge T von W supT existiert.

Satz 1.102:
Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum. Dann gelten

(1.102.1) Für 0 < p <∞ ist LpR(µ) ordnungsvollständig.

(1.102.2) Für 1 ≤ p <∞ ist LpR(µ) ein ordnungsvollständiger Banach-
verband.

(1.102.3) Ist µ σ-endlich, so ist LpR(µ) ein ordnungsvollständiger Ba-
nachverband.

Mittels der Faltung von Funktionen lässt sich dem Banachraum L1(λn)
eine weitere Zusatzstruktur aufprägen.
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Lemma und Definition 1.103:
Für f, g ∈ L1(λn) ist die Funktion

η : Rn × Rn → K, η(x, y) := f(x− y)g(y)

messbar mit∫ (∫
|f(x− y)g(y)| dλn(x)

)
dλn(y) = ‖f‖1 ·

∫
|g(y)| dλn(y)

= ‖f‖1 · ‖g‖1 < ∞.

Die Menge T aller x ∈ Rn, für die η(x, .) nicht λn-integrierbar ist, ist eine
λn-Nullmenge und daher ist die Funktion f ∗ g : Rn → K mit

(f ∗ g)(x) =


∫
f(x− y)g(y)dλn(y) für x ∈ TC

0 für x ∈ T

messbar mit f ∗ g ∈ L1(λn) und ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 · ‖g‖1.
Die Funktion f ∗ g heißt die Faltung von f und g.

Lemma 1.104:
(1.104.1) Die Faltung ist kommutativ.

(1.104.2) Die Faltung ist assoziativ in dem Sinne, dass für alle
f1, f2, f3 ∈ L1(λn)

(f1 ∗ f2) ∗ f3 = f1 ∗ (f2 ∗ f3)

λn-fast überall gilt.

(1.104.3) Die Faltung ist distributiv in dem Sinne, dass für alle
f1, f2, f3 ∈ L1(λn)

(f1 + f2) ∗ f3 = f1 ∗ f3 + f2 ∗ f3

λn-fast überall gilt.
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Satz 1.105: Differentiation und Faltung
Seien f ∈ L1(λn), g ∈ C∞c (Rn) und α ∈ Nn0 ein Multiindex. Dann ist

f ∗ g ∈ C∞(Rn) mit Dα(f ∗ g) = f ∗Dαg.

Notiz 1.106:
Offensichtlich lässt sich die Faltung auch auf L1(λn) definieren. Die bis-
herigen Aussagen bleiben dann sinngemäß gültig, an den entsprechenden
Stellen auch ohne die “fast überall”-Einschränkungen.

Definition 1.107:
(a) Ein Banachraum (E, ‖.‖E) über K mit einer Multiplikation
· : E × E → E heißt Banachalgebra, wenn gelten

i) E wird mit dieser Multiplikation zu einer K-Algebra.
ii) Für alle a, b ∈ E ist ‖a · b‖E ≤ ‖a‖E · ‖b‖E .

(b) Eine Banachalgebra E heißt kommutativ, falls a · b = b · a für alle
a, b ∈ E gilt.

(c) Man sagt, eine Banachalgebra besitzt eine Eins, wenn es ein e ∈ E
gibt mit e · a = a · e = a für alle a ∈ E.

Satz 1.108:
Der Banachraum L1(λn) ist mit der Faltung ∗ als Multiplikation eine
kommutative Banachalgebra.

Die Frage, ob die Banachalgebra L1(λn) eine Eins besitzt, lässt sich am
einfachsten mit Hilfe der Fouriertransformation (die auch im Abschnitt 2
im Zusammenhang mit Konvergenzfragen Verwendung findet) klären.

1.7 Die Fourier-Transformation
Vereinbarung 1.109:
Für n ∈ N bezeichne µn das Maß 1√

(2π)n
λn.

Der Sinn dieser Vereinbarung besteht darin, dass der Umkehrsatz 1.114 zur
Fouriertransformation besonders einprägsam wird.
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Definition 1.110:
Bezeichne 〈 . , . 〉 das kanonische Innenprodukt auf Rn × Rn und sei
f ∈ L1(µ). Die Abbildung

f̂ : Rn → C, t 7→ f̂(t) :=
∫
e−i〈t,x〉f(x) dµn(x)

heißt die Fouriertransformierte von f . Die Abbildung

f̌ : Rn → C, t 7→ f̌(t) :=
∫
ei〈t,x〉f(x) dµn(x)

heißt die inverse Fouriertransformierte von f . (Dabei ist i =
√
−1.)

Notiz 1.111:
Es gilt f̌(t) = f̂(−t).

Lemma 1.112:
Für f, g ∈ L1(µn) gelten

(1.112.1) f̂ ist stetig.

(1.112.2) |f̂ | ≤ ‖f‖1

(1.112.3) lim‖t‖→∞ f̂(t) = 0

(1.112.4) i) (Krf )̂ (t) = f̂( 1
r t)

ii) f̂a(t) = ei〈a,t〉f̂(t)

iii) (e−i〈a,t〉 · f )̂ = (f̂)a
Dabei seien für r > 0 und a ∈ Rn die Funktionen
fa : Rn → K und Krf : Rn → K definiert durch

fa(x) := f(a+ x) und Krf(x) := rnf(rx).

(1.112.5) (f ∗ g)̂ = f̂ · ĝ

Satz 1.113: Differentiation und Fouriertransformation
Seien α ∈ Nn0 ein Multiindex, f ∈ C|α|(Rn) sowie β ∈ Nn0 ein Multiindex
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mit β ≤ α und xβf ∈ L1(µn). Dann gilt

Dβ f̂ = (−i)|β|(xβf )̂ .

Satz 1.114: Umkehrsatz
Seien f ∈ L1(µn) und f̂ ∈ L1(µn). Dann gilt µn-fast überall

f = (f̂ )̌ .

Satz 1.115:
Für f, g ∈ L1(µn) mit f̂ = ĝ folgt f = g µn-fast überall.

Notiz 1.116:
Die Fouriertransformation lässt sich offensichtlich auch auf den Banachräu-
men L1(µ) definieren und die bisherigen Aussagen behalten sinngemäß
ihre Gültigkeit, an den entsprechenden Stellen auch ohne die “fast überall”-
Einschränkungen.

Beispiel 1.117:
Für die Funktion f : Rn → R, x 7→ exp(−‖x‖

2

2 ) gilt f̂ = f .

Mittels Lemma 1.112 lässt sich nun die eingangs gestellte Frage nach der
Existenz einer Eins in der Banachalgebra L1(λn) negativ bescheiden.

Corollar 1.118: (Corollar zu Satz 1.108)
Die kommutative Banachalgebra L1(λn) besitzt bzgl. der Faltung ∗ keine
Eins.
Beweis: Es genügt zu zeigen, dass es kein e ∈ L1(µn) gibt mit e ∗ f = f für alle
f ∈ L1(µn). Gäbe es ein solches e, so würde nach (1.112.5) (und Notiz 1.116) für die
Funkion f aus Beispiel 1.117 gelten

f = f̂ = (e ∗ f )̂ = ê · f̂ ,

also wegen der Nullstellenfreiheit von f also ê = 1 im Widerspruch zu (1.112.3). �
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1.8 Hilberträume

Die am höchsten strukturierten Lp-Räume, die Hilberträume L2, been-
den diesen Abschnitt. Sie besitzen neben geometrischen Eigenschaften, die
denen der Anschauungsräume Rn und Cn ähneln, eine wesentlich ausge-
feiltere Operatorentheorie als allgemeine Banachräume. Zusammen mit
der Wahrscheinlichkeitstheorie und der Theorie der partiellen elliptischen
Differentialoperatoren bildet die Hilbertraumtheorie einen Grundbaustein
zur Entwicklung der Quantenmechanik.
Die Operatorentheorie in Hilberträumen ist Gegenstand einer Vorlesung in
Funktionalanalysis und wird hier nicht angesprochen. Neben der Anführung
einiger struktureller Eigenschaften der L2-Räume wird lediglich der Frage
nachgegangen, wie sich die Fouriertransformation auf L2 fortsetzen lässt
(was nicht evident ist, da i. A. L2 6⊂ L1 gilt) und es werden einige Schlüsse
daraus gezogen.

Satz 1.119:
Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum.

〈 . , . 〉 : L2(µ)× L2(µ)→ K, (f, g) 7→
∫
fḡ dµ

definiert ein Innenprodukt (ist also positiv definit und sesquilinear) auf
L2(µ), welches den Banachraum L2(µ) zu einem Hilbertraum macht (d.
h. die Norm ‖.‖2 wird mittels ‖f‖2 =

√
〈f, f〉 durch das Innenprodukt

induziert.)

Lemma 1.120:
Seien H = (H, ‖.‖, 〈 . , . 〉) ein Hilbertraum und x, y ∈ H. Dann gilt

(1.120.1) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.

(1.120.2) die Parallelogrammgleichung

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.
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(1.120.3) der Satz des Pythagoras

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2

im Falle, dass x, y orthogonal sind, das heißt 〈x, y〉 = 0.

Der folgende Satz charakterisiert Hilberträume mittels der Parallelo-
grammgleichung.

Theorem 1.121: Jordan-von Neumann
Ein Banachraum (E, ‖.‖) mit einem Innenprodukt 〈 . , . 〉 ist ein Hilbertraum
(d. h. (∀f ∈ E) ‖f‖ =

√
〈f, f〉) genau dann, wenn die Parallelogrammglei-

chung für alle f, g ∈ E gilt.

Lemma 1.122:
Seien H1, H2 Hilberträume. Für eine lineare Abbildung T : H1 → H2 sind
äquivalent:

(1.122.1) T ist normtreu, d. h. ‖Tx‖H2 = ‖x‖H1 für alle x ∈ H1.

(1.122.2) Es gilt 〈Tx, Ty〉H2 = 〈x, y〉H1 für alle x, y ∈ H1.

Definition 1.123:
Seien H1, H2 Hilberträume und T : H1 → H2 linear.

(1.123.1) Ist T bijektiv und stetig mit stetiger Inversen, so heißt T ein
(Hilbertraum-) Isomorphismus

(1.123.2) Ist T normtreu und surjektiv, so heißt T ein isometrischer
Isomorphismus.

Notiz 1.124:
(1.124.1) Normtreue lineare Abbildungen sind injektiv.

(1.124.2) Normtreue surjektive lineare Abbildungen sind stetig und
besitzen eine stetige Inverse.
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(1.124.3) Isometrische Isomorphismen sind auch Isomorphismen im
Sinne von (1.123.1).

Satz 1.125: Klassifikationssatz
Sei H ein Hilbertraum. Dann gibt es einen Maßraum (Ω,A, µ), so dass
L2(µ) isometrisch isomorph zu H ist .

Da die Fouriertransformierte f̂ für f ∈ L1(λn) zwar stetig, i. A. jedoch
nicht wieder integrierbar ist, lässt sich die Fouriertransformation i. A. nicht
auf f̂ anwenden. Dies legt den Gedanken nahe, die Fouriertransformation
auf für L2(λn)-Funktionen zu definieren. Auf dem Weg dorthin spielt die
folgende Aussage eine Schlüsselrolle.

Lemma 1.126:
Für f ∈ L2(λn) ist

(f · 1[(−k,...,−k),(k,...,k)])k∈N

eine Cauchy-Folge in L2(λn).

Satz und Definition 1.127:
Für f ∈ L2(λn) ist f̂ mit

f̂(t) := lim
k→∞

∫
[(−k,...,−k),(k,...,k)]

f(x)e−i〈t,x〉 dµn(x)

wohldefiniert und liegt in L2(λn). f̂ heißt die Fouriertransformierte von
f in L2(λn).

Definition 1.128:

F : L2(λn)→ L2(λn), f 7→ f̂

heißt die Fouriertransformierte in L2(λn).

Satz 1.129: Parsevalsche Gleichung
Es gelten
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(1.129.1) ‖f̂‖2 = ‖f‖2 für alle f ∈ L2(λn).

(1.129.2) 〈f̂ , ĝ〉 = 〈f, g〉 für alle f, g ∈ L2(λn).

Satz 1.130: Umkehrformel für L2

Für f ∈ L2(λn) gilt

f(t) = lim
k→∞

∫
[(−k,...,−k),(k,...,k)]

f̂(x)ei〈t,x〉 dµn(x).

Definition 1.131:
Für f ∈ L2(λn) heißt f̌ ∈ L2(λn) mit

f̌(t) = lim
k→∞

∫
[(−k,...,−k),(k,...,k)]

f(x)ei〈t,x〉 dµn(x)

die inverse Fouriertransformierte von f in L2(λn) und

F−1 : L2(λn)→ L2(λn), f 7→ f̌

die inverse Fouriertransformation in L2(λn).

Theorem 1.132: Plancherel
Die Fouriertransformation

F : L2(λn)→ L2(λn), f 7→ f̂

ist ein isometrischer Isomorphismus mit Inverser

F−1 : L2(λn)→ L2(λn), f 7→ f̌ .
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1.9 Übungen
Aufgabe A1.1:

(a) Man zeige für x1, . . . , xn ≥ 0 und γ1, . . . , γn ∈]0, 1] mit
γ1 + . . .+ γn = 1:

n∏
k=1

xγkk ≤
∑n

k=1
γkxk.

(b) Man zeige für x1, . . . , xn ≥ 0:

n

√√√√ n∏
k=1

xk ≤
1
n

∑n

k=1
xk.

Aufgabe A1.2:
Seien für n ∈ N xn, yn ∈ K beliebig und p ∈]1,∞[, q := 1

1− 1
p

und t ∈ N.
Man zeige:

(a)
∑∞

n=1
|xnyn| ≤

(∑∞

n=1
|xn|p

) 1
p ·
(∑∞

n=1
|yn|q

) 1
q

(b)
∑t

n=1
|xnyn| ≤

(∑t

n=1
|xn|p

) 1
p

·
(∑t

n=1
|yn|q

) 1
q

(c)
(∑∞

n=1
|xnyn|

)2

≤
(∑∞

n=1
|xn|p

)
·
(∑∞

n=1
|yn|q

)
(d)

(∑t

n=1
|xnyn|

)2

≤
(∑t

n=1
|xn|p

)
·
(∑t

n=1
|yn|q

)
Aufgabe A1.3:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, f, g : Ω→ K messbar und 0 < p ≤ 1. Zeigen
Sie

Np(f + g) ≤ 2
1
p−1
(
Np(f) +Np(g)

)
.

Aufgabe A1.4:
Gegeben seien der Maßraum

(
[0, 2],B ∩ [0, 2], λ̃

)
, wobei λ̃ die Restriktion

von λ auf die Spur-σ-Algebra B ∩ [0, 2] bezeichne. Ferner sei 0 < p < 1.
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Man gebe explizit zwei Funktionen f, g aus Lp
(
[0, 2]

)
an mit

Np(f + g) > Np(f) +Np(g).

Aufgabe A1.5:
Gegegen seien der Maßraum

]
0,∞[,B∩]0,∞[, λ̃

)
, wobei λ̃ die Restriktion

von λ auf die Spur-σ-Algebra B∩]0,∞[ bezeichne, und p, q mit
0 < p < q <∞.
Man gebe explizit zwei Funktionen f, g an mit

f ∈ Lp
(
]0,∞[

)
\ Lq

(
]0,∞[

)
und g ∈ Lq

(
]0,∞[

)
\ Lp

(
]0,∞[

)
.

Wieso liegt kein Widerspruch zu Notiz (1.39.2) vor?

Aufgabe A1.6:
Seien (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Ω→ R eine Zufalls-
variable mit X ∈ L2(P ) sowie E(X) = 0 und Var(X) = 1.
Beweisen Sie, dass für die Verteilungsfunktion FPX des Bild-W-Maßes PX

FPX (y) ≥ 1− 1
y2

gilt für alle y > 0.

Aufgabe A1.7:
Seien (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xi) eine Folge von reellen
Zufallsvariablen Xi ∈ L1(P ). Gilt dann für alle ε > 0

lim
n→∞

P

({
ω ∈ Ω

∣∣∣ ∣∣ 1
n

∑n

i=1

(
Xi(ω)− E(Xi)

)∣∣ > ε
})

= 0,

so sagt man, die Folge (Xi) genüge dem schwachen Gesetz der großen
Zahlen.
Für einen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) und eine Folge (Xi) von
reellen Zufallsvariablen Xi ∈ L2(P ) mit Cov(Xi, Xj) = 0 für alle i, j mit
i 6= j gelte

lim
n→∞

1
n2

∑n

i=1
Var(Xi) = 0.

Beweisen oder widerlegen Sie: Die Folge (Xi) genügt dem schwachen Gesetz
der großen Zahlen.
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Aufgabe A1.8:
Seien (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Ω→ R eine Zufalls-
variable mit X ∈ L2(P ).
Beweisen oder widerlegen Sie: Es gibt ein c ∈ R mit

E(X − c)2 < E
(
X − E(X)

)2
.

Aufgabe A1.9:
Beweisen Sie: Ist f ∈ L2(λn), so gibt es eine Folge (fk) aus L1(λn)∩L2(λn)
mit fk → f in L2(λn), das heißt ‖fk − f‖2 → 0.

Aufgabe A1.10:
Sei f ∈ l1(λn).
Beweisen oder widerlegen Sie: Es gibt eine Funktionenfolge (fk) aus
L1(λn) ∩ L2(λn) mit fn → f in L1(λn), das heißt ‖fk − f‖1 → 0.

Aufgabe A1.11:
Sei Cc(Rn) die Menge aller stetigen Funktionen f : Rn → K mit kompaktem
Träger. Überprüfen Sie, ob Cc(Rn) dicht in L3(λn) ist.

Aufgabe A1.12:
Für 1 < p <∞ sei `p die Menge aller K-wertigen Folgen (an)n∈N mit∑∞

n=1
|an|p < ∞.

Zeigen Sie, dass (`p, ‖.‖p) mit

‖(an)‖p =
(∑∞

n=1
|an|p

) 1
p

ein Banach-Raum ist. Bestimmen Sie ferner den Dual (`p)′.

Aufgabe A1.13:
Gegeben seien der Maßraum (R,B, λ). Überprüfen Sie, ob es ...

(a) ... p, q mit 0 < p < q <∞ gibt mit Lp(λ) ⊂ Lq(λ).
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(b) ... p, q mit 0 < p < q <∞ gibt mit Lp(λ) ⊃ Lq(λ).

Aufgabe A1.14:
Seien 0 < t < ∞, (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und f ∈ Lt(P )
mit f > 0 und 1

f ∈ L
t(P ).

Zeigen Sie
1∫
f t dP

≤
∫

1
f t
dP.

Aufgabe A1.15:
Seien (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n ∈ N und {Xi | ∈ Nn} eine
Familie stochastisch unabhängiger, nicht-negativer Zufallsvariablen aus
L2(P ) mit

(∀i ∈ Nn) E(X2
i )−Var(Xi) = 1.

Zeigen Sie für alle t > 0:

P
({

sup(X1, . . . , Xn) < t
})
≥
(

1− 1
t

)n
Aufgabe A1.16:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, 1 ≤ r, p, q < ∞ mit 1

p + 1
q = 1

r sowie
f ∈ Lp(µ) und g ∈ Lq(µ). Zeigen Sie

‖f · g‖r ≤ ‖f‖p · ‖g‖q.

(Insbesondere gilt dann also fg ∈ Lr(µ).)
Hinweis: Zeigen Sie zunächst für a, b > 0 und 1 < p, q <∞ mit 1

p + 1
q = 1

die Beziehung

a
1
p · b

1
q ≤ a

p
+
b

q
.

Aufgabe A1.17:
Seien 1 < p <∞ und (Ω,A, µ) ein Maßraum. Drücken Sie die Operatornorm
auf

(Lp)′′′′ :=
(((

(Lp)′
)′)′)′

mittels der Norm ‖.‖p auf Lp(µ) aus.
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Aufgabe A1.18:
Seien 0 < p ≤ ∞ und x, y ∈ LpR. Zeigen Sie für den Riezschen Raum (LpR,≤)
folgende Aussagen:

(a) sup(x, y) ist eindeutig bestimmt.

(b) Mit x+ := sup(x, 0), x− := sup(−x, 0) und |x| := sup(−x, x) gelten

i) x = x+ − x−

ii) |x| = x+ + x−

Aufgabe A1.19:
Gegeben sei der Maßraum

(
[0, 1], [0, 1] ∩ B, λ̃), wobei λ̃ die Restriktion von

λ auf die Spur-σ-Algebra [0, 1]∩B bezeichne. Für 0 < p ≤ ∞ sei auf LpR(λ̃)
die natürliche, punktweise definierte Halbordnung ≤ gegeben, d. h. für
f, g ∈ LpR(λ̃) gelte

f ≤ g :⇐⇒
(
∀t ∈ [0, 1]

)
f(t) ≤ g(t).

Zeigen Sie:
(
LpR(λ̃),≤

)
ist ordnungsvollständig.

Hinweis: Betrachten Sie ein T ⊂ [0, 1] mit T 6∈ [0, 1] ∩ B.

Aufgabe A1.20:
Definiere M : L1(λn)→ L1(λn) durch

(∀t ∈ Rn) Mf(t) := f(−t).

Seien nun k ≥ 2 und f1, . . . , fk ∈ L1(λn). Zeigen Sie:

(a) (Mf1 ∗ f2)(t) = M(f1 ∗Mf2)(t)

(b) (Mf1 ∗ . . . ∗Mfk)(t) = M(f1 ∗ . . . ∗ fk)(t)

Aufgabe A1.21:

(a) Überprüfen Sie, ob mit f ∈ L1(µn) stets auch f̂ ∈ L1(µn) gilt.
Hinweis: Betrachten Sie die Funktion

f : R→ R, x 7→ e−x · 1[0,∞[(x)



40 1 Lp-RÄUME

(b) Gegeben sei die Funktion f ∈ L1(µ1) mit

f := 1[0, 12 ] − 1] 12 ,1].

Berechnen Sie f̂ . Dabei ist die Lösung soweit zu vereinfachen, dass
sie keine Summen oder Differenzterme mehr enthält.

Aufgabe A1.22:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum. Zeige für f, g ∈ L2(µ):

(a) Im Falle K = R:

〈f, g〉 =
1
4
(
‖f + g‖22 − ‖f − g‖22

)
(b) Im Falle K = C:

〈f, g〉 =
1
4
(
‖f + g‖22 − ‖f − g‖22 + i‖f + ig‖22 − i‖f − ig‖22

)
Aufgabe A1.23:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, V ein abgeschlossener Unterraum von L2(µ),
f ∈ L2(µ) und

infVf := inf
v∈V

{
‖f − v‖2

}
.

Beweisen Sie: Es gibt genau ein h ∈ L2(µ) mit ‖f − h‖2 = infVf .

Aufgabe A1.24:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und T ein (nicht notwendig abgeschlossener)
Untervektorraum von L2(µ). Dann ist das orthogonale Komplement

T⊥ :=
{
f ∈ L2(µ) | (∀g ∈ T ) 〈f, g〉 = 0

}
ein Untervektorraum von L2(µ).
Beweisen oder widerlegen Sie: T⊥ ist abgeschlossen in L2(µ).

Aufgabe A1.25:
Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum und F : L2(µ) → K eine Linearform. F heißt
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beschränkt genau dann, wenn es ein K > 0 gibt mit(
∀f ∈ L2(µ)

)
F (f) ≤ K‖f‖2.

Beweisen Sie: F ist genau dann beschränkt, wenn F ∈
(
L2(µ)

)′ ist.
Aufgabe A1.26:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und F ∈

(
L2(µ)

)′.
Beweisen Sie: Es gibt ein h ∈ L2(µ) mit

(∀v ∈ L2(µ)
)

F (v) = 〈v, h〉.

Aufgabe A1.27:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und h1, . . . , hn ∈ L2(µ) orthonormal (d. h.
〈hi, hj〉 = δij für (i, j) ∈ N2

n).

K :=
{
g ∈ L2(µ)

∣∣∣ g =
∑n

i=1
γihi mit γi ∈ K

}
ist ein Untervektorraum von L2(µ).

(a) Zeigen Sie: Ist g =
∑n
i=1 γihi ∈ K, so gilt γi = 〈g, hi〉 für alle i ∈ Nn.

(b) Überprüfen Sie, ob K abgeschlossen in L2(µ) ist.

Aufgabe A1.28:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und x, y, z ∈ L2(µ).

(a) Beweisen Sie den Satz des Apollonius:

‖z − x‖22 + ‖z − y‖22 =
1
2
‖x− y‖22 + 2

∥∥∥z − x+ y

2

∥∥∥2

2

(b) Folgern Sie aus dem Satz des Apollonius die Parallelogrammgleichung.
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2 Konvergenzbegriffe in der Maßtheorie
Neben der bereits bekannten fast überall-punktweisen und fast überall-
gleichmäßigen Konvergenz sind für die Maßtheorie weitere Konvergenzbe-
griffe, wie etwa die µ-stochastische Konvergenz, die Konvergenz im p-ten
Mittel oder die schwache Konvergenz, für messbare Funktionenfolgen von
Bedeutung. Zudem sind auch Konvergenzbegriffe für Folgen von Maßen
unentbehrlich. Die im Folgenden vorgestellten Konvergenzbegriffe sind auch
wichtige Hilfsmittel für die Wahrscheinlichkeitstheorie. Die abschließend
behandelten Fouriertransformierten von Maßen und ihre Konvergenz sind
im Zusammenhang der komplexen Thematik des Zentralen Grenzwertsatzes
für Schemata bedeutsam.

2.1 µ-fast überall (gleichmäßige) Konvergenz
Mittels des Raumes L∞(µ) lässt sich die µ-fast überall gleichmäßige Kon-
vergenz besonders einfach charakterisieren.

Satz 2.1:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und (gn) eine Folge K-wertiger messbarer
Funktionen. Dann gilt

(gn) konvergiert gleichmäßig µ-fast überall.

⇐⇒ (gn) konvergiert in L∞(µ).

Die punktweise Konvergenz fast überall gestattet folgende maßtheoretische
Charakterisierung.

Satz 2.2:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und gn : Ω→ K für n ∈ N sowie g : Ω→ K
messbar. Dann gilt:

(gn) konvergiert punktweise µ-fast überall gegen g.

⇐⇒ Für alle ε > 0 gilt

µ

 ∞⋂
n=1

∞⋃
j=1

{
|gn+j − g| ≥ ε

} = 0.
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Corollar 2.3:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, (gn) eine Folge messbarer Funktionen Ω→ K
sowie g : Ω→ K messbar. Dann gilt:

lim
n→∞

µ

 ∞⋃
j=1

{
|gn+j − g| ≥ ε

} = 0 für alle ε > 0

=⇒ (gn) konvergiert punktweise µ-fast überall gegen g.

Satz 2.4:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und für n ∈ N seien gn : Ω → K und
g : Ω→ K messbar. Dann gelten

(2.4.1) Konvergiert (gn) punktweise gegen g µ-fast überall und ist
C ∈ A mit µ(C) <∞, so ist

lim
n→∞

µ

C ∩ ∞⋃
j=1

{
|gn+j − g| ≥ ε

} = 0

für alle ε > 0.

(2.4.2) Ist das Maß µ endlich, so gilt (gn)→ g µ-fast überall genau
dann, wenn gilt

lim
n→∞

µ

 ∞⋃
j=1

{
|gn+j − g| ≥ ε

} = 0

für alle ε > 0.

Definition 2.5:
Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum. Eine Folge (gn) messbarer Funktionen
gn : Ω → K heißt Cauchy-Folge für die punktweise Konvergenz
fast überall, wenn es ein T ∈ A mit µ(T ) = 0 gibt derart, dass für
ω ∈ TC die Folge

(
gn(ω)

)
n∈N eine Cauchy-Folge in K ist.
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Notiz 2.6:
Ist (gn) eine Cauchy-Folge in (Ω,A, µ) für die punktweise Konvergenz µ-fast
überall, so gibt es ein messbares g : Ω→ K mit (gn)→ g µ-fast überall.

Die Sätze 2.2 und 2.4 sowie das Corollar 2.3 gelten sinngemäß auch für die
Cauchy-Folgen für die punktweise Konvergenz fast überall.

Satz 2.7:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und für n ∈ N seien die Funktionen
gn : Ω→ K messbar. Dann gilt:

(gn) ist eine Cauchy-Folge für die punktweise Konvergenz µ-fast
überall.

⇐⇒ Für alle ε > 0 gilt

µ

 ∞⋂
n=1

∞⋃
j=1

{
|gn+j − gn| ≥ ε

} = 0.

Corollar 2.8:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und für n ∈ N seien die Funktionen
gn : Ω→ K messbar. Dann gilt: Aus

lim
n→∞

µ

 ∞⋃
j=1

{
|gn+j − gn| ≥ ε

} = 0 für alle ε > 0

folgt, dass (gn) eine Cauchy-Folge für die punktweise Konvergenz µ-fast
überall ist.

Satz 2.9:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und für n ∈ N seien die Funktionen
gn : Ω→ K messbar. Dann gelten

(2.9.1) Ist C ∈ A mit µ(C) <∞ und (gn) eine Cauchy-Folge für die
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punktweise Konvergenz fast überall, so folgt für alle ε > 0

lim
n→∞

µ

C ∩ ∞⋃
j=1

{
|gn+j − gn| ≥ ε

} = 0.

(2.9.2) Ist das Maß µ endlich, so sind äquivalent:

i) (gn) ist eine Cauchy-Folge für die punktweise Konvergenz
µ-fast überall.

ii) Für alle ε > 0 gilt

lim
n→∞

µ

 ∞⋃
j=1

{
|gn+j − gn| ≥ ε

} = 0.

2.2 Fast gleichmäßige Konvergenz

Als erster neuer Konvergenzbegriff wird die fast gleichmäßige Konvergenz
behandelt.

Definition 2.10:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, für n ∈ N seien gn : Ω → K messbar und
g : Ω→ K sei messbar. Die Funktionenfolge (gn) heißt fast gleichmäßig
konvergent gegen g (Kurzschreibweise: gn

fg−→ g), wenn es zu jedem
η > 0 ein C ∈ A mit µ(C) < η gibt derart, dass die Folge (gn|CC )
gleichmäßig gegen g|CC konvergiert.

Notiz 2.11:
Gleichmäßige Konvergenz µ-fast überall impliziert fast gleichmäßige Kon-
vergenz.
Beweis: Im Fall der gleichmäßigen Konvergenz µ-fast überall kann man in Definition
2.10 C als Nullmenge wählen. �
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Bemerkung 2.12:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, gn : Ω → K messbar für alle n ∈ N und
g : Ω→ K messbar. Dann gilt

gn
fg−→ g =⇒ gn −→ g µ-fast überall.

Für endliche Maße gilt in Bemerkung 2.12 auch die umgekehrte Implikation.
Dies ist die Aussage von

Satz 2.13: Jegoroff1

Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum mit endlichem Maß µ, gn : Ω→ K messbar
für n ∈ N und g : Ω→ K messbar. Dann gilt

gn
fg−→ g ⇐⇒ gn −→ g µ-fast überall.

Der folgende Satz gibt ein Kriterium an, welches es erlaubt, auch bei
beliebigen Maßen unter gewissen Voraussetzungen von der punktweisen
Konvergenz µ-fast überall auf die fast gleichmäßige Konvergenz zu schließen.

Satz 2.14:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, f, g ∈ L1(µ) und gn ∈ L1(µ) für n ∈ N. Dann
gilt:

gn → g µ-fast überall und |gn| ≤ f µ-fast überall für alle
n ∈ N

=⇒ gn
fg−→ g

Nur unter sehr restriktiven Bedingungen lässt sich von der fast gleichmäßi-
gen Konvergenz auf eine eingeschränkte Form der gleichmäßigen Konvergenz
schließen. In gewisser Weise ist es erstaunlich, dass dieses Kriterium bereits
für die punktweise Konvergenz µ-fast überall gilt.

1In der Literatur [Oxt97, S. 37] findet sich gelegentlich die folgende leichte Verschär-
fung des Satzes von Jegoroff:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und g, gn (für n ∈ N) messbar und K-wertig. Konvergiert
(gn) punktweise gegen g auf einer Menge E ⊂ Ω mit µ(E) < ∞, so gibt es zu jedem
η > 0 ein F ⊂ E mit µ(F ) < η, so dass (gn) gleichmäßig gegen g auf E \ F konvergiert.
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Satz 2.15: Lusin
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum mit σ-endlichem Maß µ, g : Ω→ K messbar
und gn : Ω→ K messbar für alle n ∈ N und gn → g µ-fast überall.
Für j ∈ N gibt es dann Mengen Cj ∈ A mit

µ

Ω \
∞⋃
j=1

Cj

 = 0,

so dass für alle j ∈ N die Folgen (gn|Cj )n∈N gleichmäßig konvergieren.

Insbesondere gilt dieses Kriterium im Falle gn
fg−→ g.

2.3 (Lokal) µ-stochastische Konvergenz
Der folgende Konvergenzbegriff ist für die Wahrscheinlichkeitstheorie von
Bedeutung.

Definition 2.16:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, (gn) eine Folge messbarer Funktionen
g : Ω→ K und g : Ω→ K messbar.

(2.16.1) Die Folge (gn) heißt µ-stochastisch konvergent gegen g
– man sagt auch, sie ist konvergent dem Maße nach –
genau dann, wenn für alle ε > 0

lim
n→∞

µ
({
|gn − g| ≥ ε

})
= 0

gilt. Kurzschreibweise: µ-limn→∞ gn = g oder gn
µ−→ g.

(2.16.2) Die Folge (gn) heißt lokal µ-stochastisch konvergent ge-
gen g – man sagt dann auch, sie ist lokal konvergent dem
Maße nach – genau dann, wenn für alle ε > 0 und alle
C ∈ A mit µ(C) <∞

lim
n→∞

µ
({
|gn − g| ≥ ε

}
∩ C

)
= 0

gilt. Kurzschreibweise: µloc-limn→∞ gn = g oder gn
µloc−→ g.
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Vereinbarung 2.17:
In [Bau92] wird bereits die lokal µ-stochastische Konvergenz als stocha-
stische Konvergenz bezeichnet. Im Folgenden wird jedoch konsequent die
Begriffsbildung “(lokal) µ-stochastisch konvergent” verwendet.

Notiz 2.18:
Im Falle eines endlichen Maßes µ sind die Begriffsbildungen µ-stochastisch
konvergent und lokal µ-stochastisch konvergent äquivalent.

Das schwache Gesetz der großen Zahlen lässt sich bequem in Termen der
µ-stochastischen Konvergenz formulieren.

Beispiel 2.19:
Seien (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xi) eine Folge von reellen
Zufallsvariablen Xi aus L1(P ). Die Folge (Xi) genügt genau dann dem
schwachen Gesetz der großen Zahlen, wenn gilt

P-lim
n→∞

1
n

(∑n

i=1

(
Xi − E(Xi)

))
= 0.

Notiz 2.20:
(2.20.1) µ-stochastische Limiten sind messbar.

(2.20.2) Lokal µ-stochastische Limiten sind messbar.

Notiz 2.21:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, (gn) eine Folge messbarer Funktionen
gn : Ω → K und g, g̃ : Ω → K messbar mit g = g̃ µ-fast überall. Dann
gelten:

(2.21.1) µ-lim gn = g =⇒ µ-lim gn = g̃

(2.21.2) µloc-lim gn = g =⇒ µloc-lim gn = g̃

Man würde vielleicht erwarten, das je zwei µ-stochastische bzw. lokal µ-
stochastische Limiten auch µ-fast überall eindeutig bestimmt sind. Dieses
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gilt einschränkungslos jedoch nur für die µ-stochastische Konvergenz.

Satz 2.22:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und (gn) eine Folge messbarer Funktionen
gn : Ω→ K. Dann gilt

µ-lim
n→∞

gn = g und µ-lim
n→∞

gn = g̃ =⇒ g = g̃ µ-fast überall.

Satz 2.23:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum mit σ-endlichem Maß µ und (gn) eine Folge
messbarer Funktionen gn : Ω→ K. Dann gilt

µloc-limn→∞ gn = g

∧ µloc-limn→∞ gn = g̃

}
=⇒ g = g̃ µ-fast überall.

Satz 2.24:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und (gn) eine Folge messbarer Funktionen
gn : Ω→ K mit

µloc-lim
n→∞

gn = g und µloc-lim
n→∞

gn = g̃

sowie g, g̃ ∈ Lp(µ) für ein p ∈ [1,∞[. Dann gilt g = g̃ µ-fast überall.

Es wird nun das Verhältnis zwischen der (lokal) µ-stochastischen Konvergenz
und der punktweisen Konvergenz µ-fast überall geklärt.

Satz 2.25:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, (gn) eine Folge messbarer Funktionen
gn : Ω → K, g : Ω → K messbar und gn → g µ-fast überall. Dann
gelten

(2.25.1) µloc-lim gn = g

(2.25.2) µ-lim gn = g, falls das Maß µ endlich ist.

Umgekehrt lässt sich aus µ-stochastischer Konvergenz i. A. nicht auf punkt-
weise Konvergenz µ-fast überall schließen.
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Definition 2.26:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und (gn) eine Folge messbarer Funktionen
gn : Ω → K. (gn) heißt Cauchy-Folge für die µ-stochastische Kon-
vergenz genau dann, wenn gilt

(∀ε > 0) (∃N ∈ N) (∀m,n ∈ N, m, n ≥ N) µ
({
|gm − gn| ≥ ε

})
< ε.

Notiz 2.27:
Eine µ-stochastisch konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge für die µ-
stochastische Konvergenz.

Zwischen der µ-stochastischen Konvergenz und der fast gleichmäßigen
Konvergenz bestehen interessante Zusammenhänge, aus denen sich zudem
weitere Aussagen zum Verhältnis zwischen µ-stochastischer Konvergenz
und punktweiser Konvergenz µ-fast überall gewinnen lassen. Weiterhin lässt
sich dann die Umkehrung von Notiz 2.27 beweisen.

Satz 2.28:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, (gn) eine Folge messbarer Funktionen
gn : Ω→ K und g : Ω→ K messbar. Dann gilt

(gn)
fg−→ g =⇒ µ-lim

n→∞
gn = g.

Satz 2.29:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und (gn) eine Cauchy-Folge für die µ-stochas-
tische Konvergenz, so existiert eine Teilfolge (gnk)k von (gn), die fast
gleichmäßig konvergent gegen ein messbares g : Ω→ K konvergiert.

Satz 2.30:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, (gn) eine Folge messbarer Funktionen
gn : Ω → K und g : Ω → K eine Funktion mit µ-lim gn = g, so gibt
es eine Teilfolge (gnk)k von (gn) mit (gnk)

fg−→ g.

Nunmehr lässt sich die Umkehrung von Notiz 2.27 beweisen.
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Satz 2.31:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und (gn) eine Cauchy-Folge für die µ-stochas-
tische Konvergenz. Dann ist (gn) µ-stochastisch konvergent.
Beweis: Nach 2.29 gibt es eine Teilfolge (gnk ) von (gn), die fast gleichmäßig gegen
ein messbares g : Ω→ K konvergiert. Nach 2.28 folgt µ-lim gnk = g. Zu ε > 0 gibt es
also ein L, so dass für alle k > L

µ
“˘
|gnk − g| ≥

ε

2

¯”
<

ε

2
(2.1)

gilt. Da (gn) eine Cauchy-Folge für die µ-stochastische Konvergenz ist, gibt es ein M ,
so dass für alle nk, n ≥M

µ
“˘
|gnk − gn| ≥

ε

2

¯”
<

ε

2
(2.2)

gilt. Wegen

µ
“˘
|gn − g| ≥

ε

2

¯”
≤ µ

“˘
|gn − gnk | ≥

ε

2

¯”
+ µ

“˘
|gnk − g| ≥

ε

2

¯”
folgt aus (2.1) und (2.2) die Behauptung. �

Der folgende Satz charakterisiert die µ-stochastische Konvergenz mittels
der fast gleichmäßigen Konvergenz.

Satz 2.32:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, (gn) eine Folge messbarer Funktionen
gn : Ω→ K und g : Ω→ K messbar. Dann gilt

µ-lim
n→∞

gn = g

genau dann, wenn eine Teilfolge (gnk) von (gn) existiert mit

(gnk)
fg−→ g.

Satz 2.33:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum, g : Ω→ K messbar und (gn) eine Folge messba-
rer Funktionen gn : Ω → K. Dann gilt: Konvergiert (gn) µ-stochastisch
gegen g, so besitzt jede Teilfolge (gnk) von (gn) eine Teilfolge (gnkl ), die
punktweise µ-fast überall gegen g konvergiert.
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Satz 2.34:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum mit σ-endlichem Maß µ, g : Ω→ K messbar
und (gn) eine Folge messbarer Funktionen gn : Ω→ K. Dann gelten:

(2.34.1) Konvergiert (gn) lokal µ-stochastisch gegen g, so besitzt (gn)
eine Teilfolge (gnk), die µ-fast überall punktweise gegen g
konvergiert.

(2.34.2) Für µ(Ω) <∞ gilt auch die Umkehrung.

Der folgende Satz charakterisiert für σ-endliches Maß µ die lokal µ-stochas-
tische Konvergenz mittels der punktweisen Konvergenz µ-fast überall.

Satz 2.35:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum mit σ-endlichem Maß µ, (gn) eine Folge
messbarer Funktionen gn : Ω→ K und g : Ω→ K messbar. Dann gilt: (gn)
konvergiert genau dann lokal µ-stochastisch gegen g, wenn jede Teilfolge
(gnk) von (gn) punktweise gegen g µ-fast überall konvergiert.

2.4 Konvergenz im p-ten Mittel

Ein weiterer wichtiger Konvergenzbegriff ist die Konvergenz im p-ten Mittel
für Funktionenfolgen aus Lp(µ).

Definition 2.36:
Seien 0 < p ≤ ∞ und (gn) eine Funktionenfolge aus Lp(µ). (gn) heißt
konvergent im p-ten Mittel gegen g ∈ Lp(µ), falls

lim
n→∞

Np(gn − g) = 0

gilt. Kurzschreibweisen sind

gn
p−→ g, gn

Lp−→ g und gn
Lp(µ)−→ g.

Im Fall p = 2 spricht man auch von Konvergenz im quadratischen
Mittel, im Fall p = 1 von Konvergenz im Mittel.
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Gelegentlich wird die Konvergenz im p-ten Mittel auch als starke Kon-
vergenz bezeichnet. Diese Bezeichnung wird im Zusammenhang mit der
noch einzuführenden schwachen Konvergenz verständlich.

Notiz 2.37:
Aus (gn)

p−→ g, (gn)
p−→ g̃ folgt g = g̃ fast überall.

Definition 2.38:
Eine Folge (gn) aus Lp(µ) heißt Cauchy-Folge für die Konvergenz im
p-ten Mittel genau dann, wenn es für jedes ε > 0 ein N ∈ N gibt mit

(∀n,m ∈ N, m, n ≥ N) Np(gn − gm) < ε.

Offensichtlich gilt

Notiz 2.39:
Jede im p-ten Mittel konvergente Folge (gn) ist eine Cauchy-Folge für die
Konvergenz im p-ten Mittel.

In Corollar 1.35 wurde bereits die Vollständigkeit der Räume Lp(µ) kon-
statiert, was gleichbedeutend ist zu

Satz 2.40:
Ist (gn) eine Cauchy-Folge für die Konvergenz im p-ten Mittel, so gibt es
ein g ∈ Lp mit gn

p−→ g.

Bemerkung 2.41:
Sei 0 < p ≤ ∞. Ist (gn) eine Cauchy-Folge für die Konvergenz im p-ten
Mittel, so ist die Folge

(
Np(gn)

)
beschränkt in R.

Notiz 2.42:
Seien u, v ∈ K. Dann gilt

(fn)
p−→ f und (gn)

p−→ g =⇒ (ufn + vgn)
p−→ uf + vg.
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Satz 2.43:
Seien 0 < p, q ≤ ∞ und (gn) eine Funktionenfolge aus Lp(µ)∩Lq(µ). Gelten

(gn)
p−→ g ∈ Lp(µ) und (gn)

q−→ g̃ ∈ Lq(µ),

so folgt g = g̃ µ-fast überall.

Das Theorem von Lebesgue über majorisierte Konvergenz lässt sich auf den
Fall einer Funktionenfolge aus Lp erweitern, falls die Majorante in Lp liegt.

Theorem 2.44: Lebesgue über die majorisierte Konvergenz in
Lp

Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, 0 < p < ∞ und (gn) eine Funktionenfolge
aus Lp(µ), die gegen ein messbares g : Ω → K punktweise µ-fast überall
konvergiert. Gibt es dann ein h ∈ Lp(µ) mit |gn| ≤ h µ-fast überall, so
folgen g ∈ Lp(µ) und gn

Lp−→ g.

Aus der fast gleichmäßigen Konvergenz lässt sich i. A. nicht auf die Kon-
vergenz im p-ten Mittel schließen. Umgekehrt impliziert die Konvergenz im
p-ten Mittel i. A. nicht die fast gleichmäßige Konvergenz.
Ebenso lässt sich aus der punktweisen Konvergenz i. A. nicht auf die
Konvergenz im p-ten Mittel schließen und umgekehrt aus der Konvergenz
im p-ten Mittel i. A. nicht auf die punktweise Konvergenz.
Es gelten jedoch die folgenden Aussagen:

Satz 2.45:
(2.45.1) Ist (gn) eine Cauchy-Folge für die Konvergenz im p-ten Mittel,

so gibt es eine Teilfolge (gnk) von (gn) und ein g ∈ Lp mit
(gnk)

fg−→ g.

(2.45.2) Gilt (gn) L
p

−→ g ∈ Lp, so gibt es eine Teilfolge (gnk) von (gn)

mit (gnk)
fg−→ g.

Satz 2.46:
Seien 0 < p < ∞, (gn) ein Folge aus Lp(µ) und g ∈ Lp(µ). Weiter gelte
gn → g µ-fast überall und Np(gn)→ Np(g).
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Dann folgt gn
p−→ g.

Wesentlich vielfältiger sind die Zusammenhänge zwischen der Konvergenz
im p-ten Mittel und der (lokal) µ-stochastischen Konvergenz, auf welche
im Folgenden eingegangen wird.
Wichtiges Hilfsmittel dafür ist der Begriff der gleichgradigen µ-Integrier-
barkeit.

Definition 2.47:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und F eine Familie messbarer Funktionen
g : Ω → K. F heißt gleichgradig µ-integrierbar genau dann, wenn es
zu jedem ε > 0 ein gε ∈ L1(µ) gibt mit gε ≥ 0 und

(∀f ∈ F)
∫
{|f |≥gε}

|f | dµ ≤ ε.

Bemerkung 2.48:
Gelegentlich wird anstatt “gleichgradig µ-integrierbar” auch der Begriff
gleichmäßig µ-integrierbar verwendet.

Definition 2.49:
Die Funktion gε aus Definition 2.47 wird auch als eine ε-Schranke für F
bezeichnet.

Notiz 2.50:
Ist gε eine ε-Schranke für F , h integrierbar mit h ≥ gε, so ist auch h eine
ε-Schranke für F .

Beispiel 2.51:
Jede endliche Menge {h1, . . . , hs} µ-integrierbarer Funktionen ist gleichgra-
dig µ-integrierbar.

Notiz 2.52:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und F eine Familie messbarer Funktionen
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f : Ω → K, zu denen es ein p ∈ [1,∞[ und ein h ∈ Lp(µ) gibt mit h ≥ 0
und (∀f ∈ F) |f | ≤ h µ-fast überall. Dann ist die Familie

Fp :=
{
|f |p

∣∣ f ∈ F}
gleichgradig µ-integrierbar.

Der folgende Satz charakterisiert gleichgradig µ-integrierbare Familien
mittels eines Beschränktheits- und eines ε-δ-Kriteriums.

Satz 2.53:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und F eine Familie messbarer Funktionen
f : Ω → C. Dann ist F genau dann gleichgradig µ-integrierbar, wenn
folgende Bedingungen erfüllt sind:

(a) sup
f∈F

∫
|f | dµ < ∞

(b) Für alle ε > 0 gibt es eine µ-integrierbare Funktion g ≥ 0 und ein
δ > 0, so dass für alle C ∈ A gilt∫

C

g dµ ≤ δ =⇒ (∀f ∈ F)
∫
C

|f | dµ ≤ ε.

Das nachstehende Lemma spielt eine Rolle im Beweis des nachfolgenden
Theorems 2.55. Es ist aber auch von eigenständigem Interesse.

Lemma 2.54:
Für eine Familie F ⊂ Lp(µ) (mit p ∈ [1,∞[) sei die Familie
Fp :=

{
|f |p

∣∣ f ∈ F} gleichgradig µ-integrierbar. Dann erweist sich
die Familie

FpΣ :=
{
|uf + vg|p

∣∣ f, g ∈ F , u, v ∈ K, |u| ≤ 1, |v| ≤ 1
}

als gleichgradig µ-integrierbar.

Theorem 2.55:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, p ∈ [1,∞[ und F := {fn|n ∈ N} eine Familie
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p-integrierbarer Funktionen fn : Ω → K. Dann ist die Folge (fn) genau
dann im p-ten Mittel konvergent, wenn sie µ-stochastisch konvergiert und
die Familie Fp gleichgradig µ-integrierbar ist.

In dem Fall, dass das Maß µ σ-endlich ist, lässt sich (⇐) in Theorem 2.55
wie folgt verschärfen:

Satz 2.56:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum mit σ-endlichem Maß, p ∈ [1,∞[ und
F := {fn|n ∈ N} eine Familie p-fach integrierbarer Funktionen fn : Ω→ K.
Konvergiert (fn) µ-stochastisch gegen f und ist die Familie Fp gleichgradig
µ-integrierbar, so liegt f in Lp(µ) und es gilt (fn) L

p

−→ f .

Mittels des folgenden Lemmas lässt sich für beliebige Maße µ eine weitere
Verschärfung des Theorems 2.55 erzielen.

Lemma 2.57:
Seien fn, f ∈ L1(µ) mit fn ≥ 0 für alle n ∈ N, f ≥ 0 und µ-lim fn = f .
Gilt dann

lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ,

so gilt fn
L1

−→ f .

Theorem 2.58:
Seien p ∈ [1,∞[ und F := {fn|n ∈ N} eine Familie von Funktionen aus
Lp(µ) mit

µ-lim
n→∞

fn = f ∈ Lp(µ).

Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(2.58.1) (fn) L
p

−→ f

(2.58.2) Fp ist gleichgradig µ-integrierbar.

(2.58.3) lim
n→∞

∫
|fn|p dµ =

∫
|f |p dµ
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Der Nachweis, ob eine Familie F gleichgradig µ-integrierbar ist, kann sich
als äußerst schwierig erweisen. Bei σ-endlichem Maß ist der folgende Satz
gelegentlich nützlich:

Satz 2.59:
Es seien (Ω,A, µ) ein Maßraum mit σ-endlichem Maß µ und g ∈ L1(µ) mit
g > 0. Für eine Familie F messbarer Funktionen Ω→ K gelten dann die
folgenden Äquivalenzen:

(2.59.1) F ist gleichgradig µ-integrierbar.

(2.59.2) Zu jedem ε > 0 gibt es ein δ > 0, so dass δ · g eine ε-Schranke
für F ist.

(2.59.3) Es gelten

i) sup
f∈F

∫
|f | dµ < ∞

ii) Zu jedem ε > 0 gibt es ein δ > 0, so dass für alle C ∈ A
und alle f ∈ F gilt∫

C

g dµ ≤ δ =⇒
∫
C

|f | dµ ≤ ε.

Für endliche Maße, insbesondere also für alle Wahrscheinlichkeitsmaße,
gilt noch folgendes hinreichendes Kriterium für gleichgradige µ-Integrier-
barkeit.

Satz 2.60:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum mit endlichem Maß µ und F eine Familie von
Funktionen aus L1(µ). Weiter gebe es ein g ≥ 0 mit g ∈ L1(µ), so dass für
alle ε > 0 und für alle f ∈ F gilt∫

{|f |≥ε}
|f | dµ ≤

∫
{|f |≥ε}

g dµ.

Dann ist F gleichgradig µ-integrierbar.

Definition 2.61:
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Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, 0 < p < ∞ und F eine Familie aus Lp(µ),
für die folgende Bedingungen erfüllt sind:

(a) Für alle ε > 0 gibt es ein C ∈ A mit µ(C) < ∞, so dass für alle
f ∈ F gilt ∫

CC
|f |p dµ < ε.

(b) Zu jedem ε > 0 existiert ein δ > 0, so dass für alle C ∈ A mit
µ(C) < δ und alle f ∈ F gilt∫

C

|f |p dµ < ε.

Dann heißt F im p-ten Mittel gleichgradig integrierbar.

Der folgende auf Vitali zurückgehende Satz klärt die Beziehung zwischen
der Konvergenz im p-ten Mittel und der lokal µ-stochastischen Konvergenz.

Satz 2.62:
Seien 0 < p <∞, (Ω,A, µ) ein Maßraum, f ∈ Lp(µ) und (fn) eine Folge
aus Lp(µ). Dann ist fn

Lp−→ f äquivalent dazu, dass folgende Bedingungen
erfüllt sind:

(a) µloc-lim
n→∞

fn = f

(b) F := {fn|n ∈ N} ist im p-ten Mittel gleichgradig integrierbar.

2.5 Zwei Diagramme zur Übersicht

Die beiden folgenden Diagramme veranschaulichen für beliebige bzw. endli-
che Maße µ die wichtigsten Implikationsbeziehungen zwischen den einzelnen
Konvergenzbegriffen:
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(a) µ beliebig:

gleichmäßige
Konvergenz

=⇒ Konvergenz
in L∞(µ)

Konvergenz
im p-ten Mittel

⇓ ⇓

⇓ fast gleich-
mäßige Konvergenz

=⇒ µ-stochastische
Konvergenz

⇓ ⇓

Punktweise
Konvergenz

=⇒ punktweise Kon-
vergenz µ-fast überall

=⇒ lokal µ-stochas-
tische Konvergenz

(b) µ endlich:

gleichmäßige
Konvergenz

=⇒ Konvergenz
in L∞(µ)

=⇒ Konvergenz
im p-ten Mittel

⇓ ⇓

⇓ fast gleich-
mäßige Konvergenz

=⇒ µ-stochastische
Konvergenz

m m

Punktweise
Konvergenz

=⇒ punktweise Kon-
vergenz µ-fast überall

=⇒ lokal µ-stochas-
tische Konvergenz

2.6 Schwache Konvergenz

Als letzter Konvergenzbegriff für Funktionenfolgen wird die schwache Kon-
vergenz vorgestellt.

Definition 2.63:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, 1 ≤ p < ∞, q := 1

1− 1
p

, (fn) eine K-wertige

Folge aus Lp(µ) und Lp(µ) 3 f : Ω→ K. (fn) heißt schwach konvergent
gegen f , wenn für alle g ∈ Lq(µ)

lim
∫
fng dµ =

∫
fg dµ

gilt. Kurzschreibweise: fn
w−→ f .
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Notiz 2.64:
Gelten fn

w−→ f und fn
w−→ g, so ist f = g µ-fast überall.

Satz 2.65:
Sei 1 ≤ p <∞. Gilt fn

Lp−→ f , so folgt fn
w−→ f .

Beweis: Ist 1 ≤ p <∞ und q = 1
1− 1

p

, d. h. 1
p

+ 1
q

= 1, und gilt fn
Lp−→ f , so folgt mit

der Hölderschen Ungleichung für alle g ∈ Lq(µ):

˛̨̨̨Z
fng dµ−

Z
fg dµ

˛̨̨̨
=

˛̨̨̨Z
(fn − f)g dµ

˛̨̨̨
≤

Z
|fn − f | · |g| dµ

≤ Np(fn − f) ·Nq(g)
−→ 0,

das heißt fn
w−→ f . �

Bemerkung 2.66:
Satz 2.65 ist der Grund dafür, dass – wie bereits erwähnt – die Konvergenz
im p-ten Mittel gelegentlich auch als starke Konvergenz bezeichnet wird.

Satz 2.67:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, 1 ≤ p <∞, f, fn ∈ Lp(µ) für alle n ∈ N und
fn

w−→ f . Für alle ω ∈ Ω sind dann die Folgen
(
fn(ω)

)
beschränkt in K.

Satz 2.68:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, 1 ≤ p <∞, f, fn ∈ Lp(µ) für alle n ∈ N und
[f ], [fn] die entsprechenden Äquivalenzklassen in Lp(µ).

Dann ist fn
w−→ f äquivalent dazu, dass [fn] −→ [f ] gilt in Lp(µ) bzgl. der

schwachen Topologie σ
(
Lp(µ), (Lp(µ))′

)
.
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Beweis: Sei q ∈ [1,∞] mit 1
p

+ 1
q

= 1. Es gilt

fn
w−→ f ⇐⇒

`
∀g ∈ Lq(µ)

´ Z
fng dµ −→

Z
fg dµ

⇐⇒
`
∀[g] ∈ Lq(µ)

´ Z
[fng] dµ −→

Z
[fg] dµ

Satz 1.6.2⇐⇒ δg
`
[fn]

´
−→ δg

`
[f ]
´

in K
Satz 1.7.2⇐⇒ [fn] −→ [f ] in

`
Lp(µ), σ

`
Lp(µ), (Lp(µ))′

´´
.

�

Bemerkung 2.69:
Satz 2.68 macht die Bezeichnung “schwach konvergent” selbsterklärend.

Der folgende Satz stellt eine Verbindung zwischen der lokal µ-stochastischen
Konvergenz und der schwachen Konvergenz her.

Satz 2.70:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, 1 < p <∞, f : Ω→ K aus Lp(µ) und (fn)
eine Folge K-wertiger Funktionen aus Lp(µ). Weiter sei die Folge

(
Np(fn)

)
in R beschränkt. Dann gilt

µloc-lim
n→∞

fn = f =⇒ fn
w−→ f.

Satz 2.71:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, 1 < p <∞, f : Ω→ K aus Lp(µ) und (fn)
eine Folge K-wertiger Funktionen aus Lp(µ). Dann gilt

Np(fn − f) n→∞−→ 0 ⇐⇒ fn
w−→ f und Np(fn) n→∞−→ Np(f).

Definition 2.72:
Sei A eine σ-Algebra über Ω. Existiert ein abzählbarer Erzeuger E (über
Ω) von A, d. h. σ(E) = A, so heißt A separabel.

Beispiel 2.73:
Bn ist separabel.
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Theorem 2.74: Weak Compactness Theorem
Es seien (Ω,A, µ) ein Maßraum mit σ-endlichem Maß µ, A separabel und

F :=
{
f ∈M(A)

∣∣ (∀ω ∈ Ω) 0 ≤ f(ω) ≤ 1
}
.

Dann existiert zu jeder Folge (fn) aus F eine Teilfolge (fnj ) und ein f ∈ F
mit fnj

w−→ f .

Das Weak Compactness Theorem findet Verwendung im Beweis der aus
der Mathematischen Statistik vielleicht schon bekannten

Anwendung 2.75:
Sei (H,H,W,W1,W2) ein Testexperiment. Dann ist für jedes α ∈ [0, 1] die
FamilieMMΞα der α-MaxMin-Tests nicht leer.

2.7 Konvergenzbegriffe für Maße

Nach der Behandlung von Konvergenzbegriffen für messbare Funktionen-
folgen wird sich nun den Konvergenzbegriffen für Maße zugewandt, wobei
die schwache und die vage Konvergenz von Maßen im Vordergrund stehen
werden. Die schwache Konvergenz wird zudem zu einem weiteren Konver-
genzbegriff für Folgen von Zufallsvariablen führen, mittels dem sich der
Zentrale Grenzwertsatz formulieren lässt.
Die folgenden Bezeichnungen sind nützlich:

Definition 2.76:
Seien (X, τ) ein topologischer T2-Raum, dessen Topologie τ von einer
vollständigen Metrik erzeugt wird und B(X) die Borelsche σ-Algebra über
X. Dann seien

M(X) := {µ
∣∣ µ ist ein Radonmaß auf (X,B(X)).

}
,

Mfin(X) := {µ
∣∣ µ ist ein endliches Maß auf (X,B(X)).

}
,

M1(X) := {µ
∣∣ µ ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (X,B(X)).

}
,

M≤1(X) := {µ ∈Mfin(X)
∣∣ µ(X) ≤ 1

}
.
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Ein µ ausM≤1(X) wird auch als Sub-Wahrscheinlichkeitsmaß bezeich-
net.
Weiter seien

C(X) :=
{
f : X → K

∣∣ f ist stetig.
}
,

Cb(X) :=
{
f :∈ C(X)

∣∣ f ist beschränkt.
}
,

Cc(X) :=
{
f : X ∈ C(X)

∣∣ f hat kompakten Träger.
}
.

Dabei ist der Träger von f definiert als f−1(K \ {0}).

Notiz 2.77:
Cc(X) ⊂ Cb(X).

Satz 2.78:
Ist X polnisch und µ ∈Mfin(X), so ist das Maß µ regulär. Insbesondere
giltMfin(X) ⊂M(X).

Definition 2.79:
(2.79.1) Seien µ, µ1, µ2, . . . ∈Mfin(X). (µn) heißt schwach konver-

gent gegen µ genau dann, wenn für alle f ∈ Cb(X)∫
f dµn

n→∞−→
∫
f dµ

gilt. Kurzschreibweise µn
w−→ µ oder µ = w-limµn.

(2.79.2) Seien µ, µ1, µ2, . . . ∈ M(X). (µn) heißt vag konvergent
gegen µ genau dann, wenn für alle f ∈ Cc(X)∫

f dµn
n→∞−→

∫
f dµ

gilt. Kurzschreibweise µn
v−→ µ oder µ = v-limµn.

Bemerkung 2.80:
Seien X ein lokal-kompakter polnischer Raum und µ, µ1, µ2, . . . ∈Mfin(X)
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mit µn
v−→ µ. Dann gilt

µ(X) ≤ lim supµn(X).

Beispiel 2.81:
Seien (µ 1

n
) die Folge der Punkt-W-Maße in { 1

n} auf (R,B). Dann gilt
µ 1
n

w−→ µ0.

Definition 2.82:
Seien (T1, τ1), (T2, τ2) topologische Räume und h : T1 → T2 eine Abbildung.
Dann heißt

Sh := {t ∈ T1 | h ist stetig in t.}
die Menge der Stetigkeitspunkte von h und entsprechend Uh := T1 \ Sh
die Menge der Unstetigkeitspunkte von h.

Der folgende Satz charakterisiert die schwache Konvergenz von Subwahr-
scheinlichkeitsmaßen und stellt im Falle lokal-kompakter polnischer Räume
zudem eine Verbindung zwischen der schwachen Konvergenz und der vagen
Konvergenz von Subwahrscheinlichkeitsmaßen her.

Theorem 2.83: Portemanteau-Theorem2

Seien µ, µ1, µ2, . . . ∈ M≤1(X). Dann sind die folgenden Aussagen äquiva-
lent:

(2.83.1) µn
w−→ µ

(2.83.2) Es gilt ∫
f dµn −→

∫
f dµ

für alle beschränkten messbaren f : X → K mit µ(Uf ) = 0.

(2.83.3) Es gilt ∫
f dµn −→

∫
f dµ

2Die Bezeichnung “Portemanteau”-Theorem rührt nicht etwa von einem französischen
Mathematiker namens Portemanteau her. “Portemanteau” ist lediglich das französische
Wort für “Kleiderbügel”.
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für alle beschränkten Lipschitz-stetigen f : X → K.

(2.83.4) Es gelten lim inf µn(X) ≥ µ(X) und lim supµn(T ) ≤ µ(T )
für alle abgeschlossenen T ⊂ X.

(2.83.5) Es gelten lim supµn(X) ≤ µ(X) und lim inf µn(S) ≥ µ(S)
für alle offenen S ⊂ X.

(2.83.6) Es gilt lim supµn(A) = µ(A) für alle A ∈ B(X) und
∂A ∈ B(X) mit µ(∂A) = 0.

Ist X zudem lokal-kompakt und polnisch, so sind zusätzlich noch

(2.83.7) µn
v−→ µ und limµn(X) = µ(X).

(2.83.8) µn
v−→ µ und limµn(X) ≤ µ(X).

äquivalent zu (2.83.1).

Bemerkung 2.84:
Eine Folge (µn) aus M(X) ist genau dann konvergent, wenn für jedes
f ∈ Cc(X) die Zahlenfolge (

∫
f dµn)n∈N in K konvergiert.

Satz 2.85:
Seien µ, µ1, µ2, . . . Wahrscheinlichkeitsmaße ausM1(X). Dann gilt

µn
v−→ µ ⇐⇒ µn

w−→ µ.

Satz 2.86:
(2.86.1) Ist X polnisch, so ist der schwache Limes eindeutig.

(2.86.2) Ist X lokal-kompakt, so ist der vage Limes eindeutig.

Definition 2.87:
Seien Y, Y1, Y2, . . . Zufallsvariablen auf einem Maßraum (Ω,A, µ). Man sagt,
die Folge (Yn) konvergiert in Verteilung gegen Y genau dann, wenn

µYn
w−→ µY
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gilt. Kurzschreibweise: Yn
i. V.−→ Y .

Satz 2.88:
Y, Y1, Y2, . . . seien K-wertige, auf dem Maßraum (Ω,A, µ) definierte Zufalls-
variablen. Dann gilt

µ-limYn = Y =⇒ Yn
i. V.−→ Y.

Definition 2.89:
Seien F, F1, F2, . . . Verteilungsfunktionen von Wahrscheinlichkeitsmaßen
auf (R,B). Die Folge (Fn) heißt schwach konvergent gegen F genau
dann, wenn für alle t ∈ SF

F (t) = lim
n→∞

Fn(t)

gilt. Kurzschreibweise: Fn
w−→ F .

Anstelle von “schwach konvergent” benutzt man auch die Redeweise “konver-
gent in Verteilung” und verwendet hierfür die Kurzschreibweise
Fn

i. V.−→ F .

Satz 2.90:
Seien µ, µ1, µ2, . . . Wahrscheinlichkeitsmaße auf (R,B) mit zugehörigen
Verteilungsfunktionen F, F1, F2, . . .. Dann gilt

µn
w−→ µ ⇐⇒ Fn

i. V.−→ F.

Satz 2.91:
Seien Y, Y1, Y2, . . . reellwertige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum mit Verteilungsfunktionen F, F1, F2, . . .. Dann sind äquivalent

(a) Yn
i. V.−→ Y

(b)
(
∀f ∈ Cb(R)

)
E(f ◦ Yn) n→∞−→ E(f ◦ Y )

(c) Fn
i. V.−→ F .
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Mittels der Begriffe “straffes Maß” und “trennende Klasse” lassen sich
schwach konvergente Subwahrscheinlichkeitsmaßfolgen für polnische Räume
charakterisieren.

Definition 2.92:
Eine Familie S ⊂Mfin(X) heißt straff genau dann, wenn zu jedem ε > 0
ein Kompaktum K ⊂ X existiert mit

sup
{
µ(X \K)

∣∣ µ ∈ S} ≤ ε.

Beispiele 2.93:
(2.93.1) Ist X kompakt, so sindM1(X) undM≤1(X) straff.

(2.93.2) Die Familie der stetigen Gleichverteilungen (U[−n,n])n auf
den Intervallen [−n, n] ist nicht straff.

Definition 2.94:
Seien F ⊂M(X) und S eine Familie messbarer Abbildungen f : X → K.
S heißt eine trennende Familie für F genau dann, wenn für Maße
µ1, µ2 ∈ F aus

(
∀f ∈ S ∩ L1(µ1) ∩ L1(µ2)

) ∫
f dµ1 =

∫
f dµ2

direkt µ1 = µ2 folgt.

Beispiel 2.95:
Sei Lip1(X, [0, 1]) die Familie der Lipschitz-stetigen Funktionen X → [0, 1]
mit Lipschitz-Konstante 1. Dann ist Lip1(X, [0, 1]) trennend fürM(X).

Satz 2.96:
Seien X polnisch und µ, µ1, µ2, . . . ∈M≤1(X). Dann gilt µn

w−→ µ genau
dann, wenn (µn) straff ist und es eine trennende Familie F ⊂ Cb(X) gibt
mit

(∀f ∈ F)
∫
f dµ = lim

n→∞

∫
f dµn.
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Satz 2.97:
Seien X polnisch und lokal-kompakt sowie µ, µ1, µ2, . . . ∈Mfin(X). Dann
sind äquivalent

(2.97.1) µn
w−→ µ

(2.97.2) µn
v−→ µ und µ(X) = limµn(X)

(2.97.3) µn
v−→ µ und µ(X) ≥ lim supµn(X)

(2.97.4) µn
v−→ µ und {µn|n ∈ N} ist straff.

Definition 2.98:
Ist µ ∈Mfin([0,∞[), so heißt

L : [0,∞[→ R mit L(s) :=
∫ ∞

0

e−st dµ(t)

für s ≥ 0 die (einseitige) Laplace-Transformierte von µ.

Notiz 2.99:
(2.99.1) L ist beschränkt.

(2.99.2) lims→∞ L(s) = µ({0})

(2.99.3) L ist gleichmäßig stetig.

(2.99.4) L ist monoton fallend.

(2.99.5) L ist beliebig oft differenzierbar mit

L(k)(s) = (−1)k
∫ ∞

0

tke−st dµ(t)

für s ≥ 0, k ≥ 0.

(2.99.6) L ist konvex.

Satz 2.100:
Seien µ, µ1, µ2, . . . ∈ Mfin([, 0,∞[) mit den zugehörigen Laplace-Trans-
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formierten L,L1, L2, . . .. Dann gilt

µn
w−→ µ =⇒ (∀s ≥ 0) Ln(s) n→∞−→ L(s).

Die Umkehrung dieses Satzes gilt sogar in einer verschärften Form.

Satz 2.101:
Seien µ1, µ2, . . . ∈Mfin([0,∞[) mit zugehörigen Laplace-Transformierten
Ln (n ∈ N). Weiter gebe es eine Funktion L : [0,∞[→ R, die in 0 stetig ist
und für die

lim
n→∞

Ln(s) = L(s)

gilt für alle s ≥ 0. Dann gibt es ein µ ∈Mfin([0,∞[) mit µn
w−→ µ, so dass

L die Laplace-Transformierte von µ ist.

Corollar 2.102:
Ein endliches Maß µ ∈ Mfin([0,∞[) ist eindeutig bestimmt durch die
Angabe seiner Laplace-Transformierten L.

Definition 2.103:
Für ein µ ∈Mfin(Rn) wird die Abbildung

Cfµ : Rn → C, t 7→
∫
ei〈t,x〉 dµ(x)

als die Fouriertransformierte des Maßes µ oder auch als die charak-
teristische Funktion von µ bezeichnet.

Bemerkung 2.104:
Aus zwei Gründen wird im Folgenden ausschließlich die Bezeichnung “cha-
rakteristische Funktion” verwendet:

(a) Dies entspricht der Schreibweise in der Wahrscheinlichkeitstheorie.

(b) Um Kompatibilität mit der Schreibweise in Kapitel 1 zu erreichen
hätte man – streng genommen –

√
(2π)n · Cf(−t) als Fouriertrans-

formierte bezeichnen müssen.
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Bemerkung 2.105:
Ist A eine Teilmenge von Rn und µ ∈Mfin(A), so wird Cfµ definiert durch

Cfµ(t) =


∫
ei〈t,x〉 dµ(x) falls t ∈ A

0 sonst
.

Charakteristische Funktionen spielen eine bedeutende Rolle im Zusam-
menhang mit dem Zentralen Grenzwertsatz. Sie sind jedoch auch von
eigenständigem Interesse.

Definition 2.106:
Sei Y eine (Rn,Bn)-Zufallsvariable, die auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A, P ) definiert ist. Dann heißt CfPY die charakteristische Funktion
von Y .

Lemma 2.107:
Es gilt CfPY (t) = E

(
ei〈t,Y 〉

)
.

Theorem 2.108:
Ein endliches Maß µ ∈ Mfin(Rn) ist durch die Angabe der charakteristi-
schen Funktion Cfµ eindeutig bestimmt.

Corollar 2.109:
Ein endliches Maß µ auf dem n-dimensionalen Gitter Zn ist bereits durch
die Werte

Cfµ(t) =
∫
ei〈t,x〉 dµ(x) für t ∈ [−π, π[n

eindeutig bestimmt. Insbesondere gilt fü jedes x ∈ Zn

µ({x}) =
1

(2π)n

∫
[−π,π[n

e−i〈t,x〉Cfµ dt.

Lemma 2.110:
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Sei X eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) definierte Rn-
wertige Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion

CfPX (t) = E(ei〈t,x〉).

Dann gelten folgende Beziehungen:

(2.110.1) CfPX (0) = 1

(2.110.2) |CfPX (t)| ≤ 1

(2.110.3) CfPaX+b(t) = CfPX (at) · ei〈b,t〉 für alle a ∈ R und b ∈ Rn

(2.110.4) CfPX ist genau dann R-wertig, wenn PX = P−X gilt.

(2.110.5) Ist Y eine weitere auf (Ω,A, P ) definierte Zufallsvariable und
sind X und Y stochastisch unabhängig, so gilt

CfPX+Y = CfPX · CfPY .

Beispiele 2.111:
(2.111.1) Für die Normalverteilung N(a, σ2) gilt

CfN(a,σ2)(t) = eiat · e−σ
2t2
2 .

(2.111.2) Für die Cauchy-Verteilung C(a) mit dem Parameter a > 0
gilt

CfC(a)(t) = e−a|t|.

(2.111.3) Für die Gamma-Verteilung Γα,s mit den Parametern α > 0,
s > 0 gilt

CfΓα,s(t) =
1

(1− it
α )s

.

Satz 2.112:
Seien µ1, µ2, . . . ∈Mfin(Rn) und q1, q2, . . . nicht-negative reelle Zahlen mit∑∞

k=1
qkµk(Rn) < ∞.
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Dann liegt das Maß µ :=
∑∞
k=1 qkµk ebenfalls inMfin(Rn) und besitzt die

charakteristische Funktion

Cfµ =
∑∞

k=1
qkCfµk .

Definition 2.113:
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Familie F = {fi|i ∈ I} von Abbil-
dungen fi : X → R heißt gleichgradig gleichmäßg stetig genau dann,
wenn für alle ε > 0 ein δ > 0 existiert mit

x, y ∈ X und d(x, y) < δ =⇒ (∀i ∈ I) |fi(x)− fi(y)| < ε.

Der folgende Satz erlaubt es, unter gewissen Bedingungen auf die gleichmä-
ßige Stetigkeit der charakteristischen Funktionen von Wahrscheinlichkeits-
maßen zu schließen.

Satz 2.114:
Es sei W eine straffe Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen ausM1(Rn).
Dann ist die Menge {CfP |P ∈ W} straff und für jedes P ∈ W ist CfP
gleichmäßig stetig.

Definition 2.115:
Eine Abbildung f : Rn → R wird partiell stetig in einem Punkt
(x1, . . . , xn) ∈ Rn genannt, falls für alle i ∈ Nn die Abbildungen

fi : R→ R, t 7→ f(x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xn)

stetig im Punkt t = xi sind.

Notiz 2.116:
Stetige Abbildungen Rn → R sind partiell stetig in jedem Punkt
(x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Das folgende Theorem ist aus zweierlei Hinsicht von Bedeutung. Es stellt
einen Zusammenhang her zwischen charakteristischen Funktionen und
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der schwachen Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaßen und ist zudem
bedeutungsvoll im Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes.

Theorem 2.117: Lévy’scher Stetigkeitssatz
Es seien P, P1, P2, . . . Wahrscheinlichkeitsmaße ausM1(Rn) mit charakte-
ristischen Funktionen CfP , CfP1 , CfP2 , . . .. Dann gelten

(2.117.1) Pk
w−→ P impliziert die kompakte Konvergenz von (CfPk)

gegen CfP , d. h. (CfPk) konvergiert gleichmäßig auf jedem
Kompaktum K ⊂ Rn gegen CfP .
(Kompakte Konvergenz ist äquivalent zu lokal gleichmäßiger
Konvergenz.)

(2.117.2) Gilt CfPk −→ f punktweise für eine in 0 partiell stetige
Funktion f : Rn → C, so existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaß
T mit CfT = f und Pk

w−→ T .

Der folgende Satz gibt eine einfache hinreichende Bedingung dafür an, dass
eine Funktion eine charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsma-
ßes ausM1(R) ist.

Satz 2.118: Pólya
Sei f : R→ [0, 1] gerade (d. h. es gelte f(x) = f(−x) für alle x), stetig mit
f(0) = 1 und konvex auf [0,∞[. Dann ist f die charakteristische Funktion
eines Wahrscheinlichkeitsmaßes P ∈M1(R).

Definition 2.119:
Eine Funktion h : Rn → C wird positiv semidefinit genannt genau dann,
wenn für alle k ∈ N, für alle x1, . . . , xk ∈ Rn und für alle z1, . . . , zk ∈ C gilt∑k

t=1

∑k

s=1
ztz̄s · h(xt − xs) ≥ 0.

Notiz 2.120:
Unter den Voraussetzungen von Definition 2.119 ist h genau dann positiv-
semidefinit, wenn alle Matrizen(

h(xtxs)
)

(t,s)∈N2
k
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positiv semidefinit sind.

Satz 2.121:
Ist Cfµ die charakteristische Funktion eines Maßes µ ∈ Mfin(Rn), so ist
Cfµ positiv semi-definit.

Das folgende Theorem charakterisiert die stetigen Funktionen, die cha-
rakteristische Funktionen eines Wahrscheinlichkeitsmaßes P ∈ M1(Rn)
sind.

Theorem 2.122: (Bochner)
Eine stetige Funktion h : Rn → C ist genau dann die charakteristische
Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmaßes P ∈ M1(Rn), falls h positiv
semidefinit ist und h(0) = 1 gilt.

Zwischen den Momenten einer Zufallsvariablen und den Differenzierbar-
keitseigenschaften ihrer charakteristischen Funktion bestehen interessante
Zusammenhänge.

Satz 2.123:
Sei X eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) definierte R-
wertige Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion CfPX . Dann gelten

(2.123.1) Ist E(|X|n) < ∞, so ist CfPX n-mal stetig differenzierbar
und für alle k ∈ {0, . . . , n} gilt für die Ableitungen

(∀t ∈ R) CfPX (t) = E
(
(iX)keitX

)
.

(2.123.2) Ist E(X2) <∞, so erhält man die Approximation

CfPX (t) = 1 + itE(X)− 1
2
t2E(X2) + Ξ(t)t2

mit einer Funktion Ξ, für die gilt

Ξ(t) −→ 0 für t −→ 0.
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Unter einer zusätzlichen Voraussetzung an die Momente einer Zufallsvaria-
blen X lässt sich sogar auf die Anaytizität der charakteristischen Funktion
von X schließen.

Satz 2.124:
Sei X eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) definierte R-
wertige Zufallsvariable mit

lim sup
n→∞

1
n

n
√
E(|X|n) < ∞,

so ist die charakteristische Funktion CfPX analytisch, d. h. um jeden Punkt
a ∈ R in eine Taylorreihe entwickelbar.

Mittels charakteristischer Funktionen lassen sich die geraden Momente
einer Zufallsvariablen besonders einfach berechnen.

Satz 2.125:
Sei X eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) definierte R-
wertige Zufallsvariable. Seien weiter n ∈ N und CfPX sei 2n-mal diffe-
renzierbar in 0. Dann gilt

E(Xn) = Cf
(2n)
PX

(0).

Definition 2.126:
Sei (Xi)i eine Folge unabhängiger identisch verteilter R-wertiger Zufallsva-
riablen mit E(X1) = a und Var(X1) = σ2 > 0. Dann nennt man

Zn :=
1√
nσ2

∑n

j=1
(Xj − a)

die standardisierte n-te Partialsumme.

Lemma 2.127:
Sei (Xi)i eine Folge von unabhängigen, identisch nach dem Wahrschein-
lichkeitsmaß P verteilten R-wertigen Zufallsvariablen. Dann gilt für alle
t ∈ R

lim
n→∞

CfPZn (t) = exp(− t
2

2 ).
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Satz 2.128: Schwacher Zentraler Grenzwertsatz
Sei (Xi)i eine Folge von unabhängigen, identisch nach dem Wahrscheinlich-
keitsmaß P verteilten R-wertigen Zufallsvariablen. Dann gelten

(2.128.1) PZn
w−→ N(0, 1)

(2.128.2) Für −∞ ≤ a < b ≤ ∞ gilt

lim
n→∞

PZn([a, b]) =
1√
2π

∫ b

a

exp(−x
2

2 ) dx.

Beweis: Wegen 2.127 und dem Lévy’schen Stetigkeitssatz existiert ein Wahrschein-
lichkeitsmaß P mit CfP = exp(−t

2

2
) und PZn

w−→ P . Nach Beispiel (2.111.1) gilt
CfP = CfN(0,1). Nach Theorem 2.108 folgt P = N(0, 1), womit (2.128.1) bewiesen ist.
Wegen PZn

w−→ P gilt nach dem Portemanteau-Theorem (2.83)

lim
n→∞

PZn ([a, b]) = N(0, 1)([a, b])

denn für alle [a, b] gilt

N(0, 1)(∂[a, b]) =
1
√

2π

Z
∂[a,b]

exp(− t
2

2
) dt = 0,

da ∂[a, b] eine λ-Nullmenge ist.
Schließlich gilt

N(0, 1)([a, b]) =
1
√

2π

Z b

a
exp(− t

2

2
) dt,

womit auch (2.128.2) bewiesen ist. �

Obwohl der schwache Zentrale Grenzwertsatz nur ein Spezialfall des auf
Lindeberg-Feller basierenden Zentralen Grenzwertsatzes für unabhängige,
zentrierte, normierte Schemata ist – der Gegenstadt einer Vorlesung über
Wahrscheinlichkeitstheorie ist –, ist es doch erwähnenswert, dass bereits
die schwache Version des Zentralen Grenzwertsatzes hinreichend für viele
praktische Zwecke der elementaren Wahrscheinlichkeitstheorie ist.
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2.8 Übungen

Aufgabe A2.1:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, für alle n ∈ N gn, g : Ω → K messbar und
(gn) konvergiere µ-fast überall punktweise gegen g. Berechnen Sie für alle
k ∈ N

µ
(

lim inf
{
|gn − g| ≥ 1

k

})
.

Aufgabe A2.2:
Beweisen oder widerlegen Sie: Es gibt einen Maßraum (Ω,A, µ) und eine
Funktionenfolge (fn) messbarer Funktionen fn : Ω→ K derart, dass (fn)
µ-fast überall punktweise gegen 0 konvergiert, aber µ

{
|fn| ≥ ε

}
=∞ gilt

für alle ε ∈]0, 1[.

Aufgabe A2.3:
Sei λ̃ die Restriktion von λ auf die Spur-σ-Algebra [0, 1] ∩ B. Man gebe
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum

(
[0, 1], [0, 1] ∩ B, λ̃

)
eine Funktionenfolge

(hn) messbarer Funktionen hn : [0, 1]→ K an, die nicht gleichmäßig, aber
fast gleichmäßig konvergiert.

Aufgabe A2.4:
Seien (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (gn) eine Folge messbarer
Funktionen gn : Ω→ K mit gn

fg−→ g.
Beweisen oder widerlegen Sie: g ist beschränkt.

Aufgabe A2.5:
Man gebe einen Maßraum (Ω,A, µ) an mit card Ω = ∞ und eine Folge
(gn) messbarer Funktionen gn : Ω → K mit gk 6= gl (für alle k, l ∈ N mit
k 6= l) derart, dass µloc-lim gn = 0 gilt, aber µ-lim gn nicht existiert.

Aufgabe A2.6:
Beweisen oder widerlegen Sie: Es gibt einen Maßraum (Ω,A, µ) mit
card Ω ≥ 2, so dass die konstante Funktionenfolge (hn) mit hn :≡ 0 für alle
n ∈ N µ-lokal stochastisch gegen jede Funktion h : Ω→ K konvergiert.
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Aufgabe A2.7:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum mit µ(Ω) <∞ und (fn), (gn) Folgen messbarer
Funktionen fn : Ω→ K, gn : Ω→ K.
Beweisen Sie: Konvergieren (fn) bzw. (gn) µ-stochastisch gegen die messba-
ren Funktionen f : Ω→ K bzw. g : Ω→ K, so gilt für alle a, b ∈ K:

µ-lim
n→∞

(afn + bgn) = af + bg

Aufgabe A2.8:
Beweisen oder widerlegen Sie: In einem Maßraum (Ω,A, µ) mit σ-endlichem
Maß sind die Begriffe “µ-stochastisch konvergent” und “lokal-µ-stochastisch
konvergent” äquivalent.

Aufgabe A2.9:
Sei λ̃ die Restriktion von λ auf die Spur-σ-Algebra [0, 1[∩B. Man gebe
auf dem Maßraum

(
[0, 1[, [0, 1[∩B, λ̃

)
eine Folge messbarer Funktionen

gn : [0, 1[→ K an, für die zwar λ̃-lim gn = 0 gilt, die aber für kein p ∈ [1,∞[
im p-ten Mittel gegen 0 konvergiert.

Aufgabe A2.10:
Man gebe ein Quadrupel

(
Ω,A, µ, (gn)

)
an, wobei (Ω,A, µ) ein Maßraum

sei und (gn) eine µ-stochastisch gegen 0 konvergente Folge messbarer Funk-
tionen gn : Ω→ K, die zwei µ-stochastische Limiten g̃1, g̃2 besitzt mit(
∀p ∈ [1,∞[

)
g̃1 ∈ Lp(µ) und

(
∀p ∈ [1,∞[

)
g̃2 6∈ Lp(µ).

Aufgabe A2.11:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, p ∈ [1,∞[ und C ∈ A.
Beweisen Sie: Die Abbildung

L : Lp(µ)→ K, f 7→
∫
C

|f |p dµ

ist stetig.

Aufgabe A2.12:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und p, q ∈]1,∞[ mit 1

p + 1
q = 1. Weiter seien
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(für alle n ∈ N) f, fn ∈ Lp(µ) und g, gn ∈ Lq(µ) mit

fn
Lp(µ)−→ f und gn

Lq(µ)−→ g.

Beweisen Sie
fngn

L1(µ)−→ fg.

Aufgabe A2.13:
Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum und F1, . . . ,Fn gleichgradig µ-integrierbare
Familien von messbaren Funktionen Ω→ K.
Zeigen Sie: F1 ∪ . . . ∪ Fn ist gleichgradig µ-integrierbar.

Aufgabe A2.14:
Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum und F ⊂ L1(µ) sei gleichgradig µ-integrierbar.
Beweisen oder widerlegen Sie: Es gibt ein h ∈ L1(µ) mit |f | ≤ h µ-fast
überall für alle f ∈ F .

Aufgabe A2.15:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum mit σ-endlichem Maß µ, h ∈ L1(µ) mit h > 0
und F eine Familie messbarer Funktionen f : Ω → K. Ferner gebe es zu
jedem ε > 0 ein δ > 0, so dass für alle C ∈ A und alle f ∈ F gilt∫

h dµ ≤ δ =⇒
∫
|f | dµ ≤ ε.

Beweisen oder widerlegen Sie: F ist gleichgradig µ-integrierbar.

Aufgabe A2.16:
Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum, f, fn ∈ L1(µ) für alle n ∈ N und die Folge(
N1(fn)

)
n
sei beschränkt in R.

Beweisen oder widerlegen Sie:

µloc-lim
n→∞

fn = f =⇒ fn
w−→ f.

Aufgabe A2.17:
Beweisen oder widerlegen Sie: Es gibt einen lokal-kompakten polnischen
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Raum X und Wahrscheinlichkeitsmaße µ, µ1, µ2, . . . ∈ M1(X) mit
µk

v−→ µ und ein C ∈ B(X) mit limµk(C) 6= µ(C).
Ist der vage Limes µ eindeutig?

Aufgabe A2.18:
Beweisen oder widerlegen Sie: Es gibt Funktionen f : [0, 1] → R mit
Uf = [0, 1] ∩Q.

Aufgabe A2.19:
(a) Zeigen Sie, dass die Funktion

f : R→ R mit f(x) :=

{
x2 sin

1
x

für x 6= 0

0 für x = 0

differenzierbar ist und bestimme Uf ′ .

(b) Bestimmen Sie die Menge

M :=
{
f : C \ {

√
−1} → C

∣∣∣ f holomorph ...

... und Sf ′ = C \ {
√
−1,−

√
−1}

}
.

Aufgabe A2.20:
Sei µ ∈Mfin

(
[0,∞[

)
und L die zugehörige Laplace-Transformierte von µ.

Zeigen Sie, dass L logarithmisch konvex ist, das heißt

L
(
λs+ (1− λ)t

)
= L(s)λL(t)1−λ

für alle s, t ∈ [0,∞[ und alle λ ∈]0, 1[.

Aufgabe A2.21:
Seien Qn (für n ∈ N) Wahrscheinlichkeitsmaße auf (R,B) mit zugehörigen
Verteilungsfunktionen Fn = 1]n,∞[.
Überprüfen Sie, ob es ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf (R,B) gibt mit
Qn

w−→ P .
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Aufgabe A2.22:
Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xn) eine Folge von messba-
ren Zufallsvariablen Ω→ R, deren Bildmaße PXn die Verteilungsfunktionen
Fn besitzen. Sei weiter ηa das Punkt-Wahrscheinlichkeitsmaß in a ∈ R.
Beweisen Sie

PXn
w−→ ηa =⇒ P-lim

n→∞
Xn = a.

Aufgabe A2.23:
Bezeichne Exp(τ) die Exponentialverteilung mit Parameter τ > 0.
Berechnen Sie CfExp(τ).
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3 Klassen von Wahrscheinlichkeitsräumen

Dieser abschließende Abschnitt befasst sich mit einigen Klassen von Wahr-
scheinlichkeitsräumen, die in der (parametrischen) mathematischen Statistik
von großer Bedeutung sind. Es handelt sich um die dominierten Klassen, die
als Spezialfälle die insbersondere für die Testtheorie bedeutsamen Klassen
mit isotonen Dichtequotienten und die Exponentialklassen enthalten. Es
bestehen auch wichtige Zusammenhänge zu den suffizienten Statistiken,
was Gegenstand einer Vorlesung über mathematische Statistik ist.

3.1 Allgemeine Klassen

Definition 3.1:
Seien Ξ 6= ∅, (A,A) ein Messraum und W := {Pϑ|ϑ ∈ Ξ} eine Kollektion
von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf A. Dann wird das Tripel (A,A,W) ein
statistischer Raum (oder eine Klasse von Wahrscheinlichkeitsräu-
men) genannt. Ξ heißt der Parameterraum von W die Elemente ϑ ∈ Ξ
Parameter.

Definition 3.2:
Ein Messraum (A,A) mit A ∈ Bn und A = A ∩ Bn heißt ein reeller
n-Messraum.

Definition 3.3:
Für i ∈ Nn seien Ξi 6= ∅ und (Ai,Ai,Wi) statistische Räume mit
Wi = {Pi,ϑi |ϑi ∈ Ξi}. Mit

A :=
n

#
i=1

Ai, A :=
n⊗
i=1

Ai

und W :=

{
n⊗
i=1

Pi,ϑi

∣∣∣∣∣ (ϑ1, . . . , ϑn) ∈
n

#
i=1

Ξi

}

ist dann (A,A,W) ein statistischer Raum und wird als das Produkt der
statistischen Räume (Ai,Ai,Wi) bezeichnet.
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Definition 3.4:
Seien Ξ 6= ∅ und (Ã, Ã, W̃) ein statistischer Raum mit W̃ = {P̃ϑ|ϑ ∈ Ξ},
so ist mit

A :=
n

#
i=1

Ã, A :=
n⊗
i=1

Ã

und W :=

{
Pϑ :=

n⊗
i=1

P̃ϑ

∣∣∣∣∣ ϑ ∈ Ξ

}

(A,A,W) ein statistischer Raum, der als die n-te Potenz von (Ã, Ã, W̃)
bezeichnet wird.

Definition 3.5:
Seien (Ω, C, Q) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Ai,Ai) reelle Messräume und
(Xi|i ∈ Nn) eine Famile von C-Ai-messbaren Zufallsvariablen Xi.

(3.5.1) Die Abbildung

X = (X1, . . . , Xn) : (Ω, C, Q) −→

(
n

#
i=1

Ai,
n⊗
i=1

Ai

)

heißt eine Stichprobe vom Umfang n und Xi die i-te
Stichprobenvariable für i = 1, . . . , n.

(3.5.2) Ist die Familie (Xi|i ∈ Nn) stochastisch unabhängig, so heißt
die Abbildung X aus (3.5.1) eine unabhängige Stichprobe
vom Umfang n.

(3.5.3) Ist die Abbildung X aus (3.5.1) eine unabhängige Stichpro-
be vom Umfang n, sind alle Xi identisch verteilt und gilt
(Ai,Ai) = (A,A) für alle i ∈ Nn, so wird X eine einfa-
che Stichprobe vom Umfang n genannt und (A,A) der
Merkmalraum von X.

Definition 3.6:
Seien (A,A) ein reeller Messraum und (F,F) ein Messraum. Eine A-F-
messbare Abbildung T : A→ F wird Statistik genannt.
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Notiz 3.7:
Seien (A,A) ein reeller Messraum, (A,A,W) mit W = {Pϑ|ϑ ∈ Ξ} (mit
Ξ 6= ∅) ein statistischer Raum, (F,F) ein Messraum und T : A → F eine
Statistik, so ist

(F,F ,WT ) mit WT := {Pϑ,T := (Pϑ)T |ϑ ∈ Ξ}

ebenfalls ein statistischer Raum.

Notiz 3.8:
Sind in Notiz 3.7 alle Pϑ (ϑ ∈ Ξ) verschieden, so sind nicht notwendig alle
Pϑ,T verschieden.

Beispiel 3.9:
Bezeichne B(n, p) die Binomialverteilung mit den Parametern n und p. Mit
dem Parameterraum Ξ = [0, 1] und W := {

⊗n
i=1B(1, p) | p ∈ [0, 1]} und

der durch

S
(
(x1, . . . , xn)

)
:=

∑n

i=1
xi für (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n

definierten P({0, 1}n)-P(N0
n)-messbaren Statistik S gilt

WS =
{
B(n, p)

∣∣ p ∈ [0, 1]
}
.

Beispiel 3.10:
Bezüglich der Normalverteilung werden häufig die folgenden statistischen
Räume betrachtet:

(a) (Rn,Bn,W) mit

W :=
{⊗n

i=1
N(a, σ2)

∣∣∣ (a, σ2) ∈ R× (R+ \ {0})
}
.

Hier sind also beide Parameter variabel, d. h. Ξ = R× (R+ \ {0}).

(b) Für festes a ∈ R: (Rn,Bn,Wa) mit

Wa =
{⊗n

i=1
N(a, σ2)

∣∣∣ σ2 > 0
}
.

Hier ist also nur der Parameter σ2 variabel, d. h. Ξ = R+ \ {0}.
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(c) Für festes σ2 > 0: (Rn,Bn,Wσ2) mit

Wσ2 =
{⊗n

i=1
N(a, σ2)

∣∣∣ a ∈ R
}
.

Hier ist also nur der Parameter a variabel, d. h. Ξ = R.

Während den statistischen Räumen in den Beispielen 3.9 und 3.10 konkrete
Wahrscheinlichkeitsmaße zugrunde lagen, lassen sich auch ausgehend von
einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsmaß bedeutsame statistische Räume
definieren.

Definition 3.11:
Seien n ∈ N, Ξ = R, P ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf B und für ϑ ∈ R sei

Tϑ : Rn → Rn mit Tϑ
(
(x1, . . . , xn)

)
= (x1 + ϑ, . . . , xn + ϑ)

die Bn-Bn-messbare Translation um den Vektor (ϑ, . . . , ϑ). Dann wird der
statistische Raum (Rn,Bn,Wn) mit W := {(

⊗n
i=1 P )Tϑ |ϑ ∈ R} der n-

dimensionale Translationsraum zu P und W die n-dimensionale
Translationsklasse zu P genannt.

Definition 3.12:
Seien X1, . . . , Xn Zufallsvariablen (R,B)→ (R,B), so heißt die Statistik

X̄ : (Rn,Bn)→ (R,B) mit X̄(x1, . . . , xn) :=
1
n

∑n

i=1
Xi(xi)

das arithmetische Stichprobenmittel (der Xi).

Notiz 3.13:
(3.13.1) Für festes σ2 > 0 ist der statistische Raum (Rn,Bn,W) mit

Wσ2 =
{⊗n

i=1
N(a, σ2)

∣∣∣ a ∈ R
}

der n-dimensionale Translationsraum zu N(0, σ2).

(3.13.2) Für festes σ2 > 0 ist der statistische Raum (R,B,Wσ2,X̄) der
eindimensionale Translationsraum zu N(0, σ

2

n ).
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Beispiel 3.14:
Ist P ein Punkt-W-Maß auf B, so besteht die zugehörige n-dimensionale
Translationsklasse zu P genau aus allen Punkt-W-Maßen auf Bn, die in
den Punkten der Diagonale

diagRn =
{

(x, . . . , x) ∈ Rn
∣∣ x ∈ R

}
konzentriert sind.

Analog zu den Translationsräumen werden die Homothetieräume definiert.

Definition 3.15:
Seien Ξ = R+, n ∈ N, P ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf B und für ϑ ∈ R
sei

Hϑ : Rn → R mit Hϑ

(
(x1, . . . , xn)

)
= (ϑx1, . . . , ϑxn)

die Homothetie um den Faktor ϑ. Hϑ ist offensichtlich eine Statistik. Der
statistische Raum (Rn,Bn,W) mit

W :=

{( n⊗
i=1

P

)
Hϑ

∣∣∣∣∣ ϑ ∈ Rn
}

wird der n-dimensionale Homothetieraum zu P genannt und W die
n-dimensionale Homothetieklasse zu P .

Notiz 3.16:
Für festes a ∈ R ist der statistische Raum (Rn,Bn,Wa) aus Beispiel 3.10(b)
der n-dimensionale Homothetieraum zum Wahrscheinlichkeitsmaß N(a, 1).

Definition 3.17:
Seien n ∈ N und Sn die n-te symmetrische Gruppe, also

Sn := {τ : Nn → Nn | τ bijektiv}.

Für τ ∈ Sn heißt die Statistik

Vτ : (Rn,Bn)→ (Rn,Bn)

mit Vτ
(
(x1, . . . , xn)

)
= (xτ(1), . . . , xτ(n))
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die Permutationsstatistik zu τ .
Ein statistischer Raum (Rn,Bn,W) mit W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ, Ξ 6= ∅} heißt
symmetrisch genau dann, wenn gilt

(∀ϑ ∈ Ξ) (∀τ ∈ Sn) (Pϑ)V (τ) = Pϑ.

Notiz 3.18:
(3.18.1) Potenzen statistischer Räume (R,B,W) sind symmetrisch.

(3.18.2) Die n-dimensionalen Translationsräume zu einem Wahr-
scheinlichkeitsmaß Q auf B sind symmetrisch.

(3.18.3) Die n-dimensionalen Homothetieräume zu einem Wahr-
scheinlichkeitsmaß Q auf B sind symmetrisch.

3.2 Dominierte Klassen

Von grundlegender Bedeutung für die mathematische Statistik sind die
nachstehend definierten dominierten Klassen von Wahrscheinlichkeitsräu-
men.

Definition 3.19:
Seien (A,A,W) mit W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ, Ξ 6= ∅} ein statistischer Raum und
µ ein σ-endliches Maß auf A. W heißt eine µ-dominierte Klasse (auf
A) genau dann, wenn eine der beiden folgenden äquivalenten Bedingungen
erfüllt ist:

(a) Für alle ϑ ∈ Ξ besitzt Pϑ eine µ-Dichte hϑ.

(b) Für alle ϑ ∈ Ξ ist Pϑ << µ.

Ist W eine µ-dominierte Klasse, so schreibt man hierfür W << µ.

Bemerkung 3.20:
Die Äquivalenz der Bedingungen (a) und (b) in Definition 3.19 folgt unmit-
telbar aus dem Satz von Radon-Nikodym, da µ σ-endlich ist.
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Notiz 3.21:
Die äquivalenten Bedingungen (a) und (b) aus Definition 3.19 lassen sich
auch schreiben als

(c) Für alle ϑ ∈ Ξ existiert ein hϑ ∈ M̄+(A) ∩ L̄1(µ), so dass für alle
C ∈ A

Pϑ(C) =
∫
C

hϑ dµ

gilt. Die hϑ dürfen dabei sogar als R-wertig angenommen werden.

Notiz 3.22:
Sei W eine µ-dominierte Klasse. Gilt dann ∅ 6= W̃ ⊂ W , so ist auch W̃ eine
µ-dominierte Klasse.

Notiz 3.23:
Jeder statistische Raum (Rn,Bn,W), wobei W ausschließlich aus λn-
stetigen Wahrscheinlichkeitsmaßen besteht, ist eine dominierte Klasse.

Beispiel 3.24:
Die statistischen Räume (Rn,Bn,W), (Rn,Bn,Wa) und (Rn,Bn,Wσ2) aus
Beispiel 3.10 sind λn-dominiert.

Satz 3.25:
Sei (A,A,W) ein statistischer Raum mit W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ, Ξ 6= ∅}, Pϑ
diskret für alle ϑ ∈ Ξ und es existiere ein abzählbares C ∈ A mit Pϑ(C) = 1
für alle ϑ ∈ Ξ. Dann ist (A,A,W) eine µ-dominierte Klasse, wobei µ das
C-Zählmaß auf A bezeichne.

Eine unmittelbare Konsequenz aus Satz 3.25 ist

Beispiel 3.26:
Der statistische Raum(

{0, 1}, P
(
{0, 1}

)
,
{
B(1, p)

∣∣ p ∈ [0, 1]
})

ist µ-dominiert, wobei µ das {0, 1}-Zählmaß auf P
(
{0, 1}

)
bezeichne.
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Satz 3.27:
Es sei (A,A,W) ein statistischer Raum mit W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ, Ξ 6= ∅} und
es gebe eine überabzählbare Teilmenge C ⊂ A mit {x} ∈ C für alle x ∈ C
und zu jedem x ∈ C existiere ein ϑ ∈ Ξ mit Pϑ

(
{x}
)
> 0.

Dann gibt es kein σ-endliches Maß µ, so dass (A,A,W) µ-dominiert ist.

Satz 3.28:
Für n ∈ N, j ∈ Nn seien Ξj 6= ∅ Parameterräume, (Aj ,Aj ,Wj) statistische
Räume sowie (A,A,W) ihr Produkt. Dann gelten:

(3.28.1) (A,A,W) ist genau dann dominiert, wenn für alle j ∈ Nn
(Aj ,Aj ,W) dominiert ist.

(3.28.2) Gilt für alle j ∈ Nn Wj << µj , so gilt W << µ mit
µ :=

⊗n
j=1 µj und für alle (ϑ1, . . . , ϑn) ∈ Ξ1 × . . . × Ξn

ist eine µ-Dichte von
⊗n

j=1 Pj,ϑj gegeben durch das Produkt
der µj-Dichten der Pj,ϑj . Dabei ist Wj = {Pj,ϑj |ϑj ∈ Ξj}.

Für n-te Potenzen gilt analog

Satz 3.29:
Sei (A,A,W) ein statistischer Raum und (Ã, Ã, W̃ ) seine n-te Potenz. Dann
ist (Ã, Ã, W̃ ) genau dann dominiert, wenn (A,A,W) dominiert ist.

Dominiertheit überträgt sich auch auf statistische Bildräume unter Statisti-
ken.

Satz 3.30:
Seien (A,A,W) mit W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ, Ξ 6= ∅} ein dominierter statistischer
Raum, (F,F) ein Messraum und S : A→ F eine Statistik. Dann ist auch
der statistische Raum (F,F ,WS) mit WS = {(Pϑ)S |ϑ ∈ Ξ} dominiert.

Die beiden folgenden Sätze charakterisieren die dominierten Translations-
und Homothetieräume.
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Satz 3.31:
Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf B und (Rn,Bn,W) der n-dimen-
sionale Translationsraum zu Q, so sind folgende Aussagen äquivalent:

(Rn,Bn,W) ist dominiert.

⇐⇒ W ist λn-dominiert.

⇐⇒ Für alle ϑ ∈ R und alle C ∈ Bn gilt

Qϑ(C) =
∫
C

f(x1 − ϑ) · . . . · f(xn − ϑ) dλn(x1, . . . , xn)

mit einer λ-Dichte f von Q.

Satz 3.32:
Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf B mit Q({0}) = 0 und (Rn,Bn,W)
der n-dimensionale Homothetie-Raum zu Q. Dann gilt:

(Rn,Bn,W) ist dominiert.

⇐⇒ W ist λn-dominiert.

⇐⇒ Für alle ϑ ∈ R und alle C ∈ Bn gilt

Qϑ(C) =
1
ϑn

∫
C

f
(x1

ϑ

)
· . . . · f

(xn
ϑ

)
dλn(x1, . . . , xn)

mit einer λ-Dichte f von Q.

Definition 3.33:
Sei (A,A) ein Messraum.

(3.33.1) IstW eine nicht-leere Menge σ-endlicher Maße auf A, so heißt

N (W) :=
{
N ∈ A

∣∣ (∀µ ∈ W) µ(N) = 0
}

die Menge aller W-Nullmengen.

(3.33.2) Gilt für zwei nicht-leere Mengen W1,W2 σ-endlicher Maße
auf A N (W1) = N (W2), so heißen W1 und W2 äquivalent,
in Zeichen W1 ∼ W2.
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Notiz 3.34:
Durch ∼ in (3.33.2) wird eine Äquivalenzrelation auf der Potenzmenge der
Menge der σ-endlichen Maße auf A definiert.

Notiz 3.35:
Ist W1 eine µ-dominierte Klasse und W2 eine weitere Klasse von Wahr-
scheinlichkeitsmaßen mit W1 ∼ W2, so ist auch W2 eine µ-dominierte
Klasse.

Satz 3.36:
Seien (A,A) ein Messraum und µ ein σ-endliches Maß auf A mit µ(A) > 0.
Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaß Q auf A mit {µ} ∼ {Q}.
Beweis: Gemäß [HK10, Aufgabe 32] gibt es eine Partition (Cn) von A mit Cn ∈ A
und 0 < µ(Cn) <∞ für alle n ∈ N. Für C ∈ A definiere

Q(C) =
X∞

n=1

1

2n
µ(C ∩ Cn)

µ(Cn)
.

Eine triviale Rechnung zeigt, dass Q ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf A ist.
Sei nun N ∈ A mit Q(N) = 0, so folgt wegen 0 < µ(Cn) <∞, dass µ(N ∩ Cn) = 0 gilt
für alle n ∈ N. Damit folgt

µ(N) = µ
“
N ∩

X
n∈N

Cn
”

=
X

n∈N
µ(N ∩ Cn) = 0.

Es gilt also N ({Q}) ⊂ N ({µ}). Ist nun N ∈ A mit µ(N) = 0, so gilt µ(N ∩ Cn) = 0
für alle n ∈ N und damit nach Definition Q(N) = 0. Schließlich folgt daher auch
N ({µ}) ⊂ N ({Q}), d. h. insgesamt {µ} ∼ {Q}. �

Corollar 3.37:
Seien (A,A) ein Messraum und W eine Klasse von Wahrscheinlichkeitsma-
ßen auf A, welche µ-dominiert ist. Dann gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmaß
Q auf A mit W << {Q} und {µ} ∼ {Q}.
Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 3.36 und Notiz 3.35. �

Satz 3.38:
Sei (A,A) ein Messraum.

(3.38.1) Sei ∅ 6= Ξ ⊂ N und W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ} eine abzählbare Menge
von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf A. Dann ist W äquivalent
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zu jedem Wahrscheinlichkeitsmaß P auf A, das sich schreiben
lässt als

P =
∑

ϑ∈Ξ
λϑPϑ,

wobei λϑ > 0 für alle ϑ ∈ Ξ gelte und
∑
ϑ∈Ξ λϑ = 1.

(3.38.2) Eine nicht-leere Menge W von Wahrscheinlichkeitsmaßen
auf A ist genau dann eine dominierte Klasse, wenn es eine
abzählbare Teilmenge W̃ von W gibt mit W̃ ∼ W.

3.3 Klassen mit isotonen Dichtequotienten
Eine wichtige Teilklasse der dominierten Klassen bilden die Klassen mit
isotonen Dichtequotienten.

Definition 3.39:
Seien ∅ 6= Ξ ⊂ R, (A,A) ein reeller n-Messraum, µ ein σ-endliches Maß auf
A, W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ} eine µ-dominierte Klasse und T : (A,A) → (R,B)
eine Statistik. Gibt es dann zu je zwei ϑ1, ϑ2 ∈ Ξ mit ϑ1 < ϑ2 eine momoton
steigende Funktion Hϑ1,ϑ2 : R→ R̄ mit

Hϑ1,ϑ2 ◦ T =
fϑ1

fϑ2

Pϑ1 + Pϑ2-fast überall,

dann heißt W eine Klasse mit isotonen Dichtequotienten (in T ).
Dabei bezeichnen die fϑi µ-Dichten von Pϑi für i = 1, 2.
Lassen sich die Funktionen Hϑ1,ϑ2 dabei auf T (A) streng monoton wachsend
wählen, so wird W auch eine Klasse mit strikt isotonen Dichtequoti-
enten (in T ) genannt. Der statistische Raum (A,A,W) selber wird dann
ein statistischer Raum mit (strikt) isotonen Dichtequotienten (in
T ) genannt.

Lemma 3.40:
Seien (A,A) ein Messraum, P.Q Wahrscheinlichkeitsmaße auf A und µ, η
σ-endliche Maße auf A mit P,Q << µ und P,Q << η. Mit

P = fPµ, Q = fQη

P = gPµ, Q = gQη
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gilt dann
gP
fP

=
gQ
fQ

P +Q-fast überall.

Mittels des Lemmas lässt sich zeigen

Bemerkung 3.41:
Definition 3.39 ist unabhängig von dem gewählten dominierenden σ-end-
lichen Maß µ und folglich auch von den gewählten µ-Dichten.

Notiz 3.42:
In Definition 3.39 reicht die Existenz der Funktionen Hϑ1,ϑ2 auf T (A),
da man monotone Funktionen auf T (A) zu monotonen Funktionen auf R
fortsetzen kann.

Die Definition 3.39 zugrundeliegende Statistik ist nicht eindeutig. Es gilt

Lemma 3.43:
Sei V : R→ R eine streng monoton wachsende Funktion. Ist dann W eine
Klasse mit (strikt) isotonen Dichtequotienten in T , so ist W auch eine
Klasse mit (strikt) isotonen Dichtequotienten in V ◦ T .

Notiz 3.44:
In einer Klasse W mit isotonen Dichtequotienten dürfen die Funktionen
Hϑ1,ϑ2 als nicht-negativ angenommen werden.

Beispiele 3.45:
(3.45.1) Seien (A,A,W) der statistische Raum mit A = {0, 1}n,

A = P
(
{0, 1}n

)
und W =

{⊗n
j=1B(1, p)

∣∣ p ∈ [0, 1]
}
. Die

Statistik T : {0, 1}n → R sei gegeben durch

T
(
(x1, . . . , xn)

)
= x1 + . . .+ xn.

Dann ist W eine Klasse mit strikt isotonen Dichtequotienten
in T .
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(3.45.2) Sei σ2 ∈ R+ \ {0} fest. Weiter sei (A,A,W) der statistische
Raum mit

(A,A,W) =

(
Rn, Bn, Wσ2 =

{ n⊗
i=1

N(a, σ2)
∣∣∣∣ a ∈ R

})
.

Dann istWσ2 eine Klasse mit strikt isotonen Dichtequotienten
in der Statistik X̄.

Definition 3.46:
Für n ∈ N heißt die Statistik

O = (O1, . . . ,On) : (Rn,Bn)→ (Rn,Bn)

O
(
(x1, . . . , xn)

)
= (x[1], . . . , x[n])

die Ordnungsstatistik auf Rn.
Dabei ist (x[1], . . . , x[n]) das eindeutig bestimmte n-Tupel, das entsteht,
wenn die Komponenten von x1, . . . , xn) nach aufsteigender Reihenfolge
geordnet werden.

Notiz 3.47:
Es gelten

O1

(
(x1, . . . , xn)

)
= min

i∈Nn
{xi}

mit On
(
(x1, . . . , xn)

)
= max

i∈Nn
{xi}.

Das folgende Beispiel liefert Klassen mit isotonen, aber nicht strikt isotonen
Dichtequotienten.

Beispiele 3.48:
Seien a < b und Ga,b die stetige Gleichverteilung auf [a, b], d. h.

(∀C ∈ B) Ga,b(C) =
1

b− a
λ
(
C ∩ [a, b]

)
.
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(3.48.1) Für festes a ∈ R sei (A,A,aW) der statistische Raum mit

(A,A,aW) =

(
Rn, Bn,

{ n⊗
i=1

Ga,b

∣∣∣∣ b ∈]a,∞[
})

.

Dann ist aW eine Klasse mit isotonen, aber nicht strikt isoto-
nen Dichtequotienten in der Statistik O1.

(3.48.2) Für festes b ∈ R sei (A,A,Wb) der statistische Raum mit

(A,A,Wb) =

(
Rn, Bn,

{ n⊗
i=1

Ga,b

∣∣∣∣ a ∈]−∞, b[
})

.

Dann ist Wb eine Klasse mit isotonen, aber nicht strikt isoto-
nen Dichtequotienten in der Statistik On.

Satz 3.49:
Seien (A,A) ein n-reeller Messraum, F ∈ B und T : A→ F eine Statistik
ausM(A,F ∩ B). Weiter seien

W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ, Ξ 6= ∅}

eine Kollektion von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf A und (A,A,W) ein
statistischer Raum mit isotonen Dichtequotienten in T .
Dann ist (F,F ∩ B,WT ) mit W = {(Pϑ)T |ϑ ∈ Ξ} ein statistischer Raum
mit isotonen Dichtequotienten in idF.

Bemerkung 3.50:
Gilt unter den Voraussetzungen von Satz 3.49 zusätzlich F = T (A), so folgt:
Ist (A,A,W) ein statistischer Raum mit strikt isotonen Dichtequotienten
in T , so ist (F,F ∩ B,WT ) ein statistischer Raum mit strikt isotonen
Dichtequotienten in idF.

Beispiel 3.51:
Sei σ2 ∈ R+ \ {0} fest und

(A,A,W) =

(
Rn, Bn, Wσ2 =

{ n⊗
i=1

N(a, σ2)
∣∣∣∣ a ∈ R

})
.



EXPONENTIALKLASSEN 97

Dann ist gemäß (3.45.2) Wσ2 eine Klasse mit strikt isotonen Dichtequoti-
enten in der Statistik X̄ und somit Wσ2,X̄ eine Klasse mit strikt isotonen
Dichtequotienten in idR, für die gilt

Wσ2,X̄ :=
{
N
(
a,
σ2

n

) ∣∣∣∣ a ∈ R
}
.

Es ist zunächst überhaupt nicht evident, dass zwischen Verteilungsfunktio-
nen einer Klasse von isotonen Dichtequotienten ein isotoner Zusammenhang
besteht.

Lemma 3.52:
Seien P,Q Wahrscheinlichkeitsmaße auf B, µ ein σ-endliches Maß auf B,
hP und hQ µ-Dichten von P und Q und g : R→ R̄+ monoton mit g = fP

fQ

P +Q-fast überall. Weiter seien FP , FQ die Verteilungsfunktionen von P
und Q. Dann gelten

(3.52.1) Ist g isoton, so gilt FQ ≤ FP .

(3.52.2) Ist g antiton, so gilt FP ≤ FQ.

Satz 3.53:
Sei (R,B,W) (mit W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ, Ξ 6= ∅}) ein statistischer Raum mit
isotonen Dichtequotienten in idR. Sind Fϑ die Verteilungsfunktionen von
Pϑ, so gilt für alle ϑ1, ϑ2 ∈ Ξ mit ϑ1 ≤ ϑ2

Fϑ2 ≤ Fϑ1 .

3.4 Exponentialklassen
Als zweite Teilklasse der dominierten Klassen werden abschließend die
Exponentialklassen vorgestellt, die sich durch für die Testtheorie bedeut-
same Differenzierbarkeitseigenschaften auszeichnen und die sich in ihrer
kanonischen Darstellung ausnahmslos auch als Klassen mit isotonen Dich-
tequotienten erweisen. Das Skriptum abschließend wird ein Beispiel für
eine Klasse mit isotonen Dichtequotienten angegeben, die sich nicht als
Exponentialklasse darstellen lässt.
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Definition 3.54:
Sei (A,A) ein n-reeller Messraum, µ ein σ-endliches Maß auf A, Ξ ⊂
R mit card(Ξ) > 1, W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ} eine µ-dominierte Klasse von
Wahrscheinlichkeitsmaßen auf A, T : (A,A) → (R,B) eine Statistik und
Φ : Ξ→ R eine Funktion.
Existieren dann Funktionen f ∈ M̄+(A) und Φ0 : Ξ→ R mit

(∀ϑ ∈ Ξ) Pϑ = eΦ(ϑ)T−Φ0(ϑ)fµ,

so wird W eine Exponentialklasse (auf A) in Φ und T genannt.
Den statistischen Raum (A,A,W) selber nennt man dann einen Exponen-
tialraum.

Notiz 3.55:
Ist die µ-dominierte Klasse W eine Exponentialklasse in Φ und T , so gibt
es zu jedem weiteren W dominierenden σ-endlichem Maß η ein g ∈ M̄+(A)
mit

Pϑ = eΦ(ϑ)T−Φ0(ϑ)gη,

d. h. die Definition einer Exponentialklasse ist unabhängig vom dominie-
renden σ-endlichen Maß µ.

Bemerkung 3.56:
(3.56.1) Die Funktion Φ : Ξ→ R einer Exponentialklasse in Φ und T

ist injektiv.

(3.56.2) Ist W eine Exponentialklasse in Φ und T , so ist T nicht
W-fast überall konstant.

Satz 3.57:
Ist W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ,Ξ 6= ∅} eine Exponentialklasse in Φ und T , so gilt für
alle ϑ1, ϑ2 ∈ Ξ

N
(
{Pϑ1}

)
= N

(
{Pϑ2}

)
.

Beweis: Sei N ∈ N
`
{Pϑ1}

´
, d. h.

0 = Pϑ1 (N) =

Z
1Ne

Φ(ϑ1)T−Φ0(ϑ1)f dµ
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mit einem festen f ∈ M̄+(A). Es folgt

1Ne
Φ(ϑ1)T−Φ0(ϑ1)f = 0 µ-fast überall.

Wegen der strikten Positivität von exp folgt

1Ne
Φ(ϑ2)T−Φ0(ϑ1)f = 0

und damit auch
0 = Pγ2 (N) =

Z
1Ne

Φ(ϑ2)T−Φ0(ϑ2)f dµ,

d. h. N ∈ N
`
{Pϑ2}

´
.

N
`
{Pϑ2}

´
⊂ N

`
{Pϑ1}

´
folgt analog. �

Satz 3.58:
Seien ∅ 6= Ξ ⊂ R und (A,A,W) mit W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ} eine Exponential-
klasse in Φ und T .

(3.58.1) Ist Φ isoton, so ist (A,A,W) ein statistischer Raum mit strikt
isotonen Dichtequotienten in T .

(3.58.2) Ist Φ antiton, so ist (A,A,W) ein statistischer Raum mit
strikt isotonen Dichtequotienten in −T .

(3.58.3) Ist Ξ zusätzlich offen in R und Φ auf Ξ stetig, so ist Φ isoton
oder antiton, womit einer der beiden obigen Fälle eintritt.

Notiz 3.59:
Seien Ξ 6= ∅ und (A,A,W) mitW = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ} eine Exponentialklasse in
Φ und T , so ist für ein ∅ 6= Ξ̂ ⊂ Ξ und Ŵ := {Pϑ |ϑ ∈ Ξ̂} auch (A,A, Ŵ)
auch ein Exponentialraum in Φ|Ξ̂ und T .

Bei einem Exponentialraum in Φ und T sind sowohl die Statistik T (fast
überall) als auch die Funktion Φ durch affin-lineare Abbildungen eindeutig
bestimmt. Genauer gilt:

Satz 3.60:
Seien Ξ 6= ∅, W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ} und (A,A,W) eine Exponentialklasse in
Φ und T . Seien T̂ ∈ M(A) eine weitere Statistik und Φ̂ : Ξ → R eine
Funktion.
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(A,A,W) ist genau dann ein Exponentialraum in Φ̂ und T̂ , wenn
T̂ = aT + b W-fast überall und Φ̂ = 1

aΦ + c gilt für gewisse a ∈ R \ {0}
und b, c ∈ R.

Satz 3.61:
Sei (Ã, Ã, W̃) ein Exponentialraum in Φ und T̃ . Dann ist die n-te Potenz
(A,A,W) von (Ã, Ã, W̃) ein Exponentialraum in Φ und T , wobei die
Statistik T für a = (a1, . . . , an) ∈ A definiert ist durch

T (a) = T̃ (a1) + . . .+ T̃ (an).

Satz 3.62:
Sei F ∈ B und (A,A,W) ein Exponentialraum in Φ und T ∈M(A,F ∩ B).
Dann ist der statistische Bildraum (F,F ∩ B,WT ) ein Exponentialraum in
Φ und idF.

Beispiele 3.63:
(3.63.1) Der statistische Raum(

{0, 1}n, P
(
{0, 1}n

)
,

{ n⊗
i=1

B(1, p)
∣∣∣∣ p ∈]0, 1[

})
ist eine Exponentialklasse in

Φ :]0, 1[→ R, p 7→ log
(

p

1− p

)
und der Statistik

T : {0, 1}n → R, (x1, . . . , xn) 7→ x1 + . . .+ xn.

(3.63.2) Sei σ2 ∈ R+ \ {0} fest. Der statistische Raum(
Rn, Bn,

{ n⊗
i=1

N(a, σ2

∣∣∣∣ a ∈ R
})

ist eine Exponentialklasse in

Φ : R→ R, a 7→ na

σ2
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und der Statistik T = X̄.

(3.63.3) Sei a ∈ R fest. Der statistische Raum(
Rn, Bn,

{ n⊗
i=1

N(a, σ2)
∣∣∣∣σ2 ∈ R+ \ {0}

})
ist eine Exponentialklasse in

Φ : R+ \ {0} → R, σ2 7→ − 1
2σ2

und der Statistik

T : Rn → R, (x1, . . . , xn) 7→
∑n

i=1
(xi − a)2.

Definition 3.64:
Es seien (A,A) ein reeller n-Messraum, T : A → R eine Statistik und
W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ, Ξ 6= ∅} eine Klasse, die durch ein σ-endliches Maß auf A
dominiert werde. Ist Ξ ⊂ R und W eine Exponentialklasse in idΞ und T , so
heißt W eine Exponentialklasse (in T ) in kanonischer Darstellung.

Satz 3.65:
Jede Exponentialklasse lässt sich als Exponentialklasse in kanonischer
Darstellung schreiben.

Satz 3.66:
Jede Exponentialklasse (in T ) in kanonischer Darstellung ist eine Klasse
mit isotonen Dichtequotienten in T .

Theorem 3.67:
Sei W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ} eine Exponentialklasse in T in kanonischer Darstel-
lung, wobei W von dem σ-endlichen Maß µ auf A dominiert werde. Es
bezeichne Ξ̊ den inneren Kern von Ξ.
Für jede Funktion f ∈

⋂
ϑ∈Ξ L̄1(Pϑ) wird dann durch

Bf : Ξ→ R, ϑ 7→
∫
f · eϑT dµ
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eine Funktion definiert, die auf Ξ̊ beliebig oft differenzierbar ist. Dabei gilt
für alle ϑ0 ∈ Ξ̊ und alle k ∈ N

B
(k)
f (ϑ0) =

∫
T k · f · eϑ0T dµ.

Das Skriptum abschließend wird ein Beispiel dafür angegeben, dass nicht
jede Klasse mit isotonen Dichtequotienten eine Exponentialklasse ist.

Beispiel 3.68:
Seien aW und Wb die Klassen mit isotonen Dichtequotienten aus Beispiel
3.48. Es gibt kein Φ und T , so dass aW und Wb zu Exponentialklassen (in
T ) werden.
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3.5 Übungen
Aufgabe A3.1:
Seien n ∈ N und τ ∈ Sn.
Zeigen Sie, dass die Permutationsstatistik Vτ zu τ Bn-Bn-messbar ist.

Aufgabe A3.2:
Seien (A,A) ein Messraum und W1,W2 zwei Mengen von Wahrscheinlich-
keitsmaßen auf A und W :=W1 ∪W2.
Beweisen Sie: W ist genau dann eine dominierte Klasse, wenn W1 und W2

dominierte Klassen sind.

Aufgabe A3.3:
Sei (Rn,Bn,W) ein statistischer Raum, wobei W aus überabzählbar vielen
Punkt-Wahrscheinlichkeitsmaßen auf Bn besteht.
Überprüfen Sie, ob W eine dominierte Klasse ist.

Aufgabe A3.4:
(a) Sei (A,A,W) ein statistischer Raum. Zeigen Sie

N (W) =
⋂
Q∈W

N ({Q}).

(b) Sei (A,A) ein Messraum. Zeigen Sie für jede Familie (Wi | i ∈ I) von
Mengen Wi, die aus Wahrscheinlichkeitsmaßen auf A bestehen:⋂

i∈I
N (Wi) = N

(⋃
i∈I
Wi

)

Aufgabe A3.5:
Sei (A,A) ein Messraum. W bestehe aus abzählbar vielen Wahrscheinlich-
keitsmaßen auf A.
Überprüfen Sie, ob W dominiert ist.

Aufgabe A3.6:
Sei (A,A,W) ein µ-dominierter statistischer Raum mit



104 3 KLASSEN VON WAHRSCHEINLICHKEITSRÄUMEN

W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ,Ξ 6= ∅} derart, dass ein ϑ0 ∈ Ξ existiert mit
Pϑ0 = fϑ0µ und fϑ0 > 0 µ-fast überall. Zeigen Sie: W ∼ {µ}.

Aufgabe A3.7:
Wir betrachten den statistischen Raum

(A,A,W) :=
(
R, B,

{
N(a, σ2)

∣∣ a ∈ R, σ2 ∈ R+ \ {0}
})
.

Zeigen Sie, dass W N(0, 1)-dominiert ist.

Aufgabe A3.8:
Sei W eine Klasse mit (strikt) isotonen Dichtequotienten in T und c > 0.
Überprüfen Sie, ob W eine Klasse mit (strikt) isotonen Dichtequotienten
in c · T ist.

Aufgabe A3.9:
Sei a ∈ R fest. Zeigen Sie für den statistischen Raum (Rn,Bn,W) mit

W =
{ n⊗
i=1

N(a, σ2)
∣∣∣ σ2 ∈ R+ \ {0}

}
,

dass W eine Klasse mit isotonen Dichtequotienten in der durch

T : Rn → R, (x1, . . . , xn) 7→
∑n

i=1
(xi − a)2

definierten Statistik T ist.

Aufgabe A3.10:
Es sei W = {Pϑ |ϑ ∈ Ξ, Ξ 6= ∅} eine Exponentialklasse in T in kanonischer
Darstellung.
Beweisen Sie für jedes ϑ0 ∈ Ξ̊: T besitzt für jedes k ∈ N ein endliches k-tes
Moment unter Pϑ0 , d. h. es gilt T k ∈ L̄1(Pϑ0) für alle k ∈ N.
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