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Einleitung

In den drei Kapiteln dieses zweiten Teils der ,Grundziige der Maf- und
Integrationstheorie werden, der Zielsetzung des ersten Teils folgend, Ge-
gensténde besprochen, die fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie und die Ma-
thematische Statistik von Bedeutung sind.

Abschnitt 1 behandelt die Rdume der p-fach integrierbaren Funktionen auf
beliebigen Mafrdumen unter strukturellen Gesichtspunktspunkten. Einige
dieser Ergebnisse sind im Spezialfall des n-dimensionalen reellen Raumes,
versehen mit dem Lebesgue-Maf, bereits aus der Analysis bekannt, z.B. die
Banachraum-Struktur der p-fach integrierbaren Funktionen fiir p > 1 sowie
die Hilbertraum-Struktur der quadratisch integrierbaren Funktionen. Die
Konvergenztheorie in diesen Rdumen wird in allgemeinerem Zusammenhang
in Abschnitt 2 behandelt.

Abschnitt 2 untersucht Konvergenzbegriffe fiir Folgen messbarer Funktionen,
wie z.B. die punktweise Konvergenz fast iiberall, die fastgleichméfige Kon-
vergenz, die u-stochastische Konvergenz, die Konvergenz im p-ten Mittel
und die schwache Konvergenz und stellt Zusammenhénge zwischen diesen
her. Weiter werden die schwache und die vage Konvergenz fiir Folgen von
Mafen untersucht, sowie im Zusammenhang damit stehend, die charakteri-
stischen Funktionen. Mittels einer Teilaussage des Portemanteau-Theorems
und des Stetigkeitssatzes von Lévy wird ein Beweis des schwachen Zentralen
Grenzwertsatzes gegeben. Auf den eigentlichen Zentralen Grenzwertsatz
von Lindeberg-Feller fiir unabhéngige, zentrierte, normierte Schemata wird
nicht eingegangen.

Abschnitt 3 schlieklich behandelt ebenfalls unter strukturellen Gesichts-
punkten Klassen von Wahrscheinlichkeitsrdumen, die fiir die Mathematische
Statistik von Bedeutung sind, wobei die dominierten Klassen, die Klassen
mit isotonen Dichtequotienten und die Exponentialklassen im Vordergrund
stehen.

Die Abschnitte 1 und 2 sind mafgeblich beeinfluft von [Bau92], [Els07]
und [Kle06], der Abschnitt 3 ist gepriagt durch [EM82].

Wie im ersten Teil werden Beweise nur sehr sporadisch présentiert.
Vorausgesetzt werden die Pflichtkurse in Analysis, eine einfithrende Vor-
lesung zur Wahrscheinlichkeitstheorie, der Inhalt von Teil 1 [HK10] sowie
Grundkenntnisse in mengentheoretischer Topologie, wie sie z.B. in [Jan90]
vermittelt werden. An einigen Stellen werden Begriffe aus der Funktionen-
theorie benutzt, die — ohne im Verstdndnis des iibrigen Textes gestort
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zu werden — iiberlesen oder bei Bedarf in [DR72| nachgelesen werden
koénnen.

Herrn Dipl.-Mathematiker Tobias Oesterwind sind wir nicht nur fiir die
hervorragende Umsetzung der Vorlage in LaTeX zu herzlichem Dank ver-
pflichtet, sondern auch fiir sein sorgféltiges Gegenlesen des Manuskripts.

Duisburg/Haan, im Sommer 2010
Wolfgang Hiimbs und Klaus Kuzyk



1 LP-Raume

LP-Réume kommen bereits (implizit) in einer einfithrenden Vorlesung zur
Wahrscheinlichkeitstheorie vor, z. B. bei der Definition der Varianz und
allgemeiner der p-ten Momente. In diesem Abschnitt werden zunéchst die £P-
R&ume und anschliefend die LP-Raume unter strukturellen Gesichtspunkten
betrachtet.

Die wichtige Konvergenz im p-ten Mittel wird in allgemeinem Rahmen in
Abschnitt 2 diskutiert. Gelegentlich werden komplex-wertige messbare und
integrierbare Funktionen bendtigt.

1.1 Komplex-wertige Funktionen

Vereinbarung 1.1:
C = R? wird mit der o-Algebra B? versehen und ist somit ein Messraum.

Notiz 1.2:
Sei (Q, A, ) ein Mafiraum. f : Q — C ist genau dann messbar, wenn Ref
und Imf messbar sind.

Notiz 1.3:
Seien (€, A, 1) ein Mafiraum, f,g : Q — C messbar und r,s € C. Dann

sind auch rf + sg, f - g, 5 (falls g nullstellenfrei ist) und |f| messbar.

Notiz 1.4:

Sei (Q, A, ) ein Mafiraum. Fiir ein f : Q — C gilt dann

f ist messbar.
< (Ref)", Imf)", (Ref)” und (Imf)~ sind messbar.

Definition 1.5:
Sei (2,4, p) ein Mafiraum. f : Q@ — C heift p-integrierbar, falls f
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messbar ist und
/ (Ref)* dp . / (Ref)~ du
Jamntan . [

alle endlich sind. Die komplexe Zahl
[tan = [repytan— [eny dusi [t du-i [(mp) de

(mit ¢ = y/—1) heift dann das p-Integral von f.

Vereinbarung 1.6:

Um die Notationen nicht iiberzustrapazieren, verwenden wir die in [HK10]
eingefiihrten Notationen £'(u) (spiter £P(u)), M, usw. auch fiir komplex-
wertige Funktionen. Ausgenommen sind natiirlich diejenigen, die im Kom-
plexen i. A. keinen Sinn machen wie etwa M™.

Notiz 1.7:
Sei (2, A, 1) ein Maraum. f : Q — C ist genau dann p-integrierbar, wenn
Ref und Imf es sind. Es gelten dann

(1.7.1) /fdu = /Refdu+i/1mfdu

(1.7.2) Re (/fdu> _ /Refdu
(1.7.3) Tm (/fdu) _ /Imfdu

Notiz 1.8:
Sei (2, A, ) ein Mafiraum. Fiir eine Funktion f : @ — C sind dann
dquivalent:

(1.8.1) feLl(u)
(1.8.2)  Ref,Imf € L' (u)
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(18.3)  (Ref)*,(Ref)~, (Imf)*, (Imf)~ € £}(n).

(1.8.4) Es gibt Rt-wertige Funktionen gi,g2,h1,he € MT mit
f=1(91 —g2) +i(h1 — ha).

(1.8.5)  f € M und es existiert ein R*-wertiges g € M™ mit |f| < g.

(1.8.6) feMund|f| € LM (p).

Notiz 1.9: Linearitat
Seien (2, A, i) ein Mafiraum und f, g : Q@ — C p-integrierbar und r, s € C.
Dann ist auch rf 4+ sg p-integrierbar mit

/(rf+$g)du = r/fdu—l—s/gdu.
Notiz 1.10:
Seien (2, A, 1) ein Mafraum und f : Q — C p-integrierbar. Dann gilt

‘/fdu‘ < /\fldu-
Notiz 1.11:

Seien (2, A, 1) ein Makraum und f : Q@ — C eine Funktion. f heift
beschrinkt, falls es ein K > 0 gibt mit |f(w)| < K fiir alle w € Q.
Ist f messbar und beschréinkt mit z({f # 0}) < oo, so ist f p-integrierbar.

Diese Einfiihrung komplex-wertiger Funktionen abschliefsend werden noch
zwei wichtige Sétze aus der Konvergenztheorie sowie eine komplexe Fassung
des Satzes von Fubini angefiihrt.

Theorem 1.12: Majorisierte Konvergenz im komplexen Fall
Seien (9, A, 1) ein Maraum, die Funktionen f, f,, : Q — C seien messbar
fiir alle n € N und es gelte lim f,, = f p-fast iiberall. Weiter gebe es ein
RT-wertiges g € M mit |f,]| < g p-fast iiberall fiir alle n € N.

Dann sind f und alle f, p-integrierbar und es gelten
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(1.12.1)  lim [ fodp = /fdu

(1.12.2) nli_)rréo/|fn—f|du =0

Satz 1.13: Vertauschung von Differentiation und Integration im
Komplexen

Es seien W ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg in C, || der Trager
des Weges, V' C C offen und

P(£,2), Q& 2) € C(IW[xV)
zwei stetige komplex-wertige Funktionen auf [W| x V', so dass gelten
(a) Fiir jeden (festen) Punkt £ € |W| sind die Funktionen
Pe(z) = P(§,2)  wnd  Qe(z) = Q(&2)
fiir alle z € C reell differenzierbar auf V.
(b) Die vier Funktionen

oP 0P, oP OP,
5,69 = 52 . Go(6a) = 2 0)

0z
0 0 0
Do = e Thes = FE

sind stetig auf [W| x V.

Dann ist die auf V definierte Funktion
1) = [ [Pl d + Q&) de]
w
reell differenzierbar auf V' und es gelten fiir jedes zg € V'

(1.13.1) %—Ij(zo) = /W [g—f(f,zo)df + %(&z@)dé]

(1.13.2) %—IZ(ZO) = /W [g—g(ﬁ,zO)dé + %(5&0)%]
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Corollar 1.14:
Seien W ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg in C, V' C C offen und
die Funktion P (¢, z) € C(|W] x V) habe folgende Eigenschaften:

(a) Fiir jedes ¢ € |W] ist die Funktion P:(z) := P(&, z) holomorph auf
V.

(b) Die Ableitung 2E(¢, 2) := P{(2) ist stetig auf W] x V.

Dann ist die Funktion

H:V-C, H(z)::/ P&, 2)d¢
w
holomorph mit
oP
H'(z) = — dg.
()= [ (62 de
Beweis: Satz 1.13 und % = 0 fir holomorphe Funktionen f. O

Theorem 1.15: Fubini im Komplexen I
Es seien (Q, A4, 1), (Q, A, i) Mafrdume mit o-endlichen Mafen p, fi sowie

f:QxQ — C p® j-integrierbar. Dann ist f(w,.) ji-integrierbar p-fast
iiberall mit

T = {we Q| f(w,.) ist nicht fi-integrierbar} € A
und f(., @) ist p-integrierbar fi-fast iiberall mit

T = {&J e | f(., @) ist nicht M—integrierbar} € A

Weiter sind die Funktionen
o [ .2 i) und o [ flw.2)duw)
Q Q

p-integrierbar iiber T bzw. fi-integrierbar iiber TC und es gilt

/med(/u@ﬂ) /Tc (/Q f(w,&)d/j(&;)) dpa(w)
L ([ fwarn) an)
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Theorem 1.16: Fubini im Komplexen II
Seien (2, A, ), (2, A, i) Makrdume mit o-endlichen Maken g, fi. Ist
f:OxQ—C AR A-messbar und eines der Integrale

/ Ifld(u % ),
Q

X2

([ 1.1dn@) dute,
| ([ 1.0)du0)) dica)

endlich, so sind alle drei Integrale endlich und gleich. Zudem ist f u ® f-
integrierbar und es gelten die Aussagen von Theorem 1.15.

Obwohl strikt zwischen den Kérpern R und C zu unterscheiden ist, lassen
sich in der Funktionalanalysis viele Aussagen wortgleich fiir R- und C-
Vektorrdume formulieren, was folgende Konvention nahelegt:

Vereinbarung 1.17:
K bezeichne stets einen der Kérper R und C.

Nach diesen Préliminarien wird sich zunéchst den £P-R&umen und anschlie-
fend den LP-Raumen zugewandt.

1.2 LP-Riaume

Definition 1.18:
Seien (2, A, 1) ein Mafraum, p > 0 und f : Q@ — K messbar. Mit coP := oo

und oo ? := 0 sei )
P
Ny(f) = ( / prdu> |
Notiz 1.19:

N,(f) ist wohldefiniert wegen |f|P € M™.
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Notiz 1.20:
Fiir v € K gilt N,(vf) = |7|N,(f).

Definition 1.21:
Seien (2, A, 1) ein Mafiraum, p = oo und f : Q — K messbar. Dann wird
Noo(f) definiert durch

Noo(f) = ess suplf].

Zur Erinnerung: ess sup|f| := inf{y € [0,00] : |f| < 7 p-fast Gberall}.
ess sup| f] heift das wesentliche Supremum von |f].

Notiz 1.22:
Auch fiir Noo(f) und v € K gilt Noo(7f) = |7|Noo (f)-

Satz 1.23:
Fir () < oo, f : @ — K messbar und No(f) < oo gilt
Noo(f) = limy_.oo Np(f). Dies erklért die Bezeichnung Neo(f).

Satz 1.24: Jensensche Ungleichung
Seien (92, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, J C R ein Intervall,
f:Q — J P-integriebar und 7 : J — R konvex. Dann gelten:

(1.24.1) /fdP eJ

(124.2) 7ofeL]

(1.24.3) T(/fdp) §/7’ofdP

Aus Folgerungen der Jensenschen Ungleichung l&sst sich schliefen:

Theorem 1.25: Ho6ldersche Ungleichung
Seien (92,4, ) ein Mafraum, 1 < p,q < oo mit %—l—% = 1 (mit der
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Festlegung é =0) und f,g: 2 — K messbar. Dann gilt

Ni(fg) < Np(f) - No(9)-

Corollar 1.26: Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(/Ifgdu)2 < (frrean) - ( [roran)

Beweis: Setze p=q = 2 in Theorem 1.25. O

Bemerkung 1.27:

Seien (9, A, p) ein Mafraum, 0 < p < 1 und % + % =1 (also ¢ < 0),
f,9 : © — K messbar sowie u({g =0} \{f = O}) = 0. Dann gilt fiir
[ 1g|* dp < oo folgende Form der Holderschen Ungleichung:

[1s9ldn = </|f|pdu>é-</g|qdu)é.

Aus der Holderschen Ungleichung lésst sich schlieffen:

Satz 1.28: Minkowskische Ungleichung
Seien (€, A, 1) ein Mafraum, 1 < p < co und f,g: Q — K messbar. Dann
gilt

Np(f“‘Q) < Np(f)+Np(g)-

Bemerkung 1.29:
Im Falle 0 < p < 1 lasst sich nur

No(f +9) < (N2(f) + N2(g))”

schliefen. Die Ungleichung in Satz 1.28 gilt im Falle 0 < p < 1 i. A. nicht.
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Definition 1.30:
Seien (€2, A, pt) ein Maraum und 0 < p < co. Dann heifit

LP(p) = {f: X —-K | f ist messbar mit N,(f) < oc.}

der Raum der p-fach integrierbaren Funktionen.
Wo keine Missverstédndnisse moglich sind, wird anstatt von £P(u) auch nur
LP geschrieben.

Notiz 1.31:
LP ist ein K-Vektorraum.

Notiz 1.32:
Fir 1 < p < oo ist L? ein halbnormierter (und damit automatisch auch ein

halbmetrischer) Raum.
Beweis: Notiz 1.20 (bzw. Notiz 1.22) sowie die Minkowski-Ungleichung. O

Notiz 1.33:
Im Falle 0 < p < 1 ist £P nur noch ein halbmetrischer Raum.

Im Falle 0 < p < 1 ist £P zwar (wie erwéhnt) i. A. kein halbnormierter
Raum, jedoch noch ein topologischer Vektorraum, d. h. versieht man £?
mit der durch N, induzierten Halbmetrik d,, also

dp(f,9) == Np(f —9),

so sind die Addition + : £P x LP — LP sowie die Skalarmultiplikation
- K x LP — LP stetig.

Satz 1.34:
Versieht man fiir 0 < p < oo die £LP-Réume mit der durch N, bzw. der

erzeugten Halbmetrik d, induzierten Topologie, so konvergiert jede Cauchy-
Folge in LP.
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Corollar 1.35:
Fiir 0 < p < 1 sind die Rdume LP vollstdndige halbmetrische Raume, im
Falle 1 < p < oo sind die Rdume L? vollstdndige halbnormierte Radume.

Bemerkung 1.36:

Fiir 0 < p < 1 weisen die Rdume L£P neben der Tatsache, dass sie zwar
vollstédndige, aber i. A. nicht halbnormierte Rdume sind (also nicht zu
Banach-Rdumen komplettiert werden kénnen), noch einen gravierenden
Nachteil auf: Sie besitzen héufig als einzige stetige Linearform nur die
Nullform. Diese Pathologie tritt bereits bei der Einschrankung des Borel-
Lebesgue-Mafes Al auf [0, 1] auf. Sie sind daher insbesondere fiir Duali-
tatsbetrachtungen nicht von Interesse und werden im Folgenden nur noch
sporadisch betrachtet.

Notiz 1.37:
Sei 1 < p < oo. Dann gilt

ferr e  ftert und feLr.

Notiz 1.38:
Seien 1 < p, ¢ < oo mit % + % = 1. Dann gilt

ferLr gerLt = fge Ll

Notiz 1.39:
Seien (2, A, p) ein Makraum mit pu(2) < oo, f : @ — K messbar und
1 < p < g < oo. Dann gelten

s =
Q=

(1.39.1) Np(f) < No(f) - m(Q)
(1.39.2) L4 C LP

Satz 1.40: Markoff-Ungleichung
Seien (2, A, 1) ein Mafraum, f: Q — K sei in £P(p) und p, @« > 0. Dann
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gilt
1
pllflza} < o [ 11Pdn

Beweis: Es gelten {|f| > a} € A sowie

/If\”du > / [fIP dp > / oPdp = oPu{|f| > a},
{IfIza} {IfIza}

woraus die Behauptung folgt. O

In der Wahrscheinlichkeitstheorie hdufig Anwendung findet

Corollar 1.41: Tschebyscheff-Ungleichung
Seien (2, A, P) ein W-Raum und X € £2(P) eine reellwertige Zufallsvaria-
ble. Dann gilt fiir alle o > 0

Var(X)
P(foen: [X@) - B0)|za) = 2
Beweis: Setze p=2 und f := X — E(X) in der Markoff-Ungleichung. O

Definition und Notiz 1.42:
Seien (2, A, 1) ein Mafraum und Ny, := N, {0} fiir 0 < p < co. Dann ist
N, ein K-Unterraum von £ (u).

Notiz 1.43:
N, ist unabhéingig von p.

1.3 LP-Raume

Definition 1.44:
Sei (2, A, n) ein Makraum. Die Faktorrdume £P/N,, (fiir 0 < p < o0)
werden mit LP (oder LP(u)) bezeichnet.
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Obwohl die Elemente [f] = f + N, von LP Aquivalenzklassen sind, werden
sie der Einfachheit halber wieder mit f bezeichnet. Missverstdndnisse
kénnen dabei nicht entstehen.

Notiz 1.45:
Mittels || f||, := Np(f) werden die Rdume LP mit 1 < p < 0o zu normierten
Riumen; die R&ume LP mit 0 < p < 1 werden zu metrischen Rd&umen

mittels dp(f,9) == ||f — gllp-

Satz 1.46: Satz von Riesz-Fischer

(1.46.1) Fir 1 < p < oo sind die Rdume (L?, ||.||,) Banachrdume.

(1.46.2) Fir 0 < p < 1 sind die Rdume (L?, dp) vollstdndige metrische
Réume.

Satz 1.47:
Seien (9,4, ) ein Mafraum. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1.47.1) Esgibt p,q, 0 < p < g < 00, so dass LP(u) C Li(u) gilt.
(1.47.2)  inf {u(A) | A€ A, u(4) >0} > 0.

(1.47.3)  Fiir alle p,q mit 0 < p < ¢ < oo gilt LP(u) C L(p).

Satz 1.48:
Seien (92, .4, ) ein Mafiraum. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1.48.1) Esgibt p,q, 0 < p < g < 00, so dass LP(u) D LI(u) gilt.
(1.48.2)  sup{u(4) | A€ A, p(A) < 0} < oo.

(1.48.3) Fiir alle p,g mit 0 < p < ¢ < oo gilt LP(u) D LI(p).
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Bemerkung 1.49:
Seien (€2, A, 1) ein Mafiraum und 1 < p < oo. Die Abbildungen

N, i £7(u) — R und Ml L2(0) — R
sind gleichméfig stetig.
Aus verschiedenen Griinden (Separabilitidtsfragen, Beweishilfsmittel) ist

es wichtig, dichte Teilmengen der LP-R&ume zu kennen. Hierzu geniigt es,
dichte Teilmengen der £P-R&ume zu kennen, denn es gilt

Notiz 1.50:
Ist A dicht in £P, so ist nach kanonischer Faktorisierung A auch dicht in
Lr.

Beispiel 1.51:
Sei € (R™) die Menge aller C*°-differenzierbaren Funktionen f : R™ — K
mit kompaktem Trager

supp(f) = {z € R | f(x) # 0}.
C& (R™) liegt dicht in LP(A™) fiir 0 < p < oo.

Beispiel 1.52:
Seien (2,4, ) ein Mafraum und 0 < p < 0.

Ebn = Span{lA | Ae A u(Ah) < oo}
liegt dicht in L£P ().
Beispiel 1.53:

Seien 0 < p < oo, K C R" ein Intervall und A} die Restriktion von A" auf
K N B™. Dann ist

span{lL ’ LeJrnQm, ECIO(}

dicht in £P(A).
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Notiz 1.54:
J"™ N Q™ ist ein abzdhlbarer Halbring mit o(J" N Q") = B™ und die
Restriktion von A" auf J" N Q™ ist o-endlich.

Satz 1.55:
Seien (2, A, u) ein Mafraum, H C A ein Halbring mit o(H) = A und die
Restriktion von p auf H sei o-endlich.

(1.55.1)  Dann ist fiir 0 < p < 00
span{ls € H | p(A) < oo}

dicht in £P(u).

(1.55.2)  Ist zudem H abzihlbar, so sind fiir 0 < p < co die Réume
LP (1) sogar separabel.

Corollar 1.56:
Seien 0 < p < 00, K C R" ein Intervall und A} die Restriktion von A" auf

K N B. Dann ist £P(\) separabel.
Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus 1.53, 1.54 und (1.55.2) . O

Bemerkung 1.57:
Seien 0 < p < 00, U C R" offen und A}, die Restriktion von A" auf U N B™.
Dann ist auch £P(A},) separabel.

Mit Notiz 1.50 folgt

Satz 1.58:
Fir 1 <p < o0, U offen in R™ oder K ein Intervall in R™ sind die Banach-
Réume LP(A}) und LP(A\}) separabel.

Die Rdume L zeigen bzgl. Separabilitit ein wesentlich unangenehmeres
Verhalten:
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Bemerkung 1.59:
Fiir in R™ offenes U # () und ein Intervall K # () in R” sind L*°(A},) und
L>(A\%) nicht separabel.

Es gibt jedoch auch separable L°°-Raume:

Bemerkung 1.60:
Seien A eine o-Algebra iiber R™, ¢ ein Mafs auf A, D eine p-messbare
Teilmenge des R™ und ¢p die Restriktion von ¢ auf D N A.

(1.60.1)  Gilt p(D) =0, so ist L>(pp) separabel.

(1.60.2)  Gibt es endlich viele Punkte x1,...,2; in D mit pp(z;) >0
fir j € N; und ist zudem D \ {x1,...,2:} eine p-Nullmenge,
so ist L>=(pp) separabel.

1.4 Duale

Definition 1.61:
Sei (E, ||.||) ein Banachraum. Dann heifst

E' = {f:E — K| f ist linear und stetig.}

der Dual von E.
Beachte: Der aus der linearen Algebra bekannte Dualraum E* ist i. A. eine
echte Obermenge von E’.

Lemma 1.62:
Sei (E,||.||g) ein Banachraum. Mittels

Ifller == sup  [f(2)|
©€E, ||z <1

wird (E, ||.||g’) ebenfalls zu einem Banachraum. ||.||gs heifst Operator-
norm.
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Definition 1.63:
(E,||.|g), (F\|l.||F) seien normierte Rdume. Ein K-Vektorraumisomorphis-
mus [ : £ — F heiftt Normisomorphismus, falls

l(x)lr = |zlle gilt fiir alle z € F.

FE und F heifsen dann normisomorph, in Zeichen F & F.

Beispiel 1.64:
Sei p ein Mafs und p’ seine Vervollstindigung. Dann gilt LP(u) = LP(u')
flir 1 <p< oo.

Notiz 1.65:
Seien (E, ||.||g) ein Banachraum und (F,|.||r) ein normierter Raum mit
E = F. Dann ist auch (F|.||r) ein Banachraum.

Beziiglich der Bildung des Duals zeigen die Banachrdume LP(u) fiir
1 < p < oo ein duferst angenehmes Verhalten:

Satz 1.66:
Seien (Q, A, i) ein Mafiraum, p, g € [1, o0] mit % + % = 1. Fiir jedes h € LY
ist

op : LP - K| f»—>/fhdu
ein Element von (L)'
Bezeichne ||.|| die Operatornorm auf (L)', so gilt
1nll = [12lq

fiir 1 < p < oo sowie auch fiir p = 1, falls p o-endlich ist.

Definition 1.67:
Eine K-lineare Abildung ! zwischen zwei normierten Raumen (E, ||.||g) und
(F, ||.|lr) heikt normerhaltend, falls

Il(x)lFr = |zll& gilt fiir alle x € E.
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Notiz 1.68:
Normerhaltende Abbildungen sind injektiv.

Satz 1.69:
Seien (€2, A, 1) ein Mafraum und p, g € [1, 00| mit % + % = 1. Fiir h € L9
sei §p, definiert wie in 1.66. Dann gilt

(5:Lq—>(Lp)/, h'—>5h

ist normerhaltend (also injektiv), falls 1 < p < oo gilt. Fiir o-endliches u
gilt die Aussage auch fir p = 1.

Theorem 1.70:

Seien (Q, A, 1) ein Makraum und p, g € [1, 00| mit < —|— = = 1. Weiter sei §
definiert wie in 1.69. Fiir p = 1 und o-endliches p oder fur 1 <p < oo gilt:
0 ist ein Normisomorphismus, das heifst

(LP) =~ L9,

Der Dual von L? kann also unter den Voraussetzungen an p mit L? identi-
fiziert werden.

Der Beweis dieser Aussage ist anspruchsvoll und benutzt entscheidend den
Satz von Radon-Nikodym.

Satz 1.71: )
Ist p=1 und p nicht o-endlich, so gilt i. A. (L*(n))" % L>°(u).
Ist p = oo, so gilt (LOC(M))/ 2 LY (p).

1.5 Die schwache Topologie und die schwach-*-Topologie

Die LP(u)-Raume (p > 1) sind als Banachrdume zwar hochentwickelte Struk-
turen, sie besitzen jedoch einen gravierenden Mangel. Haben sie unendliche
Dimension (und das ist in den meisten Fallen so), so ist die abgeschlossene
Einheitskugel K1(0) := {f € LP(y) | ||f]l < 1} nicht kompakt und also,
da Streckungen und Translationen offensichtlich Hom&omorphismen sind,
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keine einzige abgeschlossene Kugel kompakt. Es ist daher ein natiirliches
Anliegen, die L?(p)-Réume derart mit einer Topologie zu versehen, dass
sdmtliche abgeschlossenen Kugeln kompakt sind in dieser Topologie. Dabei
soll es sich um eine Topologie handeln, die zwar naturgeméaf schwacher
als die durch ||.||, erzeugte Topologie ist, die aber dennoch viele angeneh-
me Eigenschaften hat. Die folgenden Betrachtungen richten sich an dieser
Zielsetzung aus.

Satz 1.72:
In einem Banachraum (E, ||.||g) gilt: Die abgeschlossene Einheitskugel ist
kompakt genau dann, wenn dim F < oo ist.

Vereinbarung 1.73:
Duale E’ eines Banachraumes E seien stets mit der Operatornorm bzgl.
der Norm von E versehen.

Definition 1.74:
Seien (E, ||.||g) ein Banachraum mit Dual E’ und

S = {h™"(A) | h € E' und A offen in (K, |.|)}.

Dann ist S die Subbasis einer Topologie o(FE, E’) auf E, die als die schwa-
che Topologie auf E bezeichnet wird.

Bemerkung 1.75:
o(E, E") ist die schwichste Topologie auf E, bzgl. der jedes f € E’ stetig
ist.

Satz 1.76:

Seien (E, ||.]|g) ein Banachraum, a € F und (a,) eine Folge in E. Dann
gilt: (a,) konvergiert in (E7 o(E, E’)) gegen a — man sagt dann auch, dass
(a,) schwach konvergiert — genau dann, wenn fiir alle h € E’

(h(an)) — h(a) in (K, |.|)

gilt. Die schwache Konvergenz lasst sich also auf die Konvergenz von Folgen
in K zuriickfithren.
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Auf die schwache Konvergenz wird in Abschnitt 2 noch naher eingegangen.

Bemerkung 1.77:
Sei (E,||.||g) ein Banachraum. Dann ist (E7O'(E,E/>) ein To-Raum.

Lemma 1.78:
Seien (F, ||.||g) ein Banachraum und a € E. Dann ist die Evaluierungsab-
bildung

Na * E' — K, h— na(h) = h(a’)

stetig, d. h. n, € E’, da 7, offensichtlich linear ist.

Definition 1.79:
Seien (E,||.||g) ein Banachraum, E’ sein Dual und fiir a € E sei 7, die
Evaluierungsabbildung aus 1.78. Dann ist

S§* = {n;'(A) | a € E und A offen in (K,|.|)}

die Subbasis einer Topologie o(E’, E) auf E’, welche als schwach-*-Topo-
logie auf £’ bezeichnet wird.

Bemerkung 1.80:
o(E', E) ist die schwiichste Topologie auf E’ derart, dass fiir alle a € E die
Evaluierungsabbildungen 7, stetig sind.

Satz 1.81:

Sei (E, ||.||g) ein Banachraum. Fiir jede Folge (a,) in £’ und jedes a € E’
gilt: (a,) konvergiert in (E’, o(E, E)) gegen a — man sagt dann auch, dass
(a) schwach-#-konvergent ist — genau dann, wenn gilt

(Vo€ E)  1a(an) =an(2) = a(z) = n.(a).

Dabei bezeichnet 1, wieder die Evaluierungsabbildung.

Bemerkung 1.82:
Sei (E, ||.]|g) ein Banachraum. Dann ist (E,o(E’, E)) ein To-Raum.
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Theorem 1.83: Satz von Banach-Alaoglu
Sei (E,|.||g) ein Banachraum. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel

K/ = {fGE/ | HfHE/ < 1}

kompakt in (E’,o(E’, E)). Man sagt auch, dass K’ schwach-*-kompakt
ist.

Der Beweis ist recht diffizil und benutzt entscheidend das aus der mengen-
theoretischen Topologie bekannte Tychonoff-Theorem [J&n90].

Definition 1.84:

Sei (E,|.||r) ein Banachraum. E heifft reflexiv genau dann, wenn
o(E',E") = o(E', E) gilt, das heiflt wenn die schwache Topologie und
die schwach-*-Topologie auf E’ {ibereinstimmen.

Satz 1.85:
Ein Banachraum (E, ||.||g) ist genau dann reflexiv, wenn die Abbildung

n:E—E, P

mit 7, : B = K, f+— f(z) ein Normisomorphismus ist.

Notiz 1.86:
Fiir einen reflexiven Banachraum (E, ||.||g) gilt F = E".

Satz 1.87:
Sei (E, ||.||g) ein Banachraum. Dann gilt:

F ist reflexiv. < E’ ist reflexiv.

Satz 1.88:
Jeder Hilbertraum ist reflexiv.

Beispiel 1.89:
Seien 1 < p < oo und (€2, A, p) ein Mafraum. Dann sind die Banachrdume
LP () reflexiv.



24 1 LP-RAUME

Der folgende Satz ist hinsichtlich der Ausgangsfragestellung von besonderer
Bedeutung.

Satz 1.90:
Sei (E, ||.||g) ein Banachraum. Dann ist E' genau dann reflexiv, wenn

Ki(0) = {z € E ||z <1}

schwach-kompakt, das heifst kompakt in (E, o(E,E' )) ist.

Beweis: Wir zeigen nur (=).

Nach dem Banach-Alaoglu-Theorem ist die abgeschlossene Einheitskugel in E'
schwach-+-kompakt. Wegen der Reflexivitit von E’ folgt, dass die schwache Topo-

logie auf E" mit der schwach-x-Topologie auf E" iibereinstimmt. Da E reflexiv ist, gilt
E = E". Also ist K1(0) kompakt in (E,o(E,E")).

Corollar 1.91:
Seien 1 < p < oo und (2, A, 1) ein Mafraum. Dann sind fiir r > 0 und
f € LP(u) die abgeschlossenen Kugeln

K (f) = {geL’(w) | If —gll, <7}

kompakt in (L (1), o(LP (), (LP(1))'))-

1.6 Geordnete und Riezsche Vektorraume, Banachver-
biande und Banachalgebren

Vereinbarung 1.92:

Sei (Q, A, 1) ein Mafraum. Die R-Vektorraume £7(y) aller reellwertigen
Funktionen f mit || f||, < oo werden mit L (u) bezeichnet. Entsprechend
ist die Bezeichnung Lf.(1) zu verstehen.

Die Réume L% () besitzen neben der Banachraumstruktur eine interessante
ordnungstheoretische Zusatzstruktur, die aus ersichtlichen Griinden den
Réumen Lf (x) nicht zukommen kann.

In der folgenden Definition ist (ausnahmsweise) zwischen den Aquivalenz-
klassen aus L (x) und ihren Vertretern aus L5 (u) strikt zu unterscheiden.
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Notiz 1.93: ~
Seien 0 < p < oo und (2, A, 1) ein Mafraum. Seien ferner f,§ € L§(u)
und f, g Reprisentanten der Aquivalenzklassen f,§. Durch

f <g = f < g p-fast iiberall

wird eine Halbordnung auf L% (u) definiert.

Definition 1.94:
Ist W ein R-Vektorraum mit einer Halbordnung <, so heifst (W, <) ein
geordneter Vektorraum, falls gelten

(a) a,be W und a <b = VMeeW)a+c<b+c
(b) Fiir alle @ € W mit a > 0 und fiir alle ¢t € R mit ¢ > 0 gilt ta > 0.

Notiz 1.95:
Seien 0 < p < oo und (2, A, p) ein MaBraum. Dann ist (LE(u), < ) ein
geordneter Vektorraum.

Definition 1.96:
Ein geordneter Vektorraum (W, <) heifft Rieszscher Raum, wenn es zu
a,b € W stets ein Element sup(a,b) € W gibt mit

(a) a < sup(a,b) und b < sup(a,b)
(b) Fir c€ W mit a < ¢, b < ¢ gilt sup(a,b) < c.

sup(a, b) heift das Supremum von « und b.

Satz 1.97:
Seien 0 < p < oo und (2, A, p1) ein Mafraum. Dann ist L% (1) ein Rieszscher
Raum

Bemerkung 1.98:
Versieht man fiir 0 < p < oo den Raum £§ mit der punktweise definierten
Halbordnung

f<g = (Vw € Q) f(w) < g(w),
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so ist auch Eﬁ ein Rieszscher Raum.

Definition 1.99:

Ist ein Banachraum (E, ||.|g) bzgl. einer Halbordnung < ein Rieszscher
Raum und gilt fiir alle a,b € E mit sup(a,—a) < sup(b,—b) auch
llallz < ||bll&, so heift das Tripel (E,|.||g, <) ein Banachverband.

Satz 1.100:
Seien 1 < p < oo und (2, A, 1) ein Mafraum. Dann ist L% (1) ein Banach-
verband.

Definition 1.101:

Ist (W, <) ein geordneter Vektorraum und 7' C W, so heift T' nach oben
beschrinkt, wenn es ein w € W gibt mit ¢t < w fiir alle ¢ € T. w heift
dann eine obere Schranke von T'.

Existiert eine kleinste obere Schranke supT € W von T, d. h. aus t < w
und t < supT fiir alle t € T folgt supT < w, so heifit supT Supremum
von T.

(W, <) heift ordnungsvollstéindig, wenn zu jeder nicht-leeren, nach oben
beschrankten Teilmenge T von W sup T existiert.

Satz 1.102:
Sei (92, A, ) ein Mafraum. Dann gelten

(1.102.1)  Fiir 0 < p < oo ist LE(p) ordnungsvollstindig.

(1.102.2)  Fiir 1 < p < oo ist LE(p) ein ordnungsvollstandiger Banach-
verband.

(1.102.3)  Ist p o-endlich, so ist L{ () ein ordnungsvollstindiger Ba-
nachverband.

Mittels der Faltung von Funktionen liisst sich dem Banachraum L'(\")
eine weitere Zusatzstruktur aufpriagen.
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Lemma und Definition 1.103:
Fiir f,g € £1(\") ist die Funktion

n:R"xR" = K, n(x,y) = flx—y)g(y)

messbar mit

([ 156 - nawiav @) o)

111 / l9()] dA"(9)

1fll - flgll < oo

Die Menge T aller « € R™, fiir die n(z,.) nicht A™-integrierbar ist, ist eine
A™-Nullmenge und daher ist die Funktion f * ¢ : R® — K mit

/fx— y)d\"(y) fiir z € TC
(f*9)(z
firxeT

messbar mit fx g € LY(A\") und ||f * gllx < ||f]l1 - |lg]l1-
Die Funktion f * g heift die Faltung von f und g.

Lemma 1.104:
(1.104.1)  Die Faltung ist kommutativ.

(1.104.2) Die Faltung ist assoziativ in dem Sinne, dass fiir alle

f17f27f3 6[’1()‘”)
(fi*fo)* fz = fix(fax[f3)
A"-fast iiberall gilt.

(1.104.3)  Die Faltung ist distributiv in dem Sinne, dass fiir alle
fis fa, f5 € LY(A)

(it fa)xfs = fixfa+ foxf3

AM-fast iberall gilt.
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Satz 1.105: Differentiation und Faltung
Seien f € L1(A"), g € C°(R") und o € NZ ein Multiindex. Dann ist

fxgeC®R") mit D*(f*xg) = fx*D%.

Notiz 1.106:

Offensichtlich lisst sich die Faltung auch auf L!'(\") definieren. Die bis-
herigen Aussagen bleiben dann sinngeméf giiltig, an den entsprechenden
Stellen auch ohne die “fast iiberall’-Einschréankungen.

Definition 1.107:
(a) Ein Banachraum (F,|.||g) tiber K mit einer Multiplikation
- E x E — FE heifst Banachalgebra, wenn gelten

i) E wird mit dieser Multiplikation zu einer K-Algebra.
ii) Fiir alle a,b € Eist ||a-b||g < ||la||lz - ||b]&-

(b) Eine Banachalgebra F heifit kommutativ, falls a -b=b- a fiir alle
a,b e FE gilt.

(c) Man sagt, eine Banachalgebra besitzt eine Eins, wenn es ein e € F
gibt mit e-a =a-e =a fiir alle a € E.

Satz 1.108:
Der Banachraum L!'(\") ist mit der Faltung * als Multiplikation eine
kommutative Banachalgebra.

Die Frage, ob die Banachalgebra L'(\") eine Eins besitzt, liisst sich am
einfachsten mit Hilfe der Fouriertransformation (die auch im Abschnitt 2
im Zusammenhang mit Konvergenzfragen Verwendung findet) kliren.

1.7 Die Fourier-Transformation

Vereinbarung 1.109:

Fiir n € N bezeichne p,, das Maf \/(;T)n)\”.

Der Sinn dieser Vereinbarung besteht darin, dass der Umkehrsatz 1.114 zur
Fouriertransformation besonders einpragsam wird.
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Definition 1.110:
Bezeichne (.,.) das kanonische Innenprodukt auf R™ x R™ und sei
f € LY(u). Die Abbildung

firn o, O f0) = [0 1o dpn (o)

heift die Fouriertransformierte von f. Die Abbildung
FiR O Fit) = [ 0 () d(2)

heifst die inverse Fouriertransformierte von f. (Dabei ist i = y/—1.)

Notiz 1.111:
Es gilt f( )= f(—t).

Lemma 1.112:
Fiir f,g € L' (u,) gelten

(1.112.1) f ist stetig.

(11129) 7] < Il
(1.112.3) Timyy—oo f(£) =

(L112.4) i) (K.f)(1) = Gw
i) falt) = @0 f(t)
meMWﬁzwu

Dabei seien fiir » > 0 und a € R" die Funktionen
fo:R®" - Kund K, f: R" — K definiert durch

fo(z) := fla+x) und K. f(x) :=r"f(rz).

(11125) (f+g)=F-§

Satz 1.113: Differentiation und Fouriertransformation
Seien o € NJ ein Multiindex, f € Cl*/(R™) sowie 3 € NZ ein Multiindex
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mit 3 < o und 28 f € £ (u,). Dann gilt

DPf = (i)’ py .

Satz 1.114: Umbkehrsatz
Seien f € L1(uy,) und f € £ (). Dann gilt p,,-fast {iberall

f=).

Satz 1.115: X
Fiir f,g € L' (u,) mit f = § folgt f = g p,-fast iiberall.

Notiz 1.116:

Die Fouriertransformation lésst sich offensichtlich auch auf den Banachrau-
men L!(p) definieren und die bisherigen Aussagen behalten sinngeméif
ihre Giiltigkeit, an den entsprechenden Stellen auch ohne die “fast {iberall’-
Einschréankungen.

Beispiel 1.117:
2 ~
Fiir die Funktion f: R™ — R, z — exp(— H‘TQ” ) gilt f=f.

Mittels Lemma 1.112 ldsst sich nun die eingangs gestellte Frage nach der
Existenz einer Eins in der Banachalgebra L'(\™) negativ bescheiden.

Corollar 1.118: (Corollar zu Satz 1.108)
Die kommutative Banachalgebra L*(\") besitzt bzgl. der Faltung * keine

Eins.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass es kein e € L1 (un) gibt mit e x f = f fiir alle
f € LY(pn). Gibe es ein solches e, so wiirde nach (1.112.5) (und Notiz 1.116) fiir die
Funkion f aus Beispiel 1.117 gelten

f=1=(xfy=ef
also wegen der Nullstellenfreiheit von f also é = 1 im Widerspruch zu (1.112.3). O
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1.8 Hilbertraume

Die am héchsten strukturierten LP-Riaume, die Hilbertriume L?, been-
den diesen Abschnitt. Sie besitzen neben geometrischen Eigenschaften, die
denen der Anschauungsrdume R™ und C™ dhneln, eine wesentlich ausge-
feiltere Operatorentheorie als allgemeine Banachriume. Zusammen mit
der Wahrscheinlichkeitstheorie und der Theorie der partiellen elliptischen
Differentialoperatoren bildet die Hilbertraumtheorie einen Grundbaustein
zur Entwicklung der Quantenmechanik.

Die Operatorentheorie in Hilbertrdumen ist Gegenstand einer Vorlesung in
Funktionalanalysis und wird hier nicht angesprochen. Neben der Anfiihrung
einiger struktureller Eigenschaften der L2-Riume wird lediglich der Frage
nachgegangen, wie sich die Fouriertransformation auf L? fortsetzen lisst
(was nicht evident ist, da i. A. L? ¢ L' gilt) und es werden einige Schliisse
daraus gezogen.

Satz 1.119:
Sei (Q, A, 1) ein Mafiraum.

() L) % L2 () — K, (f,g)H/fgdu

definiert ein Innenprodukt (ist also positiv definit und sesquilinear) auf
L?(u), welches den Banachraum L?(u) zu einem Hilbertraum macht (d.
h. die Norm ||.||2 wird mittels ||f|l2 = +/(f, f) durch das Innenprodukt
induziert.)

Lemma 1.120:
Seien H = (H, ||.||,(.,.)) ein Hilbertraum und z,y € H. Dann gilt

(1.120.1) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
[z, o) < llzll - [lyll-

(1.120.2) die Parallelogrammgleichung

lz + 1 + e = yl* = 2]jz]1* + 2l|y]1*.
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(1.120.3) der Satz des Pythagoras

lz +yl* = ll=1* + llyl*

im Falle, dass x,y orthogonal sind, das heift (z,y) = 0.

Der folgende Satz charakterisiert Hilbertrdume mittels der Parallelo-
grammgleichung.

Theorem 1.121: Jordan-von Neumann

Ein Banachraum (F, ||.||) mit einem Innenprodukt (. ,.) ist ein Hilbertraum
(d.-h. (Vf e E)|fll = +/{f, [)) genau dann, wenn die Parallelogrammglei-
chung fiir alle f, g € E gilt.

Lemma 1.122:
Seien Hy, Ho Hilbertraume. Fir eine lineare Abbildung T': Hy — Hs sind
dquivalent:

(1.122.1) T ist normtreu, d. h. ||Tz|| g, = ||z|| g, fir alle © € H.

(1.122.2) Es gilt (Tz, Ty)p, = {x,y) g, fir alle z,y € H;.

Definition 1.123:
Seien Hy, H, Hilbertrdume und T : H; — H> linear.

(1.123.1) Ist T bijektiv und stetig mit stetiger Inversen, so heiflt T ein
(Hilbertraum-) Isomorphismus

(1.123.2) Ist T normtreu und surjektiv, so heiflt T' ein isometrischer
Isomorphismus.

Notiz 1.124:
(1.124.1) Normtreue lineare Abbildungen sind injektiv.

(1.124.2) Normtreue surjektive lineare Abbildungen sind stetig und
besitzen eine stetige Inverse.
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(1.124.3) Isometrische Isomorphismen sind auch Isomorphismen im
Sinne von (1.123.1).

Satz 1.125: Klassifikationssatz
Sei H ein Hilbertraum. Dann gibt es einen Mafiraum (€, A, 1), so dass
L?(u) isometrisch isomorph zu H ist .

Da die Fouriertransformierte f fiir f € L'(\") zwar stetig, i. A. jedoch
nicht wieder integrierbar ist, lisst sich die Fouriertransformation i. A. nicht
auf f anwenden. Dies legt den Gedanken nahe, die Fouriertransformation
auf fiir L?(\")-Funktionen zu definieren. Auf dem Weg dorthin spielt die
folgende Aussage eine Schliisselrolle.

Lemma 1.126:
Fiir f € L2(A\") ist

(f - L(—kyy—k), (k.. k)] JREN
eine Cauchy-Folge in L?(\").

Satz und Deﬁnitiqn 1.127:
Fiir f € L*(\") ist f mit

ft) = lim F(@)e ) dp, (a)
=0 J[(=kyooy— k), (K, )]

wohldefiniert und liegt in L2(A™). f heift die Fouriertransformierte von
£ in L2(A™).
Definition 1.128:

F o LP(\") — L2(\"), frf

heiftt die Fouriertransformierte in LZ(\"™).

Satz 1.129: Parsevalsche Gleichung
Es gelten
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(1.129.1) || fll2 = |If]l2 fiir alle f € L2(A™).

(1.129.2)  (f,§) = (f,g) fiir alle f,g € L2(\").

Satz 1.130: Umkehrformel fiir L2
Fiir f € L?2(\") gilt

f(t) = lim Fa)e ™™ dpy (x).
— [(7]“7"':7}‘3)7(]‘37"')’6)]

Definition 1.131: 5
Fiir f € L?(\") heift f € L2(A") mit

() = 1lim F(@)e ) dpy (2)
S (G ONCRD)
die inverse Fouriertransformierte von f in LZ(A") und
FULOM) - B0, e f

die inverse Fouriertransformation in L?(\"™).

Theorem 1.132: Plancherel
Die Fouriertransformation

F:LP(\") = L*(\"),  fe—f

ist ein isometrischer Isomorphismus mit Inverser

FL L2 — L2\, fe f
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1.9 Ubungen
Aufgabe Al.1:

(a) Man zeige fir zy,...,z, > 0 und ~,...,7, €]0,1] mit
Y14+ =1

IN

n
Tk.
Do

n
Yk
H Lk
k=1

(b) Man zeige fiir z1,...,2, > 0:

Aufgabe Al.2:
Seien fiir n € N x,,,%, € K beliebig und p €]1,00[, ¢ := —Lr und t € N.
Man zeige:

() > eyl <

t

()’
0 Y bl < (S ) (S0 )
© (X7, |mnyn|>2 (7 k) - (27 Iyl
@ (X0 lonal) < (3 beal?) - (320 lal?)

Aufgabe A1.3:

Seien (2, A, p) ein Mafraum, f,g:Q — K messbar und 0 < p < 1. Zeigen
Sie

A\
6
ik
B
3
S
N—

IN
IN

A

Ny(f+9) < 27 (Np(f) + Np(g))-

Aufgabe Al.4:

Gegeben seien der Mafiraum ([0, 2],BN10,2], 5\), wobei A die Restriktion
von A auf die Spur-o-Algebra BN [0, 2] bezeichne. Ferner sei 0 < p < 1.
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Man gebe explizit zwei Funktionen f, g aus £7([0,2]) an mit
Np(f +9) > Np(f) + Np(g).

Aufgabe Al.5:

Gegegen seien der Mafiraum }0, oo[, BNJO, oof, 5\), wobei A die Restriktion
von A auf die Spur-o-Algebra BN]0,00] bezeichne, und p,q mit
0<p<qg<oo.

Man gebe explizit zwei Funktionen f, g an mit

feLr(0,00)) \ £9(]0,00])  und g€ L£(]0,00[) \ £7(]0, 00]).
Wieso liegt kein Widerspruch zu Notiz (1.39.2) vor?

Aufgabe A1.6:

Seien (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : 2 — R eine Zufalls-

variable mit X € £?(P) sowie E(X) =0 und Var(X) = 1.

Beweisen Sie, dass fiir die Verteilungsfunktion Fp, des Bild-W-Mafses Px
1

FPX(y) > 1_y72

gilt fiir alle y > 0.

Aufgabe A1.7:
Seien (92, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X;) eine Folge von reellen
Zufallsvariablen X; € £!(P). Gilt dann fiir alle ¢ > 0

. 1
n1in;op({w € ‘ =Y (i) - B(X))[ > 5}) =0,
so sagt man, die Folge (X;) geniige dem schwachen Gesetz der grofen
Zahlen.

Fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) und eine Folge (X;) von
reellen Zufallsvariablen X; € £2(P) mit Cov(X;, X;) = 0 fiir alle 4, j mit
1 #£ j gelte

lim — S Var(X;) = 0.

n—oo N2 i=1
Beweisen oder widerlegen Sie: Die Folge (X;) geniigt dem schwachen Gesetz
der grofsen Zahlen.
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Aufgabe A1.8:
Seien (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X :  — R eine Zufalls-
variable mit X € £L2(P).
Beweisen oder widerlegen Sie: Es gibt ein ¢ € R mit
E(X —¢)? < BE(X - E(X))%

Aufgabe A1.9:
Beweisen Sie: Ist f € L?(A"), so gibt es eine Folge (fx) aus L'(A™)N L2(\")
mit fi — f in L2(A\"), das heiRt || fx — fll2 — O.

Aufgabe A1.10:

Sei f e l(A").

Beweisen oder widerlegen Sie: Es gibt eine Funktionenfolge (fx) aus
LY(A™) N L2(A™) mit f,, — f in L'(A\"), das heift || fx — f|l1 — 0.

Aufgabe A1.11:
Sei C,. (R") die Menge aller stetigen Funktionen f : R” — K mit kompaktem
Triger. Uberpriifen Sie, ob C.(R™) dicht in L3(\") ist.

Aufgabe A1.12:
Fiir 1 < p < oo sei P die Menge aller K-wertigen Folgen (a;,)nen mit

e}
Z lan|P < oo.
n=1

Zeigen Sie, dass (¢7,|.||p) mit

= (X laup)*

ein Banach-Raum ist. Bestimmen Sie ferner den Dual (¢P).

Aufgabe A1.13:
Gegeben seien der Mafraum (R, B, \). Uberpriifen Sie, ob es ...

(a) ... p,gmit 0 < p < ¢ < oo gibt mit LP(X) C LI(A).
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(b) ... p,g mit 0 < p < ¢ < oo gibt mit LP(A) D LI(A).

Aufgabe Al.14:
Seien 0 < t < o0, (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und f € L!(P)
mit f > 0 und % € LY(P).
Zeigen Sie
1 1
< — dP.
fft dP — ft

Aufgabe A1.15:
Seien (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n € N und {X;| € N,,} eine
Familie stochastisch unabhéngiger, nicht-negativer Zufallsvariablen aus
L2(P) mit

(VieN,)  BE(X?)—Var(X;) = 1.

Zeigen Sie fiir alle t > 0:

P({sup(Xl,...,Xn) < t}) > (1 _ f)n

Aufgabe A1.16:
Seien (92, A, 1) ein Makraum, 1 < r,p,q < oo mit %—I—% = % sowie
feLp(u) und g € L9(u). Zeigen Sie

1 =gl < 1fllp - llgllq-

(Insbesondere gilt dann also fg € L"(p).)
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst fiir a,b > 0 und 1 < p, ¢ < oo mit }% + % =1
die Beziehung

Q=

-b

S
=

< 24

ESEIRS
| o

Aufgabe A1.17:
Seien 1 < p < oo und (92, A, i) ein Makraum. Driicken Sie die Operatornorm

auf (Y = ((((Lp)/)/)/)

mittels der Norm ||.||, auf LP(p) aus.
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Aufgabe A1.18:
Seien 0 < p < oo und z,y € LY. Zeigen Sie fiir den Riezschen Raum (L, <)
folgende Aussagen:

(a) sup(zx,y) ist eindeutig bestimmt.
(b) Mit z* := sup(z,0), = := sup(—x,0) und |z| := sup(—=z, z) gelten
+

i) x=at —a~

i) |z =2t + a2~

Aufgabe A1.19: R R
Gegeben sei der Makraum ([07 1],10,1] N B, A), wobei A die Restriktion von

A auf die Spur-o-Algebra [0, 1] N B bezeichne. Fiir 0 < p < oo sei auf £ (\)
die natiirliche, punktweise definierte Halbordnung < gegeben, d. h. fiir
f,9 € LE(N) gelte

f<g = (vtel01]) f(t) <gt).
Zeigen Sie: (L5(N), <) ist ordnungsvollstindig.
Hinweis: Betrachten Sie ein 7' C [0,1] mit T ¢ [0,1] N B.
Aufgabe A1.20:
Definiere M : £1(A\") — £1(A\") durch
(VteR™)  Mf(t) == f(-1).

Seien nun k > 2 und fi, ..., fi € L}(A"). Zeigen Sie:

(a) (M fr*f2)(t) = M(f1=Mf2)(t)

(b) (Mfys...% Mfi)(t) = M(fy...% fi)(t)

Aufgabe A1.21:

(a) Uberpriifen Sie, ob mit f € £' (i) stets auch f € £1(u,) gilt.
Hinweis: Betrachten Sie die Funktion

f:R—R, T e " 1 sof(T)
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(b) Gegeben sei die Funktion f € £!(p1) mit
F = Ty~ gy
Berechnen Sie f. Dabei ist die Losung soweit zu vereinfachen, dass

sie keine Summen oder Differenzterme mehr enthalt.

Aufgabe A1.22:
Seien (2, A, p) ein Makraum. Zeige fiir f,g € L?(u):

(a) Im Falle K = R:

(f.9) = =(If +9l3=1If —9gl3)

RNy

(b) Im Falle K = C:

(f.9) = Z(If +9l3 = IIf = gllz +illf +igll3 —illf —igl3)

= =

Aufgabe A1.23:

Seien (9, A, i) ein Makraum, V ein abgeschlossener Unterraum von L2(p),
f € L*(u) und

. v o _
infj = inf {||f = vll2},

Beweisen Sie: Es gibt genau ein h € £2(p) mit || f — hlly = inf}.

Aufgabe A1.24:
Seien (€2, A, u) ein Mafraum und T ein (nicht notwendig abgeschlossener)
Untervektorraum von L?(y). Dann ist das orthogonale Komplement

T+ . {fgLQ(,u) | (Vg eT) <fvg>:0}

ein Untervektorraum von L2 ().
Beweisen oder widerlegen Sie: T ist abgeschlossen in L?(p).

Aufgabe A1.25:
Sei (2,4, u) ein Mafiraum und F : L?(u) — K eine Linearform. F' heift
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beschrinkt genau dann, wenn es ein K > 0 gibt mit
(VfeL*(w)  F(f) < K|fll2.

Beweisen Sie: F' ist genau dann beschréinkt, wenn F € (L? (u))/ ist.

Aufgabe A1.26:
Seien (€2, A, p) ein Makraum und F' € (Lz(u))/.
Beweisen Sie: Es gibt ein h € L?(u) mit

(Vv € L*(p)) Fw) = (v,h).
Aufgabe A1.27:

Seien (2,4, 1) ein Makraum und hy, ..., h, € L*(u) orthonormal (d. h.
(hi, hj) = dij fiir (i,7) € N}).

K = {ger?(w|g=>"" b mit v €K}
ist ein Untervektorraum von L2 ().
(a) Zeigen Sie: Ist g = > | v;ih; € K, so gilt v; = (g, h;) fiir alle i € N,,.
(b) Uberpriifen Sie, ob K abgeschlossen in L?(p) ist.

Aufgabe A1.28:
Seien (92, A, 1) ein Makraum und z,y, z € L?(u).

(a) Beweisen Sie den Satz des Apollonius:

x+yH2
2

1
le =l + ==yl = 3l i3 +2]= - =5

(b) Folgern Sie aus dem Satz des Apollonius die Parallelogrammgleichung.
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2 Konvergenzbegriffe in der Mafitheorie

Neben der bereits bekannten fast iiberall-punktweisen und fast {iberall-
gleichméfigen Konvergenz sind fiir die Maftheorie weitere Konvergenzbe-
griffe, wie etwa die p-stochastische Konvergenz, die Konvergenz im p-ten
Mittel oder die schwache Konvergenz, fiir messbare Funktionenfolgen von
Bedeutung. Zudem sind auch Konvergenzbegriffe fiir Folgen von Mafen
unentbehrlich. Die im Folgenden vorgestellten Konvergenzbegriffe sind auch
wichtige Hilfsmittel fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie. Die abschlieffend
behandelten Fouriertransformierten von Mafen und ihre Konvergenz sind
im Zusammenhang der komplexen Thematik des Zentralen Grenzwertsatzes
fiir Schemata bedeutsam.

2.1 p-fast iiberall (gleichmifiige) Konvergenz

Mittels des Raumes £°°(u) ldsst sich die p-fast iiberall gleichméfige Kon-
vergenz besonders einfach charakterisieren.

Satz 2.1:
Seien (€2, A, 1) ein Mafraum und (g,) eine Folge K-wertiger messbarer
Funktionen. Dann gilt

(g9n) konvergiert gleichméRig u-fast iiberall.
<= (gn) konvergiert in £ (u).

Die punktweise Konvergenz fast {iberall gestattet folgende mafstheoretische
Charakterisierung.

Satz 2.2:
Seien (€, A, 1) ein Mafiraum und g, : @ — K fiir n € N sowie g : 2 — K
messbar. Dann gilt:

(gn) konvergiert punktweise u-fast iiberall gegen g.

<= Fiir alle ¢ > 0 gilt

1 ﬁ G{Ignﬂ'*gIZs} = 0.

n=1j =1
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Corollar 2.3:
Seien (2, A, ) ein Mafraum, (g,,) eine Folge messbarer Funktionen @ — K
sowie ¢ : {2 — K messbar. Dann gilt:

. > _ e
nh_)rr;ou LJl {lgn+; — gl > €} 0 fiir alle e >0
=

= (gn) konvergiert punktweise u-fast iiberall gegen g.

Satz 2.4:
Seien (2,4, 1) ein Mafraum und fiir n € N seien g, : @ — K und
g : Q — K messbar. Dann gelten

(2.4.1) Konvergiert (g,) punktweise gegen g u-fast iiberall und ist
C € A mit p(C) < oo, so ist

dim g 0 {lgnss —gl 2} | =0

j=1
fur alle € > 0.

(2.4.2) Ist das Mafs p endlich, so gilt (g,) — g u-fast iiberall genau
dann, wenn gilt

oo
Jim g U1{|9n+j—g\ >eb| =0
]:

fir alle € > 0.

Definition 2.5:

Sei (2, A4,p) ein Mafraum. Eine Folge (g,) messbarer Funktionen
gn : 2 — K heifft Cauchy-Folge fiir die punktweise Konvergenz
fast iiberall, wenn es ein T € A mit u(T) = 0 gibt derart, dass fiir

w € T¢ die Folge (gn(w))neN eine Cauchy-Folge in K ist.
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Notiz 2.6:
Ist (gn) eine Cauchy-Folge in (9, A, p) fiir die punktweise Konvergenz p-fast
iiberall, so gibt es ein messbares g : Q — K mit (g,) — ¢ p-fast tiberall.

Die Sétze 2.2 und 2.4 sowie das Corollar 2.3 gelten sinngeméfs auch fiir die
Cauchy-Folgen fiir die punktweise Konvergenz fast tiberall.

Satz 2.7:
Seien (€2, A, 1) ein Mafraum und fiir n € N seien die Funktionen
gn : © — K messbar. Dann gilt:

(gn) ist eine Cauchy-Folge fiir die punktweise Konvergenz p-fast
iiberall.

<= Fiir alle ¢ > 0 gilt

p | YU Algnrs —gal =} | = 0.

n=1j=1

Corollar 2.8:
Seien (2, A, ) ein Mafraum und fir n € N seien die Funktionen
Gn : 2 — K messbar. Dann gilt: Aus

oo

lim p U {lgn+; —gnl =€} ] =0 fiir alle e > 0

j=1

folgt, dass (g,) eine Cauchy-Folge fiir die punktweise Konvergenz p-fast
iiberall ist.

Satz 2.9:
Seien (2, A, 1) ein Mafraum und fiir n € N seien die Funktionen
gn : 2 — K messbar. Dann gelten

(2.9.1) Ist C € Amit p(C) < oo und (g,) eine Cauchy-Folge fiir die
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punktweise Konvergenz fast iiberall, so folgt fiir alle € > 0

dim p | O {lgnss —gnl 2} | = 0.
j=1

(2.9.2) Ist das Maf p endlich, so sind dquivalent:

i) (gn) ist eine Cauchy-Folge fiir die punktweise Konvergenz
u-fast iiberall.

ii) Fiir alle € > 0 gilt

oo
nli_{glo,u LJl {|gn+j —gnl = 5} = 0.
j:

2.2 Fast gleichmifiige Konvergenz

Als erster neuer Konvergenzbegriff wird die fast gleichméftige Konvergenz
behandelt.

Definition 2.10:
Seien (92, A, 1) ein Mafraum, fiir n € N seien g, : @ — K messbar und
g : Q — K sei messbar. Die Funktionenfolge (g,,) heiflt fast gleichméRig

konvergent gegen g (Kurzschreibweise: g, e, g), wenn es zu jedem
n > 0en C € A mit u(C) < n gibt derart, dass die Folge (gn|cc)
gleichméfig gegen g|cc konvergiert.

Notiz 2.11:
Gleichméfige Konvergenz pu-fast iiberall impliziert fast gleichméfige Kon-

vergenz.
Beweis: Im Fall der gleichmdfigen Konvergenz p-fast iberall kann man in Definition
2.10 C als Nullmenge wdhlen. O
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Bemerkung 2.12:
Seien (2, A, 1) ein Mafiraum, g, : Q@ — K messbar fiir alle n € N und
g : © — K messbar. Dann gilt

9n =, g == gn — g p-fast iiberall.

Fiir endliche Mafe gilt in Bemerkung 2.12 auch die umgekehrte Implikation.
Dies ist die Aussage von

Satz 2.13: Jegoroff!
Seien (9,4, 1) ein Mafiraum mit endlichem Ma® p, g, : 2 — K messbar
fiir n € N und g : 2 — K messbar. Dann gilt

n =, g <~ gn — g p-fast iiberall.

Der folgende Satz gibt ein Kriterium an, welches es erlaubt, auch bei
beliebigen Mafen unter gewissen Voraussetzungen von der punktweisen
Konvergenz u-fast iiberall auf die fast gleichméafige Konvergenz zu schliefen.

Satz 2.14:
Seien (2, A, p) ein Mafraum, f,g € £1(u) und g, € £ () fiir n € N. Dann
gilt:

gn — g p-fast Uberall und |g,| < f p-fast iiberall fiir alle
neN

fg
= Ggn — ¢

Nur unter sehr restriktiven Bedingungen lasst sich von der fast gleichmafi-
gen Konvergenz auf eine eingeschréankte Form der gleichméfigen Konvergenz
schliefien. In gewisser Weise ist es erstaunlich, dass dieses Kriterium bereits
fiir die punktweise Konvergenz p-fast iiberall gilt.

n der Literatur [Oxt97, S. 37] findet sich gelegentlich die folgende leichte Verschar-
fung des Satzes von Jegoroft:
Seien (2,4, 1) ein Mafraum und g, gn (fiir n € N) messbar und K-wertig. Konvergiert
(gn) punktweise gegen g auf einer Menge E C  mit u(E) < oo, so gibt es zu jedem
n>0ein F C E mit u(F) < n, so dass (gn) gleichméfig gegen g auf E \ F konvergiert.
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Satz 2.15: Lusin

Seien (2, A, 1) ein Mafiraum mit o-endlichem Mafy p, g :  — K messbar
und g, : Q@ — K messbar fiir alle n € N und g,, — g p-fast iiberall.

Fir j € N gibt es dann Mengen C; € A mit

plovyeo | =o
j=1

so dass fiir alle j € N die Folgen (gn|c, )nen gleichmiRig konvergieren.

Insbesondere gilt dieses Kriterium im Falle g, e, g.

2.3 (Lokal) u-stochastische Konvergenz

Der folgende Konvergenzbegriff ist fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie von
Bedeutung.

Definition 2.16:
Seien (2,4, ) ein Mafkraum, (g,) eine Folge messbarer Funktionen
g:Q—Kund g: Q — K messbar.

(2.16.1) Die Folge (g,) heift p-stochastisch konvergent gegen g
— man sagt auch, sie ist konvergent dem Mafie nach —
genau dann, wenn fiir alle € > 0

n{ﬁ;ﬂ({\gn—g\ 2&}) =0

gilt. Kurzschreibweise: p-lim,, , _ g, = g oder g, LN g.

(2.16.2) Die Folge (g,) heift lokal u-stochastisch konvergent ge-
gen g — man sagt dann auch, sie ist lokal konvergent dem

Mafte nach — genau dann, wenn fiir alle € > 0 und alle
C e Amit p(C) < o0

HILIT;ON({|gn_Q| 25}00) =0

gilt. Kurzschreibweise: pjoc-lim,,_, . gn = g oder gy, Hlog g.
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Vereinbarung 2.17:

In [Bau92| wird bereits die lokal p-stochastische Konvergenz als stocha-
stische Konvergenz bezeichnet. Im Folgenden wird jedoch konsequent die
Begriffsbildung “(lokal) p-stochastisch konvergent” verwendet.

Notiz 2.18:
Im Falle eines endlichen Mafses p sind die Begriffsbildungen p-stochastisch
konvergent und lokal p-stochastisch konvergent dquivalent.

Das schwache Gesetz der groften Zahlen lésst sich bequem in Termen der
p-stochastischen Konvergenz formulieren.

Beispiel 2.19:

Seien (92, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X;) eine Folge von reellen
Zufallsvariablen X; aus £!(P). Die Folge (X;) geniigt genau dann dem
schwachen Gesetz der groften Zahlen, wenn gilt

P_lim (Z; (X; —E(Xi))) - 0.

n—oo n
Notiz 2.20:
(2.20.1) p-stochastische Limiten sind messbar.

(2.20.2) Lokal p-stochastische Limiten sind messbar.

Notiz 2.21:
Seien (Q, A, ) ein Makraum, (g,) eine Folge messbarer Funktionen
gn Q2 — Kund g,g : © — K messbar mit ¢ = g p-fast iiberall. Dann
gelten:

(2.21.1) p-limg, =g = p-limg, = g

(2.21.2) poc-limg, =g = toc-lim gn = g

Man wiirde vielleicht erwarten, das je zwei p-stochastische bzw. lokal u-
stochastische Limiten auch u-fast iiberall eindeutig bestimmt sind. Dieses
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gilt einschrankungslos jedoch nur fiir die u-stochastische Konvergenz.

Satz 2.22:
Seien (2, A, ) ein Mafraum und (g,,) eine Folge messbarer Funktionen
gn :  — K. Dann gilt

pulimg, =¢g und p-limg, =g = g = g p-fast iberall.

n—oo n— oo

Satz 2.23:
Seien (2, A, ) ein Mafiraum mit o-endlichem Mafs 4 und (g,,) eine Folge
messbarer Funktionen g, : 2 — K. Dann gilt

oc . n—oo In i — g = g p-fast tiberall.
A\ uloc—hmnﬁoo gn = g
Satz 2.24:

Seien (2, A, ) ein Mafraum und (g,,) eine Folge messbarer Funktionen
Gn + © — K mit

/J/loc‘hmgn =49 und Mloc'limgn = g

n—00 n— o0

sowie g, g € LP(u) fiir ein p € [1,00[. Dann gilt g = § p-fast iiberall.

Es wird nun das Verhéltnis zwischen der (lokal) p-stochastischen Konvergenz
und der punktweisen Konvergenz u-fast iiberall geklart.

Satz 2.25:

Seien (Q,A, ) ein Makraum, (g,) eine Folge messbarer Funktionen
gn * Q2 = K, g : @ — K messbar und g, — ¢ p-fast iiberall. Dann
gelten

(2.25.1) poc-limg, =g
(2.25.2) p-limg, = g, falls das Maf p endlich ist.

Umgekehrt lisst sich aus p-stochastischer Konvergenz i. A. nicht auf punkt-
weise Konvergenz u-fast iiberall schliefsen.
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Definition 2.26:

Seien (2, A, ) ein Mafraum und (g,,) eine Folge messbarer Funktionen
gn : Q — K. (g,) heilt Cauchy-Folge fiir die p-stochastische Kon-
vergenz genau dann, wenn gilt

(Ve >0) (3N e N) (Vm,n €N, m,n > N) M({|gm—gn| 25}) <.

Notiz 2.27:
Eine p-stochastisch konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge fiir die p-
stochastische Konvergenz.

Zwischen der p-stochastischen Konvergenz und der fast gleichméfigen
Konvergenz bestehen interessante Zusammenhénge, aus denen sich zudem
weitere Aussagen zum Verhéltnis zwischen p-stochastischer Konvergenz
und punktweiser Konvergenz p-fast iiberall gewinnen lassen. Weiterhin lasst
sich dann die Umkehrung von Notiz 2.27 beweisen.

Satz 2.28:
Seien (2, A, ) ein Makraum, (g,) eine Folge messbarer Funktionen
gn: Q2 — Kund g: Q — K messbar. Dann gilt

() %9 =  plimg,=g.

n—oo

Satz 2.29:

Seien (€2, A, 1) ein Mafraum und (g,,) eine Cauchy-Folge fiir die p-stochas-
tische Konvergenz, so existiert eine Teilfolge (gn,)r von (gn), die fast
gleichméfig konvergent gegen ein messbares g : 2 — K konvergiert.

Satz 2.30:
Seien (£2,A,u) ein Mafkraum, (g,) eine Folge messbarer Funktionen
gn : @ =5 Kund g : Q — K eine Funktion mit u-limg, = g, so gibt

es eine Teilfolge (gn, )k von (gn) mit (gn, ) s, g.

Nunmehr lasst sich die Umkehrung von Notiz 2.27 beweisen.
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Satz 2.31:
Seien (€, A, 1) ein Mafraum und (g,,) eine Cauchy-Folge fiir die p-stochas-

tische Konvergenz. Dann ist (g,) p-stochastisch konvergent.

Beweis: Nach 2.29 gibt es eine Teilfolge (gn,) von (gn), die fast gleichmdfig gegen
ein messbares g : 2 — K konvergiert. Nach 2.28 folgt p-lim gn, = g. Zu € > 0 gibt es
also ein L, so dass fiir alle k > L

€

u({lgnk —g/> g}) < 3 (2.1)

gilt. Da (gn) eine Cauchy-Folge fir die p-stochastische Konvergenz ist, gibt es ein M,
so dass fur alle ng,n > M

€ €
u({lgnk —gnl > 5}) < 5 (2.2)
gilt. Wegen
€ € €
u({lgn - 91 > 5}) < u({lgn = gnil > 5}) + 1 ({lgn, — 9l > 5})
folgt aus (2.1) und (2.2) die Behauptung. O

Der folgende Satz charakterisiert die u-stochastische Konvergenz mittels
der fast gleichméfigen Konvergenz.

Satz 2.32:
Seien (Q,A, ) ein Makraum, (g,) eine Folge messbarer Funktionen
gn : @ — Kund g: Q — K messbar. Dann gilt

plimg, = g

genau dann, wenn eine Teilfolge (g,, ) von (g,) existiert mit

£
(n,) —> 9.

Satz 2.33:

Seien (€2, A, pt) ein Mafraum, g : Q — K messbar und (g,,) eine Folge messba-
rer Funktionen g, : @ — K. Dann gilt: Konvergiert (g,) p-stochastisch
gegen g, so besitzt jede Teilfolge (gn, ) von (g,) eine Teilfolge (gn,w)7 die
punktweise p-fast iiberall gegen g konvergiert.
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Satz 2.34:
Seien (2, A, 1) ein Mafiraum mit o-endlichem Mafy p, g :  — K messbar
und (g,,) eine Folge messbarer Funktionen g, :  — K. Dann gelten:

(2.34.1) Konvergiert (g, ) lokal p-stochastisch gegen g, so besitzt (g,,)
eine Teilfolge (gn, ), die p-fast iiberall punktweise gegen g
konvergiert.

(2.34.2) Fiir p() < oo gilt auch die Umkehrung.

Der folgende Satz charakterisiert fiir o-endliches Maf p die lokal p-stochas-
tische Konvergenz mittels der punktweisen Konvergenz p-fast iiberall.

Satz 2.35:

Seien (€, A, ) ein Mafiraum mit o-endlichem Maf u, (g,) eine Folge
messbarer Funktionen g, : 2 — K und g : © — K messbar. Dann gilt: (g,,)
konvergiert genau dann lokal u-stochastisch gegen g, wenn jede Teilfolge
(gn,) von (gn) punktweise gegen g p-fast tiberall konvergiert.

2.4 Konvergenz im p-ten Mittel

Ein weiterer wichtiger Konvergenzbegriff ist die Konvergenz im p-ten Mittel
fiir Funktionenfolgen aus LP(u).

Definition 2.36:
Seien 0 < p < oo und (g,) eine Funktionenfolge aus £P(u). (gn) heifst
konvergent im p-ten Mittel gegen g € LP(u), falls

lim Np(gn —9g) = 0

n—oo
gilt. Kurzschreibweisen sind

p cr 1 £ (u)
gn — 9, gn — 9 un gn — G-

Im Fall p = 2 spricht man auch von Konvergenz im quadratischen
Mittel, im Fall p = 1 von Konvergenz im Mittel.
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Gelegentlich wird die Konvergenz im p-ten Mittel auch als starke Kon-
vergenz bezeichnet. Diese Bezeichnung wird im Zusammenhang mit der
noch einzufithrenden schwachen Konvergenz versténdlich.

Notiz 2.37:
Aus (g,) == g, (gn) == § folgt g = § fast iiberall.

Definition 2.38:
Eine Folge (gn) aus £P(u) heift Cauchy-Folge fiir die Konvergenz im
p-ten Mittel genau dann, wenn es fiir jedes € > 0 ein N € N gibt mit

(anm eN, m,n > N) Np(gn - gm) <e.

Offensichtlich gilt

Notiz 2.39:
Jede im p-ten Mittel konvergente Folge (g,,) ist eine Cauchy-Folge fiir die
Konvergenz im p-ten Mittel.

In Corollar 1.35 wurde bereits die Vollstandigkeit der Raume £ (1) kon-
statiert, was gleichbedeutend ist zu

Satz 2.40:
Ist (gn) eine Cauchy-Folge fiir die Konvergenz im p-ten Mittel, so gibt es

ein g € LP mit g, —— g.

Bemerkung 2.41:
Sei 0 < p < 0. Ist (g,,) eine Cauchy-Folge fiir die Konvergenz im p-ten
Mittel, so ist die Folge (Np(gn)) beschrinkt in R.

Notiz 2.42:
Seien u,v € K. Dann gilt

(fn) - f und (g’rb) - g = (“'fn + Ugn) - uf +vg.
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Satz 2.43:
Seien 0 < p, ¢ < oo und (gy,,) eine Funktionenfolge aus £P ()N LI (1). Gelten

(9n) == g € LP(n)  und  (ga) = § € LY (p),
so folgt g = g p-fast {iberall.

Das Theorem von Lebesgue {iber majorisierte Konvergenz lasst sich auf den
Fall einer Funktionenfolge aus LP erweitern, falls die Majorante in LP liegt.

Theorem 2.44: Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz in
LP

Seien (2, A4, 1) ein Mafraum, 0 < p < oo und (g,) eine Funktionenfolge
aus LP(p), die gegen ein messbares g : Q — K punktweise u-fast iiberall
konvergiert. Gibt es dann ein A € LP(y) mit |g,| < h p-fast iiberall, so

folgen g € LP(u) und g, £, g.

Aus der fast gleichméfigen Konvergenz lasst sich i. A. nicht auf die Kon-
vergenz im p-ten Mittel schliefen. Umgekehrt impliziert die Konvergenz im
p-ten Mittel i. A. nicht die fast gleichméfige Konvergenz.

Ebenso ldsst sich aus der punktweisen Konvergenz i. A. nicht auf die
Konvergenz im p-ten Mittel schliefen und umgekehrt aus der Konvergenz
im p-ten Mittel i. A. nicht auf die punktweise Konvergenz.

Es gelten jedoch die folgenden Aussagen:

Satz 2.45:
(2.45.1) Ist (gy) eine Cauchy-Folge fiir die Konvergenz im p-ten Mittel,
so gibt es eine Teilfolge (gn,) von (g,) und ein g € L£P mit

£
(9n) o g-

(2.45.2) Gilt (gn) £, g € LP, so gibt es eine Teilfolge (gn, ) von (gn)

. f
mit (g,,) —> g.

Satz 2.46:
Seien 0 < p < o0, (gn) ein Folge aus LP(u) und g € LP(p). Weiter gelte
gn — ¢ p-fast tiberall und N,(g,) — N,(g).



KONVERGENZ IM p-TEN MITTEL 55

Dann folgt g, == g.

Wesentlich vielfaltiger sind die Zusammenhénge zwischen der Konvergenz
im p-ten Mittel und der (lokal) u-stochastischen Konvergenz, auf welche
im Folgenden eingegangen wird.

Wichtiges Hilfsmittel dafiir ist der Begriff der gleichgradigen u-Integrier-
barkeit.

Definition 2.47:

Seien (92, A, 1) ein Mafraum und F eine Familie messbarer Funktionen
g: Q0 — K. F heifit gleichgradig p-integrierbar genau dann, wenn es
zu jedem € > 0 ein g. € £'(u) gibt mit g. > 0 und

(vf € F) /{ <=

Bemerkung 2.48:
Gelegentlich wird anstatt “gleichgradig p-integrierbar” auch der Begriff
gleichmifig p-integrierbar verwendet.

Definition 2.49:
Die Funktion g. aus Definition 2.47 wird auch als eine e-Schranke fiir F
bezeichnet.

Notiz 2.50:
Ist g. eine e-Schranke fiir F, h integrierbar mit h > g., so ist auch h eine
e-Schranke fiir F.

Beispiel 2.51:
Jede endliche Menge {hi, ..., hs} p-integrierbarer Funktionen ist gleichgra-
dig p-integrierbar.

Notiz 2.52:
Seien (92, A, ) ein Mafraum und F eine Familie messbarer Funktionen
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f: 2 =K, zu denen es ein p € [1,00[ und ein h € LP(u) gibt mit h > 0
und (Vf € F) |f| < h p-fast iiberall. Dann ist die Familie

Fro= {17 ] feF}

gleichgradig p-integrierbar.

Der folgende Satz charakterisiert gleichgradig p-integrierbare Familien
mittels eines Beschrianktheits- und eines e-0-Kriteriums.

Satz 2.53:

Seien (92, A, ) ein Mafraum und F eine Familie messbarer Funktionen
f:Q — C. Dann ist F genau dann gleichgradig p-integrierbar, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

(a) igg/lfldu < o0

(b) Fiir alle € > 0 gibt es eine p-integrierbare Funktion g > 0 und ein
§ > 0, so dass fiir alle C' € A gilt

/gdu§5 — (erf)/lf\duge.
C C

Das nachstehende Lemma spielt eine Rolle im Beweis des nachfolgenden
Theorems 2.55. Es ist aber auch von eigenstédndigem Interesse.

Lemma 2.54:

Fiir eine Familie F C L£P(u) (mit p € [l,00[) sei die Familie
Fr o= {|flP | f € F} gleichgradig p-integrierbar. Dann erweist sich
die Familie

Foo=A{luf +vglP | fLge F, u,veK, |ul <1,[v] <1}
als gleichgradig p-integrierbar.

Theorem 2.55:
Seien (2, A, ) ein Mafraum, p € [1,00[ und F := {f,|n € N} eine Familie
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p-integrierbarer Funktionen f,, : & — K. Dann ist die Folge (f,,) genau
dann im p-ten Mittel konvergent, wenn sie p-stochastisch konvergiert und
die Familie F? gleichgradig u-integrierbar ist.

In dem Fall, dass das Maf p o-endlich ist, lasst sich (<) in Theorem 2.55
wie folgt verschérfen:

Satz 2.56:

Seien (2,4, ) ein Mafraum mit o-endlichem Maf, p € [1,00[ und
F :={fn|n € N} eine Familie p-fach integrierbarer Funktionen f, : Q — K.
Konvergiert (f,,) p-stochastisch gegen f und ist die Familie F? gleichgradig

p-integrierbar, so liegt f in £P(p) und es gilt (f,,) £, I

Mittels des folgenden Lemmas lésst sich fiir beliebige Mafe 1 eine weitere
Verscharfung des Theorems 2.55 erzielen.

Lemma 2.57:
Seien f,,, f € LY(p) mit f, > 0 fiir alle n € N, f > 0 und p-lim f,, = f.
Gilt dann

. ct
so gilt f, =— f.

Theorem 2.58:
Seien p € [1,00[ und F := {f,|n € N} eine Familie von Funktionen aus
LP (1) mit

,U'lim fn = f € ‘Cp(:u')'

n—oo

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(2.58.1) (fa) =5 f

(2.58.2) FP ist gleichgradig u-integrierbar.

(2583) lim [ 15,7 du = [ 117 du
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Der Nachweis, ob eine Familie F gleichgradig p-integrierbar ist, kann sich
als duferst schwierig erweisen. Bei o-endlichem Maf ist der folgende Satz
gelegentlich niitzlich:

Satz 2.59:

Es seien (2, A, 1) ein Mafraum mit o-endlichem MaR p und g € £1(x) mit
g > 0. Fiir eine Familie F messbarer Funktionen 2 — K gelten dann die
folgenden Aquivalenzen:

(2.59.1) F ist gleichgradig u-integrierbar.

(2.59.2) Zu jedem £ > 0 gibt es ein § > 0, so dass 4 - g eine e-Schranke
fiir F ist.

(2.59.3) Es gelten
i) sup [ [7]du < oc
fer

ii) Zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass fiir alle C € A
und alle f € F gilt

/gdué5 = /Iflduﬁs.
C C

Fiir endliche Mafie, insbesondere also fiir alle Wahrscheinlichkeitsmafie,
gilt noch folgendes hinreichendes Kriterium fiir gleichgradige u-Integrier-
barkeit.

Satz 2.60:

Seien (2, A, 1) ein Makraum mit endlichem Mak p und F eine Familie von
Funktionen aus £!(u). Weiter gebe es ein ¢ > 0 mit g € £1(u), so dass fiir
alle € > 0 und fiir alle f € F gilt

/ |fldp < / gdp.
{112} {11z}

Dann ist F gleichgradig p-integrierbar.

Definition 2.61:
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Seien (92, A, 1) ein Mafiraum, 0 < p < co und F eine Familie aus £P(u),
fiir die folgende Bedingungen erfiillt sind:

(a) Fiir alle € > 0 gibt es ein C € A mit u(C) < oo, so dass fur alle
feFgilt
[ lipdn < e
cc

(b) Zu jedem £ > 0 existiert ein 6 > 0, so dass fiir alle C € A mit
u(C) < 6 und alle f € F gilt

[lsrn < e
C

Dann heiftt F im p-ten Mittel gleichgradig integrierbar.

Der folgende auf Vitali zuriickgehende Satz klart die Beziehung zwischen
der Konvergenz im p-ten Mittel und der lokal p-stochastischen Konvergenz.

Satz 2.62:
Seien 0 < p < 00, (2, A, 1) ein Makraum, f € £LP(u) und (f,,) eine Folge

aus LP(u). Dann ist f, £, f aquivalent dazu, dass folgende Bedingungen
erfiillt sind:

(a) Nloc‘hmfn - f

n—oo

(b) F:={fn|n € N} ist im p-ten Mittel gleichgradig integrierbar.

2.5 Zwei Diagramme zur Ubersicht

Die beiden folgenden Diagramme veranschaulichen fiir beliebige bzw. endli-
che Mafe i die wichtigsten Implikationsbeziehungen zwischen den einzelnen
Konvergenzbegriffen:
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(a) u beliebig:

gleichméfige Konvergenz Konvergenz
Konvergenz in £>(u) im p-ten Mittel
4 4
fast gleich- p-stochastische
4 .
maéafige Konvergenz Konvergenz
4 4
Punktweise punktweise Kon- lokal p-stochas-
Konvergenz vergenz u-fast iiberall tische Konvergenz

(b) u endlich:

gleichméfige Konvergenz Konvergenz
Konvergenz in £%°(p) im p-ten Mittel
v ¥
fast gleich- p-stochastische
4 o
méfige Konvergenz Konvergenz
¢ ¢
Punktweise punktweise Kon- lokal p-stochas-
Konvergenz vergenz p-fast iberall tische Konvergenz

2.6 Schwache Konvergenz

Als letzter Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen wird die schwache Kon-
vergenz vorgestellt.

Definition 2.63:
Seien (€, A, 1) ein Mafraum, 1 < p < 0o, q := % (fn) eine K-wertige

_ 1>
P

Folge aus £P(u) und LP(p) > f : @ — K. (fy) heift schwach konvergent
gegen f, wenn fiir alle g € £(p)

tiw [ fagdu = [ fodn

gilt. Kurzschreibweise: f,, — f.
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Notiz 2.64:
Gelten f, — f und f, — g, so ist f = g p-fast iiberall.

Satz 2.65: .
Sei 1 < p < oo. Gilt f,, == f, so folgt f, - f.

p
Beweis: Ist1 <p < oo und q= 15; , d. h. % +$ =1, und gilt fn £, f, so folgt mit

»
der Holderschen Ungleichung fir alle g € L9(p):

'/fngduf/fgdu‘ - ’/(fnff)gd#'
< /Ifn—f\'lgldu
< Np(fn— 1) Nalg)
— 0,
das heifit fn, - f. O

Bemerkung 2.66:
Satz 2.65 ist der Grund dafiir, dass — wie bereits erwdhnt — die Konvergenz
im p-ten Mittel gelegentlich auch als starke Konvergenz bezeichnet wird.

Satz 2.67:
Seien (92, A, 1) ein Mafraum, 1 < p < oo, f, f,, € LP(u) fiir alle n € N und
fn — f. Fiir alle w € Q sind dann die Folgen (fn (w)) beschrankt in K.

Satz 2.68:
Seien (€2, A, i) ein Mafraum, 1 <p < oo, f, fn € LP () fiir alle n € N und
[f], [fn] die entsprechenden Aquivalenzklassen in LP(u).

Dann ist f, — f dquivalent dazu, dass [f,] — [f] gilt in LP(u) bzgl. der
schwachen Topologie o (LP(u), (LP(1))’).
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Beweis: Sei g € [1,00] mit £ + 1 =1. Es gilt
fn—=f = (VgeLi) /fngdu — /fgdu
= (e L) [Ifugldn— [1fo]du

Satz 1.6.2

&7 6([fn]) — 04([f]) inK
SELTE [ f] — [f] in (LP(n), 0 (LP(w), (LP(1))"))-

Bemerkung 2.69:
Satz 2.68 macht die Bezeichnung “schwach konvergent” selbsterklérend.

Der folgende Satz stellt eine Verbindung zwischen der lokal u-stochastischen
Konvergenz und der schwachen Konvergenz her.

Satz 2.70:

Seien (2, A, ) ein Mafiraum, 1 < p < oo, f: Q — K aus LP(u) und (fy)
eine Folge K-wertiger Funktionen aus £P(u1). Weiter sei die Folge (N, (fn))
in R beschrénkt. Dann gilt

Hloc-lim fr, = f = fn e /-

n—oo

Satz 2.71:
Seien (2, A4, u) ein Mafraum, 1 < p < oo, f: Q — K aus LP(u) und (f,,)
eine Folge K-wertiger Funktionen aus £P(u). Dann gilt

Np(fu =) =50 = fu— [ wd Ny(fn) =5 Np(f).

Definition 2.72:
Sei A eine o-Algebra {iber Q). Existiert ein abzdhlbarer Erzeuger £ (iiber
Q) von A, d. h. 0(€) = A, so heifit A separabel.

Beispiel 2.73:
B" ist separabel.
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Theorem 2.74: Weak Compactness Theorem
Es seien (Q, A, 1) ein Mafraum mit o-endlichem Maf p, A separabel und

F = {feMA)|(Vwe)0< fw) <1}

Dann existiert zu jeder Folge (f,) aus F eine Teilfolge (f,,;) und ein f € F
mit fp, - f.

Das Weak Compactness Theorem findet Verwendung im Beweis der aus
der Mathematischen Statistik vielleicht schon bekannten

Anwendung 2.75:
Sei (H, H, W, Wy, Ws) ein Testexperiment. Dann ist fiir jedes o € [0, 1] die
Familie MME,, der a-MaxMin-Tests nicht leer.

2.7 Konvergenzbegriffe fiir Mafie

Nach der Behandlung von Konvergenzbegriffen fiir messbare Funktionen-
folgen wird sich nun den Konvergenzbegriffen fiir Mafie zugewandt, wobei
die schwache und die vage Konvergenz von Mafen im Vordergrund stehen
werden. Die schwache Konvergenz wird zudem zu einem weiteren Konver-
genzbegriff fiir Folgen von Zufallsvariablen fiihren, mittels dem sich der
Zentrale Grenzwertsatz formulieren lésst.

Die folgenden Bezeichnungen sind niitzlich:

Definition 2.76:

Seien (X, 7) ein topologischer To-Raum, dessen Topologie 7 von einer
vollstdndigen Metrik erzeugt wird und B(X) die Borelsche o-Algebra iiber
X. Dann seien

M(X) = {p | 1 ist ein RadonmaR auf (X, B(X)).},
Men(X) = {p]| pist ein endliches Mak auf (X, B(X)).},
My (X) = {p|pist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (X, B(X)).},
Mai(X) = {p€ Man(X) | n(X) <1}
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Ein p aus M<1(X) wird auch als Sub-Wahrscheinlichkeitsmaf bezeich-
net.
Weiter seien

C(X) := {f:X%]K|fist stetig}
G(X) = {f:C(X ’ [ ist beschréinkt. },
C(X) = {f:XeC(X } f hat kompakten Triiger. }.

Dabei ist der Tréger von f definiert als f~1(K\ {0}).

Notiz 2.77:
Ce(X) C Cp(X).

Satz 2.78:
Ist X polnisch und p € Mg, (X), so ist das Maf u regulér. Insbesondere
gilt Mg, (X) C M(X).

Definition 2.79:
(2.79.1) Seien p, i1, 2, - .. € Man(X). (in) heifft schwach konver-
gent gegen u genau dann, wenn fiir alle f € Cp(X)

[ tann=s [ ran

gilt. Kurzschreibweise p1,, — p oder pn = w-lim fu,,.

(2.79.2) Seien p, p1, po,... € M(X). (un) heilft vag konvergent
gegen p genau dann, wenn fiir alle f € C.(X)

[t =5 [ ran

gilt. Kurzschreibweise p,, — g oder pn = v-lim fi,,.

Bemerkung 2.80:
Seien X ein lokal-kompakter polnischer Raum und g, p11, pt2, . . . € Man(X)
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mit jt, — p. Dann gilt
w(X) < limsup p,(X).

Beispiel 2.81:
Seien (p1) die Folge der Punkt-W-Mafe in {1} auf (R,B). Dann gilt

w
K1 — [o-

Definition 2.82:
Seien (11, 7), (T2, 72) topologische Réume und h : T} — T eine Abbildung,.
Dann heifst

Sp = {t €Ty | h ist stetig in ¢.}
die Menge der Stetigkeitspunkte von h und entsprechend Uy, := T3 \ Sp
die Menge der Unstetigkeitspunkte von h.

Der folgende Satz charakterisiert die schwache Konvergenz von Subwahr-
scheinlichkeitsmafen und stellt im Falle lokal-kompakter polnischer Rdume
zudem eine Verbindung zwischen der schwachen Konvergenz und der vagen
Konvergenz von Subwahrscheinlichkeitsmafsen her.

Theorem 2.83: Portemanteau-Theorem?
Seien p, p1, o, ... € M<1(X). Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-

lent:
(2.83.1) pp —

(2.83.2) Es gilt

[ tan — [ ran

fir alle beschrénkten messbaren f: X — K mit u(Uy) = 0.

[ tann — [ rau

2Die Bezeichnung “Portemanteau’-Theorem riihrt nicht etwa von einem franzdsischen
Mathematiker namens Portemanteau her. “Portemanteau” ist lediglich das franzdsische
Wort fiir “Kleiderbiigel”.

(2.83.3) Es gilt
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fiir alle beschréankten Lipschitz-stetigen f : X — K.

(2.83.4) Es gelten liminf p,(X) > p(X) und limsup p,(T) < p(T)
fiir alle abgeschlossenen T' C X.

(2.83.5) Es gelten limsup p,(X) < p(X) und liminf p,, (S) > u(S)
fiir alle offenen S C X.

(2.83.6) Es gilt limsup p,(4) = p(A) fir alle A € B(X) und
0A € B(X) mit u(0A) =0.

Ist X zudem lokal-kompakt und polnisch, so sind zusétzlich noch
(2.83.7) 1, — p und lim p,, (X) = p(X).
(2.83.8) pin — p und lim p, (X) < p(X).

aquivalent zu (2.83.1).

Bemerkung 2.84:

Eine Folge (un) aus M(X) ist genau dann konvergent, wenn fiir jedes
f € Co(X) die Zahlenfolge ([ f dpin)nen in K konvergiert.

Satz 2.85:
Seien p, p11, fi2, . .. Wahrscheinlichkeitsmafe aus M (X). Dann gilt
fin == B =~

Satz 2.86:
(2.86.1) Ist X polnisch, so ist der schwache Limes eindeutig.

(2.86.2) Ist X lokal-kompakt, so ist der vage Limes eindeutig.

Definition 2.87:
Seien Y, Y1, Ys, ... Zufallsvariablen auf einem Mafraum (€2, A, 1). Man sagt,
die Folge (Y,,) konvergiert in Verteilung gegen Y genau dann, wenn

My, - Hy
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gilt. Kurzschreibweise: Y,, oy

Satz 2.88:
Y, Y1,Ys,. .. seien K-wertige, auf dem Mafraum (€2, A, 1) definierte Zufalls-
variablen. Dann gilt

plimY, =Y = Y, %Y.

Definition 2.89:
Seien F|, Fy, F5, ... Verteilungsfunktionen von Wahrscheinlichkeitsmaften
auf (R, B). Die Folge (F},,) heifit schwach konvergent gegen F' genau
dann, wenn fiir alle t € Sg

F(t) = lim F,(t)

n—oo

gilt. Kurzschreibweise: F), - F.

Anstelle von “schwach konvergent” benutzt man auch die Redeweise “konver-
gent in Verteilung” und verwendet hierfir die Kurzschreibweise

Satz 2.90:
Seien p, u1, fi2, . .. Wahrscheinlichkeitsmafte auf (R,B) mit zugehorigen
Verteilungsfunktionen F, Fy, F5, .... Dann gilt

o, — = F, ViR
Satz 2.91:
Seien Y, Y1,Ys, ... reellwertige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum mit Verteilungsfunktionen F|, Fy, Fs, . ... Dann sind dquivalent
(a) Y, "%y

(b) (Vf €C(R)) E(foYn) = E(foY)

(¢) F, "% F.



68 2 KONVERGENZBEGRIFFE IN DER MATHEORIE

Mittels der Begriffe “straffes Maf” und “trennende Klasse” lassen sich
schwach konvergente Subwahrscheinlichkeitsmaffolgen fiir polnische Rdume
charakterisieren.

Definition 2.92:
Eine Familie S C Mg, (X) heifst straff genau dann, wenn zu jedem ¢ > 0
ein Kompaktum K C X existiert mit

sup{u(X\K)’,uES} < e

Beispiele 2.93:
(2.93.1) Ist X kompakt, so sind M;(X) und M<;(X) straff.

(2.93.2) Die Familie der stetigen Gleichverteilungen (Ui, n))n auf
den Intervallen [—n,n] ist nicht straff.

Definition 2.94:

Seien F C M(X) und S eine Familie messbarer Abbildungen f: X — K.
S heiflt eine trennende Familie fiir F genau dann, wenn fiir Mafe
Wi, o € F aus

(Vf € SN L () N L (12)) /fdul - /fduz

direkt pq = po folgt.

Beispiel 2.95:
Sei Lip, (X, [0, 1]) die Familie der Lipschitz-stetigen Funktionen X — [0, 1]
mit Lipschitz-Konstante 1. Dann ist Lip, (X, [0, 1]) trennend fiir M(X).

Satz 2.96:

Seien X polnisch und p, i1, i, . . . € M<1(X). Dann gilt p,, — p genau
dann, wenn (u,,) straff ist und es eine trennende Familie F C Cy(X) gibt
mit

(VfeF) /fdu = nlergo/fdun.
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Satz 2.97:

69

Seien X polnisch und lokal-kompakt sowie p, pi1, pia, . . . € Mgy (X). Dann

sind dquivalent
(2.97.1) pn -
(2.97.2) gy, — pund p(X) = lim p, (X)

(2.97.3) pn — pund p(X) > limsup p, (X)
(2.97.4) pn — pund {p,|n € N} ist straff.

Definition 2.98:
Ist 1 € Mgn ([0, 00[), so heifit

L:[0,00[— R mit L(s) == /OOO e St du(t)

fiir s > 0 die (einseitige) Laplace-Transformierte von pu.

Notiz 2.99:

(2.99.1) L ist beschrénkt.
(2.99.2) lims_,o L(s) = u({0})
(2.99.3) L ist gleichméRig stetig.
(2.99.4) L ist monoton fallend.
( )

2.99.5) L ist beliebig oft differenzierbar mit

LB (s) = (—1)F / the=st du(t)
0
fir s >0, k> 0.

(2.99.6) L ist konvex.

Satz 2.100:

Seien p, p1, f2, ... € Man([,0,00[) mit den zugehorigen Laplace-Trans-
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formierten L, Ly, Lo, . ... Dann gilt

n—oo

i —— 1 = (Vs >0) L,(s) — L(s).

Die Umkehrung dieses Satzes gilt sogar in einer verschéarften Form.

Satz 2.101:

Seien i1, fia, . .. € Man([0, 00[) mit zugehorigen Laplace-Transformierten
L, (n € N). Weiter gebe es eine Funktion L : [0, c0[— R, die in 0 stetig ist
und fiir die

lim L,(s) = L(s)

n—oo

gilt fiir alle s > 0. Dann gibt es ein g € My ([0, 0of) mit p,, — p, so dass
L die Laplace-Transformierte von p ist.

Corollar 2.102:
Ein endliches Maf p € Magy([0,00[) ist eindeutig bestimmt durch die
Angabe seiner Laplace-Transformierten L.

Definition 2.103:
Fiir ein g € Mg, (R™) wird die Abbildung

Cf,:R*—C, t— /e”t’“") du(x)

als die Fouriertransformierte des Mafies p oder auch als die charak-
teristische Funktion von p bezeichnet.

Bemerkung 2.104:
Aus zwei Griinden wird im Folgenden ausschlieflich die Bezeichnung “cha-
rakteristische Funktion” verwendet:

(a) Dies entspricht der Schreibweise in der Wahrscheinlichkeitstheorie.

(b) Um Kompatibilitdt mit der Schreibweise in Kapitel 1 zu erreichen
hétte man — streng genommen — /(2m)" - C'f(—t) als Fouriertrans-
formierte bezeichnen miissen.
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Bemerkung 2.105:
Ist A eine Teilmenge von R™ und p € Mgy (A), so wird C'f,, definiert durch

/e“t’m) du(z) fallste A
Clut) =

0 sonst

Charakteristische Funktionen spielen eine bedeutende Rolle im Zusam-
menhang mit dem Zentralen Grenzwertsatz. Sie sind jedoch auch von
eigenstandigem Interesse.

Definition 2.106:

Sei Y eine (R™, B™)-Zufallsvariable, die auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(9, A, P) definiert ist. Dann heifit C fp, die charakteristische Funktion
von Y.

Lemma 2.107:

Theorem 2.108:
Ein endliches MaR u € Mg, (R™) ist durch die Angabe der charakteristi-
schen Funktion C'f, eindeutig bestimmt.

Corollar 2.109:
Ein endliches Maf p auf dem n-dimensionalen Gitter Z" ist bereits durch
die Werte

Cf.(t) = /ei<t’””> dp(x) fir t € [—m, w["

eindeutig bestimmt. Insbesondere gilt fii jedes x € Z"

1 —i(t,x
M) = e | O

Lemma 2.110:
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Sei X eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) definierte R™-
wertige Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion

Clpx(t) = B(e"").
Dann gelten folgende Beziehungen:
Cfpx(0) =1
ICrpc ()] <1

(2.110.1)
( )
(2.110.3) Cfp,y,,(t) = Cfpy(at) - etV fiir alle a € R und b € R™
( )
( )

2.110.2

2.110.4) C'fp, ist genau dann R-wertig, wenn Px = P_x gilt.

2.110.5) Ist Y eine weitere auf (£2,.A, P) definierte Zufallsvariable und
sind X und Y stochastisch unabhéngig, so gilt

OfPX+Y = Cfpy - Cfpy.

Beispiele 2.111:
(2.111.1) Fiir die Normalverteilung N (a, 0?) gilt

o242

CfN(aJQ)(t) = .72,

(2.111.2) Fiir die Cauchy-Verteilung C(a) mit dem Parameter a > 0
gilt
Cfo(t) = e .

(2.111.3) Fiir die Gamma-Verteilung T, s mit den Parametern a > 0,
s > 0 gilt
1

Cfr..(t) = a—i)

Satz 2.112:
Seien pi1, o, ... € Mgn(R™) und ¢, go, . . . nicht-negative reelle Zahlen mit

© n
Zk:l qkuk(R ) < o0.
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Dann liegt das MaR p := >"77 | gip ebenfalls in Mg, (R™) und besitzt die
charakteristische Funktion

Cli =Y. 4Cl..

k=1

Definition 2.113:

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Familie F = {f;|i € I} von Abbil-
dungen f; : X — R heiftt gleichgradig gleichméfig stetig genau dann,
wenn fiir alle € > 0 ein 6 > 0 existiert mit

z,y€ X und d(z,y) <d = iel) |fi(z)-— fily)|<e.

Der folgende Satz erlaubt es, unter gewissen Bedingungen auf die gleichméa-
fige Stetigkeit der charakteristischen Funktionen von Wahrscheinlichkeits-
mafen zu schliefsen.

Satz 2.114:

Es sei W eine straffe Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen aus M; (R™).
Dann ist die Menge {C fp|P € W} straff und fiir jedes P € W ist Cfp
gleichméfig stetig.

Definition 2.115:
Eine Abbildung f : R® — R wird partiell stetig in einem Punkt
(z1,...,2,) € R™ genannt, falls fiir alle i € N,, die Abbildungen

fi:RHR7 t*—>f(l'l,...75Ci_1,t71'i+17...,1'n)
stetig im Punkt ¢ = x; sind.
Notiz 2.116:

Stetige Abbildungen R™ — R sind partiell stetig in jedem Punkt
(x1,...,2,) € R™

Das folgende Theorem ist aus zweierlei Hinsicht von Bedeutung. Es stellt
einen Zusammenhang her zwischen charakteristischen Funktionen und



74 2 KONVERGENZBEGRIFFE IN DER MATHEORIE

der schwachen Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmafen und ist zudem
bedeutungsvoll im Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes.

Theorem 2.117: Lévy’scher Stetigkeitssatz
Es seien P, Py, Py, ... Wahrscheinlichkeitsmafe aus M;(R™) mit charakte-
ristischen Funktionen Cfp,Cfp,,Cfp,,.... Dann gelten

(2.117.1) P, -5 P impliziert die kompakte Konvergenz von (C'fp,)
gegen C'fp, d. h. (Cfp,) konvergiert gleichméafig auf jedem
Kompaktum K C R™ gegen C'fp.

(Kompakte Konvergenz ist dquivalent zu lokal gleichméfiger
Konvergenz.)

(2.117.2) Gilt Cfp, — f punktweise fiir eine in 0 partiell stetige
Funktion f : R® — C, so existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf
T mit Cfp = f und P, — T.

Der folgende Satz gibt eine einfache hinreichende Bedingung dafiir an, dass

eine Funktion eine charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsma-
Bes aus M (R) ist.

Satz 2.118: Podlya

Sei f: R — [0,1] gerade (d. h. es gelte f(z) = f(—=z) fiir alle x), stetig mit
£(0) = 1 und konvex auf [0, co[. Dann ist f die charakteristische Funktion
eines Wahrscheinlichkeitsmafes P € M (R).

Definition 2.119:
Eine Funktion A : R® — C wird positiv semidefinit genannt genau dann,
wenn fiir alle k € N, flir alle z1, ...,z € R™ und fiir alle zq, ..., 2; € C gilt

Zf:1 lezl 2Zs - h(zy —x5) > 0.

Notiz 2.120:
Unter den Voraussetzungen von Definition 2.119 ist h genau dann positiv-
semidefinit, wenn alle Matrizen

(h(l‘tl's)) (t,s)eNﬁ
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positiv semidefinit sind.

Satz 2.121:
Ist C'f,, die charakteristische Funktion eines Mafles p € Mg, (R™), so ist
C f,, positiv semi-definit.

Das folgende Theorem charakterisiert die stetigen Funktionen, die cha-
rakteristische Funktionen eines Wahrscheinlichkeitsmafies P € M;(R™)
sind.

Theorem 2.122: (Bochner)
Eine stetige Funktion h : R® — C ist genau dann die charakteristische
Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmaes P € M;(R™), falls h positiv
semidefinit ist und h(0) =1 gilt.

Zwischen den Momenten einer Zufallsvariablen und den Differenzierbar-
keitseigenschaften ihrer charakteristischen Funktion bestehen interessante
Zusammenhénge.

Satz 2.123:
Sei X eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P) definierte R-
wertige Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion C fp, . Dann gelten

(2.123.1) Ist E(|X]|") < oo, so ist C'fp, n-mal stetig differenzierbar
und fir alle k € {0,...,n} gilt fiir die Ableitungen

(VteR)  Cfp(t) = B((iX)*e"X).
(2.123.2) Ist F(X?) < 0o, so erhiilt man die Approximation
1
Cfpe(t) = 1+itE(X) — 5152E(X2) + Z(t)t?

mit einer Funktion =, fiir die gilt

2(t)—0 fiir t — 0.
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Unter einer zusétzlichen Voraussetzung an die Momente einer Zufallsvaria-
blen X lasst sich sogar auf die Anaytizitat der charakteristischen Funktion
von X schliefsen.

Satz 2.124:
Sei X eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P) definierte R-
wertige Zufallsvariable mit

1
limsup — Y/ E(|X|"?) < oo,
n—oo N

so ist die charakteristische Funktion C'fp, analytisch, d. h. um jeden Punkt
a € R in eine Taylorreihe entwickelbar.

Mittels charakteristischer Funktionen lassen sich die geraden Momente
einer Zufallsvariablen besonders einfach berechnen.

Satz 2.125:

Sei X eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4, P) definierte R-
wertige Zufallsvariable. Seien weiter n € N und Cfp, sei 2n-mal diffe-
renzierbar in 0. Dann gilt

Definition 2.126:
Sei (X;); eine Folge unabhéngiger identisch verteilter R-wertiger Zufallsva-
riablen mit E(X;) = a und Var(X;) = ¢ > 0. Dann nennt man

1 n
Ly = —
Vno? Za‘:1<

die standardisierte n-te Partialsummae.

Xj 70,)

Lemma 2.127:
Sei (X;); eine Folge von unabhéngigen, identisch nach dem Wahrschein-
lichkeitsmafs P verteilten R-wertigen Zufallsvariablen. Dann gilt fiir alle
teR

lim Cfp, (1) = exp(—%).

n—oo
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Satz 2.128: Schwacher Zentraler Grenzwertsatz
Sei (X;); eine Folge von unabhéngigen, identisch nach dem Wahrscheinlich-
keitsmaf P verteilten R-wertigen Zufallsvariablen. Dann gelten

(2.128.1) P, - N(0,1)

(2.128.2) Fiir —oo < a < b < oo gilt

b
Jim Pz (fat) = <= [ ew(-5)d

Beweis: Wegen 2.127 und dem Lévy’schen Stetigkeitssatz existiert ein Wahrschein-
lichkeitsmafs P mit Cfp = exp(_Tﬂ) und Pz, —2 P. Nach Beispiel (2.111.1) gilt
Cfp = Cfn(o,1)- Nach Theorem 2.108 folgt P = N(0,1), womit (2.128.1) bewiesen ist.
Wegen Pz, 2 P gilt nach dem Portemanteau-Theorem, (2.83)

Jim_ Pz, ([a,b) = N(©0,1)([a,b)

denn fir alle [a,b] gilt
1

N(0,1)(9[a, b]) = ?/8[ ' exp(—L)dt = 0,

da 9la,b] eine A-Nullmenge ist.
Schlieflich gilt
1 b
NO(ab) = = [ en(- 5
21 Ja

womit auch (2.128.2) bewiesen ist. O

Obwohl der schwache Zentrale Grenzwertsatz nur ein Spezialfall des auf
Lindeberg-Feller basierenden Zentralen Grenzwertsatzes fiir unabhéngige,
zentrierte, normierte Schemata ist — der Gegenstadt einer Vorlesung iiber
Wahrscheinlichkeitstheorie ist —, ist es doch erwdhnenswert, dass bereits
die schwache Version des Zentralen Grenzwertsatzes hinreichend fiir viele
praktische Zwecke der elementaren Wahrscheinlichkeitstheorie ist.
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2.8 Ubungen

Aufgabe A2.1:

Seien (9, A, 1) ein Mafraum, fiir alle n € N g,, g : © — K messbar und
(gn) konvergiere p-fast tiberall punktweise gegen g. Berechnen Sie fiir alle
keN

,u(liminfﬂgn -9l = %})

Aufgabe A2.2:
Beweisen oder widerlegen Sie: Es gibt einen Mafraum (€2, .4, 1) und eine
Funktionenfolge (f,,) messbarer Funktionen f, : @ — K derart, dass (f,)
p-fast iiberall punktweise gegen 0 konvergiert, aber ,u{| ful > E} = oo gilt
fiir alle € €]0, 1].

Aufgabe A2.3:

Sei A die Restriktion von A auf die Spur-o-Algebra [0,1] N B. Man gebe
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1], [0,1] N B, 5\) eine Funktionenfolge
(hy,) messbarer Funktionen A, : [0,1] — K an, die nicht gleichméafig, aber
fast gleichméfig konvergiert.

Aufgabe A2.4:

Seien (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (g,,) eine Folge messbarer
Funktionen g, : © — K mit g, e, g.

Beweisen oder widerlegen Sie: g ist beschrénkt.

Aufgabe A2.5:

Man gebe einen Mafiraum (€2, A, 1) an mit card 2 = oo und eine Folge
(grn) messbarer Funktionen g, : Q@ — K mit g # ¢; (fiir alle k,1 € N mit
k # 1) derart, dass pjoc-lim g, = 0 gilt, aber p-lim g,, nicht existiert.

Aufgabe A2.6:

Beweisen oder widerlegen Sie: Es gibt einen Mafraum (€, .4, 1) mit
card Q > 2, so dass die konstante Funktionenfolge (h,,) mit h,, := 0 fiir alle
n € N p-lokal stochastisch gegen jede Funktion h : 2 — K konvergiert.
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Aufgabe A2.7:

Seien (€2, A, 1) ein Mafiraum mit () < oo und (f,,), (¢») Folgen messbarer

Funktionen f, : Q1 - K, g, : Q@ — K.

Beweisen Sie: Konvergieren (fy,) bzw. (g,) p-stochastisch gegen die messba-

ren Funktionen f: Q — K bzw. g : Q — K, so gilt fiir alle a,b € K:
plim(af, + bg,) = af +bg

n—oo

Aufgabe A2.8:

Beweisen oder widerlegen Sie: In einem Mafraum (2, A, ) mit o-endlichem
Maf sind die Begriffe “p-stochastisch konvergent” und “lokal-p-stochastisch
konvergent” dquivalent.

Aufgabe A2.9:
Sei A die Restriktion von A auf die Spur-o-Algebra [0,1[NB. Man gebe
auf dem Mafraum ([0,1[,[0,1[NB,\) eine Folge messbarer Funktionen

gn : [0,1[— K an, fiir die zwar A-lim g, = 0 gilt, die aber fiir kein p € [1, o0
im p-ten Mittel gegen 0 konvergiert.

Aufgabe A2.10:

Man gebe ein Quadrupel (€, A, 1, (g»)) an, wobei (2, A, 1) ein Mafraum
sei und (g,,) eine p-stochastisch gegen 0 konvergente Folge messbarer Funk-
tionen g, : Q@ — K, die zwei p-stochastische Limiten §i, g2 besitzt mit

(Vp € [1,00[) g1 € LP(p) und (Vp € [1,00[) g2 & L7 ().

Aufgabe A2.11:
Seien (€2, A, 1) ein Mafraum, p € [1,00[ und C € A.
Beweisen Sie: Die Abbildung

L:Lr(u) —K, fio /C 1P du

ist stetig.

Aufgabe A2.12:
Seien (€2, A, p) ein Mafraum und p, ¢ €]1, co[ mit % + % = 1. Weiter seien
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(fiir alle n € N) f, f, € £P(p) und g, g, € L£9(p) mit

P q
o W und g T8 g

Beweisen Sie )
LY (p)
fngn —M> fg~

Aufgabe A2.13:

Sei (2, A, p) ein Mafraum und Fi,...,F, gleichgradig p-integrierbare
Familien von messbaren Funktionen 2 — K.

Zeigen Sie: Fy U...UF, ist gleichgradig p-integrierbar.

Aufgabe A2.14:

Sei (9, A, i1) ein Mafraum und F C L£(u) sei gleichgradig p-integrierbar.
Beweisen oder widerlegen Sie: Es gibt ein h € £!(u) mit |f| < h p-fast
iiberall fiir alle f € F.

Aufgabe A2.15:

Seien (€2, A, i) ein Makraum mit o-endlichem Ma$ p, h € £1(u) mit h > 0
und F eine Familie messbarer Funktionen f :  — K. Ferner gebe es zu
jedem ¢ > 0 ein 0 > 0, so dass fiir alle C' € A und alle f € F gilt

/hdu§5 = /Iflduée.

Beweisen oder widerlegen Sie: F ist gleichgradig p-integrierbar.

Aufgabe A2.16:

Seien (€2, A, 1) ein MaRraum, f, f,, € £L*(u) fiir alle n € N und die Folge
(N ( f”))n sel beschrinkt in R.

Beweisen oder widerlegen Sie:

lffloc‘hmfn = f g fn e f

n—oo

Aufgabe A2.17:
Beweisen oder widerlegen Sie: Es gibt einen lokal-kompakten polnischen
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Raum X und Wahrscheinlichkeitsmafke p,pq,pu2,... € My(X) mit
i, — g und ein C' € B(X) mit lim py,(C) # u(C).
Ist der vage Limes p eindeutig?

Aufgabe A2.18:
Beweisen oder widerlegen Sie: Es gibt Funktionen f : [0,1] — R mit
U =10,11NnQ.

Aufgabe A2.19:
(a) Zeigen Sie, dass die Funktion

1
2 ..
f:R—R mit fz) =4 TSy fiir z # 0
0 fir 2 =0
differenzierbar ist und bestimme Uf;:.

(b) Bestimmen Sie die Menge

M = {f:(C\{\/—il}—NC ‘ f holomorph ...
. und S :C\{\ﬁ,—ﬁ}}.

Aufgabe A2.20:
Sei p € Mﬁn([(), oo[) und L die zugehorige Laplace-Transformierte von .
Zeigen Sie, dass L logarithmisch konvex ist, das heift

L(As+(1—M\t) = L(s)*L(t)*

fiir alle s,t € [0, 00[ und alle A €]0,1].

Aufgabe A2.21:

Seien @, (fiir n € N) Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R, B) mit zugehorigen
Verteilungsfunktionen Fj, = 1y, o[-

Uberpriifen Sie, ob es ein Wahrscheinlichkeitsmaf P auf (R, B) gibt mit
Qn — P.
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Aufgabe A2.22:

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,,) eine Folge von messba-
ren Zufallsvariablen 2 — R, deren Bildmafe Py, die Verteilungsfunktionen
F,, besitzen. Sei weiter 7, das Punkt-Wahrscheinlichkeitsmaf in a € R.
Beweisen Sie

Px, — 1, = P-lim X, = a.

n—oo

Aufgabe A2.23:
Bezeichne Exp(7) die Exponentialverteilung mit Parameter 7 > 0.
Berechnen Sie C'fgyp(r)-
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3 Klassen von Wahrscheinlichkeitsraumen

Dieser abschliefflende Abschnitt befasst sich mit einigen Klassen von Wahr-
scheinlichkeitsrdumen, die in der (parametrischen) mathematischen Statistik
von grofer Bedeutung sind. Es handelt sich um die dominierten Klassen, die
als Spezialfille die insbersondere fiir die Testtheorie bedeutsamen Klassen
mit isotonen Dichtequotienten und die Exponentialklassen enthalten. Es
bestehen auch wichtige Zusammenhénge zu den suffizienten Statistiken,
was Gegenstand einer Vorlesung {iber mathematische Statistik ist.

3.1 Allgemeine Klassen

Definition 3.1:

Seien = # ), (A,.A) ein Messraum und W := {Py|d € =} eine Kollektion
von Wahrscheinlichkeitsmafen auf A. Dann wird das Tripel (A, A, W) ein
statistischer Raum (oder eine Klasse von Wahrscheinlichkeitsriu-
men) genannt. = heifst der Parameterraum von W die Elemente 9 € =
Parameter.

Definition 3.2:
Ein Messraum (A, A) mit A € B™ und A = A N B™ heifit ein reeller
n-Messraum.

Definition 3.3:
Fir ¢ € N, seien Z; # 0 und (A;, A;,W;) statistische Riume mit
W; = {Pi,qh"ﬂi € EIL} Mit

A = éAi, A = §Ai

{ ® Py,
i=1

ist dann (A, A, V) ein statistischer Raum und wird als das Produkt der
statistischen Raume (A;, A;, W;) bezeichnet.

und w

(ﬂl,...,ﬁn)eglzi}
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Definition 3.4: R R
Seien = # () und (A, A, W) ein statistischer Raum mit W = {Py|9 € =},
so ist mit

A = >”<& A = é.fl
i=1

=1
ﬁeE}

(A, A, W) ein statistischer Raum, der als die n-te Potenz von (A, A, W)
bezeichnet wird.

und w o= {Pg = épg

=1

Definition 3.5:
Seien (92,C, Q) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (A;, A4;) reelle Messrdume und
(X;li € N,,) eine Famile von C-A;-messbaren Zufallsvariablen X;.

(3.5.1) Die Abbildung

X = (Xla"'7Xn) : (chaQ) — <>_7L<1Ala ®Al>
N i=1

heifst eine Stichprobe vom Umfang n und X; die i-te
Stichprobenvariable fiir i = 1,...,n.

(3.5.2) Ist die Familie (X;|i € N,,) stochastisch unabhéngig, so heift
die Abbildung X aus (3.5.1) eine unabhéngige Stichprobe
vom Umfang n.

(3.5.3) Ist die Abbildung X aus (3.5.1) eine unabhéngige Stichpro-
be vom Umfang n, sind alle X; identisch verteilt und gilt
(A, A;) = (A A) fir alle ¢ € N, so wird X eine einfa-
che Stichprobe vom Umfang n genannt und (A, .A) der
Merkmalraum von X.

Definition 3.6:
Seien (A, A) ein reeller Messraum und (F, F) ein Messraum. Eine A-F-
messbare Abbildung 7' : A — F wird Statistik genannt.
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Notiz 3.7:

Seien (A, .A) ein reeller Messraum, (A, A, W) mit W = {Py|¥ € 2} (mit
= # () ein statistischer Raum, (F, F) ein Messraum und 7 : A — F eine
Statistik, so ist

(]F,]:, WT) mit Wr = {P&T = (Pﬂ)T | ¥ e E}

ebenfalls ein statistischer Raum.

Notiz 3.8:
Sind in Notiz 3.7 alle Py (¥ € E) verschieden, so sind nicht notwendig alle
Py 7 verschieden.

Beispiel 3.9:

Bezeichne B(n,p) die Binomialverteilung mit den Parametern n und p. Mit
dem Parameterraum = = [0,1] und W := {Q_, B(1,p)|p € [0,1]} und
der durch

S((1,...,my)) = Zi:l Z; fiir (x1,...,2n) € {0,1}
definierten P({0,1}")-P(NY)-messbaren Statistik S gilt

Ws = {B(n,p) | p<€[0,1]}.

Beispiel 3.10:
Beziiglich der Normalverteilung werden héufig die folgenden statistischen
Raume betrachtet:

(a) (R™,B",W) mit

W= {®:1 N(a,0?) ‘ (a,0%) € R x (R \ {0})} .

Hier sind also beide Parameter variabel, d. h. E =R x (R \ {0}).
(b) Fiir festes a € R: (R™, B”,,) mit

Wa = {®j=1N(a,02) ) o? >0}.

Hier ist also nur der Parameter o2 variabel, d. h. Z = R* \ {0}.
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(c) Fiir festes 02 > 0: (R™, B", W,2) mit

Wee = {®n N(a702)‘ aER}.

i=1

Hier ist also nur der Parameter a variabel, d. h. Z = R.

Wiéhrend den statistischen Rdumen in den Beispielen 3.9 und 3.10 konkrete
Wahrscheinlichkeitsmafe zugrunde lagen, lassen sich auch ausgehend von
einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsmaf bedeutsame statistische Rdume
definieren.

Definition 3.11:
Seien n € N, = = R, P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf B und fiir 9 € R sei
Ty :R" — R"” mit Tﬁ((xl,...,xn)) = (r1+9,...,z, +9)

die B"™-B™-messbare Translation um den Vektor (¢,...,9). Dann wird der
statistische Raum (R", B, W") mit W := {(Q;—, P)z, |9 € R} der n-
dimensionale Translationsraum zu P und W die n-dimensionale
Translationsklasse zu P genannt.

Definition 3.12:
Seien X, ..., X, Zufallsvariablen (R, B) — (R, B), so heifit die Statistik

_ _ 1 n
X:(R",B") — (R,B) mit X(z1,...,2,) = gz«flxﬂ%)

das arithmetische Stichprobenmittel (der X;).

Notiz 3.13:
(3.13.1) Fiir festes 02 > 0 ist der statistische Raum (R", B", W) mit

Wy = {®:;1N(a,02) ’ aeR}

der n-dimensionale Translationsraum zu N (0, 02).

(3.13.2) Fiir festes 0 > 0 ist der statistische Raum (R, B, W, x) der

. . . . 2
eindimensionale Translationsraum zu N (0, Z-).
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Beispiel 3.14:

Ist P ein Punkt-W-Maf auf B, so besteht die zugehorige n-dimensionale
Translationsklasse zu P genau aus allen Punkt-W-Maflen auf B, die in
den Punkten der Diagonale

diagg. = {(z,...,2) eR" |z € R}

konzentriert sind.

Analog zu den Translationsrdumen werden die Homothetierdume definiert.

Definition 3.15:
Seien & = R*, n € N, P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf B und fiir ¢ € R
sei

Hy :R" - R mit Hg((xl,...,a:n)) = (Vx1,...,92,)

die Homothetie um den Faktor 1. Hy ist offensichtlich eine Statistik. Der
statistische Raum (R™, B™, W) mit
9 e R”}

»={(&),

wird der n-dimensionale Homothetieraum zu P genannt und W die
n-dimensionale Homothetieklasse zu P.

Notiz 3.16:
Fiir festes a € R ist der statistische Raum (R™, B™, W, ) aus Beispiel 3.10(b)
der n-dimensionale Homothetieraum zum Wahrscheinlichkeitsmaf N(a,1).

Definition 3.17:
Seien n € N und §,, die n-te symmetrische Gruppe, also

S, = {7:N,, = N, |7 bijektiv}.
Fir 7 € S, heifit die Statistik
Vy o (R",B") — (R, B")

mit V-,—((.Z‘l,...,l’n)) = (Tr(1)s- -+ Tr(n))
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die Permutationsstatistik zu 7.
Ein statistischer Raum (R™, B", W) mit W = {Py |0 € E, = # 0} heifst
symmetrisch genau dann, wenn gilt

(Vi € B) (V1 € Sn) (Po)viry = Po.

Notiz 3.18:
(3.18.1) Potenzen statistischer Rdume (R, B, W) sind symmetrisch.

(3.18.2) Die n-dimensionalen Translationsrdume zu einem Wahr-
scheinlichkeitsmaf @ auf B sind symmetrisch.

(3.18.3) Die n-dimensionalen Homothetierdume zu einem Wahr-
scheinlichkeitsmafl @ auf B sind symmetrisch.

3.2 Dominierte Klassen

Von grundlegender Bedeutung fiir die mathematische Statistik sind die
nachstehend definierten dominierten Klassen von Wahrscheinlichkeitsrau-
men.

Definition 3.19:

Seien (A, A, W) mit W = {Py |9 € E, E # 0} ein statistischer Raum und
u ein o-endliches Mafs auf A. W heift eine p-dominierte Klasse (auf
A) genau dann, wenn eine der beiden folgenden dquivalenten Bedingungen
erfiillt ist:

(a) Fiir alle ¥ € = besitzt Py eine p-Dichte hy.

(b) Fiir alle ¥ € 2 ist Py << p.
Ist W eine p-dominierte Klasse, so schreibt man hierfiir W << p.
Bemerkung 3.20:

Die Aquivalenz der Bedingungen (a) und (b) in Definition 3.19 folgt unmit-
telbar aus dem Satz von Radon-Nikodym, da p o-endlich ist.
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Notiz 3.21:
Die dquivalenten Bedingungen (a) und (b) aus Definition 3.19 lassen sich
auch schreiben als

(c) Fiir alle ¥ € = existiert ein hy € MT(A) N L (1), so dass fiir alle
CeA

Py(C) = /C ho dp

gilt. Die hy diirfen dabei sogar als R-wertig angenommen werden.

Notiz 3.22: R ~
Sei W eine p-dominierte Klasse. Gilt dann () £ W C W, so ist auch W eine
p-dominierte Klasse.

Notiz 3.23:
Jeder statistische Raum (R™, B™ W), wobei W ausschlieflich aus \"-
stetigen Wahrscheinlichkeitsmafen besteht, ist eine dominierte Klasse.

Beispiel 3.24:
Die statistischen Rdume (R™, B", W), (R™, B", W,) und (R", B", W,2) aus
Beispiel 3.10 sind A\"-dominiert.

Satz 3.25:

Sei (A, A, W) ein statistischer Raum mit W = {Py |9 € 2, E # 0}, Py
diskret fiir alle ¥ € Z und es existiere ein abzihlbares C' € A mit Py(C) =1
fiir alle ¥ € E. Dann ist (A, A, W) eine p-dominierte Klasse, wobei p das
C-Zahlmaf auf A bezeichne.

Eine unmittelbare Konsequenz aus Satz 3.25 ist

Beispiel 3.26:
Der statistische Raum

({0, 1}, P({0,1}), {B(1,p)|p € [0, 1}})

ist p-dominiert, wobei p das {0, 1}-ZahlmaR auf P ({0,1}) bezeichne.
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Satz 3.27:

Es sei (A, A, W) ein statistischer Raum mit W = {Py |9 € E, E # ()} und
es gebe eine iiberabzdhlbare Teilmenge C' C A mit {z} € C fiir alle x € C
und zu jedem z € C existiere ein ¥ € E mit Py ({z}) > 0.

Dann gibt es kein o-endliches Maf 1, so dass (A, A, W) u-dominiert ist.

Satz 3.28:
Fir n € N, j € N, selen Z; # () Parameterriume, (A;, A;, W,) statistische
Réume sowie (A, A, W) ihr Produkt. Dann gelten:

(3.28.1) (A, A, W) ist genau dann dominiert, wenn fiir alle j € N,
(A, Aj, W) dominiert ist.

(3.28.2) Gilt fiir alle j € N, W; << pj, so gilt W << p mit
po= @j_y py und fiir alle (91,...,9,) € B X ... X E,
ist eine p-Dichte von ®;L=1 Pj 9, gegeben durch das Produkt
der pj-Dichten der Pjy,. Dabei ist W; = {P; 9, |V; € E;}.

Fiir n-te Potenzen gilt analog

Satz 3.29: o
Sei (A, A, W) ein statistischer Raum und (A, A, W) seine n-te Potenz. Dann
ist (A, A, ) genau dann dominiert, wenn (A A, W) dominiert ist.

Dominiertheit iibertréagt sich auch auf statistische Bildrdume unter Statisti-
ken.

Satz 3.30:

Seien (A, A, W) mit W = {Py |9 € E, E # 0} ein dominierter statistischer
Raum, (F,F) ein Messraum und S : A — T eine Statistik. Dann ist auch
der statistische Raum (I, F, Wg) mit Wg = {(Py)s | ¥ € 2} dominiert.

Die beiden folgenden Sétze charakterisieren die dominierten Translations-
und Homothetierdume.
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Satz 3.31:
Sei @ ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf B und (R™,B8",W) der n-dimen-
sionale Translationsraum zu @, so sind folgende Aussagen dquivalent;:

(R™, B™, W) ist dominiert.
<= W ist A"-dominiert.

<= Fiir alle ¥ € R und alle C' € B™ gilt

_ /f(xl—ﬁ)-...~f(xn—ﬁ)d/\"(xl,...,xn)
C

mit einer A-Dichte f von Q.

Satz 3.32:
Sei @ ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf B mit Q({0}) = 0 und (R™, B", W)
der n-dimensionale Homothetie-Raum zu Q. Dann gilt:

(R™, B™, W) ist dominiert.
<= W ist A"-dominiert.

<= Fiir alle ¥ € R und alle C' € B™ gilt

Qo(C) = ﬁin Cf(%) e F (B )
mit einer A-Dichte f von Q.
Definition 3.33:
Sei (A, A) ein Messraum.
(3.33.1) Ist W eine nicht-leere Menge o-endlicher Mafe auf A, so heift
NW) = {NeA|(VueW) u(N)=0}
die Menge aller W-Nullmengen.

(3.33.2) Gilt fiir zwei nicht-leere Mengen Wi, W, o-endlicher Mafse
auf A N(W;) = N(Ws), so heien W; und W, dquivalent,
in Zeichen W; ~ W.



92 3 KLASSEN VON WAHRSCHEINLICHKEITSRAUMEN

Notiz 3.34:
Durch ~ in (3.33.2) wird eine Aquivalenzrelation auf der Potenzmenge der
Menge der o-endlichen Mafse auf A definiert.

Notiz 3.35:

Ist Wi eine p-dominierte Klasse und W, eine weitere Klasse von Wahr-
scheinlichkeitsmafien mit W; ~ Ws, so ist auch Wy eine pu-dominierte
Klasse.

Satz 3.36:
Seien (A, .A) ein Messraum und g ein g-endliches Mafs auf A mit p(A) > 0.

Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafs @ auf A mit {u} ~ {Q}.
Beweis: Gemdf [HK10, Aufgabe 32| gibt es eine Partition (Cyp) von A mit Cp, € A
und 0 < u(Cp) < oo fir alle n € N. Fir C € A definiere

oo 1 ’u,(CﬁCn)

Eine triviale Rechnung zeigt, dass Q ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf A ist.
Sei nun N € A mit Q(N) =0, so folgt wegen 0 < u(Cr) < oo, dass p(N NCyr) =0 gilt
fir alle n € N. Damit folgt

w(N) = M(NOZTLENC”) = ZnENH(Nan) — 0.

Es gilt also N({Q}) C N({u}). Ist nun N € A mit p(N) =0, so gilt p(N N Cr) =0
fir alle n € N und damit nach Definition Q(N) = 0. Schlieflich folgt daher auch
N({i}) € NUQ)), d. h. insgesamt {u} ~ {Q}. O

Corollar 3.37:
Seien (A,.A) ein Messraum und W eine Klasse von Wahrscheinlichkeitsma-
Ken auf A, welche p-dominiert ist. Dann gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmaf

Q auf A mit W < {Q} und {p} ~ {Q}.
Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 3.36 und Notiz 3.35. O

Satz 3.38:
Sei (A, A) ein Messraum.

(3.38.1) Sei @ #= C Nund W = {Py | ¥ € E} eine abzihlbare Menge
von Wahrscheinlichkeitsmafen auf A. Dann ist W dquivalent
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zu jedem Wahrscheinlichkeitsmaf P auf A, das sich schreiben

lasst als
P= ZﬂeE Ao P,

wobei Ay > 0 fiir alle ¥ € = gelte und ) ;.= Ay = 1.

(3.38.2) Eine nicht-leere Menge W von Wahrscheinlichkeitsmafen
auf A ist genau dann eine dominierte Klasse, wenn es eine
abzdhlbare Teilmenge W von W gibt mit W ~ W.

3.3 Klassen mit isotonen Dichtequotienten

Eine wichtige Teilklasse der dominierten Klassen bilden die Klassen mit
isotonen Dichtequotienten.

Definition 3.39:

Seien ) # = C R, (A, A) ein reeller n-Messraum, p ein o-endliches Maf auf
A, W ={Py|v¥ € E} eine p-dominierte Klasse und 7" : (A, A) — (R, B)
eine Statistik. Gibt es dann zu je zwei ¥, 2 € Z mit 1 < 92 eine momoton
steigende Funktion Hy, y, : R — R mit

for
fos

dann heift W eine Klasse mit isotonen Dichtequotienten (in T').
Dabei bezeichnen die fy, pu-Dichten von Py, fiir ¢ =1, 2.

Lassen sich die Funktionen Hy, 4, dabei auf T'(A) streng monoton wachsend
wahlen, so wird W auch eine Klasse mit strikt isotonen Dichtequoti-
enten (in T') genannt. Der statistische Raum (A, .4, W) selber wird dann
ein statistischer Raum mit (strikt) isotonen Dichtequotienten (in
T) genannt.

Hy, 9,0T = Py, + Py,-fast iiberall,

Lemma 3.40:
Seien (A, .A) ein Messraum, P.Q)Q Wahrscheinlichkeitsmafie auf A und u,n
o-endliche Mafe auf A mit P,Q << p und P,Q << n. Mit

P = fpu, Q = fon
P = gpy, Q = ggn



94 3 KLASSEN VON WAHRSCHEINLICHKEITSRAUMEN

gilt dann

gp _ 9Q P + Q-fast iiberall.
e fq

Mittels des Lemmas lésst sich zeigen

Bemerkung 3.41:
Definition 3.39 ist unabhéngig von dem gewahlten dominierenden o-end-
lichen Maf p und folglich auch von den gewéhlten p-Dichten.

Notiz 3.42:

In Definition 3.39 reicht die Existenz der Funktionen Hy, g, auf T'(A),
da man monotone Funktionen auf T'(A) zu monotonen Funktionen auf R
fortsetzen kann.

Die Definition 3.39 zugrundeliegende Statistik ist nicht eindeutig. Es gilt

Lemma 3.43:

Sei V : R — R eine streng monoton wachsende Funktion. Ist dann W eine
Klasse mit (strikt) isotonen Dichtequotienten in T, so ist W auch eine
Klasse mit (strikt) isotonen Dichtequotienten in V o T

Notiz 3.44:
In einer Klasse YW mit isotonen Dichtequotienten diirfen die Funktionen
Hy, 9, als nicht-negativ angenommen werden.

Beispiele 3.45:
(3.45.1) Seien (A, A, W) der statistische Raum mit A = {0,1}",
A =P({0,1}") und W = { ®"_, B(1,p) |p € [0,1]}. Die
Statistik T : {0,1}" — R sei gegeben durch

T((ml,...,xn)) = T1+...+T,.

Dann ist W eine Klasse mit strikt isotonen Dichtequotienten
inT.
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(3.45.2) Sei 02 € RT \ {0} fest. Weiter sei (A,.A, W) der statistische

Raum mit
S R}) .

Dann ist W, eine Klasse mit strikt isotonen Dichtequotienten
in der Statistik X.

(A, AW) = <R”, B, W,2 = {®N<a,02)
=1

Definition 3.46:
Fiir n € N heiftt die Statistik

0= (017' . ;On) : (]anBn) - (]anBn)
O((xl,...@n)) = (:r[l],...,x[n])

die Ordnungsstatistik auf R".

Dabei ist (xp,...,z[,)) das eindeutig bestimmte n-Tupel, das entsteht,
wenn die Komponenten von z1,...,z,) nach aufsteigender Reihenfolge
geordnet werden.

Notiz 3.47:
Es gelten
O ((171, . ,xn)) = g&g{xz}
mit On((xl, . ,xn)) = ?Elgi{{xl}

Das folgende Beispiel liefert Klassen mit isotonen, aber nicht strikt isotonen
Dichtequotienten.

Beispiele 3.48:
Seien a < b und G, die stetige Gleichverteilung auf [a, b], d. h.

(¥C € B) Gas(C) = ﬁx(cm (@, ).
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(3.48.1) Fiir festes a € R sei (A, .A,*W) der statistische Raum mit

(A, AW) = (R”, B, {é)am be]a,oo[}).

i=1
Dann ist WV eine Klasse mit isotonen, aber nicht strikt isoto-
nen Dichtequotienten in der Statistik O;.

(3.48.2) Fiir festes b € R sei (A, .4, W?) der statistische Raum mit

(A, AW = (IR{”, B", {(Z%)G“’b aE]oo,b[}).

Dann ist W? eine Klasse mit isotonen, aber nicht strikt isoto-
nen Dichtequotienten in der Statistik O,,.

Satz 3.49:
Seien (A, A) ein n-reeller Messraum, F € Bund T : A — F eine Statistik
aus M(A,TF N B). Weiter seien

W = {P19|19€E, E#@}

eine Kollektion von Wahrscheinlichkeitsmafen auf A und (A, .4,V) ein
statistischer Raum mit isotonen Dichtequotienten in T'.

Dann ist (F,F N B, Wr) mit W = {(Py)r | ¥ € Z} ein statistischer Raum
mit isotonen Dichtequotienten in idp.

Bemerkung 3.50:

Gilt unter den Voraussetzungen von Satz 3.49 zusétzlich F = T'(A), so folgt:
Ist (A, A, W) ein statistischer Raum mit strikt isotonen Dichtequotienten
in T, so ist (F,F N B,Wr) ein statistischer Raum mit strikt isotonen
Dichtequotienten in idp.

Beispiel 3.51:
Sei 02 € RT \ {0} fest und

(A, AW) = (R", B", W,2 = {®N(a,02)
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Dann ist geméf (3.45.2) W,z eine Klasse mit strikt isotonen Dichtequoti-
enten in der Statistik X und somit W, ¢ eine Klasse mit strikt isotonen
2

Dichtequotienten in idg, fiir die gilt
o
WG'Q,X = {N(C{,’ ;) CLER}

Es ist zunédchst tiberhaupt nicht evident, dass zwischen Verteilungsfunktio-
nen einer Klasse von isotonen Dichtequotienten ein isotoner Zusammenhang
besteht.

Lemma 3.52:

Seien P, ) Wahrscheinlichkeitsmafe auf B, p ein o-endliches Mafs auf B,
hp und hg p-Dichten von P und @ und g : R — R* monoton mit g = jf.—g
P 4 Q-fast iiberall. Weiter seien Fp, Fg die Verteilungsfunktionen von P
und Q. Dann gelten

(3.52.1) Ist g isoton, so gilt Fg < Fp.

(3.52.2) Ist g antiton, so gilt Fp < Fg.

Satz 3.53:

Sei (R, B,W) (mit W = {Py |9 € E, E # 0}) ein statistischer Raum mit
isotonen Dichtequotienten in idg. Sind Fy die Verteilungsfunktionen von
Py, so gﬂt fir alle 91,92 € Z mit ¥, < 5

Iy, < Fy,.

3.4 Exponentialklassen

Als zweite Teilklasse der dominierten Klassen werden abschliefsend die
Exponentialklassen vorgestellt, die sich durch fiir die Testtheorie bedeut-
same Differenzierbarkeitseigenschaften auszeichnen und die sich in ihrer
kanonischen Darstellung ausnahmslos auch als Klassen mit isotonen Dich-
tequotienten erweisen. Das Skriptum abschliefend wird ein Beispiel fiir
eine Klasse mit isotonen Dichtequotienten angegeben, die sich nicht als
Exponentialklasse darstellen lésst.
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Definition 3.54:

Sei (A, A) ein n-reeller Messraum, p ein o-endliches Maf auf A, = C
R mit card(Z) > 1, W = {Py |V € E} eine p-dominierte Klasse von
Wahrscheinlichkeitsmafen auf A, T : (A, A) — (R, B) eine Statistik und
® : Z — R eine Funktion.

Existieren dann Funktionen f € M*(A) und ®( : = — R mit

(VO EeZ) Py = PR gy

so wird W eine Exponentialklasse (auf A) in ® und T genannt.
Den statistischen Raum (A, A, W) selber nennt man dann einen Exponen-
tialraum.

Notiz 3.55:
Ist die p-dominierte Klasse VW eine Exponentialklasse in ® und 7', so gibt
es zu jedem weiteren ¥V dominierenden o-endlichem Maf 7 ein g € M+ (A)
mit

Py = 2OT-200) g
d. h. die Definition einer Exponentialklasse ist unabhéngig vom dominie-
renden o-endlichen Mafs p.

Bemerkung 3.56:
(3.56.1) Die Funktion ® : = — R einer Exponentialklasse in ® und T'
ist injektiv.

(3.56.2) Ist W eine Exponentialklasse in ® und 7', so ist T nicht
Wh-fast iiberall konstant.

Satz 3.57:
Ist W= {Py|9 € E,E # 0} eine Exponentialklasse in ® und 7', so gilt fur
alle 91,92 € =

N({Ps,}) = N({Ps.}).

Beweis: Sei N € N({Pﬁl }), d. h.

0 = Py, (N) = /1N64)<ﬁ1)T7q)0<791)fdu
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mit einem festen f € MT(A). Es folgt
1N6®<01)T74>0(191)f =0 w-fast dberall.
Wegen der strikten Positivitdt von exp folgt
1N64’(192)T*‘1’0(191)f -0

und damit auch
0 = Py(N) = /1N6¢'(’92)T*4’0(792)fdu7

d. h. N € N({Pﬁz})'
N({Py,}) CN({Py,}) folgt analog. O

Satz 3.58:
Seien ) £ = C R und (A, A, W) mit W = {Py |9 € E} eine Exponential-
klasse in @ und T

(3.58.1) Ist @ isoton, so ist (A,.A, W) ein statistischer Raum mit strikt
isotonen Dichtequotienten in 7.

(3.58.2) Ist @ antiton, so ist (A,.4,V) ein statistischer Raum mit
strikt isotonen Dichtequotienten in —7'.

(3.58.3) Ist = zusétzlich offen in R und ® auf = stetig, so ist @ isoton
oder antiton, womit einer der beiden obigen Félle eintritt.

Notiz 3.59:

Seien E # () und (A, A, W) mit W = {Py |V € =} eine Exponentialklasse in
® und T, so ist fiir ein ) # Z C Z und W := {Py |9 € Z} auch (A, A, W)
auch ein Exponentialraum in @[ und 7.

Bei einem Exponentialraum in ® und 7" sind sowohl die Statistik T (fast
tiberall) als auch die Funktion ® durch affin-lineare Abbildungen eindeutig
bestimmt. Genauer gilt:

Satz 3.60:

Seien = # (), W = {Py |9 € E} und (A, A, W) eine Exponentialklasse in
® und T. Seien T € M(A) eine weitere Statistik und ® : = — R eine
Funktion.
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(A, A, W) ist genau dann ein Exponentialraum in $ und T, wenn

T = aT + b W-fast iiberall und & = Lo + ¢ gilt fiir gewisse a € R\ {0}
und b,c € R.

Satz 3.61:

Sei (A, A, W) ein Exponentialraum in ® und 7. Dann ist die n-te Potenz
(A, A, W) von (A, A, W) ein Exponentialraum in ® und T, wobei die
Statistik T fiir a = (aq,...,a,) € A definiert ist durch

T(a) = T(ay) + ...+ T(ay).

Satz 3.62:
Sei F € B und (A, A, W) ein Exponentialraum in ® und T € M(A,FnN B).
Dann ist der statistische Bildraum (F,F N B, Wr) ein Exponentialraum in
® und idy.

Beispiele 3.63:
(3.63.1) Der statistische Raum

({o,l}”, P({0,1}"), {é)B(l,p) » 6]0,1[}>

i=1

ist eine Exponentialklasse in
p
®:]0,1[— R, p +— log <>
L—p

und der Statistik

T:{0,1}" - R, (1, ., Tp) > 21+ ...+

(3.63.2) Sei 02 € RT \ {0} fest. Der statistische Raum

(R”, B, {é}N(a, o?lae R})

ist eine Exponentialklasse in
P:R—R, ar— —
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und der Statistik 7= X.

(3.63.3) Sei a € R fest. Der statistische Raum

(R", B", {éN(a,az) o? € RT\ {0}})

ist eine Exponentialklasse in

1
®:RT\ {0} — R, U2l—>—ﬁ
und der Statistik
. n n L 2
T:R" - R, (xl,...,xn)HZizl(xl a)”.

Definition 3.64:

Es seien (A, A) ein reeller n-Messraum, T : A — R eine Statistik und
W ={Py |V € E, E # (} eine Klasse, die durch ein o-endliches Ma§ auf .A
dominiert werde. Ist = C R und W eine Exponentialklasse in id=z und T', so
heift W eine Exponentialklasse (in T') in kanonischer Darstellung.

Satz 3.65:
Jede Exponentialklasse lasst sich als Exponentialklasse in kanonischer
Darstellung schreiben.

Satz 3.66:
Jede Exponentialklasse (in T) in kanonischer Darstellung ist eine Klasse
mit isotonen Dichtequotienten in T'.

Theorem 3.67:

Sei W = {Py | ¥ € Z} eine Exponentialklasse in 7" in kanonischer Darstel-
lung, wobei W von dem o-endlichen Maf p auf A dominiert werde. Es
bezeichne = den inneren Kern von E.

Fiir jede Funktion f € Nyez £'(Py) wird dann durch

By :E R, z9n—>/f-e19Tdu
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eine Funktion definiert, die auf = beliebig oft differenzierbar ist. Dabei gilt
fir alle 95 € Z und alle kK € N

BP0 =[5 5 dp.

Das Skriptum abschlieffend wird ein Beispiel dafiir angegeben, dass nicht
jede Klasse mit isotonen Dichtequotienten eine Exponentialklasse ist.

Beispiel 3.68:

Seien “V und W? die Klassen mit isotonen Dichtequotienten aus Beispiel
3.48. Es gibt kein ® und T, so dass ®V¥ und W? zu Exponentialklassen (in
T) werden.
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3.5 Ubungen

Aufgabe A3.1:
Seienn € Nund 7 € S,,.
Zeigen Sie, dass die Permutationsstatistik V. zu 7 B™-B™-messbar ist.

Aufgabe A3.2:

Seien (A, .A) ein Messraum und Wy, Wy zwei Mengen von Wahrscheinlich-
keitsmafen auf A und W := W; U W;.

Beweisen Sie: W ist genau dann eine dominierte Klasse, wenn W; und W,
dominierte Klassen sind.

Aufgabe A3.3:

Sei (R™, B™, W) ein statistischer Raum, wobei W aus {iberabzéhlbar vielen
Punkt-Wahrscheinlichkeitsmafen auf B™ besteht.

Uberpriifen Sie, ob W eine dominierte Klasse ist.

Aufgabe A3.4:
(a) Sei (A, A, W) ein statistischer Raum. Zeigen Sie

NW) = (] N{Q)).

Qew

(b) Sei (A, .A) ein Messraum. Zeigen Sie fiir jede Familie (W;|i € T) von
Mengen W;, die aus Wahrscheinlichkeitsmafen auf A bestehen:

AV = v (U

el i€l

Aufgabe A3.5:

Sei (A, .A) ein Messraum. W bestehe aus abzihlbar vielen Wahrscheinlich-
keitsmafsen auf A.

Uberpriifen Sie, ob W dominiert ist.

Aufgabe A3.6:
Sei (A, A,W) ein p-dominierter  statistischer ~Raum  mit
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W = {Py|9 € E,E # 0} derart, dass ein ¥y € = existiert mit
Py, = fo,p und fy, > 0 p-fast iiberall. Zeigen Sie: W ~ {u}.

Aufgabe A3.7:
Wir betrachten den statistischen Raum

(A, AW) = (R, B, {N(a,0®)|a € R, 0®> € RF\ {o}}).

Zeigen Sie, dass W N (0, 1)-dominiert ist.

Aufgabe A3.8:

Sei W eine Klasse mit (strikt) isotonen Dichtequotienten in 7" und ¢ > 0.
Uberpriifen Sie, ob W eine Klasse mit (strikt) isotonen Dichtequotienten
in ¢- T ist.

Aufgabe A3.9:
Sei a € R fest. Zeigen Sie fiir den statistischen Raum (R™, B”, W) mit

W = {éN(a,(ﬂ) ‘ o’ €R+\{0}}7

dass W eine Klasse mit isotonen Dichtequotienten in der durch

T:R" - R, (x17...,xn)»—>2é_l(xi—a)2

definierten Statistik 7" ist.

Aufgabe A3.10:

Es sei W= {Py |9 € =, Z # ()} eine Exponentialklasse in 7" in kanonischer
Darstellung.

Beweisen Sie fiir jedes 9 € =: T besitzt fiir jedes k € N ein endliches k-tes
Moment unter Py,, d. h. es gilt T% € L(Py,) fiir alle k € N.
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