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Vorwort

Die Maßtheorie hat ihre Wurzeln in der Volumen- und Flächeninhaltberech-
nung. Auf diesem Gebiet erzielte bereits die hellenistische Mathematik beein-
druckende Resultate. In den ersten zwei Jahrhunderten nachBegründung der
Infinitesimalrechnung wurde die Integralrechnung lediglich als Anhängsel der
Differentialrechnung angesehen, indem sie einfach als Umkehrung der Diffe-
rentiation betrachtet wurde. Man erkannte jedoch die Möglichkeit, mittels Inte-
gralen Volumina und Flächeninhalte zu berechnen. Erst Cauchy gelang es, im
Rahmen der von ihm eingeleiteten Arithmetisierung der Analysis, für stetige
Integranden einen konkreten Integralbegriff zu schaffen.Das Cauchy-Integral
wurde von Riemann leicht modifiziert und ist bis heute als Riemann-Integral be-
kannt. Es ist jedoch nur endlich-additiv, was dazu führt, dass noch nicht einmal
allen Kompakta im n-dimensionalen Euklidischen Raum ein Volumen zuge-
ordnet werden kann. Dieser (und auch andere) Mängel veranlassten Lebesgue,
einen Integralbegriff zu kreieren, der auchσ-additiv ist, d.h., abzählbar additiv.
Der neue Integralbegriff beseitigte nicht nur die angesprochenen Unzulänglich-
keiten, sondern erwies sich auch hinsichtlich der Vertauschung der Integration
und der Limitenbildung von Funktionenfolgen als wesentlich schmiegsamer als
das Riemann-Integral. Außerdem erwies er sich nach Schaffung der Begriffe
,,Maß” und ,,σ-Algebra” als Prototyp einer allgemeinen Integrationstheorie.

Voluminaberechnungbedeutet abstrakt die Zuordnung von Maßzahlen für Men-
gen. In der Wahrscheinlichkeitstheorie werden ebenfalls Mengen (dort ”Er-
eignisse” genannt) Maßzahlen, eben die Wahrscheinlichkeiten, zugeordnet. Es
lag also nahe, dass sich Kolmogoroff bei seiner Axiomatisierung der Wahr-
scheinlichkeitstheorie an der Maß- und Integrationstheorie orientierte. Bis zur
Einführung des Unabhängigkeitsbegriffes ist die Wahrscheinlichkeitstheorie
auch als ein echtes Teilgebiet der von Borel und Lebesgue initiierten allgemei-
nen Maß- und Integrationstheorie aufzufassen. Erst mit demUnabhängigkeits-
begriff wurde die Wahrscheinlichkeitstheorie zu einer eigenständigen mathe-
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Vorwort

matischen Disziplin, deren mächtigstes Hilfsmittel aberdie Maß- und Integra-
tionstheorie geblieben ist. Umgekehrt haben probabilistische Fragestellungen
auch die Maß- und Integrationstheorie nachhaltig befruchtet.

In den Vorlesungen Stochastik I/II wird im Bachelor/Master-Studiengang die
Maß- und Integrationstheorie gemäß der Vorgabe im Modulhandbuch auf ein
Minimum reduziert, um Platz für mehr Anwendungen freizusetzen. Diesem
Zwang zur Minimierung versucht das Skriptum Rechnung zu tragen. Viele wich-
tige Sachverhalte werden erst gar nicht angesprochen; exemplarisch seien nur
erwähnt die Räume der p-fach integrierbaren Funktionen und ihre Dualitäts-
theorie, das Haarsche Maß auf lokal-kompakten topologischen Gruppen, so-
wie die Konvergenzbegriffe für Maße. Beweise werden vollständig unterdrückt.
Die Inhalte der Abschnitte1 bis 5 sowie des Abschnitts7 lassen sich in einer
Stochastik-Vorlesung sofort probabilistisch interpretieren. Es ist dem jeweiligen
Dozenten überlassen, dann den einen oder anderen Beweis zudemonstrieren,
obwohl in den meisten Fällen die Beweise für Wahrscheinlichkeitsmaße nicht
wesentlich einfacher als für allgemeine Maße sind. Es gen¨ugt, den Abschnitt
6 flüchtig zur Kenntnis zu nehmen. Es werden das Riemann-Integral, sowie
zwei wesentliche Erweiterungen des Riemann-Integrals (Henstock-Kurzweil-
Integral und Riemann-Stieltjes-Integral) mit dem Lebesgue- bzw. Lebesgue-
Stieltjes-Integral verglichen. Allerdings sollte das Lebesgue-Stieltjes-Integral,
das durch wahrscheinlichkeitstheoretische Begriffsbildungen motivierend vor-
bereitet wird, zur Kenntnis genommen werden. Den Abschnitt4 abschließend
werden einige Rechenregeln für das Lebesgue-Integral zusammengetragen, da
die Vorkenntnisse über das Lebesgue-Integral aus den Analysis-Vorlesungen
sehr unterschiedlich sein können.

Der Aufbau des Skriptes ist so gestaltet, dass es auch (mit Ausnahme des Ab-
schnitts6) als eine (mögliche) Orientierungshilfe für eine einführende Vorle-
sung zur Maß- und Integrationstheorie für das Diplom-Hauptstudium oder das
Master-Studium verwendet werden kann. Das erklärt auch die vielen Hilfssätze
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Vorwort

(im Skriptum meistens als Notiz oder Bemerkung bezeichnet), die zu einer sys-
tematisch aufgebauten Vorlesung dazu gehören (wobei im Abschnitt5 die mo-
notonen (Mengen-)Systeme ausgelassen wurden, da dies den Rahmen dieses
Abschnittes gesprengt hätte). Prägend für das Skript waren [Bau92], [Els07]
und insbesondere [M+93]. Die für Abschnitt 7 erforderlichen rudimentären
Kenntnisse aus der mengentheoretischen Topologie werden vorausgesetzt bzw.
können sich schnell anhand des Büchleins [Jän90] von Klaus Jänich angeeignet
werden.

Unser herzlicher Dank gilt Herrn Dipl.-Math. Ulrich Telle für die hervorragende
Arbeit bei der Erstellung der Druckvorlage.

Duisburg / Haan im Frühjahr 2009

Wolfgang Hümbs
Klaus Kuzyk
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1 Mengensysteme und σ-Algebren

Definition 1.1:
Eine nicht-leere MengeK von Mengen heißtMengensystem.

SeienI 6= ∅ eine Menge undAi durch i ∈ I indizierte Mengen, so wird für

das Mengensystem{Ai|i ∈ I} auch(Ai)i∈I oder (Ai|i ∈ I) geschrieben. Ist
Ω eine Menge undK = (Ai)i∈I ein Mengensystem mitAi ⊂ Ω für alle i ∈ I,

so heißtK ein Mengensystem̈uberΩ.

Beispiele für Mengensysteme sind die PotenzmengeP (Ω) einer MengeΩ,
{∅}, {{x} | x ∈ R}. R, C und∅ sind keine Mengensysteme.

Notiz 1.2(de Morgan-Regeln):
Sei(Ai)i∈I ein Mengensystem̈uberΩ. Dann gelten

(i) (
⋃
i∈I

Ai)
C =

⋂
i∈I

AC
i

(ii) (
⋂
i∈I

Ai)
C =

⋃
i∈I

AC
i .

Dabei bezeichnetAC
i := Ω − Ai das Komplement vonAi in Ω.

Definition 1.3:
SeiK ein Mengensystem paarweise disjunkter MengenAi(i ∈ I), so schreibt

man f̈ur
⋃
i∈I

Ai auch
∑
i∈I

Ai,
∑
I

Ai oder
∑

Ai, wenn klar ist, welche Indexmenge

zugrunde liegt.

Definition 1.4:
Ein MengensystemK paarweise disjunkter MengenAi(i ∈ I) über Ω mit∑

Ai = Ω heißtPartition (oderZerlegungvonΩ).

Definition 1.5:
SeiK = (An)n∈N ein Mengensystem̈uberΩ. Dann werden derLimes Superior
und derLimes Inferior vonK definiert durch
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1 Mengensysteme undσ-Algebren

(1) lim sup An :=
∞⋂

n=1

⋃
m≥n

Am,

(2) lim inf An :=
∞⋃

n=1

⋂
m≥n

Am.

Notiz 1.6:
Für ein Mengensystem(An)n∈N gilt lim inf An ⊂ lim supAn.

Definition 1.7:
Ein MengensystemK = (An)n∈N heißt

(i) isoton : ⇐⇒ An ⊂ An+1(∀n ∈ N),

(ii) antiton : ⇐⇒ An ⊃ An+1(∀n ∈ N),

(iii) monoton : ⇐⇒ K ist antiton oder isoton.

Definition 1.8:
Ein Mengensystem(An)n∈N heißtkonvergent, wenn gilt:

lim inf An = lim supAn.

In diesem Fall schreibt man kurzlimAn für lim inf An undlim sup An.

Definition 1.9:
SeienK = (An)n∈N ein Mengensystem undA eine Menge.

(i) K konvergiert isoton gegenA (in Zeichen:K ↑ A): ⇐⇒ K ist isoton

und
⋃

n∈N

An = A.

(ii) K konvergiert antiton gegenA (in Zeichen:K ↓ A) K ist antiton und⋂
n∈N

An = A.

(iii) K konvergiert monoton gegenA : ⇐⇒ K konvergiert isoton oder anti-

ton gegenA.
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1 Mengensysteme undσ-Algebren

Notiz 1.10:
K = (An)n∈N sei ein Mengensystem.

Dann gelten:

(i) Ist K isoton, so giltlim An =
⋃

n∈N

An.

(ii) Ist K antiton, so giltlimAn =
⋂

n∈N

An.

Für die Maßtheorie von besonderem Interesse sind Mengensysteme, die gewisse
Abschlusseigenschaften gegenüber Mengenoperationen aufweisen.

Definition 1.11:
Ein MengensystemK über einer MengeΩ mit ∅ ∈ K heißtMengenhalbring
(kurz:Halbring) über Ω, wenn gelten

(i) A, B ∈ K ⇒ A ∩ B ∈ K

(ii) A, B ∈ K ⇒ A − B =
n∑

i=1

Ti mit paarweise disjunkten MengenTi ∈ K.

Beachte, dass mitA, B ∈ K nicht notwendigA − B in K liegt.

Beispiel 1.12:
Seienn ∈ N unda = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn mit aj ≤ bj für
j ∈ {1, . . . , n}. Unter dem rechts-halboffenen Intervall[a, b) wird die Menge
n×

j=1

[aj , bj) verstanden.

Das MengensystemIn der rechts-halboffenen Intervalle bildet einen Halbring

überRn.

Definition 1.13:
Ein MengensystemK über einer MengeΩ heißtMengenring (kurz:Ring) über
Ω, falls gelten

(i) A, B ∈ K ⇒ A ∪ B ∈ K
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1 Mengensysteme undσ-Algebren

(ii) A, B ∈ K ⇒ A − B ∈ K.

Offensichtlich sind{∅}, {∅, Ω}, P (Ω) Ringe überΩ.

Notiz 1.14:
SeiK ein RingüberΩ. Dann gelten:

(i) ∅ ∈ K

(ii) A, B ∈ K ⇒ A △ B ∈ K, A ∩ B ∈ K

(iii) A1, . . . An ∈ K ⇒
n⋃

i=1

Ai ∈ K,
n⋂

i=1

Ai ∈ K

(iv) K ist ein HalbringüberΩ.

(Dabei bezeichnet
A △ B := (A − B) ∪ (B − A)

diesymmetrische DifferenzvonA undB.)

Der HalbringIn aus Beispiel1.12bildet keinen Ring. Aus einem Halbring läßt
sich jedoch stets ein kleinster, ihn enthaltender Ring erzeugen.

Satz 1.15:
SeiK ein HalbringüberΩ. Dann existiert ein kleinster Ringρ(K) überΩ, der
K entḧalt, d.h. wennK′ ein beliebiger Ring̈uberΩ ist, derK entḧalt, so folgt

K ⊂ ρ(K) ⊂ K′.

Der folgende Satz ist im Hinblick auf den 1. Maßfortsetzungssatz (s. Abschnitt
2) von Bedeutung.

Satz 1.16:
Der von einem HalbringK überΩ erzeugte Ringρ(K) überΩ besteht aus allen
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1 Mengensysteme undσ-Algebren

endlichen Summen paarweise disjunkter Mengen ausK, d.h.

ρ(K) = {T |∃k ∈ N ∃Ti ∈ K(i ∈ {1, . . . , k}) : T =

k∑

i=1

Ti}.

Definition 1.17:
ρ(In) =: Fn heißtRing der n-dimensionalen Figuren: [zu In siehe Beispiel
1.12].

Die folgende Definition einerσ-Algebra ist grundlegend. Wie in der Einleitung
bereits verdeutlicht wurde, sindσ-Algebren die natürlichen Ereignissysteme
eines Wahrscheinlichkeitsraumes.

Definition 1.18:
(i) Ein MengensystemA über einer MengeΩ heißt σ-Algebra (über Ω),

wenn gelten:

(1) A ∈ A ⇒ Ac ∈ A

(2) Für jedes Mengensystem(An)n∈N ausA liegt
⋃

n∈N

An in A.

(ii) Ist A eineσ-Algebra (̈uberΩ), so heißt(Ω,A) ein Messraum. Die Ele-

mente vonA werden(A-)messbare Mengen(oder auchEreignisse) ge-
nannt.

Definition 1.19:
SeienA eineσ-AlgebraüberΩ undT ⊂ Ω. Dann ist

T ∩ A := {T ∩ A | A ∈ A}

eineσ-AlgebraüberT . T ∩ A heißt dieSpur vonA in T .

Offensichtlich sind{∅, Ω}, {∅, A, Ac, Ω} (mit ∅⊂
6=A⊂

6=Ω) sowieP (Ω) σ-Alge-
bren überΩ.
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1 Mengensysteme undσ-Algebren

Notiz 1.20:
SeiA eineσ-AlgebraüberΩ.

(i) GeltenA1, . . . , An ∈ A, so ist
n⋃

i=1

Ai ∈ A.

(ii) Ist (Ai)i∈N ein Mengensystem inA, so ist
⋂

i∈N

Ai ∈ A

(iii) GeltenA1, . . . , An ∈ A, so ist
n⋂

i=1

Ai ∈ Ω.

(iv) AusA, B ∈ A folgt A − B ∈ A.

(v) ∅ ∈ A, Ω ∈ A.

(vi) Jedeσ-AlgebraüberΩ ist ein RingüberΩ.

(vii) Sei(An)n∈N ein Mengensystem ausA. Dann gelten:

(1) An ↑ A ⇒ A ∈ A

(2) An ↓ A ⇒ A ∈ A

(3) lim inf An ∈ A

(4) lim sup An ∈ A.

σ-Algebren werden in den seltensten Fällen explizit angegeben, sondern durch
Erzeugendensysteme. Dies wird in folgendem Satz präzisiert.

Satz 1.21:
SeiK ein Mengensystem̈uberΩ. Dann existiert eine kleinsteσ-Algebraσ(K)

überΩ, dieK entḧalt. σ(K) ist gegeben durch

σ(K) =
⋂

A σ-Algebra überΩ
mitK⊂A

A

Bemerkung 1.22:
SindK1,K2 MengensystemëuberΩ, so gelten
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1 Mengensysteme undσ-Algebren

(i) K1 ⊂ K2 ⇒ σ(K1) ⊂ σ(K2),

(ii) K1 ⊂ σ(K2),K2 ⊂ σ(K1) ⇒ σ(K1) = σ(K2).

Notiz 1.23:
Es gilt

σ(In) = σ(Fn).

Definition und Beispiel 1.24:
Die σ-AlgebraBn := σ(In) = σ(Fn) heißt dieBorelscheσ-Algebra (über
Rn). Die Elemente vonBn heißenBorelsche Mengen, das Paar(Rn,Bn) Bo-
relscher Meßraum. Anstelle vonB1 schreibt man kurzB.

Die Borelscheσ-AlgebraBn ist eines der wichtigsten Ereignissysteme in der
Wahrscheinlichkeitstheorie überhaupt. Die naheliegende Frage, warum man in
der Wahrscheinlichkeitstheorie nicht einfach die PotenzmengeP(Rn) als Er-
eignissystem wählt, kann erst im Abschnitt2 beantwortet werden.

Wahrscheinlichkeitstheorie betreibt man nicht nur in Ereignissystemen über
Rn, sondern über noch viel allgemeineren Räumen (RR (Stochastische Pro-
zesse), topologischen Gruppen, Hilberträumen (Quantenmechanik) usw.). Al-
le diese Räume lassen sich (kanonisch) topologisieren unddie Ereignissyste-
me werden durch die entsprechenden Topologien, d.h. das System der offenen
Mengen erzeugt. Wie der nächste Satz zeigt, gilt dies auch für die Borelsche
σ-AlgebraBn. Mithin haben z.T. völlig verschiedene, der Wahrscheinlichkeits-
theorie als Ereignissystem dienendeσ-Algebren, eine verbindende Eigenschaft,
was eine systematische Untersuchung nahelegt. Man stößt dabei (u.a.) auf die
sog. polnischen Räume, die im letzten Abschnitt kurz angerissen werden.

Satz 1.25:
Rn sei mit der Euklidischen Topologie versehen undOn bezeichne das System

der offenen Mengen. Dann gilt:Bn = σ(On).
BezeichnenKn bzw.An das System der kompakten (bzw. abgeschlossenen)
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1 Mengensysteme undσ-Algebren

Mengen, so gelten zudem

Bn = σ(Kn) bzw.Bn = σ(An).

Maße, die in Abschnitt2 behandelt werden, können auch den Wert∞ anneh-
men. Deswegen erweist es sich als notwendig auch über denerweitert-reellen
Zahlen R ∪ {∞,−∞} =: R eineσ-Algebra einzuführen, die sich aber kano-
nisch aus der Borelschenσ-AlgebraB herleiten lässt.

Notiz und Definition 1.26:

B := B ∪{A ∪ {+∞} | A ∈ B}
∪{A ∪ {−∞} | A ∈ B}
∪{A ∪ {+∞,−∞} | A ∈ B}

ist eineσ-AlgebraüberR.

B heißt die Borelscheσ-AlgebraüberR. Ihre Elemente heißenBorelsche Men-
gen inR. Das Paar(R,B) heißt Borelscher Messraum̈uberR.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie sieht man sich häufig vor der Situation, meh-
rere Zufallsexperimente nacheinander zu betrachten. Das adäquate maßtheo-
retische Instrumentarium zur Behandlung solcher Fragestellung sind Produkt-
messräume. Die zugehörigen Produktmaße können an dieser Stelle noch nicht
behandelt werden, ebenso wenig der Fall abzählbar unendlicher oder sogar
überabzählbar vieler Zufallsexperimente.

Definition 1.27:
Seien(Ω1,A1), . . . , (Ωn,An) Messr̈aume. Dann heißt

n×
i=1

Ai := {
n×

i=1

Ti | Ti ∈ Ai}

11



1 Mengensysteme undσ-Algebren

dasSystem der messbaren Rechteckeund

n⊗

i=1

Ai := σ

(
n×

i=1

Ai

)

heißt dieProdukt-σ-Algebra derσ-AlgebrenA1, . . . ,An. Das Paar

(Ω,A) :=

(
n×

i=1

Ωi,

n⊗

i=1

Ai

)

nennt man denProduktmessraumder Messr̈aume(Ω1,A1), . . . , (Ωn,An).
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2 Maße, Borel-Lebesgue-Maß

Definition 2.1:
SeiK ein Mengensystem̈uberΩ mit ∅ ∈ K. µ : K → R heißt einInhalt auf
K, wenn gelten

(1) µ(∅) = 0,

(2) µ(A) ≥ 0 (∀A ∈ K),

(3) SindT1, . . . , Tn ∈ K paarweise disjunkt mit
n∑

i=1

Ti ∈ K, so ist

µ

(
n∑

i=1

Ti

)
=

n∑

i=1

µ(Ti)

(endliche Additiviẗat).

µ heißtendlich: ⇐⇒ µ(A) < ∞ (∀A ∈ K).

Definition 2.2:
SeiK ein Mengensystem̈uberΩ mit ∅ ∈ K. µ : K → R heißt einMaß auf K,

wenn gelten

(1) µ(∅) = 0,

(2) µ(A) ≥ 0 (∀A ∈ K)

(3) Für jedes Mengensystem(An)n∈N paarweise disjunkter Mengen ausK mit
∞∑

n=1
An ∈ K ist

µ

(
∞∑

n=1

An

)
=

∞∑

n=1

µ(An).

(σ-Additivität)

Ist K speziell eineσ-AlgebraA undµ ein Maß aufA, so heißt(Ω,A, µ) ein

Maßraum.
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2 Maße, Borel-Lebesgue-Maß

Gilt in einem Maßraum(Ω,A, µ) speziellµ(Ω) = 1, so nennt man(Ω,A, µ)

einenWahrscheinlichkeitsraum und µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß. Übli-

cherweise wird dannµ mit P bezeichnet.

Ein Maßµ heißt endlich:⇐⇒ µ(A) < ∞ (∀A ∈ K).

Auf die Bedeutung derσ-Additivität wurde bereits in der Einleitung hingewie-
sen.

Notiz 2.3:
(1) Jedes Maß ist ein Inhalt; die Umkehrung ist i.a. falsch.

(2) Wahrscheinlichkeitsmaße sind endlich.

Bemerkung 2.4:
Seienµ ein Inhalt auf einem RingK überΩ undS, T ∈ K sowieS ⊂ T . Dann

gelten

(i) µ(S) < ∞ =⇒ µ(T − S) = µ(T ) − µ(S) (Subtraktiviẗat)

(ii) µ(S) = ∞ =⇒ µ(S) = µ(T )

Bemerkung 2.5:
Ein auf einem RingK überΩ definierter Inhaltµ ist isoton, d.h. f̈ur S, T ∈ K
mit S ⊂ T gilt

µ(S) ≤ µ(T )

Satz 2.6:
(i) Ist µ ein Inhalt auf einem RingK undSn ∈ K für alle n ∈ {1, . . . , m}

mit einemm ∈ N, so gilt

µ(

m⋃

n=1

Sn) ≤
m∑

n=1

µ(Sn).

(Subadditiviẗat)

14



2 Maße, Borel-Lebesgue-Maß

(ii) Ist µ ein Maß auf einem RingK undSn ∈ K für alle n ∈ N mit
∞⋃

n=1
Sn ∈

K, so gilt

µ(

∞⋃

n=1

Sn) ≤
∞∑

n=1

µ(Sn).

(σ-Subadditiviẗat)

(iii) Ist µ ein Inhalt auf einem RingK und(Sn)n∈N ein Mengensystem paar-

weise disjunkter MengenSi ausK. Dann gilt

µ(

∞∑

n=1

Sn) ≥
∞∑

n=1

µ(Sn)

(σ-Superadditiviẗat)

Die folgende Definition führt Begriffsbildungen ein, die in engem Zusammen-
hang mit derσ-Additivität stehen.

Definition 2.7:
Seiµ ein Inhalt auf einem RingK.

(i) µ heißtstetig von unten: ⇐⇒. Für jedes Mengensystem(Sn)n∈N von

MengenSn ausK mit Sn ↑ S ∈ K gilt:

lim
n→∞

µ(Sn) = µ(S).

(ii) µ heißt stetig von oben:⇐⇒. Für jedes Mengensystem(Sn)n∈N von
MengenSn ausK mit Sn ↓ S ∈ K gilt:

lim
n→∞

µ(Sn) = µ(S).

(iii) µ heißt∅-stetig(sprich: nullstetig), wenn f̈ur jedes Mengensystem(Sn)n∈N

15



2 Maße, Borel-Lebesgue-Maß

aufK mit Sn ↓ ∅ undµ(Sn) < ∞(∀n ∈ N) gilt:

lim
n→∞

µ(Sn) = 0.

Notiz 2.8:
2.7(iii) ist ein Spezialfall von2.7(ii).

Satz 2.9:
Seiµ ein Inhalt auf einem RingK. Dann gelten:

(i) µ ist σ-additiv⇒ µ ist stetig von unten.

(ii) µ ist stetig von unten⇒ µ ist stetig von oben.

(iii) µ ist stetig von oben⇒ µ ist ∅-stetig.

(iv) µ ist stetig von unten⇒ µ ist σ-additiv.

Satz 2.10(1. Borel-Cantellisches Lemma):
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum und(An)n∈N ein Mengensystem von MengenAn

ausA mit
∞∑

n=1
µ(An) < ∞. Dann gilt: µ(lim sup(An)) = 0.

Im Falle, dassµ ein WahrscheinlichkeitsmaßP ist, lässt sich das 1. Borel-
Cantellische Lemma unter Zusatzbedingungenwahrscheinlichkeitstheoretischer
Natur noch wesentlich verschärfen.

Notiz 2.11:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum und(Sn)n∈N eine Partition vonΩ mit Sn ∈
A (∀n ∈ N). Dann gilt f̈ur jede MengeT ∈ A:

µ(T ) =

∞∑

n=1

µ(T ∩ Sn).
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2 Maße, Borel-Lebesgue-Maß

Beispiel 2.12:
(1) SeiΩ abz̈ahlbar unendlich. Das Mengensystem

K := {A ⊂ Ω | |A| < ∞ oder | Ac| < ∞}

ist ein RingüberΩ

µ : K → R : A 7→
{

0, falls A endlich ist

∞, falls A unendlich ist.

ist ein Inhalt, aber kein Maß aufK, da offensichtlich dieσ-Additivität ver-
letzt ist. Zudem istµ ∅-stetig, aber nicht stetig von unten.

(2) Auf dem HalbringIn der rechts-halboffenen Intervalle

[a, b) ⊂ Rn (a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn)

mit aj ≤ bj für j ∈ {1, . . . , n}) wird durch

µ([a, b)) :=

n∏

j=1

(bj − aj)

ein endlicher Inhalt definiert.

(3) Seien(Ω,A) ein Messraum,η ∈ Ω sowiec > 0.

Dann wird durchµc
η : A → R mit µc

η(S) :=

{
1, falls η ∈ S

0, falls η 6∈ S
ein Maß

aufA definiert.

Im Falle c = 1 ist µη := µ1
η ein Wahrscheinlichkeitsmaß, welches als

Punkt-W -Maß in η bezeichnet wird.

Auf den Inhalt in Beispiel2.12(2) wird bei der Konstruktion des Borel-Lebesgue-

17



2 Maße, Borel-Lebesgue-Maß

Maßesλn zurückgegriffen werden.

Das folgende Beispiel ist für die Vereinheitlichung der Darstellung von ,,dis-
kreter” und ,,kontinuierlicher” Wahrscheinlichkeitstheorie von grundlegender
Bedeutung, so dass es separat aufgeführt wird.

Beispiel 2.13:
Seien(Ω,A) ein Maßraum undS ⊂ Ω . Dann wird durch

µ : A → R : T 7→
{
|T ∩ S|, für |T ∩ S| < ∞
∞, sonst

ein Maß aufA definiert, welches als dasS-Zählmaß aufA bezeichnet wird.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie wird gelehrt, dass sichdiskreteW -Maße und
sogenannte Wahrscheinlichkeitsfunktionen bijektiv entsprechen. Wahrschein-
lichkeitsfunktionen lassen sich aber als Dichten [vgl. Abschnitt4] bzgl. gewis-
ser Zählmaße auffassen, was impliziert, dass sich auch diskreteW -Maße als
Integrale darstellen lassen. Damit wird deutlich, dass dieTrennung in ,,Dis-
krete” und ,,Kontinuierliche” Wahrscheinlichkeitstheorie (wie sie heute noch in
einigen Kochrezept-Lehrbüchern - primär für WiWis - zurWahrscheinlichkeits-
rechnung und Statistik praktiziert wird) völlig überflüssig ist.

Definition 2.14:
Ein Maßµ auf einem MengensystemK über Ω heißtσ-endlich:⇐⇒ es gibt
eine Folge(Sn)n∈N von MengenSn ausK mit

Sn ↑ Ω und µ(Sn) < ∞

für alle n ∈ N.

Notiz 2.15:
(i) Jedes endliche Maß auf einerσ-Algebra istσ-endlich.

18



2 Maße, Borel-Lebesgue-Maß

(ii) Nicht jedes endliche Maß istσ-endlich.

(iii) Jedes Wahrscheinlichkeitsmaß istσ-endlich.

(iv) Die σ-Endlichkeit eines Maßes impliziert i.a. nicht die Endlichkeit dieses
Maßes.

Definition 2.16:
SeienK,K′ Mengensystemëuber Ω mit K ⊂ K′. Gilt für zwei Abbildungen
µ : K → R undµ′ : K′ → R

µ(S) = µ′(S) (∀S ∈ K),

so heißtµ′ eine Fortsetzung vonµ auf K′ undµ eine Restriktion vonµ′ auf
K.

Theorem 2.17(1. Fortsetzungssatz):
Ist µ ein Maß (Inhalt) auf einem HalbringK, so existiert eineeindeutigeFort-

setzungµ′ vonµ zu einem Maß (Inhalt) auf den vonK erzeugten Ringp(K). µ′

ist gegeben durch

µ′(A) =

n∑

i=1

µ(Ti),

wobeiA =
n∑

i=1

Ti für einn ∈ N und paarweise disjunkten MengenTi ∈ K das

gem̈aß Satz1.16allgemeine Element ausρ(K) ist.

Theorem 2.18(2. Fortsetzungssatz):
(i) Ist µ ein Maß auf einem RingK, so l̈asst sich dieses zu einem Maßµ′ auf

die vonK erzeugteσ-Algebraσ(K) fortsetzen.Eine solche Fortsetzung

µ′ wird gegeben durch

µ′ : σ(K) → R, S 7→ inf

{
∞∑

n=1

µ(Sn) | S ⊂
∞∑

n=1

Sn

}
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2 Maße, Borel-Lebesgue-Maß

wobei die MengenSn paarweise disjunkte Mengen ausK sind.

(ii) Ist µ σ-endlich, so ist die Fortsetzungµ′ aus (i) eindeutig.

Wendet man den 1. Fortsetzungssatz auf den Inhaltµ auf dem HalbringIn aus
Beispiel2.12(2) an, so erhält man eine eindeutige Fortsetzung vonµ zu einem
Inhaltµ′ aufFn = ρ(In). Für diesen Inhalt gilt nun

Lemma 2.19:
µ′ ist bereits ein Maß aufFn, das zudemσ-endlich ist.

Der Beweis des Lemmas ist nicht einfach. Aus dem Lemma folgt trivialerweise,
dass der Inhaltµ auf In bereits ein Maß aufIn ist. Nur wäre der Beweis der
Maßeigenschaft (insbesondere dieσ-Additivität) noch schwieriger als derjenige
für den Inhaltµ′ aufFn.

µ′ (aus Lemma 2.19) lässt sich nun nach dem 2. Fortsetzungssatz eindeutig zu
einem Maßλn aufBn = σ(Fn) fortsetzen.

Definition 2.20:
Das so eben konstruierte Maßλn aufBn heißt dasBorel-Lebesgue-Maß (kurz
BL-Maß) aufBn. Für n = 1 schreibt manλ für λ1.

Notiz 2.21:
DasBL-Maßλn ist σ-endlich, aber nicht endlich.

Eine Abbildungf : Rn → Rn mit ‖f(x) − f(y)‖ = ||x − y‖ (x, y ∈
Rn, ‖.‖ = Euklidnorm) nennt man bekanntlich eine Bewegung (Darunterfallen
die Drehungen, Spiegelungen und Translationen.)

Eine Mindestanforderung an ein Maß, das zur Volumenberechnung für Teil-
mengen desRn dienen soll, ist die Bewegungsinvarianz.
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2 Maße, Borel-Lebesgue-Maß

Satz 2.22:
Das BL-Maßλn ist bewegungsinvariant, d.h.: Istf : Rn → Rn eine Bewe-

gung, so gilt f̈ur alle S ∈ Bn

λn(f(S)) = λn(S).

Theorem 2.23(Hausdorff-Vitali):
Auf derσ-AlgebraP (Rn) existiert kein bewegungsinvariantes Maßµ mit

µ([0, 1)n) = 1.

Offensichtlich giltλn([0, 1)n) = 1. Aufgrund der Tatsache, dass viele wichti-
ge Wahrscheinlichkeitsmaße mittels desBL-Maßesλn definiert werden, macht
Theorem 2.23 klar, dass man als Ereignissystem dieser Wahrscheinlichkeitsma-
ße nichtP (Rn) wählen kann.

Definition 2.24:
Sei(Ω,A, µ) ein Maßraum. Eineµ-NullmengeS ist eine MengeS ausA mit
µ(S) = 0. BezeichneG das System allerµ-Nullmengen ausA. Das Mengen-

systemA′ := {A ∪ S | A ∈ A, S ∈ G} ist wiederum eineσ-Algebra.

Durch
µ′(A ∪ S) := µ(A) (∀(A, S) ∈ A× G)

wird ein Maß aufA′ definiert. Den Maßraum(Ω,A′, µ′) nennt man dieVer-
vollständigung des Maßraumes(Ω,A, µ). Dabei heißt(Ω,A, µ) vollständig:
⇐⇒

(i) G ⊂ A

(ii) A ∈ A, S ⊂ A, µ(A) = 0 =⇒ S ∈ G.

Notiz 2.25:
Vervollsẗandigungen eines Maßraumes sind vollständig.
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2 Maße, Borel-Lebesgue-Maß

Satz 2.26:
Der Maßraum(Rn,Bn, λn) ist nicht vollsẗandig.

Definition 2.27:
Sei(Rn,Bn′

, λn′

) die Vervollsẗandigung von(Rn,Bn, λn). Das Maß

Lλn := λn′

heißt dasLebesgue-Maß(kurz:L-Maß) aufRn und

LBn := Bn′

heißt dieLebesguescheσ-Algebra über Rn.

Satz 2.28:
DasL-Maß Lλn ist ebenfalls bewegungsinvariant.

Satz 2.29:
LBn 6= P(Rn).

Beispiel 2.30:
Jede abz̈ahlbare Teilmenge desRn ist eineλn-Nullmenge und damit auch eine
Lλn-Nullmenge.

Satz 2.31:
LBn wird nicht vom System der offenen Teilmengen desRn erzeugt.

Satz2.31 ist wegen der in Abschnitt1 geschilderten Gründe der Anlass, für
die Konstruktion des Lebesgue-Integrals im Abschnitt4 die σ-AlgebraBn zu
wählen.

Satz 2.32:
Es gibtüberabz̈ahlbar viele TeilmengenS desRn mit S 6∈ Bn.
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2 Maße, Borel-Lebesgue-Maß

Theorem 2.33(Solovay):
Der Nachweis, dass eine TeilmengeS desRn nicht inBn liegt, kannprinzipiell
nur mit Hilfe des Auswahlaxioms (oder eines hierzuäquivalenten Satzes wie
dem Zornschen Lemma oder dem Wohlordnungssatz) erbracht werden.
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3 Messbare Abbildungen

Definition 3.1:
(i) SeienΩ1, Ω2 Mengen undf : Ω1 → Ω2 eine Abbildung. Dann heißt

f−1 : P (Ω2) → P (Ω1)

mit

f−1(S2) := {w1 ∈ Ω1|f(w1) ∈ S2} (∀S2 ∈ P (Ω2))

die Urbildabbildung von f (nicht zu verwechseln mit dem Begriff der
Umkehrabbildung!).f−1(S2) heißt dasUrbild vonS2

(ii) Ist weiterK2 ein Mengensystem̈uberΩ2, so heißt

f−1(K2) := {f−1(S2) | S2 ∈ K2}

das Urbild vonK2.

Notiz 3.2:
SeienΩ1, Ω2 Mengen,M, N ∈ P (Ω2) undS = (Si)i∈I ein Mengensystem mit

∅ ∈ S überΩ2. Dann gelten:

(i) f−1(∅) = ∅, f−1(Ω2) = Ω1,

(ii) f−1(M c) = (f−1(M))c,

(iii) M ⊂ N =⇒ f−1(M) ⊂ f−1(N),

(iv)
⋃
i∈I

f−1(Si) = f−1(
⋃
i∈I

Si)

(v)
⋂
i∈I

f−1(Si) = f−1(
⋂
i∈I

Si)

(vi) Im Falle, dass dieSi paarweise disjunkt sind:∑
i∈I

f−1(Si) = f−1(
∑
i∈I

Si).
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3 Messbare Abbildungen

Notiz 3.3:
Seienf : Ω1 → Ω2, g : Ω2 → Ω3 Abbildungen. Dann gilt:

(g ◦ f)−1(S3) = f−1(g−1(S3)) (∀S3 ∈ P(Ω3)).

Notiz 3.4:
Seienf : Ω1 → Ω2 eine Abbildung undA2 eineσ-AlgebraüberΩ2. Dann ist
f−1(A2) eineσ-AlgebraüberΩ1.

Definition 3.5:
Seien(Ω1,A1), (Ω2,A2) Messr̈aume undf : Ω1 → Ω2 eine Abbildung.f heißt
A1-A2-messbar, falls eine der folgenden̈aquivalenten Bedingungen erfüllt ist:

(i) f−1(S2) ∈ A1 (∀S2 ∈ A2)

(ii) f−1(A2) ⊂ A1.

Für die Schreibweise ,,f : Ω1 → Ω2 ist A1-A2-messbar” wird im Folgen-

den auch ,,f : (Ω1,A1) → (Ω2,A2) ist messbar” geschrieben. Dabei be-

deutetf : (Ω1,A1) → (Ω2,A2), dass(Ω1,A1), (Ω2,A2) Messr̈aume sind
undf : Ω1 → Ω2 eine Abbildung ist.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie werden messbare Abbildungen auch alsZu-
fallsvariablen (kurz ZVen) bezeichnet, in der mathematischen Statistik nach
Zusatzbedingungen an die Messräume alsStatistiken.

Bemerkung 3.6:
Die große Analogie zwischen der Messbarkeit und der Definition der Stetig-
keit von Abbildungen zwischen topologischen Räumen ist nicht zufällig, wie im

Abschnitt7 über polnische R̈aume im Theorem von Lusin deutlich wird.

Lemma 3.7:
Seien(Ω1,A1), (Ω2,A2) Messr̈aume undK2 ein Erzeugendensystem vonA2,
d.h.A2 = σ(K2). Eine Abbildungf : (Ω1,A1) → (Ω2,A2) ist genau dann

messbar, wenn eine der nachstehendenäquivalenten Bedingungen gilt:
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(i) f−1(S2) ∈ A1 (∀S2 ∈ K2)

(ii) f−1(K2) ⊂ A1.

Bemerkung 3.8:
Jede stetige (insbesondere also auch jede differenzierbare) Abbildung

f : (Rm,Bm) → (Rn,Bn) ist messbar.

DaBn von den offenen Teilmengen desRn erzeugt wird, ist nach Lemma3.7
nur zu zeigen, dass für jede offene MengeA ⊂ Rn f−1(A) offen inRn ist. Das
ist aber gerade die Definition der Stetigkeit vonf .

Bemerkung 3.9:
Für i ∈ {1, . . . , n} seiengi : (Ω,A) → (Ωi,Ai) Abbildungen und

f := (g1, . . . , gn) : (Ω,A) → (
n×

i=1

Ωi,

n⊗

i=1

Ai)

die Produktabbildung dergi.

Die gi sind genau dann messbar, wennf messbar ist.

Notiz 3.10:

f : (Ω1,A1) → (Ω2,A2) und

g : (Ω2,A2) → (Ω3,A3) seien

messbar. Dann ist auch

g ◦ f : (Ω1,A1) → (Ω3,A3)

messbar.
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Satz 3.11:
f : (Ω1,A1) → (Ω2,A2) sei messbar undµ sei ein Maß aufA1:

(i) µf mit µf (S2) := µ(f−1(S2)) (∀S2 ∈ A2) definiert ein Maß aufA2.

µf heißt dasBildmaß von µ bei f . Es spielt in der Wahrscheinlichkeits-

theorie eine bedeutende Rolle.

Für µf wird häufig auchf(µ) geschrieben.

(ii) Ist µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß aufA, so istµf ein Wahrscheinlichkeits-
maß aufA2.

Definition 3.12:
Seienf : (Ω1,A1) → (Ω2,A2) messbar undS2 ∈ A2.

Dann sei{f ∈ S2} := {w1 ∈ Ω1 | f(w1) ∈ S2}. Ist zudemµ ein Maß aufA1,

so seiµ{f ∈ S2} := µ({f ∈ S2}).

Definition 3.13(Rechenregeln für∞ und−∞):
Für c ∈ R wird gesetzt

(1) c + (±∞) := (±∞) + a := (±∞) + (±∞) := ∞

(2) c · (±∞) := (±∞) · c :=






±∞, für c > 0

0 für c = 0

∓∞, für c < 0

(3) −∞ < c < ∞

(4) (±∞) · (±∞) := +∞,

(±∞) · (∓∞) := −∞,
c

±∞ := 0, 1
0 := +∞

(5) (±∞) − (±∞) bleiben undefiniert.

Definition 3.14:
R-wertige Funktionen werdennumerische Funktionengenannt.
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Lemma 3.15:
f : (Ω,A) → (R,B) bzw. f : (Ω,A) → (R,B) sind genau dann messbar,

wenn eine der nachstehendenäquivalenten Bedingungen gilt:

(i) {f < a} ∈ A (∀a ∈ R)

(ii) {f ≤ a} ∈ A (∀a ∈ R)

(iii) {f > a} ∈ A (∀a ∈ R)

(iv) {f ≥ a} ∈ A (∀a ∈ R).

Beispiel 3.16:
Jede monotone Funktionf : R → R ist B − B-messbar.

Bemerkung 3.17:
Mit f, g : R → R B − B-messbar sind auchcf(c ∈ R), f + g undfg messbar.

Gleiches gilt f̈ur numerischeB-B-messbare Funktionen. (Beif + g mit der
Einschr̈ankung, dassf + g definiert ist.)

Definition 3.18:
Sei(fn) eine Folge numerischer FunktionenΩ → R. Die numerischen Funk-

tionensup
n∈N

fn, inf
n∈N

fn, lim sup fn, lim inf fn werden definiert durch

(i) (sup
n∈N

fn)(w) := sup
n∈N

fn(w) (∀w ∈ Ω)

(ii) ( inf
n∈N

fn)(w) := inf
n∈N

fn(w) (∀w ∈ Ω)

(iii) (lim sup fn)(w) := inf
n∈N

sup
m≥n

fm(w) (∀w ∈ Ω)

(iv) (lim inf fn)(w) := sup
n∈N

inf
m≥n

fm(w) (∀w ∈ Ω)

(v) Gilt lim inf fn = lim sup fn, so wird die numerische Funktionlim fn

definiert durch

lim fn := lim inf fn = lim sup fn .

28



3 Messbare Abbildungen

Satz 3.19:
Sei(fn) eine Folge numerischer, messbarer Funktionenfn : (Ω,A) → (R,B).

Dann gelten

(i) sup
n∈N

fn, inf
n∈N

fn, lim sup fn, lim inf fn sind messbar.

(ii) Existiert lim fn, so istlim fn messbar.

(iii) Ist
∑

n∈N

fn konvergent inR, so ist
∑

n∈N

fn messbar.

Definition 3.20:
Für eine numerische Funktionf : Ω → R werden derPositivteil f+ und der
Negativteil f− definiert durch

f+(w) := sup(f(w), 0) (∀w ∈ Ω)

f−(w) := − inf(f(w), 0) (∀w ∈ Ω)

Notiz 3.21:
Für eine numerische Funktionf : Ω → R gelten

(i) f = f+ − f−

(ii) |f | = f+ + f−

(iii) f ist genau dannA-B-messbar, wennf+ undf− A-B-messbar sind.

Definition 3.22:
SeienΩ eine Menge undA ⊂ Ω. Die Indikatorfunktion 1A von A (auch

charakteristische Funktion vonA genannt) ist definiert durch

1A(w) :=

{
1, falls w ∈ A (∀w ∈ Ω)

0, sonst

Notiz 3.23:
SeienA, B ⊂ Ω und(Ai)i∈I ein Mengensystem̈uberΩ. Dann gelten
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(i) 1Ac = 1 − 1A

(ii) A ⊂ B =⇒ 1A ≤ 1B

(iii) 1⋃ Ai
= sup 1Ai

(iv) 1⋂ Ai
= inf 1Ai

.

Notiz 3.24:
Sei(An)n∈N ein Mengensystem̈uberΩ. Dann gelten

(i) lim sup 1An
= 1lim sup An

(ii) lim inf 1An
= 1lim inf An

(iii) (lim inf 1An
= lim sup 1An

) ⇐⇒ (1lim inf An
= 1lim sup1An

), und in

diesem Fall gilt weiterlim 1An
= 1lim An

.

Notiz 3.25:
Seien(Ω,A) ein Messraum undA ⊂ Ω. Dann gilt:

1Amessbar⇐⇒ A ∈ A.
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4 Allgemeine Integrationstheorie,

Lebesgue-Integral

Die Allgemeine Integrationstheorie (nach einem Maßµ) wird dreistufig entwi-
ckelt; zunächst für Elementarfunktionen, dann über nicht-negative Funktionen
und schließlich allgemein.

Definition 4.1:
Seie : (Ω,A) → R,B) messbar.e heißtElementarfunktion (überΩ): ⇐⇒

(1) e ist nicht-negativ.

(2) |e(Ω)| < ∞.

Die Menge aller dieser Elementarfunktionen wird mitE (gelegentlich auch

E(A) oderE(Ω,A)) bezeichnet.

Notiz 4.2:
Seie eine Elementarfunktion̈uberΩ mit e(Ω) = {x1, . . . , xs} undx1 < · · · <

xs. Weiter sei f̈ur j ∈ {1, . . . , s}: Aj := e−1({xj}) ∈ A. {A1, . . . , As} bildet
eine Partition vonΩ unde besitzt eine Darstellung

e =
s∑

j=1

xj · 1Aj
.

Diese Darstellung heißtNormaldarstellung vone. Sie ist eindeutig bestimmt.

Notiz 4.3:
Mit e1, e2 ∈ E sind auch

e1 + e2 ∈ E ; e1 − e2 ∈ E (falls e1 ≥ e2)

sowiece1 ∈ E (falls c ∈ R+
0 ).
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4 Allgemeine Integrationstheorie, Lebesgue-Integral

Definition 4.4:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum unde ∈ E mit Normaldarstellung

e =

s∑

j=1

xj1Aj
.

Die erweitert-reelle Zahl

∫
e dµ :=

s∑

j=1

xjµ(Aj)

heißt das(µ-)Integral vone.

Notiz 4.5:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum,e1, e2 ∈ E undc ∈ R+

0 . Dann gelten

(i)
∫

1S dµ = µ(S) (∀S ∈ A)

(ii)
∫

ce1 dµ = c
∫

e1 dµ sowie
∫

(e1 + e2) dµ =
∫

e1 dµ +
∫

e2 dµ (positive

Linearität)

(iii) e1 ≤ e2 =⇒
∫

e1 dµ ≤
∫

e2 dµ (Monotonie)

Beispiel 4.6:
Die Dirichletfunktion 1Q : (R,B) → (R,B) ist elementar mit

∫
1Q dλ = 0.

Lemma 4.7:
Ein nicht-negatives, messbaresf : (Ω,A) → (R,B) ist Grenzwert einer mono-

ton steigenden Folge(en)n∈N von Elementarfunktonen.

Man schreibt hierf̈ur: en ↑ f .

Definition 4.8:
Die Menge der nicht-negativen, messbaren Funktionenf : (Ω,A) → (R,B)

wird mit M
+

(oder auchM
+
(A) bzw.M

+
(Ω, A)) bezeichnet.
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4 Allgemeine Integrationstheorie, Lebesgue-Integral

Die Menge der nicht-negativen, messbaren Funktionenf : (Ω,A) → (R,B)

wird mit M+ (oder auchM+(A) bzw.M+(Ω, A)) bezeichnet.

Definition 4.9:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum undf ∈ M+. Ist (en)n∈N eine Folge von Ele-
mentarfunktionen miten ↑ f , so heißt die erweitert-reelle Zahl

∫
f dµ := lim

n→∞

∫
en dµ

das(µ)-Integral (überΩ).
∫

f dµ ist unabḧangig von der Wahl der Folge der Elementarfunktionen.

Notiz 4.10:
Ist in Definition4.9f ∈ E , so stimmt der in Definition4.9 definierte Integral-

begriff mit dem in Definition4.4erklärtenüberein.

Bemerkung 4.11:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum,f ∈ M+

mit f(Ω) = {xi | i ∈ S}, wobeiS ⊂ N
undxi 6= xj für i 6= j ((i, j) ∈ S2). Dann gilt:

∫
f dµ =

∑

i∈S

xiµ({w ∈ Ω | f(w) = xi}).

Notiz 4.12:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum,e1, e2 ∈ M+

sowiec ∈ R+
0 . Dann gelten

(i)
∫

1S dµ = µ(S) (∀S ∈ A)

(ii)
∫

ce1 dµ = c
∫

e1 dµ sowie
∫
(e1 + e2) dµ =

∫
e1 dµ +

∫
e2 dµ

(positive Lineariẗat)

(iii) e1 ≤ e2 =⇒
∫

e1 dµ ≤
∫

e2 dµ

(Monotonie)
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Theorem 4.13(Levi; Satz von der monotonen Konvergenz):
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum und(fn)n∈N eine monoton wachsende Folge aus

M+
mit f = lim fn. Dann gilt lim

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

Satz 4.14:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum und(fn)n∈N eine Folge ausM+

. Dann gilt

∞∑

n=1

∫
fn dµ =

∫ ∞∑

n=1

fn dµ.

Beweis:
Mit s ∈ N ist hs :=

s∑
n=1

fn ∈ M+
mit hs ↑

∞∑
n=1

fn, d.h. lim
s→∞

hs =
∞∑

n=1
fn.

Also gilt

∞∑

n=1

fn dµ = lim
s→∞

s∑

n=1

fs dµ = lim
s→∞

∫
hs dµ

[Levi]
=

∫
lim

s→∞
hs dµ =

∫ ∞∑

n=1

fn dµ.

Anwendung 4.15(Cauchyscher Doppelreihensatz):
Gegeben sei der Maßraum(N,P(N), µ) mit µ demN-Zählmaß aufP(N). Of-

fensichtlich bestehtM+
aus allen Funktionenf : N → [0, +∞]. Für ein

f ∈ M+
gilt dann mit gn := f(n) · 1{n} offensichtlichgn ∈ M+

und

gn ↑
∞∑

n=1
gn = f . Mit Satz4.14also

∫
f dµ =

∞∑

n=1

∫
gn dµ = f(n)

∫
1{n} dµ

[µ dasN-Zählmaß]
= f(n).

Für jede Funktionenfolge(fn)n∈N mit fn : N → [0,∞] undank := fn(k) gilt
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also nach Satz4.14derCauchysche Doppelreihensatz:

∞∑

k=1

(
∞∑

n=1

ank

)
=

∞∑

n=1

(
∞∑

k=1

ank

)
.

Damit ist ein nicht-trivialer Satz der Analysis mit Integration in einigen Zeilen

bewiesen worden.

Definition 4.16:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum undf : Ω → R A-B-messbar.

(i) heißt(µ-)quasiintegrierbar : ⇐⇒∫
f+ dµ < ∞ oder

∫
f− dµ < ∞.

(ii) Das (µ-)Integral vonf ist alsdann definiert als

∫
f dµ :=

∫
f+ dµ −

∫
f− dµ.

(iii) Gelten
∫

f+ dµ < ∞ und
∫

f− dµ < ∞, so heißtf (µ-)integrierbar .

(Anstattµ-integrierbar wird gelegentlichLebesgue-integrierbar bzgl.µ
geschrieben. Diese Schreibweise wird nur in Abschnitt6 benutzt, um die

Redeweise, dass das Lebesgue-Stieltjes-Integral eine Konkretisierung des
Lebesgue-Integrals sei, verständlich zu machen.)

(iv) Mit M (oder auchM(A) bzw.M(Ω,A, µ)) wird die Menge der messba-

ren Funktionenf : (Ω,A) → (R,B) bezeichnet.

(v) Mit L1
(oder auchL1

(A) bzw.L1
(Ω,A, µ)) wird die Menge der (µ-)inte-

grierbaren Funktionenf : Ω → R bezeichnet.

(vi) Mit L1

q (oder auchL1

q(µ) bzw.L1

q(Ω,A, µ)) wird die Menge der (µ-)quasi-
integrierbaren Funktionenf : Ω → R bezeichnet.

(vii) Sind die Funktionenf : Ω → R aus (iv), (v) und (vi) reellwertig, al-
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soA-B-messbar, so wirdM(Ω,A), M(A), M, L1(Ω,A, µ), L1(µ), L1,

L1
q(Ω,A, µ),L1

q(µ),L1
q anstattM(Ω,A),M(A),M,L1

(Ω,A, µ),L1
(µ),

L1
, L1

q(Ω,A, µ), L1

q(µ), L1

q geschrieben.

Notiz 4.17:
Ist in Definition4.16f nicht-negativ, so stimmen die Integralbegriffe in Defini-
tion 4.16(iii ) und Definition4.9überein.

Notiz 4.18:
Es gelten folgende Inklusionsbeziehungen:

(1) E ⊂ M+ ⊂ L1

q ⊂ M

(2) L1 ⊂ L1

q

(3) E ⊂ M+ ⊂ L1
q ⊂ M

(4) L1 ⊂ L1
q

(5) M+ ⊂ M+

(6) M ⊂ M

(7) L1
q ⊂ L1

q

(8) L1 ⊂ L1

Definition 4.19:
Bei verschiedenen Anlässen ist es kommod, mehrere Integralschreibweisen zur

Verfügung zu haben. In diesem Sinne haben folgende Schreibweisen äquivalente
Bedeutung:

(i)
∫

f dµ

(ii)
∫
Ω

f dµ

(iii)
∫
Ω

f(w) dµ
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(iv)
∫
Ω

f(w) dµ(w)

(v)
∫
Ω

f dµ(w).

Bemerkung 4.20:
Ist (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so wird

∫
f dP in der Wahrschein-

lichkeitstheorie alsErwartungswert vonf bezeichnet.

Definition 4.21:
Das λn-Integral heißtLebesgue-Integral. Anstatt

∫
f dλn wird häufig auch∫

f(x) dλn(x) oder
∫

f(x) dx geschrieben.

Bemerkung 4.22:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum undf ∈ M. Dann gilt

f ∈ L1 ⇔ |f | ∈ L1
.

Notiz 4.23:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum undf ∈ M. Dann gilt

f ∈ L1 ⇔ ∃g ∈ L1
: |f | ≤ g.

Lemma 4.24:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum undf ∈ M. Dann gilt

f ∈ L1 ⇔ ∃f1, f2 ∈ L1 ∩M+
: f = f1 − f2.

In diesem Fall gilt ∫
f dµ =

∫
f1 dµ −

∫
f2 dµ.

Notiz 4.25:
Sei(Ω,A, µ) ein Maßraum. Dann gelten
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(i) Mit f ∈ L1
undc ∈ R ist auchcf ∈ L1

und es gilt

∫
cf dµ = c

∫
f dµ

(Homogeniẗat)

(ii) Sindf1, f2 ∈ L1
und istf1 + f2 auf ganzΩ definiert, dann gilt

∫
(f1 + f2) dµ =

∫
f1 dµ +

∫
f2 dµ

(Additivität)

Notiz 4.26:
Sei(Ω,A, µ) ein Maßraum. Dann gelten

(i) Ist f ∈ L1

q undc ∈ R, dann ist auchcf ∈ L1

q und es gilt

∫
cf dµ = c

∫
f dµ

(Homogeniẗat)

(ii) Sind f1, f2 ∈ L1

q undf1 + f2 sowie
∫

f1 dµ +
∫

f2 dµ wohldefiniert. so
gilt ∫

(f1 + f2) dµ =

∫
f1 dµ +

∫
f2 dµ

(Additivität)

Notiz 4.27:
Sei(Ω,A, µ) ein Maßraum. Dann istL1 einR-Vektorraum.

Bemerkung 4.28:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum undf, g ∈ L1

q. Dann gelten

(i) f ≤ g ⇒
∫

f dµ ≤
∫

g dµ (Monotonie)

38



4 Allgemeine Integrationstheorie, Lebesgue-Integral

(ii) |
∫

f dµ| ≤
∫
|f | dµ.

Notiz 4.29:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum undf ∈ L1

q. Dann gilt:

f · 1S ∈ L1

q (∀S ∈ A).

Notiz 4.29rechtfertigt folgende Definition.

Definition 4.30:
Seien(Ω,A, µ), f ∈ M sowieS ∈ A. Ist f · 1S ∈ L1

q, so wird

∫

S

f dµ :=

∫
f · 1S dµ

dasµ-Integral vonf überS genannt.

Notiz 4.31:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum,f ∈ L1

q sowie(Sn)n∈N ein Mengensystem paar-

weise disjunkter Mengen ausA. Dann gilt:

∫

∞∑
n=1

Sn

f dµ =

∞∑

n=1

∫

Sn

f dµ.

Definition 4.32:
Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum. Eine MengeN ∈ A mit µ(N) = 0 heißt eine

(µ-)Nullmenge.

Beispiel 4.33:
(i) Die SpḧarenSn := {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1} sindλn+1-Nullmengen(∀n ∈

N).

(ii) Der TorusS1 × S1 ist eineλ4-Nullmenge.
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(iii) Alle Hyperebenen desRn sindλn-Nullmengen.

Definition 4.34:
Seien(Ω.A, µ) ein Maßraum undE eine f̈ur alle ω ∈ Ω erklärte Eigenschaft

(z.B. punktweise Konvergenz einer Funktionenfolge).E besteht (µ-) fastüberall
(kurz:E (µ-) f.ü.) :⇔

∃N ∈ A : µ(N) = 0 undE(ω) gilt für alle ω ∈ Ω − N .

Satz 4.35:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum undf ∈ M+

. Dann gilt:

∫
f dµ = 0 ⇔ f = 0 µ-f.ü.

Notiz 4.36:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum,N eineµ-Nullmenge undf ∈ M. Dann gelten:

(i) 1N · f ∈ L1
,

(ii)
∫
N

f dµ = 0.

Satz 4.37:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum sowief1, f2 ∈ M mit f1 = f2 µ-f.ü. Dann

gelten:

(1) f1 ∈ L1

q ⇔ f2 ∈ L1

q und in diesem Fall gilt
∫

f1 dµ =
∫

f2 dµ.

(2) f1 ∈ L1 ⇔ f2 ∈ L1
und in diesem Fall gilt

∫
f1 dµ =

∫
f2 dµ.

Lemma 4.38:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum undf1, f2 ∈ L1

q mit f1 ≤ f2 µ-f.ü. Dann gilt

∫
f1 dµ ≤

∫
f2 dµ.
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Satz 4.39:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum,µ σ-endlich undf1, f2 ∈ L1

q . Dann gelten

(i)
∫
S

f1 dµ ≤
∫
S

f2 dµ (∀S ∈ A) ⇒ f1 ≤ f2 µ-f.ü.,

(ii)
∫
S

f1 dµ =
∫
S

f2 dµ (∀S ∈ A) ⇒ f1 = f2 µ-f.ü..

Definition 4.40:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum,M ⊂ Ω undf : M → R eine Funktion.

(1) f heißt (µ)-fast überall definiert (kurz: (µ)-f.ü. definiert), wennΩ − M

Teilmenge einerµ-NullmengeN ist.

(2) Existiert eing ∈ M mit g = f µ-f.ü., so heißtf (µ)-fast überall messbar
(kurz: (µ)-f.ü. messbar).

Definition 4.41:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum undf µ-f.ü. messbar:

(1) f heißt(µ)-quasiintegrierbar:⇔ ∃g ∈ L1

q mit g = f µ-f.ü.

(2) f heißt(µ)-integrierbar :⇔ ∃g ∈ L1
mit g = f µ-f.ü.

In beiden F̈allen heißt dann die erweitert-reelle Zahl
∫

f dµ :=
∫

g dµ das

(µ-)Integral vonf .

Bemerkung 4.42:
Es ist klar, dass alle bisherigen Aussagen zur Integrationstheorie ihre G̈ultigkeit
behalten, wenn die in den jeweiligen Aussagen auftretendenFunktionen nurµ-

f.ü. definiert bzw. nurµ-f.ü. messbar sind.

Die Bedeutung der Bildmaße in der Wahrscheinlichkeitstheorie wurde bereits
in Abschnitt3 erwähnt. Bezüglich Bildmaßen zeigt die Integration ein sehr an-
genehmes Verhalten.

Satz 4.43:
Seien(Ω.A), (Ω̃, Ã) Messr̈aume sowieS : (Ω,A) → (Ω̃, Ã) undf : (Ω̃, Ã) →
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(R,B) seien messbar. Weiter seienµ ein Maß aufA undµS das Bildmaß vonµ

auf Ã. Dann gelten:

(i) f ◦ S ∈ L1

q(µ) ⇔ f ∈ L1

q(µS),

(ii) f ◦ S ∈ L1
(µ) ⇔ f ∈ L1

(µS).

(iii) In beiden Fällen gilt

∫

Ω

f ◦ S dµ =

∫

Ω̃

f dµS .

Satz 4.44:
Es seien die Voraussetzungen von Satz4.43gegeben. Dann gelten für alle M ∈
Ã:

(i) Ist
∫

S−1(M)

f ◦ S dµ definiert, so auch
∫
M

f dµS (und umgekehrt).

(ii) Existiert eines der Integrale aus (i), so gilt auch

∫

S−1(M)

f ◦ S dµ =

∫

M

f dµS .

Mit dem Satz von Levi wurde bereits ein wichtiger Konvergenzsatz vorgestellt.
Es folgen weitere Konvergenzsätze, darunter der Hauptsatz der Konvergenz-
theorie von Lebesgue über die majorisierte Konvergenz.

Satz 4.45(Lemma von Fatou):
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum und(fn)n∈N eine Funktionenfolge ausM. Exis-

tiert eine Funktionf ∈ L1
(µ) mit f ≤ fn (∀n ∈ N), so sind allefn sowie

lim inf fn ausL1

q und es gilt

∫
lim inf fn dµ ≤ lim inf

∫
fn dµ.
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Korollar 4.46 (Dual zum Lemma von Fatou):
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum und(fn)n∈N eine Funktionenfolge ausM. Exis-

tiert eine Funktionf ∈ L1
(µ) mit f ≥ fn (∀n ∈ N), so sind allefn sowie

lim sup fn ausL1

q und es gilt

∫
lim sup fn dµ ≥ lim sup

∫
fn dµ.

Neben seiner eigenständigen Bedeutung ist das Lemma von Fatou das wichtigs-
te beweistechnische Hilfsmittel im nachstehenden Hauptsatz der Konvergenz-
theorie.

Theorem 4.47(Lebesgue; Satz von der majorisierten Konvergenz):
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum und(fn)n∈N eineµ-f.ü. aufΩ konvergente Folge
ausM. Existiert eine Funktiong ∈ L1

(µ) mit |fn| ≤ g µ-f.ü. (∀n ∈ N), so gilt

fn ∈ L1
(µ) (∀n ∈ N) und es existiert einf ∈ L1(µ), so dass(fn)n∈N µ-f.ü.

gegenf konvergiert, und es gilt

lim

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

Notiz 4.48:
Da Funktionenreihen spezielle Funktionenfolgen sind, gilt der Satz von Lebes-

gue naẗurlich wörtlich auch f̈ur Funktionenreihen.

Beispiel 4.49:
SeiP ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf(R,B) undh : R → R definiert durch
t 7→

∫
R

arctan(xt) dP (x).

Es wird gezeigt, dassh stetig aufR ist.

Seien hierzut0 ∈ R und(tk)k∈N eine Folge ausR mit tk −→
k→∞

t0. Wegen der

Stetigkeit vonarctan folgt arctan(tkx) −→
k→∞

arctan(t0x).
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Für die Funktionenfolge(Hk)k∈N0
mit

Hk(x) := arctan(tkx) (∀k ∈ N0, ∀x ∈ R)

gilt

|Hk(x)| ≤ π

2
· 1R.

WegenP (R) = 1 ist die Majoranteπ
2 ·1R P -integrierbar und mittels des Satzes

von Lebesgue folgt

lim
k→∞

h(tk) = lim
k→∞

∫
Hk dP =

∫
H0 dP = h(t0),

d.h. die Stetigkeit vonh in t0.

Die folgenden vier Sätze benutzen den Satz von der majorisierten Konvergenz
als wesentliches Beweishilfsmittel.

Satz 4.50:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum mit endlichem Maß und(fn)n∈N eine Funktio-
nenfolge mitfn ∈ L1

(µ), die gleichm̈aßig gegen eine reelle Funktionf konver-

giert. Dann gelten

(1) f ∈ L1
(µ),

(2) lim
∫

fn dµ =
∫

f dµ.

Beweis:
Es gilt

∀ε > 0 ∃n(ε) ∈ N ∀n ≥ n(ε) : |fn − f | < ε. (*)

Insbesondere gilt auchlim fn = f . Wegenfn ∈ L1
(µ) sind allefn, f = lim fn

sowie allefn − f messbar.
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Wegen (*) gilt
∀n ≥ n(ε) : |f | < |fn| + ε.

Da µ endlich ist, folgtε + |fn| ∈ L1
(µ), woraus sich (1) ergibt. Folglich sind

auch allefn − f ∈ L1
(µ).

Wegen (*) und des Theorems von Lebesgue erhält man

lim

∫
(fn − f) dµ =

∫
lim(fn − f) dµ = 0 (**)

und weiter

lim

∫
fn dµ −

∫
f dµ = lim(

∫
fn dµ −

∫
f dµ)

= lim

∫
(fn − f) dµ

[∗∗]
= 0

und somit die Behauptung (2).

In der Riemannschen Integrationstheorie ist die Vertauschung von Integration
und Limiten gleichmäßig konvergenter Funktionenfolgen der einzige Konver-
genzsatz von Relevanz. Hier ist der entsprechende Satz nur eine triviale Folge-
rung des Lebesgueschen Konvergenzsatzes.

Der folgende Satz gilt in der Riemannschen Theorie nur fürC1-Funktionen.
(Beachte, dass mitf differenzierbar,f ′ i.A. nicht Riemann-integrierbar ist.)

Satz 4.51:
f : [a, b] → R sei differenzierbar undf ′ beschr̈ankt (aber nicht notwendig

stetig!). Dann istf ′ λ|[a,b]∩B-integrierbar und es gilt (mit̃λ := λ|[a,b]∩B)

b∫

a

f ′ dλ̃ = f(b) − f(a).
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Im Folgenden wird für Einschränkungen vonλn auf Spur-σ-Algebren kurzer
Hand auch wiederλn geschrieben. Missverständnisse können nicht entstehen.

Satz 4.52(Stetigkeit von Parameterintegralen):
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum,(M, d) ein metrischer Raum undf : M×Ω → R
gen̈uge den folgenden Bedingungen:

(1) f(t, ·) ∈ L1 (∀t ∈ M).

(2) In einemt0 ∈ M seif(·, ω) : M → R stetig f̈ur µ-fast alleω ∈ Ω.

(3) Zu demt0 aus (2) gibt es eine Umgebung V vont0 und einF ∈ M+ ∩ L1,

so dass f̈ur alle t ∈ V gilt

|f(t, ·)| ≤ F µ-f.ü.

Dann ist die FunktionG : M → R mit

G(t) :=

∫
f(t, ω) dµ(ω) (∀t ∈ M)

stetig int0.

Satz 4.53(Differentiation unter dem Integralzeichen bei Parameterintegralen):
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum,J ⊂ R ein Intervall undf : J ×Ω → R gen̈uge

den folgenden Bedingungen:

(1) f(t, ·) ∈ L1 (∀t ∈ J).

(2) ∂f
∂t

(t0, ω) existiert f̈ur alle ω ∈ Ω.

(3) Es gibt eine UmgebungV vont0 und einF ∈ M+ ∩ L1, so dass f̈ur alle

t ∈ V ∩ J mit t 6= t0 gilt

∣∣∣∣
f(t, ω) − f(t0, ω)

t − t0

∣∣∣∣ ≤ F (ω) µ-f.ü.
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Dann ist die FunktionG : J → R mit

G(t) :=

∫
f(t, ω) dµ(ω) (∀t ∈ J)

in t0 differenzierbar,∂f
∂t

(t0, ·) ist µ-integrierbar, und es gilt

G′(t0) =

∫
∂f

∂t
(t0, ω) dµ(ω).

Mittels sog. Dichten lassen sich aus gegebenen Maßen durch Integration neue
Maße bilden. Für die Wahrscheinlichkeitstheorie von besonderem Interesse ist
der Fall, dass diese neuen Maße Wahrscheinlichkeitsmaße sind.

Satz und Definition 4.54:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum undf ∈ M+

. Dann wird durch

ν(A) :=

∫

A

f dµ (∀A ∈ A)

ein Maß aufA definiert.

Dafür schreibt man kurzν = fµ.

f heißt eineµ-Dichte (vonν). λn-Dichten werden auch Lebesgue-Dichten ge-
nannt.

Satz 4.55:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum,f ∈ M+

und ν = fµ. Dann gilt f̈ur jedes

g ∈ M+
: ∫

g dν =

∫
fg dµ.

Notiz 4.56:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum,f, g ∈ M+

undν = fµ undη = gν. Dann gilt

g(fµ) = (gf)µ.
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Lemma 4.57:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum,f, g ∈ M+

. Dann gelten

(i) f = g µ-f.ü.⇒ fµ = gµ.

(ii) Ist f oderg µ-integrierbar, so gilt in (i) auch die Umkehrung.

Notiz 4.58:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum,K ein Halbring über Ω mit σ(K) = A sowie
ν ein σ-endliches Maß aufK, so folgt ausν(S) =

∫
S

f dµ (∀S ∈ K) bereits

ν = fµ.

Beispiel 4.59:
Durch

f(x) :=
1√
2π

· exp

(
−x2

2

)
(∀x ∈ R)

wird eineλ-Dichte definiert. Das hierdurch induzierte Wahrscheinlichkeitsmaß

N(0, 1) aufB mit

N(0, 1)(S) =

∫

S

f(x) dλ(x) (∀S ∈ I1)

heißt dieNormalverteilung mit dem Erwartungswert0 und der Varianz1. Man

spricht auch von derstandardisierten Normalverteilung.

Es wird nun ein bereits in Abschnitt2 angesprochener Sachverhalt präzisiert.

Ein Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ) heißt diskret, wennΩ abzählbar und
A = P(Ω) gilt. Ist w die Wahrscheinlichkeitsfunktion vonP , so gilt

P (A) =
∑

ω∈A

w(ω) (∀A ∈ P(Ω)).

Es gilt dann
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Satz 4.60:
Sei (Ω,P(Ω), P ) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Dann ist die Wahr-

scheinlichkeitsfunktionw vonP eine Dichte vonP bzgl. desΩ-Zählmaßes auf
P (Ω).

Definition 4.61:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum undν ein weiteres Maß aufA. ν heißtµ-stetig,
wenn jedeµ-Nullmenge auch eineν-Nullmenge ist. Man schreibt hierfür kurz

ν ≪ µ.

Ein Maßν aufBn heißtabsolut stetig, wennν ≪ λn gilt.

Im Falle eines endlichen Maßes hat der Begriffµ-Stetigkeit eine formalëAhn-
lichkeit mit demε-δ-Kriterium der Stetigkeit.

Satz 4.62:
Seien(Ω,A, µ) ein Maßraum undν ein endliches Maß aufA. Dann gilt:

ν ≪ µ ⇔ ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 ∀S ∈ A : µ(S) ≤ δ(ε) ⇒ ν(S) ≤ ε.

Theorem 4.63(Radon-Nikodym):
Seien(Ω,A) ein Messraum,µ, ν Maße aufA undµ σ-endlich. Dann sind̈aqui-

valent

(i) ν besitzt eineµ-Dichte

(ii) ν ≪ µ.

Dieses Theorem besitzt bedeutende Anwendungen in der Wahrscheinlichkeits-
theorie und in der Mathematischen Statistik; exemplarischsei erwähnt, dass
sich mittels ihm die Existenz bedingter Erwartungen nachweisen lässt.

Aufgrund der Bedeutung der Bildmaße in der Wahrscheinlichkeitstheorie liegt
es auf der Hand nach der Dichte eines Bildmaßes zu fragen, insofern das ausgäng-
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liche Wahrscheinlichkeitsmaß eine Dichte besitzt. Unter gewissen Vorausset-
zungen gestattet der folgende Satz eine Beantwortung dieser Frage:

Satz 4.64(Transformationssatz für Dichten):
SeienP ein Wahrscheinlichkeitsmaß aufB mitP = fλn undg = (g1, . . . , gn) :

Rn → Rn stetig differenzierbar mit

(1) detJg(x) := det
(

∂(g1,...,gn)
∂(x1,...,xn)

)
6= 0 (∀x ∈ Rn)

(2) g ist injektiv.

Dann gilt: g−1 : g(Rn) → R ist messbar und eine DichteG des BildmaßesPg

wird gegeben durch

G(t) =





f(g−1(t))
|Jg(g−1(t))| , falls t ∈ g(Rn)

0, sonst
.

Beispiel 4.65:
Seien(a, σ) ∈ R×R+. Anwendung von Satz4.64aufg(x) := σx+a (∀x ∈ R)

liefert als Dichte des BildmaßesN(a, σ2) := N(0, 1)g dieλ-Dichte

G(t) =
1

σ
√

2π
· exp

(
− (t − a)2

2σ2

)
(∀t ∈ R)

Das WahrscheinlichkeitsmaßN(a, σ2) heißtNormalverteilung mit Erwartungs-
wert a und Varianzσ2.

Die NormalverteilungenN(a, σ2) geḧoren zu den wichtigsten Wahrscheinlich-

keitsmaßen in der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Der Rest dieses Abschnitts behandelt nur noch Aussagen, diespezifisch auf
das Lebesgue-Integral ausgerichtet sind. Neben dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung handelt es sich um Rechenregeln für das Lebesgue-Inte-
gral.
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Definition 4.66:
f : [a, b] → R heißtabsolut stetig:⇔

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 ∀n ∈ N ∀i ∈ Nn ∀[ai, bi] ⊂ [a, b] :

([ai, bi] ∩ [aj , bj] = ∅ für i 6= j und
n∑

i=1

|ai − bi| < δ(ε))

⇒
n∑

i=1

|f(ai) − f(bi)| < ε

Notiz 4.67:
Für f : [a, b] → R gelten

(i) f absolut stetig⇒ f stetig,

(ii) f absolut stetig⇒ f ist λ-f.ü. differenzierbar,

(iii) f Lipschitz-stetig⇒ f absolut stetig,

(iv) f stetig differenzierbar⇒ f absolut stetig.

Lemma 4.68(Vitali) :
Jede absolut stetige Funktionf : [a, b] → R mit f ′ = 0 λ-f.ü. ist konstant.

Theorem 4.69(Lebesgue-Vitali; Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung für das Lebesgue-Integral):
(1) Istf : [a, b] → R Lebesgue-integrierbar, so ist

F (x) :=

x∫

a

f(s) ds (∀x ∈ [a, b])

absolut stetig mitF ′ = f λ-f.ü.

(2) Ist F : [a, b] → R absolut stetig und setzt manF ′(x) := 0 in den Punk-

ten x aus [a, b], in denenF nicht differenzierbar ist, so istF ′ Lebesgue-
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integrierbar mit

F (x) − F (a) =

x∫

a

F ′(s) ds (∀x ∈ [a, b])

Lemma 4.70(Partielle Integration):
Sindf, g : [a, b] → R absolut stetig, so gilt

b∫

a

f ′(x)g(x) dx = fg|ba −
b∫

a

f(x)g′(x) dx

(Dabei sindf ′ undg′ – falls nötig – wie in Theorem4.69(2) aufzufassen.)

Lemma 4.71(Substitutionsregel):
Ist ϕ : [α, β] → R monoton wachsend und absolut stetig sowie
f ∈ L1([ϕ(α), ϕ(β)]), so gilt

(i) (f ◦ ϕ) · ϕ′ ∈ L1([α, β]) und

(ii)
ϕ(β)∫

ϕ(α)

f(x) dx =
β∫
α

f(ϕ(s)) · ϕ′(s) ds.

(Dabei istϕ′ – falls nötig – wie in Theorem4.69(2) aufzufassen.)

Theorem 4.72(Transformationssatz für das Lebesgue-Integral):
Seien∅ 6= M ⊂ Rn, M offen,T : M → Rn injektiv und stetig differenzierbar
sowie detJT (v) 6= 0 für alle v ∈ M . Weiter seienU ⊂ Rn messbar mit∅ 6=
U ⊂ M undf : T (U) → R Lebesgue-integrierbar. Dann ist auch die Funktion

T ∗f : U → R; u 7→ (T ∗f)(u) := f(T (u)) · |detJT (u)|
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Lebesgue-integrierbar und es gilt die Transformationsformel

∫

T (U)

f(x) dλn(x) =

∫

U

f(T (u)) · |detJT (u)| dλn(u).

Auf die Fubinischen Sätze wird im Rahmen der allgemeinen Integrationstheorie
in Abschnitt5 eingegangen.

Anwendung 4.73(Polarkoordinaten inRp):
Häufige Anwendung im Transformationssatz finden diePolarkoordinaten im
Rp, die wie folgt definiert sind.

Es seienp ≥ 2, M := (0,∞)×(0, π)p−2×(0, 2π)1 und f̈ur (r, ϕ1, . . . , ϕp−1)
t ∈

M sei

T (r, ϕ1, . . . , ϕp−1) :=



r cosϕ1

r sinϕ1 cosϕ2

...
. . .

r sinϕ1 sin ϕ2 . . . sin ϕk−1 cosϕk

...
. . .

r sinϕ1 sin ϕ2 . . . sin ϕp−2 cosϕp−1

r sinϕ1 sin ϕ2 . . . sin ϕp−2 sin ϕp−1




Es gelten dann:T vermittelt einenC1-DiffeomorphismusM → Rp − N mit

einerλp-NullmengeN sowie

detJT (r, ϕ1, . . . , ϕp−1) = rp−1 sinp−2 ϕ1 · sinp−3 ϕ2 · . . . · sin2 ϕp−3 · sinϕp−2 > 0

und somit nach dem Transformationssatz für alle f ∈ M+ ∩ L1:

1Im Fallep = 2 gilt M = (0,∞) × (0, 2π)

53



4 Allgemeine Integrationstheorie, Lebesgue-Integral

∫
Rp

f dλp = (i)
∫
M

f(T (r, ϕ1, . . . , ϕp−1)) ·rp−1 sinp−2 ϕ1 · . . . · sin2 ϕp−3 · sinϕp−2 dλp(r, ϕ1, . . . , ϕp−1).

Aus Anwendung4.73(i) folgt sofort

Beispiel 4.74:
SeiBr(0) := {x ∈ R2 | ‖x‖2 ≤ r} die Kreisscheibe um0 mit Radiusr > 0.
Für den Fl̈acheninhaltλ2(Br(0)) gilt

λ2(Br(0)) = 2πr.
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Meßräumen

Seien(Ω1,A1, µ1), (Ω2,A2, µ2) Maßräume. Eine natürliche Fragestellung ist,
ob auf dem Produktmessraum(Ω1 × Ω2,A1 ⊗A2) ein Maßµ existiert mit

µ(S1 × S2) = µ1(S1) · µ2(S2) (∀(S1 × S2) ∈ A1 ×A2).

Unter relativ schwachen Bedingungen an die Maßeµ1, µ2 kann diese Frage
positiv beschieden werden.

Definition 5.1 (Mengenschnitte):
SeienA ⊂ Ω1 × Ω2 undw1 ∈ Ω1, so heißt

Aw1
:= {w2 ∈ Ω2 | (w1, w2) ∈ A}

derw1-Schnitt von A. Ist w2 ∈ Ω2, so heißt

Aw2
:= {w1 ∈ Ω1 | (w2, w1) ∈ A}

derw2-Schnitt von A.

Notiz 5.2:
SeienA1 ⊂ Ω1, A2 ⊂ Ω2 und f̈ur j ∈ {1, 2} seienwj ∈ Aj . Dann gelten

(i) ∅wj
= ∅,

(ii)
(A1 × A2)w1

=

{
A2, falls w1 ∈ A1

∅, sonst
,

(A2 × A1)w2
=

{
A1, falls w2 ∈ A2

∅, sonst
,
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(iii) (Ω1 × Ω2)w1
= Ω2,

(Ω1 × Ω2)w2
= Ω1,

Notiz 5.3:
SeienA, B, An (n ∈ N) Teilmengen vonΩ1 × Ω2 und f̈ur j ∈ {1, 2} seien

wj ∈ Ωj . Dann gelten:

(i)

( ⋂
n∈N

An

)

wj

=
⋂

n∈N

(An)wj

(ii)

( ⋃
n∈N

An

)

wj

=
⋃

n∈N

(An)wj

(iii)

(∑
n∈N

An

)

wj

=
∑

n∈N

(An)wj
,

falls die MengenAn paarweise disjunkt sind.

(iv) (A − B)wj
= Awj

− Bwj

(v) A ⊂ B ⇒ Awj
⊂ Bwj

(vi) An ↑ A ⇒ (An)wj
↑ Awj

(vii) An ↓ A ⇒ (An)wj
↓ Awj

Bemerkung 5.4:
Seien(Ω1,A1), (Ω2,A2) Messr̈aume. F̈ur alle (w1, w2) ∈ Ω1 × Ω2 gilt dann:

A ∈ A1 ⊗A2 ⇒ Aw1
∈ A2 und Aw2

∈ A1.

Definition 5.5 (Funktionenschnitte):
Seienf : Ω1 × Ω2 → R eine Funktion und(w1, w2) ∈ Ω1 × Ω2.

(i) Der w1-Schnitt der Funktionf ist definiert durch die Funktion
fw1

: Ω2 → R mit fw1
(w2) := f(w1, w2) (∀w2 ∈ Ω2).

(ii) Der w2-Schnitt der Funktionf ist definiert durch die Funktion
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fw2
: Ω1 → R mit fw2

(w1) := f(w1, w2) (∀w1 ∈ Ω1).

Notiz 5.6:
SeienA ⊂ Ω1 × Ω2, a1, a2 ∈ R, f1, f2 sowiegn (n ∈ N) numerische Funktio-

nenΩ1 × Ω2 → R. Weiter seien f̈ur j ∈ {1, 2} wj ∈ Ωj . Dann gelten:

(i) (1A)wj
= 1(Awj

)

(ii) (a1f1 + a2f2)wj
= a1(f1)wj

+ a2(f2)wj

(iii) (inf gn)wj
= inf(gn)wj

(iv) (sup gn)wj
= sup(gn)wj

Definition und Lemma 5.7:
Seien(Ω1,A1, µ1), (Ω2,A2, µ2) Maßräume und(Ω1 × Ω2,A1 ⊗ A2) der zu-

geḧorige Produktmessraum. Die AbbildungenT2 : Ω1× (A1 ⊗A2) → R
+

und

T1 : Ω2 × (A1 ⊗A2) → R
+

seien definiert durch

T2(w1, A) := µ2(Aw1
) (∀(w1, A) ∈ Ω1 × (A1 ⊗A2))

sowie
T1(w2, A) := µ1(Aw2

) (∀(w2, A) ∈ Ω2 × (A1 ⊗A2))

Für jedes festew1 ∈ Ω1 und jedes festew2 ∈ Ω2 sind dann die Abbildungen

T2(w1, ·) : A1⊗A2 → R
+

undT1(w2, ·) : A1⊗A2 → R
+

Maße aufA1⊗A2.
Sie heißen dievonµ2 bzw.µ1 induzierten Schnittmaße aufA1 ⊗A2.

Lemma 5.8:
Seien(Ω1,A1, µ1), (Ω2,A2, µ2) Maßräume mitσ-endlichen Maßenµ1, µ2 und
(Ω1 × Ω2,A1 ⊗ A2) der zugeḧorige Produktmessraum.T1, T2 seien wie in

Lemma5.7definiert. F̈ur festesA ∈ A1 ⊗A2 gelten dann

(i) T2(·, A) : Ω1 → R
+
; w1 7→ µ2(Aw1

) ist eineA1-messbare Funktion.

(ii) T1(·, A) : Ω2 → R
+
; w2 7→ µ1(Aw2

) ist eineA2-messbare Funktion.
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Weiter gilt

(iii)
∫
Ω1

T2(·, A) dµ1 =
∫
Ω2

T1(·, A) dµ2,

was gleichbedeutend ist zu

(iv)
∫
Ω1

µ2(Aw1
) dµ1 =

∫
Ω2

µ1(Aw1
) dµ2.

Mittels des Lemmas folgt

Satz 5.9:
Seien(Ω1,A1, µ1), (Ω2,A2, µ2) Maßräume mitσ-endlichen Maßenµ1, µ2. Dann

gelten

(i) Es gibt genau einσ-endliches Maßµ aufA1 ⊗A2 derart dass

µ(S1 × S2) = µ1(S1) · µ2(S2) (∀S1 ∈ A1, ∀S2 ∈ A2)

gilt.

(ii) Das Maßµ aus (i) ist gegeben durch

µ(S) =

∫

Ω1

µ2(Sw1
) dµ1(w1)

=

∫

Ω2

µ1(Sw2
) dµ2(w2) (∀S ∈ A1 ⊗A2).

Durch Induktion kann man diese Aussage sofort aufn Maßräume verallgemei-
nern und erhält

Satz 5.10:
Seien (Ω1,A1, µ1), . . . , (Ωn,An, µn) Maßräume mit σ-endlichen Maßen

µ1, . . . , µn. Dann existiert genau einσ-endliches Maßµ auf
n⊗

i=1

Ai, so dass
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gilt

µ(S1 × · · · × Sn) =
n∏

i=1

µi(Si) (∀S1 × · · · × Sn ∈ A1 × · · · × An).

Das Maßµ wird dann alsµ =
n⊗

i=1

µi geschrieben und heißt dasProduktmaß

der Maßeµ1, . . . , µn.
n⊗

i=1

(Ωi,Ai, µi) :=

(
n×

i=1

Ωi,
n⊗

i=1

Ai,
n⊗

i=1

µi

)
heißt dasProdukt der Maßr̈aume

(Ωi,Ai, µi).

Notiz 5.11:
Sind in Satz5.10die (Ωi,Ai, µi) (i ∈ {1, . . . , n}) die µi Wahrscheinlichkeits-

maße, so ist auch
n⊗

i=1

µi ein Wahrscheinlichkeitsmaß.

Notiz 5.12:
Die Bildung des Produktmaßes ist assoziativ.

Daher wird statt
n⊗

i=1

µi auchµ1 ⊗ · · · ⊗ µn geschrieben.

Satz 5.13:
Bn = B ⊗ · · · ⊗ B.

Satz 5.14:
λn = λ ⊗ · · · ⊗ λ.

Theorem 5.15(1. Fubinischer Satz):
Seien(Ω1,A1, µ1), (Ω2,A2, µ2) Maßräume mitσ-endlichen Maßenµ1, µ2 und
f : Ω1 × Ω2 → R

+
sei(A1 ⊗A2)-B-messbar. Dann gelten

(i) Die FunktionΩ1 ∋ w1 7→
∫
Ω2

fw1
dµ2 ist A1-messbar.

(ii) Die FunktionΩ2 ∋ w2 7→
∫
Ω1

fw2
dµ1 ist A2-messbar.
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(iii)
∫

Ω1×Ω2

f d(µ1 ⊗ µ2) =
∫
Ω1

(
∫
Ω2

fw1
dµ2) dµ1 =

∫
Ω2

(
∫
Ω1

fw2
dµ1) dµ2.

Der 1. Fubinische Satz wird in der Literatur auch alsSatz von Tonellibezeich-
net.

Satz 5.16:
Gilt im 1. Fubinischen Satz für die dort betrachteteA1⊗A2-B-messbare Funk-

tion f : Ω1 × Ω2 → R
+

die folgende Zerlegung

f(w1, w2) = f1(w1) · f2(w2) (∀w1 ∈ Ω1, ∀w2 ∈ Ω2)

mit nicht-negativenAj-B-messbaren Funktionenfj für j ∈ {1, 2}, dann gilt

∫

Ω1×Ω2

f d(µ1 ⊗ µ2) =

∫

Ω1

f1 dµ1 ·
∫

Ω2

f2 dµ2

Beispiel 5.17:
Auf dieσ-Endlichkeit der beteiligten Maße kann im 1. Fubinischen Satz nicht

verzichtet werden. Auf den Messräumen

(Ω1,A1) := (Ω2,A2) := ([0, 1], [0, 1]∩ B)

seienµ1 dasBL-Maß aufA1 undµ2 das[0, 1]-Zählmaß aufA2. Die Diagona-

le △ := {(w1, w2) ∈ Ω1 × Ω2 | w1 = w2} liegt inA1 ⊗A2, und es gilt
∫

µ1(△w2
) dµ2 =

∫
µ1({w2}) dµ2

=

∫
0 dµ2 = 0 6= 1 = µ1([0, 1]) =

∫
1 dµ1

=

∫
µ2({w1}) dµ1 =

∫
µ2(△w1

) dµ1

Es liegt aber kein Widerspruch zum 1. Fubinischen Satz vor, da das[0, 1]-Zähl-

maß auf[0, 1] ∩ B nichtσ-endlich ist.

60



5 Produktmaße, Unendliche Produkte von Meßräumen

Theorem 5.18(2. Fubinischer Satz):
Seien(Ω1,A1, µ1), (Ω2,A2, µ2) Maßräume mitσ-endlichen Maßenµ1, µ2.

Dann gelten:

(i) Die Funktionenfw1
sindµ2-integrierbarµ1-f.ü.

(ii) Die Funktionenfw2
sindµ1-integrierbarµ2-f.ü.

(iii) Die µ1-f.ü. definierte Funktionw1 7→
∫

fw1
dµ2 ist µ1-integrierbar.

(iv) Die µ2-f.ü. definierte Funktionw2 7→
∫

fw2
dµ1 ist µ2-integrierbar.

(v)
∫

Ω1×Ω2

f d(µ1 ⊗ µ2) =
∫
Ω1

(
∫
Ω2

fw1
dµ2) dµ1 =

∫
Ω2

(
∫
Ω1

fw2
dµ1) dµ2.

Der wesentliche Unterschied in den beiden Fubinischen Sätzen besteht darin,
dass der 2. Fubinische Satz nicht mehr die Nicht-Negativit¨at vonf benötigt,
dafür aber deren Integrierbarkeit verlangt.

Aufgrund der Assoziativität der Produktbildung mitσ-Algebren, d.h.

(
j⊗

i=1

Ai

)
⊗




k⊗

i=j+1

Ai


 =

(
k⊗

i=1

Ai

)
(∀j ∈ {1, . . . , k − 1}),

sowie der Assoziativität der Produktbildung mit Maßen, d.h.

(
j⊗

i=1

µi

)
⊗




k⊗

i=j+1

µi


 =

(
k⊗

i=1

µi

)
(∀j ∈ {1, . . . , k − 1}),

lassen sich die Fubinischen Sätze auch sinngemäß aufk Faktoren übertragen.

Die entscheidende Formel lautet dann:
∫

f d(µ1⊗· · ·⊗µk) =

∫
(. . . (

∫
(

∫
f(w1, . . . , wk) dµj1 (wj1 )) dµj2 (wj2 )) . . . ) dµjk

(wjk
)

für jede Permutation(j1, . . . , jk) von1, . . . , k.
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Satz 5.19:
Seien(Ω1,A1), . . . , (Ωn,An) Messr̈aume mitσ-endlichen Maßenµi, ηi (i ∈
Nn) aufAi mit ηi = fiµi. Dann gilt

n⊗

i=1

ηi = F

n⊗

i=1

µi mit F =

n∏

i=1

fi.

F heißt dasTensorproduktder Dichtenf1, . . . , fn.

Satz 5.20:
Seien(Ω,A, µ̃), (Ω1,A1, µ1), (Ω2,A2, µ2) Maßräume mitσ-endlichen Maßen

µ1, µ2 und µ = µ1 ⊗ µ2 sowie messbaren Abbildungenfi : (Ω,A, µ̃) →
(Ωi,Ai, µi) für i = 1, 2.

Besitzt dann(f1, f2) eineµ-Dichtef , d.h.,µ̃(f1,f2) = fµ, so ist

Ω1 ∋ w1 7→
∫

Ω2

fw1
dµ2

eineµ1-Dichte vonf1 und

Ω2 ∋ w2 7→
∫

Ω1

fw2
dµ1

eineµ2-Dichte vonf2.

Der nächste Satz ist für die Wahrscheinlichkeitstheorievon großer Bedeutung:

Satz 5.21:
Für i ∈ {1, . . . , n} seien(Ωi,Ai) Messr̈aume,(Ω,A,P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum undXi : (Ω,A,P) → (Ωi,Ai) Zufallsvariablen undX :=

(X1, . . . , Xn). Dann sind folgende Aussagenäquivalent:
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(1) PX =
n⊗

i=1

PXi

(2) P

(
n⋂

i=1

X−1
i (Ai)

)
=

n∏
i=1

P (X−1
i (Ai)) (∀Ai ∈ Ai(i = 1, . . . , n)).

Die ZufallsvariablenX1, . . . , Xn heißen dannstochastisch unabḧangig.

Erst mit dem Begriff der stochastischen Unabhängigkeit von Zufallsvariablen
wird die Wahrscheinlichkeitstheorie eine eigenständigemathematische Diszi-
plin. Bis dahin ist sie nur ein Teilgebiet der Maß- und Integrationstheorie.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie hat man es häufig auch mit Folgen von Zu-
fallsvariablen (Gesetze der großen Zahlen, zentraler Grenzwertsatz) oder sogar
mit überabzählbar vielen Zufallsvariablen (stochastische Prozesse) zu tun. Da
man die Gesamtheit dieser Zufallsvariablen auch als eine einzelne messbare Zu-
fallsvariable ansehen möchte, ist es unumgänglich, auchunendliche Produkte
von Messräumen einzuführen und zwar derart, dass die kanonischen Projektio-
nen, die sich mit den Ausgangszufallsvariablen identifizieren lassen, messbar
bleiben.

Definition 5.22:
Seien f̈ur eine nicht-leere IndexmengeL nicht-leere MengenΩl(l ∈ L) gegeben

und seiΩV :=
⋃

l∈L

Ωl. Die Menge

×
l∈L

Ωl := {f ∈ ΩL
V | f(l) ∈ Ωl (∀l ∈ L)}

heißt dasProdukt der MengenΩl. Dabei bezeichnetΩL
V die Menge aller Ab-

bildungenf : L → ΩV .

Für f ∈×
l∈L

Ωl schreibt man auchf = (fl)l∈L mit fl := f(l) (∀l ∈ L).

Ist L endlich, d.h., es existieren eine Menge{1, . . . , n} und eine Bijektion
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ϕ : {1, . . . , n} → L, so ist×
l∈L

Ωl offensichtlich identifizierbar mit dem gewöhn-

lichen KreuzproduktΩϕ(1) × · · · × Ωϕ(n).

Notiz 5.23:
Im FalleL unendlich ist×

l∈L

Ωl (aus Definition5.22) nicht leer.

Der Beweis kann mittels des Auswahlaxioms geführt werden.

Definition 5.24:
SeienL 6= ∅ eine nicht-leere Indexmenge und∅ 6= K ⊂ L sowieΩl beliebige,

nicht-leere Mengen(∀l ∈ L).

(i) Die Abbildung

πL,K :×
l∈L

Ωl →×
l∈K

Ωl

mit πL,K((fl)l∈L) := (fl)l∈K heißtL-K-Projektion.

(ii) Ist K = {k} für eink ∈ L, so schreibt man kurzπL,k stattπL,{k}.

Definition 5.25:
Für eine nicht-leere MengeL bezeichnePE

NL(L) die Menge aller nicht-leeren,
endlichen Teilmengen vonL.

Definition 5.26:
SeienL 6= ∅ und(Ωl,Al) Messr̈aume(∀l ∈ L). Dann wird

⊗

l∈L

(Ωl,Al) :=

(

×
l∈L

Ωl,
⊗

l∈L

Al

)

mit
⊗

l∈L

Al := σ

(
⋃

l∈L

π−1
L,l(Al)

)
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der Produktmessraumder Messr̈aume(Ωl,Al) (l ∈ L) genannt und dieσ-

Algebra
⊗
l∈L

Al dasProduktderσ-AlgebrenAl (l ∈ L).

Notiz 5.27:⊗
l∈L

Al ist die kleinsteσ-Algebra, bzgl. der alle ProjektionenπL,l (l ∈ L) mess-

bar sind.

Definition 5.28:
SeienΩ 6= ∅ und (Ωl,Al) (l ∈ L 6= ∅) Messr̈aume sowiefl : Ω → Ωl

Abbildungen(∀l ∈ L). Dann heißt dieσ-Algebra

A := σ

(
⋃

l∈L

f−1
l (Al)

)

die initiale σ-Algebrader Abbildungenfl in Bezug auf die Messräume(Ωl,Al)

(l ∈ L).

Notiz 5.29:
Offensichtlich ist

⊗
l∈L

Al die initialeσ-Algebra der AbbildungenπL,l (l ∈ L).

Satz 5.30:
Seien die Voraussetzungen von Definition5.28gegeben und

A = σ

(
⋃

l∈L

f−1
l (Al)

)

die entsprechende initialeσ-Algebra der Abbildungenfl (l ∈ L). Weiter sei

(T, T ) ein Messraum undt : T → Ω eine Abbildung. Dann gilt:

t ∈ M(T ,A) ⇔ fl ◦ t ∈ M(T ,Al) (∀l ∈ L).2

2Dabei bezeichnenM(T ,A) bzw.M(T ,Al) die Menge derT -A- bzw.T -Al-messbaren Ab-
bildungen.
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Korollar 5.31:
Für l ∈ L 6= ∅ seien(Ωl,Al) Messr̈aume sowie(T, T ) ein weiterer Messraum.

Seit : T →×
l∈L

Ωl eine Abbildung. Dann gilt:

t ∈ M(T ,
⊗

l∈L

Al) ⇔ πL,l ◦ t ∈ M(T ,Al) (∀l ∈ L).

Korollar 5.32:
Seien(Ωl,Al) für l ∈ L 6= ∅ Messr̈aume sowie(T, T ) ein weiterer Messraum

undtl : T → Ωl beliebige Abbildungen. Schließlich seit : T →×
l∈L

Ωl definiert

durcht(y) = (tl(y))l∈L (∀y ∈ T ). Dann gilt:

t ∈ M(T ,
⊗

l∈L

Al) ⇔ tl ∈ M(T ,Al) (∀l ∈ L).

Satz 5.33:
Für l ∈ L 6= ∅ seien(Ωl,Al) Messr̈aume und∅ 6= K ⊂ L. Dann gilt:

πL,K ∈ M(
⊗

l∈L

Al,
⊗

l∈K

Al).

Definition 5.34:
Für l ∈ L 6= ∅ seien(Ωl,Al) Messr̈aume.

×
l∈L

Al :=
⋃

K∈PE
NL

(L)

{

×
l∈K

Al × ×
l∈L−K

Ωl | Al ∈ Al (∀l ∈ K)

}

heißt dasSystem der messbaren Rechtecke in
⊗
l∈L

Al.

C :=
⋃

K∈PE
NL

(L)

{
AK × ×

l∈L−K

Ωl | AK ∈
⊗

l∈K

Al

}

heißt dasSystem der Zylindermengen in
⊗
l∈L

Al.
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Notiz 5.35:
Für l ∈ L 6= ∅ seien(Ωl,Al) Messr̈aume. Dann gelten

(1) ×
l∈L

Al ist ein Halbringüber×
l∈L

Ωl mit σ

(

×
l∈L

Al

)
=
⊗
l∈L

Al.

(2) C ist ein Ringüber×
l∈L

Ωl mit σ(C) =
⊗
l∈L

Al.

Lemma 5.36:
Für l ∈ L 6= ∅ seien(Ωl,Al) Messr̈aume. ZuA ∈ ⊗

l∈L

Al gibt es dann ein

abz̈ahlbaresK ⊂ L sowie einY ∈ ⊗
l∈K

Al mit A = Y × ×
l∈L−K

Ωl.

Theorem 5.37(Andersen-Jessen):
SeienL 6= ∅ und(Ωl,Al, Pl)l∈L eine Familie von Wahrscheinlichkeitsräumen.
Dann existiert auf derσ-AlgebraA :=

⊗
l∈L

Al genau einWahrscheinlichkeits-

maßP mit

P

(

×
l∈L

Al × ×
l∈L−K

Ωl

)
=
∏

l∈K

Pl(Al)

(∀Al ∈ Al mit l ∈ K undK ∈ PE
NL(L)).

Im FalleL abzählbar unendlich ist das Andersen-Jessen-Theorem einSpezial-
fall des Theorems von Ionescu-Tulcea, welches hier aber nicht wiedergegeben
werden kann, da zu viele neue Begriffsbildungen eingeführt werden müssten.
Der Beweis des überabzählbaren Falles ergibt sich mittels Lemma5.36aus dem
abzählbar-unendlichen Fall.

Bemerkung 5.38:
Mit dem Andersen-Jessen-Theorem ist die eingangs dieses Abschnitts aufgewor-

fene Problemstellung auf unendlich viele Wahrscheinlichkeitsräume erweitert
und positiv beschieden worden.
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Definition 5.39:
SeienL 6= ∅ und ((Ωl,Al, Pl) | l ∈ L) eine Familie von Wahrscheinlich-

keitsr̈aumen. Das nach Theorem5.37eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeits-
maß

⊗
l∈L

Pl := P auf derσ-AlgebraA :=
⊗
l∈L

Al über×
l∈L

Ωl =: Ω heißt

das Produkt-Wahrscheinlichkeitsmaßder WahrscheinlichkeitsmaßePl (l ∈
L). Der Wahrscheinlichkeitsraum

⊗
l∈L

(Ωl,Al, Pl) := (Ω,A, P ) wird dann der

Produkt-Wahrscheinlichkeitsraumder Wahrscheinlichkeitsräume(Ωl,Al, Pl)

für l ∈ L genannt.
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6 Verschiedene Integralbegriffe im Vergleich 3

Satz 6.1:
Sei [a, b] ein kompaktes Intervall inR und f : [a, b] → R messbar. Istf
Riemann-integrierbar, so istf auch Lebesgue-integrierbar und die beiden Inte-

gralwerte stimmen̈uberein.

Satz 6.2:
Eine messbare Funktionf : R → R+

0 sei über jedem kompakten Intervall

[a, b] ⊂ R Riemann-integrierbar. Dann gilt:

f ist genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn das uneigentliche Riemann-Inte-

gral lim
n→∞

n∫
−n

f(x) dx existiert. Dieses stimmt dann mit dem Wert des Lebesgue-

Integrals vonf überein.

Mittels der Zerlegungf = f+ − f− folgt

Satz 6.3:
Eine messbare Funktionf : R → R mit absolut konvergentem Riemann-
Integral ist Lebesgue-integrierbar und

∫
f dλ ist gleich dem Wert des unei-

gentlichen Riemann-Integrals vonf . Dabei kann (ebenso in Satz (6.2) der De-

finitionsbereichR vonf durch ein beliebiges offenes oder halboffenes Intervall
ersetzt werden.

Die Tatsache, dass aus der uneigentlichen Riemann-Integrierbarkeit gewisser
(sogar stetiger) Funktionen (Ein Beispiel ist die Funktionf(x) = sin x

x
aufR+)

nicht die Lebesgue-Integrierbarkeit dieser Funktionenals Ganzesfolgt, ist für

3Dieser Abschnitt kann eher oberflächlich zur Kenntnis genommen werden, da er lediglich die
Überlegenheit des Lebesgue-Integrals gegenüber anderenIntegralbegriffen demonstriert. Le-
diglich das Lebesgue-Stieltjes-Integral (eine Art Konkretisierung des Lebesgue-Integrals) sollte
verinnerlicht werden, da es Anwendungen in der Wahrscheinlichkeitstheorie und in der Physik
besitzt.
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6 Verschiedene Integralbegriffe im Vergleich

einen Vergleich zwischen Riemann- und Lebesgue-Integralvöllig bedeutungs-
los, da diese Funktionen ja auch nicht Riemann-integrierbar, sondern eben nur
uneigentlich Riemann-integrierbar sind. Natürlich erh¨alt man den Wert dieses
uneigentlichen Riemann-Integrals auch als Limes einer Folge von Lebesgue-
Integralen.

Dass nicht jede Lebesgue-integrierbareFunktion auch Riemann-integrierbar ist,
ist ein ,,Ladenhüter” und sei hier nur im Fließtext erwähnt. Klassisches Beispiel
ist die Dirichlet-Funktion1Q|[0,1].

Henri Lebesgue äußerte sich 1926 sehr bildlich über den Vergleich zwischen
Lebesgue- und Riemann-Integral, wobei implizit die Bedeutung derσ-Additi-
vität wieder betont wird [Els07, S. 85]:

Man kann sagen, daß man sich bei dem Vorgehen von Riemann
verhält wie ein Kaufmann ohne System, der Geldstücke und Bank-
noten zählt in der Reihenfolge, wie er sie in die Hand bekommt,
während wir vorgehen wie ein umsichtiger Kaufmann, der sagt:

Ich habem(E1) Münzen zu einer Krone, macht1 · m(E1).

Ich habem(E2) Münzen zu zwei Kronen, macht2 · m(E2).

Ich habem(E3) Münzen zu fünf Kronen, macht5 · m(E3),

usw.

Ich habe also insgesamt

S = 1 · m(E1) + 2 · m(E2) + 5 · m(E3) + . . . .

Die beiden Verfahren führen den Kaufmann sicher zum gleichen
Resultat, weil er – wie reich er auch sei – nur eine endliche Zahl
von Banknoten zu zählen hat, aber für uns, die wir unendlich viele
Indivisiblen zu addieren haben, ist der Unterschied zwischen bei-
den Vorgehensweisen wesentlich.
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6 Verschiedene Integralbegriffe im Vergleich

Jegliche Integralbegriffe, die sich mit dem Lebesgue-Integral messen lassen
wollen, müssen nicht nur einem Vergleich mit den Lebesgue-integrierbaren
Funktionen standhalten, sondernvor allem mit der Schmiegsamkeit (ganz zu
schweigen der Verallgemeinerungsfähigkeit) des Lebesgue-Integrals, d.h., den
Konvergenzsätzen der Lebesgueschen Integrationstheorie, wobei als ,,Maß aller
Dinge” der Lebesguesche Satz von der majorisierten Konvergenz anzusehen ist.
Hier wirkt ein Vergleich zwischen dem Riemann- und dem Lebesgue-Integral
schon beinahe kurios, da das Riemann-Integral für das Vertauschen der Inte-
gration mit der Limitenbildung von Funktionenfolgen die gleichmäßige Kon-
vergenz, also eineextrem einschränkende Bedingung, der Funktionenfolgen
benötigt.

Fazit:
Das Lebesgue-Integral ist dem Riemann-Integral in allen Belangenüberlegen.

Einige marginale Bemerkungen wert ist dasHenstock-Kurzweil-Integral (i.F.
kurz HK-Integral genannt), das auf Arbeiten von Denjoy und Perron zurück-
geht und gelegentlich auch alsGauge-Integral oderverallgemeinertes Rie-
mann-Integral bezeichnet wird. Es zeichnet sich dadurch (aber auchnur da-
durch!) aus, dass es die Klasse der Lebesgue-integrierbaren Funktionen um-
fasst, im Bereich der Konvergenz-Sätze aber nicht die Macht der Lebesgue-
Theorie besitzt, wie am Satz von der majorisierten Konvergenz demonstriert
wird.

Die Verallgemeinerungauf beliebige Maßräume geht dem HK-Integral natürlich
vollkommen abhanden. Für die Behufe der höheren Wahrscheinlichkeitstheorie
ist es folglich völlig unbrauchbar.

Unter den verschiedenen Arten, das Riemann-Integral zu definieren, wird eine
gewählt, die die Konstruktion des HK-Integrals etwas einsichtiger erscheinen
lässt.
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Definition 6.4:
Seif : [a, b] → R eine Funktion undI eine reelle Zahl. Man nennt

b∫

a

f(x) dx := I

dasRiemann-Integral vonf , wenn es zu jedemε > 0 ein δ(ε) > 0 mit folgen-

der Eigenschaft gibt:

Ist n eine naẗurliche Zahl und sindt0, t1, . . . tn sowies1, s2, . . . sn reelle Zah-

len, die den Bedingungen

a = t0 ≤ s1 ≤ t1 ≤ s2 ≤ t2 ≤ · · · ≤ sn ≤ tn = b

sowie
ti − ti−1 < δ(ε) (∀i ∈ {1, . . . n})

gen̈ugen, so gilt ∣∣∣∣∣I −
n∑

i=1

f(si)(ti − ti−1)

∣∣∣∣∣ < ε.

Notiz 6.5:
Das Riemann-Integral (falls existent) vonf : [a, b] → R ist wohldefiniert.

Definition 6.6:

Seif : [a, b] → R eine Funktion undI eine relle Zahl.
b∫

a

f(t) dt := I heißt

dasHenstock-Kurzweil-Integralvonf , wenn es zu jedemε > 0 eine Funktion

δ(ε) : [a, b] → R+ mit der folgenden Eigenschaft gibt:

Ist n eine naẗurliche Zahl und sindt0, t1, . . . tn sowies1, s2, . . . sn reelle Zah-

len, die den Bedingungen

a = t0 ≤ s1 ≤ t1 ≤ s2 ≤ t2 ≤ · · · ≤ sn ≤ tn = b (*)
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sowie

ti − ti−1 < δ(ε)(si) (∀i ∈ {1, . . . n})

gen̈ugen, dann gilt

∣∣∣∣∣I −
n∑

i=1

f(si)(ti − ti−1)

∣∣∣∣∣ < ε.

Die Funktionδ(ε) heißtMessfunktion(oder auchGauge-Funktion).

Ein (2n + 2)-Tupel(n, s1, . . . , sn, t0, t1, . . . , tn) mit der Eigenschaft (*) heißt

eineetikettierte Partition, die Zahlens1, . . . sn heißenEtiketten. Eine etiket-

tierte Partition(n, s1, . . . , sn, t0, t1, . . . , tn) heißtδ(ε)-fein, falls

ti − ti−1 < δ(ε)(si) (∀i ∈ {1, . . . n})

Lemma 6.7(Cousinsches Lemma):
Zu jeder Messfunktionδ(ε) existiert eineδ(ε)-feine etikettierte Partition.

Notiz 6.8:
Das HK-Integral (falls existent) einer Funktionf : [a, b] → R ist wohldefiniert.

Notiz 6.9:
Sind die Messfunktionenδ(ε) konstant, so geht das HK-Integral offensichtlich
in das Riemann-Integral̈uber.

Notiz 6.10:
Die HK-integrierbaren Funktionenf : [a, b] → R bilden einenR-Vektorraum,
der alsDenjoy-Raumbezeichnet wird.

Satz 6.11:
Die HK-integrierbaren Funktionenf : [a, b] → R bilden eine echte Obermenge
der Lebesgue-integrierbaren Funktionenf : [a, b] → R.

Leider schwächelt das HK-Integral enorm bei den Konvergenzsätzen. Dieses
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sei am bedeutendsten Konvergenzsatz demonstriert.

Satz 6.12(Satz von der majorisierten Konvergenz für das HK-Integral):
Sei(fn)n eine Folge HK-integrierbarer Funktionen, die punktweise gegen eine

Funktionf konvergiert. Weiter geltem1 ≤ fn ≤ m2 (∀n ∈ N), wobeim1, m2

HK-integrierbare Funktionen seien. Dann sindf und |f − fn| ebenfalls HK-

integrierbar mit ∣∣∣∣
∫

fn − f

∣∣∣∣ ≤
∫

|fn − f | −→
n→∞

0

Der einschneidende Unterschied zum Lebesgueschen Satz vonder majorisier-
ten Konvergenz ist, dass in Satz6.12diefn bereits als HK-integrierbarvoraus-
gesetztwerden, während im Lebesgueschen Satz die Lebesgue-Integrierbarkeit
bereits eineFolgerung ist. Zudem genügt im Lebesgueschen Satz schon die
punktweise Konvergenz derfn λ-f.ü.

Gütemäßig lässt sich das HK-Integral also irgendwo zwischen Riemann- und
Lebesgue-Integral einordnen.

Abschließend soll ein Vergleich zwischen dem Riemann-Stieltjes-Integral, ei-
ner wesentlichen Erweiterung des Riemann-Integrals, und dem Lebesgue-Stielt-
jes-Integral gezogen werden. Das Lebesgue-Stieltjes-Integral kann im folgen-
den Sinne als Konkretisierung des Lebesgue-Integrals angesehen werden. Die
Elemente ausL1(µ) werden von einigen Autoren alsLebesgue-Integral bzgl.
µ bezeichnet und die Lebesgue-Stieltjes-integrierbaren Funktionen lassen sich
darstellen als Funktionen ausL1(µF ) mit einem geeigneten MaßµF . Folg-
lich gelten sämtliche Konvergenzsätze aus Abschnitt4 für Lebesgue-Stieltjes-
Integrale, während für das Riemann-Stieltjes-Integralnur ein Konvergenzsatz
von Bedeutung existiert, der an dieser Stelle aber noch nicht formuliert werden
kann. Es kann aber bereits konstatiert werden:

Bezüglich der Konvergenzsätze ist das Lebesgue-Stieltjes-Integral dem Rie-
mann-Stieltjes-Integral überlegen.
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Das Riemann-Stieltjes-Integral setzt den Begriff der beschränkten Variation ei-
ner Funktionf : [a, b] → R voraus. Nun lässt sich aber zeigen, dass jede
Funktionf : [a, b] → R beschränkter Variation sich als Differenz zweier mono-
ton steigender Funktionen schreiben lässt und da das Riemann-Stieltjes-Integral
(ebenso wie das Lebesgue-Stieltjes-Integral) linear ist,genügt es, i.F. nur mo-
notone Funktionenf : [a, b] → R zu betrachten.

Definition 6.13:
Sei[a, b] ein kompaktes Intervall inR und seienf, g : [a, b] → R Funktionen,
wobeif monoton sei. SeiG = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b} eine Zerlegung

von[a, b] sowieT = {η1, η2, . . . ηn} mit ηj ∈ [tj−1, tj] (∀j ∈ {1, . . . n}). T
heißt dannzulässigfür die ZerlegungG. Es sei

∑
(g, f,G, T ) :=

n∑

j=1

g(ηj)(f(tj) − f(tj−1))

Gibt es nun einI ∈ R, so dass f̈ur jedesε > 0 ein δ(ε) > 0 existiert mit der

Eigenschaft, dass für jede ZerlegungG von[a, b] mit

sup
1≤k≤n

(tk − tk−1) < δ(ε)

und jedes f̈ur G zulässigeT gilt
∣∣∣
∑

(g, f,G, T ) − I
∣∣∣ < ε,

so heißtg Riemann-Stieltjes-integrierbar auf[a, b] bzgl.f . Man schreibt dann

I =:

b∫

a

g df.

75



6 Verschiedene Integralbegriffe im Vergleich

Notiz 6.14:
Das Riemann-Stieltjes-Integral (falls existent) ist wohldefiniert.

Notiz 6.15:
Setzt man in Definition6.13f := id|[a,b], so geht das Riemann-Stieltjes-Integral
in das Riemann-Integral̈uber.

Notiz 6.16:
Ist in Definition6.13f stetig differenzierbar, so gilt

b∫

a

g df =

b∫

a

g(x)f ′(x) dx.

Es folgt nun der angekündigte Konvergenzsatz.

Satz 6.17:
Sei(gn)n eine Funktionenfolge stetiger Funktionengn : [a, b] → R, die gleich-

mäßig gegeng : [a, b] → R konvergiert undf : [a, b] → R einestetigemono-
tone Funktion. Dann istg Riemann-Stieltjes-integrierbar bzgl.f , und es gilt

lim
n→∞

b∫

a

gn df =

b∫

a

g df.

Notiz 6.18:
Setzt manf := id|[a,b], so erḧalt man den aus der Riemannschen Integrations-
theorie bekannten Konvergenzsatz.

Grundlage des Lebesgue-Stieltjes-Integrals sind sog. maßerzeugende Funktio-
nen.

Definition 6.19:
SeiI 6= ∅ mit I ⊂ R. Eine FunktionF : I → R, die monoton steigend und

linksseitig stetig ist, heißt einemaßerzeugende Funktion aufI.
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Notiz 6.20:
Mit F ist auchF + c (∀c ∈ R) eine maßerzeugende Funktion aufI.

Der Begriff ,,maßerzeugend” wird durch den folgenden Satz geklärt.

Satz 6.21:
Zu jeder maßerzeugenden FunktionF : I → R gibt es genau ein MaßµF auf
I ∩ B mit

µF ([a, b]) = F (b) − F (a) (∀[a, b) ∈ I ∩ I1).

Ist E eine weitere maßerzeugende Funktion aufI, gilt µF = µE genau dann,

wennE = F + c mit einemc ∈ R.

Spezielle maßerzeugende Funktionen werden durch Wahrscheinlichkeitsmaße
induziert. Sie spielen in der Wahrscheinlichkeitstheorieeine überragende Rolle.

Definition 6.22:
SeiP ein Wahrscheinlichkeitsmaß aufB. Wegen(−∞, x) ∈ B (∀x ∈ R) wird

dann durch
FP (x) := P ((−∞, x))

eine FunktionFP : R → [0, 1] definiert, welche dieVerteilungsfunktion vonP

genannt wird. Sie ist wegen

P ([a, b)) = FP (b) − FP (a) (∀[a, b) ∈ I1)

maßerzeugend aufR.

Notiz 6.23:
Die VerteilungsfunktionFP eines WahrscheinlichkeitsmaßesP gen̈ugt der Be-
ziehung

PFP
= P.
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Unter allen maßerzeugenden FunktionenF : R → R mit PF = P gestattet die
VerteilungsfunktionFP eine eindeutige Charakterisierung.

Satz 6.24:
F : R → R ist genau dann die Verteilungsfunktion eines (dann eindeutig be-
stimmten) WahrscheinlichkeitsmaßesP , wenn gelten:

(i) F ist maßerzeugend (d.h., monoton steigend und linksseitig stetig),

(ii) lim
x→−∞

F (x) = 0 und lim
x→∞

F (x) = 1.

Dieser kleine Exkurs in die Wahrscheinlichkeitstheorie motiviert hoffentlich,
sich mit Lebesgue-Stieltjes-Integralen zu befassen.

Definition 6.25:
Beschreibt man ein Maß aufB (bzw. aufB ∩ I mit einem∅ 6= I ⊂ R) mittels

einer maßerzeugenden FunktionF aufR (bzw.I) in der FormµF (im Sinne von
Satz6.21, so nennt man dieµF -integrierbarenf ∈ L1(µF ) Lebesgue-Stieltjes-
integrierbar.

Anstelle von
∫

f dµF schreibt man historisch begründet auch
∫

f dF .

Ist F stetig differenzierbar, so gilt
∫

f dF =
∫

fF ′ dλ, d.h., das Lebesgue-

Stieltjes-Integral wird zu einem gewöhnlichen Lebesgue-Integral.

Definition 6.26:
Die von einer maßerzeugenden FunktionF : [a, b] → R erzeugten Lebesgue-

Stieltjes-integrierbaren Funktionen werden mitLS(F )[a,b] und die vonF er-
zeugten Riemann-Stieltjes-integrierbaren Funktionen mit RS(F )[a,b] bezeich-

net.

Die MengenLS(F )[a,b] undRS(F )[a,b] können nun miteinander verglichen
werden. In Konvergenzfragen wurde dieÜberlegenheit vonLS(F )[a,b] gegen-
überRS(F )[a,b] bereits konstatiert.
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6 Verschiedene Integralbegriffe im Vergleich

Satz 6.27:
Für messbare Integranden gelten

(1) LS(F )[a,b] % RS(F )[a,b].

(2) Existieren sowohl das Lebesgue-Stieltjes-Integral als auch das Riemann-

Stieltjes-Integral f̈ur einen Integranden, so stimmen beide Werteüberein.
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Rudimentäre Grundkenntnisse aus der Topologie werden vorausgesetzt. (Bei
Bedarf können sie sich schnell aus dem im Literaturverzeichnis aufgeführten
Büchlein [Jän90] von Klaus Jänich angeeignet werden.)

Die σ-AlgebraBn wird vom System der offenen Teilmengen desRn erzeugt.
Dies ist verallgemeinerungsfähig.

Definition 7.1:
SeiX ein beliebiger topologischer Raum. Das die Topologie definierende Men-

gensystem der offenen Mengen werde mitT bezeichnet. Um die Topologie aus-
zuzeichnen, wird im Folgenden ein topologischer Raum stetsin der Form(X, T )

geschrieben. Eine Ausnahme bildet derRn, der stillschweigend als mit der Eu-
klidischen Topologie versehen, angesehen wird.

Definition 7.2:
Sei (X, T ) ein topologischerT2-Raum (auch Hausdorff-Raum genannt). Die

vonT in X erzeugteσ-AlgebraB(X) := σ(T ) heißt dieBorelscheσ-Algebra
überX . Die Mengen ausB(X) heißenBorelsche Mengen.

Notiz 7.3:
Es istB(Rn) = Bn.

Notiz 7.4:
Sei(X, T ) einT2-Raum.B(X) wird auch vom Mengensystem der abgeschlos-

senen Teilmengen erzeugt.

Da in einemT2-Raum kompakte Mengen stets abgeschlossen sind, folgt

Notiz 7.5:
Kompakte Teilmengen einesT2-Raums(X, T ) sind borelsch.

Definition 7.6:
Sei(X, T ) einT2-Raum. Ein aufB(X) definiertes Maß heißt
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(i) Borel-MaßaufX , wennµ(K) < ∞ für jedes KompaktumK ⊂ X gilt.

(ii) lokal-endlich, falls jedesx ∈ X eine offene UmgebungUx besitzt mit

µ(Ux) < ∞.

(iii) von innen regul̈ar, wenn f̈ur jedesM ∈ B(X) gilt

µ(M) = sup{µ(K) | K ⊂ M, K kompakt}

(iv) von außen regul̈ar, wenn f̈ur jedesM ∈ B(X) gilt

µ(M) = inf{µ(U) | U ⊃ M, U offen}

(v) regulär, wennµ von außen und von innen regulär ist.

Notiz 7.7:
(i) Ein von innen regul̈ares Maß aufB(X) ist eindeutig durch seine Werte auf

den kompakten Teilmengen vonX festgelegt.

(ii) Ein von außen reguläres Maß aufB(X) ist eindeutig durch seine Werte
auf den offenen Teilmengen vonX festgelegt.

Notiz 7.8:
Jedes endliche Maß aufB(X) ist ein Borel-Maß aufX .

Notiz 7.8rechtfertigt die folgende Definition:

Definition 7.9:
Jedes endliche Maß aufB(X) wird alsendliches Borel-Maß aufX bezeichnet.

Satz 7.10:
Jedes lokal-endliche Maß aufB(X) ist ein Borel-Maß aufX .

Satz7.10rechtfertigt die folgende Definiton:
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Definition 7.11:
Jedes lokal-endliche Maß aufB(X) wird als lokal-endliches Borel-Maß aufX
bezeichnet.

Beispiel 7.12:
(i) Seien(X, T ) einT2-Raum undx ∈ X . Das durch

δx(M) := 1M (x) (∀M ∈ B(X))

definierte Maß ist ein von innen und von außen reguläres (also regul̈ares)

Borel-Maß aufX . Es wird als das zux ∈ X geḧorige Dirac-Maß auf X
bezeichnet.

(ii) Sei (X, T ) diskret, d.h.,T = P(X). Dann ist(X, T ) ein T2-Raum und
das durch

µ(M) :=

{
0, falls M abz̈ahlbar

∞, sonst

(∀M ∈ P(X)) definierte Maß ist ein lokal-endliches Borel-Maß, das von

außen regul̈ar ist. Es ist zudem genau dann von innen regulär (und alsdann

insgesamt regulär), wennX abz̈ahlbar ist.

(iii) Das Rn-Zählmaß aufBn ist kein Borel-Maß, nicht von außen regulär, aber
es ist von innen regulär.

Satz 7.13:
DasBL-Maßλn ist ein regul̈ares, lokal-endliches Borel-Maß.

Versieht manR mit der Sorgenfrey-TopologieT , so kann man ein Maßµ auf
(R, T ) angeben, so dassµ zwar ein Borel-Maß aufB((R, T )) ist, welches aber
nicht lokal-endlich ist, d.h. in Definition7.2gilt gemäß Satz7.10zwar die Im-
plikation (ii) ⇒ (i), die Umkehrung(i) ⇒ (ii) ist aber i.A. falsch.
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Definition 7.14:
Sei(X, T ) einT2-Raum. Ein aufB(X) definiertes Maßµ heißt einRadon-Maß
aufX , falls X lokal-endlich und von innen regulär ist.

Aufgrund von Satz7.10gilt

Notiz 7.15:
Jedes Radon-Maß aufX ist auch ein Borel-Maß aufX .

Wie bereits erwähnt, ist nicht jedes Borel-Maß lokal-endlich. Man ist daher an
einer möglichst großen Klasse vonT2-Räumen interessiert, in der jedes Borel-
Maß bereits lokal-endlich ist.

Satz 7.16:
Auf einemT2-Raum(X, T ), in dem jedesx ∈ X eine abz̈ahlbare Umgebungs-

basis besitzt, ist jedes von innen reguläre Borel-Maß auch lokal-endlich, d.h.,

ein Radon-Maß.

T2-Räume, die den Bedingungen von Satz7.16 genügen, sind z.B. die Zah-
lenräumeCn und Rm, alle parakompaktenC∞-differenzierbaren Mannigfal-
tigkeiten sowie alle Riemannschen Flächen.

Definition 7.17:
Ein T2-Raum(X, T ) heißtpolnisch:⇔ T besitzt eine abz̈ahlbare Basis und es
gibt eineT definierende, vollständige Metrikd : X × X → R+

0 .

Beispiel 7.18:
(1) Die Euklidischen ZahlenräumeCn undRm sind polnisch.

(2) Das topologische ProduktX1 × . . . × Xn polnischer R̈aumeX1, . . . , Xn

ist polnisch.

(3) Abgeschlossene Unterräume polnischer R̈aume sind polnisch.

(4) Offene Unterr̈aume polnischer R̈aume sind polnisch.
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(5) Jeder kompakteT2-Raum(X, T ) mit abz̈ahlbarer Basis der Topologie ist

polnisch.

(6) Aus (5) folgt, dass alle kompaktenC∞-differenzierbaren Mannigfaltigkei-

ten sowie alle kompakten Riemannschen Flächen polnisch sind.

Satz 7.19:
Jedes endliche Borel-Maß auf einem polnischen Raum ist regulär.

Satz 7.20:
Jedes lokal-endliche Borel-Maß auf einem polnischen Raum ist einσ-endliches

Radon-Maß.

Satz 7.21:
Jedes Radon-Maß auf einem polnischen Raum ist auch von außenregulär (und
somit insgesamt regulär).

Es wurde bereits darauf hingewiesen, dass die Analogie der Definition von
messbaren Abbildungen und der Definition der Stetigkeit vonAbbildungen zwi-
schen topologischen Räumen nicht nur zufällig ist. Im Falle polnischer Räume
und Radon-Maßen auf ihnen lehrt das folgende Theorem, dass messbare Abbil-
dungen ,,sehr dicht an der Stetigkeit liegen”.

Theorem 7.22(Lusin):
Es seiµ ein lokal-endliches Borel-Maß, also ein Radon-Maß auf einem polni-

schen Raum(X, T ). Weiter sei(X ′, T ′) ein T2-Raum mit abz̈ahlbarer Basis
der Topologie. F̈ur eine Abbildungf : X → X ′ sind dann die nachstehenden

drei Eigenschaften̈aquivalent:

(1) f ist µ-f.ü. gleich einerB(X)-B(X ′)-messbaren Abbildung.

(2) Es gibt eine Zerlegung vonX in eine Folge(Kn)n∈N kompakter Teilmen-
gen vonX und in eineµ-NullmengeZ ∈ B(X) (d.h.,X =

∑
n∈N

Kn + Z)

derart, dass die Restriktion vonf auf jedes KompaktumKn stetig ist.
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Ist µ endlich, so ist hierzu nocḧaquivalent:

(3) Zu jeder reellen Zahlc > 0 gibt es ein KompaktumK ⊂ X derart, dass

µ(X \ K) < c gilt und die Restriktion vonf aufK stetig ist.

Bemerkung 7.23:
7.22(3) ist nicht dahingehend misszuverstehen, dassf : X → X ′ aufK stetig
ist, sondern bedeutet, dassf |K : K → X ′ stetig ist.

Entsprechend ist7.22(2) zu verstehen.

Beispiel 7.24:
Die Restriktion vonλ auf die Spur-σ-Algebra[0, 1] ∩ B werde der Einfachheit
wegen wieder mitλ bezeichnet. Dann istλ ein Wahrscheinlichkeitsmaß und

also insbesondere endlich und somit ein Radon-Maß.[0, 1] ist abgeschlossen

im polnischen RaumR und somit selbst polnisch. Auf die messbare Abbildung
1Q|[0,1] lässt sich also die Implikation(1) ⇒ (3) des Lusinschen Theorems7.22

anwenden. Es wird nun explizit ein Kompaktum wie in (3) konstruiert.

Seic > 0. Weiter sei(tn)n∈N eine Abz̈ahlung von[0, 1] ∩ Q. Für alle n ∈ N
werdeVn :=

(
tn − c

2n+2 , tn + c
2n+2

)
∩ [0, 1] gesetzt. DieVn sind offen in[0, 1].

Es ist [0, 1] ∩ Q ⊂ ⋃
n∈N

Vn undK := [0, 1] \ ⋃
n∈N

Vn ist kompakt in[0, 1] mit

λ(K) < c (σ-Subadditiviẗat und geometrische Reihe). AufK ist 1Q konstant0,
d.h.,1Q|K ist die Nullfunktion und daher stetig.
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