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0. Einleitung
Bei der Entwicklung ebener Wellen ei*(xicosatxasing) _ gder guf elliptische
Koordinaten

h==—kz—c; xliixzéc -cosh(z+it); c+0

transformiert: e2ik(coshzcostcosatsinhzsintsing) _ treten Integralrelationen zwischen
Mathieuschen Funktionen mit obigen Funktionen als Kern auf, die sich teilweise
bei McCLACHLAN [3], CampBELL [1] and MEiXNER & SCHAFKE [4] finden. Wir
werden die bekannten Relationen im ersten Abschnitt so verallgemeinern, daB
sich alle oben genannten daraus ergeben, sowie dann im zweiten Abschnitt durch
einfache Uberlegungen unter anderen diejenigen reellen Integrale von Sips [6] er-
halten, die den Integralen von Weber-Schafheitlin fiir Bessel-Funktionen ent-
sprechen. Die Herleitung der Formel wird fiir beliebige komplexe Parameter auf
funktionentheoretischer Grundlage gegeben, so daB die reellen Integrale als Grenz-
fille im groBeren Zusammenhang gesehen werden kénnen. In den Bezeichnungen
der Mathieuschen Funktionen schlieBen wir bei MEIXNER & SCHAFKE [4] an.

1. Eine allgemeine Integralrelation

Aufgrund des asymptotischen Verhaltens der Losungen der Mathieuschen
Differentialgleichung ([4], 2.42) sind die Integrale fiir he € —{0}

1 ihw(z
1.1 7¢I MELDy (Ddt (p=3,4)
mit ’
w(z, t, a):=coshz costcosa +sinhzsintsina,

einer Losung y, der Mathieuschen Differentialgleichung zu den Parameter-
werten (4,(%%), h*) und den Wegen

€;: von —&+ioo nach g—ico

,neR ‘
€,:von np—ioonach2n—¢+io & neR)
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fiir ze6,()NG,(—a) (6,(): ={z| — E<arg [h(cosh (z+ix) £ 1)] <m—}) konver-
gent und gemiB eines Satzes iiber Integralrelationen ([4], S.33) holomorphe
Losungen der modifizierten Mathieuschen Differentialgleichung (zu 1, (%), #?).
Entsprechendes gilt fiir das Integral

1 2ihw(z, t, @)
(1.2) amde y (O dt

in G (a) mit €, : von —¢+ico nach 2z —&+ico.

Um festzustellen, um welche Losungen der modifizierten Mathieuschen Dif-
ferentialgleichung es sich handelt, bezeichnen wir zunéchst mit Iy(f) (z;0)(p=1;3,4)
die aus den Integralen (1.2) und (1.1) durch die analytische Fortsetzung fiir ver-
schieden &, n hervorgehenden ganzen Funktionen. Man hat

1.3) ID=1IQ+ID).

v

Fiir y,=me, (=Floquetsche Losung zum charakteristischen Exponenten v) veri-
fiziert man aus den Beziehungen

w(z, t,0)=w(io, t, —iz)

26, (0) v~ine®,(—iz),
sowie mit Hilfe des Identitétssatzes fir holomorphe Funktionen
(14 19 (23 ) =18, (io; —i2)

und aus
w(z+inm, t,0)=w(z, t—7, &)

z+ine®(a) ~z€® ;4 qy()
entsprechend (Substitution ¢ — ¢+ = im Integral)
(1.5) IQ (z+in; )=e""I%) (z; o).

Der Vergleich mit dem Fundamentalsystem MV, M (vgl. [4]) der modifizierten
Mathieuschen Differentialgleichung ergibt

10 (z; )=C,(®) - M{P(2)
und zusammen mit (1.4) und me, («) =konst. M{P (ie)
(1.6) IG) (z; 0)=c, me, (&) M{ (2).

Wie bei (1.5) filhren Transformationen in den Integralen (1.1) (t— —¢ bzw.
t— 271 —1t) sowie Vertauschung von £ und y fiir v¢Z zu

.7 IR (25 0)=I50 (25 =)

(1.8) IR (25 0= 2" I3 (z; —a).
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Mit (1.3), (1.7), (1.8) errechnet man der Reihe nach

¢_yme, (@) MO)(2)=4(IS),(z; @) +e > I (z; 0))

., T
iv—-
e

.. T . 3=n

iV —H— -iv
————={c_,e 2 MB(2)—c,e T MWD (z
isin(vz) { v W2)=e, v ( )}

I, (z; o) =me, ()
(1.9) o m
1v—2—

I (z; oc)=mev(oc)m{c_ve 'z MY()—c,e’ 2 M®P(2)}.

Die Konstante ¢, kann fiir ¢=¢=1=0 und ze®,(0) aus

1(3) (Z; 0)=% j‘ ezihcoshzcostmev(t)dt

mey
ico
durch Einsetzen der Fourier-Reihe
o«
ivt v 2int
me,(H=e"" Y o},
n=—oo

und Vertauschen von Summation und Integration nach dem Konvergenzsatz
von Lebesgue bestimmt werden. Man notiert:

I,(:e)v(z;O)=eiv% i 02,,-———(_1)" _fme"°°s“2”°°s“”ei("+2")(’_%)dt
n=-~w t ico

="7 Y & .(~1)'HY,,2hcoshz)

B=—o00

=e’ 2 me, (0) M (2).

Die letzten Gleichungen erhilt man aus der Sommerfeldschen Integraldar-
stellung der ersten Hankelfunktion sowie aus [4] (8. 178 (13)). Das liefert mit (1.9)
und

M= (MD—y) (ec-2)

Y isin(vrm)
cv:elv—z—'
und damit
IQ) (z; a)=me, (o) eiv%M?) z
(1.10) ( ( ] ()
I&) (z; w)=me, (0 +7) (e_WTMs‘”(z)).
Wegen

IR (z; =1, (z; —a)=me_, (@) ("2 MO (2))

haben wir fiir jede Losung y, der Mathieuschen Differentialgleichung die Re-

lationen o
(L.11) L)(z; )=p,(@) (e "2 MP(2))

Py
Lz 0)=y,@+m) (e "7 MP(2)
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zunichst nur fiir ve € —Z, aber nach Grenziibergang v —>neZ dann fiir alle veC
(vgl. den Spezialfall in [4], S. 184 ff.). Differenziert man (1.11) noch nach o, so
entsteht fiir ze®, ()G, (—a)

%@5 2ih —%v— 2y di=yi(@)e 2 MP(2)
3

(1.12)

1 : —ivl
%—G_[Zih%ez'”wyvdt=y(,(oc+n)e Z M¥(2).
4

Mit (1.3) gewinnen wir aus (1.11)

iy . v
(L13) 19z @) =" 7y, MP @ +3 (s a+m e = p@)e” T MO ()
und fiir ze®,(2) aus (1.12)

1 2 OW  2ikw v, W
(1.14) 2n¢{2lh i ypdt=e 2y (@M, (2)

L1t e =y @) e T MP (@),

2. Folgerungen und Spezialisierungen

Zunichst konnen genau wie in [4], 268 die bekannten Integralrelationen fiir
die Floquetschen Losungen ganzer Indizes gefolgert werden.

Weiter erhilt man fiir £=n=a=%)n 6,(0) aus (1.11) und (1.12) durch ein-
fache Rechnung (f=—i1)

(21) jeZih coshz cosht Cev(’E)dT———%l— eiv_z_cev(o) M?)(Z)
¢}
@22)  [ertheoheohsinh 7 sinht Se, (1) dT= —z’fh— ¢’ T se (O MP(2)
0

[In (2.2) muB im Falle ganzer Indizes M® durch M©) ersetzt werden (vel. [4],
S. 116 (30) (31)).]

Fiir 71>0 wird G,(0)={z|Re z>0, 0<Im z<n}. Aus der Konvergenz der
Integrale bei ganzen Indizes fiir z>0 (Im z=0) bzw. 0<Im z<m (Re z=0) — das
folgt aus dem asymptotischen Verhalten der Funktionen fiir 2>0 und z—
(u:=2h cosh z)

Ce, (2)=c¢,,u* cos (u—-}) +0@w™®)

Ceyps1(2)=Conrrtt *COS (u+72—) +0@u™?)
2.3)
Se, pi1(2)=S2,41 4 FcOS (u +—Z—) +0u™%

Se2n+2(z)=s2n+2u_%cos (“——Z—) +0@™)
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ergibt sich deren gleichmifige Konvergenz (in entsprechenden Winkelrdumen
bez. u) nach einem Satz iiber Laplace-Transformationen ([2}, S. 35) und damit
die Giiltigkeit von (2.1) in

6o(0):={z|Rez20,0=Imz<n}

bzw. von (2.2) in®, (0)\{0} *. Wir notieren einige reelle Spezialfille nach Trennung
von Real- und Imaginérteil unter Benutzung einiger Formeln aus [4], 2.75 fiir

z=iy:
fcos(2hcosycosht)Ce, ,(r)dt
0

= ——( 1)"Mc2)(0)ce,,(y);  yeR;

[sin(2hcosy cosht) Ce, ,(z)dt
0

7_“4.2" 2
=——°—{cez,,(y)+ o fez,,(y)}

2.ce,y, (_72[—)

meZ

2m=r,2m+1)x]
re [Cm+D)n,2m+2)x],

2.4 b[cos(2h cosycosht) Ce,,4,(7)dT

nhAI"*! _ 2
= Cezn+1(J’)+nC—

f32n+1()’)}§
’ L 2n+1
2ces 41 (-2—)

meZ

[2mn,2m+1)x]
[Cm+D) 7, 2m+2)x],

E|;sin(2hcosycoshr) Ce,,.1(D)dr
L n
= —7(" 1) M0522n)+1(0)cezn+1(,1’)5 yeR;
mit

=—1—j ce,,(Hdt und A" l:=
To

alw

n
fceyps1(f)costdt.
0

w0

fcos(2hcosycosht)sinysinhz Se, ., (z)dt
(V]
= _7( 1)’ M s§2{1(0) s€24+1(¥);  YER;

* Die Integrale (2.1) sind in ®(0) sogar absolut gleichméBig konvergent.
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0

[ sin(2hcosy cosht)sinysinhtSe,, () dT .
]

TC‘B2”+1 _ 2
=——1n"”{Sezn+1(J’)+—n§2—:1—gezn+1(J’)};
455,41 (7)
2m=n, Qm+1)=)
E{((2m+1)7t,(2m+2)n), meZ
25 g cos(2hcosy cosht)sin ysinhzSe, 4, (1) d7
hB2n+2 _
{Sezn+2(J’)+—S——‘gezn+2()’)}§
4dse! (i’ﬂ_) TS an+2
2n+2 |5
@emn,2m+1)n)
/A
E{((2m+1)n,(2m+2)rc), me

{sin(2hcosycosht)sinysinhz Se, ,41(7)d7
0
s n ’
=Zh—(_1) MS(22n)+2(0)SGZn+1(y); yeRR;
mit
Bf"+1==£jse2n+1(t)sintdt
To
und
B2n+2 ——2—§ $€,,42(D)sin(20) dt.
o

Dies sind ein Teil der Integrale von Sips [6]. Mit dem Hinweis auf [3], Kap. X
verzichten wir auf eine Notierung der Integrale fiir z=0 bzw. z>0.

Auf gleiche Weise erhalten wir Integralrelationen mit den Zweitlésungen bei
ganzen Indizes ({=n=a=0) in &, (0)

g2itcoshzeoshe oinh 7 sinht Fe,, (1) dt= ——— z"’fe ()M (2)

Oty 8

(2.6)

Otmmy g

e2ih coshz cosht Gem(,r)d,l:,:% im+1 gem(o) M(_?:,)n(z)

Auch hier kénnen wieder wie bei der Herleitung von (2.4) und (2.5)‘ eine Reihe
reeller Integrale aufgeschricben werden, die anscheinend unbekannt sind, wie z. B.

C,,TCey, (—g)

ThAZ Ce, ,(2).

E‘; cos(2hcoshz cosht)sinhzsinht Fe, (1) dt= —
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Zum SchluB seien noch einige Relationen als Folgerungen aus (1.13) und (1.14)
notiert, die sich teilweise bei Sips [6] finden, der diese aus bekannten Integral-
relationen mittels Fouriertransformation miithsam gewinnt. (1.14) ergibt fiir é =0=0
und y,=fe, (meNU{0}) wegen

fe,,(0)=(—1)"fe;,(m)
2.7 % | e2iheoshzeost inh 7 sint fe,, (f) dt =i"fe;, (0) M{P (2).

€y

Fiir m=2n (neINU{0}) kann weiter ausgewertet werden nach Zerlegung des Inte-
grationsweges und nach Parametertransformationen. Die elementare Rechnung
liefert mit Benutzung der Formeln aus [4], 2.7 fiir ze®,(0)

/2
| sin(2hcoshzcost)sinhzsint (cez,,(t) —n—é~— fe, ,,(t)) dt
1] 2n

/2
—i | cos(2hcoshzcost)sinhzsintce,,(t)dt
0

T
CEyy (—2—)

2hA2"

(2.8)

o0
—if g2iheoshzcosht gy zsinht Ce, () dt= Ce,,(2)
0

und fiir m=2n+1

/2
{ cos(2hcoshzcost)sinhzsint (ce2n+1(t)——c—2—— fez,,ﬂ(t)) dt
0 Tl2n+1

/2
—i | sin(2hcoshzcost)sinhzsintce, ., (f)dt
2.9 e
, n
o CCrn+1 (—2_')
+ [ ePiheoshzcohiginh zsinh 1 Cey oy 1 () At =——5—5mri— Ces 11 (2)-
0 4h Al”

Die entsprechende Uberlegung mit (1.13) und y,=ge,, ergibt:

/2

i | sin(2hcoshzcost) (sez,,“(t)— gez,,H(t)) dt
0

TSan+1
72

+ [ cos(2hcoshzcost)se, . (H)dt
0

(210) + j‘eZihcoshzcoshtse2”+1(t)dt
0

T
$€rn+1 (—2“)

=(___1)n hB%’H-l Se2n+1(z)



und

(2.11)
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72
6[ cos(2h coshz cost) (sez,,”(t)—

/2
+i | sin(2hcoshzcost)se,, ., (f)dt
0

ge2n+2(t)) dt

TSon+2

©
+ J’eZthcoshzcoshtSezn+2(t)dt

0
, 7
SCon+2 (—2“)

=(~1

Se;,r2(2)

(giiltig jeweils fiir neNU{0} und ze®, (0)).

Genau wie bei der Herleitung von (2.4) und (2.5) kénnen fiir 2>0 wegen der
Konvergenz der Integrale fiir reelle Parameter z (bzw. rein imaginire z) durch
Trennung von Real- und Imaginérteil 16 neue Relationen gewonnen werden,
welche zusammen mit (2.4) und (2.5) den Gleichungen von Weber-Schafheitlin
fiir Besselfunktionen entsprechen (vgl. Sips [6]). Wir notieren hier nur die vier aus
(2.8) folgenden Integrale:

/2
| sin(2hcoshzcost)sinhzsint (cez D _—;z—CZ—— fez,,(t)) dt
0 2n

+ [ sin(2hcoshzcosh?)sinhzsinht Ce, ,(f) dt
0

w
CCyp (—5)

=t
=T 2nAZ"

Cezu(z); 220;

/2
| cos(2hcoshzcosht)sinhzsintce,,(f) dt
]

+ {cos(2hcoshzcoshf)sinhzsinhtCe,,,()dt=0 (z+0);
o

/2
{ cos(2hcosycost)sinysintce,,(f)dt
V]

+ fcos(2hcosycosht)sinysinht Ce,,(f) dt
1]

2hA2n ceZn(y); yE(O’ TE);
0
T2

| sin(2hcosycost)sinysint (cez,,(t)— 2
(1]

nC,,

fe, ,,(t)) dt

+ [sin(2hcosycosh)sinysinhtCe, () dt=0;  ye(0,n).
0
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