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Summary: When introducing negative numbers mathematics teaching is confronted with the fol-
lowing developmental problem: The students interpret natural numbers within the frame of con-
crete, empirical conditions of counting, adding and taking away etc. Negative numbers are no
longer immediately applicable to real situations nor is it possible to deduce them logically start-
ing from concrete contexts. According to the methodical principle to begin with the concrete and
.to go up to the abstract, mathematics teaching handles this contradiction between the concrete,
visible perception and the formal-relational structure of the concept of negative numbers in a
‘linear’ way: The aim is to deduce this new concept in a methodically natural manner from the al-
ready known epistemological frame of the natural numbers. This didactical intention contradicts
the epistemological insight, that the new concept cannot be reduced to empirical facts. The new
symbol system of negative numbers, which is constructed by an ‘operational extension' needs a
generalised re-interpretation: These symbols no longer refer to empirical properties of real ob-
Jects, they refiect relational structures within and between objects, and these relations have to
be socially negotiated and to be controlled by the mathematical rule-structure.

1. Einleitung: Eine problematische Spannung zwischen epistemologischer
Analyse und didaktischer Konstruktion mathematischen Wissens

Der Ubergang von den natiirlichen zu den negativen Zahlen stellt im Rahmen der Zahl-
begriffsentwicklung gemaf der Linie der Zahlbereichserweiterungen eine immer wieder
diskutierte besondere Problematik dar. In vielen Untersuchungen und Arbeiten wird
betont, daB es hier nach didaktischen und epistemologischen Uberlegungen keine
“natirliche" Entwicklungsbricke zu geben scheint [vgl. beispielsweise zu der Vielzahl
der hierzu geschriebenen Arbeiten ANDELFINGER, BEKEMEIER & JAHNKE 1983;
FREUDENTHAL 1989; HEFENDEHL-HEBEKER 1988, 1989, 1990; JAHNKE, STEINBRING &
VOGEL 1975; MALLE 1988]. Der Begriff der negativen Zahlen ist kein logisches, dedukti-
ves "Ergebnis”, das man aus der Kenntnis der natiirlichen Zahlen in Form einer mathe-
matischen SchiuBfolgerung ableiten kénnte. Auch die vielféltigen, methodischen Uber-
legungen zur Einflihrung der negativen Zahlen weisen immer wieder Briiche, Kiinstlich-
keiten, sowie Ungereimtheiten fir die Schiiter und Schilerinnen auf.

Mit dem Begriff der negativen Zahlen steht man vor folgender Problematik: Einerseits
sind die Schiler und Schiilerinnen es gewohnt, in relativ natiirlicher Weise, d.h. mit
konkreten und unmittelbar inhaltlichen Vorstellungen und Anwendungsmaéglichkeiten die
natiirfichen Zahlen im Sinne von Zahlen, Vermehren, Hinzuzéhlen, Wegnehmen usw. zu
benutzen. Mit den negativen Zahlen wird nun ein fir die Intuition sperriger Begriff
betrachtet: Negative Zahlen sind nur in Grenzen entsprechend den gewohnten Ansich-
ten auf konkrete Sachsituationen und reale Umweltbeziige anwendbar; hierzu dienen
Modelle wie "Kontenfihrung®, "Hoéhendifferenzen®, 'Temperatufen“ usw. [vgl. SPIESS

(JMD 15 (94) 3/4, S. 277-309)
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1989). Letztlich bedarf der Begriff der negativen Zahlen samt zugehériger mathemati-
scher Operationen ahnlicher formaler, autonomer Regeln wie die Algebra. Es gibt ein
System in sich stimmiger Operationsregein, das den Kalkdl der negativen Zahlen formal
beschreibt. Dieses System *negative Zahlen" wird nicht aus der Realitét deduziert, noch
ist es unmittelbar auf reale Zusammenhange beziehbar. Entsprechend der Analyse von
Idealisierungsprozessen [SCHREIBER 1980] kdnnte man sinngeman sagen: Die ganzen
Zahlen schauen nicht aus dem Konto-Modell u.a. heraus, sondern wir sehen sie hinein.
"Abstrahieren ist ein Absehen von bestimmten Eigenschaften, die ein Ding besitzt; Idea-
lisieren ist ein Hineinsehen von Eigenschaften, die ein Ding nicht besitzt." [SCHREIBER
1980, S. 44).

Im alltdglichen Mathematikunterricht ergibt sich flir das Erlernen der negativen Zahlen
somit eine problematische Spannung zwischen der epistemologischen Analyse des
mathematischen Wissens und der curricularen, didaktischen Konstruktion: Das gpiste-
mologische Problem bedeutet im Kern, daB das neue mathematische Wissen nicht aus
dem alten und schon bekannten Wissen logisch deduzierbar ist. (z.B. die Regel der
Multiplikation zweier negativer Zahlen: "- mal - = +"). Dies ist eine andere Formulierung
far den epistemologischen Zirkel: Man muf im Prinzip schon Gber das neue Wissen (die
neue begriffliche Idee) verfigen, um dann die mathematische Struktur des in Frage ste-
henden Wissens erlernen zu kénnen (zum Beispiel der negativen Zahlen vgl. hierzu
[COQUIN-VIENNOT 1985]). Oder anders formuliert: Die Konstruktion des neuen mathe-
matischen Wissens ist kein logisch organisierter Prozef3, der sich ausschlieBlich auf das
alte Wissen griindet, sondern umfaBt eine vielschichtige Entwicklung mit Konflikten,
Brichen und Umdeutungen, die zudem auBBermathematische Bezugnahmen auf ver-
schiedenartige Referenzkontexte und Interpretationsrahmen erfordert.

Das didaktische, curriculare Problem hat zur Folge, daB das neue mathematische Wis-
sen (zeitlich) entwickelt werden muf und nicht fertig und in vollendeter Form von auBen
vorgegeben werden kann. Die Entwicklung des neuen Wissen muB auch in Verbindung
mit dem schon bekannten Wissen geschehen. Denn wenn man bei der didaktischen
Konstruktion des Wissens den epistemologischen Erfordernissen in der Weise Rech-
nung tragt, daB man das neue Wissen mehr oder weniger direkt vorgibt, dann besteht
die grofe Gefahr, den Schilem und Schilerinnen bedeutungslose Zeichen und Opera-
tionen mitzuteilen, was meistens zu mathematischen Formalismen fiihrt.

Die hier dargestellte Spannung hat auch in der historischen Entwicklung der negativen
Zahlen eine zentrale Rolle gespielt [vgl. die Ausarbeitungen in HEFENDEHL-HEBEKER
1989a, 1993; GLAESER 1981; SCHUBRING 1986, 1998]. Historisch zeigte sich diese
Spannung als ein Konflikt zwischen dem ungeklarten epistemologischen Status dieser
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neuen Zahlen und der Tatsache, daB3 man mit ihnen schon jahrhundertelang rechnete
und operierte: Es wurde im Verlaufe der Geschichte der negativen Zahlen immer deutli-
cher, daB es keine Moglichkeit gab, sie aus den vorhandenen Zahlen und ihrer Interpre-
tation zu deduzieren, aber gleichzeitig sah man sich vor der Anforderung, diese Zahlen
in eine systematische Abfolge der mathematischen Zahlstruktur einzuordnen. "Studies
on epistemology and the history of mathematics ... have brought to light that it took the
evolution of mathematics more than 300 years until it was possible not only to handle
negative numbers in a calculus-related way (partly with bad conscience) but to pervade
them philosophically. At the very heart of the problem laid the the relation between con-
crete interpretation and intellectual construction. In what ways should one interpret
these new ffictional' numbers allowing such miraculous algorithms for solving equati-
ons? As long as mathematicians stuck to absolute magnitudes no real satisfying answer
emerged. It was not until the past century that these obstacles sould be overcomne by a
shift of view: the transition from the concrete to the formal. Hankel and his pioneers
gave up a fruitless search for compelling, explanatory models, instead they extended
number fields regardless of content-related foundations like 'number of' and 'magni-
tude'." [HEFENDEHL-HEBEKER 1993, S. 4].

Der Vergleich mit der historischen Entwicklung macht auch deutlich, daB die hier
beschriebene Spannung zwischen dem hergebrachten Begrindungskontext der
bekannten Zahlen und den noch zu explorierenden epistemologischen Beziehungen
des neuen Begriffs je nach der eingenommenen Perspektive eine andere Beachtung
findet: Steht z. B. die Frage nach der Bedeutung der Zahl "5 - 7" im Mittelpunkt, dann
wird diese Spannung in anderer Weise splrbar, als wenn unter einer eher kalkilbezo-
genen Perspektive das erfolgreiche Rechnen mit den negativen Zahlen in den Vorder-
grund riickt. Diese unterschiedliche Gewichtung 148t sich auch im Mathematikunterricht
beobachten: Bei der ersten Einflihrung und Begriindung der negativen Zahlen bringen
auch Schuler und Schilerinnen hautig ihr Unbehagen mit diesen neuen Zahlen zum
Ausdruck {vgl. HEFENDEHL-HEBEKER 1993, S. 2ff]; und nachdem die Rechenoperatio-
nen einmal als Regeln akzeptiert und nach und nach eingelibt und automatisiert worden
sind, wird die epistemologische Begriindungsfrage mehr und mehr durch die operativen
Strategien und Verfahren ersetzt.

Im folgenden sollen beispielhaft Probleme in der beschriebenen Spannung zwischen
epistemologischer Begriindung und logischer Konstruktion des mathematischen Wis-
sens dargestellt werden, wie sie in der Interaktion im alltaglichen Mathematikunterricht
entstehen und behandelt werden.
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2. Die EinfGhrung der negativen Zahlen im Unterricht - Erfahrungen
aus einer Unterrichtsstunde

Unter Bezugnahme auf eine Mathematik-Stunde aus einer einfiihrenden Unterrichts-
reihe zum Thema “Negative Zahlen" soll im folgenden analysiert werden, wie selbst
schon in einem ganz einfachen formal-operativen Modell der negativen Zahlen zugleich
mit den “verallgemeinerten” Operationsregeln (der Addition und Subtraktion negativer
Zahlen) eine notwendige Veranderung in der Auffassung gegeniber den "Symbolen der
Manipulation” (Steinen, Zeichen, Zahlen) in der Entwicklung des Begriffs notwendig
wird.

In ihren Uberlegungen zum Lernprozef3 der negativen Zahlen kommt Frau HEFENDEHL-
HEBEKER im Rahmen ihres Zugangs zu den negativen Zahlen, bei dem "die gewohnte
Reihenfolge véllig umgekehrt* wird, auf hnliche Probleme zu sprechen [siehe
HEFENDEHL-HEBEKER 1988, S. 11]. Als elementar-formales Mittel zur Visualisierung der
negativen Zahlen nimmt sie den “vollstandigen" Zahlenstrahl, auf dem positive und
negative Zahlen repréasentiert werden. Es werden Beziehungen im Sinne von "gréBer”,
“mehr*, *links*, "rechts®, "Richtungen® usw. zunéchst thematisiert und dann werden die
Operationen (teilweise im Sinne eines formalen Permanenz-Prinzipes), die man aus der
Addition und Subtraktion positiver Zahlen kennt, auf den gesamten Bereich der ganzen
Zahlen ubertragen. Die Subtraktion wird in diesem Modell formal als Addition der
"Gegenzahl* erklart.

Im Rahmen dieser Einfiihrung und unter Benutzung dieses Modells wird aus vielen
Feststellungen deutlich, daB die Schiler und Schilerinnen ihre Vorerfahrungen und
individuellen Vorstellungen von den natiirlichen Zahlen und ihren Operationen mitbrin-
gen, die ja auch jetzt in modifizierter Form im System der ganzen Zahlen auftauchen,
obwohl zunachst versucht wurde, einen formalen Standpunkt gegeniiber den Zeichen
und Operationen im Modell aufrechtzuerhalten. Es ist auBerst schwierig, ja woh! unmég-
lich, einen ausschlieBlich formalen Systemstandpunkt gegeniiber den negativen Zahlen
einzunehmen und den Schiilern in ihrem LernprozeR ihre vertrauten Bedeutungsvorstel-
lungen zu nehmen. Die Schiler und Schilerinnen haben es natirlich noch nicht an
einer Reihe von Beispielen gelernt, strukturelle operative Beziehungen zunachst "fir
sich® mathematisch zu modellieren, und dabei den Bezug zu den vertrauten Bedeutun-
gen erst einmal zu unterbrechen. In den realen Lehr/ Lem-Prozessen vermischen sich
immer schon vorhandene Intuitionen und Vorstellungen der Schiller und Schiilerinnen
zum Zahlbegriff mit den neu zu erlernenden Verstehens- und Interpretationsweisen der
Zeichen und Operationen.



Symbole, Referenzkontexte und mathematische Bedeutung 281

Damit steht der Lehrer vor dem oben dargestellten Problem: Aus epistemologischen
Griinden kann das neue Wissen nicht durch Reduktion auf altes Wissen erklért werden,
und somit sollte er die Einfihrung in die negativen Zahlen mit Hilfe eines mdglichst ei-
genstandigen "formal-systematischen® Modells zur Repréasentation der negativen Zah-
len! (und ihrer Beziehungen) vornehmen, denn das Beharren auf den hergebrachten
empirischen Interpretationsweisen im Umgang mit den natlrlichen Zahlen und ihren
Operationen stellt sich im Fortgang des Verstehens der negativen Zahlen immer wieder
als ein fundamentales, epistemologisches Hindernis heraus. Andererseits sind die
Schiiler und Schilerinnen nicht in der Lage, allein die strukturellen Beziehungen mit
Bedeutung zu fillen; sie bendtigen noch konkrete Referenzobjekte fir die Interpretation
der negativen Zahlen.

Fir das Erlernen neuen mathematischen Wissens spielen die Referenzbereiche eine
zweifache Rolle. Im curricularen Wissensaufbau wird ihnen meist die Funktion von
schlissigen Modellen zugewiesen, aus denen man die Struktur des neuen Wissens
moglichst direkt ablesen mdochte; der autonome epistemologische Status des neuen
Wissens macht dies im Prinzip unméglich. Fir den Lernenden sind selbst solche Refe-
renzbereiche, die methodisch als zwingende Modelle prasentiert werden, zunachst
meist so etwas wie subjektive Erfahrungsbereiche [BAUERSFELD 1983], die es konstruk-
tiv anzueignen, zu erkunden und auszubauen gilt.

Entgegen der curricularen Intention sind Modelle somit nicht einfach eingéngige
methodischen Hilfen, vielmehr werden sie zu eigenen komplexen Lernanforderungen fir
den Lemenden, mit denen er sich eigenstandig auseinandersetzen mul3. Das zu erer-
nende neue Wissen ist an diesen Erfahrungsbereich gebunden und die Struktur des
neuen mathematischen Begriffs kann aus ihm nicht abstrahierend deduziert werden
[siehe SCHREIBER 1980]; anders als bei Modellen intendiert, sind Erfahrungsbereiche
keine logische Basis fiir das neue Wissen, vielmehr stehen sie gewissermafen "neben”
der mathematischen Struktur und sie dienen der Konstruktion des neuen Wissens,
indem sie als ausdifferenzierte Bereiche insgesamt vergleichend, analogisierend und
kontrastierend mit der intendierten mathematischen Struktur in Beziehung gesetzt wer-
den. Auf diese Weise kdnnen Referenzbereiche, als Erfahrungsbereiche verstanden
und nicht als methodische Modelle, der Vielschichtigkeit der Wissensentwicklung mit
ihren Konflikten, Briichen und Umdeutungen Rechnung tragen.

Im folgenden soll die Rolle von Modellen fir die negativen Zahlen analysiert werden,
und zwar einmal im Kontext des alltdglichen Mathematikunterrichts und dann im Rah-

‘vgl. den Vorschiag von H. BAUERSFELD an L. HEFENDEHL-HEBEKER, die “Rechenoperationen kurz und
abstrakt als ein Sprachspiel, das fir sich steht, ein(zu)fithren.” [HEFENDEHL-HEBEKER 1988, S. 11).
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men der curricularen Konstruktion. Vom Standpunkt der Entwicklung neuen Wissens
wird die Analyse deutlich machen, daB in Modellen fir die negativen Zahlen eine fun-
damentale epistemologische Umdeutung des Status der Modellgréen vorgenommen
werden muB3. Diese notwendige, neue Interpretation bei der Verwendung von Modellen
ergibt sich nicht aus der logischen Struktur des Wissens und stellt so einen Zusammen-
hang mit der Perspektive der Erfahrungsbereiche fiir die Entwicklung neuen Wissens im
Unterricht her.

21 Die "Verallgemeinerung” der Rechenregeln: Eine neue Festlegung der
Beziehung von Symbolen zu Referenzobjekten

In der vorliegenden Unterrichtsstunde (vgl. den Transkriptausschnitt im Anhang, die
gesamte transkribierte Unterrichtsstunde ist beim Autor erhaltlich) hat der Lehrer auf der
Basis eines anderen einfachen Modells versucht, eine produktive Balance herzustellen
zwischen der Notwendigkeit, daf3 die Schiler und Schiilerinnen in (teils konkreten) sub-
jektiven Erfahrungsbereichen lernen und dem epistemologischen Erfordemnis, daf3 der
Begriff der negativen Zahl einen formal-systemischen Standpunkt benétigt und dies
einen Umbruch von konkreten zu relationalen Referenzobjekten zur Folge hat. Die
negativen Zahlen werden durch konkrete Marken reprasentiert, die in roter und schwar-
zer Farbe vorliegen. Dieses Modell bedient sich der Vorstellung, daB es neben den
schwarzen Zahlen (die auch interpretiert werden als "Guthaben", "Geldbetrag®, natiirli-
che Zahlen) auch rote Zahlen (als "Schulden”, negative Zahlen) gibt. Eine Anzahl von
roten Platichen oder gezeichneten roten Punkten stellt gerade diese Zahl dar. Addition
und Subtraktion in diesem Bereich der konkreten Marken wird Ublicherweise durch Hin-
zufiigen oder Wegnehmen solcher Marken erklart. Zu einer Anzah! a von schwarzen
Marken addiert man eine Anzahi b von schwarzen Marken, indem man b Steinchen hin-
zufiigt. Auch die "eingeschrénkte” Subtraktion ist méglich. Man kann von einer gréBeren
Zahl von Steinchen eine kleinere Zahl von Steinchen subtrahieren, indem man diese
Anzahl wegnimmt. Die Operationen der Addition und Subtraktion (im eingeschrankten
Sinne) 1aBt sich auf die roten Steinchen libertragen.

Dieses Modell entstammt dem Arbeits- und Verstehenskontext der natiirlichen Zahlen
und wird in einem ersten Schritt "symmetrisch” auf die roten Steinchen Ubertragen. Des
weiteren wird eine "Spielregel” folgender Ar eingefihrt: Eine Anzahl schwarzer Stein-
chen wird durch eine gleichgroBe Anzaht roter Steinchen aufgehoben und ergénzt sich
so zu Null (hier spielt z.B. die Vorstellung von Guthaben und Schulden, die sich gegen-
seitig aufheben, eine mogliche Erklarungsrolle). [val. zu diesem Modell SEMADENI 1984
und die Kritik von MALLE 1988].
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Im Rahmen dieses Modells roter und schwarzer Steinchen mit den eingeschrankten
Additions- und Subtraktionsregeln sowie der Regel des Aufhebens gleichvieler roter und
schwarzer Steinchen wurden im Unterricht Verallgemeinerungen der Rechenregeln von
Addition und Subtraktion (samt ihren Erweiterungen) fir den ganzen Bereich roter und
schwarzer Steinchen (also der negativen Zahlen in einer quasi-konkreten Repréasenta-
tionsform) beispielhaft eingefiihrt. Zunachst die Verallgemeinerung der eingeschrankten
Subtraktion: Ist es maglich, auch Zahlen zu subtrahieren, die gréBer sind als der Minu-
end?

Die erste Regel:

(1a) schwarza- schwarzb=rotb-rota

1aBt sich im Rahmen des Modells folgendermaBen herleiten: Man hat a schwarze Stein-
chen liegen, von diesen Steinchen kann man jedoch nicht b schwarze Steinchen weg-
nehmen; diese Form der Subtraktion war bisher unzuléssig. Um genau b schwarze
Steinchen wegnehmen zu kdnnen ist es notwendig, nochmals (b-a) schwarze Steinchen
hinzuzufligen. Dies geschieht in Form der Hinzufligung einer “"kiinstlichen” Null entspre-
chend der Regel des Aufhebens, d.h. von gleichviel schwarzen und roten Steinchen
(jeweils (b-a)).

1) Ausgangssituation:
008000080 ... 0000

a schwarze Steinchen

2) Hinzufligen einer "kiinstlichen* Null (um genau b schwarze Steinchen wegneh-
men zu Kénnen)

[ XXX XN X Juuwwesen ¥ X X 1 J
seccssee ®eee 0000000 ......00000,

a schwarze Steinchen {b-a) schwarze und rote Steinchen (=0)

3) Ergebnis (nach der Wegnahme von b schwarze Steinchen)
0000000 ... 00000

(b-a)rote Steinchen

Auf diese Weise erhélt man die Regel:

schwarza-schwarzb=rotb-rota,
oder in wortlicher Umschreibung: *"Wenn die hintere Zahl in der Subtraktion gréBer ist,
so dreht man die Zahlen um und verdndert ihre Farbe und filhrt dann die Subtraktion

aus’.
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Die entsprechende Regel fir die Subtraktion von roten Zahlen (mit b>a) erhalt man auf
die gleiche Weise unter Austausch der Farben:
(1b) rot a - rot b = schwarz b - schwarz a.

Die weiteren Verallgemeinerungsregeln betreffen die jetzt méglichen gemischten Ope-
rationen, in denen schwarze und rote Steinchen gleichzeitig auftreten. Das sind im Kern
die beiden folgenden Regeln:

(2a) schwarz a - rot b = schwarz a + schwarz b
(3a) schwarz a + rot b = schwarz a- schwarz b

{ bzw. (2b) rot a - schwarz b

und (3b) rot a + schwarz b
die wieder auf die gleiche Weise unter Austausch der Farben hergeleitet werden wie die
Regeln (2a) und (3a)).

Unter Benutzung der schwarzen und roten Steinen geschieht dies folgendermafen:
Regel (2a) schwarz a - rotb = schwarz a + schwarzb

1) Ausgangssituation
sG0OGOGOGOGIS .. oo e

a schwarze Steinchen

2) Hinzufigen einer "kinstlichen" Nult (um genau b rote Steinchen wegnehmen zu
kénnen)

AL X I AR D] eooe 0000000 ...

a schwarze Steinchen

bschwarze und b rote Steinchen
3) Ergebnis (nach der Wegnahme von b roten Steinchen)
000QCOOOS - 0000 000800000

NS

a+b schwarze Steinchen
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Regel (3a) schwarza +rotb = schwarza-schwarzb

1) Ausgangssituation
OOOOOSS ... ... 0SOe 0000000 ... . 1-X-1-X- ]

a schwarze Steinchen plus b rote Steinchen

2) Diese Konfiguration kann nicht konkret operativ veréandert werden; sie soll einer
Konfiguration gleich sein, die die Differenz

‘ a schwarze Steinchen - b schwarze Steinchen
darstellt. Wir operieren jetzt vom Ergebnis her, bzw. versuchen, aus der rechten
Seite mit unseren konkreten Operationen die linke Seite der Gleichung herzuleiten.
Dazu wird wieder eine "kinstliche"” Null an a schwarze Steinchen angehangt, um b
rote Steinchen wegnehmen zu kénnen:

aschwarze Steinchen
brote + b schwarze Steinchen (=0)

3) Werden von dieser Konfiguration b schwarze Steinchen entfernt (subtrahiert), so
erhélt man die Ausgangskonfiguration, bzw. die linke Seite der Gleichung:

"schwarza +rotb
Xyl 0000 0000000 ..c...... 00060

aschwarze Steinchen plus b rote Steinchen

Die Herleitung der Regel (3a) zeigt, daB die bisher verfolgte Arbeitsweise des konkreten
Hinzufligens und Wegnehmens fir Addition und Subtraktion nicht mehr problemlos
funktioniert. Es muf jetzt notwendigerweise von einem "Systemstandpunkt" ausgegan-
gen werden, d.h. man muB schon das Resultat seiner intendierten Operation kennen,
um so den Rahmen von scheinbar empirischen, operativen Tétigkeiten des Hinzufiigens
und Wegnehmens aufrechterhalten und das Resultat:

schwarz a + rot b nachweisen zu kénnen.

Das Ergebnis beider Regeln 148t sich folgendermafen sprachlich ausdriicken: "Ist bei
Additionen oder Subtraktionen mit schwarzen und roten Zahlen die hintere Zahl rot
(bzw. schwarz), so kehrt man das Rechenzeichen und die Farbe der hinteren Zaht um.”
In der bekannten Notation:

fur die Regeln (2a, 3a): ay(-b)=azxb

for die Regeln (2b, 3b): (-a)y b=(-a) £ (-b).
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Die hier vorgestelite Herleitung der Regeln des Addierens und Subtrahierens von
schwarzen und roten Steinchen (bzw. positiven und negativen Zahlen) vollzog sich im
Unterricht auf einer vertrauten konkreten Operationsebene des Wegnehmens und Hin-
zufiigens von Plattchen fir einige Beispielaufgaben (nicht unter der Vorstellung
“variabler* Zahlen fiir a und b). Diese Operationen wurden durch die Regel des Aufhe-
bens ergénzt. In ihren Arbeiten zur Einfihrung der negativen Zahlen benutzt Frau
HEFENDEHL-HEBEKER auch das Plattchenmodell [HEFENDEHL-HEBEKER 1989b, 1990]
und beschreibt seinen epistemologischen Status folgendermaBen: "In diesem Modell
kann man das urspriingliche Versténdnis der Addition und Subtraktion als Hinzufligen
und Wegnehmen beibehalten, wenn man den Kunstgriff der geeigneten Ergénzung
nullwertiger Punktepaare einbezieht.” [HEFENDEHL-HEBEKER 1990, S. 98]. Analysiert
man die epistemologische Bedeutung des "Kunstgriffs der geeigneten Erganzung null-
wertiger Punktepaare” (auch mystifizierend als "Killermethode" im Mathematikunterricht
bezeichnet), so stellt man fest, daB im Grunde mit der hier gegebenen Beschreibung
-eigentlich nur eine methodische Absicht zum Ausdruck kommt, wie sie im Unterricht
angezielt wird. Genau genommen besteht namlich ein epistemologischer Widerspruch
zwischen dem "urspriinglichen Versténdnis der Addition und Subtraktion als Hinzufligen
und Wegnehmen" und der "Regel des Aufhebens”.

Zunéchst kann man feststellen, daB alle abgeleiteten Regeln Varianten dieser Regel

des "Authebens” darstellen: Immer geht es darum, die negativen Zahlen (rote Steinchen

oder Gegenzahlen) durch positive Zahlen zu ersetzen bei gleichzeitigem Verandern des

Operationszeichens. Das heift, es ging um eine Verallgemeinerung der Gleichung:
schwarza +rota=0.

Diese mathematische Beziehung wird im Unterricht jedoch nicht in Form einer Glei-
chung, sondern mit Hilfe der scheinbar so konkreten Steinchen reprasentiert:

000000
(XX X XY X J

schwarza +rota

Diese Darstellung suggeriert den Schilern und Schilerinnen, es handele sich hier um
konkrete Objekte, die man hinzufligen oder wegnehmen kann, doch im Kern wird der
Status der in dieser Darstellung benutzten Objekte radikal geandert. Obwohl es weiter-
hin die bekannten Piattchen sind, &ndern sie sich nun zu einem echten mathematischen
Symbol (genauso wie ein Zahizeichen oder ein Buchstabe). Dafiir gibt es mehrere
Griinde: Die Null ist nicht auf derselben Bedeutungsebene in diesem Plattchen-Modell
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reprasentiert, wie etwa die 5 durch 5 Plattchen; die Null bedeutet in diesem konkreten
Verstandnis "Nichts* und wirde durch kein (bzw. null) Plattchen dargestellt. Die hier ge-
gebene Darstellung der Plattchen symbolisiert die Null, sie "ist" nicht die Null. Diese In-
terpretationsweise, nach der schon von Anfang an die Plattchenkombination der Regel
des Aufhebens ein mathematisches Symbol ist, bedeutet, dai die Null als "Beziehung"
zwischen anderen mathematischen Objekten behandelt wird. Die Null ist nicht ein kon-
kretes Objekt (Plattchen), sondern eine mathematische Beziehung. Zugleich gibt es
"viele" Nullen, d.h. unendlich viele konkrete Darstellungen der Null durch Plattchen-
kombinationen, was auch dem "urspriinglichen Versténdnis" der Zahlen entgegensteht;
es handelt sich bei der so symbolisierten Null um eine Form von Variable (eine Klasse
von Differenzen, wie man sie in anderen Modellen der negativen Zahlen benutzt).

Schon die Darstellung der Regel des Authebens in Form einer Gleichung (im algebrai-
schen Sinne) bewirkt eine verénderte Interpretation. Eine Verallgemeinerung ergibt sich
durch "Formelumstellungen® in Gleichungen auf folgende Weise:

schwarza =-rota.
Was nun

-rota

darstellt, ist im Rahmen des empirisch-operativen Vorgehens nicht einfach zu beschrei-
ben, d.h. es muBte formuliert und erklart werden als ein Wegnehmen von a roten Stein-
chen. Im Kontext von Schulden wiirden Schiiler und Schiilerinnen vielleicht versuchen,
folgende Deutung zu geben: "Es wird der Betrag von a Schulden erlassen.® Damit ist
jedoch noch nicht erklart, daB3 dies zu einem Betrag von a Guthaben wird, wie es die
Gleichung ausdrickt: - rot a = schwarz a. Eine konkrete Frage wie z.B.: "Wovon wer-
den diese Schulden weggenommen?" gehdrt gar nicht mehr in den Rahmen der Glei-
chung. Diese Gleichung - rot a = schwarz a macht negative Zahlen zu "echten® Zahlen
(rechts steht eine schon bekannte Zahl), zu eigenen Denkgegenstdnden [MALLE 1988]
und &t sie nicht blof3 in einem vermeintlich konkret-operativen Rahmen existieren (der
durch Schulden etc. veranschaulicht wird).

Dieser Gesichtspunkt wird noch deutlicher, wenn man sich den impliziten Gebrauch der
Gleichungen und des Gleichheitszeichens klarmacht [vgl. WINTER 1982]. Betrachten wir
von diesem verallgemeinerten Blickwinkel her nochmals die Ableitung der ersten Rege!:
schwarza - schwarzb =rotb - rota.
Man ist mit schwarz a (a schwarzen Steinchen) gestartet, hat etwas hinzugefiigt und
weggenommen und gelangte dann zu einem Ergebnis der Form rot b - rot a . Diese
Gleichheit ist sozusagen eine Gleichheit als Rechenergebnis; implizit wird die "Ergeb-
nisauffassung” des Gleichheitszeichens benutzt. Sieht man jedoch die Gleichheit als
formal-symmetrisch, so miBte schon jetzt deutlich werden, daB die umgekehrte Bezie-
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hung auch gilt, namlich rot a - rot b = schwarz b - schwarz a. Im Rahmen der empirisch-
operativen Vorgehensweise mifite diese Gleichung als ein eigenstandiger Fall nach-
gewiesen werden.

Ein grundlegendes epistemologisches Problem bei der konkreten Herleitung der Regeln
des Addierens und Subtrahierens negativer Zahlen mit Hilfe des Plattchenmodells liegt
darin, da man mit dem "Kunstgriff der geeigneten Ergénzung nullwertiger Punkte-
paare” letztlich mathematische Symbole einfiihrt, die jedoch aufgrund ihrer konkreten
Darstellungsmittel nicht als solche im Unterricht erkannt und verstanden werden. Figt
man wie oben in den drei beispielhaften konkreten Herleitungen geschehen, in
"geeigneter" Form Nullen ein, so erhélt man eine Mischform von Zahlen als konkreten
Objekten und Zahlen als Symbolen. Dies wird nicht thematisiert, da auch die symbolisch
reprasentierte Null sofort wieder in ihre beiden konkreten Bestandteile (sie existierte als
deren mathematische Beziehung) zerlegt wird, um erneut dem urspringlichen Ver-
sténdnis entsprechend Plattchen wegnehmen zu kdnnen. Das dann erhaltene Ergebnis
scheint die unzureichende Bedeutungsvorstellung der Null zu rechtfertigen.

Die konkreten roten und schwarzen Steinchen miissen sofort bei Benutzung der Regel
des Aufhebens in veranderter Weise genutzt werden. Sie sind nicht mehr Gegensténde,
mit denen man direkt empirisch operiert, sondern im Grunde symbolisch verwendete
Marker, die "fir etwas" stehen sollen. Waren die Steinchen im Bedeutungs- und
Gebrauchskontext der natiirlichen Zahlen *gleichzeitig" Gegenstand der Anwendung
und Interpretation sowie Zeichen der mathematischen Operation, so wird eine Trennung
zwischen Zeichen- und Gegenstandsaspekt der Steinchen beim Ubergang zu den
negativen Zahlen erforderlich.

Im Verstandnis der Schiiler und Schilerinnen dominierte jedoch die konkrete Vorstel-
lung, wie sie vom Gebrauch der natirlichen Zahlen bekannt war; auch die sprachlich
gegebenen Formulierungen fir die Rechenregeln mit den roten und schwarzen Stein-
chen, die sie an einfachen Zahlbeispielen hergeleitet hatten, trugen zu dieser an
konkreten Ideen des "Hinzufiigens”, “Wegnehmens", des "Mehr als", des "Weniger als"
etc. entwickelten Interpretation bei. Diese Verstehensprobleme im Mathematikunterricht
erinnern an die in der Geschichte der negativen Zahlen zu beobachtenden Hindernisse,
insbesondere an das Problem der “Stagnation au stade des opérations concrétes*
[GLAESER 1981, S. 308]. Zudem muB man bedenken, daf3 etwa bei notwendig werden-
den Begriindungen und Erklarungen fiir falsch benutzte Regeln, immer wieder auf diese
eingangs eingeflihrte konkrete Darstellungsform zurlickgegriffen wurde, was natirlich
die empirisch orientierten Konnotationen verfestigte. Damit werden nicht nur die
bekannten natirlichen sondern auch die neuen negativen Zahlen in Form roter Platt-
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chen wie pseudo positive GréBen interpretiert (Schulden), was &hnlich wie in der
Geschichte die Uberwindung des konkreten zu einem relationalen Versténdnis des
Zahlbegriffs auBerordentlich erschwert [vgl. SCHUBRING 1888]. Im folgenden Abschnitt
wird aus der vorliegenden Unterrichtsstunde eine Passage analysiert, die diese Span-
nung zwischen den konkreten interpretativen Vorstellungen der Schiiler und Schilerin-
nen und den notwendigen begrifflichen Verallgemeinerungen exemplarisch aufzeigt und
zudem deutlich macht, wie in der alltaglichen Unterrichtsinteraktion mit diesem "episte-
mologischen Bruch” umgegangen wird.

2.2 Die "Verallgemeinerung” des "GroBer"-Begriffs — Analyse einer
Unterrichtsepisode

In der vorliegenden Unterrichtsstunde wird die Spannung zwischen den konkreten
Begriindungskontexten und den notwendig werdenden Veraligemeinerungen an ande-
ren Begriffsaspekten der negativen Zahlen deutlich, als es im vorigen Abschnitt an den
Rechenregeln aufgezeigt wurde. Fir die Verallgemeinerung der "eingeschrankten” Sub-
traktion wurde die erste Regel (Regel 1a und 1b) in der vorhergehenden Unterrichts-
stunde beispielhaft eingefiihrt. Im Verlaufe dieser Unterrichtsepisode wird sie wiederholt
und in einer neuen Aufgabe benutzt.

Die vorliegende Episode 148t sich in folgende Phasen und Unterphasen gliedern:

| 1. Ph 1-37): Wiederholung der verallgemeinerten Subtraktionsregel
1 Unterphase 1.1 (1~ 19): Wie lautet die allgemeine Subtraktionsregel?
; Unterphase 1.2 (19 - 37): Anwendung der allgemeinen Subtraktionsregel

in den Hausaufgaben
2. Phase (46 — 145):  Rechnen mit Kontostanden: Wie groB ist der Unterschied
zwischen rote 17 und rote 3,47
Unterphase 2.1 (46 — 103): Besprechung der Aufgabenlésung in einer
Tischgruppe
Unterphase 2.2 (104 — 145):  Prasentation der Aufgabenldsung an der Tafel

Die verallgemeinerte Subtraktionsregel, wie sie im Unterricht erarbeitet wurde, wird in
der Unterphase 1.1 schlieBlich vom Lehrer resiimierend so formuliert:

16 L: Ja, wenn beide dieselbe, dieselbe Farbe haben, beide Zahlen .. und
17 die hintere Zah! ist gréer, dann setzen wir die an den Anfang und
18 verandem die Farbe von beiden Zahien.
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Diese Regel wird nochmals ausfithrlich an einem Beispiel aus den Hausaufgaben
besprochen; am Ende der Unterphase 1.2 leitet der Lehrer zu der zweiten Regel tber.

Spater in der Unterrichtsstunde werden Aufgaben zu Kontostanden in Einzelarbeit
berechnet. Von dem “gréBeren" Kontostand (Repréasentant fiir eine ganze Zahl) soll der
"kleinere” Kontostand subtrahiert werden. Die Unterrichtsinteraktion der 2. Phase macht
Begriindungen und hinterliegende Vorstellungen deutlich, die bei Gebrauch der verall-
gemeinerten Subtraktionsregel nun ins Spiel kommen. In der Unterphase 2.1 versucht
der Lehrer im Gespréch mit einem Schiiler herauszuarbeiten, daB die rote 17 kleiner
(geringerer Kontostand) ist als die rote 3,4, entgegen der bisher benutzten empirischen
Interpretation von *mehr” und “weniger". Schilielich akzeptiert der Schiller diesen Vor-
schlag und beginnt zu rechnen: rote 3,4 - rote 17.

In der Unterphase 2.2 wird nun fir alle Schiiler und Schiilerinnen vorne an der Tafel die
“korrekte" Losung der Aufgabe vorgefihrt. Die Schiilerin Daniela geht zur Tafel und
schreibt:

rote 17 < rote 3,4; dann rechnet sie: rote 3,4 - rote 17 =17 - 3,4 = 13,6.

Diese Lésung entspricht formal den vom Lehrer gestellten Erwartungen, ist jedoch zu
schnell vorgetragen und deshalb wird sie noch einmal Schritt fiir Schritt diskutiert [vgl.
zu diesem Interaktionsmuster der “Gberkompletten Darstellung” JUNGWIRTH 1991].

Der Lehrer nimmt wieder die fragend-entwickelnde Interaktion mit der Frage auf: *Sind
alle einverstanden?” (115) und im folgenden richtet er das Augenmerk auf den zentralen
Punkt: Welche der beiden Zahlen ist die groBere? “Ist siebzehn tatsachlich der niedri-
gere Kontostand gegenlber drei Komma vier" (119/20), und *.. Normalerweise ist doch
siebzehn ... mehr als 3,4" (122, 124). Auf diese Fragen, die indirekt schon die korrekte
Antwort suggerieren, geben die Schiler und Schiilerinnen Begriindungen, die sich des
Schulden-Modells, des Zahlenstrahls und der rot gefarbten Plattchen bedienen. Die
vorgetragenen Begriindungen werden vom Lehrer akzeptiert und benutzt, um die "rich-
tige" Subtraktionsaufgabe zu formulieren: "Und wir miissen vom héheren Kontostand
den kleineren abziehen, deswegen miissen wir rechnen drei Komma vier minus sieb-
zehn.” (135 - 137).

Nachdem die "richtige” Subtraktionsaufgabe fir die beiden Kontostande gefunden
wurde, stellt sich sofort die Frage nach der nun fur die weitere Rechnung benutzten
Regel: "Welche Rege!l wurde denn hier angewendet?* (137/8). Eine Schiilerin antwortet
"Die erste.” Und ohne nochmals die Begriindung fiir die Anwendung der ersten Regel
zu erwéhnen faflt der Lehrer zusammen:
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143 L: Wirhaben die Farbe gedndert und die Reihenfolge der beiden Zahlen,
144 das ist die erste Regel .. und der Rest ist dann ja leicht. Das kdnnen
145 wir ja.

Im Verlaufe des Gebrauches der erlernten verallgemeinerten Subtraktionsregel entste-
hen unter der Hand zwei gegensétzliche Interpretationen von dem, was gréBer bzw.
kleiner ist. Zunachst wird fiir die Konstruktion der *"richtigen” Subtraktionsaufgabe ben-
tigt: rote 17 < rote 3,4. Im Bedeutungsrahmen der Anordnung auf der Zahlengeraden
wird diese Eigenschaft in der Unterrichtsinteraktion mehrfach begriindet ((77-94), (119-
135)). Dann wird fir die Benutzung der Regel (1) die am Anfang der Unterrichtsstunde
explizit diskutierte Voraussetzung verwendet: Die hintere Zahl (rote 17) ist gré3er als
die vordere (rote 3,4); dies geschieht im Kontext einer empirischen Auffassung von
gréBer: 17 rote Steinchen sind mehr als 3,4 rote Steinchen. Ausgehend von einer
empirisch-operativen Kennzeichnung von gréBer (als *mehr vorhanden®; dies gilt
sowohl im Bereich der schwarzen wie der roten Steinchen) wird eine einheitliche
Verallgemeinerung von *gréBer' und “kleiner” fiir den gesamten Bereich der ganzen
Zahlen erforderlich.

Wie kann es zu dieser gegensatzlichen Interpretation von "gréBer” und “kleiner® kom-
men? Liegt hier nur ein methodischer Fehler des Lehrers vor und bei sorgféltigerer Vor-
bereitung wére es zu diesem Bedeutungsbruch erst gar nicht gekommen? Fir die Addi-
tion und die Subtraktion hatte man diesen Gegensatz methodisch gewi3 vermeiden
kénnen, wenn man sofort mit dem vollstandigen Zahlenstrahl und der "Vektoraddition®
[vgl. HEFENDEHL-HEBEKER 1989b] als Ausgangsmodell angefangen hatte. Im folgenden
soll die gerade analysierte Unterrichtsepisode jedoch nicht einfach methodisch korrigiert
werden; sie bietet einen guten AnlaB, ein wichtiges Problem in der Entwicklung neuer
mathematischer Begriffe in der Unterrichtsinteraktion zu untersuchen: Welche Beziige
und Verschiebungen gibt es zwischen den mathematischen Symbolen samt ihren Ope-
rationen und den entsprechenden Referenzkontexten?

Betrachtet man noch einmal den letzten Abschnitt der Episode (127 - 145), so erstaunt
doch, wie problemlos von der einen "gréBer” Interpretation zu der anderen gewechselt
wird. Es ist nicht anzunehmen, daB die fur die Anwendung der verallgemeinerten Sub-
traktionsrege! notwendige Interpretation einfach an dieser Stelle vergessen wurde, auch
wenn sie hier nicht mehr explizit ausgesprochen wurde. Vielmehr wurde sehr wahr-
scheinlich hier — wie so oft im Mathematikunterricht erforderlich — ein Wechsel in der
Beziehung zwischen den Symbolen und den Referenzkontexten volizogen. Zunéchst
werden die rote 17 und die rote 3,4 als Kontostéande verstanden, die auf dem Zahlen-
strahl reprasentiert werden. Dies erméglicht es, die erste Teilaufgabe zu bearbeiten: die
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richtige Subtraktionsaufgabe rote 3,4 — rote 17 aufzuschreiben. Dann wechselt die
Interpretation der Beziehung zwischen den Symbolen und den Referenzobjekten: Rote
17 und rote 3,4 sind Steinchen von roter Farbe, damit ist rote 17 mehr als rote 3,4; die
verallgemeinerte Subtraktionsregel (1) darf benutzt werden und liefert ein Rechener-
gebnis.

Interessant ist es, daB offenbar das Schulden-Modell in dieser Interaktion je nach Per-
spektive als Referenzkontext fr beide Interpretationen von *groBer” dient. Werden die
Schulden als Kontostande auf dem Zahlenstrahl notiert, so ist rote 17 kleiner als rote
3,4, werden die Schulden als eine Anzahl roter Steinchen gesehen, so sind rote 17
mehr als rote 3,4. Das von Beginn an benutzte konkrete Modell der Schulden scheint so
etwas wie eine "zweideutige” Funktion zu haben. Beschreiben wir deutlicher die Bezie-
hungsstruktur zwischen den mathematischen Symbolen und beispielhaften Referenz-
kontexten fiir den Ubergang von den natiirlichen zu den ganzen Zahlen (far die Addition
und die Subtraktion).

natiidiche Zahlen ganze Zahlen
Symbole und
Operationen
0,1,2,3,.. o | 458,02, 1,
10,11, .. »10,1,23,..
+, - +, -
A

Referenzkontexte

Anzahlen von
i Schulden und Zahlenstraht
R o orien Guthaben Additior;,
Vermghr en gen. Hinzufugen, Vettoraqdmon
i Wegnehmen Subtraktion:
Subtraktion: Wegnehmen, und e Regel des Addition des
Verringem Aufhebens Gegenvektors

Die in der Episode beobachtete gleichzeitige Existenz zweier - kontrérer - Interpretatio-
nen von "groBer” und "kleiner" hangt mit den je verschiedenen Referenzkontexten bzw.
den interaktiv konstituierten verschiedenen Erfahrungsbereichen, zusammen. Zum
einen sind Schiler und Schilerinnen haufig nicht in der Lage oder sehen aufgrund ihrer
verschiedenen subjektiven Erfahrungsbereiche auch nicht die Notwendigkeit, einen
“formalen® Widerspruch als solchen zu erkennen; zum anderen sind geschickte Wech-
sel der Referenzkontexte und damit veranderte Interpretationen der mathematischen
Symbole in vielen Rechnungen, die man durchifiihrt oft von Vorteil, anstatt mit dem “uni-
versellen” Referenzkontext die Interpretation der Symbole vorzunehmen. Von Bedeu-
tung ist dabei der jeweilige epistemologische Status des Modells, der zur Interpretation
der Symbole benutzt wird; dominiert eher ein emipirisch-konkreter Charakter oder han-
delt es sich um eine Art relationalem Modell?
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Im Wechsel von einem konkreten Referenzkontext der natirlichen Zahlen zu einem
relationalen Referenzkontext der ganzen Zahlen zeigen sich somit beispielhaft im
"{Joergangs-Referenzkontext" von "Schulden und Guthaben, Hinzufigen, Wegnehmen
und Regel des Aufhebens" gegensatzliche Interpretationen von “gréBer” und “kleiner”
und gemischte epistemologische Bedeutungen der Darstellungsmittel und Zeichen, die
quasi in sich den Umbruch von einer konkreten zu einer relationalen Referenz beinhal-
ten. Im Zuge der Einfihrung der negativen Zahlen werden hier beispielhaft beim
"GroBer"-Begriff die epistemologischen Konflikte, Umbriiche und Umdeutungen des
Wissens sichtbar, wie sie im Verlaufe des alltaglichen Unterrichts interaktiv ausgebildet
werden.

3. Die Rolle von Modellen: Konkrete Sachsituationen, Permanenzprinzipien
oder relationale Diagramme?

Die folgende Analyse von Modellen fur negative Zahlen erfolgt nicht primar mit der
Intention, die unmittelbare, methodische Brauchbarkeit dieser Modelle fur ihren
problemlosen Einsatz im Unterricht zu bewerten, sondern hat vor allem ihre besonderen
epistemologischen Charakteristika im Auge. Die unterrichtliche Verwendung solcher
Modelle macht z.B. weitere curriculare Uberlegungen bis hin zu Planungen fir Unter-
richtsreihen erforderlich [vgl. VIET & RAGNITZ 1970; VIET 1971].

Unter der Kennzeichnung "Modell fiir die negativen Zahlen” lassen sich im wesentlichen
drei Typen klassifizieren:

(1) modellierende Strukturen in Sachsituationen

(2) Modelle auf der Basis geometrischer oder arithmetischer Permanenzprinzipien

(3) Modelle als eigenstéandige Reprasentationen der ganzen Zahlen (fur die Addition
und die Muiltiplikation)

Diese Klassifikation erfolgt nicht nach dem Gesichtspunkt, ob sich z.B. zwischen den
Modellen formal strukturelle Isomorphien herstellen lassen oder nicht (wie etwa zwi-
schen dem Schulden- und dem Differenzenmodell); die Unterscheidung richtet sich
vielmehr nach der jeweiligen Ontologie, die einem Modell zugeschrieben wird.

Zu den Modellen des ersten Typs gehoren insbesondere die schon erwéhnten "Schul-
denmodelle”, "Temperaturen”, "Hohendifferenzen”, *Zuwachs-Abnahme-Modelle® etc.
[vg. SPIESS 1989]. Diese Modelie unterliegen der Gefahr einer “zweideutigen® Interpre-
tationsweise der negativen GréBen, die hier ja empirisch-konkrete Bedeutung haben
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und deren relationale Deutung in diesem Sachkontext nicht selbstverstandlich ist, ahn-
lich wie in dieser Unterrichtsstunde beobachtet.

Zu den Modellen des zweiten Typs zihlen die arithmetischen Permanenzreihen
[WINTER 1989] und die auf dem Begriff der linearen Funktion basierenden geometrisch-
strukturierten Zahlenfelder im x-y Koordinatensystem [FREUDENTHAL 1989).

Beispiele fur die arithmetischen Permanenzreihen (fur die Addition und die Multiplikation
ganzer Zahlen) sind Tafeln der folgenden Art:

34+ 2 =5 3 - (4) = (12

3+ 1 = 4[4 2 . (4) = (-8)|+4
34+ 0 = 3[4 1 - (4) = (4)]+4
3+ (1) = 2[4 0 - (4) = 0 [+4
3 4+ (2) = 1[4 1) - (4) = 4 |+
3 +(3 = 0|1 (2 - (4) = 8 |+4
3 + (4) = (-1)]1 (-3) - (4) = 12 | +4

Das folgende Diagramm ist ein Beispiel fiir ein Modell, das auf dem geometrischen
Permanenzprinzip fir die Multiplikation der negativen Zahlen aufbaut [nach FREU-
DENTHAL 1989).

y=-3x

Jede der linearen Funktionen y=a-x stellt die Multiplikationen aller Zahlen (auch der
negativen) mit a dar; fir die Funktion y=-3-x erhélt z.B. man fur die Zahlen x= 2,1,0,-1,
-2, ... die Produkte: y= -6, -3, 0, 3, 6, ..., die man auch am Funktionsgraphen ablesen
kann.

Die Modelle auf der Basis geometrischer oder arithmetischer Permanenzprinzipien die-
nen vor allem zur plausiblen Ausweitung der Rechenregeln auf den neuen Bereich der
ganzen Zahlen und sollen Argumente dafir liefern, daf3 neue Regeln, wie *minus mal
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Kann man die Differenzen "ausrechnen® so erhalt man die positiven Zahlen, z.B. (8,5) =
(8-5,0) = (3,0) (diese Zahlenpaare stellen alle dieselben Differenzen dar); sind die Diffe-
renzen im bisherigen Kalkil nicht bestimmbar, so erhalt man die negativen Zahlen, z.B.
(5,8) = (0,3) als ein “ausgezeichnetes" Zahlenpaar aus dieser Restklasse. Wie werden
diese “Zahlen" (durch Klassen reprasentiert) addiert (subtrahiert) und multipliziert
(dividiert)?

Definition der Addition:
" (ab)+(cd):=(a+c,b+d)
Definition der Multiplikation;
(a,b) - (c,d) := (a-c + b-d, a-d + b-g)

Die Definition der Addition ist vor dem Hintergrund der "Differenzen” ldee plausibel;
demgegeniber 143t sich die Multiplikation nicht so einfach als "verninftig" darstellen. Zu
ihrer "plausiblen Herleitung” benétigt man Vorstellungen tber die Eigenschaften, die
man gerade den ganzen Zahlen zuschreiben méchte. Man kdnnte etwa so Gberlegen:
Die Zahlenpaare sind Differenzen, die nun ausmultipliziert werden sollen:

(a,b) - (c,d)=(a-b). (c-d)=ac-bc-ad+bd=(ac + bd, bc + ad)
Die hier benutzten Rechenregeln sind noch nicht allgemein verifizier, sie dienen nur als
eine heuristische 1dee und ein plausibles Argument. Diesen diffizilen Ubergang bei der
Einflhrung der neuen Regeln kann man so beschreiben: die neuen Rechenregeln wer-
den auf der Basis der alten Regeln plausibel definiert, indem man die (allgemeinen)
Operationsregeln der Gleichungen (aus der elementaren Algebra) postulierend benutzt.

Die Einfihrung der Multiplikation der Differenzen

(a-b)-(c-dy=ac-bc-ad+bd
(mita >b >0, c > d > 0) kann man durch folgendes Diagramm unterstitzen:

oy
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minus gleich plus®, vern{inftige Verabredungen sind. Diese Modelle nutzen mathemati-
sche Strukturen und nehmen dabei keinen Bezug auf Sachsituationen.

Die Modelle des dritten Typs, die eigenstidndige Représentationen der ganzen Zahlen
darstellen, unterscheiden sich von den vorherigen darin, daf} sie die ganzen Zahlen
jeweils (in einer arithmetischen oder geometrischen Struktur) als neue mathematische
Objekte reprasentieren und auch die Operation mit diesen Objekten wird geman den
Eigenschaften des Modells dargestellt.

Das fiir die Addition (und die Subtraktion) ganzer Zahlen bekannte Modell ist der Zah-
lenstrahl mit der Vektoraddition. Hier reprasentieren die Vektoren die ganzen Zahlen,
die Vektoraddition ist eine die Addition (und Subtraktion) der ganzen Zahlen erklarende
und begriindende Operation; dabei werden geometrische Eigenschaften der Vektoren in
diesem Modell herangezogen.

NANNARA AN

b L

—.

(a+b)

Die beiden folgenden Modelle umfassen auch die Multiplikation und zeigen somit noch
deutlicher den Unterschied zu den vorherigen Modellen. Das erste kénnte man als
“Differenzen-Modell" bezeichnen, das zweite ist der “Negative Binar-Abakus" [nach
GARDNER 1973].

Die Idee des Differenzen-Modells besteht darin, da man im aligemeinen die Aufgabe
a — b = x in den natdrlichen Zahlen nicht I&sbar ist; also wird mit den Differenzen "a — b*
folgendermaBen gerechnet. Die ganzen Zahlen Z werdenauf diese Weise definiert:

Z={(ab)/a,be N}/_~

mit der Eigenschaft: (aby=(a\p) a+b=b+a'

Zu den Restklassen nach der Relation " = * gehdren alle die Zahlenpaare (a,b) welche
die gleiche "Differenz” darstellen; diese Klassen kdnnen (zunichst) als Halbgeraden in
der positiven Viertelebene dargestellt werden:
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Die so Uberlegte Multiplikationsvorschrift, die fir den bekannten Bereich der positiven
Zahlen glltig ist, wird nun "an den Anfang" gesetzt und fir "alle" Differenzen verallge-
meinernd definiert [vgl. MALLE 1988, S. 291].

Wenn das Produkt ausgerechnet wird:
(0,1) - (0,1) = (00 + 11,10+ 0-1) = (1,0).
erhalt man die Regel "minus mal minus gleich plus®.
Die Subtraktion und die Division werden durch die Addition bzw. die Muitiplikation mit
dem Gegen-Zahlenpaar definiert.

In diesem "Differenzen-Modell" werden die ganzen Zahlen durch Restklassen bzw.
durch Geradenstiicke repréasentiert; mit diesen Objekten wird im Modell addiert und
multipliziert nach Definitionen, die plausibel sind und eingeschrankt auf die Menge der
natlrlichen Zahlen mit der Ublichen Addition und Multiplikation {ibereinstimmen. In den
Restklassen gibt es ausgezeichnete Elemente, solche Paare, die an einer der Stellen
Null sind: (a,0) (positive Zahlen) und (0,b) (negative Zahlen). Es sind die Punkte auf der
x- bzw. y-Achse im geometrischen Modell, das man folgendermaBen erweitern konnte:

Wy 74

In diesem erweiterten Modell erkennt man, daB3 die ganzen Zahlen durch die ausge-
zeichneten Zahlenpaare gerade auf dem bekannten Zahlenstrahl représentiert sind: Far
die positiven Zahlen kann man (so weit wie bisher) auf die aiten Rechenregeln zurlick-
greifen; mit den "neuen* Zahlen rechnet man “ahnlich™ unter Berlicksichtigung der
arithmetischen "Ausnahme—Regeln®.

Dieses Modell der eigenstédndigen Repréasentation der ganzen Zahlen erhalt durch die
"richtige® Wah! der Addition und der Multiplikation sowie der Idee der Differenz, die
zudem geometrisch dargestelit wird, seine begriffliche Kraft.

Der Negative Bin&r-Abakus nutzt in geschickter Weise das (binére) Stelienwertsystem
und zur Reprasentation der Zahlen Steinchen auf einem Schachbrett, die nach einfa-
chen Regeln zur Simulation der Addition und Multiplikation manipuliert werden. [vgl.
GARDNER 1973).



298

H. Steinbring

Im "Positiven Binar-Abakus" werden z.B.
die Zahlen 53 und 19 so dargestellt:

128 64 32 16

8

q

2

An jeder der Positionen darf nur ein

Steinchen liegen; zwei Steinchen an

einer Position bedeuten, daB hierfar
eine Stelle "hoher” ein Steinchen

eingefugt werden muB3. Das Ergebnis

sieht so aus:

128

64

32

Die Addition beider Zahlen geschieht
durch "Zusammenschieben” der
Steinchen und anschlieend durch
Herstellen der "eindeutigen” Darsteliung
in diesem Stellenwertsystem:

ool 00

128 64 32 16 8 2 1

Ey

o o ‘

128 64 32 16 8 4 2 1

Die Multiplikation geht im "Bin&r-Abakus” folgendermaBen vor sich.

Die beiden zu multiplizierenden Zahlen

19 und 13 werden an den beiden

Seiten dargestellt, und an die
“Schnittstellen” im Brett werden

zusétzliche Steinchen gelegt:

128

64

32

Dann werden alle

Steinchen dia- Die eindeutige

Darstellung fuhrt
.zur Lésung:

gonal nach rechts
oben geschoben:

128

‘ 128
‘ 64

32

64

32

128 64 32 16

8

4

2

N}
[Ny

[Zur "Erklarung® dieser Multiplikationsregel siehe GARDNER 1973.]
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Auf der Basis des “Positiven Binar-Abakus" 1a53t sich der "Negative-Binar-Abakus" fol-
gendermafen erklaren: Die Zahlen werden nicht im Bindrsystem, sondern im Negativ-
Bindrsystem [vgl. KNUTH 1969] dargestelit.

Die Aufgabe 19 + (-52) wird Die Regel zur Herstellung einer ein-
2.B. so gelost: deutigen Zahidarstellung muB3 leicht

modifiziert werden: Im Beispiel heben
sich 2.4 und 1.(-8) auf; die 2-16 ist
64 164 + 1-(-32).

-128

-2

* oo @0%e o

8 76 64 32 15 5 =
4 Dies fahrt zu dem Ergebnis:
o 000 2
o6 000 ‘ | 00
Tiz6 64 32 16 6 4 -2 1 26 64 32 16 6 4 2 1

Ganz analog zum positiven wird im “Negativen Binar-Abakus" multipliziert:

Das diagonale Zusam-  Die eindeutige

menschieben der Darstellung zeigt
Berechnung des Produkts (-5)-(-7): Steinchen ergibt das Ergebnis 35:
~-128 -128 -128
64 ' 64 ‘ 64
-32 ‘ -32 ' -32
16 ' 16 16
0000 - G| -
a |- Q-
-2 Q) Q|
0000 L IR AR
-128 64 -32 16 -8 4 -2t 2 1 2 1

Zwei Aspekte macht der "Negative Binar-Abakus® fir die Diskussion um den epistemo-
logischen Status von Modellen fir die negativen Zahlen vor allem deutlich. in ganz aus-
gepragter Weise verandert sich hier die Rolle der Steinchen. Im Umgang mit den Stein-
chen und den zugehdrigen Tétigkeiten des Hinzuflgens und Wegnehmens war im
Unterricht die Intention verbunden, sich auf einen vermeintlich konkreten und natirli-
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chen Referenzkontext fiir die negativen Zahlen stiitzen zu kénnen. In diesem Modell
wird die notwendige Interpretation der Steinchen als abstrakte Symbole in einem
begrifflichen Netzwerk unumgénglich: Die Steinchen sind Marker, sie sind nicht in einem
unmittelbaren Sinne die Gegenstande der positiven und der negativen Zahlen, sie
reprasentieren diese Zahlen und selbst die ganz konkret und enaktiv durchgefiihrten
Manipulationen mit diesen Steinchen auf dem Brett simulieren die Operationen des
Addierens und Multiplizierens von ganzen Zahlen.

Desweiteren zeigt dieses Modell, daB3 die Schreibweise der Zahlen in einem Stellen-
wertsystem nicht blo3 eine dkonomische Kodierung darstelit, sondern ein begriffliches
System ist, dessen Entwicklungsstand zirkular von der Entwicklung des Zahibegriffs
selbst abhangt. In diesem Modell gibt es in der Tat "gleichberechtigte” und in ihrer
Kodierung nicht in negative und positive unterscheidbare Zahlen.

Die in diesem Abschnitt vorgenommene Analyse von Modellen fir die negativen Zahlen
hatte primar die Intention, den epistemologischen Status des in diesen Modellen repré-
sentierten mathematischen Wissens besser zu verstehen. In der Spannbreite zwischen
dem konkreten Modell der "Kontenfiihrung" und dem komplizierten Modell des "Negati-
ven-Binarabakus" wird exemplarisch die notwendige "Verschiebung" von einer empiri-
schen zu einer relationalen Deutung der mathematischen Begriffe sichtbar. Und je mehr
die im konkreten Modell intendierte explizite Begriindung der negativen Zahlen durch
eine implizite, relationale Definition ersetzt wird, umso stérker wird der zirkulare Begriin-
dungscharakter des mathematischen Wissens wirksam, wie er sich im epistemologi-
schen Zirkel zeigt. Und zudem &ndern sich — quasi unter der Hand — die Bedeutungen
der scheinbar so konkreten Trager des Wissens, der roten und schwarzen Steinchen,
der Schulden und Guthaben, der Zahiziffern, der Geraden und Pfeile, etc. zu Zeichen
fir echte mathematische Symbole.

Dies macht deutlich, daf3 insbesondere die "kompletten“ Modelie, welche die ganzen
Zahlen "vollstandig" représentieren, nicht schon flir sich genommen eine ausreichende
methodische Basis fir die curriculare Umsetzung im Unterricht sein kénnen. Von den
Schillern und Schillerinnen miissen diese Modelle notwendigerweise als artifizielle,
strukturelle Spiele interpretiert werden, deren begriffliche Begriindung man nicht
erschlieBen und verstehen, sondern nur hinnehmen kann.

4. Der epistemologische Status neuer Symbole: Probleme und Konsequenzen

Werden die drei im vorigen Abschnitt dargesteliten Typen von Modellen fiir die ganzen
Zahlen — teilweise in Kombination mit weiteren Veranschaulichungen und Bezligen —
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zum Lemen der negativen Zahlen benutzt, so dienen sie den Schillern und Schiilerin-
nen vor allem zur Konstruktion eigener Erfahrungsbereiche; sie bewirken zudem unter-
schiedliche Interpretationen vom epistemologischen Status der negativen Zahlen auf
der Grundlage verschiedenartig gestalteter Referenzkontexte.

In den Modellen auf der Basis von modellierenden Strukturen in Sachsituationen erhalt
die negative Zahl eine dhnlich objektive Art der Existenz, wie sie auch die positive Zahl
als eine GréBe in der Realitat besitzt; negative GréBen sind zwar "entgegengesetzt”,
dennoch gibt es sie scheinbar genauso wirklich, wie die positiven Zahlen. Sie haben
eine mythische Existenz als reale Ergénzung zu fehlenden positiven GroBen [vgl.
SEEGER & STEINBRING 1992].

Die Modelle auf der Basis von geometrischen und arithmetischen Permanenzprinzipien
trennen die Bedeutung und Entwickiung der negativen Zahlen und ihrer Operationen
zunachst von den Sachkontexten. Sachsituationen dienen hier nicht der begrifflichen
Fundierung der negativen Zahlen. Die zentrale Intention dieser Modelle ist die Begriin-
dung der Ubertragung und Ausweitung der bekannten Rechenoperationen auf den
neuen Bereich der ganzen Zahlen. Die ganzen Zahlen werden in diesen Modellen nicht
selbst als Modell-Elemente reprasentiert, sie werden vermittelt iber die Permanenz der
Operationen beschrieben. Die Zahl (-3) “existiert” nicht als eigenstandiges Element im
Modell, sie erhalt z.B. im Rahmen der linearen Funktion y= (-3)-x operative Bedeutung.
{(Ahnlich fir die Addition).

Je nach Intention der Einfilhrung der ganzen Zahlen im Rahmen von Modellen auf der
Basis von Permanenzprinzipien erhalten diese neuen negativen Zahlen ihre Bedeutung
durch Bezugnahme auf einen "gemischten” Referenzkontext. Die Operationen mit die-
sen neuen Zahlen sind eine Art "Fortsetzung" der bekannten Regeln, die sich dann
auch auf einfache "Ausnahme®-Regeln reduzieren lassen: Im wesentlichen der
Umgang mit der Kombination von “minus" und "plus" in Additions- und Multiplikations-
aufgaben bei "Klammer-Rechnungen” (sowie Wechsel von Operations- und Vorzei-
chen). thre begriffliche Bedeutung beziehen die negativen Zahlen in diesem Modell
wesentlich aus den zugelassenen Operationen und den begrifflichen Vorstellungen, die
mit den bekannten Zahlen verbunden werden, seien dies Vorstellungen aus konkreten
Sachkontexten, seien es arithmetische, strukturelle Ideen.

Modelle, in denen die ganzen Zahlen eigenstandig reprasentiert werden (fur die Addi-
tion und die Multiplikation) intendieren die Beschreibung von mathematischen "Objek-
ten” und ihren Operationen, die den Bereich der ganzen Zahlen simulieren. Die Bedeu-
tung der ganzen Zahlen wird hierbei nicht hauptséchlich durch die ausgeweiteten Ope-
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rationen vermittelt, auch die Elemente des Modells enthalten konstitutive Bedeutung flr
die ganzen Zahlen als einem neuen mathematischen Begriff. Z.B. transportieren die
Vektoren im Zahlenstrahl-Modell fur die Addition und Subtraktion begriffliche Vorstellun-
gen, &hnlich wie die Differenzen im Differenz-Modell: die ganze Zahl ist ein Vektor mit
Richtung oder eine Klasse von Differenzen. Anders als in den Modellen auf der Grund-
lage von Sachsituationen erhalten hier die ganzen Zahlen keine empirisch-direkte, son-
dern eine theoretisch-relationale Kennzeichnung (Vektor und Differenzklasse).

Die Kodierung von Zahlen im negativ-bin&ren System kann erst dann produktive,
begriffliche Bedeutung fiir die ganzen Zahlen liefern, wenn der arithmetisch-strukturelle
Rahmen von Stellenwertsystemen (und méglichen Verallgemeinerungen) sowie die den
konkreten Manipulationen der Steinchen unterliegenden Ideen fir die Simulation der
Rechenregeln stérker vertraut und gewohnt sind. Erst dann kénnen ganze Zahlen als
"mathematische Objekte” eines begrifflichen Zahlensystems mit "naturlich” veralige-
meinerten Regeln der Manipulation interpretiert werden.

Fiir die Entwicklung und das Verstehen der Bedeutung der ganzen Zahlen missen
somit drei epistemologische Charakteristika beriicksichtigt werden:
—  empirische Bedeutung durch Bezugnahme auf konkrete Sachsituationen als
Referenzkontexten
- operative Bedeutung durch Ubertragung der arithmetischen Operationen un-
ter Bezug auf arithmetische Referenzkontexte
- theoretische Bedeutung durch Modell-Elemente und ihre Operationen, die
einen mathematisch-strukturellen (geometrischen, arithmetischen, algebrai-
schen) Referenzkontext darstellen.

Erfahrungen, die in Unterrichtsbeobachtungen gemacht wurden, lassen vermuten, daB
die begrifflichen Vorstellungen zu einem neuen mathematischen Begriff — wie z.B. dem
der negativen Zahlen — nicht einfach auf einem einzigen, universellen Referenzkontext
beruhen; fiir die jeweiligen aktuellen Verwendungs- und Gebrauchszwecke werden ver-
schiedenartige Referenzkontexte benutzt und auch im Verlaufe einer Rechnung flexibel
ausgewechselt: Solange man mit dem Begriffsrahmen der positiven Zahlen auskommt
wird dieser benutzt, kommen Minus—Zeichen in verwickelten Kombinationen vor, so wird
auf verallgemeinerte Operationsregeln zuriickgegriffen (die haufig rein auswendig
memoriert werden), und sollten dann noch Zweideutigkeiten bleiben, so werden so weit
wie moglich auch begriffliche Vorstellungen fiir das mathematische Objekt "negative
Zah!” herangezogen (2.B. systematische Trennung von Vorzeichen und Operationszei-
chen, oder Wachrufen der Vorstellung von negativer Zahl als Vektor im Zahlenstrahl-
Modell).
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Die Elemente und Anteile der verschiedenen Referenzkontexte fiir die negativen Zahlen
werden, soweit es sich als notwendig erweist, fir die Bewaitigung von Aufgaben heran-
gezogen, bei tendenziellem Verharren auf den alt bewahrten und vertrauten referentiel-
len Bausteinen. Fur den operativen Umgang mit negativen Zahlen und Variablen in
Rechnungen und Gleichungen scheint dies auch auszureichen und diese pragmatische
Kombination von Versatzstiicken aus verschiedenen Referenzkontexten wird auch nur
selten durch einen einheitiichen Referenzkontext fir die ganzen Zahlen (z.B. dem Diffe-
renz-Modell) ausgetauscht.

Ruft man 'sich vor diesem Hintergrund die zu Beginn angesprochene Spannung zZwi-
schen epistemologischer Analyse und didaktischer Konstruktion in Erinnerung, so stellt
sich far die Einfihrung der negativen Zahlen emeut die Frage nach dem Verhéltnis zwi-
schen einem auf konkreten Sachsituationen und auf einer empirischen Begriffs-
vorstellung basierenden schrittweisen, methodischen Aufbau und den Maglichkeiten,
mit einem "kompletten®, abstrakten, mathematischen Modelle zu beginnen.

Beiden Begriindungsweisen der negativen Zahlen ist gemeinsam, daB sie einen univer-
sellen und konsistenten Aufbau anbieten wollen. Sowohl die Grundlegung auf empiri-
sche Sachsituationen, die eine vermeintliche natiirliche Basis far die Herleitung der ne-
gativen Zahlen darstellen, als auch die *vorgegebene" Definition durch ein komplettes,
strukturelles Modell intendieren eine einheitliche und bruchlose Vorgehensweise. Diese
intendierte Perfektion der begrifflichen Struktur birgt fur das Lernen der negativen Zah-
len Probleme: Die empirische Begriindung ist nicht universell tragfahig, wie an mehre-
ren Stellen gezeigt wurde; und die externe Vorgabe von kompletten Modellen ver-
schlieBt dem Lemenden die Moglichkeit, neue begriffliche Einsichten, die erst im Kon-
trast zum alten Wissen entstehen kénnen, tir sich selbst herauszufinden.

Fir das Erlernen von neuen mathematischen Begriffen scheint somit eine solche Orien-
tierung angebracht, bei der bewuBt fir den LernprozeB keine logisch konsistente,
strukturelle Abfolge unterstelit wird, sondern im Rahmen der personlichen Erfahrungs-
bereiche der Schiler und Schilerinnen die auftretenden Konfiikte, Briiche und Umdeu-
tungen fiir den LernprozeB konstruktiv genutzt werden. Fir die negativen Zahlen kdnnte
dies bedeuten, zwar mit Sachsituationen (Kontostanden, Spielsteinchen, etc.) einzu-
steigen, Erfahrungen zu sammeln und erste Begriffsbildungen vorzunehmen, jedoch im
Verlaufe der weiteren Begriffsentwicklung dieses empirische Fundament nicht um jeden
Preis aufrechtzuerhalten, sondern auttretende Briiche (die auch bewuBt provoziert wer-
den kénnten) zum Anlaf fiir eine begriindete und einsehbare Umdeutung des epistemo-
logischen Charakters der Modelle, Zeichen und Begriffe zu nehmen.
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Auf diese Weise kdnnte die Einfihrung in die negativen Zahlen zu einem tatséchlichen,
konstruktiven Lemproze werden, wobei es nicht um reduktive Interpretationen des
neuen Begriffs auf vorgegebene Bedingungen geht — seien es empirische Fundierun-
gen, seien es umfassende strukturelle Modelle ~ , sondern um die echte Konstruktion
neuer begrifflicher Beziehungen und neuer epistemologischer Erkenntnisse, in den Um-
briichen und Wechselwirkungen zwischen den an eignen, alten Erfahrungen gebun-
denen Vorstellungen und den Anforderungen nach strukturellen Verallgemeinerungen
des Zahlbegriffs. Im LemprozeB sind aufkommende Briiche fiir das Verstehen des Wis-
sens unvermeidbar aber auch produktiv; ein komplettes Modell, in dem die konsistente
Struktur und die verédnderte epistemologische Deutung der Symbole beispielhaft zum
Ausdruck gebracht werden kann, erlaubt erst im nachhinein, die im zeitlich erfolgten
Lemprozel3 gewonnenen Erkenntnisse zu systematisieren und einzuordnen.
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Anhang:

Episode aus dem Mathematikunterricht (8. Klasse Erweiterungskurs)

Thema: Hohe Schulden und kleine Kontostande - Wann sind negative Zahlen kleiner?

Anmerkung: Im folgenden wird Lehrer mit L und Schiiler mit S abgekiirzt.

0 N OO A WN =

1
12

14
15

16
17
18
19
20

21
22

" 23
24
25

26
27

28
29

31
32
33

L:...... Wer nennt mal die erste' Regel nochmal richtig?
L: Sandra!
S: Auswendig?

S: Wenn beide Zahlen gleich sind, also zum Beispiel .. neun, nein fiinf,
fiinf schwarz plus, nein minus neun, 6h schwarz, dann dann ist es
einfach die Farbe und Du machst ..

S: Nein
S: .. natirich, ja natlrlich
L: LaBt mal ruhig Sandra jetzt sprechen.

S: Ja, dann macht, wechselt die Farbe und dann die gréBere Zahl nach
vorne und die kleinere nach hinten.

L: mm

S: Und dann hat dasselbe Zeichen.

L: Sag's nochmal!

S: Wenn jetzt hier zum Beispiel neun minus ..

L: Ja, wenn beide dieselbe, dieselbe Farbe haben, beide Zahlen .. und
die hintere Zahl ist gréBer, dann setzen wir die an den Anfang und
veréndern die Farbe von beiden Zahlen. Ist genau richtig, wie Sandra
es gesagt hat. Wann haben wir denn diese Regel angewendet, vorne
an der Tafel?

S: Gar nicht.

S: Gar nicht.

Andere Schiiler melden sich.

S: Ja doch.

L: Tim

S: Oh, bei, wo war das, neun, bei finf minus neun, fiinf schwarz minus
neun schwarz.

Lehrer zeigt an der Tafel:

L: Hier waren beide Zahlen gleichfarbig, die hintere war die gréBere, wir
haben sie nach vorne genommen und die Farbe geandert.. also hier
haben wir die erste Regel angewendet. Genau an dieser Stelle beim
Ubergang von hier nach hier, deswegen schreibe ich das unter das
Gleichheitszeichen.
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34  (Lehrer schreibt 1(fiir die Benutzung der ersten Regel) unter das

35  Gleichheitszeichen.)

36 L: Erste Regel.. gut, wenn jetzt nicht beide Zahlen dieselbe Farbe

37 haben? )

38

39  Spidter in der Unterrichtsstunde: Die Rechenregel zur Subtraktion wird
40  benutzt zur Bestimmung der Differenz von "Kontostdnden®; die Schiller
41 sollen jeweils den "kleineren” vom "gré3eren” Kontostand subtrahieren.
42 Der Lehrer hat folgende Kontostinde an die Tafel geschrieben: eine rote
43 17 und eine rote 3,4. In Einzelarbeit soll diese Aufgabe nun gelést

44 werden.

45

46  L:Ich kann Euch verraten, alle Hefte, die ich gesehen habe
47 S:Ja?

48 L:.. waren falsch, stimmte nicht, was da drin stand.

43 S Ah

50 S:Oh

51 S Stimmt

52 L: Alle Hefte

63  S: Wir haben minus

54 S: Stimmt, jetzt weif3 ich auch warum.

s5  S: Drei Komma vier.

56 S:Hei

s§7  S: Dieter?

58 L:Ich gebe ja zu, daB die Aufgabe etwas gemein war.
89  Schiler melden sich.

60  S: Du, jetzt weiB ich's.

61  S: Dieter, Dieter.

62 S: Drei Komma vier.

63 S: Dieist doch hoher, nicht?

64 L: Ja, natirlich, ist doch der hdhere Kontostand.
65 S: Dieter, ich hab '

66 S: Dieter
67 S: Drei Komma vier
68 L:Mm

69 S: Die Differenz ist hier ..
70  S: Die Differenz ist doch
71 S: Siebzehn
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72 L: Uberleg doch mal, welches Zeichen dazwischen kommt.
73 S: Weil man dann zu den Schwarzen .. deswegen doch grad.
74  S: Da hast Du weniger Schulden ... also wird Dein Vermdgen so groBer..
75 S:lchhab Vermdgen? ...
76  S: (lacht) ne, Du nich ...
77 L: Du, paf3 mat auf, guck Dir das doch mal links an, wie wir's gemacht
78 haben und dann machst's genau so, iibertragst's auf dieses.. Du
79 kannst es blof3 nicht interpretieren, was Du da hingeschrieben hast ..
80 du hast doch plétzlich die Siebzehn em .. was ist denn der hohere
81 Kontostand von den beiden?
82 S: Drei Komma vier
83 L:Mm
84 L: Und, was haben wir denn eben nach vorne geschrieben?
85 S: Du muBt doch drei Komma vier nach vorne nehmen.
‘86 S: Hab ich doch gemacht.
87 S: Aber wieso denn?
88 L: Weil das doch der groBere Kontostand ist. Du muf3t doch vom héheren
89 Kontostand den kleineren abziehen, um zu sehen, was dazwischen
90 ist.
91  S: Dieter, Dieter, ist das richtig hier?
92 L: Ziehst doch immer die kleinere von der gréf3eren Zahl ab.
93 S:.
94 L: Was ist denn von den beiden Zahlen die groBere?
95 8: Diese Drei Komma Vier
96 L:Ja, und was muf3t Du also demnach nach vorne schreiben?
97  S: Die Siebzehn von der Drei Komma Vier abziehen?
98 L: Ja, sicher.
99  S: Dieter..
100 L: Mm, Achim ist es Dir aufgefallen, ja?

101 S: MuB man drei Komma vier minus siebzehn rechnen?

102 L:Mm.,ja,ja, so ist es richtig.

103 Lehrer bricht die zweite Phase der Einzelarbeit ab.

104  L: So, wer war denn bereit, nun mal die Aufgabe anzuschreiben?
105  Schiiler melden sich.

106 S:ich...lIch

107  L: Daniela!

108  S: Nimm doch die Mappe mit.

109 L: Wollen mal gucken, ob sie's richtig macht.
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110  Die Schiilerin geht nach vore zur Tafel und schreibt rote 17 < rote 3,4.
111 Dann schreibt sie rote 3,4 -rote 17 = 17 - 3,4 = 13,6.

112 S:lIch hab's ja, ich hab sie.
113 S: So kann man's auch rechnen.

114 L:Mm

115  L: Sind alle einverstanden?
116 S: Nein

117 S: Stimmt

118 S:Doch

119 L: Ist siebzehn tatséchlich der niedrigere Kontostand gegeniiber drei
120 Komma vier

121 S:Ja

122 L: Woran liegt das? .. Normalerweise ist doch siebzehn .

123 S: Schulden

124 L:..mehrals 3,4

125  S: Das hier aber Schulden sind . das hier.

126 L: Katharina!

127 S: Oh, weil ehm die Siebzehn, weil die Siebzehn weiter links steht als die

128 Drei Komma Vier .. Wir haben doch gesagt, die groBen Zahlen stehen
129 rechts und die kleinen links, also ist die Siebzehn kleiner als die Drei
130 Komma Vier, weil sie weiter links steht.

131 L:Jawohl
132 S:..esisteine Rote
133 L: Es ist ja eine rote Siebzehn und deswegen steht sie tatsachlich weiter

134 links auf unserer Zahlengeraden als die Drei Komma Vier, ist also der
135 kleinere Kontostand siebzehn. Und wir miissen vom héheren

136 Kontostand den kleineren abziehen, deswegen miissen wir rechnen
137 drei Komma vier minus siebzehn .. Welche Regel wurde denn hier
138 angewendet?

139 Schiler melden sich.
140 S:lIch hab's.
141 L:Barbara!

142 S:Die erste.
143 L: Wir haben die Farbe geéndert und die Reihenfolge der beiden Zahlen,
144 das ist die erste Regel .. und der Rest ist dann ja leicht. Das kénnen

145 wir ja.
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