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HEINZ STEINBRING

Die Verwendung strukturierter Diagramme im 1 - 4
Arithmetikunterricht der Grundschule

Zum Unterschied zwischen empirischer und theoretischer
Mehrdeutigkeit mathematischer Zeichen

im arithmetischen Anfangsunterricht werden die Zahlen vorwiegend durch vielféltige, empi-
rische Beziige zu konkreten Dingen und Sachsituationen begriindet. Die Notwendigkeit, fir
die Entfaltung der elementaren, arithmetischen Operationen im 100er und spéter im 1000er
Raum (2. u. 3. Schuljahr) wirkungsvolie Rechen-Strategien zu entwickeln, erfordert eine
neue Interpretation der Zahl-Begriindung, bei der die empirische Deutung durch eine
relationale Sichtweise auf die Zahl-Beziehungen ersetzt wird. Die Verwendung von struk-
turierten Diagrammen kann die .relationale Wahrnehmung der Zahien -unterstiitzen. Es
werden Probleme und Méglichkeiten des Gebrauchs von strukturierten Diagrammen im
alltaglichen Mathematikunterricht der Grunds¢hule dargestelit, die im Rahmen eines zwei-
jahrigen Forschungsprojekts beobachtet und analysiert wurden. Ist das elementare, mathe-
matische Wissen in der Grundschule ausschiieBlich empirisch erklarbar oder sind schon
(versteckt und implizit oder auch unmittelbar) theoretische Deutungen der Wissensbezie-

hungen unvermeidlich?

Vorbemerkung

Mathematikunterricht in einer 2. Klasse.

Thema: Zehneribergang ;
Rahmengeschichte: Der Frosch und das Kénguruh springen auf dem Zahlenstrahl. Der

" Frosch springt immer erst bis zur néchsten Zehn, das Kénguruh springt sofort in einem Satz
zum Ziel.

Zwei beispielhafte Aussagen aus einer langeren Unterrichtsepisodef ' ,
L.: Der Frosch kann zwar nicht ganz so weit wie das Kanguruh springen, aber ich glaub’,
der ist ganz schlau. Warum springt der auf den Zehner? Wer hat "ne Idee?

Der Schiiler Robert (spéter): AuBerdem ist das Kanguruh besser, weil es dﬁs ja in einem
icht zweimal hipfen, ...und dann ist das Kanguruh auch

Sprung macht, es muB n ; . ‘o
schlauger. Wenn da 'ne StraBe war’, dann springt das Kénguruh da einfach 'riber. Der

kann doch iiberfahren werden, der Frosch...

In folgendem soll aus einem laufenden Forschungsprojekt zur Beobachtung von allt'ja‘gll-
chem Mathematikunterricht berichtet werden, in dem es um die Analyse von interaktiven
Prozessen zur Herstellung von mathematischer Bedeutung geht. Das bpsondere Interesse
richtet sich dabei auf die — wie es Heinrich Winter vor ku.rzem formu!lerte - .wahrnehm-
baren Diskontinuitéten zwischen Lebenswelt und arithmetischen Begriffen, die von grund-

sétzlicher Natur sind.* (Winter, 1994, S.11).

1. Die Dominanz empirischer Begriindungen des elementaren mathematischen
Wissens im Unterricht der Grundschule

der beginnende Aufbau des Zahlbegriffs zusammen

h im wesentlichen auf eine empirische Form der

s. Die Bedeutung der Zahlen und die Erkldrung

Die Einfihrung in die Arithmetik und
mit den Rechenoperationen stitzt sic
Begrﬁndung des mathematischen Wissen
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der Rechenoperationen soll vornehmlich durch Bezugnahme auf reale Dinge aus der
Erlebnis- und Alltagswelt der Schiiler entstehen. Zahlen sind Mittel, um Dinge abzuzéhlen;
die Operationen der Addition und der Subtraktion, spiter auch der Multiplikation und der
Division werden durch konkrete Tétigkeiten des Hinzufiigens, Wegnehmens, Vermehrens
und Aufteilens von verschiedenen Dingen aus der Wirklichkeit gedeutet.

Diese Vorgehensweise beginnt bei der Einfihrung der einzelnen Zahlen mit Hilfe von
Zahlenbildern, wie z. B. dem folgenden Fiinfer-Bild.

Bei der Erklarung von Addition und Subtraktion wird sie fortgefihrt durch das Hinzuflugen,
Hinzukommen, Dazugeben usw. von Objekten zu einer vorhandenen Grundgesamtheit;
bzw. durch das Wegnehmen, Davongehen, Durchstreichen, Abbrennen usw. einer Anzahl
von Obijekten, die auf Zahlenbildern dargestelit wird {vgl. Voigt, 1993, und Bilder aus
Schulblchern).

Durch diese Form einer empirischen Begriindung des elementaren Zahlbegrifts wird ver-
sucht, eine enge und recht eindeutige Beziehung zwischen Dingen der Realitat und den
mathematischen Zeichen und ihren Verkniipfungen herzustellen. Man kdnnte sagen, daB es
so etwas wie ein Prinzip einer methodisch-deduktiven Begriindung des mathematischen
Wissens gibt: Die vertrauten Sachkontexte und realen Situationen dienen zur Herleitung
der Bedeutung fiir arithmetische Begriffe, Verfahren und Zusammenhange.

Diese Form einer empirischen Erklérung scheint problemlos im Zahlenraum bis 20, viel-
leicht auch dartiber hinaus méglich zu sein. Sie beginnt jedoch dann an ihre Grenzen zu
stoBen und Schwierigkeiten zu bereiten, wenn es darum geht, mit gréferen Zahlen mathe-
matisch effektiv zu arbeiten. So wird es z. B. fiir die Kinder immer aufwendiger und schwieri-
ger, allein auf der Grundiage einer empirischen Zahlinterpretation gréBere Zahlen im Hun-
derterraum oder dariiber hinaus strategisch geschickt zu addieren oder zu subtrahieren
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oder gar allein durch empirischen Bezug die Multiplikation und zugehérige Strategien
effektiv zu lernen, zu verstehen und zu begriinden.

Doch trotz dieser mit der Komplexitat von Rechenoperationen und der mit den groBer
werdenden Zahlen entstehenden Probleme wird im Kern weiterhin die grundiegende me-
thodische Orientierung aufrecht erhalten, dai Zahlen durch konkrete Sachsituationen und
als Anzahlen von Elementen in lebenswirklichen Bereichen empirisch begriindet werden
kénnen. Die vermeintlich enge und unmittelbare Bindung zwischen den mathematischen
Zeichen einerseits und empirischen Objekten und konkreten Tatigkeiten im Bereich atltagti-
cher Situationen und Erfahrungen andererseits dient als die leitende Hintergrundidee zur
Erklarung und Deutung elementarer arithmetischer Zusammenhénge.

Die methodische Absicht, méglichst weitgehend einen direkten Zusammenhang zwischen
empirischen Aspekten und mathematischen Zeichen aufrechtzuerhalten, hat héufig das
Gegenteil dessen zur Folge, was man intendiert. Die vermeintlich direkte Erklarung der
mathematischen Zeichen durch bekannte, empirische Dinge der Erlebniswelt wird im Ex-
tremfall ins Absurde verkehrt. Ein Beispiel hierfiir sind die Kapitéansaufgaben. Aus einer
Reihe von Untersuchungen weif man, da8 Kinder auch auf scheinbar unsinnige Fragestel-
lungen und unvolistindige Sachsituationen mit mathematischen Operationen und Verfah-
ren antworten und so ein mathematisches Ergebnis ermitteln (vgl. Selter, 1994). Wurden
diese Kinder zudem nach Begriindungen fir ihr mathematisches Vorgehen gefragt, so
waren sie durchaus in der Lage, die unsinnigen Sachkontexte zu rationalisieren, indem sie
fir sich und gemaB den Erwartungen, denen sie sich ausgesetzt fuhlten, direkte Beziehun-
gen zwischen den Zahlen und den Elementen der Sachsituation konstruierten, um so eine
Lésung angeben zu kdnnen.

Ein zweites Beispiel sind Kinder mit einer ausgepragten Rechenschwéche, die oft beim
Ubergang vom zweiten zum dritten Schuljahre erkennbar wird (vgl. Radatz, 1991 und 1993).
Eine wichtige Ursache liegt hier in einer einseitigen empirischen Erkldrung von Zahlen und
Rechenoperationen, die sich in einem Festhalten am Fingerzihien manifestiert und die 'eine
Umdeutung der Zahibegriindung von einer empirischen Erkldrung in eine relationale Sicht-
weise unangemessen erschwert oder unméglich macht. Wenn diese empirische Erkl‘a'.rung
bei groBen Zahlen und komplexen Strategien nicht mehr funktioniert, kann es zu einem
Bruch bzw. zu einer Entgegensetzung kommen, bei der far viele Kinder, und insbesond'ere
fiir rechenschwache, die Mathematik und das Rechnen — wie es Radatz einmal formuh‘ert
hat - ,zu einer kontextfreien Geheimwissenschaft” wird, die schiieBlich tberhaupt keine

sinnvollen Beziige mehr zur Realitét hat.

Beim Ubergang zu groBeren Zahlenrdumen un . it
mehr und mehr eine Diskrepanz zwischen den arithmetischen Zahlzeichen und den empiri-

schen Sachsituationen auf. Eine direkte Beziehung oder wechselseitige Begriindung zwi-

schen beiden Bereichen ist nicht mehr so ohne weiteres moglich (vgl. Steinbring, 1994). Um

zwischen den arithmetischen Zeichen sowie den Dingen der Erfahrungswelt der Schiler
(mathematische) Beziehungen herstellen zu kdnnen, bedarf es vermittetnder Sach-Bilder,

Anschauungsmittel und strukturierter Diagramme.

d beim Ausbau arithmetischer Strategien tritt

gramme als Vermittler zwischen Zahizeichen und Erfahrungswelt

Die Nutzung von visuellen Mitteln der verschiedensten Art zufr E‘:Ié"\ute;ufng g:z .ft:tlmﬁg:
i hieht schon frih im Anfan .

und der elementaren Rechenoperationen gesc e i v i

gibt eine Vielzahl solcher verschiedenartiger Darstellungsnittel: Sie relc:ft}endyor;iﬁ:;i;"r;

schematisierten Darstellungen von Sachsituationen, $0d. Sa?“'B"de:‘ du' 'foﬂen Pléitt-

Zahlensatze bis hin zu einfachen strukturierten Materialien wie verschie erzl gh| o i

chenfeldern, graphischen Reprasentationen fir die Zahlenreihe durch den Zahlen

2. Strukturierte Dia
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seinen verschiedenen Formen, bis hin zu den Hunderter- und Tausender-Feldern sowie den
Darsteliungen von Zahlen in Stellenwerttafeln (vgl. hierzu Wittmann, 1993).

Mit der Einfithrung solcher Darstellungsmittel wird zum einen versucht, die Aufmerksam-
keit der Schiler auf zentrale Aspekte der Zahlbeziehungen zu richten, zum anderen soll
hiermit die direkte Beziehung zu den Sachsituationen wieder hergestellt werden, die ja
dann die gewiinschte Begriindung des Wissens liefern kann. in dieser Hinsicht werden
vielfach die eingefiihrten Darstellungsmittel unter dem Aspekt eines Bildes benutzt. Dieser
Bild-Gebrauch von Diagrammen ist fiir die elementare Zahlbegriffsentwicklung sehr pra-
gnant von Jérg Voigt analysiert worden.

An verschiedenen Stellen weist Voigt darauf hin, daB das Lesen solcher Sach-Bilder nach
konventionelien Mustern und Ritualen ablauft, die eine Eindeutigkeit fiir die Zahlensatze
garantieren sollen. im ProzeB der von Voigt bezeichneten , Vermathematisierung* fragt der
Lehrer in suggestiver Weise einzeine Elemente des Bildes und Bildverbindungen so bei den
Schiilern ab, daB Schritt fiir Schritt der gesuchte, eindeutige Zahlensatz zum Vorschein
kommt (Voigt, 1993, S. 185).
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So ist in diesem Bild vom Warter und Affen eindeutig die Aufgabenstellung abzulesen:5 — 2
= 3. Gegenliber einer solchen Striktheit im richtigen Ablesen solcher Zahlenbilder und dem
Erlernen eindeutiger Indikatoren zur Interpretation des Bildes weist Jérg Voigt darauf hin,
daB es notwendig ist, eine Mehrdeutigkeit in solchen, auch in Bildern steckenden Sachbe-
ziehungen und Situationen fir ein produktives Verstehen des Zahlbegriffs zu nutzen.
Nicht nur die von Voigt kritisierten standardisierten Zahlen-Bilder zur Erklérung arithmeti-
scher Beziehungen, sondern auch strukturierte Diagramme, wie etwa der Zahlenstrahl,
werden hiufig in dieser einseitigen Bild-Funktion methodisch genutzt. Der Zahlenstrahi
selbst wird ahnlich wie die typisierten Bilder von Sachsituationen als eine okonomische
Zusammenfassung und Anordnung der ersten 100 Zahlen interpretiert, wenn etwa auf dem
Strahi jede der einzelnen Zahlen von 1 bis 100 als Ziffer eingetragen wird. Diese Gebrauchs-
weise von Bildern zu Sachsituationen und von strukturierten Diagrammen geschieht ganz
im Rahmen der Grundphilosophie, daB die empirische Deutung des Zahlbegriffs gefestigt
werden soll und sie haben vor allem die Funktion, in komplexeren Situationen diesen Typ
der empirischen Begrindung des Zahlbegriffs aufrechtzuerhalten. Und dementsprechend
werden so strukturierte und gebrauchte Zahlenstrahlen von den Kindern auch gern als
unterstiitzende Hilfe ihrer bisher geiibten Fingerzahimethode angenommen, die es erlau-
ben, weiter im Zahlenraum bis 100 abzahlend zu rechnen.

in der Literatur ist schon mehrfach darauf aufmerksam gemacht worden, da8 die Einfah-
rung von Diagrammen und Anschauungsmittlen in den Unterricht nicht automatisch eine
Vereinfachung darstelit, die den Kindern ein direktes Verstehen ermdglicht (vgi. Jahnke,
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1984 und 1989; Lorenz, 1992; Schipper und Hiilshoff, 1984; Wittmann, 1993). Diese visuelien
Mittel sind fir die Kinder neue Probleme, die gelernt und verstanden werden miissen und
insbesondere missen die Schilerinnen und Schiiler dabei herausfinden, welche Form der
Interpretation und Lesweise dieser Diagramme von ihnen im Unterricht erwartet wird. fn
diesem LernprozeB wird es zudem wichtig, daB Diagramme anstelle einer empirischen
Deutung und Nutzung eine neuvartige, eine andere Funktion als die eines bloen Bildes
erhalten.

In der schwierigen Beziehung zwischen mathematischen Zahizeichen und Operationen auf
der einen Seite und Sachkontexten und Sachelementen auf der anderen Seite muB darauf
geachtet werden, daB Diagramme und Anschauungsmittel auch schon im Anfangsunter-
richt nicht einfach als zusatzliche Hilfsmittel fiir eine empirische Begrindung des Wissens
genutzt werden. Der spezifische epistemologische Charakter solcher Darstellungs- und
Anschauungsmittel liegt darin, daB sie in besonderer Weise zwischen der mathematisch
relationalen Struktur der Zeichen und Operationen und einer sachlich-inhaltsbezogenen
Struktur von empirischen Elementen und Sachsituationen vermitteln kdnnen. Um diese
Vermittlungsfunktion herstellen und nutzen zu kdnnen, muf3 man Diagramme als relationale
Strukturen nutzen: die ikonischen Elemente in Diagrammen sollte man nicht eindeutig
interpretieren und ablesen, sondern mégliche, vielfaltige Strukturen in den Diagrammen
explorieren, ausbauen sowie mehrdeutig interpretieren und nutzen. An einem Beispiel aus
dem 2. und 3. Schuljahr soll im folgenden verdeutlicht werden, wie diese relationale
Interpretation von Anschauungsmitteln im alltaglichen Unterricht gemeinsam entwickelt

und diskutiert werden kann.

3. Ansiitze eines variablen Gebrauchs strukturierter Diagramme - Beispiele aus dem
alltaglichen Mathematikunterricht der Grundschule

Im Mathematikunterricht des zweiten Schuljahres werden die Addition und die Subtraktion
auf den Zahlenraum bis 100 ausgedehnt. Dabei wird u.a. ein beschrifteter Zahlenstrah!
benutzt, bei dem die 10er-Zahlen bis zur Hundert eingetragen sind. In langeren Unterrichts-
episoden aus zwei Klassen — die im folgenden analysiert und dargestellt wgrden sp!len -
geht es nun darum, die Lesweise und den Gebrauch dieses Diagramms in spezifischer
Weise zu erfassen und dann anzuwenden. . S o

Die Vorgehensweise in beiden Klassen sieht so aus, daB die Lehrerin 3ewe|I§ den Schglenn-
nen und Schilern einen unbeschrifteten Ausschnitt des Zahtenstrahis an dlehTafel zeichnet
und zur Diskussion stellt. Uber diesem Ausschnitt ist fiir die Kinder der vollstandige Zahlen-
strahi bis 100 zu sehen, den sie im Unterricht schon vor einigen Stunden kennengelernt und

benutzt haben.

Der Zahlenstrahlausschnitt, den die Lehrerin der Klasse 2A benutzt sieht so aus:

.Ill'lllllllllllllllllll llllllllllll

Der Ausschnitt, welcher in der Klasse 2B benutzt wird ist etwas kurzer:

I!IIIHIIIIllllllllllll'lu_

n die Kinder im Stuhlkreis vor der Tafel und erarbeiten gemeinsam

s Diagramms. o
kripte beider Episoden (die vollstdndigen Tran-

In beiden Klassen sitze X ]
mit der Lehrerin eine Interpretation diese
Auf der Grundlage einer Analyse der Trans
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skripte sind beim Autor erhéltlich), ergibt sich folgende gemeinsame Gliederung des inter-
aktiven Unterrichtsverlaufes in beiden Kiassen in drei zentrale Phasen:

I. Phase: Passive Wahrnehmung des vorgesteliten Diagramms im Vergleich mit dem
vollstindigen Zahlenstrahl

ll. Phase: Aktive Bestimmung und produktive Deutung des Diagramms

Il Phase: Die Anwendung des Diagramms unter einer implikativen Perspektive auf

arithmetische Operationen

In der ersten Phase werden in beiden Klassen folgende Aspekte interakliv verhandeit: Es
werden im Sinne von schon geldufigen Konventionen noch einmal die Interpretationen der
langen, der mittel langen und der kurzen Teitstriche im Diagramm als 10er-, 5er- und als 1er-
Zahlen im Vergleich mit dem vollstindigen Zahlenstrahl erklart. Hier entsteht zudem die
Frage, ob es sich um ein Lineal oder einen Zahlenstrah! handelt.
Dann werden von den Kindern auch empirische Begriindungsversuche unternommen, und
sie deuten dieses Diagramm in konkreter Weise direkt: Z. B. stellen sie fest, wie ,Jang" der
neue Zahlenstrahl ist (Problem: Ist er 40, 42 oder 45 lang?), wo sich die 10 wirklich befinden
muB, wo andere Zahlen eingetragen werden missen. Und schlieBlich merken die Kinder an,
daB an diesem Ausschnitt noch einiges fehlt, namlich einige Teilstriche und auBerdem ist er
nicht beschriftet.
Ahnlich diskutieren die Kinder aus der Klasse 2B in dieser ersten Phase. Fur sie geht der
Ausschnitt nur bis 26, er ist kiirzer als der volisténdige Zahlenstrahl und es fehlen offenbar
einige Zahlen. So fangt z. B. Robert von links an zu zahlen.

34 Robert: Sonst kann das ja nur 1, 2, 3, 4 oder sowas sein, ja dasist 4, 5, 6,7, 8. Und wo

ist die 9?2 Hm? Gibt's woh! keine 9 in dem Leben?

Die zweite Phase der aktiven Bestimmung und produktiven Deutung des Diagramms wird in
beiden Klassen damit erdffnet, den Ausschnitt jetzt einmal zu beschriften: Was kann der
erste lange Strich bedeuten? bzw. Wo kommt die Zehn hin? In der Klasse 2B wird der
Vorschlag, an den ersten langen Strich ,10“ zu schreiben, kontrovers diskutiert, denn
eigentlich fehlt ja links von dieser 10 noch etwas. Die Lehrerin fragt:

65 L.: Kénnte es auch so die 10 sein?

66 Gemurmel

67 L.: Kann es nur die 10 sein, wenn da vorne noch Striche sind, oder kann es auch so

einfach die 10 sein?

Diese Sichtweise wird von den Schilern nur zogernd aufgegriffen, doch als Robert fol-
gende Erklarung abgibt, kdnnen auch andere Schiler diese Deutung akzeptieren.
91 Robert: Ich wollte was anderes sagen. Man kann das auch abzahlen, dann mu man
nur das 2 sagen. Hier 2, 3,4,5,6,7,8, 9, 10. ,

92 Robert zeigt an den Beginn des Zahlenstrahls. \ I ‘ I l Vl

95 L.: ...Wo fangt also dann der Zahlenstrahl an? Bei welcher Zahi?
98 Robert: Bei der 2.

In der Klasse 2A wird diese Sichtweise auf das Diagramm mit Sprechweisen in Form des
Konjunktiv unterstitzt, zum Beispiel:

123 L.: Jana, kannst du mal begriinden, warum das eine 10 sein kdnnte?

155 L.: Wenn dies die 10 sein soll. Was haben wir dann hier? Alle Kinder?

Lehrerin zeigt auf den Zahlenstrahlausschnitt. ﬁ.' | | l

Ein zentraler Aspekt in dieser zweiten Phase ist in beiden Klassen die Frage, ob der erste
lange Strich als Null interpretiert werden darf oder nicht. Hier gerat die intendierte variable
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Deutung des Ausschnittes mit Konventionen und mathematischen Bedingungen scheinbar

in Konflikt. So argumentiert etwa Miriam aus der Klasse 2A:

198 Miriam: Da vorne vor sind ja noch Striche, also kann dahinter nicht die Nuil kommen,
weil vor der Null gibt's ja keine Zahlen.

In der Klasse 2B hat sich die Frage nach der Null dadurch ergeben, daB die Lehrerin gefragt

hat, ob der kleine Strich links neben dem zweiten langen Strich tatsachlich 9 sein kdnnte.

157 L.: Ja genau. Es konnte die 9 sein, ja. ... K&nnte dies hier die 9 sein? Jetzt bin ich
aber mal gespannt, knnte das wirklich die Zahl 9 sein? Philip!

Lehrerin zeigt auf den Zahlenstrahlausschnitt: I

158  Philip: N&.

159 L.: Warum nicht?

164  Philip: Vor der 9, da gibt's ja nur 8 Zahlen.

165 L.: Welches miBte dann? Wenn das die 9 ware, dann ware hier die?

Lehrerin zeigt auf den Zahlenstrahlausschnitt: \

168  Philip: Null.

169 L.: Und hier?

170  Lehrerin zeigt auf die kleinen Teilstriche links von dem ersten langen Teilstrich.

171 Philip: Na die Zahlen, die gibt’s nicht.

172 L.: Die gibt's nicht. Gibt's die nicht?

In beiden Klassen wird deutlich gemacht, daf der Zahlenstrahl nicht links von der Nuil endet

und es auch hier noch Zahlen gibt, man also sehr wohl eine Null annehmen darf.

Desweiteren wird wiahrend der zweiten Phase diese intendierte variable Gebrauchsweise

des Diagramms gedbt, indem Striche im Diagramm mit beliebigen, passenden Zah!en vpn

den Kindern belegt werden sollen und dann abhéngig davon an anderen Stellen im Dia-

gramm die richtige Zahl genannt wird. Z. B. in Klasse 2A:

213 L.: Gut, Null, kénnte es sein, 10 konnte es sein. ... Was kénnte es denn auch noch
sein? Ich hab doch einfach so’n Stiick da rausgeschnitien, Jana?

214 Jana: Da konnte die 40 auch hinkommen.

Oder in Klasse 2B: _ .
104 L.: Robert sagt, wenn er hier anfangt, ist es die 2. Welch

sein, wenn's irgendwo daraus ist? Alexander!
105 Alexander: 22. o
106 L.: Zum Beispiel die 22. Schon. Alexander, wenn dies die 22 ist, dann w,
etwas langere Strich? _
107 Lehrerin zeigt auf den ersten mittellangen Strich.
108 Alexander: 25.
108 L.: 25. Und hier?
110 Lehrerin zeigt auf den ersten langen
langen und langen Teilstriche.
111 Alexander: 30, ...35, ...40, ...45,...48. - y )
Diese Argumentation hat also die Form einer ,,Wenn... .,.dann...” _o gerung: . enn dies
die 22 istg,, L;ar?n ware dieser etwas langere Stric;h ’?“.kH/l:ar;r:j Z?én:}:‘ g;:gr;ysggh:;:::;: :nz;:
implikati des Diagramms zum Ausdruck. Au . <onventio
- Z’-JlB".(it\:‘:Te(:\?vZ::: (c:;;r unters?:hiedlich langen Teilstriche — und ngch einer teils :e:ueeb'gte::
Definition einer Ausgangszahl, kénnen nun die. folgepden Z'ahlen nmdDui?ra:geuiugr;‘ et
werden. Diese implikative Perspektive ermoglicht el'n.e variable un offen . dermagz %
Diagramms, und sie steht im Gegensatz zu einer empirischen Erklarung, nac .B.

e Zahl kénnt's aber noch

are dieser

Strich, dann weiter auf die folgenden mittel-
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die Eigenschaften des Diagramms eindeutig verifizieren miBte, ja vielleicht herausfinden
solite, um welchen Ausschnitt des volistandigen Zahlenstrahls es sich jeweils ,wirklich*
handeilt.

In der dritten Phase, in der Anwendungen des Diagramms unter einer implikativen Perspek-
tive auf arithmetische Operationen erfolgen, werden in beiden Klassen Rechenaufgaben
diskutiert. Zu folgendem Diagramm schlagen die Kinder der Klasse 2A mehrere Aufgaben

vor.
llllllllmlllllllll|Illllllll‘U_

15 + 5 = 20,25 + 5 = 30, usw.

Der Vorschlag der Lehrerin, hier die Aufgabe 85 + 5 = 90 einzusetzen, filhrt noch einmal zur
Diskussion (iber die Zuldssigkeit, denn man wiirde ja 100 {iberschreiten; doch dbereinstim-
mend wird akzeptiert, daB der Zahlenstrah! nicht bei 100 endet.

Annliche Aufgaben, sowohl zur Addition als auch zur Subtraktion, werden in der Klasse 2B
besprochen,

m|1|n||mlnu'nnlm

[ Ny

Illlllllllmlllllllllllll

— 1 L]

Beispielhafte Aufgaben sind: 11 + 6 = 17, 51 + 6 = 57 usw., oder 15 — 3 = 12, bis zur
,schweren" Aufgabe: 105 - 3 = 102.

Zusammenfassend |88t sich fir den Unterrichtsverlauf in beiden Klassen sagen, daB es tber
diese drei Hauptphasen hinweg eine Umdeutung in der Argumentationsform und in der
Interpretation des Diagramms gegeben hat. Begann die Diskussion zunachst mit Aussagen,
die die empirischen Eigenschaften des Diagramms als giltig, richtig und eindeutig be-
schreiben wollten, so setzten dann in der zweiten Phase hypothetische Formen der Argu-
mentation ein. ,Wenn das die 22 wire, was ist dann hier an dieser Stelle?*; oder: ,Weiche
7ah! kbnnte an dieser Stelle noch stehen?” Teilweise wurde diese hypothetisch-konjunktive
Argumentationsweise von der Lehrerin initiiert, teilweise von den Schulern aufgegriffen
und verstarkt. Etwa als Robert erkannt hat, daf der Zahlenstrahlausschnitt auch bei 2
anfangen konnte.

Dieser implikative und variable Gebrauch von Diagrammen wurde in diesen Klassen weiter-
hin gelibt und genutzt, er blieb nicht auf singulare Ereignisse beschrankt. Auch im dritten
Schuljahr wurde beim Addieren und Subtrahieren im 1000er-Raum von der Variation des
Zahlenstrahls und anderer strukturierter Diagramme zur Reprasentation der Zahlen im
1000er-Raum Gebrauch gemacht (vgl. hierzu Wittmann und Miiller 1990 und 1992). Dabei
kommt es zu einer weiteren, neuen Deutung, wenn etwa der 100er-Zahlenstrahl zugleich als
1000er-Zahlenstrahl interpretiert werden soll (,Vergréberungen® und ,Verfeinerungen" des
Zahlenstrahls), oder wenn Zahlenstrahlausschnitte variabel fiir die elementaren Operatio-
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nen mit den Einern flexibel verwendet werden sollen (,Lupenfunktion® von Zahlenstrahl-
ausschnitten).

Der 100er-Zahlenstrahl als ,Vergréberung” des 1000er-Zahlenstrahls.

10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

0 0000000040000 101100000000 )SIIBISOIOITNCINNRNINItINRIONININIONIOOIItIRINRINEINIsNRIIRRINS|Rioe)

Der 10er-Zahienstrahl als ,,Vergroberung® des 1000er-Zahlenstrahls.
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Verschiedene Lupenfunktion bei der Nutzung und Umdeutung von Diagrammen:
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Der wichtige Gesichtspunkt bei diesem implikativen urlld varia?len Gebrauch fier Dig-
gramme ist, daB die Kinder die Diagramme nicht nur passiv erschliefen, sfsgeén su';h.?ktw
Gr | : inri ini d dann erfolgreich auf die Bearbeitung
fir ihre Zwecke einrichten, definieren, anpassen un ' ] ie Beart

i i i iche Perspektive unterstutzt die karzlich von
arithmetischer Aufgaben anwenden. Eine SO die |

{ . _Eine Sache verstehen aber heift, ihre Struktur
Giinter Krauthausen erhobene Forderung: ,Eine \ ¢
Zu begreifen, und nicht bloB, das zahlenméaBige Ergebnis zu kennen (Krauthausen, 1993,

5.202).

ma
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4. Konsequenzen: Das Problem von empirischer und theoretischer Mehrdeutigkeit
mathematischer Zeichen und Diagramme

,Insbesondere in der Grundschule beziehen sich die Bedeutungen von Symbolen (Zeichen)
auf empirische Aspekte (Zahlen auf Materialien, geometrische Ausdriicke auf den physikali-
schen Raum, etc.).” (Voigt, 1994a und 1994b.) Inden vorangegangenen Abschnitten wurde
deutlich, daB diese Beziehung zwischen den Symbolen (Zeichen) und der Empirie schon fir
die elementare Arithmetik nichi so einfach und direkt hergestellt werden kann. Auch Voigt
betont, daB anstelle einer eindeutig kodifizierten Koppelung zwischen Symbolen und Empi-
rie eine Vielfalt und Mehrdeutigkeit in dieser Beziehung fir den Unterricht produktiv ist.
Analysen aus dem alltaglichen Mathematikunterricht der Grundschule zeigen, Lwie im
iblicherweise fragend-entwickelnden Mathematikunterricht Eindeutigkeit interaktiv herge-
stelit wird, wie also aus potentiell verschiedenen subjektiven Deutungen, die zu Beginn
bestehen, Intersubjektivitat in der Klasse konstituiert wird" (Voigt, 1993, 154). Demgegen-
iber ist die Aufrechterhaltung von Mehrdeutigkeit potentieil fir den Unterricht vorteilhaft.
LVielleicht unterstutzt ein bewuBtes Annehmen der Mehrdeutigkeit von Bild- und Sachauf-
gaben sowie von Textaufgaben, von Rechengeschichten usw. auf Lehrerseite die Verbesse-
rung des Mathematikunterrichts™ (Voigt, 1993, 154).

Um iiberhaupt im Mathematikunterricht mit der Beziehung zwischen den Symbolen und der
Empirie arbeiten zu kénnen, pedarf es, wie schon eingangs betont, zusatziicher Reprasen-
tationsmittel, die sich zwischen die Symbole und die Empirie schieben und zwischen ihnen

vermittein.
Symbole Empirie,
Zahlen Erfahrungswelt

-

3,7, 53, Anzahl von Kindem,
27 +66 =7 Apfeln, oder von
93-47="7 Buntstiften usw.

Veranschaulichungsmittel
und Diagramme

Sachbilder, Zahlenbilder,
Plattchenfelder, Zahlenstrahlen,
Hunderter-Feld, Tausender-Feld

Es ist wichtig, die potentielle Mehrdeutigkeit von Sachbildern zuzulassen und produktiv far
das Lernen von Mathematik zu nutzen. Dabei muB aber zwischen den gegensatzlichen
Formen einer empirischen und einer theoretischen Interpretation von Diagrammen und
veranschaulichungsmitteln unterschieden werden.

Unter dem Gesichtspunkt einer empirischen Mehrdeutigkeit kann eine verbildlichte Sach-
situation unterschiedlich durch Zahlen und Rechenoperationen gedeutet werden, es gibt
nicht die einzige oder die richtige Auslegung. Ein Beispiel ist hierfiir das Sach-Bild vom
Affen und Wirter, das von Jorg Voigt auf seine empirischen Mehrdeutigkeiten hin analysiert
wurde (Voigt, 1993, S.149).

Jedoch wird im Rahmen dieser Deutung den arithmetischen Zeichen weiterhin vornehmlich
die Funktion von Namen fir empirische Objekte gegeben; Zahlen bleiben so etwas wie die
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Empirische Mehrdeutigkeit von Sach-Bildern

Mathematis_che Zeichen
und Operationen Sach-Bild

5-2=3
(der Warter gebe zwei
Bananen weg)

;]

3+2= 5
{Summe der Bananen)

1+1=2
{der Warter und der Affe)

3-2=1
(der Warter habe eine
Banane mehr als der Affe)

%3

5-4=1

(eine Banane mehr als
Hande, die mittlere Banane
rutsche dem Warter gleich
zwischen den Hénden weg)

etische Verknipfungen reprasentieren konkrete

Zusammenfiigungen oder Trennungen von Anzahlen von Obijekten, zwar nicht in einer
einzigen Form kanonisiert, also vielfdltig zuldssig, jedoch unter Aufrechterhaltung einer
empirischen Bedeutungskonstruktion fiir mathematische Zeichen. .

In beiden Episoden konnte man verschiedene lnterpretationsweisen des Diagramms beob-
achten. Wahrend der ersten Phase wurde der Ausschnitt des Zahlenstrahls eher empirisch
gedeutet, indem im Vergleich zum volistandigen Zahlenstraht versucht wurde herauszufin-
den, um welchen Teil es sich wirklich handelt. Im Verlauf der Episoden wurde der Zahlen-
strahlausschnitt dann tendenziell als ein relationales Diagramm verstanden. Grundlage fiir
einen solchen Gebrauch ist im Kern eine theoretische Mehrdeutigfceit._bei der die Z.ahlen
und die Operationen mit den Zahlen sich auf vielfdltige Relationen im Dlggramm be;uehe?;
und dabei bekommen die Elemente im Diagramm eine elementare Variablenfunktion fl.Jr
Zahlen: Ein fanger Strich auf dem Zahlenstrahl ist ein Zehner (30, 20, 50, etc.). Und ein

100er-Zahienstrahl ist gleichzeitig ein 1000er-Zahienstrahl.

Anzahl-Namen von Dingen, und arithm
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Theoretische Mehrdeutigkeit

strukturieter Diagramme
Strukturiertes
Diagramm

IllllllllllllllllIlllmllllllllllll_l_
I

Mathematische
Zeichen und
Operationen

500 - 200=300
v 5000 - 2000 = 3000

50-20=D

250 - 20 =230

15-02=13
235-0,2=2,33

Beim Ubergang von einer empirischen zu einer relationalen Bedeutungskonstruktion des
Zahlbegriffs im Unterricht bendtigt man vermittelnde strukturierte Diagramme, die zudem
im Sinne einer theoretischen Mehrdeutigkeit verstanden werden miissen. Diese theoreti-
sche Mehrdeutigkeit von Diagrammen 14Rt sich sehr schon mit dem Vergleich beschreiben:
.Diagramme sind Amphibien zwischen den mathematischen Zeichen und den empirischen
Aspekten* — wie Christoph Selter es einmal fir die Nutzung von Veranschaulichungsmitteln
im Projekt ,Mathe 2000" formuliert hat.

Das heiBt, relationale, strukturierte Diagramme konnen sich einerseits auf die empirischen
Elemente der Sachsituation beziehen, konnen also zeitweise Namen fiir Dinge enthalten,
und sie stellen gleichzeitig mathematische Beziehungen zwischen empirischen Elementen
der Sachsituation her.

Wir haben es also zum einen mit einer empirischen Deutung von Sach-Bildern zu tun, wobei
das Bild mit seinen Elementen die Sachsituation oder Geschichte darstellt und auch unter
Aufrechterhaltung einer empirischen Zahlbegriindung verschiedene Geschichten umfas-
sen kann, es ist empirisch mehrdeutig. Zum anderen muB man Diagramme theoretisch
deuten, d.h. Beziehungen zwischen und in den Elementen des Diagramms konstruieren,
und erhélt so z. B. eine Reihe von arithmetischen Charakterisierungen des Diagramms, die
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jedoch nicht isoliert nebeneinander stehen, sondern ein arithmetisches Beziehungssystem
bilden; das Diagramm ist theoretisch mehrdeutig (vgl. Lorenz, 1991). '

Diese theoretische Reflexion zum Gebrauch von Diagrammen im Grundschulunterricht
mag spezialisiert oder gar spitzfindig erscheinen. Sie ist jedoch von fundamentaler Bedeu-
tung dafir, wie sich Schilerinnen und Schiller zu Beginn ihrer mathematischen Laufbahn
moglicherweise eine einfach erscheinende, empirische Deutung von Zahlen zu eigen ma-
chen, die jedoch schon bald duBerst hinderlich werden kann. So hat z. B. Radatz einmal als
mogliche Konsequenz fiir die Probleme, welche rechenschwache Kinder haben, geduBert,
daB man vielleicht nicht immer den ublichen methodischen Weg von ,enaktiv®, dber ,iko-
nisch* zu ,symbolisch* gehen dirfe, sondern daB auch der umgekehrte Weg notwendig sei
und man manchmal das Symbol an den Anfang des Lernens stellen solite.
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