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Heinz Steinbring

WAHRSCHEINLICHKEIT ALS ALLGEMEINE MESSTHEORIE —
VORSCHLAGE FUR EINE DIDAKTISCHE KONZEPTION DES
ENTWICKLUNGSPROZESSES DER WAHRSCHEINLICHKEIT

1. Einleitung

In seinem inzwischen beriihmt gewordenen Buch:"Proofs and Refuta-
tions" [4] beklagt Lakatos den "deduktivistischen" Zugang zur Ma-
thematik in verschiedenen Kursen und Lehrbiichern. Er kritisiert
vor allem, daB die Definitionen oft "gekiinstelt und geheimnisvoll
verwickelt" erscheinen, und aus der Abfolge Definition - Satz -
Bewels der eigentliche Sinn mathematischer Begriffsbildungen nicht
verstindlich wird. Mag diese Kritik vornehmlich an die Universi-
titsmathematik gerichtet sein, sie trifft auch auf die Schulma-
thematik zu; insbesondere scheint mir dies fiir die Stochastik zu
gelten.

Wie kann man diesen in der Tendenz formal-deduktivistischen Zu-
gang illberwinden und zu bisher weitgehend fehlenden "autonomen Kon-
struktionsprinzipien” [7] fiir den didaktischen Aufbau von Stocha-
stikkursen (der SI) gelangen? Wie bekannt setzt Lakatos dem kri-
tisierten deduktivistischen seinen heuristischen Zugang entgegen
ausgearbeitet hat er ihn u.a. beispielhaft anhand einer histo-
risch-rationalen Rekonstruktion der Entwicklung des Polyederbe-

.

griffs. Ohne nun im folgenden weiter explizit auf Lakatos Bezug

zu nehmen, werde auch ich auf der Grundlage historischer Uberle-
gungen [8] eine didaktische Konzeption zur Entwicklung des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffs vorschlagen. Die "Heuristik" (Lakatos)
meines Vorgehens wird sich ganz allgemein auf das Problem des w.
th. Anwendungsbezuges und seiner historischen Veridnderungen kon-
zentrieren. Dies wird mir dann im folgenden als zentraler Ausgangs-
punkt fiir eine didaktische Charakterisierung von W. als "verallge-
meinerter MeStheorie" dienen. Meine Uberlegungen haben nicht einen
neuen Kurs selbst zum Ziel, sondern intendieren in erster Linie,
dem Lehrer Metawissen zur Verfiigung zu stellen, um mit vorhande-
nen Stochastikkursen kritischer und flexibler umgehen zu kdnnen.
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2. Wahrscheinlichkeit und Entwicklungsstandpunkt

Grundlegende Probleme der Selbstbegriindung mathematischen Wissens,
wie sie bei Einfiihrung, Definition und Entwicklung von Begriffen
relevant werden, zeigen sich besonders deutlich beim W.B., wel-
cher geradezu als das Paradebeispiel dafiir dient, die bei expli-
ziten Begriffsdefinitionen auftretenden (logischen) Zirkel zu be-
legen (vgl.[61).

Zirkularitdt wird eigentlich immer als ein Mangel begriffen, nie
wird der hierin liegende konstruktive Aspekt gesehen, daB sich
theoretische Begriffe letztlich selbst erkliren miissen und nicht
vollstédndig auf andere zurilickgefiihrt werden kdnnen. Im Grunde
driickt ein Zirkel den untrennbaren Zusammenhang zwischen der Theo-
rie und ihren Anwendungen aus.

Um diese gerade auch fiir die didaktische Vermittlung von Wahr-

scheinlichkeit zentrale Schwierigkeit der Zirkularitét besser

verstehen zu kdnnen, erscheint es sinnvoll, sich zundchst in der

Geschichte dieser Theorie die Erscheinungsformen, die Verdnderun-

gen und den Umgang mit diesem Problem anzusehen. Da die histori-

sche Entwicklung jedoch hier nicht insgesamt dargestellt werden

kann, soll nur soweit ein Reslimee gegeben werden, wie es fiir den

didaktischen Teil wichtig sein wird. Grundlage sind hierfiir

3 historische Fallstudien, die an anderer Stelle detailliert aus-

gearbeitet wurden (vgl.[8]) und die als Beispiele fiir die Ent-

wicklung des w.th. Anwendungsbezuges und seiner Verdnderungen

stehen:

1. Bernoullis Werk und die frithen Arbeiten zum (schwachen) Gesetz
der groBen Zahlen;

2. die Anwendung der W.Th. auf die Fehlertheorie samt der Entwick-
lung des Konzepts der Wahrscheinlichkeitsverteilung, und

3. die Anwendung der W.Th. in der kinetischen Gastheorie anhand
des Werkes von Ludwig Boltzmann.

Will man die zentralen Resultate {iber diese 3 historischen Etap-

pen kurz zusammenfassen, so 148t sich folgende These formulieren:

Die Entwicklung der W.Th. 148t sich als die Entwicklung ihrer An-

wendungsbeziehung charakterisieren.

Diese These erfihrt in den
3 Fallstudien eine Konkretisieruna und ihre jeweilige spezifische
Ausprigung.
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In der ersten hier angesprochenen Etappe wird zum ersten Mal

die Theoretizitdt des Anwendungsproblems offenbar. Die zundchst
vorherrschende Identifizierung zwischen beobachtbarer relativer
Hiufigkeit und Gleichwahrscheinlichkeit empirischer Gliicksspiel-
modelle wird iiberwunden und erhilt in Form von Bernoullis Theorem
eine theoretische Struktur. Der Zirkel der Begriffsdefinition
taucht nun im allgemeineren Anwendungszusammenhang des Begriffs
explizit als das Problem der "stochastischen Konvergenz" wieder
auf. Dies bedeutet, daB die Anwendung der W.Th. selbst wiederum
durch eine stochastische Beziehung reguliert und nicht wie bisher
"unmittelbar" vorgenommen wird. Dieser allgemeinere Kontext ermdg-
licht erst eine konstruktive Umsetzung des Zirkels und in den wei-
teren Etappen seine relative Aufldsung bzw. die Herausarbeitung

seiner jeweiligen Voraussetzungen und M&glichkeiten.

In der zweiten historischen Etappe zeigt sich beziiglich der Zir-
kularitit der w.th. Anwendung vor allem die folgende Verdnderung:
War die Voraussetzung zur Anwendung des Bernoullischen Theorems
noch durch eine relativ komplexe Ausgangssituation impliziter An-
nahmen gekennzeichnet, so werden nun immer stirker die grundlegen-
den elementaren Bedingungen des betrachteten w.th. Gegenstandes
explizit herausgearbeitet. In dieser Hinsicht stellt das Fehler-
system ein erstes wichtiges Beispiel dar, dessen grundlegende
Merkmale wie die groBe Anzahl der Fehlergr&Ben, ihre "Gleichm&-
Bigkeit" und Unabhéngigkeit im Zusammenhang mit so wichtigen prak-
tischen Problemen wie der Methode der kleinsten Quadrate und der
Hypothese der Elementarfehler nach und nach erschlossen wurden.

Die Herausbildung der Systemauffassung und die damit einhergehen-
de Entwicklung des Verteilungsbegriffs ermdglichten eine qualita-
tive Ausweitung des Anwendungsbereichs der W.Th.. Die zirkuldren
Aspekte werden dabei zwar veinsichtiger”, jedoch nicht absolut
aufgeldst. Nur mit zusdtzlichen Annahmen und nur in konkreten
Anwendungssituationen sind Aufldsungen des Zirkels in Teilaspek-
ten zu erwarten. Beispielhaft deutlich wird dieser Charakter der
zirkulfiren Selbstbegriindung w.th. Anwendungen beim Unabhingig-
keitskonzept: Zum einen stellt dieses eine relativ allgemeine
Voraussetzung filr die Anwendung der Stochastik dar, zum anderen
hingt jedoch das "Erfiilltsein” von Unabhingigkeit in konkreten

225



Situationen von der W.Th. selbst ab, denn auf ihrer Grundlage
entwickelte Testverfahren ermdglichen erst die Uberpriifung von
Unabhédngigkeit.

Die dritte Etappe ist auch in ihren Ergebnissen zu umfangreich,

um hier in wenigen Worten wiedergegeben werden zu k&nnen. Fiir un-
sere Fragestellung ergibt sich vor allem, daB8 mehr und mehr {iber
eine "rein" stochastische Behandlung des Anwendungsproblems hinaus,
wie sie pfimﬁr in der Fehlertheorie mit den relativ allgemeinen
theoretischen Konzepten des Systems der Zufallsgrdsen und dem Be-
griff der Wahrscheinlichkeitsverteilung angestrebt wurde , nun
auch spezifische inhaltliche Aspekte des jeweiligen Anwendungsge-
genstandes relevant werden. Beispielhaft zeigt sich in den Ausein-
andersetzungen zum 2.Hauptsatz der Thermodynamik und dem Versuch,
ihn auf atomistischer Grundlage herzuleiten, wie wichtig inhalt-
liche Besonderheiten, und zwar hier mechanische Beziehungen und
Annahmen, im Verh#ltnis zu den allgemeinen w.th. Kennzeichnungen
werden. Es wird hier eine wechselseitig komplementire Beziehung'
von jeweiligen inhaltlichen Spezifika des Anwendungsgegenstandes
zZu seiner allgemeinen w.th. Charakterisierung sichtbar: Mechani-
sche und statistische Vorstellungen beschreiben gemeinsam Struk-—

turebenen eines einheitlichen systemhaft aufgefaBten Gegenstands-
bereichs.

Zudem kldrt sich in dieser Etappe, daB8 die W.Th. nicht einfach
eine "HuBere" Hilfsmethode des unvollkommenen Erkenntnissubjekts
etwa im Sinne der Laplaceschen Auffassung ist, sondern zu einem
eigenstidndigen Grundbegriff zur Bearbeitung und konkreten Anwen-
dung unterschiedlicher Substanztheorien (wie der statistischen Me-
chanik, der Quantentheorie, der Sozialwissenschaften, der Psycho-
logie usw.) wird. Die Entwicklung der W.Th. 148t sich also tat-
sdchlich als die Entwicklung ihrer Anwendungsbeziehung charakte-
risieren. Vor allem hat der historische Entwicklungsstandpunkt,
auf den wir uns gestellt haben, verdeutlicht, wie schrittweise
mit dem Problem der Zirkularitit in zunehmend komplizierter wer-
denden Anwendungszusammenhéngen umgegangen wurde,
lich relativ voraussetzungsvolle Annahmen, die implizit den Be-
griff und seine Anwendung requlierten, mehr und mehr expliziert,
auf ihren eigentlichen Kern begrenzt und in einen vielfdltig in-

indem anfing-
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haltlichen Bezugsrahmen gestellt wurden.

Diese historischen Betrachtungen legen es nahe, auch die didakti-
sche Konzeption der Entwicklung der W. vom Anwendungsbezug her zu
strukturieren. Dies soll mit Hilfe einer Vorstellung von W. als
einer "allgemeinen MeStheorie" erreicht werden.

3. Wahrscheinlichkeit als ein verallgemeinerter MeBSprozef

Ein wichtiger Hinweis, die W. auf dem Hintergrund einer allgemei-
nen Vorstellung vom Messen zu verstehen, findet sich bei Kolmogo-
roff. Dieser betont zum einen den engen Zusarmenhang von MaBtheo-
rie und moderner axiomatischer W.Th., um jedoch sogleich auch den
Unterschied hervorzuheben:"Geschichtlich ist die Unabhdngigkeit
ceen derjenige mathematische Begriff, welcher der Wahrscheinlich-
keitsrechnung ihr eigenartiges Geprige gibt ... ." ([3]1). Dies
verdeutlicht, da8 der W.B. unter der Perspektive seiner Anwendung
ber die Eigenschaft der Additivitdt eines {iblichen MaBes hinaus
eines zusitzlichen, ihm speziell eigenen Konzepts bedarf, némlich
des Unabhingigkeitsbegriffs.

Die besondere Bedeutung der Unabhiingigkeit wird ersichtlich, wenn
man feststellt, daB in der Stochastik elementare Mefvorgdnge, wie
etwa die Flichenmessung, unter einem neuartigen Gesichtspunkt be-
trachtet werden. Hier wird der jeweilige Mefvorgang mehrfach wie-
derholt, um auftretende Fehler zu eliminierenDie theoretische
Grundlage, diese Massen-Experimente einheitlich zu bewerten, bil-
det das Unabhlngigkeitskonzept. Die Auffassung von W. als einer
besonderen MeStheorie ist somit nur sinnvoll, wenn man iiber eine
mathematische Kennzeichnung in Form einer Definition des W.B.
hinaus, gleichzeitig den konkreten Anwendungsbezug realer Messun-
gen beriicksichtigt und damit in grundsitzlicher Weise dem Unab-
hingigkeitskopzept als der W.Th. eigener Begrifflichkeit (Kolmo-
) Rechnung trdgt. Auf diese Weise 14Bt sich die W. als ein

goroff

Begriffsfeld kennzeichnen, das einerseits aus einer entsprechen-
den Begriffsdefinition und andererseits aus dem Unabhidngigkeits-
konzept besteht. Diese Charakterisierung bleibt zundchst relativ

"offen"” und unbestimmt. Sie mu8 entsprechend konkreter Bezugssi-

tuationen inhaltlich gefiillt und interpretiert werden.
Wie 1ist sich der didaktische Vorteil, die W. als allgemeine Mef8-

theorie aufzufassen, praktisch realisieren?
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Beim ersten Herangehen an einen konkreten MeBSvorgang stellt man
sich vor, einerseits ein MeBinstrument und andererseits einen
Me8gegenstand zu haben; der Zusammenhang zwischen beiden, gewis-
sermaBen die Gebrauchs- bzw. die MeBvorschrift wird durch die
MeStheorie gegeben. Diese Sichtweise auf den MeBvorgang 148t sich
bei dem elementaren Beispiel der Fldchenmessung wiederfinden: Der
MeSgegenstand besteht in der vorliegenden Qlﬁche, das MeBinstru-
ment ist ein gewidhltes EinheitsmaB, etwa das Einheitsquadrat,und
die MeStheorie in Form der Axiome liefert letztlich eine Versuchs-
vorschrift fiir den MeBprozes.

Diese Vorstellung 148t sich in wichtigen Aspekten auf die W.Th.
iibertragen. Der MeBgegenstand besteht aus einer konkreten Zufalls-
erscheinung; unterschiedliche Zufallsgeneratoren stellen MeBin-
strumente dar, welche den passenden W.R. reprédsentieren; und die
MeBtheorie (bzw. die W.Th.) liefert unterschiedliche MeBvorschrif-
ten (etwa in Form des Bernoulli-Theorems). Diese Vorschriften ge-
ben Hinweise auf den Einsatz und Gebrauch der MeBinstrumente und
reqgulieren den Zusammenhang von Zufallsgenerator und Zufallser-
scheinung. Beispielhaft steht hierfiir das Verh&ltnis von relati-
ver Hiufigkeit, als einenm empirischen Parameter der Zufallser-
scheinung zu W. als einem theoretischen Konzept des Instruments,
dessen Zusammenhang gerade im Bernoulli-Theorem thematisiert wird.

Das hier eingefilhrte Konzept des w.th. MeSinstruments ist nicht
v5llig neuartig. In der didaktischen Diskussion wird an seiner
Stelle stdrker das Konzept des stochastischen Modells aufgegrif-
fen. Darunter 148t sich ganz allgemein ein Spektrum von konkreten
Zufallsgeneratoren, wie Wiirfel, Urne und Roulette bis hin zu sto-
chastischen Modellen in Form von Ausgangsgleichungen auffassen
(vgl.[2]). Die zentrale Stellung des Konzepts "MeBinstrument" wird
daraus ersichtlich, daf8 es das eingangs diskutierte Problem der
Theoretizitlt bzw. Zirkularitidt stochastischer Begriffsbildungen
und Anwendungen aufnimmt und didaktisch bearbeitbar werden 148t.
Ein MeBinstrument ist ndmlich nicht einfach "fix und fertig" vor-
gegeben, sondern es muf immer auch an den jeweiligen MeBgegen-
stand "angepa8t"” und auf eine geforderte MeBgenauigkeit hin einge-
richtet werden. Ein MeBinstrument ist somit gleichzeitig Mittel
und Gegenstand der Messung, d.h. es dient sowohl zur Bestimmung
bestimmter Quantitdten eines MeBgegenstandes und kann diese Auf-
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gabe jedoch nur erfilllen, wenn dieses Instrument geeignet an den
Gegenstand angepaBt, justiert, geeicht, d.h. selbst zum Gegenstand
einer w.th. Messung gemacht wurde.

Die Vorschriften zum Umgang mit‘stochastischen MeBinstrumenten
reichen von recht einfachen und\pragmatischen, wie etwa die im so-
genannten empirischen G.d.g.z. zum Ausdruck kommende Anweisung, nur
hdufig genug den MaSstab anzulegen bzw. den zufallsgenerator zu be-
titigen, bis hin zu relativ theoretischen Regeln, die ihrer Struk-
tur nach dem Bernoullischen Theorem entsprechen.

Aufbauend auf diesen Uberlegungen soll nun die Grundstruktur eines
anwendungsorientierten Stochastikkurses (fiir die SI) skizziert wer-
den. Der Vorschlag liuft darauf hinaus, bewuBt zwischen Modellebene
bzw. Ebene des MeBinstrumentes, der Ebene der MeBtheorie und der
Ebene des MeBgegenstandes zu unterscheiden. Ahnlich wie in allen
Me8situationen bestimmt sich auch der W.B. abhingig von dem gesam-—
ten Kontext des MeBvorganges:"Das Glicksspiel oder der Wiirfel oder
der Zufallsgenerator oder das Problem der Mefgenauigkeit bestimmen
den Begriff von 'Wahrscheinlichkeit', den man in dem jeweiligen
Zusammenhang hat, genauso deutlich und genauso stark wie eine ent-
sprechende Definition." (vgl.[51)

In ersten einfachen und plausiblen Anwendungskontexten wird die
Gleichwahrscheinlichkeit zusammen mit einer intuitiven Vorstel-
lung zum empirischen G.d.g.Z. ausreichen, durch Simulationen ein
befriedigendes MeBergebnis zu erhalten. In komplexeren Situatio-
nen wird dieses Konzept durch die Laplacesche W. (z.T. auch in
geometrischer Form) abgeldst werden miissen; zudem sind implizit
eingegangene Annahmen (wie die der Unabhingigkeit) zu explizie-
ren, und die intuitiven MeBregeln auf eine mehr und mehr theoreti~
sche Grundlage zu stellen, die nach und nach Abschitzungen der
Exaktheit und Sicherheit des MeBfzusammenhanges explizit ermdglicht.
(Fiir Beispiele vgl. etwa [1] und [91.)

Zusammenfassend 148t sich sagen, daB in diesem Konzept-Vorschlag
der W.B. und sein Verhdltnis zu realen Anwendungsgegensténden im-
mer in bezug auf die gesamte MeBsituation mit ihren Anforderungen
und M8glichkeiten gesehen wird. Des weiteren kommt diese Konzep-
tion der W.Th. als MeBtheorie, und damit als Abfolge aufeinander
aufbauender unterschiedlicher Messituationen, den Anforderungen
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nach verstirkter Eigentitigkeit der Schiiler entgegen. Ja, die viel-
fach erhobene Forderung, daB Schiiler im Stochastikunterricht sich
selbst die Daten beschaffen miissen, indem sie etwa Experimente
durchfilhren oder Umfragen organisieren, diese Daten anschlieBend
ordnen, bewerten und auswerten, um schliefllich neue Ansdtze ihrer
Experimente vornehmen zu kbnnen, wird geradezu zu einem zentralen
Bestandteil dieses Konzepts. Dabei zeigt sich, daB mit zunehmender
Verallgemeinerung des W.B. in schrittweise komplexer werdenden
Anwendungssituationen nicht eine Abl&sung von realen Erkenntniszu-
sammenhingen und praktischen Beziigen einhergeht, sondern dag die
Vielfalt der unterschiedlichen T&tigkeiten bei einem w.th. "MeB8-
vorgang" eine umfassendere und vielfach differenzierte Beziehung

{ S i

zwischen sich verallgemeinerndem Begriff und konkreten Anwendungs-
gegenstinden ermdglicht.

AbschlieSend sei angemerkt, daB die hier vorgeschlagene Konzeption
zur Entwicklung des W.B. in der Arbeitsgruppe "Mathematiklehreraus-
und -weiterbildung”™ am IDM diskutiert wurde; die hier notwendiger-
weise kurz und knapp gehaltenen Uberlegungenvwerden an anderer
Stelle ausfiilhrlich in unterschiedlichen Konkretionen ausgearbeitet
und sollen fiilr die Lehrerfortbildung (in der SI) nutzbar gemacht
werden.
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