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1. Introduction: L’ indépendance - un concept de la stochastique au statut
ambigu?

On peut dire sans exagérer que le concept d-"indépendance stochastique” a
un statut extraordinaire dans 'le cadre de la theorie des probabilités. Ce
statut particulier se manifeste dans nombre de charactérisations et

d'affirmations qui sont en partie contradictoires, par exemple:

L’ independance stochastique ne fait pas partie Ges axiomes fondamentaux
de la theorie des probabilites. Par contre: la methode axiomatique
est le seul moyen d‘arriver a une définition “propre" de l°indépen—

dance.

1,' indépendance est une notion intuitive. Par contre:

1°independance est un concept formel, une rxégle de multiplication.

L’ independance est un postulat. Par contre: 1° indépendance doit eétre

verifiee par des tests statistiques.

-~

L° independance est le concept fondamental spécifique de la proba-
bilite (Kolmogorov). "La structure stochastique qui, dés la genése,
fut et demeure au centre du calcul des probabilites est celle

d‘ independance." (Logve, 1978) Par contre: 1°indépendance est un
concept auxiliaire et utile qui simplifie le calcul des probabilites

(! — dans un manuel scolaire}.

* Version redigee d - une contribution au colloque Inter-IREM "Histoire des
Mathematiques et Epistemologie, Poitiers, 27 et 28 mai 1983", traduite par
G. Seib (Bielefeld), corrigeée et redigee par E. Bloch (Poitiers).



— L independance est la condition fondamentale pour toute application des
probabilités. Par contre: 1-indépendance est la condition fondamentale
pour démontrexr des résultats essentielas en théorie des proba-
bilites.

Quels sont les raisons de ces "oppositions"”, et comment peut-on les utiliser

d’'une fag¢on constructive?

La difficulte, dans le cas de 1" indépendance, est de mettre d°accord deux
conceptions concurrentes. D une part, il y a une déefinition mathématique

theorique:

Soit (2, A, P ) un espace de probabilite. Les
evenements A, B £ { sont independants, si et

seulement si

P(ANB) = B(A) + P(B).

D"autre part, il y a de nombreuses représentations intuitives,
fondees sur les expériences les plus diverses, qui font dire que des
observations, des resultats d-expériences, des phénomgnes etc. sont

independants les uns des autres.

C'est le probabiliste Mark Xac* qui a insiste sur ce rapport entre
definjition mathématique et representation intuitive de 1 indépen—

dance. "Ce qui se cache derriére la definition de 1" independance est la
conviction (fondee sur 1l expérience) que cette definition peut aussi

s appliquer a une situation bien preécise. Il y a donc indépendance dans

un gens vague et intuitif, et il y a independance en ce sens étroit, mais
bien defini mathematiquement, gue le theorems de multiplication des
probabilités est valide. Ce sont ces repreésentations vagues et intuitives
qui furent longtemps la force motrice principale dans le developpement de la
thécrie des probabilités.” (Kac 1959, p.10).

e e bt

* Prononcer Katz



Ce rapport entre significations intuitives et caracterisations formelles de
1" indépendance a vu un "renvergement” du contenu du concept et de la
definition, quand la theorie des probabilites s-est constituee: la
validité de la formule de multiplication n"est plus rendue plausible a
partir de representations du reéel traduisant des independances obser-
vables; & 1l-inverse, on dit qu il y a indépendance si on peut appliquer

la formule de multiplication.

R. von Mises, entre autres, a vivement proteste contre une definition
ausgi formelle de l°indépendance. Son objection était que, dans le cadre
d'une théorie axiomatique selon Kolmogorov, des evenements peuvent

etre indépendants qui ne seraient pas du tout ressentis comme indépen-
dants les uns des autres, dans un sens intuitif comme "ils ne 8  influencent
pas” ou "ilg sont distincts les uns des autres”: "Quand on considere deux
caracteres qui s°influencent ou pas, on donne un sens a la notion

d indépendance. Par contre, une definition fondee sur la regle de
multiplication nest que la généralisation affaiblie d " un concept plein

de gignification.* (von Mises 1964, p. 38). Ce gu il denonce, c est

l’extension d 'un concept vidé de son contenu.

Ce probléme du renversement du contenu et de la definition mathématique
de 1-indépendance joue aussi un role important dans 1 enseignement,
Quelques manuels tentent de déduire la formule de 1" independance, sans
rupture, par le biais des probabilites conditionelles, Cette maniére de
procader est souvent accompagnee de considerations d-analogie avec

1l incompatibilite et le theoreéme 4 addition, afin de justifier les cas
particulierg - P (A), regp.P (B) = 0 — de 1 independance. Par contre, A.
Engel a constateé que, pour les applications, 1-indépendance n-est pas

definie (par la regle de multiplication) mais postulee.

Boge, dans une lettre circulaire, fait remarquer gqu on ne peut pas tout
simplement eliminer cette difficulté de 1°enseignement des proba—

bilites, & gavoir la difficulté de faire se recouvrir 1 intuition et la
définition mathematique. C est une des raisons qui le font se prononcer
nettement contre 1°introduction de la stochastique dans 1 enseignement des
mathematiques.



"La difficulte reside dans la traduction entre mathématiques et

realite. Dans 4 autres domaines des mathématiques, cette traduction

s effectue sans aucun probleme. Mais il en est autrement dans le cas du
calcul des probabliteés... La relation (entre mathématiques et

realite) y devient interessante a partir du moment ou 1 on veut
déterminer la “probabilitée" des suites de zéxo ou un de longueur n, en
disant, par exemple, qu elles sont toutes "equiprobables”. Pour les
résultats (i,j) avec i,jeA = {1,2,...,6}de deux coups °indépendants’
avec le méme de, on propose d°ordinaire que la probabilité soit

1/6 *1/6 = 1/36, si le de est symétrique; sinon qu’elle soit Pij‘ Py Pj.
ol Ii est la probabilite d-obtenir i en un seul coup. Malheureusement un
professeur ne pourra enseigner une telle proposition que comme un dogme,
parcequ il ne pourra pas la justifier d une maniére convaingante, méme

dans le cas du dé symetrique." (Bdge 1979, p. 3/4)

Ensuite Boge demontre, par diverses considérations et & 1l-aide

d‘exemples que la formule du produit, donc la definition formelle de
1'indépendance, ne peut pas etre derivee mathématiquement, sinon -

a son avis — dans le cadre d une theorie subjective des probabiliteés.

"pans ces conditions, il me semble que c est trop demander au professeur que
de defendre une telle proposition devant ses eleves. Et il y serait
contraint, puisque les plus simples applications du calcul des probabilites
deviennent impossibles sans elle... Il n'y aucune raison, malgre les
difficultes fondamentales gu’on rencontre dés les guestions les plus
simples, de supprimer la theorie des probabiliteés? Pourtant, a cause de

ces difficultes, on ne devrait pas 1l enseigner a 1l eécole. Le professeur
serait contraint de répondre de maniére dogmatique aux plus simples

objections des eleves,”

Les difficultes mentionnées dessus dans le rapport entre les aspects
intuitifs et formels de 1°independance, ainsi que les cbjections contre
1 enseignement du calcul des probabilités a un niveau élementaire,
donnent 2 penser que le renversement du contenu et de la definition
serait & l’avantage des seules mathématiques pures. Ce renversement
semble étre, pour l°essentiel, une abstraction formelle, en vue de la

purete mathématique, concentrant la théorie des probabilités 4 une



fagon aussi economique que possible. En ce qui concerne 1°enseignement,
il subsiste la crainte que de telles abstractions ménent vite & des

concepts vidés de contenu.

Est-ce-que ce probléme s est présenté d une manieére analogue au cours

du developpement historique, ou bien y avait-il des necessités, des raisons
objectives impérieuses en faveur d-une generalisation du concept

d° independance, sans que cela améne obligatoirement a faire abstraction

de ses proprieteées?

pans ce qui suit, je vais eclairer par des exemples, en esquissant quelques
étapes historiques pour la probabilite, 1°evolution du concept

d' independance, tout en montrant que ce concept a, en effet, une importance
particuliére, ou, comme le disait Kolmogorov, "confére a la theorie

des probabilités son caractere particulier”.

Les considérations suivantes reposent sur la these que la transition du
XVIITe au XIXe siecle aurait réalise un changement dans le rapport

entre objet et methode en mathematiques. Au XVIITe si&cle, la

premiere tache était de legitimer et delimiter 1 objet des etudes
mathematiques; les méthodes les plus diverses étaient admises pour

traiter et analyser cet objet. Au XIXe si&cle, ce rapport s egt renverse,
1'cbjet devenant arbitraire, et la tache étant d-affermir les meéthodes
mathématiques et de deéfinir des proceédés rigoureux permettant une
abstraction de 1l objet et ainsi une extension des applications. En fait, ce
sont alors les methodes s@res qui constituent 1 objet nouveau des

mathematigques, lequel est devenu "theéorigue”.
Cette proposition va me servir de guide. En méme temps, elle devra étre

rendue plausible en ce qui concerne la stochastique, grace a des

exemples.

2. L independance et les probabilites classiqgues

Pour la période classique du developpement des probabilites, le jeu de

hasard (ideal) etait d une importance singuliere, ce qui ressort du



fait que tous les premiers travaux sur ce sujet traitent presque exclusive-
ment de problemes de jeux (cf. Pascal/Fermat 1654, dans David, 1962;
Huygens 1657, J. Bernoulli 1713, Montmort 1708, etc.). Mais il serait hatif
d"en conclure que la théorie des probabilites, a cette époque,

etait exclusivement une théorie des jeux de hasard. I1 faut se rendre
compte que l°on travaillait en méeme temps sur des problémes pratiques,
parmi lesquels il faut noter les applications aux calculs de mortalite et
de rente (cf. John Graunt, 1663, et De Witt, 1671) et au le secteur
juridico—-légal (Leibniz 1665). En fait on peut dire sans exagérer

gu existait 1l intention d-utiliser cette nouvelle theorie des proba-
bilites dans tous les domaines de la vie guotidienne, de l1°appliguer a

"des situations civiles, morales et economiques” (J. Bernoulli).

D ou vient donc la grande importance du jeu de hasardz

Le jeu de hasard permettait de modeliser d -une fagon naturelle des
probabilites veritables, a savoir les frequences relatives. Avec le

jeu de hasard ideal, 1l-objet de la théorie des probabilites se

présentait sous une forme concise. I1 expliguait, mathematiquement, la
probabilité, en tant que rapport (entre les cas favorables et les cas
possibles); en outre, ce cadre permettait de dériver, dans une forme

simple, les régles les plus importantes de la theorie des probabilites,

dont le theoreéme de 1l -addition et le theoréme de multiplication, et

aussi @’introduire, en embryon, et dans des situations exemplaires, d-autres
concepts fondamentaux, comme ceux de la probabilité conditionelle et de

1" independance.

L’ independance appartenait, sans que ce soit devenu tres explicite, d une
fagon naturelle au cadre du jeu d"hasard, comme il est evident dans les
exemples de “tirages sans remise™ données par de Moivre. L’ indépendance
est un élément fondamental des regles élémentaires de la theorie
classique des probabilités, mais il est certain qu-on n’y attachait alors
aucune importance théorique (stochastique) particuliére, puisque le
concept n'en fut defini explicitement que plus tard par de Moivre
(1718/1756) et par Bayes (1763). Auparavant Bernoulli, pour démontrer son
theoréme, avait deja utilisé largement le concept 4 independance,



mais sans le savoir, implicitement. Dans ce qui est dit autour du
théoréme, le concept de l-indépendance ne figure méme pas comme
meritant 4 -étre spécialement signale.

Meéme si l°on considere, a juste titre, qu-avec le théoréme de

Bernoulli le calcul des probabilités a commencé sa lente évolution vers
une discipline mathématique pure (Lo2ve), rien n"est change, au fond,
dans cette compréhension naive de 1-independance, par les améliora-—
tions et généralisations de ce theoréme effectuées par Laplace et

de Moivre. C"est seulement lors des applications de la theorie des proba-
bilites & la theorie des erreurs d observation, et au moment ou les
probleémes des theorémes—limites se sont ajoutes a ceux de la

recherche d"une loi universelle des erreurs, que le statut de 1-indeépen-
dance, comme concept important pour la théorie des probabilites, vient

& poser un probléme aigu.

3. L independance dans des contextes d-application des
probabilites

3.1 Probabilite et théorie des erreurs

L'application de la théorie des probabilites aux resultats d- observa-
tions n"entralna pas seulement une amélioration des méthodes et des

calculs dans la theorie des erreurs; en retour, la theorie des proba-
bilités a aussi gagné un nouveau point de vue conceptuel, grace a ces

applications memes.

Dans une observation concréte, la vraie valeur t ne sera jamais connue. Ce
qui veut dire que les erreurs (”incertitudes"), resp. les deéviations autour
de la vraie wvaleur ne peuvent pas etre connues dans 1l absolu. Une theéorie
mathematique des erreurs 4 observation ne peut pas traiter des valeurs
mésurées individuellea considerées comme des grandeurs isolees. La

tache de la theorie des erreurs est d analyser la relation entre des

observations individuelles resp. entre les incertitudes attachés aux



observations. La theorie des probabilites expliqua une telle relation
avec le concept de distribution (au sens de distribution - ou repartition -
de probabilite).

Une multitude de lois de distribution possibles pour les erreurs furent

d-abord envisagées; elles servirent en premier lieu pour fonder mathéma-
tiquement des principes statistiques utilises pragmatiguement jusgue-la,
entre autres le principe que la moyenne arithmetique d-une serie de

donnés est la meilleure estimation de la vraie valeur d°une grandeur.

De plus en plus, les rechexches tendirent ensuite a trouver une loi
universelle pour les erreurs d-observation. En egssayant de justifier la
méthode des moindres carrés, Gauss fut un des premiers a dériver la
distribution normale comme loi universelle des erreurs. Certaines
caractexistiques de cette fonction de distribution avaient éte posees
en prémisses et on exigeait que la moyenne arithmétique des résultats

d ' observation fat la valeur mésurée la plus probable. (Gauss a donc

procéde, pour ainsi dire, "a l-envers").

Le nouveau point de vue conceptuel mentionneé ci-dessus, qui doit son
introduction dans la théorie des probabilites a 1 urgence des

problémes pratiques de mésurage, tient surtout au fait que désormais on
ne considerait plus seulement des evénements individuels, mais des
systémes entiexrs de parametres aleatoires. La notion de distribution

deyint 1-outil essentiel pour une description et une analyse adequates.

L objet de la theorie des prcbabilités n°est donc plus un jeu de hasard
qui peut eétre defini a priori; c’est maintenant un systéme de nombreux
evénements de nature inconnue. Comment définir ce nouvel objet? Dans

les tentatives pour le préciser, le concept de 1° independance a jouée un

role important.

Gauss avait posé un grand nombre de prealables avant de deriver la
distribution normale. L analyse des conditions (nécessaires et suffisantes)
du comportement “"normal* a abouti au résultat suivant: c’est que doivent

entrer en jeu de nombreuses erreurs (resp. grandeurs aléatoires) indepen-—



dantes, qui soient elles-mémes distribuées de maniére "uniforme” (ce

qui veut dire qu-il n'y a pas de variables aleatoires dominantes).

L’exacte signification mathematique de ce fait d uniformite fut enfin
exprimée et demontrée par Lindeberg (1922) et Feller (1937):

Soit (X,, n=1,2,...) une suite de variables aleatoires independantes
centreées et S, =X +....4X . Soit 8 1l ecart-type de S,. Le theoreme
de Lindeberg et Peller dit que la distribution de S,/8;, tend, quand n tend

vers 1 infini, vers la distribution normale N(0,l) si et seulement si

i n

£ > i 2 4
0 Sn k—llxlzesn

xzdF (x)=0.

v
Xy

Ceci implique que la variance de chague X est petite par rapport a la

variance de la somme 5, . (Cf. Feller, vol. II, p.256).

L indpendance devient alors un caractére exige de 1 objet. Pour les
mathématiques, 1°indépendance, sous la forme du theoreme de multi-
Plication et de ses généralisations (interversion de produits et
d’inteégrales), a apporte surtout des avantages techniques, des "simpli-

fications du calcul",

Dans le cadre des applications a la théorie des erreurs, apparalit un
autre aspect de 1 independance stochastique: servir a 1-analyse des
evenements aletoires reels. Si on postule 1l°independance, un
comportement normal du systeme devrait se reveler. S il n-est pas
observé dans des cas particuliers, les prémisses, dont 1’ indépendance,
ne sont pas valables. Ici 1 indéependance traduit une proprieté tangible
de la realite; elle sert a analyser la réalité. Entre autres

choses, elle est caracteéristique de 1l objet probabiliste.

Dans un article de 1845, Gauss a remargué 1°importance de ce concept dans
l°application de la théorie des probabilites: "On escompte que les
fluctuations aleéatoires, sur un grand nombre 4 observations, se compensent

en tres grande partie les unes les autres, et on accorde une confiance -
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d’autant plus grande a la valeur moyenne gque le nombre des resultats est
Plus grand. En quoi on a généralement tout a fait raison; d’ailleurs le
developpement ulterieur et l-exploitation prudente de ce principe ont
donne, surtout dans les sciences de la nature, des résultats souvent
fructueux et parfois tres remarquables. Pourtant cette sarete du
principe fondamental repose sur une condition essentielle, qui est souvent
négligeée méme par des speécialistes, et qui consiste en ce que les
perturbations irrégulieéres ou fluctuations, attacheées aux observations
ou expériences individuelles, doivent étre totalement indépendantes les
unes des autres. Juger si une telle independance existe ou non peut eétre
tres difficile, voire impossible, sans une investigation plus poussée des
faits. S5°il reste un doute, le poids attribue aux résultats finaux sera

preécaire." (Gauss 1873, p. 143)

L independance stochastique, chez Gauss, a évidamment une tout autre

charge que 150 ans auparavent.

C'est dans le cadre de ce developpement, qui faisait d un ensemble
aleéatoire le nouvel objet de la théorie des probabilités, gque 1l on doit
congidérer les travaux de Fechner, Bruns, Helms, et finalement, de Richard
von Mises, qui voulait fonder le concept du "collectif statistique” par la
methode axiomatique, lui assignant la place de 1-objet classique, c'est a

dire celle du jeu de hasard (ce qui conduisait a des difficultés quant

aux fondements).

-

3.2 Probabiliteé et théorie cinetique des gaz

La theorie cinétique des gaz est un autre domaine dans lequel de vastes
systémes de paramétres aleatoires furent etudies. La aussi, non
seulement l-application de la théorie des prcbabilites a donné
naissance a la physique statistique, mais de plus, en retour, les proba-

bilites ont beneficie de cette application.

Le probleme de 1 application de la théorie des probabilités a la
theorie des gaz est beaucoup trop complexe pour étre expose ici, mome

brievement. Je me limiterai donc a un point capital, celui qui touche au
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deuxiéme principe de la thermodynamique, en montrant, a 1°aide d un
modéle simple congu par P, et T. Ehrenfest, de guelle fagon des

prémisses probabilistes y interviennent.

C’est surtout dans les travaux de Ludwig Boltzmann gu on peut se rendre
compte de 1 importance de la probabilité pour la physique. Ses recherches
¢taient centrées sur le deuxieéme principe de la thermodynamique qui
congtate 1-accroissement irréversible de 1 entropie, du desordre 4 un
gystame de gaz jusqu-a son équilibre. Si Boltzmann était convaincu,

au début de son étude, qu il pourrait donner une démenstration purement
mecanique de ce theoreme, il constata, aprés de longues debats

jalonnés de vives objections, qu-en derniére instance il faudrait
necessairement faire appel a la theorie des probabilites. Instrument
auxiliare au depart, l-usage du concept de probabilité s°etait trans—

forme, au cours de Ses travaux, en moyen de connaissance fondamental.

Ol donc la probabilite s’ insére-t-elle d une maniere essentielle dans
la theorie des gaz? D abord il est evident que des systémes gazeux,
consistant dun nombre énorme de particules, ne peuvent eétre décrits
que statistiquement. Leu.f etat, par exemple les vitesses des particules,
fut caracterise a 1 aide de distributions. Mais la probabilite, dans ce
cadre, fut d abord comprise comme un outil auxiliaire pour décrire des

phénoménes au fond mécanigues.

Cest gseulement avec 1 etude du comportement de la macrostructure du
systéme gazeux, c'est & dire de 1 evolution d"um eétat ordonne a
1 etat de desordre maximal, que la probabilite apparut avec évidence

comme un concept fondamental.

Afin d-etudier ces changements temporels de la fonction de distribution des
vitesses, on a da introduire des premisses additionnelles. Pour une part,
des premisses mécaniques, dont celle qu'il n’y aurait que des chocs
binaires dans les cas simples, D autre part, il a fallu faire une hypothese
stochastique fondamentale (tres importante, commé on le vit plus tard), a

gavoir la fameuse condition du nombre de chocs ( stoBzahlansatz, autrefois

posée en postulat du chaos moléculaire).
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Cette condition contient essentiellement la proposition suivante: le nombre
de chocs de deux groupes de molécules ayant des vitesses differentes,

dans un interxrvalle de temps A t, est égal au produit des nombres de chacun
des deux groupes {aux coefficients de proportionnaliteée pres). -Cette
proposition permet, dans les calculs, de passer des distributions des i

vitesses des paires de molecules a celles des moléecules individuelles.

Thompson, pour exemple, donne la définition suivante pour le StoBzahl- i
ansatz: "La fonction de distribution pour des paires de molécules est

donnée par
f2<v1,v2,t) = £(v;,t) " £V, E)".

"Cette premisse 4 1" air innocent est celle qui fut et qui est encore

discutee le plus vivement apres plus d’un siecle.” { Thompson )

Cela signifie, dans la théorie des probabilites, que les variables
aleatoires corregpondantes sont gtatistiquement indépendantes (Cf.

Thompson, 1972, p. 11).

Le concept central pour l-application de la probabilite, c’est ici encore
1 indépendance, qui n-est pas, dans ce cas, simple propriété stati-
stique des parametres aleatoires, mais liee a des caracteristigues
mécanigues des particules considerees dans le systeme.

On peut montrer comment sont lies les aspects mecaniques et statistiques

dans le StoBzahlansatz, sur le modele simplifie imagine par Ehrenfest
{1911).

Soient donnes N P-atomes (points) dans le plan euclidien par

carré—-unite; ces P-atomes n’ interagissent pas les uns avec les autres.

Cependant, ils se heurtent d"une maniere elastique contre des C-atomes ;jf

donnés (carrés), qui sont fixes dans le plan et distribues

irregulierement. Aussi, les diagonales de ces C-atomes sont paralleles

a l-axe x ou y; en plus, leurs distances soient grandes comparé a leurs
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longueurs de cOte ("gaz rarefie"). Leur densite soit.n par
carré-unité, Ce dernier est une prémisse importante d°équiprobabilité sur
laquelle s -appuie le Stoszahlansatz.

En plus, on suppose que tous les P-atomes aient la méme vitesse constante c

et qu’ils mouvent seulement dans les quatre directions des cooxdonnes.

Fig. 1

La distribution des vitesses se rapporte, dans ce modéle, exclusivement aux

quatre directions donneés.

Soit fi le nombre de P-atomes en mouvement dans la direction i, 1l-etat

d’eguilibre est donne par

-~

£, = L i=1,2,3,4

I1 doit etre montre 1-approchement monotone a l-etat d’équilibre

pour ce modéle.

Soit Ny - At le nombre des P-atomes qui sont jetes par un choc dans

1'intervalle de temps A t, de la direction de mouvement i dans la direction

j. Donc, ces atomes doivent précisement satisfaire les deux conditions

Suivantes:

1) ils possédent la direction i, et
2) ils se trouvent dans 1l une des bandes Sjj -
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Donc, il ne suffit pas de connaitre la distribution actuelle (£, £5, £,

f 4) = £ (donnée au moment t) des vecteurs afin de deéterminer la distri-
bution "nouvelle" aprés le choc. I1 faut faire une premisse additionelle,
a savoir le Stopzahlansatz. Pour ce modele, il est formulé comme suit:

"Du nombre des P-molécules de chaque direction de mouvement, il revient,
sur les bandes S , la fraction qui correspond & la proportion de la surface

totale de tous les S a la surface libre totale” (Ehrenfest, p.20).

Cela signifie que la direction de mouvement de la P-molecule est (stati-
stiquement) indéependante de sa position; resp. qu’elle est indépendante

du fait gi un C-atome ge trouve "devant" le P-atome ou pas.

La proportion de la surface totale de tous les S a la surface libre totale

est S;.: «n (toujours considerée par carre—unite); le Stoszahlansatz

J
est donc mathématiquement exprimé comme suit:

Nij'At'fi' Sij-n .

D’une maniere illustrative, ceci signifie: le nombre de chocs resp. le
nombre de paires de P-atomes et C-atomes qui se chocquent, est proportionnel

au produit des nombres 4 atomes individuels:
fi' n - Sij
Dangs le méme intervalle de temps A t

Nji'At = fj Sji'n

P atomes sont jetes de j a i. Par comparaison des deux équations, on

obtient
INjg At = Nyepb )= |£5 - £4l°5° n

(5 = Isijlcomme aire de surface).
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"La comparaison des eéquations montre immediatement que, dans des chocs du

type decrit, le plus grand f perd, en somme
l£1 - £ {5+ n
molécules au plus petit f pendant A t.

Si le calcul des nombres Nj;, Ny;, Ny3, N3y, etc pour tout intervalle de
temps A t est toujours baseé sur le Stobzahlansatz, on obtient une
decroissance monotone pour les differences des nombres £, £, f£3, £g4.
(Approchement monotone a la distribution de 1 etat d equilibre)."
(Ehzenfest, 1911)

Dans 1-état d-equilibre
N
f1=f =5 =16 =
il n'y plus de differences significatives entre les f£;.

Un des aspects de ce StoBzahlansatz, d abord, merite d etre mentionne:

en regardant, encore une fois, 1 egquation

Nij-At - fi- n - sij

et en “"calculant" le facteur de proportionnalite

Sij= a.c.At (2a-= diagonale du C-atome)
on voit gue des caracteristiques concrétes de la geometrie sy

ingerent,

Dans notre tout simple modele, ceci peut apparaitre comme subtilite
marginale; Gans 1°équation geneérale de Boltzmann, ce phenoméne surgit
dans la forme du soi-disant Wirkungsgesetz (loi d-action), a propos duquel

Boltzmann lui-méme nota le suivant: "Le Wirkungsgesetz des forces qui

8 exercent au moment 4 un choc doit nous étre donné, naturellement. Mais

je n'y ferai aucune premisse limitante. Il se peut qu’il nous est donné




e e = v o

‘mémes formules." (Boltzmann 1872. p. 320).
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que deux moleécules ricochent 1°une de 1 autre comme des sphéres elasti-
ques; il se peut aussi que n’importe quel autre Wirkungsgesetz nous est

donnee.

En ce qui concerne les parois du recipient enfermant le gaz, je voudrais
supposer gque les molécules sont reflechies de ces derniers comme des

sphéres élastiques. Dans ce cas, tout autre loi d-action fournirait les ?

Dans 1 eéquation de Boltzmann, qui deérive de 1 hypothése "StoSzahlan-
satz", il y a donc un lien entre des caracteristiques probabilistes et des
caracteristiques specifiques, mécanigues et géometriques, des

particules. Dans ce cas, 1  indépendance stochastique est liee d une
maniere specifique a des conditions physiques cbjectives. Cette liaison
devient, pour ainsi dire, la cellule germinale de la nouvelle théorie
cineétique des gaz, dans laquelle des éléments theoriques aussi bien

mecaniques que probabilistes fonctionnent a égalité de droits.

"Il est remarquable que la représentation scientifique (...) a evolue
vers une conception plus subtile, dans laquelle un role important revient
& des caracteristiques deterministes aussi bien qu-a des caracteri-
stiques aleatoires. Nous ne voulons citer ici que la formulation donne par
Boltzmann du deuxiéme principe de la Thermodynamique, dans laquelle le
concept de la probabilité joue, pour la premiére fois, un role

theorique essentiel.” (Prigogine, p. 217)

4. L independance comme concept des mathématiques pures

Les idees avancees ci-dessus ont montré que le concept de 1°indepen-
dance s'est developpé et est devenu un instrument d-analyse utile pour
beaucoup 4-applications, au cours du processus qui a élimine le jeu de

hasard comme cbjet assigne a la theorie des probabilites, le

remplagant par une conception ouverte, fondamentalement généralisee ;

de cet objet, sous la forme d un complexe aleatoire.
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Meme si le concept de 1°indépendance, et avec lui la theorie des
probabilites, fut incontestablement accepté dans beaucoup de domaines
d-applications, cette theorie resta encore longtemps suspecte aux yeux de

nombreux mathématiciens.

*"Et pendant qu un formalisme impressionnant était en train de se creéer,
les mathematiciens (a tres peu d exceptions pres) se tenaient a
1'ecart parcequ’ils ne voyaient pas clairement quels etaient les objets

auxquels on pouvait appliquer ce formalisme." (Kac, 1959).

Kac considere que la theorie des probabilite ne fut decidément
acceptée comme une veritable theorie mathématigue que grace a ses
applications en théorie des nombres et a la »decouverte” qu'il y a la

independance stochastique dans un contexte inattendu:

"Puis, en 1909, Emile Borel fit observer que les fonctions de Rademacher sont

independantes. Enfin il y avait des objets bien definis pour lesquels on
pouvait appliquer la theorie des probabilites pour eéveénements
independants, sans avoir a se commettre avec des pieces de monnaie, des
coups de des, des éventualites, des expériences. La publication du

mémoire classique de Borel "Sur les probabilites dénombrables et leurs
applications arithmétiques" marque le commencement de la theorie moderne
des probabilites.” (Kac, 1959).

Finalement, pour les mathematiques aussi 1°admissiblite de la theorie
des probabilites avait ete prouvée par une application, mais une
application interne aux mathématiques: la theorie des nombres.

»L- independance statistique, consideree jusqu’alors comme une
frequentation douteuse des joueurs, a atteint la respectabilite que seule

une discipline ancienne comme la theorie des nombres peut conferer.” (Kac

1982, p. 72).

1 axiomatique de Kolmogorov, en 1933, fut la suite logique de cette re-
connaissance. Meme si ce fut relativement tard, la theorie des proba-

bilités devint une discipline mathématique au sens strict.
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Nos remarques sur 1 histoire du concept d- independance ont cependant
montré que 1 axiomatique des probabilites, dans laquélle 1 appareil
méthodologique est fixe, ne représente pas seulement une recapitula-

tion minimale des régles fondamentales les plus simples, mais est aussi la
conséquence nécessaire du developpement des applications de la

theorie.

L axiomatisation avait surtout pour but de s assurer que les méthodes
probabilistes seraient observées strictement et rigoureusement; mais tout
en conservant la possibilite de les utiliser pour traiter une multitude

d objets les plus divers. Ces objets ne sont pas complétement arbitraires,
bien au contraire ils doivent toujours etre soigneusement redéfinis, et

1a le concept de 1" independance joue un réle preponderant.

*
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