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'7CW'983IA1:'*P"8:13'*CAF _`!$13#<'98:4>!$C��s8:+A/ /AIAF3+qK _`!$1 k '*1V?
π∗
�;- /28Mkd/�/�C 8:+;/�_`IACA)�8:!$1VF !*_ 13/2P '9834>D$/ O /245P ?A4>Dq4>F3!$1VF

WDivY
'*CA?

WDivX
UNl +.IAF

k^/h)X'*C ?A/ KWCA/T8:+A/T_`IAC;)28:!*1

WDivY/X := ker
(
π∗ : WDivY −→WDivX

)

!*_ O /245P�?;4>Dq45FV!$13F !*C
Y
D9'*C;45F3+;45CAJ 1V/�P5'98:4ED$/ 83!

X
U
%WIA1 8:+A/213#Y!$13/ k^/ 4>C.8313!q?AIA)2/ '

_`IACA)283!$1
IDivY

!*_ _`!$1V#@'*PW4>C0KWCA4E8:/2F345#<'*PA?;4>Dq45FV!$13F��qk�+A4>),+ J$/2CA/�13'*P54 O /�Fj45CdKWCA4>83/�FV45#<'*P
?A/2_`!$1V#@'R8:45!*CAF�!*_�8:+;/ O /213!<?A4>Dq45FV!$1�U�%W!$1 3 '*1 8:4>/�1�?A4>Dq45FV!$13F�8:+;/�13/ / < 45F 8�C;!$C K 83134ED 45'*P
45C0KWC;4>8:/2F34>#@'*Pa?;/2_`!$1V#@'98345!$C;F
� k�+A45P>/j83+A45F 45F CA!*8 8:1VIA/d_`!$1�O /�45P.?A4EDq45F3!*13F
�RF34>CA)�/ /A134>#</
O /245PN?A4ED 4>F3!$1VF '*13/Y'*PEk '��qF 13/2?AIA)�/2? U

IDivY
'*P5FV!�'9?A#<4E8:FT'F/AIAFV+ K _`!*1Vk^'*13?

π∗
_`!$1

KWCA4>83/ #<!$1 /A+A4>F3#YF !*_ ?A/�J$1V/�/Qn��('*C;? kd/hF3/28

IDivY/X := ker
(
π∗ : IDivY −→ IDivX

)
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l ! ' )�! D9'*1345'*Ca8 _`IACA)�8:!$1
F : Alg/k −→ Ab

_`1V!$# 8:+A/�)X'R8:/�J*!$1�� !*_ KWCA4>83/�P9�
J$/�CA/21:'983/�?

k
KM'*P5J$/2-A1:'9F 8:! 8:+;/j)�'98:/2J$!$1�� !*_;'*- /�P545'*C J$1V!$I1/AF kd/j'*F3FV! )24 '983/N4>83F��������	�����


 ���
�������
Red(F ) : Alg/k −→ Ab

-��\FV/2838345CAJ

Red(F )(R) := F (Rred)

k�+A/�1V/
Rred = R/Nil(R)

45F 8:+A/\1V/�?AIA)2/�? '*P5J*/�-A13'�!*_
R
�d'9CA? k^/ '*FVF3!q)�45'98:/\4E8:F

� ����� � ����� ������� 
 ���
�������
Inf(F ) : Alg/k −→ Ab

-��\F3/�838:4>CAJ

Inf(F )(R) := ker
(
F (Rart) −→ F (k)

)

k�+A/�1V/
Rart = k + Nil(R)

4>F^8:+;/hP>! )�'*P�.�1V8345CA45'*C
k
KM'*P5J*/�-A13'
!*_

R
U"%(!*1 / <;'*#g/AP5/ '

_`!$13#<'*P J$1V!$I1/��()�!*CAF34>?A/�1V/�?�'9F�' _`IACA)�8:!$1�!$C
Alg/k

�(45F 8:+;/ ?A4>13/2)28 /A13!q?AIA)�8�!9_N4>83F
13/�?;IA)�/2?�'*CA? 4>83F 45C0KACA4>83/�F34>#@'9P _`IAC;)28:!*1�U

O /\!$-;8:'*45C '7831:'*CAF _`!$13#<'98345!$C !9_�_`I;CA)283!$13F
weil : Red(DivY ) −→ WDivY

�
k�+A45),+ '*F3FV45J$CAFQ8:! '�13/�P5'98:4ED$/ 3 '*1 8:4>/�1Q?A4>Dq4>F3!$1 4E8:FY'*F3FV! )24 '983/�? O /245P ?A4EDq45F3!*1 �`8:+;/
13/�F 8:1V45)28345!$C<!*_

weil
83!

Red(Div0
Y )

45Fj?A/�C;!*8:/2?\-��
weil0 ! � '*CA? ' CW'983IA1:'9P 831:'*CAF _`!$1 K#@'98345!$C

fml : Inf(DivY ) −→ IDivY
U

� *,��������� T F 8,'983/�F 83+A/ IACA4ED$/213F:'9Pd_ '*)�8:!$1V4 O 'R8:45!*C /A1V!$-AP5/2# k�4>8:+ 13/�F /0/2)28 83! '
)X'983/�J$!$1��

Mr
!*_�1:'98345!$CA'*Pd#<'�/AF _`13!$# '�CA!$1V#@'*P /A1V!VbV/�)�8:4>D*/\D*'91345/�8"�

Y
8:! )�!*C K

CA/�)�8:/�?�)�!$#Y# I;8:'98:4ED$/ '*P>J$/�-;1:'*4>)�J$1V!$I1/AF2b
DF*#"c���)���C��� 
%$�"'& � � � � ��� ���(����)

(u : Y −→ U) ∈ Mr
� �*� ����� ����IAC;4>D$/213F3'*P 
 ���

Mr
� 
+
 ��� ����� ��,.-��������

(ϕ : Y −→ G) ∈Mr
�0/	���1� � � � ��� �32 �4�5/	� � � � ��� ) / � � � � 


���76 �8,8� ��� � 6 �1��� ) �
h : U −→ G

� �9� � �����:��� � �	�
g ∈ G(k)

���4��/;�0/ � �
ϕ = h◦u+g <

O / J$4>D*/ '<C;/�)�/2F3F3'*1���'*CA?�FVI �Y)�45/2Ca8T)�!$C;?A4>8345!$C _`!$1�8:+A/ / < 45F 8:/�C;)�/ !*_N'<IACA4ED$/213F:'9P
!$-,bV/�)�8�_`!$1 ' )X'983/�J$!*1�� !9_ 13'98:4>!$CW'*P0#@'H/AF

Mr
k�+;45),+ )�!$Ca8:'*45CAF 83+A/ )X'983/�J$!*1��

Mr0!*_h#<!$1 /A+A4>F3#YF<_`13!*#
Y
83! '*- /�P>4 '*C D9'*1V45/�8:45/2F '*C;? F:'98345F KA/�F ' )2/�1V8:'*45C F 8,'*-;45P54E8"�

)�!$CA?;4>8:4>!$C
(♦)

U O /@!$-AF3/21VD*/ 83+W'98 '�1:'98345!$CW'9Pj#<'�/
ϕ : Y −→ G

��k�+A/213/
G
45F

'*C / <q8:/�C;F345!*C !*_�'*C '*-0/2P545'*C D9'*134>/28"� -�� '�P54>CA/X'*1
J$13!$I0/
L
�d45CA?AI;)�/�F<' CW'983IA1:'*P

8:1:'9C;_`!$13#<'98345!$C
L∨ −→ Div0

Y

U J _
F
4>F�'<F3I;-;_`IACA)�8:!$1�!*_

Div0
Y

k�+A4>),+74>F�'Q_`!$13#<'*P
J$13!$I0/��A?A/2CA!*8:/ -��

MrF
83+A/T)X'983/�J$!*1��\!*_ 13'98:4>!$CW'*P0#@'�/;F^_`!$1 k�+A4>),+ 83+A/T45#<'*J$/�!*_

8:+A4>F�4>CA?AIA)2/�? 8:13'*CAFV_`!*13#<'98:4>!$C P54>/�F 4>C
F
UNl +A/2C74E8 +A!$P>?AF

= j�*,�G��*,_ 
>$ >@? ��� � � � ��� 6 ���BA
Mr

�����	� ��� � � � 6
Mr0

� �9�C� � � � � 
 A � � 6
(♦) D �0/	���1��FE � ���0� � ��� ��G ���1� ��� ��,.-������

AlbMr (Y )
� 
 � �9�H��� � A � 
 �0/	���1� � � � 
 ��� �����I6 �1��� )

F ⊂ Div0
Y

���4��/J��/ � �
Mr

� �;� 2 � ��G���� ���	�����
MrF <

l +A/\IACA4ED$/�1VF:'*P^!$-,bV/�)�8
AlbF (Y )

!9_
MrF

45F '*C / <q8:/�C;F345!*C !9_�83+A/ )2P '*FVF345)�'*PX.�PEK
-W'*CA/2F3/

Alb (Y )
��k�+A4>),+ 45F
83+A/ IACA4ED$/213F:'9P !$-,bV/2)28Q!*_

Mr0

�N-�� 8:+A/@P545C;/X'*1hJ$13!*I1/
F∨ � 8:+;/ 3 '91V8:4>/�1eKM?AIW'9P�!*_ F U
l +A/Q?AIW'9P n2KM#Y!*834>D$/
!*_ [0 −→ AlbF (Y )]

4>FT+A/�C;)�/
J$4>D*/�C\-�� [

F −→ Pic0
Y

] � 83+A/�+A!*#<!$#Y!$1 /A+A45FV# 45C;?AIA)�/2?\-��<83+A/ CW'983IA1:'9P 831:'*CAF _`!$1 K
#@'98345!$C

cl : Div0
Y −→ Pic0

Y

U

6



l +A/"IAC;4>D$/213F3'*P$13/2J$IAP5'*1��.IA!*8345/�Ca8
Alb (X)

!*_;' � F34>CAJ$IAP5'*1 ! /A13!VbV/2)2834>D$/ND9'*1V45/28"� X45Fj-��Y?A/ KWCA4E8:45!*CY83+A/�I;CA4>D*/�13F3'*P !$-,bV/�)�8^_`!$1N83+A/�)�'98:/2J$!$1��
MrCH0(X)deg 0

!*_ 1:'R8:45!*CW'*P
#@'�/;F�_ '*)283!$134>CAJ@83+A13!$I;J$+ 1:'98345!$CA'*Ps/
�.IA4>D9'*P>/�CA)2/*U 6�!$1V/
/A13/2)�4>F3/�P9��� 83+A/ !$--bV/�)283F !*_
MrCH0(X)deg 0

'*1V/h13'98:4>!$CW'*P0#@'H/AF
ϕ : X −→ G

k�+A!$F3/ '*FVF3!q)�4 'R8:/�? #<'�/ !$C /W'*451VF
!*_
k
KM13'98:4>!$CW'*P�/0!$4>Ca8:F � +;/�13/

Z
1:'*C;J$/�F�! D$/21�83+A/ 451V13/�?;IA)�4>-AP5/T)2!$# / !$CA/2Ca8:F�!*_

X !

ϕΠ(k) :
⋃

Z∈Cp(X)

Z(k)× Z(k) −→ G(k)

(p, q) 7−→ ϕ(p)− ϕ(q)

_ '*)283!$13FT8:+;13!$IAJ*+ ' +A!$#Y!$#Y!$1 /A+;45F3# !*_dJ$13!*I1/AF
CH0(X)deg 0 −→ G(k)

U 2 IA),+ '
1:'98345!$CW'9PA#@'H/<4>Fj1V/�J$I;P '*1N!$CQ8:+;/�1V/�J$IAP5'*1"P5!q)�IAF"!*_

X
'9CA?<#<'��Q'*P>F3!h-0/�)�!*CAF34>?A/�1V/�?

'*F@'�1:'R8:45!*CW'*P #<'�/ _`13!$#
X̃

83!
G
�^k�+A/213/

X̃ −→ X
45F 83+A/ CA!$13#<'*P>4 O 'R8:45!*C !*_

X
U JMC /W'91V8:4>)�IAP5'*1
�.4E_

X
4>FdCA!*CAF34>CAJ$IAP5'*1N8:+A/�IACA4>D*/�1VF:'*P 13/2J$IAP '91 �.IA!*8345/2C.8d)�!*45CA)245?A/2F

k�4>8:+ 83+A/\)�P5'*F3FV45)X'9PX.�P>-W'*CA/2F3/9U
MrCH0(X)deg 0

)�!$Ca8,'945CAF
Mr0

'*CA? F:'98345F KW/�F
(♦) �8:+A/213/2_`!*13/ kd/
+A' D*/
1V/�?AIA)2/�?783+A/ /;13!$-AP>/�# 83! KWC;?�8:+;/
F3I;-;_`IACa8:!$1�!*_

Div0
eX
k�+A4>),+

45F 13/�/A13/2F3/2C.83/�?�-�� ' _`!$1V#@'*P0J$13!*I1/
F
k�4>8:+

MrF
/
�.IA4ED9'*P5/2C.8 83!

MrCH0(X)deg 0
U

� *,���������  '*C;FVkd/�13F 83+A/ �.IA/�F 8:4>!$C _`!$1
83+A/@_`!$1V#@'*PjJ$1V!$I1/
F
k�+A45),+ ),+W'91:'*)�K

8:/�1V4 O /�F�8:+A/ )X'983/�J$!$1�� MrCH0(X)deg 0
U .�F�8:+;45F�F3IA- _`IACA)283!$1�!9_

Div0
eX
#Y/X'*FVIA13/2F�8:+;/

?A4 � /�1V/�CA)2/ - /28Mkd/�/�C
X̃

'*CA?
X
� ' CW'98:I;1:'*P )X'9CA?A45?A'98:/�45F J$4ED$/�C -�� 8:+A/ ?A451V/�)�8

/A13!q?AIA)�8
Div0

eX/X
!*_^' 1V/�?AI;)�/�? '*CA? '*C�45C0KACA4>83/�F34>#@'9P _`IACA)�8:!$1�� k�+A45),+ '*13/ J*4>D$/2C

13/�F /0/2)2834>D$/2P � -��

Red
(
Div0

eX/X

)
:=

(
weil0

)−1
WDiv eX/X

Inf
(
Div0

eX/X

)
:=

(
fml0

)−1
IDiv eX/X

l +A/�D*/�134=KW)X'R8:45!*C !*_�8:+A/ /
�.IA4ED*'9P5/�C;)�/ !*_
MrCH0(X)deg 0

'*C;?
MrDiv0

eX/X

45FY?A!$C;/
IAF34>CAJ<P>! )�'*P F��q# -0!*P5F�U

l +A4>FNJ$4>D*/�Fj'*CY45CA?;/5/ /�CA?A/2Ca8 /;13!q!*_�� '*P>83/�1VCW'98:4ED$/ 83! 83+A/�!$CA/2Fj4>C�� L 2  �� ! '*FNkd/�P5P
'*F�'*C / <d/AP>45)�4E8 )2!$CAFV8313IA)�8:4>!$C !*_s8:+A/TIAC;4>D$/213F3'*P 13/2J$IAP5'*1 �.IA!*8345/�Ca8 _`!*1�'*P5J$/2-A1:'945)X'9P5P �
)�P5!*F3/�? -A'*F3/ KA/�P5?7!*_N),+W'*13'*)283/�1V45FV8345)
t;UT%WIA1V83+A/�1V#<!*13/ _`13!$#&8:+;/ )�!$C;FV8:1VIA)28345!$C�_`!$PEK
P5! k�Fh83+A/Q_`IACA)283!$1345'*P54E8"��!*_d8:+A/YIACA4ED$/213F:'9Pd1V/�J$IAP5'*1 �.IA!*8:4>/�Ca8Xb S 4ED$/2C ' #<!$1 /A+A4>F3#
σ : V −→ X

!9_ /;13!VbV/2)28:4ED$/\D9'*134>/28345/�F k�4>8:+ 83+A/ /A13!�/0/21V8"� 83+W'98QCA!�451V13/2?AIA)�4>-AP5/
)�!$#g/0!*CA/�Ca8d!*_

σ(V )
45F")2!$Ca8,'*4>CA/�?Y45CQ8:+A/�F34>CAJ$IAP5'*1NP5!q)�I;F

Xsing

!*_
X
�q'*CA?

σ(V )
4>F

'
P5!q)X'*PW)2!$#g/AP5/�8:/�45Ca8:/213F3/2)28345!$C<45C 'hCA/�4>J$+.-0!*IA13+A!q!q?<!*_
σ(V )∩Xsing

U�l +A/�C
σ
45C K

?AIA)�/2F ' +;!$#<!*#<!$1 /A+A4>F3#
Alb (σ) : Alb (V ) −→ Alb (X)

- /28Mkd/�/2C 8:+A/�IACA4ED$/�1VF:'*P
13/�J*IAP '*1 �.IA!98:45/2Ca8:F�!*_

V
'9CA?

X
1V/�F / /�)�8:4ED$/�P9�$U

u



JMCY8:+A/�P '9FV8"8Mk^! F3/2)28:4>!$CAF"k^/�P5!q!$= 'R8j83+A/�F:'*#Y/�FV/28V8:45C;Jh_`1V!$# ' ?A4 � /�1V/�Ca8X/ !$4>C.8
!*_ Dq45/�k �ak�+A45),+@'*P5P>!pk�F�83! )�!$#g/AI;83/�)2/�1 8,'*4>C</ <A'9# /AP>/�Fj'*CA?g/A1V!pDq4>?A/�Fd'TP545C;= 8:! 8:+;/
13/�FVIAP>83F�!*_ � L 2  �� U 2 /�)�8:45!*CAF 6Y'9CA? u<'*1V/TCA!*8�CA/2)�/�FVF:'*1��\_`!$1 8:+;/h#<'*4>C\13/�FVIAP>8�U

� *,��������� � 8:13/�'98:F 83+A/ )X'9F3/ 8:+W'R8
X

4>F\' )�IA1 D$/
C
U l +A45F\4>F '*C / <;'*#g/AP5/

k�+A/�1V/ '9C / <d/AP54>)�4>8^)�!$#g/AI;8:'98:4>!$C !*_ 8:+;/TIACA4>D*/�1VF:'*P 1V/�J$I;P '*1 �.IA!98:45/2Ca8�'*CA? 4>83F ?AIW'*P
45F�k�4>83+A45CQ/�'*F�� 1V/X'*),+ b a C<'T)2IA1VD*/�'

0
K )\�q)�P>/ 45F"'T?A4>Dq4>F3!$1N'9CA?Y83+.IAF

CH0(C)deg 0

45F
)X'*CA!*CA45)�'*P5P9� 45FV!$#Y!$1 /A+;45)�83!

Pic0 C
'*CA?�83+A/ IACA4ED$/�1VF:'*P 13/2J$IAP5'*1 �.IA!*8:4>/�Ca8

Alb (C)45F bVIAF 8
CH0(C)deg 0

U l +A/�1V/2_`!$1V/ k^/\?AIA'*P54 O / Pic0 C
45C 83+A/ FV/�CAFV/ !9_ n�KM#Y!*8:4ED$/�F

'*CA? FV+A! k 8:+W'98d8:+A/�13/2F3IAPE8 )2!$45CA)245?A/2Fjk�4E8:+Y8:+A/�?A/�FV)�134 /;8:4>!$C@J*4>D$/2C@4>C<8:+;/;/A1V/2Dq45!$I;F
F3/�)�8:4>!$C b O / 4>CAF / /�)�8�83+A/ / <q8:/2CAF34>!$C

0 −→ L −→ Pic0 C −→ Pic0 C̃ −→ 0

k�+A/�1V/
C̃
4>F�8:+;/
CA!$1V#@'9P54 O '98:4>!$C !*_ C � L ∼= (Gm)t × (Ga)

v � '*CA? '9F3= k�+W'98TJ$4ED$/2F
1345FV/�8:! 83+A/

Gm

K"'9CA?
Ga

K /W'*1 8:F�U O / 4>C.8313!q?AIA)2/T' )�IA1 D$/
C ′ P �q45C;J
- /28Mkd/�/�C C '9CA?

C̃
�"k�+A45),+ 45F
+A!$#Y/�!$#Y!$1 /;+A45)@83!

C
-AI;8Q+A'*FQ!$CAP � !$1V?A45CW'91�� #
IAP>834 /AP>/ / !$45Ca83FQ'*F

F345C;J$IAP '9134>8345/2F�U�l +;45F�'*P5P>! k�F^8:! 8:1V/X'98�83+A/
Gm

Kd'*CA?
Ga

K /W'*1V83F F3/�/W'*1:'R8:/�P9� b
O / !$-;8:'*45C / < 83/�CAFV45!$C;F

0 −→ T −→ Pic0 C ′ −→ Pic0 C̃ −→ 0

'*CA?
0 −→ V −→ Pic0 C −→ Pic0 C ′ −→ 0

k�+A/�1V/
T ∼= (Gm)t

4>F ' 8:!*13IAF '*CA?
V ∼= (Ga)

v 4>F ' D$/2)283!$1345'*P.J$13!$I0/ U l +;/�C T∨ ∼= Zt

45F 8:+A/hf28:'*P5/ /W'91V8�'*CA?
V∨ ∼=

(
Ĝa

)v 83+A/ 4>C0KWCA4E8:/2F345#<'*P�/W'*1V8�!*_ 8:+A/ _`!$1V#@'*P0J$13!*I1/
L∨ � 8:+;/ 3 '*1V8345/21 KM?;IW'*P�!*_T8:+;/7P54>CA/X'91<J$1V!$I1/ L

U O /�FV+A! k 8:+W'98
L∨ 1V/5/A1V/�F3/2Ca8:F

Div0
eC/C

U
� *,��������� ` J$/�CA/21:'*P>4 O /�F�83+A45F�1V/�FVIAP>8�83! 8:+A/ )�'*F3/ 83+W'98�83+A/ /A1V!VbV/�)�8:4ED$/ D9'*134>/28"� X45F�!*_N+A4>J$+A/21�?;45#Y/�CAFV45!$C Ujl +A/hIACA4ED$/�1VF:'*Ps1V/�J$IAP5'*1 �.IA!*8:4>/�Ca8
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45F 8:+;/h)2!$#g/AP5/�8:45!*C\!*_

A
k U 1�U 8XU

0A
U

!



� ����� �]��
��Q�	�

l +A/\'*4># !*_ 83+A45FhF3/2)28:4>!$C 4>Fh83!�FVIA#Y#@'*1V4 O /YFV!$#Y/Y_`!$I;CA?W'98345!$CW'9PN#@'983/�1V4 '*P"'*- !$I;8
J$/�CA/21:'*P>4 O /�?\n2K #<!*834>D*/�F � _`!$P5P>! k�45CAJ �:l�� 2 /�)�8:45!*CAF 4 '*CA?g6 ! �a'*F�_ '91�'*F�4E8�4>F�CA/�)2/�FVF:'*1��
_`!$1 8:+A/ /AI;1 / !$F3/h!*_ 8:+A/2F3/ CA!*83/�F�U
l +A13!$I;J$+A!$I;8 83+A/ k�+A!$P>/ k^!*13= 83+A/\-W'*FV/@KW/�P>?

k
45FQ'*P>J$/�-A13'*45)�'*P5P9� )�P>!$F3/2? '*CA? !*_

),+W'*1:'9)28:/2134>FV8:4>)ht;U

� ��� � ��� �	� ��
��
��� � ��������
�������� ��
�
���� � �������
. 8T8:+A/ - /�J*45CACA4>CAJ P>/28 #Y/ 1V/�)X'9P5P F3!$#Y/ -W'*FV45)
_ '9)28:F '*-0!*I;8 '*P>J$/�-A13'*45)hJ$1V!$I1/AFT'9CA?
8:+A/ CA!*8345!$C !*_�' _`!$13#<'*P0J$13!$I0/ U

"4$�"	$�" � ACh�*-^���B'� ���@������f�+
DF*#"c���)���C��� "	$�"'& � '*P>J$/�-A13'*45)�J$1V!$I1/ � ��� J$13!*I1/ KMFV),+A/�#Y/ � � � � ��� �C� ��� � � ��G �
6 ����� ) � ��,.-������ � � �0/	�C� � ��� 6 ���BAJ� 
 � � ):� � � ����� � ��/	� � ���;� 
 ��� � ��� �3A ) �C� G ���

k <
[����Gf ��+8�C������� "	$ > � 


char (k) = 0 D � � ���76 �8,8� ��� � 6 �1��� ) � � ��� � � A � � � � ���0/ � �9�� 2 � � � � ��� ���:� � ��� ��� <
[]��� ���1$ � 6�� 3 +W'�/;83/�1	J J J ��	�!AU n*n��1/ U�n t;n*U

= j�*,�G��*,_ "4$ T"! �Qj�*Z(1B'A�AC*$#&% & � � � ����/ �����	�
��������� ���76 �8,8� ��� � 6 �1��� )
G
� � �C� ���

� )�'*CA!$CA4>)X'*P ?;/�)�!*# / !$F34E8:4>!$C

0 −→ L −→ G −→ A −→ 0

�(/	�����
L
� � � � � �
� � � ���76 �8,8� ��� � 6 �1��� ) � �9�

A
� � � � � ,�� � �3� � G�� � � ���3A <

[]��� ���1$ � 2 S . � �NLc<d/0!$FVf
 PJ(' '*CA? � 2 � 3 +W'�/;83/�1PJ J J � 	�!AU L � cN1V!M/0!*F34>8345!$C n$n$U

= j�*,�G��*,_ "4$  @& � � �
� � � ���76 �8,8� ��� � 6 �1��� )
L
� )9� � �0� � � �
��� � � ����� A � �	��� � � � �������

) ���8���	��� � 
 � �����B�#�
T
� �9� � ��� � ) �������	� 6 �1��� )

U )

L = T× U
� 


char (k) = 0
� ��� � ) �������	� 6 �1��� ) � � G ��������� �3��� D � < � <

U = V := Spec (SymV ∨)

�(/	�����
V
� � � ��� � ��� � ��� ���:� � ��� ���

k
� G ����������� ):� ��� � �9�

V ∨ ��/	�5��� ��� k � G ��������� � ):� ��� <& �����B� � � � � � � �1����� ) �1�8���4��� � 
 � � � � � )9� � � � � ��G � 6 �1��� ) � � �9� �*G ��������� �3���46 �1��� ) ��/	�

nXt



� � ������� ) ���8���	���I� 
 � �#� � � ��G � 6 ����� ) � D � < � < ��/	���1� � �1� � � �.��� ��� �	� � ,����1� t, v ≥ 0
���4��/

�0/ � �

T ∼= (Gm)t

V ∼= (Ga)
v

[]��� ���1$ � 2 S . � � Lc<d/0!*F3f��� PJ J � L U o UEn '9CA? � 2 � 3 +W'�/ 8:/�1 J J J � 	�!AU L �(cN1V!M/0!*F34EK
8:45!*C n o U

JMC !$1V?A/�1
83!�)�P '9F3F34E_z� / <q8:/�C;F345!*CAF
0 → L → G → A → 0

!*_�'*C '*P5J$/2-A1:'945)
J$13!$I0/

A
-�� ' P54>CA/X'91�J$1V!$I1/

L
k^/ )�'*C�)�!$C;F345?;/�1 /�'*),+�/ <q8:/2CAF34>!$C

G
'*FT'@/;1345C;)�4EK

/W'*P�KW-A13/h-AIAC;?AP5/ !pD*/�1�8:+A/h-W'*FV/
A
!9_cKW-A1V/�K 8"�d/ /

L
U	. /A134>CA)�4 /W'*P

L
K KA-A13/ -AIACA?AP>/

!pD*/�1
A
45F ?;/28:/213#Y45CA/2? IACA4 �.IA/2P � -�� ' FV/28 !*_ P5!q)X'*P�F3/2)28:4>!$CAF

{sα : Uα −→ G}k�+A/�1V/
{Uα}

4>F\'*C !M/ /�C )2! D$/�1 !*_
A
��FV45CA)2/�8:+A/2F3/ FV/�)28345!$C;F\J$4>D*/�134>F3/783! P5!q)X'*P

8:134EDq4 '*P>4 O 'R8:45!*CAF {Φα : Uα × L −→ G}
'9CA? )�!$1V13/2F / !$CA?A4>CAJ�8:13'*CAF34E8:4>!$C _`IAC;)28:4>!$CAF

{Ψαβ : Uα ∩ Uβ −→ L}
U l +A4>F
J$4ED$/�F
'�+A!*#<!$#Y!$1 /A+A45FV# 45Ca83!�8:+;/@F /A'*)�/ !9_ 45FV!9K

#<!$1 /A+A4>F3# )2P '*FVF3/2F�!9_�F3I;),+�8:13'*CAFV4>8:4>!$C@_`IAC;)28:4>!$CAF2b

Ext (A,L) −→ H1 (A,LA)
k�+A/�1V/

LA
4>F 8:+A/ F3+;/X'9_T!9_�J$/213#YFQ!*_�1V/�J$I;P '*1 #<'�/AF _`13!*#

A
8:!

L
U\J _

A
4>FQ'*C

'*-0/2P545'*C\D*'91345/�8"���W8:+;45F�#@'H/�4>F�4>CVbV/�)�8:4ED$/ � F3/2/�� 2 � 3 +W'H/;8:/21� PJ J ��	�!AU�n�6 �(l +A/�!*13/�#
6 ! U . /A134>CA)�4 /W'*P

L
KM-AIAC;?AP5/

G
)2!$#<4>CAJ�_`1V!$#�'*C / < 83/�CAFV45!$C !9_�'*P5J$/2-A1:'945)YJ$13!$I0/AF

45F '*PEk '��qFT8:1:'9CAF3P5'98:4>!$C KM4>CaD*'9134 '9C.8
�(4 U /*U
G = t∗aG

� k�+A/�1V/
ta : x 7−→ x + a

45F 83+A/
8:1:'9CAF3P5'98:4>!$C -��

a ∈ A
U l +A4>F�4># /;P545/2F^8:+A'98�!*CA/ P5!q)X'*P FV/�)�8:45!*C

s : U −→ G
�q45/2P5?AF

D 45' 8:13'*CAFVP '98345!$C@' _ '*#Y45P � !*_sP5!q)X'*P F3/2)28345!$CAF
{sa : taU −→ G}a∈A

UNl +A/213/�_`!$13/T!$C;/
)X'*C 13/2)�! D$/21�83+A/ FV8:1VIA)283IA13/h!*_�'*C / <q8:/2CAF34>!$C

G
-�� KWCA?A4>CAJQ!$CA/ P5!q)X'*P0F3/2)28:4>!$C U

2 4>CA)�/
' P54>CA/X'*1�J$1V!$I1/
L
45C�),+W'*1:'9)28:/2134>FV8:4>)

0
4>F�83+A/ ?A4>13/�)�8P/A1V! ?;IA)28T!9_"# IAP>834EK

/AP54>)X'9834>D$/ '*CA?�'*?A?A4E8:4>D*/TJ$13!*I1/AF
�W4 U /9U
L ∼= (Gm)t × (Ga)

v �('*CA? 8:+A/213/�_`!$13/

Ext (A,L) ∼= Ext
(
A, (Gm)t × (Ga)

v)

∼= Ext (A,Gm)t × Ext (A,Ga)
v

!$CA/ )X'*CFKWCA?�' ?A451V/�)�8�FVIA# !*_
Gm

Kd'*CA?
Ga
KM-AIAC;?AP5/2F�! D*/�1

A
�Ak�+A4>),+�?;/�F3)2134>-0/

G
U

"4$�"	$ > W��G�H_iB'A �@�V����fc+
DF*#"c���)���C��� "	$ � & _`!*13#<'*P0J*13!$I1/

G
� � � ��� �C� ��� � � ��G � 6 �1��� ) � ��,.-������ � � ��/	� � � � �

� 6 ����A � 
�
 ��� �����>��� �
� � ��/	� � ��� � G ���
k <

[����Gf ��+8�C������� "	$ ` � 

char (k) = 0 D � 
 ��� ����� 6 �1��� ) G � � ��� � � A � 
 ��� ����� � � � ���0/� �9� � 2 � � � � ��� ���:� � ��� ��� D � < � < ��/	����� � � � � � �.��� ��� �	� � ,���� d ≥ 0

���	��/J�0/ � �

OG,0
∼= k [[x1, . . . , xd]]

n*n



[]��� ���1$ �9l�� 2 /�)28345!$CF4 �%��4AU o ! U
= j�*,�G��*,_ "4$ k & 
 ��� �����	6 ����� ) G � � �C� ��� � � � �
��� � � ��� ������� � ) � � � � � ���

G ∼= Gét × Ginf

�(/	�����
Gét
� ����� ��� �C� G ���

k
� �9�
Ginf

� � ��/	�C��� � ) ���
���	� � 
 ��/	� � �����	� � �3A <
[]��� ���1$ �9l�� �C4AU o U>n ! '*CA? � %W! � 3 +W'�/;83/�1	J �(u;U uY'9CA?�� L U

DF*#"c���)���C��� "	$ I & _`!$13#<'*PWJ$1V!$I1/
G
� � � ����� ���\f28:'*P5/ � 
 � ��� � ����� � ����� ��������):� �B�

Ginf� � �.� ��G �3��� D � < � < G = Gét <& _`!$1V#@'*P(J$1V!$I1/
G
� � � ����� ��� 45C0KACA4>83/�F34>#@'9P � 
 � ������� ��� � ):� �B�

Gét
� � �3� ��G �3��� D � < � <

G = Ginf <
= j�*,�G��*,_ "4$ � & ����� ��� � 
 ��� �����46 �1��� )

Gét
� � �C� ��� � � � �
��� � � ��� ������� � ) � � � � � ���

0 −→ Gtor
ét −→ Gét −→ G

lib
ét −→ 0

�(/	�����
Gtor

ét

� �I��/	� � � � 6 �����4���:, � 6 �1��� ) � � ��/	� � � �(/	� � �����9����� � A � � 6
k
� � ��/	� � � � �4��� � ���

� �9����� ��� � D � �9� G lib
ét (k)

� � � 
 �1��� � ,�� � �3� � 6 �1��� ) � 
 ��� � ��� � � ��� <
[]��� ���1$ �9l�� �C4AU o U>n ! '*CA? � %W! � 3 +W'�/;83/�1	J �(u;U uY'9CA?�� L U

= j�*,�G��*,_ "4$�"-
 � 

char (k) = 0 D �0/	� � � � � 
 ���
������� 6���G ��� � � � 2 � ��G���� ���
��� ,���� � ������0/	� 
 � ��� ��� � � 6 � � ��� 6 ��� � ��� )

{
� ����� � ����� ������� 
 ��� �����46 �1��� ) �

/k} ←→ {
� � � � ���76 �8,8� � �

/k}

[]��� ���1$ � 2 S . � �  ;J J	��� � U � U o U
� �G����A ACB1� # "	$�"�" � 


char (k) = 0 D 
 ��� � � � ����� � ����� ������� 
 ��� �����	6 �1��� ) Ginf

�0/	���1�
� � � ��� � ���J� ��� ���:� � ��� ���

k
� G ���������*� ):� ���

V D � ��� � � A V = Lie (Ginf) D ���4��/ �0/ � �
Ginf
∼= Spf

(
̂Sym V ∨

)
<

"4$�"	$ T � j�*-BZ(�*d+���� � ^ *,A���B1� � ������fc+
l +A/Q)X'983/�J$!$1��7!9_^'9P5J$/2-A1:'*4>)
J$1V!$I1/AF '*CA? 8:+A/
)X'983/�J$!$1���!*_"_`!$1V#@'9P J$1V!$I1/AF�)X'*C�- /
)�!$CAFV45?A/213/2?�'9F^_`IAP5P0F3IA- )X'R8:/�J*!$134>/�F !*_ 83+A/T)X'R8:/�J*!$1��<!*_ F3+A/�'XD$/�F�!*_ '*- /�P>4 '*C<J$13!*I1/AF�b

n o



DF*#"c���)���C��� "	$�"d>�� ���
Ab

� � ��� 6 ���BAJ� 
 � ,�� � �3� � 6 �1��� ) �
Alg/k

� � ��� 6 ���BA � 
 ��� � ��� � A 6 ���
��� � �����
k
� ���76 �8,8� � �

Aff/k
� � ��� 6 ���BA � 
 ��� �
�

k
� � ��/	� � ���

Sch/k
� � ��� 6 ���BA � 


k
� � ��/	� � ���

FSch/k
� � ��� 6 ���BA � 
 ��� �
� 
 ��� �����

k
� � ��/	� � ���

Set/k
� � ��� 6 ���BA � 
 ��/	� ��G ���;� 
 � �����C� G ���

Aff/k
Ab/k

� � ��� 6 ���BA � 
 ��/	� ��G ���;� 
 � ,�� � �3� � 6 �1��� ) �;� G ���
Aff/k

Ga/k
� � ��� 6 ���BA � 
 ���76 �8,8� ��� � 6 �1��� ) � � G ���

k
Gf /k

� � ��� 6 ���BA � 
 
 ��� �����46 �1��� ) �C� G ���
k

Aff/k
4>F�'*Ca8:4EK /
�.IA4ED*'9P5/�Ca8 83!

Alg/k
U l /28

Aff/k
'*CA?

Alg/k
- /h/��.IA4 /1/ /�? k�4>83+

8:+A/�8:!M/ !$P5!*Jd�
_C/1/ _eU JMCa8:/�1 /A13/�8:4>CAJ '
k
KMFV),+A/�#Y/

X
'*Fd' FV+A/X'9_ !pD*/�1

Aff/k
J$4ED$/2C@-��

S 7−→ X (S) = Mork (S,X)

!$1�/
�.IA4>D9'*P>/�Ca8:P9�
R 7−→ X (R) = Mork (SpecR,X)

#@'*=9/�F
Sch/k

8:!Y'
_`IAP>P FVIA-0)�'98:/2J$!$1��\!*_
Set/k

'*CA?
Ga/k

8:!Y'
_`IAP>P F3I;-0)�'98:/2J$!$1��
!*_
Ab/k

U
JMC 83+A/ F3'*#</<#@'9CACA/�1

FSch/k
- /�)�!*#</2F '�_`IAP>PjFVIA- )X'983/�J$!$1�� !9_

Set/k
'*C;?

Gf /k
' _`IAP5P FVIA- )X'983/�J$!$1�� !*_

Ab/k
bF.�C '��YCA/ _`!$1V#@'*P

k
KMFV),+A/�#Y/

Y = SpfA
�

k�+A/�1V/
A

45F ' )�!$#g/AP5/�8:/783!M/ !$P5!$J*45)X'9P
k
Ke'*P>J$/�-;1:' ��45F<D 4>/2kd/�? '*F 8:+;/ F3+A/�'9_
! D*/�1

Aff/k
J*4>D$/2C�-��

R 7−→ Y (R) = SpfA (R) = Homk-Alg,cont (A, R)

k�+A45),+7'*F3FV45J$CAF 83!@'
KWCA4E8:/�P9�\J$/2CA/�13'98:/2?
k
KM'*P5J*/�-A13'

R
k�4>83+ ?;45F3)213/�8:/ 8:!M/ !$P5!*Jd�@83+A/

F3/28�!*_ )�!$Ca8345C.IA!$IAF�+A!*#<!$#Y!$1 /A+A45FV#<Fd!*_
k
Ke'9P5J$/2-A1:'*Fd_`13!$#

A
8:!
R
U

l +A/2C\8:+A/ =9/�1VCA/�Ps'*C;?\)�!$=9/�13C;/�P !*_ ' +A!*#<!$#Y!$1 /A+A45FV# 45C
Ga/k

!*1
Gf /k

)�!$4>C K
)�45?;/
k�4>83+78:+A/
!$CA/�FT4>C

Ab/k
� '*CA? '*C / <;'*)28TFV/
�.IA/2CA)�/

0 → K → G → C → 045C
Ab/k

�$k�+;/�13/
K
'*CA?

C
'*13/�!$-,bV/�)�8:Fd!*_

Ga/k
!$1
Gf /k

�.45#g/AP54>/�F�83+W'98
G
45Fd'*P5FV!

'*C�!*-,bV/�)�8�!9_
Ga/k

!$1
Gf /k

1V/�F /0/2)28:4ED$/2P �$U

� ��� ��� ������� � � � ��� 
 �	��
 ��� ��
��

JMC�8:+;/h_`!$P>P5! k�45C;J -���' n2KM#Y!*834>D$/ '9P>k^'��qF�' 6 ���
��� ��� ��� ��� 

� � ��� ��G �h45C 8:+A/hF3/2CAF3/
!*_
l '9IA#<!*C �9l�� H�f�KACA4>8345!$C � 6 U>n*U>n ! 4>F #</�'*Ca8Xb
DF*#"c���)���C��� "	$�"dT & n2K #<!*834>D*/ � � � ��� � )9� �FE �����
�����	�.� � ����� � � ��� 6 �1�����

−1
� �9�

0� � �0/	� � � ��� 6 ����AC� 
 ��/	� ��G ��� � 
 � ,�� � �3� � 6 �1��� ) � � 
 �0/	� 
 ��� �
M = [F → G] D �(/	���1�

F
� � � �����1� � ��� � 
 ����� 
 ��� �����%6 ����� ) � G ���

k
� �9�

G
� �����	�
��������� ���76 �8,8� ��� � 6 �1��� )

� G ���
k <

n �



l�'*=.4>CAJ 45Ca8:!Q'9)�)�!*IACa8 8:+W'98 /X'*),+ )�!$C;CA/�)�8:/�?�'*P>J$/�-A13'*45)�J$13!*I1/
G
'9?A#<4E8:F^' )X'*CA!*C K

45)X'9PN?A/�)2!$# / !$FV4>8:4>!$C�� 4 U /9U<4>F '9C / < 83/�CAFV45!$C !*_ '9C '*- /�P>4 '*C D9'*1V45/28"�
A
-�� ' P545C;/X'*1

J$13!$I0/
L
�W!$CA/T)�'*C�'*F3FV45J$C 8:!Q/X'9),+ n2K #<!98:4>D*/

[F → G]
' ?A45'*J$13'*#

F

��
0 // L // G // A // 0

� ��� � 
�� � ���	� ��� ��
��
ls/�8

G
-0/ '9C '*P>J$/�-;1:'*4>) !$1Q'�_`!$13#<'*PdJ$13!$I0/ '*C;? P>/28

HomAb/k (G,Gm)
-0/\8:+;/

F3+A/�'9_�!*_�'*- /�P545'*C J$1V!$I1/AF�! D$/21
Aff/k

'*FVF3!q)�45'98:/2? 83! 8:+A/T_`IACA)�8:!$1

S 7−→ Homgr (G (S) ,Gm (S))

k�+A45),+ '*FVF34>J$CAF783! '*C '��YCA/
k
KMFV),+A/�#Y/

S
8:+A/ F3/�8 !*_QJ$1V!$I1/ +A!$#Y!$#Y!$1 /;+A45FV#<F

Homgr (G (S) ,Gm (S))
U	J _

G
45F�'<P>45CA/�'*1�'*P>J$/�-A13'*45) J$1V!$I1/ �`_`!$1V#@'*P J*13!$I1/ ! �(8:+A4>F

_`IACA)283!$1�45F 1V/5/A1V/�F3/2Ca8:/�?7-�� ' _`!$1V#@'9P J$1V!$I1/ � P>45CA/�'*1 '*P>J$/�-A13'*45)�J$13!$I0/ ! b
DF*#"c���)���C��� "	$�"- �� 


L
� � � � � �
� � � ���76 �8,8� ��� � 6 �1��� ) D �0/	� 
 ��� ����� 6 ����� ) �(/ � ��/

��� ) �1��� ���	��� ��/	�;��/	� � 

HomAb/k (L,Gm)

� � � ����� ��� ��/	� 3 '91V8:4>/�1eKM?AIW'9P � 

L
� �9� � �

�����
������� ,8A
L∨ <� 


F
� � � 
 ��� ����� 6 �1��� ) D ��/	� � � �
� � � ���76 �8,8� ��� � 6 ����� ) �(/ � ��/ �1� ) ����� ���	��� ��/	�

��/	� � 

HomAb/k (F ,Gm)

� � � ����� ��� ��/	� 3 '*1 8:45/21 K ?AIW'*P�� 

F
� �9� � � �����
�������C,8A

F∨ <
l /28

L
- / ' P>45CA/�'*1^'9P5J$/2-A1:'*4>)�J*13!$I1/<k�4>8:+ '��YCA/ '*P5J*/�-A13'

A
�A'*CA?\P>/28

H
- /�83+A/

?AIW'*P
k
K D$/�)�8:!$1dF /W'9)�/�!9_

A
U . 8:!M/ !$P>!$Jd� !$C

H
45Fj!$-;8:'*45C;/�?<_`1V!$# 8:+;/�13/��.IA451V/�#Y/�Ca8

8:+W'98
A
4>F 4>?A/�Ca834 KW/2? k�4>83+ 83+A/@FV/28 !9_ )�!*C.8345C.IA!$I;F

k
K P54>CA/X'*1 #<'�/AF _`13!$#

H
8:!
k
b

A = Homk,cont (H, k)
U�JMC 83+A/"_`!$P5P>!pk�4>CAJ

H⊗̂H
?A/�C;!*8:/2F 83+A/d)2!$#g/AP5/�8:45!*Ch!9_

H⊗Hk U 12U 8�U"83+A/T8:!M/ !$P>!$Jd�<!$C
H
� FV/�/ � 2 S . � �  PJ J	���(t;U � ! U

l +A/YJ$1V!$I1/ K FV8:1VIA)283IA13/
mL : L × L −→ L

4>FTJ$4>D*/�C -�� ' )�!*J$13!$I0/ KMF 8:13I;)28:I;13/
∆A : A −→ A ⊗ A

U l +;/@?AIW'9P54 O '98:4>!$C !*_ k K D*/�)283!$1
F /W'*)2/�F 831:'*C;F3P 'R8:/�F ∆A

45Ca83!
'*C '9P5J$/2-A1:'RK FV8313IA)�8:IA1V/

mH : H⊗̂H −→ H
'*C;? 83+A/ '*P5J$/2-A1:'pKMFV8313IA)�8:IA1V/

mA :
A⊗ A −→ A

4>C.83!@'Q)�!$'*P5J$/2-A1:'pKMFV8313IA)�8:IA1V/
∆H : H −→ H⊗̂H

�(k�+;45),+7J*4>D$/2F�1345FV/
8:!<'QJ*13!$I1/qKMFV8313IA)�8:IA1V/

mF : F × F −→ F
!$C 83+A/T_`!$13#<'*P0F3),+A/2#</

F = SpfH
U

l /28
πL : L −→ Spec k

-0/�83+A/NFV8313IA)�8:IA13'*P$#Y!$1 /A+;45F3# !*_
L
'9CA?

σL : Spec k −→
L
83+A/ F3/2)28345!$C !9_

πL
k�+A4>),+ J$4>D*/�F
83+A/ CA/2I;8:13'*Pd/2P5/2#</2C.8 !*_

L
U�l +A/�C

σL
)�!$1V13/�K

F / !$CA?AF 83!@8:+A/Q'9IAJ$#Y/�Ca8,'*4>!$C
εA : A −→ k

� '*C;?
πL

8:! '@FV/�)28345!$C
ηA : k −→ A!*_

εA
U H�IA'*P54 O '98345!$C !*_

k
K D*/�)283!$1@F /W'*)2/�F<831:'*C;F3P 'R8:/�F

ηA
45Ca8:! '*C '9IAJ$#Y/�Ca8,'98345!$C

εH : H −→ k
'*CA?

εA
45Ca83! '7F3/2)28345!$C

ηH : k −→ H
!*_
εH
U�l +A/�C

ηH
)�!$1V13/�K

F / !$CA?AFh8:! 8:+A/YFV8313IA)�8:IA13'*P"#<!$1 /A+A4>F3#
πF : F −→ Spec k

'9CA?
εH

8:!�' F3/�)�8:4>!$C
σF : Spec k −→ F

�;k�+A4>),+��q4>/�P5?;F 8:+A/ CA/2I;8:13'*P /�P>/�#Y/�Ca8�!*_
F
U

n54



6�!*13/�! D*/�1 8:+;/ 45CaD$/213F34>!$C #Y!$1 /A+;45F3#
iL : L −→ L

!$C
L
)�!$1V13/�F /0!*CA?AF 8:! 83+A/

'*Ca8:4 / !q?A/ #<'�/
SA : A −→ A

� k�+A45),+�?AIW'9P54 O /�F 83! '*C '*Ca8:4 / !q?A/ SH : H −→ HJ$4>Dq45C;J 8:+A/ 45CaD*/�13FV45!$C
iF : F −→ F

U
JMCQ8:+A4>FNk '��

F = SpfH
-0/2)�!$#Y/�Fd' _`!*13#<'*P;J$1V!$I1/��q'*C;?@4>8"+;!$P5?AF

F = L∨ '9CA?
L = F∨ U

l +A/ 3 '91V8:4>/�1eKM?AIW'9P54>8"�Y4>F '*C '*Ca8:4 KM/��qI;4>D9'*P5/2CA)�/�-0/�8Mk^/2/�C�83+A/T)X'R8:/�J*!$1��@!*_ P545C;/X'*1
'*P5J$/2-A1:'945)hJ$13!$I0/AF '*CA?�83+A/ )X'R8:/�J*!$1���!*_N_`!$1V#@'*P J$!$I0/AF�U l +A/ _`IAC;)28:!*13F

L 7−→ L∨'*CA?
F 7−→ F∨ '*1V/ �qIA'*F34 KM45CaD*/�13FV/h83!Q/X'*),+ !*8:+;/�1�U �`F3/�/�� 2 S . � �  ;J J	���(oqU o U o !
2 4>CA)�/ /�D$/�1��7P>45CA/�'*1�'*P>J$/�-A13'*45)TJ*13!$I1/

L
45F 83+A/ ?;4513/2)28 /A13!q?AIA)�8�!9_N' 8:!$1VIAF�'9CA?

'�I;CA4 / !*8:/2Ca8QJ$13!$I0/��
L = T × V

�"8:+;/ 3 '*1V8345/�1eKM?AIA'*P
L∨ 45F 83+A/\?A451V/�)�8�/A13!q?AIA)�8

!*_�83+A/�4>1 3 '*1V8345/�1eKM?AIA'*P5F��
L∨ = T∨ × V∨ �"k�+A45),+ P5/X'9?AF 8:!�8:1V/X'98Q8:+;/ 8Mkd! )�'*F3/2F

F3/5/A'*1:'983/�P9�$U

"4$ T+$�" ��B1�����C*,�8#%DF��B'A ��� B = �G�V��+
= j�*,�G��*,_ "4$�" � � /	��� � �B� � ��� � ��� ��� � 
 � �����B�#� T ∼= (Gm)t

� � � � � �3� � ��� � 
 ��/	�
� ��� � � � ��� )

T∨ ∼= Zt

� ��� G ����� � � A D ��/	��� � �B� � ��� � ��� ��� � 
 �*� � �3� � ��� Λ ∼= Zt � � � �����B�#�C� 
 ��/	� � ��� � � � ��� )
Λ∨ ∼= (Gm)t

[]��� ���1$ L�D$/21�� #<!$1 /A+A4>F3# !*_
k
KMFV),+A/�#Y/�FY_`13!$#

Gm

83!
Gm

/A1V/�FV/�1VDq4>CAJ 8:+;/
# IAP>834 /AP>45)�'98:4ED$/�J$13!$I0/ KMF 8:13I;)28:I;13/ 45F !*_ 8:+A/T_`!$1V#

x 7−→ xλ, λ ∈ Z
U"l +A/�1V/2_`!$1V/

HomAb/k (Gm,Gm) ∼= Z

'*CA?
HomAb/k (T,Gm) ∼= HomAb/k

(
(Gm)t ,Gm

)
∼= HomAb/k (Gm,Gm)t ∼= Zt U3 !$CaD*/�13FV/�P9���$' +;!$#<!*#<!$1 /A+A4>F3#

χ ∈ HomAb/k (Z,Gm)
4>F ?A/283/�13#Y45C;/�?TIACA4 �.IA/�P9�

-��
χ (1) ∈ Gm

�WF345C;)�/
Z = 〈1〉

45F�'Q)\�q)2P545)TJ*13!$I1/ U"Z�/�C;)�/

HomAb/k (Z,Gm) ∼= Gm

'*CA?
HomAb/k (Λ,Gm) ∼= HomAb/k (Zt,Gm) ∼= HomAb/k (Z,Gm)t ∼= (Gm)t

U

[����Gf ��+8�C������� "	$�",` & � � �3� � ���
Λ ∼= Zt � � � � ��� ��� � 
 ��� ����� 6 �1��� ) � � �0/ ��� �
�

���76 �8,8� � ∏
λ∈Λ kλ D

�(/	���1�
kλ = k < � /	�C��� ) � � � 6 A ��� ∏λ∈Λ kλ

� � � �9���	����� ,8A ��/	�
��������� � � � � 6 � � 2 �4���
���;� 
 � ��� ��� �

I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ . . .
� � ��/

Iν =

{
(cλ)λ∈Λ ∈

∏

λ∈Λ

kλ

∣∣∣∣∣ cλ = 0

 ���
|λ| ≤ ν

}

n�6



�(/	�����
|λ| :=

∑t
i=1 |li|


 ���
λ = (l1, . . . , lt) ∈ Zt = Λ < � /	� k � ���76 �8,8� � ���3�B�4���3�������� ∏

λ∈Λ kλ
� � 6���G ��� ,8A ��� � ) ���
���	� � � � � � � � � � )9� � � � � � ��� � �9�

k −→
∏

λ∈Λ

kλ

c 7−→ (c)λ∈Λ

� /	� 6 ����� ) ���3�B�4���3���1�

Λ× Λ
+
−→ Λ

(µ, ν) 7−→ µ+ ν

�������1��� ) ���9��� ������/	�C��� 6 ����� ) ���3�B�4���3���1�

∏

λ∈Λ

kλ
+#

−→

(∏

λ∈Λ

kλ

)
⊗̂

(∏

λ∈Λ

kλ

)

∑

λ

cλeλ 7−→
∑

µ,ν

cµ+ν eµ ⊗̂ eν

�(/	�����
eµ = (δµν)ν∈Λ, δµν =

{
1

 ���

ν = µ
0

 ���

ν 6= µ

[]��� ���1$ 2 /28
F = Spf

(∏
λ∈Λ kλ

) U@J )�P5'*45# 8:+W'98 83+A/
k
K D9'*P>IA/�? /0!*45Ca8:F !*_

F)X'*C -0/Y45?A/2Ca8:4 KA/�?�k�4>8:+
Λ
� '*CA?�8:+A/YJ$1V!$I1/ F 8:1VIA)283IA13/<!$C

F
)�!$4>CA)�4>?A/�F k�4>83+ 83+A/

!$CA/ !*_
Λ
U JMCA?A/2/�?�� '*)2)�!$1V?A45C;JQ83! 8:+A/

k
KM'*P5J*/�-A13' FV8:1VIA)283IA13/h!*_ ∏

λ∈Λ kλ
4E8 +A!$P>?AF

F (k) = Homk-Alg,cont

(∏

λ∈Λ

kλ, k

)

= {prλ | λ ∈ Λ}
∼= Λ

k�+A/�1V/
prλ :

∏
λ∈Λ kλ −→ k, (cλ)λ∈Λ 7−→ cλ

45F
83+A/F/A13!VbV/2)28345!$C 83!�83+A/
λ �

� K
)�!$#g/0!*CA/�Ca8XU"l +A/ J$1V!$I1/ FV8313IA)�8:IA1V/h!*C

F (k)
45CA?AI;)�/�? -��

+#

Homk-Alg

(∏

λ∈Λ

kλ, k

)
× Homk-Alg

(∏

λ∈Λ

kλ, k

)
−→ Homk-Alg

(∏

λ∈Λ

kλ, k

)

(ϕ, ψ) 7−→
(
ϕ ⊗̂ψ

)
◦+#

)�!$4>CA)�4>?A/�F k�4>83+
Λ× Λ

+
−→ Λ

�W'*F�!$CA/ /X'9F345P9�<D*/�1V4 KW/2F�U

nXu



� *,_ _ B "	$�" k � ���
Λ ∼= Zt ,�� � � � �.� � ��� < � ��� R ,�� � ��� � ��� � A 6 ���
��� � ����� k � ���76 �8,8� �� � �0/ ������� � ) � � � � � ���

R =
⊕

Z∈CCp(R)

RZ

�(/	�����
CCp (R)

� �I��/	��� ���%� 
 �����	�
��������� ��� � ) ���
���	�0� � 

SpecR

� �9�
Z = SpecRZ <

� /	��� �0/	� R � G���� �	��� ) � � �	���C� 
 Λ
� ���

Λ (R) =
⊕

Z∈CCp(R)

Λ (k)

[]��� ���1$ cN13!M/ !$F34E8:4>!$C n$UEn u%�q45/2P5?AF
Λ (R) = Homk-Alg,cont

(∏
λ∈Λ kλ, R

) U JMC
8:+A/ /;13!q!*_ !*_ n$UEn u k^/ +W'XD*/ F3/2/�C 8:+W'R87_`!$1

h ∈ Homk-Alg,cont

(∏
λ∈Λ kλ, RZ

)
8:+A/213/ 4>F
'

µ ∈ Λ
FVIA),+ 8:+W'R8

(k ←− RZ) ◦ h = prµ
��+A/2CA)�/

h(k∗µ) ⊂ R∗
Z

U7%W!$1
λ 6= µ

4>8Y45F
eλ · eµ = 0

�^k�+A/213/
{eλ}λ∈Λ

4>FQ83+A/7F 8,'*C;?W'*13? -W'*FV45FY!*_ ∏
λ∈Λ kλ

U
l +A/�1V/2_`!$1V/

h(eλ) · h(eµ) = h(eλ · eµ) = 0
�d'*CA? FV45CA)2/

h(eµ)
45FQ' IAC;4>8 �j4>8
_`!$PEK

P5! k�FY83+W'98
h|kλ

= 0
_`!$1<'*P>P

λ 6= µ
U . +A!*#<!$#Y!$1 /A+A45FV# !*_

k
Ke'*P>J$/�-;1:'*F

h
_`IAP K

KWP5P>F
h ◦

(∏
λ∈Λ kλ ←− k

)
= (RZ ←− k)

�^+A/�CA)2/
h|kµ = idkµ

� 4 U /*U
h = prµ

U
l +qI;F

Homk-Alg,cont

(∏
λ∈Λ kλ, RZ

)
∼= Homk-Alg,cont

(∏
λ∈Λ kλ, k

) _`!*1
SpecRZ)�!$CAC;/�)283/�? U O 4>83+\8:+A4>F�kd/ !$-;8:'*45C

Λ (R) = Homk-Alg,cont

(∏

λ∈Λ

kλ, R

)

= Homk-Alg,cont


∏

λ∈Λ

kλ,
⊕

Z∈CCp(R)

RZ




=
⊕

Z∈CCp(R)

Homk-Alg,cont

(∏

λ∈Λ

kλ, RZ

)

=
⊕

Z∈CCp(R)

Homk-Alg,cont

(∏

λ∈Λ

kλ, k

)

=
⊕

Z∈CCp(R)

Λ (k)

� *,_ _ B "	$�",I�� ���
T ∼=

∏
Gm

,�� � �������#� < � /	��� 
 ��� � � ��/*��� � ��� � A 6 ���
��� � �����
k
� ���76 �8,8� �

R
��/	�

R
� G���� �4��� ) � � �	���C� 


T
� �1�

T (R) =
∏

R∗

� � ):� �B� � ��� � � �
Gm (R) = R∗

n L



[]��� ���1$ . +;!$#<!*#<!$1 /A+A4>F3#
h : k [u, u−1] −→ R

45F IACA4 �.IA/�P9�\?A/283/�1V#<4>CA/�? -��
8:+A/QD9'*P5IA/

h (u)
� '*CA? k^/2P5PN?A/ KWCA/2? 4>_ '*CA? !*CAP � 4E_

h (u) ∈ R∗ � FV45CA)2/ h (u−1) =
h (u)−1 UNl +.IAF

Gm (R) = Homk-Alg

(
k
[
u, u−1

]
, R
)

= R∗

l +A/ F 8,'983/�#Y/�Ca8�_`!$P5P>! k�F CA! k -�� '*?A?;4>8:4EDq4>8"� b

T (R) = Mor
(
SpecR,

∏
Gm

)

=
∏

Mor (SpecR,Gm)

=
∏

Gm (R)

=
∏

R∗

"4$ T+$ > ��B1�����C*,�8#%DF��B'A ��� B��]*,�����G�H�CB'A � ������f
= j�*,�G��*,_ "4$�" �"! ��B1�����C*-� % � ���

V
,�� � ��� � ��� � ��� ���:� � ��� ���

k
� G ��������� � ):� ��� <

� /	��� � �B� � ��� � ��� ��� � 
 ��/	� G ��������� �3���	6 ����� ) V = Spec (Sym V ∨)
� ��� � � �3� �����*���

V
� � �0/	� ��� � )9� ��� � ��� � < � < � < 0

� 
 �0/	� G ��������� �3��� 6 ����� ) � ��� � � �3� ����� ��� ��/	� ��� ���
k
� G ��������� � ):� ���

V ∨ )
V∨ = Spf

(
Ŝym V

)

� ��� G ����� � � A D �0/	� � � �B� � ��� � ��� ��� � 
 ��/	� � ����� � ����� ������� 
 ��� ����� 6 �1��� ) V = Spf
(
ŜymV

)
� � �0/ � � � � ���76 �8,8� �

V ∨ � � ��/	� G ��������� �3����6 �1��� ) � ��� � � �3� ����� ��� ��/	�5��� ��� k � G ����������� ):� ���
V )

V∨ = Spec (SymV ∨)
� � ���0/	��� � ���F��� ) � 
 {x1, . . . , xv}

� � � , � � � � � 

V D {t1, . . . , tv} � ��� ��� ��� , � � � �� �9�

V ∼= Spec k [t1, . . . , tv] D �0/	��� �0/	� 
 ��� ����� 6 �1��� ) V∨ ∼= Spf k [[x1, . . . , xv]]��� ) �1��� ���	��� �0/	� 
 ���
�������
HomAb/k (V,Gm)

� �9�J����� G ���1� � � A <
[]��� ���1$ O /j)�P5'*45# 83+W'98s8:+;/j_`!$1V#@'9PaJ$13!$I0/

Spf
(
ŜymV

) 13/�/A13/2F3/�Ca83F�8:+A/dF3+A/�'9_
HomAb/k (V,Gm)

b
B�F345C;J l /2#<#<'98,' n*U>n�7 � n$U o n '*CA? n$U o*t k^/h!$-;8:'*45C

HomAb/k (V,Gm) (R) = Homgr (V (R) ,Gm (R))

= Homgr (V ⊗k R,R
∗)

= V ∨ ⊗k Homgr (R,R∗)

= V ∨ ⊗k Nil (R)

= Spf
(
Ŝym V

)
(R)

n87



_`!$1 /X'*),+ KWCA4E8:/�P9� J$/2CA/�13'98:/2?
k
Ke'*P>J$/�-;1:'

R
U

l +A/ )�!$CaD*/�13FV/ ?A4>13/�)�8:4>!$C _`!*P5P5! k�F _`1V!$# 8:+A/ _ '*)�8�83+W'98�8:+A/ _`IACA)�8:!$1VF
V 7−→ V∨'*CA?

V 7−→ V∨ '*1V/��.IW'9F34EK 45CaD$/213FV/ 83!Q/X'*),+�!*8:+A/21
�W'9F�#Y/�Ca8345!$CA/2? '*-0! D*/*U��
� *,_ _ B "	$ >'
 � ���

V
,�� � ��� � ��� � ��� ���:� � ��� ���

k
� G ���������(� ):� ��� D V = Spec (SymV ∨)� �9�

V = Spf
(

̂SymV ∨
)
< � /	��� 
 ��� � � ��/ ��� � ��� � A 6 ���
��� � ����� k � ���76 �8,8� � R ��/	� R �G���� �4��� ) � � �	��� � �1�

V (R) = V ⊗k R

V (R) = V ⊗k Nil (R)
� � ):� �B� � ��� � � �

Ga (R) = R

Ĝa (R) = Nil (R)

[���� ���1$ . +;!$#<!*#<!$1 /A+A4>F3# !9_
k
KM'*P5J*/�-A13'*F

h : Sym V ∨ −→ R
!$1
h : ̂SymV ∨ −→

R
45FYIACA4 �qI;/�P � ?;/28:/213#Y45CA/2? -�� 13/2FV8:1V45)�8:45!*C 83!

V ∨ U l /28
m ⊂ ̂Sym V ∨

-0/ 8:+;/
#@'V< 4>#@'*P045?A/�'*P J$/2CA/�13'98:/2?7-��

V ∨ U . )�)2!$13?A4>CAJQ8:!gl /�#Y#@'\n$U o$o � h : ̂Sym V ∨ −→

R
45F<kd/�P>P�?;/�KWCA/2? '*CA? )2!$Ca8:4>CqI;!$IAF � k U 12U 8�U 83+A/

m
KM'*?A45) 8:!�/0!$P>!$Jd� !*C ̂SymV ∨'*CA? 83+A/�?A4>F3)�1V/283/�8:!�/0!$P>!$Jd� !*C

R ! 4E_ '*CA? !*CAP � 4E_ 8:+;/�13/�45F@'*C 4>C.83/�J$/21
n > 0F3IA),+\8:+A'98

mn ⊂ ker (h)
U .�F

V ∨ 45F KACA4>83/�?A4>#</2CAF34>!$CW'*P �$8:+A4>F^45Fd/
�.IA4ED*'9P5/�Ca8 83!
8:+;/)�!$CA?;4>8:4>!$C 8:+A'98
h (t) ∈ R

45F�CA4>P / !*8:/2Ca8�_`!$1N'*P>P
t ∈ V ∨ U�l +A/�1V/2_`!$1V/�83+A/�'*FVF345J*CA#</2Ca8

h 7−→ h|V ∨

J$4>D*/�F�45FV!$#<!*1 /A+A4>F3#YF !*_�'*- /�P545'*C J$1V!$I1/AF

Homk-Alg (Sym V ∨, R)
∼
−→ Homk (V ∨, R)

Homk-Alg,cont

(
̂Sym V ∨, R

)
∼
−→ Homk (V ∨,Nil (R))

l +A/�C

V (R) = Homk-Alg (SymV ∨, R)

= Homk (V ∨, R)

= V ⊗k R
'*CA?

V (R) = Homk-Alg,cont

(
̂SymV ∨, R

)

= Homk (V ∨,Nil (R))

= V ⊗k Nil (R)

�������	�
����
��������������
����������� �"!#�"
����
�$!��	!���
��%���&��
	!'�(
)������*�����+����-,��.������!'�.
��%� �-���)!�
/!�,����)�	�%�
!�,
�0!

HomAb/k (V , Gm)
���'!�,��1�2,
� �03
3(�.�	!���
��4
	56!�,��758���
�"!�
��

R 7−→ Homgr (V (R) , Gm (R)) 9

n8!



� *,_ _ B "	$ >�" � ���
R
,�� � ��� � ��� � A 6 ���
��� � �����

k
� & �76 �8,8� � < � /	���1� � � � � � � � � ��� �) / � � � � 
 � ,�� � �3� � 6 �1��� ) �

Homgr (R,R∗) ∼= Nil (R)
[]��� ���1$ L�D$/21��\+;!$#<!*#<!$1 /A+A4>F3# k�+A45),+ 831:'*C;F3P 'R8:/�Fd8:+A/ '*?;?A4>834>D$/�J$13!*I1/\FV8313IA)�K

8:IA1V/j!9_
R
45Ca8:! 8:+;/j#
IAP>834 /AP>45)X'R8:4>D*/ !*CA/"!*_

R∗ +W'*F 83!�- /"!*_ 83+A/N_`!$13# r 7−→ exp (nr)_`!$1 ' )2/�1 8,'*4>C
n ∈ R

UQl +A4>FT#@'�/�4>F k^/2P5PN?A/ KWCA/�? 4>_d'*CA? !$CAP9��4E_
n
4>FTCA45P /0!*83/�Ca8XU

l +A/
'9F3F34>J$CA#Y/�Ca8

Nil (R) −→ Homgr (R,R∗)

n 7−→ exp (n · � )
J$4>D*/�F 8:+A/ 1V/
�.IA451V/�? 45FV!$#<!*1 /A+A4>F3# !*_�'*-0/2P545'*C\J$13!*I1/AF�U
� *,_ _ B "	$ >G>�� ���

A
,�� � ��� ) � � � 6�� � ���#6 ����� ) D G � 6 �1��� ) ���9����� ��� � � ��/ � � � ������������ ) � � � 6 A � �9�

h : A −→ G
� /	� � � � ��� ) / � � � � 
 6 �1��� ) � <�� /	��� �0/	� 
 � ��� ��� � � 6�����9� � � � ���:� � �1�C� 2 � ��G���� ���	� )� � �

h
� �C�����	� � �	�	��� �

� ��� �
ker (h)

� �C� ) ���
� ����� �

∃ U 3 0A
� ) ��� � < � < U ⊂ ker (h)

[]��� ���1$ . -A'*F34>Fh_`!$1 83+A/Y?A45FV)�13/�8:/Q8:!M/ !$P>!$Jd��!*C
G
4>F J$4>D*/�C -���83+A/Q!$CA/�K F3/�8:F

{g}
�
g ∈ G

U JMC�83+A/ 8:!M/ !$P>!$J$45)�'*P J$1V!$I1/
A
8:+;/ !M/ /�C F3/�8:F '*1V/ J$/2CA/�13'98:/2? -���8:+A/

!M/0/2C�C;/�45J*+q- !$IA1V+A!q! ?AF !9_
0A

Dq4 ' 8:13'*CAF3P5'98:4>!$C U
�`4 ! =⇒ � 4>4 ! {0G} 4>Fh!�/0/2C 45C G '*CA?

ker (h) = h−1 {0G}
4>Fh!�/0/2C 45C

A
_`!*1

h)�!$Ca8:4>C.IA!$IAF2U
�`454 ! =⇒ �`45454 ! l�'9=*/ U = ker (h)

U
�`45454 ! =⇒ � 454 ! ker (h) =

⋃
a∈ker(h) a + U

45F !�/0/2C U
�`454 ! =⇒ �`4 ! h−1 {g} = a+ker (h)

�.k�+;/�13/
a ∈ h−1 {g}

�q45F"!M/ /�CY_`!$1j'*P5P
g ∈ G

U

� ��� � ��
�� ����
 �	��
 ��� ��
��

l +A/ ?AIW'9Pj!9_�'*C '9-0/2P54 '9C�D9'*1V45/�8"�
A
45F J$4ED$/2C -��

A∨ = Pic0A
U�B�C;_`!$1 8:IACW'R8:/�P9���

8:+A/213/�45F"CA! /
�.IA4ED*'9P5/�Ca8j?AIW'9P54>8"� 8:+A/2!$1�� _`!*1"'*P5J$/2-A1:'945) J$1V!$I1/AFj45CQJ$/2CA/�13'*P U�JMCAFV83/X'*?��
k^/ ?AIW'*P>4 O /Qn2K #<!98:4>D*/�F � '9CA?�'Y)�!$CAC;/�)283/�?�'*P>J$/�-;1:'*4>)TJ$13!$I0/ G )X'9C7- / )2!$CAF34>?A/�1V/�?
'*F
' F / /�)24 '*PN)�'*F3/Y!*_ ' n2K #<!98:4>D*/ -���F3/28V8:4>CAJ 83+A/Q_`!$13#<'*P�J$1V!$I1/

F = 0
� 4 U /9UYkd/

'*F3FV45J$C 8:!
G
83+A/Qn2KM#Y!*834>D$/

[0→ G]
U

= j�*,�G��*,_ "4$ >GT�� ���
L
,�� � � � �
� � � ���76 �8,8� ��� � 6 �1��� ) � �9�

A
� � � ,�� � �3� � G�� � � ���3A <

� /	����� � � � , � -������ � ���
Ext (A,L) ' Hom (L∨, A∨)�(/	�����

A∨ � � �0/	� ��� ��� � ,�� � �3� � G�� � � ���3A <
o9t



[]��� ���1$ 2 4>CA)�/
L = T × V

'*CA?
L∨ = T∨ × V∨ kd/�+W'XD$/

Ext (A,L) =
Ext (A,T)× Ext (A,V)

'9CA?
Hom (L∨, A∨) = Hom (T∨, A∨)× Hom (V∨, A∨)

U
l +A/�1V/2_`!$1V/@4>8 4>FT/�CA!*IAJ$+ 83!�)2!$CAFV45?A/21 83+A/Q8Mk^!�)X'*FV/�F

L = T
'*CA?

L = V
�sk�+A45),+

k�45P5P -0/T?A!*CA/ 45C l /�#Y#@' n$U oH4Y'*CA?El /�#Y#@' n*U oM6 1V/�F / /�)�8:4ED$/�P9�$U
� *,_ _ B "	$ >1 � ���

T ∼= (Gm)t
,�� � �����B� � � �9�

A
� � � ,�� � �3� � G�� � � ���3A < � /	���1� � �� , � -������ � ���

Ext (A,T) ' Hom (T∨, A∨)

[]��� ���1$ O /^)2!$CAF 8:13I;)28j'�-A4 bV/�)�8:45!*C
Φ : Ext (A,T) −→ Hom (T∨, A∨)

UNST4>D$/2C
'*C / <q83/�CAFV45!$C

G
!*_
A
-��

T
��83+A/�C P5/28

Φ (G) : T∨ −→ A∨ - /<8:+;/@#<'�/ k�+A4>),+
'*F3FV45J$CAF 83!

χ ∈ T∨ = Homk-Gr (T,Gm)
8:+;/ /AIAF3+qKM!$I;8

χ∗G ∈ Ext (A,Gm) =
Pic0A = A∨ !*_ G Dq4 '

χ
b

0 // T
χ

��

// G

��

// A // 0

0 // Gm
// χ∗G // A // 0

3 !$CaD$/�1VF3/2P ����)2!$CAF34>?A/�1Q8:+;/ _`!$P>P5! k�45C;J #@'�/
Ψ : Hom (T∨, A∨) −→ Ext (A,T)

b
S 4ED$/�C

φ : T∨ −→ A∨ ��'*CA? ' -W'*FV45F χ1, . . . , χt ∈ T∨ ∼= Zt � 8:+A/2C P5/�8 Ψ (φ) ∼=
φ (χ1) ×A . . . ×A φ (χt) ∈ Ext

(
A, (Gm)t

) - / 8:+A/ / <q8:/�C;F345!*C !$- 8,'*4>CA/�?�-���8,'9=aK
45CAJ 83+A/ KW-A1V/�K /;13!q?AIA)28 !*_ 83+A/

Gm

KM-AIAC;?AP5/2F
φ (χi) ∈ A∨ = Ext (A,Gm)

'9CA?
/AIAF3+;45CAJ !*I;8�83+A45F�/ <q8:/2CAF34>!$C ∏

A φ (χi) ∈ Ext
(
A, (Gm)t

) Dq4 'Q8:+A/ 4>F3!$#Y!$1 /A+A45FV#
(Gm)t

∼
−→ T

)�!$1V13/�F /0!*CA?A45C;JQ83!Y83+A/ -W'*FV45F
(χ1, . . . , χt)

!*_
T∨ b

0 // (Gm)t

o

��

//
∏

A φ (χi)

o

��

// A // 0

0 // T // Ψ(φ) // A // 0

l +A/�C
Φ
'*C;?

Ψ
'*1V/@45CaD*/�13FV/@8:!�/X'*),+ !98:+A/21
��4>C _ '*)�8
83+A/\� '*1V/@45FV!$#Y!$1 /A+;45F3#YF !*_

'*-0/2P545'*C\J$13!*I1/AF�U
� *,_ _ B "	$ >���� ���

V ∼= Spec (Sym V ∨) ∼= (Ga)
v ,�� � G ��������� �3��� ���76 �8,8� ��� � 6 ����� )

� �9�
A
� � � ,�� � �3� � G�� � � ���3A < � /	���1� � � � , � -������ � ���

Ext (A,V) ' Hom (V∨, A∨)

[]��� ���1$ ]*�
l +A/2!$13/2# n$UEn�!
V∨ 45F 83+A/ )2!$# /;P5/28345!$C !*_0'�D$/2)283!$1345'*P;J$1V!$I1/��*+A/�CA)2//2D$/21���+A!*#<!$#Y!$1 /A+A45FV#

ϕ : V∨ −→ A∨ _ '*)283!$13F�83+A13!*IAJ$+ 8:+A/ )2!$#g/AP5/�8:45!*C�!*_
A∨k U 12U 8�U

0A∨

� '9C 45C0KWC;4>8:/2F34>#@'*P _`!*13#<'*P J*13!$I1/ U 2 45CA)2/
k
4>F !*_"),+W'91:'*)�8:/�1V45F 8:45)

0
� 83+A/

oqn



)X'983/�J$!$1�� !*_d45C0KACA4>83/�F34>#@'9P _`!$1V#@'*P J$13!*I1/AF ! D$/�1
k
45FT/��.IA4>D9'*P>/�Ca8 8:!\8:+A/Q)�'98:/2J$!$1��

!*_ l 4>/�Ke'9P5J$/2-A1:'*F^!pD*/�1
k
� FV/�/hl +A/�!$1V/�# n$UEn t ! U�l +A4>F�4># /;P545/2F ' -A4 bV/�)28345!$C��

HomAb/k (V∨, A∨) ' Homk (Lie V∨,LieA∨)

l +A/�1V/2_`!$1V/ 4E8 45F�F3I �<)245/2C.8�83!Y)2!$CAF 8:13I;)28�'Q-;4 bV/�)�8:4>!$C

Φ : Ext (A,V) −→ Hom (Lie V∨,LieA∨)

.�C@/2P5/2#</2C.8
ϑ ∈ Lie V∨ = V ∨ = Homk (V, k)

4>CA?AIA)2/�Fj)X'*CA!*CA45)�'*P5P9� ' +A!$#Y!$#Y!$1 K
/A+A45FV# !*_�'*P>J$/�-A13'*45)�J$13!*I1/AF

V −→ Ga

)�!$1V13/�F /0!*CA?A45C;JQ83! 8:+A/ +A!*#<!$#Y!$1 /A+A45FV# !*_
k
Ke'9P5J$/2-A1:'*F

k [t] −→ Sym V ∨, t 7−→ ϑ
U�l +A/
#@'�/

Ext (A,Ga) −→ H1 (A,OA))�!$CAFV45?A/213/2?Q'98 83+A/j/�CA? !9_ 2 IA-AFVIA-AFV/�)28345!$C\n*U>n$UEn^4>F�'9C
45FV!$#Y!$1 /A+;45F3# � F3/2/�� 2 � 3 +W'�/qK
8:/�1� PJ J ��	�!AU�n L �(l +A/2!$13/2# L ! U^]^I;8 H1 (A,OA)

4>F 8:+A/ 8,'*C;J$/�Ca8VK F /W'9)�/ '98
0A∨

!*_
A∨ �`F3/�/ � 6�� 3 +W'�/;83/�1	J J J ��	�!AU n � � 3 !$1V!$P5P5'*1�� � �1/ U�n � t ! �;k�+;45),+ 45F LieA∨ UST4>D*/�C '9C / <q8:/2CAF34>!$C

G
!*_
A
-��

V
� 83+A/�C P>/28

Φ (G) : Lie V∨ −→ LieA∨-0/ 83+A/ #@'�/ k�+A45),+ '*F3FV45J$C;F 8:!
ϑ ∈ Lie V∨ ∼= HomAb/k (V,Ga)

83+A/ /AIAFV+ KM!$I 8
ϑ∗G ∈ Ext (A,Ga) = H1 (A,OA) = LieA∨ !*_ G Dq4 '

ϑ
b

0 // V
ϑ
��

// G

��

// A // 0

0 // Ga
// ϑ∗G // A // 0

aTC 8:+;/h!98:+A/21�+A'*CA? )�!$CAFV45?A/21 8:+A/ _`!$P5P>! k�45CAJ #<'�/
Ψ : Hom (Lie V∨,LieA∨) −→

Ext (A,V)
bTST4>D$/2C

φ : Lie V∨ −→ LieA∨ � '*CA?�' -W'9F345F ϑ1, . . . , ϑv ∈ Lie V∨ =
V ∨ �*8:+A/2CQP5/28 Ψ (φ) ∼= φ (ϑ1)×A . . .×Aφ (ϑv) ∈ Ext (A, (Ga)

v)
- /^8:+;/ / <q8:/2CAF34>!$C

!$-;8,'945CA/2? -�� 8:'*=.45CAJ�83+A/ KW-A1V/�K /;13!q?AIA)28Q!9_�83+A/
Ga
K -AIACA?;P5/�F

φ (ϑi) ∈ LieA∨ =
Ext (A,Ga)

'*CA? /AI;F3+A4>CAJ !$I;8 83+A45F / <q8:/�C;F345!*C ∏
A φ (ϑi) ∈ Ext (A, (Ga)

v)
Dq45'

8:+A/ 4>F3!$#Y!$1 /A+A45FV#
(Ga)

v ∼
−→ V

J$4>D*/�C -���83+A/ )2!$-W'*FV45F�83!@8:+A/
-W'*F34>F
(ϑ1, . . . , ϑv)!*_

Lie V∨ b
0 // (Ga)

v

o

��

//
∏

A φ (ϑi)

o

��

// A // 0

0 // V // Ψ(φ) // A // 0
l +A/�C

Φ
'*C;?

Ψ
'*1V/@45CaD*/�13FV/@8:!�/X'*),+ !98:+A/21
��4>C _ '*)�8
83+A/\� '*1V/@45FV!$#Y!$1 /A+;45F3#YF !*_

'*-0/2P545'*C\J$13!*I1/AF�U

��� 
�� !�,�
������ ,�
�� ����, !�
��	��
�����!�,��1�2!��(��
 
�5
�����7������������� +��
9
�
9�� �	� ���4,�
$�7�	�������%� ��! 58
��

HomAb/k

(
V̂, A

)
∼= Homk

(
Lie V̂, LieA

) ��� �������.�4��� ���
�(� �
�$��� �
9 !
9 ��+$� 9"��#�9
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?@*,_ B1� � "4$ >G` & � ����/	��� ����� ��� � ) � � ����� 
 ��/	� , � -������ � ���
Ext (A,L) ' Hom (L∨, A∨)� � �0/	� 
 � ��� ��� � � 6 )� ��G ��� � � �FE �����:� � ���

G
� 
 � � � ,�� � �3� � G�� � � ���3A

A
,8A � � � �
� � � 6 ����� )

L

0 −→ L −→ G −→ A −→ 0
& )#)9� A � � 6 �0/	� 
 ���
�������

HomAb/k ( � ,Gm)
A � � � ��� � � ��� 6 �FE � ��� � � 2 �4���
���

0 −→ Hom (A,Gm) −→ Hom(G,Gm) −→ Hom (L,Gm) −→
−→ Ext (A,Gm) −→ Ext (G,Gm) −→ Ext (L,Gm)

� ���
Hom (A,Gm) = 0

� � �
���
A
� � ��� � )9� ����� � �9�

Gm
� � ��� �
���

Ext (L,Gm) =
0
� � �
���

L ∼= (Gm)t × (Ga)
v � �9� Ext (Gm,Gm) = 0 D Ext (Ga,Gm) = 0

�
Hom (L,Gm) = L∨ � � ��/	� � � ��� � ��� � ��� ��� � 
 L � �9� Ext (A,Gm) = Pic0A = A∨� � ��/	�J��� ��� � ,�� � �3� � G�� � � ���3A <�� ���
��� � �J��,8� ��� � � /	� � � � ��� ) / � � � L∨ −→ A∨� � �0/ �#���B�
� �

Hom (G,Gm)
� �9�J��� �#���B�
� �

Ext (G,Gm) <

.&)2!$CAF3/��.IA/�CA)2/7!*_�l +A/2!$13/2# n$U o � 45F
83+A/\_`!$P5P>!pk�4>CAJ7)2!$CAF 8:13I;)28:4>!$C��"k�+A45),+ 45F
_`IACA?W'*#Y/�Ca8:'*P _`!$1 8:+;/hC;!*8:4>!$C\!*_�'Y?AIA'*P�n2K #<!*834>D*/*b

l /28
M =

[
F

µ
−→ G

] - /�' n2K #<!98:4>D*/��j'*CA?
0 → L → G → A → 0

8:+A/
)X'*CA!*CA45)�'*P0/ <q8:/�C;F345!*C !9_ '*C\'*- /�P>4 '*CYD*'91345/�8"�

A
-�� ' P>45CA/�'*1dJ*13!$I1/

L
- /�P>!$CAJ$4>CAJ 83!

G
U ]{�Tl +;/�!$1V/�# n$U o � 8:+A/N)2!$#g/0!$FV4>8345!$C

µ̄ : F −→ G −→ A
?A/�KACA/�F '*C / <q8:/2CAF34>!$C

0 → F∨ → Gµ̄ → A∨ → 0
'*C;? 8:+A/</ <q8:/2CAF34>!$C

G
?A/�KACA/�F '�+A!$#Y!$#<!*1 /A+A4>F3#

!*_^FV+A/X'XD*/�F
!9_ '*- /�P>4 '*C J*13!$I1/;F
µ̄G : L∨ −→ A∨ UQl +A/2C 83+A/QCA/ <q8h8:+A/2!$13/2# F:'��qF

8:+W'98
µ̄G

_ '9)28:!*134 O /�Fj8:+A1V!$IAJ$+ Gµ̄ '*CA? +;/�CA)2/ J$4>D*/�Fd1345FV/�83! '
?AIA'*P n�KM#Y!*8:4ED$/ M∨ =[
L∨ µG

−→ Gµ̄

] U

= j�*,�G��*,_ "4$ > k � ���
F
,�� � 
 ��� ������6 ����� ) D L � � � �
� � � 6 �1��� ) D A � � � ,�� � �3� �

G�� � � ���3A D G ∈ Ext (A,L)
� �9�

ρ ∈ HomAb/k (F , A) < � ��� Gρ ∈ Ext (A∨,F∨)
,��

�0/	�J�FE �����:� � ��� � �9���4����� ,8A ��/	� /	� � � � ��� ) / � � �
ρ
� �9�

ρG ∈ HomAb/k (L∨, A∨)�0/	� /	� � � � ��� ) / � � � � �9���	����� ,8A��0/	�C�FE �����:� � ���
G < � /	���1� � � � , � -������ � ���

HomA (F , G) ' HomA∨ (L∨, Gρ)

[]��� ���1$ � l '*=*/2C�_`13!$# �9l���cN13!�/0!$FV4>8345!$C � 6 U o U o ! U ! l /�8 E - / 83+A/
/ <q8:/�C;F345!*C !*_
F
-��

L
!$-;8:'*45C;/�? -�� /AIAP>P545C;J -W'*),= 83+A/ / <q8:/2CAF34>!$C

G
!*_
A
-��

L
Dq45'

ρ
b

0 // L // E

��

// F

ρ

��

// 0

0 // L // G // A // 0

o �



ls/�8
Eρ
G

- /�83+A/�/ <q8:/2CAF34>!$C !*_
L∨ -�� F∨ !$-;8,'945CA/2?@-��g/AIAP5P>45CAJT-A'*),= 8:+A/�/ <q8:/2CAF34>!$C

Gρ !*_ A∨ -�� F∨ Dq4 ' ρG b

0 // F∨ // Eρ
G

��

// L∨

ρG

��

// 0

0 // F∨ // Gρ // A∨ // 0
l +A/�C�J$4>Dq45C;J +A!$#Y!$#<!*1 /A+A4>F3#YF

µ : F −→ G
! D$/21

A'*CA?
µG : L∨ −→ Gρ ! D$/21 A∨

F

ρ
��@

@@
@@

@@

µ // G

��~~
~~

~~
~

A

L∨

ρG !!C
CC

CC
CC

C

µG
// Gρ

}}{{
{{

{{
{{

A∨

45FN/
�.IA4ED9'*P5/2C.8N83! F /AP>4>838345CAJ*F�!*_
E
'*CA?

Eρ
G

1V/�F / /�)�8:4ED$/�P9�$U 	�!pk 8:+;/�/ <;'*)28jF3/��.IA/�CA)2/�F

0 −→ L −→ E −→ F −→ 0
'*CA?

0 −→ F∨ −→ Eρ
G −→ L∨ −→ 0'*13/ !*-;8,'*4>CA/�?7!$CA/
_`1V!$#&8:+A/ !98:+A/21 -���'�/0/AP �q45C;J@8:+A/ _`IACA)283!$1

HomAb/k ( � ,Gm) .l +A/�1V/2_`!$1V/ !$C;/hFV/
�.IA/2CA)�/ 45F F /;P54>8 KM/ <A'9)28�4>_ '*C;?�!$C;P � 4E_s8:+A/ !*83+A/�1�45F2U
DF*#"c���)���C��� "	$ >�I � /	� ��� ��� 

� � ��� ��G � � 
 M =

[
F

µ
−→ G

] � � ��/
G ∈ Ext (A,L)

� ���0/	� 

� � ��� ��G �
M∨ =

[
L∨ µG

−→ Gµ̄

] �����B�1��� ) ���9� � � 6 ���
µ
���9����� �0/	� , � -������ � ���

� 
 � /	������� � 
 <���� <
JMC 83/�13#YF�!*_ ?A4 '*J*1:'*#YF�b�S 4ED$/�C�'\n2KM#Y!*834>D$/

F

µ

��
0 // L // G // A // 0

8:+A/2C�8:+;/T?AIW'*PNn2K #<!98:4>D*/ P5!q!$=.F P54>=*/

L∨

µG

��
0 // F∨ // Gµ̄ // A∨ // 0

� �G����A ACB1� # "	$ >�� � /	� ����� , � � ��� ��� M∨∨ � 
 � 

� � ��� ��G � M � � � � �
��� � � ����� A � � � �
� ��� ) / � � ���

M <

oV4



"4$  >$�" � f�f *d���������
Hom

(
V̂, A

)
= Hom

(
Lie V̂,LieA

)

� *,_ _ B "	$ T'
 � ���
ϕ : H −→ G

,�� � /	� � � � ��� ) / � � � � 
 � ����� � ����� ������� 
 ��� �����
6 ����� ) � < � /	��� ϕ � � � � � � � � ��� ) / � � � � 
 � �9�J��� � A � 
 Lieϕ

� � � � � � � � ��� ) / � � � <
[]��� ���1$ ls/�8

(A,m)
'*CA?

(B,M)
- /\)�!$#g/AP>/28:/@P5!q)X'*Pj134>CAJ$F FVIA),+ 83+W'98

G =
SpfA

'9CA?
H = Spf B

U 2 45CA)2/
ϕ# (mν) ⊂ Mν 8:+A/ #@'H/ ϕ# : A −→ B

4>CA?AIA)2/�F
'@#@'H/ [

ϕ#
]

: m/m2 −→ M/M2 U�]^I;8 LieG = Homk (m/m2, k)
'*CA?

LieH =
Homk (M/M2, k)

�.+A/�CA)2/
Lieϕ : LieH −→ LieG

45F�bVIAF 8d83+A/�?AIW'*P
k
K P54>CA/X'*1�#@'�/

!*_ [
ϕ#
] b

Lieϕ =
[
ϕ#
]∨

:
(
M/M2

)∨
−→

(
m/m2

)∨

A ∼=
∏

mν/mν+1 '*CA? B ∼= ∏
Mν/Mν+1 '*13/ J$/�C;/�1:'R8:/�? -�� m/m2 '*CA? M/M213/�F /0/2)2834>D$/2P ���(83+.IAF k^/h+W'XD$/9b

ϕ
45FV!
⇐⇒ ϕ# 45F3!

⇐⇒
[
ϕ#
] 4>F3!

⇐⇒ Lieϕ
4>F3!

DF*#"c���)���C��� "	$ T�" � ���
G
,�� � � ���76 �8,8� ��� � 6 �1��� ) ��� � 
 ��� ������6 �1��� ) < � /	���*���0���
��0/	� � ��� � � �3� ����� G ��������� �3���	6 ����� )

LieG
� 
 ��/	� � � � � ���76 �8,8� �

LieG
��� ,��

LieG = Spec
(
Sym (LieG)∨

)

� �9� �0/	� � ��� � � �3� ����� � ����� � ����� ������� 
 ��� �����46 �1��� )
L̂ieG

� 

LieG

��� ,��

L̂ieG = Spf
(

̂Sym (LieG)∨
)

= j�*,�G��*,_ "4$ TG>�� ���
A
,�� � � � ,�� � �3� � G�� � � ���3A < � /	����� � � ���
� � �9� ��� � A ���
�/	� � � � ��� ) / � � � � �0/	�
/ <d/ !$CA/2C.834 '*P #<'�/ �

η : L̂ieA −→ A

� � �0/
Lie η = idLieA )

L̂ieA(k[ε])
η(k[ε]) // A(k[ε])

LieA
id // LieA

� ?

η
� �9���	����� � � � � � � ��� ) / � � �

η̂ : L̂ieA
∼
−→ Â

�(/	�����
Â = Spf ÔA,0

� � ��/	�C��� � )9� ��� � ��� � 

A
� < � < � < 0A <

o�6



[]��� ���1$ 2 45C;)�/
0cLieA

45F08:+A/N!$C;P �
k
K D9'*P>IA/�? / !$4>C.8 !*_

L̂ieA
�pkd/N+W'XD$/

L̂ieA (Rred) ={
0cLieA

} _`!$1</�'*),+ KWCA4E8:/�P9� J$/�C;/�1:'R8:/�?
k
Ke'*P>J$/�-;1:'

R
� k�+;/�13/

Rred = R/Nil (R)45F 8:+;/ 1V/�?AI;)�/�? 134>CAJAU l +;/�13/�_`!$13/�8:+;/ #Y!$1 /A+A45FV#
η : L̂ieA −→ A

��4E_
4E8\/ <.K
45FV83F
�045F�I;CA4 �.IA/2P ��?A/283/�13#Y45C;/�?�-���4>8:F�45CA?;IA)�/2? J$13!$I0/ KM+A!*#<!$#Y!$1 /A+A45FV#<F

η (Rart) :

L̂ieA (Rart) −→ A (Rart)
!$C783+A/

Rart

K D9'*P5I;/�? / !$4>C.83F
� k�+A/�1V/
Rart = k [Nil (R)]45F�'QP5!q)X'*P�.�1V8345CA45'*C\134>CAJAUNB�F34>CAJ

A = Pic0A∨ ⊂ PicA∨ = H1 (A∨,O∗
A∨)

+A/�CA)2/

A (Rart) ⊂ PicA∨ (Rart)

= H1
(
A∨,O∗

A∨×SpecRart

)

= H1 (A∨,OA∨ [Nil (R)]∗)
'*CA?

L̂ieA (Rart) = Homk-Alg,cont

(
̂Sym (LieA)∨, k [Nil (R)]

)

= Homk

(
(LieA)∨ ,Nil (R)

)

= LieA⊗k Nil (R)

= H1 (A∨,OA∨)⊗k Nil (R)

= H1 (A∨,OA∨ ⊗k Nil (R))
)�!$CAF 8:1VIA)28

η
-��

L̂ieA (Rart)
η(Rart) // A (Rart)

H1
(
A∨,OA∨ ⊗k Nil (R)

) exp // H1
(
A∨, 1 +OA∨ ⊗k Nil (R)

)� ?

(∑
fαnn

)
α

� //
(∑

ν≥0
1
ν!

(
∑
fαnn)ν

)
αJ 8�45F =.CA! k�C _`1V!$# )X'*P>)�IAP>IAF^8:+A'98 8:+A4>F #<'�/\45F^83+A/ !$CAP9�@!$C;/ k�+A45),+\8:13'*CAFVP '983/�F 8:+;/

'*?A?A4E8:4>D*/<J*13!$I1/qKMFV8313IA)�8:IA1V/@4>C.83!�' # IAP>834 /AP>45)�'98:4ED$/ !$C;/<k�+A4>P5/QP54E_ 8:45C;J 83+A/Y45?A/2C.834>8"�
!$C

LieA
U

2 4>CA)�/ ̂Sym (LieA)∨
4>Fh)2!$#g/AP5/�8:/�� 83+A/<)�'*CA!$C;45)X'9PN+A!$#Y!$#<!*1 /A+A4>F3#

OA,0 −→

ÔA,0
J$4>D*/�F�' _ '*)283!$134 O '98345!$C

̂Sym (LieA)∨ OA,0
η#oo

��

ÔA,0

bη#

eeKKKKKKKKKK

L̂ieA

bη !!C
CC

CC
CC

CC

η // A

Â

OO

o9u



]{� ls/2#<#<'Qn$U � t
η̂
45Fd'*C@4>F3!$#Y!$1 /A+A45FV# _`!$1

Lie η = idLieA
4>F^'9C@45FV!$#Y!$1 /A+;45F3# U

� *,_ _ B "	$ TGT�� ���
V ∼= (Ga)

v ,�� � G ��������� �3���4���76 �8,8� ��� � 6 �1��� ) � �9� A � � � ,�� � �3� �G�� � � ���3A < � /	����� � � � , � -������ � ���

HomAb/k

(
V̂, A

)
∼= Homk

(
Lie V̂,LieA

)

[]��� ���1$ . +A!$#Y!$#Y!$1 /A+;45F3#
ϕ : V̂ −→ A

!9_
'9-0/2P54 '9C F3+A/�'XD$/�F\_ '*)�8:!$1V4 O /�F
8:+A1V!$IAJ$+ 8:+A/ )2!$# /;P5/28345!$C

Â
!9_
A
k U 1�U 8XU

0A
�W+A/�C;)�/

HomAb/k

(
V̂, A

)
∼= Homk-gf

(
V̂, Â

)

l +A/�!$1V/�# n$U � o F:'��qF�8:+W'98
Â ∼= L̂ieA

'*F _`!$13#<'*P J*13!$I1/;F�b

Homk-gf

(
V̂, Â

)
∼= Homk-gf

(
V̂, L̂ieA

)

∼= Homk-BiAlg

(
̂Sym (LieA)∨,

̂
Sym

(
Lie V̂

)∨
)

ϕ# : Sym (LieA)∨ −→ Sym
(
Lie V̂

)∨ 45F '*P51V/X'*?|�<?A/�8:/�1V#<4>CA/�?\-��\1V/�F 8:134>)28345!$C 83!

(LieA)∨
U 2 45CA)2/

ϕ : V̂ −→ L̂ieA
/A13/2F3/�1 D$/2F 8:+;/@'*?;?A4>834>D$/ J*13!$I1/qKMFV8313IA)�8:IA1V/�F�� 4E8

+W'*F 8:!Q- /hP>45CA/�'*1
� 4 U /*U�83+A/ 45#<'*J$/
ϕ# (LieA)∨

P>45/2F 45C (
Lie V̂

)∨ b

Homk-BiAlg

(
̂Sym (LieA)∨,

̂
Sym

(
Lie V̂

)∨
)
∼= Homk

(
(LieA)∨ ,

(
Lie V̂

)∨)

∼= Homk

(
Lie V̂,LieA

)

k�+A45),+e�q45/�P>?AF 8:+A/h'*FVF3/21V8:4>!$C U

o L



� � ����� ��
��Q��� 
 � 
���� �c�

2 IA-,bV/2)28 !*_d8:+A4>F FV/�)�8:45!*C 45FT83+A/Y_`I;CA)283!$1 !9_ _ '*#Y45P54>/�F !9_ ?A4ED 4>F3!$1VF !$C ' F3),+A/2#</
Y!pD*/�1�'*C '*P5J*/�-A13'*45)�'*P5P9�<)2P5!$FV/�? KW/2P5?

k
!*_�),+A'*1:'*)�8:/21345F 8:4>) t U

� ��� � � ����� � � 
����
	 ��� ��� � � � � 
�
�� � ����� � ���
%�451VFV8Qk^/745Ca8:1V! ?AI;)�/ F3!$#Y/�C;!*8:4>!$CAFQ!$C _`I;CA)283!$13FY_`13!$# 83+A/7)�'98:/2J$!$1�� !*_PKWCA4E8:/2P �
J$/�CA/21:'983/�?

k
Ke'*P>J$/�-;1:'*F

Alg/k
8:! 8:+A/�)X'983/�J$!$1�� !*_ '*- /�P>4 '*C J$1V!$I1/AF

Ab
�dk�+A45),+

#@'*=9/ 4>8�/X'9F345/21 8:!Q?A/�'*P k�4>83+ 83+A/�# U
DF*#"c���)���C��� >+$�" � ���

Fctr (Alg/k ,Ab)
,�� �0/	�C� � ��� 6 ���BAJ� 
 ��� G�� � �3� �	� 
 ���
�������1�

F : Alg/k −→ Ab D �(/	� � � � ��� ) / � � � � � �1� 6���G ��� ,8A � � �3��� ��� �.� � �:� 
 ��� ��� � � ���:�,���� � ����� 
 ���
��������� � �
Fctr (Alg/k ,Ab) <

a -aDq45!$IAFVP �<k^/h+W'XD$/
[����Gf ��+8�C������� >+$ >@? ��� � ��� � ��� � A 6 ���
��� � �����

k
� ���76 �8,8� �

R
� ���

Rred = R/Nil (R),�� � �0� �1�����	����� ���76 �8,8� � < � /	��� ��/	� � ��� � 6 � � ���	� F 7−→ Red (F ) D �(/	���1�

Red (F ) (R) := F (Rred)

���0���
��� � ��� G�� � �3� �	� 
 ���
�������

Red : Fctr (Alg/k ,Ab) −→ Fctr (Alg/k ,Ab)

[]��� ���1$ l /28
h : R −→ S

- / ' +A!$#Y!$#<!*1 /A+A4>F3#�!*_	KWCA4E8:/2P � J*/�CA/21:'983/�?
k
K

'*P5J$/2-A1:'9F�U 2 45CA)2/
h (Nil (R)) ⊂ Nil (S)

8:+A/213/ 45F '9C 45CA?AI;)�/�? +A!$#Y!$#Y!$1 /;+A45FV# !9_
13/�?;IA)�/2?

k
KM'*P5J$/2-A1:'9F

hred : Rred −→ Sred
U l +A/�Ch_`!$1s/X'*),+

F ∈ Fctr (Alg/k ,Ab)8:+A/\+A!*#<!$#Y!$1 /A+A45FV#
Red (F ) (h) : Red (F ) (R) −→ Red (F ) (S)

4>F J$4>D*/�C -��
F (hred) : F (Rred) −→ F (Sred)

U"l +.IAF
Red (F ) ∈ Fctr (Alg/k ,Ab)

U
.�F3F3I;#</

τ : F −→ G
4>F<' CW'983IA1:'*P 831:'*CAF _`!$13#<'98345!$C - /28Mkd/�/�C _`I;CA)283!$13F<45C

Fctr (Alg/k ,Ab)
U�l +A/�C _`!$1 /2D$/21�� +A!$#Y!$#<!*1 /A+A4>F3# !9_ KWCA4>83/�P9� J*/�CA/21:'983/�?

k
K

'*P5J$/2-A1:'9F
h : R −→ S

83+A/T_`!$P5P>! k�45CAJ ?;4 '*J$13'*# )�!$#Y# I;83/�F�b

F (Rred)

F (hred)
��

τ(Rred) // G(Rred)

G(hred)
��

F (Sred)
τ(Rred) // G(Sred)

l +A/�C
Red (τ) : Red (F ) −→ Red (G)

?A/ KWCA/2? -��
Red (τ) (R) = τ (Rred)

_`!$1
/X'*),+

R ∈ Alg/k
45F\' CW'983IA1:'9P�8:13'*CAF _`!$13#<'98:4>!$C !9_h_`I;CA)283!$13F���4 U /*U

Red
#<'�/AF

τ ∈ Hom(F,G)
83!

Red (τ) ∈ Hom(Red (F ) ,Red (G))
U

oH7



?@*,_ B1� �\>%$ T�� A���/	� � ��� � � � 6 � � ���	� D Red
� � � ��� G�� � �3� �	� 
 ���
�������

Red : Fctr ((Alg/k)op ,Ab) −→ Fctr ((Alg/k)op ,Ab)

��� ��/	� � � ��� 6 ���BA*� 
 )�!$Ca8:13'XD*'9134 '9C.8 
 ���
��������� 
 �1� � �0/	� � � ��� 6 ���BA*� 
 ��� � ��� � A 6 ���
��� �
� �����

k
� ���76 �8,8� � � ������/	�C� � ��� 6 ���BA � 
 � ,�� � �3� � 6 �1��� ) � <

� �'��B0���C��� >+$  � ���
R
,�� � ��� � ��� � A 6 ���
��� � �����

k
� ���76 �8,8� � � �9�

I $ R
�*) ��� ) ���

� ��� ��� < � /	��� k [I]
�����
������� �0/	�C���:,8� � � 6 � 


R
�(/	� � � ���9����� � A � � 6

k
� G ��������� � ):� ���

� �
k ⊕ I

���9����� ��� � � �0/'��/	� � � � 6 � ���3�B�4���3���1� � �9���	����� ,8A ��/	� � � � 6 � ���.�B�	���.���1� � 

R ⊃ k ⊕ I <
[����Gf ��+8�C������� >+$ �@? ��� � ��� � ��� � A 6 ���
��� � �����

k
� ���76 �8,8� �

R
� ���

Rart = k [Nil (R)]� �9�
ρ : Rart −→ k, Nil (R) 3 n 7−→ 0

,��;��/	�;�1�����3� � ��� � ��� < � /	��� �0/	� � ��� � 6 � �� ���	�
F 7−→ Inf (F ) D �(/	���1�

Inf (F ) (R) := ker
(
F (ρ) : F (Rart) −→ F (k)

)

���0���
��� � ��� G�� � �3� �	� 
 ���
�������

Inf : Fctr (Alg/k ,Ab) −→ Fctr (Alg/k ,Ab)

[]��� ���1$ . +A!$#Y!$#Y!$1 /;+A45FV# !*_
k
Ke'*P>J$/�-;1:'*F

h : R −→ S
�q45/2P5?AF '�)2!$#Y# I;8,'R8:4>D*/

?A4 '*J*1:'*#
Rart

hart

��

ρR // k

Sart
ρS // k

ls/�8
F ∈ Fctr (Alg/k ,Ab)

U l +A/N_`IAC;)28:!*134 '9P54>8"��!*_
F
4># /AP>45/2F08:+;/j)2!$#Y# I;8,'R8:4>Dq4E8"�

!*_
kerF (ρR)

��

// F (Rart)

F (hart)
��

F (ρR) // F (k)

kerF (ρS) // F (Sart)
F (ρS) // F (k)

l +A/ P>/2_ 8�)2!$P5IA#YC\J$4ED$/�F 83+A/ 13/
�.IA4>13/2?�+A!*#<!$#Y!$1 /A+A45FV#

Inf (F ) (h) : Inf (F ) (R) −→ Inf (F ) (S)

Z�/�C;)�/
Inf (F )

4>F�'*C�!*-,bV/�)�8�!9_
Fctr (Alg/k ,Ab)

U

oH!



J _
τ ∈ Hom (F,G)

�04 U /*U
τ : F −→ G

45F�'@CW'983IA1:'*Ps8:13'*CAF _`!$13#<'98:4>!$C !*_N_`IACA)�K
8:!$1VFT45C

Fctr (Alg/k ,Ab)
� 8:+A/2C _`!*1 /X'*),+

R ∈ Alg/k
_`1V!$# 8:+A/ )2!$#<#
I;8,'9834>D*/

?A4 '*J*1:'*#

kerF (ρR)

��

// F (Rart)

τ(Rart)
��

F (ρR) // F (k)

τ(k)
��

kerG(ρR) // G(Rart)
G(ρR) // G(k)

k^/h!$-;8:'*45C 83+A/ +A!$#Y!$#<!*1 /A+A4>F3#

Inf (τ) (R) : Inf (F ) (R) −→ Inf (G) (R)

'*CA?
Inf (τ)

45F�' CW'983IA1:'9P 8:13'*CAFV_`!*13#<'98:4>!$C��;FV45CA)2/T_`!$1 /X'*),+
h : R −→ S

kerF (ρR)

��

''NNNNNNNNNNN
// F (Rart)

��

%%KKKKKKKKKK
// F (k)

##G
GGGGGGG

kerG(ρR)

��

// G(Rart)

��

// G(k)

kerF (ρS)

''NNNNNNNNNNN
// F (Sart)

%%KKKKKKKKKK
// F (k)

##G
GGGGGGG

kerG(ρS) // G(Sart) // G(k)

)�!$#Y# I;83/�F�U"l +.IAF
Inf (τ) ∈ Hom (Inf (F ) , Inf (G))

4>F ' #<!$1 /A+A4>F3# 4>C\8:+A/T)�'98:/�K
J$!$1��

Fctr (Alg/k ,Ab)
U

DF*#"c���)���C��� >+$ ` & 
 ���
�������
F : Alg/k −→ Ab

� � � ����� ��� 13/2?AIA)�/2? � 

F =

Red (F ) < & ����� � �C��/ � � F � � ��� G�� � �3� �	� D ��/	��� F � � � ����� ��� 45C0KWC;4>8:/2F34>#@'*P � 
 F =
Inf (F ) <
DF*#"c���)���C��� >+$ k & 
 ���
������� F ∈ Fctr (Alg/k ,Ab)

� � � ����� ��� -W'*CA'*P � 

F
� �

� � � � ��� ) / � � ���
Red (F )× Inf (F ) <

� ��B'_ f�AC* >+$ I�� ���
F
,�� � 
 ��� �����+6 �1��� ) < � /	��� F � ��, � � ��� ,8A � /	�����1� � 
 < � D�(/	�����

Fét = Red (F)
� �9�
Finf = Inf (F) <

DF*#"c���)���C��� >+$ � & 
 ���
�������
F : Alg/k −→ Ab

� �J� ����� ��� P>! )�'*P5P9��)�!*CAFV8:'*Ca8 � 

F (RZ) = F (k)
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RZ

� � ��/
SpecRZ

����� �
�
��������� D � ���1� 6 ���
��� ����� A

F (R) =
⊕

Z∈CCp(R)

F (k)

� t
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� ���76 �8,8� �

R
� � �0/ ������� � ) � � � � � ���

R =
⊕

Z∈CCp(R) RZ D�(/	�����
CCp (R)

�����
������� ��/	� � ��� � 
 �����	�
���������J��� � ) ���
���	���;� 

SpecR <

?@*,_ B1� �\>%$�"-
 & � � � ����� AJ�����:��� � �	� 
 ���
������� � � ��� � � A � �1�����	����� <
� ��B'_ f�AC* >+$�"�" � /	� ��� ��� � ):� ��� Fét

� 
 � 
 ��� �����%6 �1��� )
F
� � � � � ����� A �����:��� � �	� D� � �
���

Fét
� � � � � ���1����� < ? ��� � �����1� � ��� � 
 �1��� ��� ��� � 
 ��� �����:6 �1��� ) �0/ � � � � � ��/	����� � �� � �C��� 
 < 
 � <

DF*#"c���)���C��� >+$�"d>�� ���
F
,�� � 
 ���
�������

Fctr (Alg/k ,Ab) <�� �0���
�5��/	�;l 45/"_`IACA)�K8:!$1
Lie : Fctr (Alg/k ,Ab) −→ Ab

� 

F
,8A

Lie (F ) = Inf (F ) (k[ε])

DF*#"c���)���C��� >+$�"dT & 
 ���
�������
F ∈ Fctr (Alg/k ,Ab)

� �C� ����� ���E/AP5'*45C � 


Inf (F ) ∈ Fctr (Alg/k ,Vs/k)

� < � < Inf (F )
� � � 
 ���
������� � �	��� �0/	� � � ��� 6 ���BA

Vs/k
� 

k
� G ��������� � ):� ����� D � �9� � 
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R
�0/	���1� � � � � � � � � ��� ) / � � � � 


k
� G ���������

� ):� �����
Inf (F ) (R) ∼= Lie (F )⊗k Nil (R)

� ��B'_ f�AC* >+$�"- �� 

char (k) = 0 D �0/	��� � � ��/ 
 ��� �����:6 ����� ) F � � )9� ��� � ,8A � ���1� � �� � ��A 
 < 
 
 � �9� � � �C��� 
 <�� � <

� �'��B0���C��� >+$�" � � 

P
� � � )9� ��� � 
 ���
������� � �

Fctr (Alg/k ,Ab) D ��/	��� p ε P� � � �:� �0/ � � � � ��/	���
p ∈ P (k)

���
p ∈ Lie (P ) <

� *,_ _ Bi>+$�",`�� ���
B,P ∈ Fctr (Alg/k ,Ab)

,�� )9� ��� � 
 ���
��������� 
 � � � ��� � � 6 ��/	�
� �����	� � �3A

F (
⊕

Z RZ) =
⊕

Z F (RZ)

 ���

F = B,P < & ����� � � 
 ���B��/	��� � ������0/ � �
B
� � , � � ��� � �9�

Red (B)
� � � ����� A �����:��� � �	� < � /	���@� � ��/ ):��� � (a, l)

� 
 �
/	� � � � ��� ) / � � � � 
 � ,�� � �3� � 6 �1��� ) �

a : B (k) −→ F (k)
� �9� �

k
� � � �
� � � ����)

l : Lie (B) −→ Lie (P )
��������� �C� �
��� � � � �3��� ��� �.� � �:� 
 ��� ��� � � ���

τ : B −→ P� � �0/
τ (k) = a

� �9�
Lie (τ) = l <

[]��� ���1$ O / )�!$CAF 8:1VIA)28<' CW'983IA1:'*P 831:'*C;FV_`!$1V#@'98345!$C
τ : B −→ P

k�4>83+ 83+A/
?A/�FV4513/2? /A13!�/0/21V8"� -�� J$4>Dq4>CAJ7+A!*#<!$#Y!$1 /A+A45FV#<F

τ (R) : B (R) −→ P (R)
�
R ∈

Alg/k
U

2 4>CA)�/
B (
⊕

Z RZ) =
⊕

Z B (RZ)
'*CA?

P (
⊕

Z RZ) =
⊕

Z P (RZ)
� 83+A/ +A!9K

#<!$#Y!$1 /A+A45FV#
τ (
⊕

Z RZ)
45F
J*4>D$/2C -�� 83+A/<83I1/AP5/<!*_�+A!$#Y!$#Y!$1 /;+A45FV#<F

τ (RZ) :

� n



B (RZ) −→ P (RZ)
Udl +A/�1V/2_`!$1V/ kd/ )�'*C71V/�?AI;)�/ 8:!

k
Ke'*P>J$/�-;1:'*F

R
k�+A/�1V/

SpecR45F )�!*CACA/�)�8:/2? U JMC 8:+;45F�)X'*FV/

B (R) = Red (B) (R)× Inf (B) (R)

= B (k)× Inf (B) (R)

F345C;)�/
Red (B)

45F�P>! )�'*P5P9� )�!$C;FV8,'9C.8�U a C 8:+A/ !98:+A/21�+W'*CA?
ιk : k ↪→ R

45CqK
?AIA)�/2F

P (ιk) : P (k) −→ P (R)
'*CA?

ιRart : k [Nil (R)] = Rart ↪→ R
4>CA?AIA)2/�F

P (ιRart) : P (Rart) −→ P (R) � '*CA? Inf (P ) (R) ⊂ P (Rart)
U l +A/�1V/2_`!$1V/�8:+;/

+A!$#Y!$#<!*1 /A+A4>F3#
τ (R) : B (R) −→ P (R)

4>F ?A/283/�13#Y45C;/�? -��

τ (k)× Inf (τ) (R) : B (k)× Inf (B) (R) −→ P (k)× Inf (P ) (R)

l +A/�C _`!$1
τ
83!
- / '
CA'98:IA13'*PW8:13'*CAFV_`!*13#<'98:4>!$CQ4>8d45FjF3I �Y)�4>/�Ca8 83+W'98j_`!$1d/�'*),+\+A!$#Y!9K

#<!$1 /A+A4>F3# !9_
k
Ke'*P>J$/�-A13'*F

h : R −→ S
8:+A/T_`!$P>P5! k�45C;J ?A4 '9J$1:'*# )�!*#<# I 8:/�F2b

Inf(B)(R)

Inf(B)(h)
��

Inf(τ)(R) // Inf(P )(R)

Inf(P )(h)
��

Inf(B)(S)
Inf(τ)(S) // Inf(P )(S)

h : R −→ S
4>CA?AIA)2/�F�'

k
KMP>45CA/�'*1^#<'�/

Nil (h) : Nil (R) −→ Nil (S)
U O / +W'XD*/

Inf(P )(R)

Inf(P )(h)
��

∼ // Lie(P )⊗ Nil(R)

idLie(P ) ⊗Nil(h)

��
Inf(P )(S) ∼ // Lie(P )⊗ Nil(S)

'*CA? 8:+A/ F:'9#</T4>F 8:13I;/ _`!*1
B
4>CAFV83/X'*? !*_

P
�A4 U /*U

Inf (B) (h) = idLie(F)⊗Nil (h)

Inf (P ) (h) = idLie(F )⊗Nil (h)

l +A/�C 8:+A/ 13/��.IA451V/�? /
�.IW'*P>4>8"�

Inf (P ) (h) ◦ Inf (τ) (R) = Inf (τ) (S) ◦ Inf (B) (h)

45F _`IAP=KWP5P>/�?\4>_ 4E8�+A!$P5?;F

Inf (τ) (R) = Lie (τ)⊗ idNil(R)

_`!$1 /X'*),+ KWCA4E8:/�P9� J$/2CA/�13'98:/2?
k
Ke'*P>J$/�-;1:'

R
U

� o



l +.IAF 4E_
a : B (k) −→ P (k)

45F '�+A!$#Y!$#<!*1 /A+A4>F3# !*_�'*- /�P>4 '*C J$13!*I1/AF '*C;?
l : Lie (B) −→ Lie (P )

4>F '
k
K P545C;/X'*1j#@'H/�� kd/ !$-;8,'945C\' CW'R8:IA13'*P0831:'*CAF _`!$13#<'98345!$C

τ : B −→ P
-�� F3/�838:4>CAJ

τ (R) = (P (ιk) ◦ a)×
(
P (ιRart) ◦

(
l ⊗ idNil(R)

))
:

B (k)× (Lie (B)⊗k Nil (R)) = B (R) −→ P (R)

_`!$1 /X'*),+ KWCA4E8:/�P9� J$/2CA/�13'98:/2?
k
Ke'*P>J$/�-;1:'

R
k�4>8:+

SpecR
)�!$C;CA/�)�8:/�? U

� ��B'_ f�AC* >+$�" k & 
 ��� ������6 ����� ) F � � � � �0�5��� �0/	� � ����� � ) � � ���:� ��� B � � � � �C���
��< 
�� ,8A��(E ��� )9� ��� ��<�� D ��< 
 
 � �9� ��< 
�� <

�d�
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 � � ���	� � ��
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ls/�8

Y
- /h' F3),+A/2#</h! D$/�1

k
� '9C�'9P5J$/2-A1:'*4>)X'*P>P �Q)2P5!$FV/�?FKW/�P>? !9_�),+W'*13'*)283/�1V45FV8345) t ! U

>%$ >+$�" W����������G� ���	?@*,ACB0���)(�* ��B1�����C*,� DF�C(�� +5�G�V+
. � � �B� � ��� � ��G � � ���\!$C '

k
K F3),+A/2#</

X
4>F -�� ?A/�KACA4>8345!$C '�J$P>!$-W'*PNFV/�)28345!$C !*_ 83+A/

F3+A/�'9_
K∗
X/O∗

X

�Wk�+A/�1V/
KX

45F�8:+A/hF3+A/�'9_N!*_�8:!*8:'*P��.IA!*8:4>/�Ca8�1345C;J$F�!$C
X
� '*C;?�8:+;/

FV8,'91 ∗ ?A/2CA!*8:/2F�83+A/ IACA4E8 J$13!*I1/AF�U

Div (X) = Γ (X, K∗
X/O∗

X)

45F 8:+;/ 6 �1��� ) � 
 � � �B� � ��� � ��G � � ���1� <
� �'��B0���C��� >+$�",I � 


R
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��� � �����

k
� ���76 �8,8� � D ��/	�I� ��/	� � � Y×kSpecR� �C� 
 ����� �����
������� ,8A

Y ⊗ R <
DF*#"c���)���C��� >+$�" ��� ���

R −→ A
,�� � /	� � � � ��� ) / � � � � 
 ��� � ��� � A 6 ���
��� � �����

k
�

���76 �8,8� � � < ? ��� p ∈ SpecR
� ���

P (p)
,��;��/	�C��� � ��� � 
 ��/	� �C� � ������� ) � ��� � � ��� ��� �

� G ���
pA
� �
A < � /	� � ���

SA/R =

{
f ∈ A

∣∣∣∣
f
�
��� � � ���1� � ��G � � ���

f /∈ P (p) ∀p ∈ SpecR

}

� � � � � � � � )9� � � � � ��G � ��A ����� � � �
A < � /	��� �0/	� � � � ��� ��� � � � ��� � 
 A � � SA/R

KA/R = S−1
A/R A

� �C� ����� ���*�0/	� 8:!98,'*P��.IA!98:45/2Ca8�1V45CAJ !9_
A
13/�P5'98:4ED$/ 83!

R
U

� ���
X

τ
−→ T

,�� � � ��/	� � � � G ���
T < � /	� ��/	� � 
 KX/T � ��� � � �3� �����C���C��/	� ) �1����/	� � 

 ��� � ��� ,8A*��/	� � � � 6 �

KOX(U)/(τ−1OT )(U) = S−1
OX(U)/(τ−1OT )(U)OX (U)


 ��� � ) ���
U ⊂ X D � �*� ����� ��� ��/	�@FV+A/X'R_d!9_j83!*8,'9P �.IA!*8345/�Ca8 1V45CAJ$F�!*_ X 13/�P5'98:4ED$/
83!

T
U

?@*,_ B1� �\>%$ >'
 � ��� � ��� ��/ � � � � ��/	� � � � �
A = B ⊗k R

� G ���
R D �(/	���1� B � � � �

� �	��� 6 � ��� ��� ����� � D � � / ��G � P (p) = pA = B ⊗k p <� �����1��� ) ���9� � � 6�� A 
 ���
X = Y ×k SpecR

�0/	�C��/	� � 

KY⊗R/R

� ����/	� � � � ��� ��� � � � ���
� 

OY⊗R

� � 
 ���
��� � ���:� �(/ � ��/ ���J�
��� G�� � � ��/ ��� ��� ,�� ����� � 
 ��/	� 
 ��� �
Z × {p} D

p ∈ SpecR
� �9�

Z ∈ Cp(Y )
� � � �B�������	� � , � �C��� � ) ���
���	� � 


Y <

� 4
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R
� ���

DivY (R) = Γ
(
Y ⊗R, K∗

Y⊗R/R

/
O∗
Y⊗R

)

� /	��� �0/	� � ��� � 6 � � ���	� R 7−→ DivY (R)
���0���
��� � ��� G�� � �3� �	� 
 ���
�������

DivY : Alg/k −→ Ab
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��� � �����
k
� ���76 �8,8� � ����� ��/	� � � ��� 6 ���BA � 
 � ,�� � �3� �

6 ����� ) � <
[]��� ���1$ %W!$1�' +A!$#Y!$#<!*1 /A+A4>F3#

h : R −→ S
!*_GKWC;4>8:/2P � J$/�C;/�1:'R8:/�?

k
KM'*P5J*/�-A13'*F

8:+A/ +A!*#<!$#Y!$1 /A+A45FV#
idY ⊗h : OY ⊗kR −→ OY ⊗kS

/ < 83/�CA?;Fj-��
P5!q)X'*P>4 O 'R8:45!*Ch83!
KY⊗R/R −→ KY⊗S/S

'*CA? +A/2CA)�/ 4>CA?AIA)2/�FT'<+A!$#Y!$#<!*1 /A+A4>F3# !9_j'*-0/2P545'*C�J*13!$I1/;F
Γ
(
K∗
Y⊗R/R

/
O∗
Y⊗R

)
−→ Γ

(
K∗
Y⊗S/S

/
O∗
Y⊗S

) k�+A4>),+ 4>F 83+A/Y13/
�.IA4>13/2? +A!$#Y!9K
#<!$1 /A+A4>F3#

DivY (h) : DivY (R) −→ DivY (S)
U

?@*,_ B1� �\>%$ >G>@? ��� � � ��/ ��� � ��� � A 6 ���
��� � �����
k
� ���76 �8,8� �

R
� � / ��G �

DivY (R) =





� � �B� � ��� � ��G � � �����
D
���

Y ×k SpecR�(/ � ��/ ���0���
��� � �B� � ��� � ��G � � ���1�
Dp
���

Y × {p}
∀p ∈ SpecR





� �9� 
 ��� � /	� � � � ��� ) / � � �
h : R −→ S

� �
Alg/k

�0/	� � �9���4������/	� � � � ��� ) / � � �
DivY (h) : DivY (R) −→ DivY (S)

� �
Ab

� � �0/	� ) � ��� � , � � � � 
 � � �B� � ���;� ��G � � ���1�
���

Y ×k SpecR
������/	� � �;���

Y ×k SpecS <
[����Gf ��+8�C������� >+$ >GT�� ���

R
,�� � ��� � ��� � A 6 ���
��� � �����

k
� ���76 �8,8� � D Rart = k [Nil (R)]�0/	�C�����B�1��� ) ���9� � � 6�� � � ��� & �B� � � �3� � � � � 6 < � /	���

DivY (Rart) = Div (Y ⊗ Rart)

Inf (DivY ) (R) = Lie (DivY )⊗k Nil (R)
� < � < DivY ∈ Fctr (Alg/k ,Ab)

� � � )9� ��� � 
 ���
������� � � ��� � �0��� � � � ��� ��< 
�� � <� E )9� � � � ��� � A

DivY (k) = Γ (Y, K∗
Y /O∗

Y )

Lie (DivY ) = Γ (Y, KY /OY )
[]��� ���1$

Rart = k [Nil (R)]
45F ' P5!q)X'*P�.�1 8:45C;4 '*C 1V45CAJ k�4E8:+�!$CAP9� /A1V45#Y/ 45?A/�'*P

Nil (R) ∈ SpecRart
�9'9CA? 4>8 )2!$CAFV45FV83Fs!*_ O /�1V!�?A4>Dq45FV!$13F !$CAP �*Usl +A/�1V/2_`!$1V/ K∗

Y⊗Rart/Rart
=

K∗
Y⊗Rart

'*CA? 8:+A4>F 45#g/AP54>/�Fd83+A/ KW13F 8�/
�.IW'98345!$C b

DivY (Rart) = Γ
(
K∗
Y⊗Rart/Rart

/
O∗
Y⊗Rart

)

= Γ
(
K∗
Y⊗Rart

/
O∗
Y⊗Rart

)

= Div (Y ⊗Rart)

� 6



JMCE/W'91V8:4>)�IAP5'*1^_`!$1
R = k

4E8 +A!$P>?AF
DivY (k) = Γ (K∗

Y /O∗
Y )
U

O / +W'XD$/
K∗
Y⊗Rart

= KY [Nil (R)]∗ = K∗
Y + KY ⊗k Nil (R)

'*C;? +A/�CA)2/ '*C
/ <;'*)28�F3/��.IA/�CA)2/

1 −→
1 +KY ⊗k Nil (R)

1 +OY ⊗k Nil (R)
−→

K∗
Y⊗Rart

O∗
Y⊗Rart

−→
K∗
Y

O∗
Y

−→ 1

	�! k
1 +KY ⊗k Nil (R)

1 +OY ⊗k Nil (R)
∼=
KY ⊗k Nil (R)

OY ⊗k Nil (R)
∼=
KY
OY
⊗k Nil (R)

k�+A/�1V/Q83+A/ KW1VFV8T4>F3!$#Y!$1 /A+A45FV# 45F�J*4>D$/2C -��
exp−1 U . /1/AP �q4>CAJ@8:+;/ J$P5!$-A'*PsF3/�)�8:4>!$C_`IACA)283!$1

Γ (Y, � )
�q4>/�P5?;F

0 −→ Γ

(
KY
OY
⊗k Nil (R)

)
−→ Γ

(
K∗
Y⊗Rart

O∗
Y⊗Rart

)
−→ Γ

(
K∗
Y

O∗
Y

)

Z�/�1V/
DivY (Rart) = Γ

(
K∗
Y⊗Rart

/
O∗
Y⊗Rart

) '*CA?
DivY (k) = Γ (K∗

Y /O∗
Y )
� 8:+A/213/�K

_`!$13/
Inf (DivY ) (R) = Γ (KY /OY )⊗k Nil (R)

JMCE/W'91V8:4>)�IAP5'*1^_`!$1
R = k[ε]

�('*F
Nil (k[ε]) = εk ∼= k

k^/ +W'XD*/

Lie (DivY ) = Inf (DivY ) (k[ε]) ∼= Γ (KY /OY )

'*CA? +A/�CA)2/
Inf (DivY ) (R) ∼= Lie (DivY )⊗k Nil (R)

DF*#"c���)���C��� >+$ >' �� 

D ∈ DivY (k) D ��/	��� Supp (D)

�����
������� �0/	� � � ���#� � 
 � ���1� ���
� �9� ) � � ���;� 
 � � � ��� � ����� � ���:�

(fα)α ∈ Γ (K∗
Y /O∗

Y )
�1� ) �1��� ���	� � � 6

D <� 

δ ∈ Lie (DivY ) D ��/	��� Supp (δ)

�����
������� ��/	� � � ��� � � 
 ) � � ��� � 
 � � � ��� � ����� � ���:�
(gα)α ∈ Γ (KY /OY )

�1� ) ����� ���	� � � 6
δ <

[����Gf ��+8�C������� >+$ >���� ���
π : Y −→ X

,�� � � ��� ) / � � � � 

k
� � ��/	� � ��� � � ��/ �0/	�

) ��� ) ���B�3A ��/ � �
π# : OX −→ OY

����) � �
��� � ���1� � ��G � � ����� ��� �
��� � ���1� � ��G � � ���1� <
� /	��� π � �9���	����� � � � �.��� ��� �.� � �:� 
 ��� ��� � � ��� � 
 
 ���
�������1� D ��/	�Q/AI;P5PEK -W'*),=

π∗ : DivX −→ DivY

[]��� ���1$ %W!$1 /X'9),+]KWC;4>8:/2P ��J$/�C;/�1:'R8:/�?
k
Ke'*P>J$/�-A13'

R
8:+A/�831:'*CAF _`!$13#<'98345!$C

π∗ (R) :

DivX (R) −→ DivY (R)
45F�83+A/ +A!$#Y!$#Y!$1 /A+;45F3#

Γ
(
K∗
X⊗R/R

/
O∗
X⊗R

)
−→

Γ
(
K∗
Y⊗R/R

/
O∗
Y⊗R

) 45CA?;IA)�/2?�-��
π# ⊗ idR : OX ⊗k R −→ OY ⊗k R

U

� u



l /28
h : R −→ S

- / '�+A!$#Y!$#Y!$1 /;+A45FV# !*_
k
KM'*P5J$/2-A1:'9F�'*C;? P5/28

h† : SpecS −→
SpecR

�
q 7−→ h−1(q)

- /d83+A/^)2!$131V/�F / !$CA?;45CAJ�#<!$1 /A+A4>F3# !*_(' �<C;/^F3),+;/�#Y/�F�U�l +A/�C
(
π# ⊗ idS

)
◦ (idX ⊗h) = π# ⊗ h = (idY ⊗h) ◦

(
π# ⊗ idR

)

'*CA? 8:+A4>F 45#g/AP54>/�F 'Q)�!*#<# I 8,'9834>D$/�?A4 '*J*1:'*#

DivX(R)

(idX ×h†)
∗

��

(π×id†
R)

∗

// DivY (R)

(idY ×h†)
∗

��
DivX(S)

(π×id†
S)

∗

// DivY (S)

>%$ >+$ > [�� �MB1�V�\W����������G�
l +A/ 4>F3!$#Y!$1 /;+A45FV# )2P '*FVF3/�F�!*_ P>45CA/ -;IACA?AP>/�F !$C '

k
K F3),+A/2#</

X
_`!$13# ' J$1V!$I1/

Pic (X)
�A83+A/ ��� ,�� � � ��������� � � � �F� 6 ����� ) !9_

X
� k�+A45),+�45F J$4ED$/�C -��

Pic (X) = H1 (X,O∗
X)

DF*#"c���)���C��� >+$ >�` � /	� � 1V/�P5'98:4ED$/ ! cN4>)X'*1V? _`IAC;)28:!*1 � 
 �
k
� � ��/	� � �

Y

 ��� � �0/	�

� � ��� 6 ���BA � 
 � ��/	� � ��� � G ���
k
������/	�C� � ��� 6 ���BA � 
 � ,�� � �3� � 6 �1��� ) �

PicY : Sch/k −→ Ab

� � ���0���
��� ,8A
PicY (T ) = Pic (Y ×k T )/Pic (T )
 ���C� � ��/

k
� � ��/	� � �

T <
� ��� � � � � �
���#� � A � � �����:� � �����

PicY
� � � 
 ���
������� 
 �1� � �0/	� � � ��� 6 ���BA � 
 ��� � ��� � A

6 ���
��� � �����
k
� ���76 �8,8� � � ������/	�C� � ��� 6 ���BA � 
 � ,�� � �3� � 6 �1��� ) �

PicY : Alg/k −→ Ab
� � � � 6 ��/	� �
��� � � � ���

PicY (R) = Pic (Y ×k SpecR)/Pic (SpecR)

 ���C� � ��/ ��� � ��� � A 6 ���
��� � �����

k
� ���76 �8,8� �

R <
?@*,_ B1� �\>%$ > k ? ��� � � ��/ k � � ��/	� � � T � � / ��G �

PicY (T ) = {
� � �
� ,8���9� � ���

L
���

Y ×k T}/ ∼T
�(/	����� ��/	�;� 2 � ��G���� ���
��� �1� � � � � ���

∼T
� � ���0���
��� ,8A

L ∼T M ⇐⇒ ∃
� � �
� ,8���9� � �

B
���

T
� < � < L ⊗M−1 ∼= pr∗T B

�ML



[����Gf ��+8�C������� >+$ >GI�� ���
R
,�� � ��� � ��� � A 6 ���
��� � �����

k
� ���76 �8,8� � D Rart = k [Nil (R)] <

� /	���

PicY (Rart) = Pic (Y ⊗Rart)

Inf (PicY ) (R) = Lie (PicY )⊗k Nil (R)

� < � < PicY ∈ Fctr (Alg/k ,Ab)
� � � )9� ��� � 
 ���
������� � � ��� � �0��� � � � ��� ��< 
�� � <� E )9� � � � ��� � A

PicY (k) = H1 (Y,O∗
Y )

Lie (PicY ) = H1 (Y,OY )

[]��� ���1$
SpecRart

)2!$CAF34>FV83F !$CAP �<!*_ 8:+A/ / !$4>C.8
Nil (R)

�A+A/2CA)�/ /�D$/�1��\F3+;/X'9_ !$C
SpecRart

45F��('*F �qI;/��;k�+A4>),+\45#g/AP54>/�F
Pic (SpecRart) = H1 (R∗

art) = 0
U�l +A/213/2_`!*13/

PicY (Rart) = Pic (Y ⊗ Rart) = H1
(
O∗
Y⊗Rart

) U�JMC
/W'*1 8:45)2IAP '91 _`!$1
R = k

4>8�+A!$P>?AF
PicY (k) = Pic (Y ) = H1 (O∗

Y )
U

%WIA1 8:+A/213#Y!$13/�k^/�+W'XD$/
O∗
Y⊗Rart

= OY [Nil (R)]∗ = O∗
Y +OY ⊗k Nil (R)

'*CA?
+A/�CA)2/
'9C�/ <A'9)28�F3/��qI;/�CA)2/

1 −→ 1 +OY ⊗k Nil (R) −→ O∗
Y⊗Rart

−→ O∗
Y −→ 1

	�! k
exp−1 J$4ED$/�F�'*C 45FV!$#Y!$1 /A+;45F3#

1 +OY ⊗k Nil (R) ∼= OY ⊗k Nil (R)

l�'*=.4>CAJ 4>C.83! '*)2)�!$I;C.8<8:+W'R8@4>C 8:+;/7)�!*1313/2F / !$CA?A4>CAJ P>!$CAJ / <;'*)�8 )�!*+A!$#Y!$P5!$JJ� F3/�K
�qI;/�CA)2/

H0
(
O∗
Y⊗Rart

)
−→ H0 (O∗

Y )
4>F F3IA1)bV/�)2834>D*/��q45/2P5?AF

0 −→ H1 (OY ⊗k Nil (R)) −→ H1
(
O∗
Y⊗Rart

)
−→ H1 (O∗

Y )

Z�/�1V/
PicY (Rart) = H1

(
O∗
Y⊗Rart

) '*CA?
PicY (k) = H1 (O∗

Y )
�A8:+A/213/�_`!$13/

Inf (PicY ) (R) = H1 (OY )⊗k Nil (R)

JMCE/W'91V8:4>)�IAP5'*1^_`!$1
R = k[ε]

�('*F
Nil (k[ε]) = εk ∼= k

k^/ +W'XD*/

Lie (PicY ) = Inf (PicY ) (k[ε]) ∼= H1 (OY )

'*CA? +A/�CA)2/
Inf (PicY ) (R) ∼= Lie (PicY )⊗k Nil (R)

= j�*,�G��*,_ >%$ >�� � 

Y
� � � �1�����	����� �����	�
��������� ) �1��-������ ��G �

k
� � ��/	� � � D �0/	��� �0/	�

� � � � �F� 
 ���
�������
PicY

� � �1� ) �1��� ���	�����C,8A �
k
� 6 �1��� ) � � ��/	� � �

PicY D �(/ � ��/ � � � ����� ����0/	� c"4>)X'*1V? F3),+A/2#</ � 

Y <

� 7



[]��� ���1$ � % S . � 	�!AUTo � o � l +A/�!$1V/�# o<!$1 � ] ls[ � 2 /2)28345!$C 7 U o � l +A/2!$13/2# o<!$1
� i��sl +A/2!$13/2# 4AUS7 �Al +A/�!*13/�# 4;U>n�7 U>n$U

�

PicY
13/5/;13/�FV/�Ca8:F 83+A/@_`IAC;)28:!*1

PicY
� #Y/X'9CAF 83+W'98

PicY
)�!*45CA)245?A/2F k�4>83+ 8:+;/

_`IACA)283!$1�!*_�/0!$4>Ca8:F !*_
PicY

�A4 U /9U�_`!$1 /X'9),+
k
K F3),+A/2#</

T
4>8�+A!$P>?AF

PicY (T ) ∼= Mor (T,PicY )

JMCAF3/21V8:4>CAJ
PicY

_`!*1
T
J$4>D*/�F
83+A/ IAC;4>D$/213F3'*P P54>CA/Y-AIACA?AP>/@)2P '*FVF

P ∈ PicY (PicY ))�!$1V13/�F /0!*CA?A45C;J 8:!
idPicY

∈ Mor (PicY ,PicY )
� k�+;45),+ 4>F )X'*P>P5/�? 8:+;/ � � � �
� � � �

,8���9� � ��U
P
+A'*F�83+A/
_`!$P>P5! k�45CAJQIAC;4>D$/213F3'*P�/;13!M/ /�1 8"�0b�ST4>D*/�C '*C��

k
K F3),+A/2#</

T
'*CA?

'*C�� P54>CA/ -AIAC;?AP5/\)2P '*FVF
L ∈ PicY (T )

�"8:+A/213/\/ <;4>FV83F<' IAC;4 �.IA/
k
K #<!$1 /A+A4>F3#

η :
T −→ PicY

FVIA),+�83+W'98
L = (idY ×η)

∗ P

η
45F )X'9P5P5/2? 8:+A/ � � � ��� � 
 A � � 6*� ��� ) / � � � _`!*1

L
U

?@*,_ B1� �\>%$ T'
 � 

PicY

�1� ) �1��� ���	���
PicY D

��/	��� � 
 �������1� � 
 ��� ��/	� 6 ��� � ���3� � �
) � � �	�0�C� 


PicY
� ��/	� � ���

PicY (K) = Pic (Y ⊗K)

� � �
���
Pic (SpecK) = 0 D /	���
��� PicY (K) = Pic (Y ⊗K)

� �9�H���'�0/	� ����/	���
/ � �9�

PicY (K) = Mor (SpecK,PicY ) = PicY (K) <
� /	� ��� ��G ���1� ���+� � �
� ,8���9� � � P ∈ PicY (PicY )

/ � � �0/	� ) �1� ) ���B�3A*��/ � �

P|Y×{p} = p ∈ PicY


 ��� � � ��/
p ∈ PicY < � /	� � � � ��� � 
 A � � 6 � ��� ) / � � � η : T −→ PicY


 ��� � � � �
� ,8���9� � �
L
���

Y ×k T
����) �

η : t 7−→ L|Y×{t} ∈ PicY
 ���C� � ��/
t ∈ T <

DF*#"c���)���C��� >+$ T�" � ���
M,N

,�� � � �
� ,8���9� � ��� ���
Y < � /	��� M � � � ��� � ��� ,��

'*P5J$/2-A1:'945)X'9P5P �</
�.IA4ED9'*P5/2C.8 ���
N D M ∼ N D � 
 ��/	���1�*�FE � ����� � �����	�
��������� k � � ��/	� � �

C D �;� � �
� ,8���9� � � L ��� Y ×kC � �9��� � � � ��� ) � � �	��� p, q ∈ C ���	��/*�0/ � � L|Y×{p} =
M
� �9�
L|Y×{q} = N <

� *,_ _ Bi>+$ TG> � � )#) � � � ��/ � �
PicY

� � �1� ) �1��� ���	����� ,8A � � ��/	� � �
PicY < � ��� L ,��� � � �
� ,8���9� � � ���

Y < � /	��� L � � ���76 �8,8� ��� � ����� A � 2 � ��G���� ���	� ��� �0/	� �3� ��G �3��� ,8���9� � ����
Y
� 
 � �9����� � A � 


L
� � ��� � �J��/	� �����	�
������������� � ) ���
���	� � 
 �0/	� � �����	� � �.A � 


PicY )

L ∼ OY ⇐⇒ L ∈ Pic0
Y

� !



[]��� ���1$
(=⇒) L

'*P>J$/�-;1:'*4>)X'*P>P �Y/
�.IA4ED*'9P5/�Ca8�8:!
OY

#</�'*CAF�-�� ?A/�KWC;4>8:4>!$C\8:+W'R8
8:+A/213/Q45FT' )2!$CACA/2)283/�?

k
KMFV),+A/�#Y/

C
'*C;? ' P>45CA/ -AIACA?;P5/

L
!$C

Y ×k C
F3IA),+�8:+W'R8

_`!$1 )�/�1 8,'*4>C / !$45Ca83F
0, p ∈ C

kd/@+W'XD$/
L|Y×{0} = OY

�
L|Y×{p} = L

U l /�8
η
- /

8:+A/ )�P5'*F3FV4>_z�q45C;J #<!*1 /A+A4>F3# _`!$1
L
�A4 U /9U

[L] = (idY ×η)
∗ P

U 2 45CA)2/
C
4>F )�!$CAC;/�)283/�?

η (C)
45FY)�!$C;CA/�)�8:/�?���'9CA? FV45CA)2/

η (0) = OY ∈ Pic0
Y

k^/�+W'XD$/
η (C) ⊂ Pic0

Y

U
Z�/�C;)�/

L = η(p) ∈ Pic0
Y

U
(⇐=)

ls/�8
L ∈ Pic0

Y

U 2 4>CA)�/
OY

45F"8:+A/�CA/�I 8:1:'9P0/2P5/�#Y/�Ca8d45C
Pic0

Y

�.8:+A/�13/�F 8:1V45)�K
8:45!*C�83!

Y ×k Pic0
Y

!9_ '*C���1V/5/A1V/�F3/2Ca8,'9834>D$/Y!$C
Y ×k PicY

!*_^83+A/QIACA4ED$/�1VF:'*P"P>45CA/
-AIACA?AP>/

P ∈ PicY (PicY )
J$4>D*/�F�'YP>45CA/T-AI;CA?AP5/

P ′ !$C Y ×k Pic0
Y

_`IAP KAP5P54>CAJAb
Pic0

Y45F )�!*CACA/�)�8:/2?��
P ′|Y×{OY } = OY

�
P ′|Y×{L} = L

U
[����Gf ��+8�C������� >+$ TGT�� ���

Y
,�� �

k
� � ��/	� � � < � /	��� ��/	� � ��� � 6 � � ���	� 
 ����� � ��/ k �� ��/	� � �

T

T 7−→





� � �
� ,8���9� � ���
L
���

Y ×k T� � ��/
L|Y×{t}

���76 �8,8� ��� � ����� A � 2 � ��G���� ���	�����
OY

∀t ∈ T





/
∼T

�(/	�����

L ∼T M ⇐⇒ ∃
� � �
� ,8���9� � �

B
���

T
� < � < L ⊗M−1 ∼= pr∗T B

���0���
��� � �����	�.� ��G�� � �3� �	� 
 ���
�������

Pic0
Y : Sch/k −→ Ab

� �9� � ��� G�� � �3� �	� 
 ���
�������

Pic0
Y : Alg/k −→ Ab

�(/	����� � � � ���
Pic0

Y (R) := Pic0
Y (SpecR)


 ���C� � ��/ ��� � ��� � A 6 ���
��� � �����
k
� ���76 �8,8� �

R <
� � )#) � � �

PicY
� �I�1� ) �1��� ���	����� ,8A �

k
� � ��/	� � �

PicY <�� /	��� Pic0
Y

� �I��� ) �1��� ���	�����
,8A*��/	�C��� � ) ���
���	�5� 
 �0/	� � �����	� � �3A

Pic0
Y <

[]��� ���1$ l /28
ψ : S −→ T

- / '
#Y!$1 /A+;45F3# !*_
k
KMF3),+;/�#Y/�F�U"l +A/2C\8:+A/T1V/
�.IA451V/�?

+A!$#Y!$#<!*1 /A+A4>F3# !9_('*- /�P545'*ChJ$13!$I0/AF
Pic0

Y (ψ) : Pic0
Y (T ) −→ Pic0

Y (S)
4>F 4>CA?AIA)2/�?

-��\83+A/ /AIAP>PEKM-A'*),=<!9_�P>45CA/T-AI;CA?AP5/2F _`13!$#
Y ×k T

83! 8:+A!$FV/ !$C
Y ×k S

b
l /28
L
- / ' P54>CA/ -AIACA?AP>/ !$C

Y ×k T
U l +A/2C _`!$17/�'*),+

s ∈ S
kd/ +W'XD$/

(idY ×ψ)∗ L|Y×{s} = L|Y×{ψ(s)}

'*C;? 8:+A4>F@45F '*P5J$/2-A1:'945)X'9P5P � /
�.IA4ED*'9P5/�Ca8 83!
OY4>_

L|Y×{t}

45F _`!$1 /X'*),+
t ∈ T

U %WIA1V83+A/�1V#<!*13/ 4>_
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η < � �9����� � Ôη � � �0/J��/	� m̂η

� � � � � ��� ) � � � 6 A D � �C�0/ � � m̂η

� � �B� � ��� ��/	�
� �9���4����� ��� ) � � � 6 A D �(/ ��� � kη

� � �B� � ��� ��/	� � � � ���1�����;��� ) � � � 6 A < Homk(η),cont

�����
�������
�0/	�

k(η)
� G ���������I� ):� ��� � 
 �����	� � �	�4���#�

k(η)
� � � �
� � � ����) � < ? ��� � ��� � ��� � A 6 ���
��� � �����

k
� ���76 �8,8� �

R
� ���

IDivY (R) = LDiv (Y )⊗k Nil (R)

� /	��� �0/	� � ��� � 6 � � ���	� R −→ IDivY (R)
���0���
��� � ��� G�� � �3� �	� 
 ���
�������

IDivY : Alg/k −→ Ab

� ���1��� G ��� D IDivY
� � � ����� � ����� ������� � � ��� � �0��� � � � ��� ��< � � � �9� )9� ��� � � � ��� � �0��� � � � ���

��< 
�� � <
[]��� ���1$

LDiv (Y )
45F�k^/2P5P ?A/�KWC;/�?�-���cN13!�/0!$FV4>8345!$C7o US6�!@'*C;? 	�!*8:'98:4>!$C oqU u$t U

l +A/ 1V/�F 8�4>F 45#Y#</2?A4 'R8:/�_`1V!$# 83+A/ ?A/�KACA4>8345!$CAF2U

6*o



[����Gf ��+8�C������� >+$ `G>�� ���
π : Y −→ X

,�� � ��� � ��� � ��� ) / � � � � 

k
� � ��/	� � ��� � 


��� 6 ����� 
 � � ��� � �0��� � � � ��� ��<�� � � < � /	��� π � �9���4����� � � � �.��� ��� �.� � �:� 
 ��� ��� � � ���H� 

 ���
�������1� D �0/	� /AIAFV+ K _`!$1 k '913?

π∗ : IDivY −→ IDivX
� �9���4����� ,8A���/	� /	� � � � ��� ) / � � � � 
 
 ��� ����� � � � � ��G � � ���1�
⊕

ht(η)=1

Homk(η),cont (m̂Y,η, kY,η) −→
⊕

ht(η)=1

Homk(π(η)),cont

(
m̂X,π(η), kX,π(η)

)

∑

ht(η)=1

hη 7−→
∑

ht η=1

hη ◦ π̂
#
η

[]��� ���1$ l +;/�+;!$#<!*#<!$1 /A+A4>F3# !*_ FV8313IA)�8:IA1V/�F3+A/�' D*/�F
π# : OX −→ OY

'*FVF3!q)�4EK
'98:/2? 83!

π
4>CA?AIA)2/�F�P5!q)X'9P0+A!*#<!$#Y!$1 /A+A45FV#<Fd!*_ P5!q)X'*P0134>CAJ$F

π#
η : OX,π(η) −→ OY,η

�
4 U /*U

π#
η

(
mX,π(η)

)
⊂ mY,η

� _`!*1 /X'*),+
η ∈ Y

U H�/�CA!*83/Q-��
π̂#
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X̃ −→ Y
4>FT8:+A/YCA!$1eK

#@'*P>4 O '98:4>!$C�!*_ Y U@l +;45F)�q45/�P>?AFh' )�'*CA!$C;45)X'9PN45CA)2P5IAFV45!$C
kY,η ⊂ kX,π(η)

U<l +qI;F 8:+;/
8:1:'9CAFV_`!$1V#@'R8:45!*C

Lie (π∗) : LDiv (Y ) −→ LDiv (X)
45F !$-;8:'*45C;/�?\_`13!$# 8:+A/ +A!$#Y!$#Y!$1 /;+A45FV#<F

Homk(η),cont (m̂Y,η, kY,η) −→ Homk(π(η)),cont

(
m̂X,π(η), kX,π(η)

)

h 7−→ h ◦ π̂#
η

.�F - !*8:+ _`I;CA)283!$13F '913/@4>C0KWCA4E8:/2F345#<'*Pj'*CA? /AP '*4>C�� 83+A45F / <q8:/2CA?AFQ)X'9CA!$CA4>)X'*P>P ��83! '
CW'98:I;1:'*P 831:'*CAF _`!$13#<'98345!$C U
[����Gf ��+8�C������� >+$ `GT�� ���

Y
,�� � �
��� �����

k
� � ��/	� � � < � /	��� ��/	����� � � � � � �3��� ����.� � �:� 
 ��� ��� � � ��� � 
�
 ���
�������1�

fml : Inf (DivY ) −→ IDivY
� � �0/

fml (R) : Inf (DivY ) (R) −→ IDivY (R)
� ��-������ ��G � 
 ��� �����

R ∈ Alg/k <� 
 � � � �#� � � � ���
Y = C

� � � ����� G � D �0/	��� �0/ � � �.� � �:� 
 ��� ��� � � ��� � � � � � � � � ��� ) / � � �� 
�
 ���
�������1� <
6 �



[]��� ���1$ ]^!98:+<_`I;CA)283!$13F 4>C �.IA/2FV8:4>!$C\'*1V/�4>C0KWCA4E8:/2F345#<'*P('*C;? /AP5'*45C��a83+A/�1V/2_`!$1V/�4>8
F3I �Y)�/2FT8:!\F3+;!pk

Lie (DivY ) ↪→ LDiv (Y )
� 4 U /9U 8:!\J$4ED$/ '*C 4>CVbV/�)�8:4ED$/ +A!*#<!$#Y!$1eK

/A+A45FV#
Γ (KY /OY ) −→

⊕

ht(η)=1

Homk(η),cont (m̂η, k(η))

O / )2!$CAF 8:13I;)28�83+A45F +A!$#Y!$#Y!$1 /A+;45F3# Dq45'�_ '*)�8:!$1V4 O 'R8:45!*C��p4 U /*U�J*4>D$/d+A!$#Y!$#Y!$1 /A+;45F3#YF

Γ (KY /OY ) −→
⊕

ht(η)=1

(KY /OY )η −→
⊕

ht(η)=1

Homk(η),cont (m̂η, k(η))

3 !$CAF34>?A/�1 83+A/ CW'98:I;1:'*P P>45CA/�'*1^#<'�/

Γ (KY /OY ) −→
⊕

ht(η)=1

(KY /OY )η

δ 7−→
∑

ht(η)=1

[δ]η

l +A45F<#@'�/ 45FQ4>CVbV/�)�8:4>D*/�� FV45CA)2/�/�D$/21�� CA!$C K O /�1V! δ ∈ Γ (KY /OY )
?A/283/�1V#<4>CA/�F<'

CA!$C K O /�1V! / � /2)2834>D$/ ?A4ED 4>F3!$1 -�� 83+A/ P5!q)�IAFQ!*_ /0!*P5/�FQ!*_�4>83FQP5!q)X'*PdF3/�)�8:4>!$CAF�U l +.IAF
4>_

[δ]η = 0 ∈ (KY /OY )η
_`!$1 '*P5PdJ$/�CA/2134>) /0!$4>Ca8:F

η
!*_�)�!q?A45#Y/�C;F345!*C n��N8:+A/2C

δ+W'*FQF3I1/0/0!$1 8Y!$CAP � 45C )�!q?A4>#</2CAF34>!$C
≥ 2

'*C;? 4>F 8:+A/213/�_`!$13/ O /213!AU 6�!*13/�! D*/�1
� '*F
Y
4>F<CA!*13#<'*P �N_`!$1Q/X'9),+ J$/�C;/�134>)E/ !$4>C.8

η
!9_ +A/245J$+a8�n 83+A/7P>! )�'*P 134>CAJ

OY,η
45FY'

?A45FV)�13/�8:/�D9'*P>IW'98345!$C<1345C;JAU�Z�/�CA)2/T4>_
tη
45F ' P5!q)X'*PG/W'*13'*#Y/28:/21^!*_ 83+A/ #<'V< 45#<'*PW45?;/X'*P

mη ⊂ OY,η
4>8 +A!*P5?AF

Ôη = k(η) [[tη]] m̂η = tη · k(η) [[tη]]

'*CA?
(KY /OY )η

∼=
⋃

ν>0

t−νη Ôη

/
Ôη

. )�)�!*13?A4>CAJ 8:! l /�#Y#@' o U u�4 - /�P>!pk�k^/ +W'XD$/ '*C 45FV!$#<!*1 /A+A4>F3# !9_
k(η)

K D*/�)283!$1
F /W'*)2/�F

⋃

ν>0

t−νη Ôη

/
Ôη

∼
−→ Homk(η),cont (m̂η, k(η))

f 7−→ Resη (f · d � )

k�+A/�1V/
f ∈ t−νη Ôη

45F '�13/5/;13/�FV/�Ca8,'R8:4>D*/�!9_
f
'9CA?

Resη : Ω bOη
−→ k(η)

45F 8:+A/
13/�FV45?AI;/ '98

η
'*CA?

d : Ôη −→ Ω bOη

8:+A/hIACA4ED$/213F:'9P ?A/2134ED*'R8:45!*C U l +A/2C
Resη (f dg)45F�4>CA?A/5/ /�C;?A/�Ca8"!*_W83+A/ ),+A!$4>)�/ !*_(83+A/ 13/�/A13/2F3/2C.8:'98:4ED$/�!*_

f
4>C
t−νη Ôη

_`!$1N'*P>P
g ∈ m̂η

U

6V4



	�!pk '9F3F3I;#</@83+W'98
Y = C

45F ' )�IA1 D$/9U l +A/�C /�D$/�1�� /A1V45#Y/Q45?A/�'*Pd!9_ +A/�4>J$+a8
n 45F�#<'V< 45#<'*Ps'*C;?�8Mk^!\?A4>FV8345CA)�8P/A1V45#Y/
45?;/X'*P>F�'*1V/ )�!�/A134>#</9UTB�FV45CAJ@83+A/ 3 +A4>CA/�FV/
13/�#<'*4>CA?A/�1 83+A/�!*13/�# !$CA/ F3+A! k�F�8:+W'R8 8:+A/ #<'�/

Γ (KC/OC)
∼
−→

⊕

p∈C(k)

(KC/OC)p

45F�'*C 45FV!$#<!*1 /A+A4>F3# Uc.�F�FV+A! k�C�'*- ! D$/��
⊕

p∈C(k)

(KC/OC)p
∼
−→

⊕

p∈C(k)

Homk,cont (m̂p, k)

45F�'*C 45FV!$#<!*1 /A+A4>F3# U�l +A4>FV�q45/�P>?AF 8:+A/ FV/�)�!*CA?7'9F3F3/21V8345!$C U
� *,_ _ Bi>+$ `1 � ���

(A,m)
,�� � ��� � )9� ����� � � � ��� � � � 6 D ���9����� ��� � � ��/ �0/	� m

� � � � �
��� ) � � � 6 A D κ = A/m

� ��� �1��� � ���	�I�5� � � D ���9����� ��� � � ��/ �0/	�C� � � ���1����� ��� ) � � � 6 A D � �9�
K = Q (A)

��/	� 2 �	��� � ���	�%�5� � � � 

A < � ��� l ∈ Homκ (m, κ)

,�� �
κ
� � � �
� � � ����) <

� /	��� �0/	� 
 � ��� ��� � � 6 �����9� � � � ���:� � ���C� 2 � ��G���� ���	� )� � �
l
� �;�����	� � �	�	��� �

� ��� �
ker (l)

� �C� ) ���
� ����� �

ker (l) ⊃ mν

 ��� � � � �

ν > 0� ��G �
l ∈ Homκ (m/mν , κ)


 ��� � � � �
ν > 0� 
 
 ���B�0/	��� � ���1�

A
� � � � � � ���1����� G���� � � � � ��� � � � 6 � �9�

κ
� 
 ��/ � � � ������� � ��� � � � D ��/ � �� �C� 2 � ��G���� ���	�����

� G �
l = Res (f · d � ) : g 7−→ Res (f · dg)


 ��� � � � �
f ∈ t−νA/A, ν ≥ 0�(/	���1�

t
� � � � � � ����):� � ��� ������� � 


m D Res : ΩK/κ −→ κ
��/	� �1��� � ���4�

� �9�
d : A −→ ΩA/κ

��/	� ��� ��G ����� ��� ����� ��G�� � � ���
[]��� ���1$ �`4 ! ⇐⇒ � 4>4 ! ⇐⇒ �`45454 ! 4>F '*C '�/0/AP54>)X'98345!$CY!*_�l /�#Y#@'@n*U o$o 8:! 8:+;/ m

Ke'*?A4>)
F34>83IW'98345!$C U
�`45454 ! ⇐⇒ � 4ED ! Homκ (m/mν , κ) = ker

(
Homκ (m, κ) −→ Homκ (mν, κ)

)
�`4>D ! ⇐⇒ �`D ! J _ (A,m)

4>Fd'h)�!$#g/AP>/28:/�?A4>F3)213/283/�D9'*P>IW'98:4>!$C 134>CAJ �
κ
!*_ ),+A'*1:'*)�8:/21 K

45FV8345) t '*CA?
t
'@P5!q)X'*P�/W'91:'*#Y/283/�1�!*_

m
�083+A/�C

A ∼= κ[[t]]
'*CA?
K ∼= κ((t))

U;l /28
κ?A/�CA!98:/ 8:+A/h'*P>J$/�-A13'*45)�)�P>!$F3IA1V/ !*_

κ
U"l +A/2C 83+A/ 13/�FV45?AI;/h! D*/�1

κ
45F J$4ED$/2C -��

Res : ΩKκ/κ −→ κ∑

ν�−∞

aνt
ν dt 7−→ a−1

'*CA? 8:+;45F�4>F�45C;?A/5/ /�CA?;/�Ca8"!*_W8:+;/ ),+A!$4>)�/ !*_W83+A/ P5!q)X'9Pd/W'91:'*#Y/283/�1
t
�`F3/�/�� 2 � 3 +A'�/;8:/21

J J ��	�!;U L �(cN13!M/ !$F34E8:4>!$CF6 ! Ujl +;45F 45#g/AP>45/�Fj8:+W'R8�83+A/ 45#<'*J$/�!*_ ΩK/κ

P54>/�F 4>C
κ
U

d : A −→ ΩA/κ

'*CA?
Res : ΩK/κ −→ κ

'*1V/\-0!98:+
κ
KMP54>CA/X'91
#<'�/AF�U 2 45CA)2/

Res (ω) = 0
_`!$1 '*P>P

ω ∈ ΩA/κ
� 8:+A/</ <d/A13/2F3FV45!$C

Res (f dg)
45F kd/�P>Pd?;/�KWCA/2? _`!$1

g ∈ m/mν+1 '*CA? f ∈ t−νA/A U

6�6



l +A/ /W'*451V45CAJ
t−νA/A × m/mν+1 −→ κ, (f, g) 7−→ Res (f dg)

4>F '
/0/21V_`/�)�8�/W'*451V45CAJ �X+A/�C;)�/

t−νA/A
∼
−→ Homκ (m/mν+1, κ) , f 7−→ Res (f d � )45F�'*C 45FV!$#<!*1 /A+A4>F3# U

>%$  >$ > �]B'��� +8j�����hiW����V_ B1A ���>"c���)��*,+8��_ B'A DF�C(���+5�G�V+
[����Gf ��+8�C������� >+$ `���� ���

π : Y −→ X
,�� � ��� � ��� � ��� ) / � � � � 


k
� � ��/	� � ��� � 


��� 6 ����� 
 � � ��� � �0��� � � � ��� ��<�� � � < � /	���

IDivY/X = ker
(
π∗ : IDivY −→ IDivX

)

���0���
��� � )9� ��� � � ����� � ����� ������� ��� G�� � �3� �	� 
 ���
�������

IDivY/X : Alg/k −→ Ab


 ��� � ��/	�J� � ��� 6 ���BA � 
 ��� � ��� � A 6 ���
��� � �����
k
� ���76 �8,8� � ����� ��/	� � � ��� 6 ���BA � 
 � ,�� � �3� �

6 ����� ) � D �(/ � ��/ � � � ����� ��� ��/	� _`IACA)�8:!$1�!*_�D9'*CA4>F3+A4>CAJY_`!*13#<'*Ps45C0KWC;4>8:/2F34>#@'*P ?A4>Dq45FV!$13F!$C
Y
1V/�P5'98:4ED$/ 8:!

X <
[]��� ���1$

IDivY/X
4>F�'�FVIA-;_`IACA)�8:!$1N!9_

IDivY
�*k�+A45),+ 4>F�4>C0KWCA4E8:/�FV45#<'*P.-�� cN13!�/0!9K

F34>8345!$C�o U u;n$U J 8 45F�k^/2P5P ?A/�KACA/�? FV45CA)2/
π∗ : IDivY −→ IDivX

45F '<CW'98:I;1:'*P 8:13'*CAFeK
_`!$13#<'98:4>!$C�-�� cN1V!M/0!*F34>8345!$C o U uao � '*CA? -0!98:+ _`I;CA)283!$13F
'*13/g/AP '945C�-�� cN1V!M/0!*F34>8345!$C
o U u n��A+A/2CA)�/

IDivY/X
45F�'9P5F3!;U

[����Gf ��+8�C������� >+$ `G`�� ���
Y
,�� � �
��� �����

k
� � ��/	� � � � �9�

π : Y −→ X
,�� � ��� � ���

� ��� ) / � � � � 

k
� � ��/	� � ���;� 
 ��� 6 ����� 
 � � ��� � �0��� � � � ��� ��<�� � � < � /	���

IDiv0
Y/X = ker

(
Inf
(
Div0

Y

) fml
−→ IDivY

π∗−→ IDivX

)

���0���
��� � )9� ��� � � ����� � ����� ������� ��� G�� � �3� �	� 
 ���
�������

IDiv0
Y/X : Alg/k −→ Ab


 ��� � ��/	�J� � ��� 6 ���BA � 
 ��� � ��� � A 6 ���
��� � �����
k
� ���76 �8,8� � ����� ��/	� � � ��� 6 ���BA � 
 � ,�� � �3� �

6 ����� ) � <
[]��� ���1$ 	�!*83/ 8:+W'R8

Inf
(
Div0

Y

)
= Inf ( DivY )

Ui.�P5Pd_`I;CA)283!$13F '913/ /AP5'*45C -��
c"1V!M/ !$F34E8:45!*CAF oqU o � '*CA?�oqU u;n��0'9CA? '*P>Ps831:'*C;FV_`!$1V#@'98345!$C;F�'913/hCW'98:I;1:'*P -��7cN1V!M/0!*F34EK
8:45!*CAF�o U uao '*CA?7o U u � U
[����Gf ��+8�C������� >+$ ` k � � �0/	� � � �.� � � � ��� � 
 � �1� ) � � � � � ��� ��< � � D � 
 � ���1��� G ��� Y � �9�
X
� �1� ) �1��-������ ��G �

k
� � ��/	� � ��� D �0/	��� IDiv0

Y/X

� � �1� ) �1��� ���	�����J,8A � � � ����� � ����� �������

 ��� �����	6 ����� ) <
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[]��� ���1$ JMC ),+W'*13'*)283/�134>FV8345) t 45C0KACA4>83/�F34>#@'9P(_`!*13#<'*P J$1V!$I1/AF�'*1V/ /A13/2)�4>F3/�P9�@/AP5'*45C
45C0KWC;4>8:/2F34>#@'*P._`IACA)�8:!$1VF"45C

Fctr (Alg/k ,Ab)
k�+A!*F3/ ls4>/�KM'*P5J$/2-A1:'�45F KWCA4E8:/ ?A4>#</2C K

F345!*CW'*P � '*)�)2!$13?A4>CAJ\8:! 3 !$1V!$P5P5'*1�� n$UEn$n�l /�#Y#@'�n$U o*t;U l +;/�C -�� c"1V!M/ !$F34E8:45!*C o U u*u
4>8�13/2#@'945CAF^83!<FV+A! k 83+W'98

Lie
(
IDiv0

Y/X

) 4>F KWCA4>83/T?A45#Y/�C;F345!*CW'*P b
2 4>CA)�/�' KACA4>83/7#Y!$1 /A+;45F3# !*_T?A/2J$13/2/ n74>F<-A4>1:'98345!$CA'*P �N8:+;/7F3/�8

S
!*_ J$/�CA/2134>)

/0!$4>Ca8:F
η ∈ Y

!*_�+A/�4>J$+a8
n
_`I;P KWP>P545C;JQ'*C74>CA/
�.IW'*P>4>8"�\!9_NP5!q)X'*P 1V45CAJ*F
(OY,η,mY,η) 6=(

OX,π(η),mX,π(η)

) 4>F KWCA4E8:/*U"%W!$1 /�'*),+
η ∈ Y

!*_ +A/�4>J$+a8 nh4E8�+A!$P>?AF

Homk(π(η)),cont

(
m̂X,π(η), k(η)

)
= Homk(η),cont

(
m̂X,π(η)⊗̂k(π(η))k(η), k(η)

)

H�/�CA!98:45C;J (
m̂X,π(η)

)
k(η)

= m̂X,π(η)⊗̂k(π(η))k(η)
�(-��El /�#Y#@'<o U uM7Y- /�P>! k _`!$1�/X'*),+

η ∈ S
83+A/�1V/�4>Fd'9C<4>C.83/�J$/21

nη > 0
F3IA),+<8:+W'98

(m̂Y,η)
nη+1

⊂
(
m̂X,π(η)

)
k(η)

U�l '*=.45C;J
'*P5FV!Y4>Ca8:!Y'*)�)2!$IACa8 l /�#Y#@'Qo U u�4 kd/ !$- 8,'*4>C

ker
(
LDiv (Y ) −→ LDiv (X)

)

= ker


 ⊕

ht(η)=1

Homk(η),cont (m̂Y,η, kY,η) −→
⊕

ht(ξ)=1

Homk(ξ),cont (m̂X,ξ, kX,ξ)




=
⊕

η∈S

ker

(
Homk(η),cont (m̂Y,η, k(η)) −→ Homk(η),cont

((
m̂X,π(η)

)
k(η)

, k(η)
))

=
⊕

η∈S

Homk(η)

(
m̂Y,η

/(
m̂X,π(η)

)
k(η)

, k(η)
)

⊂
⊕

η∈S

Homk(η)

(
m̂Y,η

/
(m̂Y,η)

nη+1
, k(η)

)

∼=
⊕

η∈S

t−nη
η Ôη/Ôη

k�+A/�1V/
tη
4>F�'QP>! )�'*P /A'*1:'*#Y/283/�1 !*_

m̂Y,η

U 	�!pk
IDiv0

Y/X = ker
(
Inf
(
Div0

Y

) fml
−→ IDivY

π∗−→ IDivX

) �;83+A/�1V/2_`!$1V/

Lie
(
IDiv0

Y/X

)
= Lie (fml)−1

(
ker
(

LDiv (Y ) −→ LDiv (X)
))

⊂ Lie (fml)−1

(⊕

η∈S

t−nη
η Ôη/Ôη

)

= Γ

(
OY

(∑

η∈S

nηEη

)/
OY

)

k�+A/�1V/
Eη

45F 83+A/ /A134>#</7?A4>Dq45FV!$1\'*FVF3!q)�45'98:/2? 83! 8:+A/�J$/2CA/�1V45) / !$45Ca8
η
��'9CA? _`!*1

'*C��7/ � /2)28:4ED$/ O /�4>Ps?A4>Dq45FV!$1
E
kd/ ?A/�C;!*8:/ -��

OY (E)
83+A/
OY
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Â
)
kB

= Q
(
B̂
)

= kB((t))

l +A/�1V/2_`!$1V/h83+A/�1V/ '913/ )�!M/;1345#Y/ 4>C.83/�J$/213F
p, q > 0

k�4>83+
tp, tq ∈ m̂A� F34>CA)�/ !*83+A/�1 k�45FV/ (

Â
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Â
)
kB

⊂ (m̂A)kB

6H7



� *,_ _ Bi>+$ `���� ���
p, q ∈ N

,��J��� ) � ��� � ) � � � � ��G � � �	��� 6 ���1� < � /	��� �0/	���1� � � � �� �	��� 6 ���
l ∈ N

���	��/J��/ � �
〈p, q〉≥0 ⊃ N≥l�(/	�����

〈p, q〉≥0 := {np+mq | n,m ∈ N}
� �9�

N≥l := {n ∈ N | n ≥ l} <
[]��� ���1$ l /28

p ∈ Z/qZ
- / 8:+A/Q1V/�F34>?AIA/Q)�P5'*F3FT!9_

p
4>C

Z/qZ
U 2 4>CA)�/

p
'*C;?

q'*13/ )�!�/A134>#</�� 8:+;/h!*13?A/21�!9_
p
45C

Z/qZ
4>F

ord (p) = q
U"Z�/�CA)2/

p
J$/�C;/�1:'R8:/�F

Z/qZ
b

〈p〉 = Z/qZ
l +A/�C _`!$1Y/X'9),+

r ∈ Z/qZ
8:+A/213/74>F@'

n ∈ {0, . . . , q − 1}
F3IA),+ 83+W'98

r ≡ np
mod q

U ]^I;8h8:+;45F
#Y/X'9CAFh83+W'98 _`!$1
'9P5P
r ≥ (q − 1) p

83+A/�1V/ '*1V/
n,m ∈ N

FVIA),+
8:+W'98

r = np+mq
U

� ��� ��� � � ����� � ���
Div0

Y/X

l +A/ 45?;/X'Y'*-0!*I;8
Div0

Y/X

4>F�83!@?A/ KWCA/ 'Q_`IACA)�8:!$1�k�+A45),+�'*?A#Y4>8:F�'YCW'98:I;1:'*P 8:13'*CAFeK
_`!$13#<'98:4>!$C 8:! 8:+A/@c"4>)X'*1V? _`IAC;)28:!*1

Pic0
Y

'*CA? #Y/X'9F3IA1V/�F 83+A/@?;4 � /�13/2CA)�/<-0/�8Mk^/2/�C
8:+A/ F3),+A/2#</2F

Y
'*C;?

X
�(k�+A/�1V/

π : Y −→ X
4>F�'�KWCA4>83/ #Y!$1 /A+A45FV# !*_N?;/�J$1V/�/@n��

_`!$1d/ <;'*# /;P5/ 8:+A/�CA!$1V#@'9P54 O '98:4>!$C !*_ X U . CW'983IA1:'*PW),+;!$45)2/�4>Fj83+A/�1V/2_`!$1V/�83+A/�P5'*13J*/�FV8
F3IA-;_`I;CA)283!$1�!9_

Div0
Y

k�+A45),+ P54>/�F 4>C 83+A/ =*/213CA/2P !9_ 83+A/ /AIAF3+qK _`!$1 k '*1V?
π∗
U

[����Gf ��+8�C������� >+$ k 
 � ���
Y
,�� � �
��� �����

k
� � ��/	� � � D � �9� � ��� π : Y −→ X

,�� �
��� � ��� � ��� ) / � � � � 


k
� � ��/	� � ��� � 
 ��� 6 �1��� 
 � � ��� � �0��� � � � ��� ��<�� � � < � /	��� �0/	���1�� � � ��� G�� � �3� �	� 
 ���
�������

Div0
Y/X : Alg/k −→ Ab


 ��� � ��/	�J� � ��� 6 ���BA � 
 ��� � ��� � A 6 ���
��� � �����
k
� ���76 �8,8� � ����� ��/	� � � ��� 6 ���BA � 
 � ,�� � �3� �

6 ����� ) � D ���0���
��� ,8A���/	� 
 � ��� ��� � � 6 �����9� � � � ���:� )��� �
Div0

Y/X

� � � , � � ��� 
 ���
������� � � ��� � �0��� � � � ��� ��< � � D � < � <
Div0

Y/X = Red
(
Div0

Y/X

)
× Inf

(
Div0

Y/X

)

� , � ��/	� �1�����4����� ):� ��� � 

Div0

Y/X

� � 6���G ��� ,8A

Red
(
Div0

Y/X

)
= ker

(
Red

(
Div0

Y

) weil
−→WDivY

π∗−→WDivX

)

� �9�*��/	� � ����� � ����� ��������):� �B� � 

Div0

Y/X

,8A

Inf
(
Div0

Y/X

)
= ker

(
Inf
(
Div0

Y

) fml
−→ IDivY

π∗−→ IDivX

)

6H!



[]��� ���1$ l +;/ '*F3FV/�1 8:45!*C
_`!$P5P>! k�F _`13!*# cN1V!M/0!*F34>8345!$C o US6�7�'*C;?Qc"1V!M/ !$F34E8:45!*C o U u$u;U

[����Gf ��+8�C������� >+$ k " � �*�0/	�5� � �3� � � � ���J� 
 � ��� ) � � � � � ��� ��< � � � ,�� G � D � 


 ���B�0/	��� � ���1�
Y
� �9�

X
� �1� ) �1��-������ ��G � D �0/	��� Div0

Y/X

� � �1� ) �1��� ���	����� ,8A � 
 ��� �����	6 ����� ) <
[]��� ���1$ ]{� cN13!M/ !$FV4>8:4>!$Cho US6�7 8:+A/"13/2?AIA)2/�? /A'*1V8

Red
(
Div0

Y/X

) 45Fs13/�/A13/2F3/2C.83/�?
-�� '�8:!*13F34>!$C K _`13/�/jf28:'*P5/j_`!$13#<'*P.J$1V!$I1/��*'*CA? -�� cN1V!M/0!*F34>8345!$C
o U u L 83+A/ 45CdKWCA4>83/�FV45#<'*P
/W'*1V8

Inf
(
Div0

Y/X

) 4>F 1V/5/A1V/�FV/�Ca8:/2? -�� '*C 45C0KACA4>83/�F34>#@'9P�_`!$1V#@'*PTJ*13!$I1/ U l +.IAF
Div0

Y/X = Red
(
Div0

Y/X

)
× Inf

(
Div0

Y/X

) 4>F 13/�/A13/2F3/�Ca83/�? -�� '�_`!*13#<'*P^J$1V!$I1/ U

u*t



� � � 
��Q� �c� � ��� ��� ��� � 
���� ��
���� � ����� � �
	

ls/�8
X
- /
'�/A13!�bV/�)2834>D*/ D9'*134>/28"�\! D*/�1

k
� '*C7'9P5J$/2-A1:'*4>)X'*P>P �Y)�P>!$F3/2?EKW/2P5? !*_�),+A'*1:'*)�K

8:/�1V45F 8:45)Yt;U\l +;/@IACA4ED$/213F:'9P"_ '9)28:!*134 O '98:4>!$C /A13!*-AP5/2# #@'�� - /@!$I 8:P54>CA/�? '*F _`!$P>P5! k�F�b
!$CA/ 4>F P>! !$=.4>CAJ _`!*1
' � IACA4ED$/�1VF:'*Pj!$-,bV/2)28 �

U
'*CA? '71:'98345!$CA'*PN#@'H/

u : X −→ UF3IA),+ 8:+W'98^_`!$1 /2D*/�1�� 1:'98345!$CW'9P0#<'�/
ϕ : X −→ G

83!Q'*C '*P5J*/�-A13'*45)�J$13!$I0/
G
8:+A/213/

45F 'YIACA4 �qI;/
+A!$#Y!$#Y!$1 /;+A45FV#
h : U −→ G

'*CA? 'Y)�!$C;FV8,'9C.8
g ∈ G(k)

F3I;),+�8:+W'98
ϕ = h ◦ u+ g

U
l +A/ IACA4ED$/�1VF:'*P !$-,bV/2)28

U
� 4E_�4E8�/ <;4>FV83F
� 4>F�C;!*8 4>C7J$/2CA/�13'*P�'9C�'*P>J$/�-A13'*45) J$1V!$I1/ U

]^I;8�4>_sk^/ 13/2FV8:1V45)�8�!*IA1�'98383/�Ca8:4>!$C 8:!Y1:'98345!$CW'9P #<'�/AF _`IAP KAP5P54>CAJ
)2/�1 8,'*4>C�/ < 831:'Q)�!$CqK
?A4>8345!$CAF�� kd/ #<'�� KACA? '*C '9P5J$/2-A1:'*4>)QJ$13!$I0/ F3!$PEDq45CAJ 8:+A/<IACA4>D*/�1VF:'*Pj_ '*)283!$134 O '98345!$C
/A13!$-;P5/�# _`!$1 8:+A!$FV/ 1:'R8:45!*CW'*P.#@'H/AF�U�JMC 8:+A4>F�F3/2)28345!$CQ'�)2134E8:/�1V45!$Ch_`!$1�'�)X'983/�J$!$1��

Mr!*_ 1:'98345!$CW'9Pq#<'�/AF _`13!$#
X
83!T'*P5J*/�-A13'*45)jJ$13!*I1/AF�4>F kd!$13=9/�?Y!$I;8 �*45C
k�+A4>),+ F34E8:IW'98345!$C

!$CA/ )X'*C KWC;?7'*C '*P>J$/�-;1:'*4>)�J$1V!$I1/
AlbMr (X)

F:'98345FV_z�q4>CAJ 8:+A/ IAC;4>D$/213F3'*P #@'H/1/A45C;J
/A13!M/ /�1 8"� _`!*1h83+A45F )X'983/�J$!$1�����'*CA? 4>C 8:+;45F
)�'*F3/ '�)�!*CAFV8313IA)�8:45!*C !*_

AlbMr (X)
4>F

J$4>D*/�C U"l +A/Tk^'�� !9_c/A1V! )2/�?AI;13/ k '*F�4>CAF /A4>13/2? -�� 2 /2131V/�� F�/ <d/0!$FVf � 2|� � U

����� � 
 � � ��� � ��� � � � � 
�� ������
�� 
 
 ��� � � � �����	����
��
��� � �������
ls/�8

Y
- /7'�CA!$1V#@'*PX/A13!VbV/2)2834>D$/ D9'*134>/28"� ! D$/21

k
� '9C '*P>J$/�-A13'*45)�'*P5P9� )�P5!*F3/�? KW/2P5?

!*_^),+A'*1:'*)�8:/21345F 8:4>) t ! U�.�P>J$/�-A13'*45)
J$13!$I0/AF '*13/Q'9P>k^'��qF '*FVF3IA#Y/�?�8:!\- /Q)�!$C;CA/�)�8:/�?��
IACAP5/2F3F�FV8:'98:/2?�!*83+A/�1 k�45FV/*U
� �'��B0���C��� T+$�"

L
��� � �9��� 
 ���;���
�;� 
 ��/	� 6 �1��� ) �

Gm

���
Ga <

� *,_ _ BiT+$ >�� ���
P
,�� � ) � � �
� � ):���

L
� ,8���9� � � � G ���

Y < � /	��� ��� � � ��� � ����� � ��� σ :
U ⊂ Y −→ P

��������� �C� �
��� ��� �32 �	� � A � � � � � � ���	�
divL (σ) εDivY

� � ��� � ��� � � � ���
��< 
 ��D DivY

� � � )9� ��� � 
 ���
��������� D �(/ � ��/ � � � � ��G � � ��� ��� Y D � 
 L = Gm D ��� ���� 
 ��� ��� � � ��� � 
 � � ��G � � ��� ���
Y D � 
 L = Ga <

[]��� ���1$ %(!*1
V =

{
k

4>_
L = Gm

k[ε]
4E_

L = Ga

P>/28
λ : L −→ Gl (V )

- / 8:+A/ 1V/5/A1V/�K

F3/�Ca8:'98:4>!$C�!*_
L
J*4>D$/2C�-��

l 7−→

{
l

4>_
L = Gm

1 + εl
4>_

L = Ga

U l /28
E = P ×[L,λ] V

- /
8:+A/<'*F3FV! )24 '983/�?�D$/2)28:!*1 KM-;IACA?AP>/Q83!

P
!9_ KW-;13/�K 8"�,/0/

V
U<H�/�CA!98:/Y-��

s ∈ Γ (U,E)
8:+A/ 45#<'*J$/�!*_

σ
IACA?;/�1 8:+A/ #<'�/

P −→ E, p 7−→

{
p

4E_
L = Gm

1 + εp
4>_

L = Ga

U
l +A/�1V/@45Fh'*C / � /�)�8:4ED$/Y?A4>Dq45FV!$1

H
�sF3I0/1/0!*1V8:/2? !$C

Y \ U
� k�4E8:+ )X'*C;!$CA45)�'*PNJ$P>!$-W'*P

F3/�)�8:4>!$C
h ∈ Γ (Y,O (H))

�NF3I;),+ 83+W'98
hs ∈ Γ (U,E (H))

/ <q8:/�C;?AFY83!�'�J$P5!*-W'*P
F3/�)�8:4>!$C@!*_

E (H) = E⊗O (H)
U"S 4ED$/2C<P>! )�'*P;8:1V4>Dq4 '9P54 O '98:4>!$CAF Φα : E (H) |Uα

∼
−→

OUα ⊗k V
�"8:+A/ P>! )�'*P^FV/�)28345!$C;F

Φα (hs) ∈ Γ (Uα,OY ⊗k V )
�q45/2P5? '*C / � /�)�8:4>D*/

?A4>Dq45FV!$1h!$C
Y
��4>_

V = k
��'*CA? !*C

Y [ε] = Y ×k Spec k[ε]
��4E_

V = k[ε]
��)�'*P5P>/�?

u n



8:+A/ ?;4>Dq45FV!$1d!9_ O /�1V!$F V (hs)
!*_
hs
UNl +.IAF

V (hs)
?A/�8:/213#Y45CA/2F '*C / � /2)2834>D$/�?A4>Dq45FV!$1

D ∈ DivY (k)
!$C

Y
�s4E_

L = Gm
�s!$1h' ?;/2_`!$1V#@'98345!$C

H ∈ DivY (k[ε])
!*_
H
� 4>_

L = Ga

Ujl +;/�C7?;/�KWCA/
divL (σ) =

{
D −H

4E_
L = Gm

H−Hconst

4>_
L = Ga

�Ak�+A/213/
Hconst

45F
8:+A/ )2!$CAFV8:'*Ca8T/ <q83/�CAFV45!$C�!*_

H
83!\' ?A4ED 4>F3!$1�!$C

Y [ε]
� F3/2/
H�/�KWCA4E8:4>!$C�o U94at ! U a CA/

),+A/�),=.F�83+W'98
divL (σ)

45F�4>CA?A/5/ /�C;?A/�Ca8�!*_ 8:+A/ ),+A!$4>)�/ !*_
H
U

l /28
ϕ : Y −→ G

- / '�13'98:4>!$CW'*Pa#<'�/h8:! '9C '*P>J$/�-A13'*45)"J$1V!$I1/
G
k�4E8:+
)�'*CA!$C;45)X'9P

?A/�)2!$# / !$FV4>8:4>!$C
0→ L→ G

ρ
→ A→ 0

U 2 4>CA)�/�'T1:'R8:45!*CW'*P;#<'�/ 83! '9C<'9-0/2P54 '9C
D9'RK
1345/�8"�Y45Fj?A/�KWC;/�? '98d/2D*/�1��<CA!$1V#@'9P�/ !$4>C.8 �`F3/�/ � S 6�� 3 +W'H/;8:/21 J �.l +A/�!$1V/�# � n$UEn L !F! �
8:+A/ )2!$# / !$FV4>8:4>!$C

Y
ϕ
−→ G

ρ
−→ A

/ <q8:/2CA?AF 8:! ' #Y!$1 /;+A45FV#
ϕ : Y −→ A

UQl /28
GY = G×A Y

-0/�8:+A/ KW-;13/�K /A13!q?AIA)�8^!9_
G
'*C;?

Y
!pD*/�1

A
U�l +;/�J$13'�/A+ K #<!$1 /A+A4>F3#

ϕY : U ⊂ Y −→ G×A Y, y 7−→ (ϕ (y) , y)
!*_
ϕ
4>F ' F3/2)28:4>!$C !*_ 83+A/

L
KM-AI;CA?AP5/

GY

! D$/�1
Y
UTl +A/�C _`!$1�/X'*),+

λ εL∨ � F3/2/ 	�!*8,'R8:45!*C o UEn�6 � k�+;/�13/ kd/ )�!*CAF34>?A/�1 L∨'*F^' /AP5'*45C _`IACA)�8:!$1j!$C
Alg/k ! 83+A/�)2!$#g/0!$FV4>8345!$C !*_ ϕY k�4>83+Y83+A/ /;IAF3+ K !$I;8j!*_

GYD 45'
λ
J$4>D*/�F�' F3/�)�8:4>!$C

ϕY,λ : U ⊂ Y −→ λ∗GY

!*_ 8:+;/
L
K -AIACA?AP>/

λ∗GY

! D*/�1
Y
b

L

��

L
λoo

��

L

��
λ∗GY

��

GY
oo

��

// G

ρ

��
Y

ϕY,λ

OO�
�

�

�

�

�

Y

ϕY

OO�
�

�

�

�

�

ϕ

>>}
}

}
}

}
}

}
}

// A

ls/2#<#<' � U o�F3'�� F 8:+W'98 8:+A/dF3/2)28:4>!$C
ϕY,λ

?;/28:/213#Y45CA/2F�'�I;CA4 �.IA/d?A4>Dq45FV!$1 !$1�?A/�_`!$13#<'RK
8:45!*C

divL (ϕY,λ) ∈

{
Γ (K∗

Y /O∗
Y )

4>_
L = Gm

Γ
(
K∗
Y [ε]

/
O∗
Y [ε]

) 4E_
L = Ga

U 	�!pk 8:+;/ -AIACA?AP>/
λ∗GY

)�!$#Y/�F _`1V!$# '9C / <q8:/�C;F345!*C !9_�'9P5J$/2-A1:'*4>)<J*13!$I1/;F
�"4 U /*U 4>8 4>F
8:+;/@/AIAFV+ KM!$I 8Q!*_�'*C
8:1:'9CAF3P5'98:4>!$C KM4>CaD*'9134 '9C.8 -;IACA?AP>/��N+A/2CA)�/\4E8 45F
'7P54>CA/�K -AIACA?;P5/<'*P5J$/2-A1:'945)X'9P5P ��/
�.IA4>D9'RK
P5/�Ca8�8:!Q8:+;/ 83134ED 45'*P -;IACA?AP>/��(4>_

L = Gm

�W!$1�'Q?A/2_`!*13#<'98:4>!$C\!*_ 8:+A/ 8:1V4>Dq4 '*P0-AIACA?;P5/��
4>_

L = Ga

U l +A/�1V/2_`!$1V/
divL (ϕY,λ)

4>F ' ?A4>Dq45FV!$1T45C
Div0

Y (k)
� 4E_

λ ∈ L (k)
�s!$1T'

?A/2_`!$1V#@'R8:45!*C !*_s8:+A/ O /�1V!Y?;4>Dq45FV!$1
�q4 U /*U"'*C\/2P5/2#</2C.8�!9_ Lie
(
Div0

Y

) �A4>_
λ ∈ Lie (L)

U

u$o



[����Gf ��+8�C������� T+$ T�� ���
G ∈ Ext (A,L)

,�� � � ���76 �8,8� ��� � 6 ����� ) � �9�
ϕ : Y −→ G� � � � � ��� ��� ����) < � /	��� ϕ � �9���4����� � � � �3��� ��� �3� � �:� 
 ��� ��� � � ��� � 
%
 ���
�������1� L∨ −→

Div0
Y <
[]��� ���1$ l +A/ )�!*CAFV8313IA)�8:45!*C '*- ! D$/L�q45/2P5?AF '�+;!$#<!*#<!$1 /A+A4>F3# !*_W'*-0/2P545'*C J*13!$I1/;F

L∨ (k) −→ Div0
Y (k)

�
λ 7−→ divGm (ϕY,λ)

'*CA? '
k
KMP>45CA/�'*1<#<'�/

Lie (L) −→
Lie
(
Div0

Y

)
, λ 7−→ divGa (ϕY,λ)

U�l +A/�CY8:+A/�'*F3FV/�1 8:45!*C<_`!$P>P5! k�F�_`13!$# l /2#<#<'ho U>nXu
'*CA?�L <;'*#g/AP>/ho U>n L U
DF*#"c���)���C��� T+$  @& )�'98:/2J$!$1��

Mr
!*_ 1:'R8:45!*CW'*P;#<'�/AF _`13!$#

Y
8:!h'*P5J*/�-A13'*45)dJ$13!$I0/AF

� � ���0���
��� � � 
 � ��� ���(� )�� /	� ��,.-������0� � 
 Mr
� �1� � � � � ��� ��� ����) �

ϕ : Y −→ G D�(/	�����
G
� � � � ���76 �8,8� ��� � 6 �1��� ) < � /	� � ��� ) / � � � � � 
 Mr

,���� � ����� � � � ��,.-������0�
ϕ : Y −→ G

� �9�
ψ : Y −→ H

� �1� 6���G ��� ,8A*�0/	� � ��� � 
 �0/	� � � /	� � � � ��� ) / � � � �
� 
 ���76 �8,8� ��� � 6 ����� ) �

χ : Gϕ −→ Hψ D �(/	���1� Gϕ = 〈imϕ〉
� �9�

Hψ = 〈imψ〉
� �1�

�0/	� ��� , 6 �1��� ) � � 

G
� �9�

H
6 ���
��� � ����� ,8A

Y
G �3�

ϕ
� �9�

ψ
�1��� ) ����� ��G � � A D ���4��/*��/ � �

χ ◦ ϕ = ψ D � < � < �0/	� 
 � ��� ��� � � 6 � �3� 6 � ��� ��� �C� ������� )

Y
ϕ

~~}}
}}

}}
}

ψ

  A
AA

AA
AA

A

Gϕ
χ // Hψ

?@*,_ B1� �\T%$ � � �0��� � � � ��� � < � � ,�� G � ��� )9� � ���I�0/ � � � 
 Mr
� � � � � ��� 6 ���BA � 
 � � � � ��� ���

����) � 
 �1� �
Y
��� ���76 �8,8� ��� � 6 �1��� ) � D � �	A ��,.-������ ϕ : Y −→ G

� � � � � � ��� ) / � � ���
ϕ : Y −→ 〈imϕ〉 D � < � < � � ��� A ��� � � A � �1� )9� � ��� G ,8A ��/	�;���:, 6 ����� ) 6 ���
��� � �����
,8A

Y
G �3�

ϕ < � /	��� � � ��� ) / � � � χ
,���� � ����� � � � ��,.-������0�

ϕ : Y −→ G
� �9�

ψ : Y −→ H D � 
 � � �FE � ����� D � � ��� �32 �4� � A ��������� �C� �
��� ,8A���/	�C�����9� � � � ��� χ ◦ ϕ = ψ <
� /	����� 
 ���1� � � � � � ��� 6 ��� � ��� Mr

� �9�
Mr′

� 
 � � � � ��� ���>����) � 
 �1� �
Y
��� ���76 �8,8� ��� �

6 ����� ) � � �1� � 2 � ��G���� ���	� � 
 � G ����A;��,.-������ � 

Mr

� � � � � � ��� ) / � � ��� � � ��,.-������ � 

Mr′ )

Mr ∼Mr′ ⇐= ObMr = ObMr′

DF*#"c���)���C��� T+$ `�� ���
F
,�� � ���:, 
 ���
������� � 


Div0
Y

�(/ � ��/ � � � 
 ��� ����� 6 �1��� ) <
� /	��� MrF

�����
������� �0/	� � � ��� 6 ���BA � 
 �0/	� � � � � � � ��� ���+����) �
ϕ : Y −→ G


 �1� �
Y��� ���76 �8,8� ��� � 6 �1��� ) � 
 ��� �(/ � ��/ ��/	� ����� 6 � � 
 �0/	� � � �3��� ��� �3� � �:� 
 ��� ��� � � ���

L∨ −→
Div0

Y

� � ��� � �1� ) � � � � � ��� � < � � � � ��� � � F D � < � < �(/ � ��/ � �9���4��� � /	� � � � ��� ) / � � � � 

 ��� ������6 ����� ) �
L∨ −→ F D �(/	����� 0 → L → G → A → 0

� �J�0/	� � � �
��� � � ���
������� � ) � � � � � ��� � 


G <
JMCQ8:+A/�_`!$P>P5! k�45CAJ�/ <;'*#g/AP5/2FjP>/28

G
'*PEk '��qF"-0/�'*C@'*P5J*/�-A13'*45) J*13!$I1/Qk�4>83+Q)X'*CA!*C K

45)X'9P ?A/�)2!$#g/0!$FV4>8345!$C
0→ L→ G→ A→ 0

U

u �



� ��B'_ f�AC* T+$ k � /	��� � ��� 6 ���BA Mr0
� ��� � � �3� ����� ��� �0/	�;�.� ��G �3��� 
 ��� ����� 6 �1��� )

0
� �

�0/	�C� � ��� 6 ���BAJ� 
 � ��� ) / � � � � 
 �1� �
Y
��� � ,�� � �3� � G�� � � ��� � ��� )� ���

ϕ : Y −→ G
,�� � � � � ��� ���
����) ��� � � ���76 �8,8� ��� � 6 ����� )

G D � � ��/	����� � � ���;� 
6 ���
��� ��� � �3A
ϕ
6 ���
��� � �����

G < � /	��� �0/	� 
 � ��� ��� � � 6 �����9� � � � ���:� � �1�C� 2 � ��G���� ���	� )� � � � /	� � ����� � ��� ϕY ������/	� L � ,8���9� � � GY

� G ���
Y
� �9���	�����;��� � A �

�.� � �:� 
 ��� ��� � � ��� ������/	� � ���1� � ��� , 6 �1��� ) � 

Div0

Y� ��� �
ϕY
�FE �����9��� ��� �C6�� ��, ��� � ����� � ���

� ����� �
GY

� � ��/	� �.� ��G �3���
L
� ,8���9� � �C� G ���

Y� ��G �
G
� � ��/	� �3� ��G �3���

L
� ,8���9� � �C� G ���

A� G � � /	�����C�FE � ����� � � )9� � �3� � � 6 σ : A −→ G� G � �
ϕ : Y −→ G

� � � � � � ��� ) / � � ������/	�;��� � ) � � � � � ���
Y

ϕ
−→ G −→ A��� �C��,.-������0� � �

Mr0

�
� �9� � � � � � ��� ��� ����) 
 �1� �

Y
��� � � � ,�� � �3� � G�� � � ���3A

A
�FE �����9��� ��� � � ��� ) / � � �

Y −→ A <
� ��B'_ f�AC* T+$ I�� ���

D
,�� � � ��� ����� ��G � � ��G � � ��� ���

Y D � �9� � ��� FD ,��J��/	� 
 ��� ������96 ����� ) �(/	� � ����� ��� � ):� �B� � � 6���G ��� ,8A � ��G � � ���1� � �
Div0

Y (k)
�(/ � �0/ ��� )#) ���B� � �

Supp (D)
� �9� �(/	� � � � ����� � ����� �������%):� �B� � � �.� ��G �3��� < � /	��� MrFD

� � �0/	� � � ��� �
6 ����A � 
 � � � � ��� ��� ����) � 
 �1� �

Y
��� � � �C� � � ,�� � �3� � G�� � � ��� � ��� � � < � < �FE �����:� � ���:� � 
 � �� ,�� � �3� � G�� � � ���.A ,8A � �����B� ��� �(/ � ��/ � ��� ��� 6 � � � � � � � A 
 ��� �

D )? ��� � � � � � ��� ��� ����)
ϕ : Y −→ G

��/	� � �9���4����� � ����� � ���:�
ϕY,λ

��������� �C� �
�
� ��G � � ����� � �

Div0
Y (k)

��� )#) ���B����� ���
Supp (D)


 ��� �����
λ εL∨ � 
 � �9� ��� � A � 
 L � �� �����B�#� D � < � < � �C�����:� � ���0� � 
 � � G ��� ��� ��� )9� ��� � 
 Gm

��� � A D � �9� ϕ � �J�1� 6 � � � � ���
Y \ Supp (D) <

� ��B'_ f�AC* T+$ ��� ���
Y = C

,�� � � � � ���0/ ) �1��-������ ��G �J����� G � D d =
∑

i ni pi
� � ��/

pi ∈ C D ni ≥ 1 D � � ��� ����� ��G � � ��G � � ���C��� C D d− =
∑

i (ni − 1) pi
� �9� � ���

vp
,��

�0/	� G���� � � � � ��� � �3� � ��/	���;���;��/	� ) � � �	�
p ∈ C < � ��� Fd

,�� ��/	� 
 ��� ������6 ����� ) ���0���
���
,8A

Fd (k) =

{∑

i

li pi

∣∣∣∣∣
∑

i

li = 0

}
Lie (Fd) = InfC,d−

� � ��� � �0��� � � � ��� ��< � � � D � < � < ��/	� ��� ��� � ):� �B� � 
 Fd

�����:� � ����� � 
 � ��G � � ���1� � 
 ��� 6 �1���
0��� )#) ���B�����C���

Supp (d) D �(/ ��� � �0/	� � ����� � ����� ��������):� �B�(� 
 Fd

� � 6���G ��� ,8A �0/	� ����� 6 �
� 
 ��� ����� ��G � ��� 
 ��� ��� � � ���:� � 


d− � � Lie (DivC)
� � ��� � �:,���� ,�� ����� � ��� ��<���< � � < � /	���

MrFd

� ���0/	� � � ��� 6 ���BA � 
 �0/	� � � � � � � ��� ��������) �
ϕ : Y −→ G

���4��/ ��/ � � 
 ��� �����
f ∈ KC

� ��/	� � ��� )
vpi

(1− f) ≥ ni ∀i =⇒ ϕ (div (f)) = 0

� A �����:���3�B�4��� � � 6 � � � � 6 � � � � ����� G �����0���
��� ,8AJ�0/	� � �8��� � �#�
d
� � ����� � � � / ��) �����

� � D � � < � � D ��/ � � �3���B�:�C����� ��� ,�� � � ) ��� �3��� � � � �;� 
 ��/	� �
�FE � � E ��� )9� � � < 
 � <
uH4



� ��B'_ f�AC* T+$�",
 � ���
X
,�� � � � � 6 � � � � ) �1��-������ ��G � G�� � � ���3A � �9�

Y = X̃ D �(/	���1�
π : X̃ −→ X

� ����/	� �
��� ����� ��� � � � ��� < & � � � � ��� ��������) ϕ : X −→ G
�(/ � ��/ � �

��� 6 � � � � ��� ��/	�5�1� 6 � � � � � � ���#�
Xreg

� 

X
� � � ��� � � ,�� �����:� � �����1��� � � � � � � � ��� ��� ����)


 ��� �
Y
���
G < � /	� 
 ���
������� Div0

eX/X
� � ��� � ��� ) � � � � � ��� ��<�� � � � � � 
 ��� ����� 6 ����� )� �9�

MrDiv0
eX/X

� � ��/	� � � ��� 6 ���BA � 
 � ��� ) / � � � �
ϕ : Xreg −→ G

�(/ � ��/ 
 � �������
�0/��1��� 6 / � /	� � � � ��� ) / � � � � 
 6 �1��� ) �

CH0(X)deg 0 −→ G(k) D � ��� � �0��� � � � ���� < 
 � � � 
 < � � � � � � �0��� � � � ��� 
 < 
�� 
 ��� ��/	� �
��� � ��� � 
 13/�J*IAP '*1^+A!$#Y!$#<!*1 /A+A4>F3# � <
� / � � � � �0/	� ���:,.-������ � 
 � ����� � ��� � <
����� � � ��
��	��� 
 ��� ��� � � � �
ls/�8

Y
-0/ '<C;!$13#<'*P�/A1V!VbV/�)�8:4>D*/ D9'*1V45/28"� ! D*/�1

k
� '*C7'*P5J*/�-A13'*45)�'*P5P9�<)2P5!$FV/�? KA/�P5?�!*_

),+W'*1:'9)28:/2134>FV8:4>)ht ! U

T%$ >+$�" � ����+���*,���M*EB1��� ������+ ���V�������C���
DF*#"c���)���C��� T+$�"�" � ���

Mr
,�� � � � ��� 6 ����A � 
 � � � � ��� ���4����) � 
 �1� �

Y
��� ���76 �8,8� ��� �

6 ����� ) � < � /	��� (u : Y −→ U) ∈ Mr
� � � ����� ��� � IACA4ED$/213F:'9Pj!*-,bV/�)�8h_`!*1

Mr
� 
 � �

/ � � �0/	� ��� ��G ���1� ���+����)#)9� � 6 ) �1� ) ���B�.A � �
Mr )

∀ (ϕ : Y −→ G) ∈Mr ∃ !
/	� � � � ��� ) / � � � � 
 ���76 �8,8� ��� � 6 �1��� ) �

h : U −→ G
� �9� � �����:��� � �	�

g ∈ G(k)
���	��/J��/ � �

ϕ = h ◦ u+ g

Y

u
��@

@@
@@

@@

ϕ−g // G

U
h

??~~~~~~~

%W!$1 83+A/N)X'R8:/�J*!$1��
Mr0

!*_q#Y!$1 /A+;45F3#YF0_`1V!$#
Y
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∀λ εL∨ 8:+;/h4>CA?AIA)2/�? 1:'98345!$CA'*P #<'�/ (ϕλ : Y −→ λ∗G) ∈Mr

= j�*,�G��*,_ T%$�",>�� ���
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∏
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div (f)C =
∑

p∈C

ordp (f) [p]

DF*#"c���)���C���\ >$  � ���
Z0 (U)

,�� �0/	� 6 �1��� ) � 
 � � ��A � � ��� ���
U D � ���

R0 (X,U) =

{
(C, f)

∣∣∣∣
C
� � � � � �B� � ��� ����� G � � �

X
�1� � � � ��G � ���

U� �9�
f ∈ K(C,U)∗

}

� �9� � ���
R0 (X,U)

,��5��/	����� , 6 �1��� ) � 

Z0 (U)

6 ���
��� � ����� ,8A ��/	� � � � � ���	�0�
div (f)C� � �0/

(C, f) ∈ R0 (X,U) < � /	��� ���0���
�

CH0(X) = Z0 (U) /R0 (X,U)

� ���
CH0(X)deg 0

,�� �0/	� ���:, 6 �1��� ) � 

CH0(X)

� 
 ��A#� � ���
ζ
� � ��/

deg ζ|W = 0

 ���

�����%� ���1�����	� � , � �;��� � ) ���
���	���
W ∈ Cp (U)

� 

U <

?@*,_ B1� �  $ � � /	�*���0��� � � � ��� � 
 CH0(X)
� �9�

CH0(X)deg 0
� � � �9��� ) ���9�����	� � 


�0/	�;��/	� � ��� � 
 ��/	� �����:� � � ) ��� ���:,�� ��/	� � �
U ⊂ Xreg

� � ��� � � � � � � ���1� ��� � �BA 
 < � � <
?@*,_ B1� �  $ ` � ����� �0/ � �*,8A ����� ����� �C� �
� � � 6 A � ����� G � � � ��� � � A � �������	����� D � �):� ��� � ��� � � � � � � �B� � ��� ����� G � < � � ��/	� � � ����� � �3����� D � < 6 < � � � � � D � � � � D � � � � 6 /�� � A� � � �������	�I���0��� � � � ��� � 
 3 '*1V8345/�1d)�IA1 D$/ � ��� � � ���*,�� ��� �C� ��� D �(/ � ��/ ����� ���(� �
��� ��������	����� � � �B� � ��� ����� G ��� < & ���3� ����� A �0/ � � ��� ��� �
���;��/ � � 6 � ��/	� 6 �1��� ) � CH0(X)� �9�

CH0(X)deg 0 D � ����� � � � � � � �C��� 
 < � 
 ��� � ���1�C�FE )9� � � � � � ��� <
� ��� ��� � 
�� � � 
 � ���
�
l +A/ ?A/�FV)�134 /;8:4>!$C\!*_ 1:'R8:45!*CW'*P #@'�/;F^_ '*)283!$134>CAJ 8:+;13!$IAJ*+

CH0(X)deg 0

1V/
�.IA451V/�F 8:+;/
CA!*8:4>!$C !*_�' � � � ��� ��A � ,�� � '*F�45C � 2 � U

l /28
C
- /T' F3#Y!q!*8:+@/;13!VbV/2)28:4ED$/ )2IA1VD*/*Ujl +A/T)�!*# / !$F34E8:4>!$C<P5'Xk !*_ '*C IACAF /0/2)�4 K

KW/�?7'*P5J$/2-A1:'945)�J*13!$I1/
G
4>F k�134E838:/2C7'9?A?A4>834>D*/�P �<45C\83+A45F FVIA-AF3/2)28345!$C U

DF*#"c���)���C���\ >$ k ? ��� � � ��� ����� ��G � � ��G � � ��� d =
∑
np p

���
C
� �9� � � � � � ��� ���


 ���
��� � ���
f ∈ KC

���0���
�

f ≡ 1 mod d :⇐⇒ vp (1− f) ≥ np ∀p ∈ Supp (d)

�(/	�����
vp
� � ��/	� G���� ��� � ��� � �3� � ��/	��� ������/	� ) � � �	�

p ∈ C <

L 4



l /28
ψ : C −→ G

-0/�' 13'98:4>!$CW'*P #<'�/ _`13!$#
C
8:! '9C '*P>J$/�-A13'*45)\J*13!$I1/

Gk�+A45),+ 4>Fd1V/�J$I;P '*1d'Xk '��Q_`13!$# ' KWCA4>83/�FVIA-AFV/28
S
U�l +A/�#<!*1 /A+A4>F3#

ψ : C \S −→ G/ <q8:/2CA?AF 8:! '\+A!$#Y!$#<!*1 /A+A4>F3#&_`13!*# 8:+;/ J$13!$I0/ !9_ tRK )\�q)�P>/�F
Z0 (C \ S)

83!
G
-��

F3/28V8:4>CAJ
ψ (
∑
lc c) :=

∑
lc ψ (c)

_`!$1
c ∈ C \ S

�
lc ∈ Z

�
lc = 0 p.p.

DF*#"c���)���C���\ >$ I & � ��� ����� ��G � � ��G � � ���
d
���

C
� � � ��� � ��� ,�� � #Y! ?AI;P5IAF 
 ���

ψ
� 


ψ (div (f)) = 0

 ��� �����

f ∈ KC
� � �0/

f ≡ 1 mod d <
= j�*,�G��*,_  $ ��� ���

ψ : C −→ G
,�� � � � � � ��� ��������) 
 ��� �

C
��� � � ���76 �8,8� ��� �

6 ����� )
G
� �9�

S
��/	� ��� � ��� ���:,�� ��� � 


C
�(/	���1�

ψ
� �;�
��� ��� 6 � � � � < � /	��� ψ / � � �� �8��� � �#� ��� )#) ���B�����J���

S <
l +A4>F�8:+A/2!$13/2# 4>F /A13! D*/�CY45C	� 2 � 3 +W'�/ 8:/�1 J J J ���,o �aIAF34>CAJ 8:+;/ _`!$P5P>!pk�4>CAJ�)2!$CA)2/5/;8�b

DF*#"c���)���C���\ >$�",
 � ���
d
,�� � � ��� ����� ��G �*� ��G � � ��� ��� )#) ��������� ���

S ⊂ C
� �9�

ψ :
C −→ G

� � � � � ��� ��� 
 ���
��� � ��� 
 ��� �
C
��� � � ���76 �8,8� ��� � 6 ����� )

G D �1� 6 � � � � � � � A
 ��� �
S < & P5!q)X'9P F��q# - !$P � ��� � � �3� �����*���

ψ
� �9�

d
� � � 
 ���
��� � ���

(ψ, � ) � : K∗
C × C −→ G

�(/ � ��/ � ��� � 6 �:�C���
f ∈ K∗

C

� �9�
p ∈ C

� � � � � � ���	�
(ψ, f)p ∈ G D

� � � � � 
 A � � 6 �0/	�

 � ��� ��� � � 6 �����9� � � � ���:� )��� �

(ψ, fg)p = (ψ, f)p + (ψ, g)p� , �
(ψ, f)c = vc(f) ψ(c)

� 

c ∈ C \ S� ���

(ψ, f)s = 0
� 

s ∈ S

� �9�
f ≡ 1 mod d

� �
s� � � ∑

p∈C (ψ, f)p = 0

[����Gf ��+8�C�������\ >$�"G" � /	� � � � � ��� ���
����) ψ / � � �*� �8��� � �#� d
� 
 � �9� ��� � A � 
 �0/	���1�

�FE � ���0� �*� � � ��� ��A � ,�� �>� ��� � � �3� �����*���
ψ
� �9�

d D � �9�*��/ � � ��A � ,�� �+� � ��/	��� ��� �32 �4� <
[]��� ���1$ � 2 � 3 +W'�/;83/�1	J J J ��	�!AU n��WcN13!M/ !$F34E8:4>!$C n$U
l +A/2!$13/2#�4;US!�45C )2!$# -A4>CW'98:4>!$CTk�4>83+ cN13!M/ !$F34E8:4>!$C�4;U>n$n^FV8,'R8:/�F _`!$1�/�'*),+ 1:'R8:45!*CW'*P

#@'�/
ψ : C −→ G

8:+;/ / < 45F 8:/2CA)�/Q!*_j' #Y! ?;IAP5IAF
d
_`!$1

ψ
'*CA?�!*_j' IAC;4 �.IA/ P>! )�'*P

F��q# - !$P
(ψ, � )

�

'*FVF3!q)�4 'R8:/�?\83!
ψ
'9CA?

d
U

l /28
d =

∑
np p

'*CA?
e =

∑
mp p

-0/T/ � /2)28:4ED$/h?A4>Dq4>F3!$1VF
�;kd/ ?;/�KWCA/

e ≥ d :⇐⇒ mp ≥ np ∀p ∈ C

%(1V!$#�8:+A/\?A/ KWCA4E8:45!*CAF 4>8 45F )2P5/X'91
8:+W'R8 4>_
d
45F '�#<!q?AIAP>IAF
_`!$1

ψ
8:+A/2C

e
4>F '*P5FV!

_`!$1 '*P>P
e ≥ d

UPls4>=*/�k�45F3/
' P5!q)X'*PsF�� #
-0!$P
(ψ, � )

�

'9F3F3!q)�45'98:/2?78:!
ψ
'*C;?

d
45F�'*P5FV!

'*F3FV! )24 '983/�? 8:!
ψ
'*CA?

e
_`!$1�'*P>P

e ≥ d
U

L 6



2 I0/1/0!*F3/\k^/�'*1V/\J$4>D*/�C 8Mk^! #<!q?AIAP>4
d
'*C;?

d′ _`!$1 ψ �^'9CA? +;/�CA)2/ 8Mkd! P5!q)X'*P
F��q# - !$P5F

(ψ, � )
�

'*CA?
(ψ, � )′

�

'*FVF3!q)�4 'R8:/�? 83!
d
'*CA?

d′ 13/�F /0/2)2834>D$/2P �*Ujl +;/�C -0!*83+P5!q)X'*P F��q# -0!*P5F�'*13/ '*P>F3!Y'*F3FV! )24 '983/�? 8:!
e := d + d

′ Udl +;/
IACA4 �.IA/�CA/2F3F�!*_�83+A/ P5!q)X'*PF��q# - !$P�'*FVF3!q)�45'98:/2?�8:!
ψ
'*C;?

e
45#g/AP>45/�F 83+W'98

(ψ, � )
�

'*CA?
(ψ, � )′

�

)2!$45C;)�45?;/*U J 8
45F 8:+;/�13/�_`!$13/T#Y!$13'*P5P9� bVI;FV8:4=KW/�?\83!YF /0/�'*=\'*- !$I;8 �0/	� � � � ��� ��A � ,�� �>� ��� � � �3� ���������

ψ�`k�4>83+A!$I;8�#Y/�Ca8345!$CA4>CAJQ' #<!q?AIAP>IAF ! U
� �G����A ACB1� #  >$�"d>@? ��� � � ��/ � � � � ��� ���+����)

ψ : C −→ G

 �1� �

C
��� � � ���76 �8,8� ��� �

6 ����� )
G
�0/	���1� �FE � ���0� � ��� �32 �	� � ��� � � �3� ����� � � � ��� ��A � ,�� �

(ψ, � ) � : K∗
C×C −→ G <� 


d
� � ��� �8��� � �#� 
 ���

ψ
��� )#) ���B����� ���

S D ��/	��� ��/ � � � � � ��� ��A � ,�� �%� � 6���G ��� ,8A

(ψ, f)c = vc(f) ψ(c) ∀c ∈ C \ S

(ψ, f)s = −
∑

c/∈S

vc(fs) ψ(c) ∀s ∈ S

�(/	�����
fs ∈ K

∗
C

� � � � � � � ��� ��� 
 ���
��� � ����� � ��/
fs ≡ 1 mod d

� �
z

 ��� �����

z ∈ S \s� �9�
f/fs ≡ 1 mod d

� �
s <

l +A/ '9-0! D$/ _`!*13# IAP5'745F F3+A! k�C 45C � 2 � 3 +A'�/;8:/21
J J J � 	�!AU n��"4>C 8:+A/ /;13!q!*_�!*_
c"1V!M/ !$FV8345!$C�n$U
� ��B'_ f�AC*  >$�"dT � �J�0/	� � � � � �0/ � �

G
� � �0/	� � � � � � )9� � � � � ��G � 6 �1��� )

Gm D � � � � � ��� �������)
ψ : C −→ Gm

� � � ,�� � �����	� � �5��� � � ��/ � � � � � ��� ��� 
 ���
��� � ��� � �
KC D � �9� S� � �0/	�C� ��� � 
 � ���1� ��� � �9� ) � � ��� � 


ψ D � < � < S = Supp (div (ψ)) < � /	��� �0/	� � � � �����A � ,�� � � ��� � � �3� ���������
ψ
� � 6���G ��� ,8A

(ψ, f)p = (−1)mn
ψm

fn
(p)

� � ��/
m = vp (f) , n = vp (ψ)

� � ��� � � � � / ��) ����� � � � D � � < � D � �1� ) � � � � � ��� � �
� ��B'_ f�AC*  >$�"- �� � �0/	�C� � � � ��/ � �

G
� � �0/	� � �#� � � ��G � 6 �1��� )

Ga D � � � � � ��� ���%����)
ψ : C −→ Ga

� � � ,�� � �����	� � �5��� � � ��/ � � � � � ��� ��� 
 ���
��� � ��� � �
KC D � �9� S � � ��/	�� ��� � 
 ) � � ���;� 


ψ < � /	��� ��/	� � � � ��� ��A � ,�� �>� ��� � � �3� �����*��� ψ � � 6���G ��� , A

(ψ, f)p = Resp (ψ df/f)

� � ��� � � � � / ��) ����� � � � D � � < � D � �1� ) � � � � � ��� � �
[����Gf ��+8�C�������\ >$�" ��� ���

ϕ, ψ : C −→ G
,�� � � �J� � � � ��� ��� ����) � 
 �1� �

C
��� � �

���76 �8,8� ��� � 6 �1��� )
G D � � �0/ � ��� � � �3� ����� � � � ��� ��A � ,�� � � (ϕ, � ) �

� �9�
(ψ, � ) ��< � /	����0/	� � � � ��� ��A � ,�� �

(ϕ+ ψ, � ) �

� ��� � � �3� ����� ��� �0/	� � � � � ��� ���4����)
ϕ+ψ : C −→ G D

c 7−→ ϕ (c) + ψ (c)
� � 6���G ��� ,8A

(ϕ+ ψ, f)p = (ϕ, f)p + (ψ, f)p

L u



[]��� ���1$ l /28
dϕ

- /<' #Y!q?AIAP5I;F�_`!$1
ϕ
'*CA?

dψ
!$CA/ _`!*1

ψ
U l +;/�C - !*83+ #<'�/AF

ϕ
�
ψ
'*CA? 8:+A/ #<'�/

ϕ+ ψ
+W'XD*/

dϕ+ψ := dϕ + dψ
'*F�'Y#Y! ?;IAP5IAF '*CA? -0!*83+ P5!q)X'*P

F��q# - !$P5F
(ϕ, � )

�

'*C;?
(ψ, � )

�

'*13/ '*FVF3!q)�45'98:/2? 8:!
dϕ+ψ

U 	�! k 8:+;/ _`!$13# I;P '74>C
3 !$13!$P>P '*1�� 4;U>npo '*C;? 83+A/ ?A45F 8:134>-AI;834>D$/�P 'Xk 4># /;P �Y8:+A/h'*FVF3/�1 8:4>!$C U

� *,_ _ B  >$�",`�� ���
ψ : C −→ Gλ

,�� � � � � � ��� ��� ����) 
 �1� �
C
��� � � ���76 � �

,8� ��� � 6 �1��� )
G
�(/ � ��/ � � � �

L
� ,8���9� � � � G ��� � � ���76 �8,8� ��� � G�� � � ���3A

A D � < � < G ∈
Ext (A,L) D �(/	���1� L � � � � � �
� � � 6 �1��� ) < � ��� p ∈ C ,�� � ) � � �	� D U 3 p � �
� � 6 / �,������1/	� �8� � �9�

Φ : U × L
∼
−→ GU D (u, l) 7−→ φ (u) + l

� � � � ��� �3� ��G �3��� ��� � � � ���
� 
 ��/	� � �9���4�����

L
� ,8���9� � �

GC = G ×A C
� G ���

C D � < � < φ : U −→ GC
� � � � ���

� ����� � ��� < � ���1��� G ��� � ��� [ψ]Φ : C −→ L D c 7−→ ψ (c)− φ (c)
,�� �0/	� � � � � ��� ���+����)

ψ
�����:� � ��������� � � ��/	� � � � ��� �3� ��G �3��� ��� � � � ���

Φ < � /	��� 
 ��� � � ��/ � � � � ��� ��� 
 ���
��� � ���
f ∈ O∗

C,p D
�(/ � ��/ � � � ��� � � � �

p D � ��/	� � ���

(ψ, f)p = ([ψ]Φ , f)p

[]��� ���1$ cN13!M/ !$FV4>8:4>!$C 4AUEn�67�q45/�P>?AF

([ψ]Φ , f)
p

= (ψ − φ, f)p

= (ψ, f)p − (φ, f)p

φ
4>Fd1V/�J$IAP5'*1j'98

p
�.8:+A/213/�_`!$13/�k^/�+W'XD$/

(φ, f)p = vp (f) ·φ (s) = 0
�qF345C;)�/

f ∈ O∗
C,p'*CA? +A/�CA)2/

vp (f) = 0
U

L�L



� ��� ��� � � 
�� � � � � �
MrCH0(X)deg 0

DF*#"c���)���C���\ >$�" k MrCH0(X)deg 0
� �5��/	� � � ��� 6 ���BA � 
 � � � � ��� ��������) � 
 ��� �

X
��� ��� �

6 �8,8� ��� � 6 �1��� ) � ���0���
��� � � 
 � ��� ���(� )�� /	� ��,.-�������� � 
 MrCH0(X)deg 0
� �1� � ��� ) / � � � �

ϕ : U −→ G
�(/	� � � � ��� � � �3� ����� ����) ��� ):��� �1�

ϕΠ :
⋃

Z∈Cp(U)

Z × Z −→ G

(p, q) 7−→ ϕ(p)− ϕ(q)

��)#)9� � ��� ���
k
� � � � � ��� ��� ) � � �	�0� � 


X D 
 � �������1� ��/��1��� 6 / � /	� � � � ��� ) / � � � � 
 6 ����� ) �
CH0(X)deg 0 −→ G(k) < �
��� �1� 
 ��� ��� �0/	� ��,.-�������� � 


MrCH0(x)deg 0
� � � � � � ��� ��� ����) � 
 �1� �

X
��� ���76 � �

,8� ��� � 6 �1��� ) � _ '9)28:!*1345C;J 8:+;13!$IAJ*+ 1:'98345!$CW'9P /��qI;4>D9'*P5/2CA)�/ ��� _ '*)283!$134>CAJ 83+A13!$I;J$+
CH0(X)deg 0 <
= j�*,�G��*,_  $�",I � /	� � � ��� 6 ����A MrCH0(X)deg 0

� 
 � ��� ) / � � � � 
 �1� �
U
��� ���76 � �

,8� ��� � 6 �1��� ) � 
 � ������� � � 6 �0/��1��� 6 /
CH0(X)deg 0

� � � 2 � ��G���� ���	�4��� ��/	� � � ��� 6 ����A
MrDiv0

Y/X� 
 � � � � ��� ��� ����) � 
 �1� �
Y
��� ���76 �8,8� ��� � 6 �1��� ) � �(/ � ��/ � �9���4��� � �3� � �:� 
 ��� ��� � � ���

� 
�
 ��� �����	6 ����� ) � ���
Div0

Y/X

� � ��� � ��� ) � � � � � ��� ��< � � � <
[]��� ���1$ %�451VFV8hCA!*8345)2/Y83+W'98
'71:'98345!$CA'*PN#@'H/ _`1V!$#

Y
83!�'*C '9P5J$/2-A1:'*4>) J$13!*I1/

k�+A45),+h45CA?;IA)�/2F ' 8:13'*CAF _`!$13#<'98:4>!$C�83!
Div0

Y/X

45F CA/2)�/2F3F:'91345P9�T13/2J$IAP5'*1 !$C
U
�9FV45CA)2/j'*P5P

D εDiv0
Y/X

+W'XD$/ FVI1/1/ !$1V8"!$C;P �h!$C
Y \U

U�l +A/2C@'*)2)�!$1V?A45C;J�8:! H�/ KWCA4E8:45!*CQ4AU94 '*CA?
H�/�KWC;4>8:4>!$C � U uQ8:+A/h8,'*FV= 4>F�83!@FV+A! k 83+W'98�_`!$1�'<#Y!$1 /A+;45F3#

ϕ : U −→ G
_`1V!$#

U8:!h'*C<'*P5J$/2-A1:'945)^J*13!$I1/
G
k�4E8:+Q)X'9CA!$CA4>)X'*PA?;/�)�!*# / !$F34E8:4>!$C

0→ L→ G→ A→ 08:+A/T_`!$P>P5! k�45CAJ
)�!$CA?;4>8:4>!$CAF�'*1V/T/
�.IA4ED*'9P5/�Ca8�b
� 4 ! ϕ (div (f)C) = 0 ∀ (C, f) ∈ R0 (X,U)�`454 ! divL (ϕY,λ) εDiv0

Y/X ∀λ εL∨k�+A/�1V/
ϕY,λ

45FN8:+;/�4>CA?AIA)2/�?YF3/�)�8:4>!$C@!*_ 8:+;/
L
KM-;IACA?AP>/

λ∗GY

! D$/21
Y
45Ca8:1V! ?;IA)�/2?<4>C

2 IA-AFV/�)28345!$C � U>n*U^l +A/�/A134>CA)�4 /W'*P
L
KM-;IACA?AP>/

G
4>F�'Q?A4>13/�)�8�FVIA#&!*_

L
K -AIACA?AP>/�F

λ∗G!pD*/�1
A
�
λ εL∨ � P5/28 ϕλ : U −→ λ∗G

-0/ 83+A/ 45C;?AIA)�/2?<#Y!$1 /A+A45#YF�U l +A/2C<)2!$CA?A4E8:45!*C
� 4 ! 4>F /
�.IA4ED*'9P5/�Ca8 83!

�`4 � ! ϕλ (div (f)C) = 0 ∀λ εL∨, ∀ (C, f) ∈ R0 (X,U)Z�/�C;)�/h4>8 )2!$#</2F ?A! k�C 83! F3+A! k 8:+W'98 _`!*1�'*P5P
λ εL∨ 8:+A/ _`!*P5P5! k�4>CAJ
)2!$CA?A4E8:45!*CAF '*1V//
�.IA4>D9'*P>/�Ca8Xb

�Sb ! ϕλ (div (f)C) = 0 ∀ (C, f) ∈ R0 (X,U)�Sb)b ! divL (ϕY,λ) εDiv0
Y/Xl +A45F�45F )2!$Ca8:/2C.8�!*_cl /�#Y#@'Q4AUEn�!;U

�.� �.�0!��.��
�� 
 
	5/� �0!���
��(�	��� �	�(� !�
 �	�����.*
�������4����
��
�
� � � �$�.3
��� � ������� ����
 * 
 � ! ��
�*�� � �"!�� +
���.�.
�� �$���
� !�
�� �.� �	��� �

9	�$9
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� *,_ _ B  >$�" ��� ���
ϕλ : U −→ Gλ

,�� � � ��� ) / � � � 
 �1� �
U
��� �

L
� ,8���9� � �

Gλ
� G ��� � � � ,�� � �3� � G�� � � ���.A

A D � < � < Gλ ∈ Ext (A,L) < � /	���'��/	� 
 � ��� ��� � � 6�����9� � � � ���:� � �1�C� 2 � ��G���� ���	� )� � �
ϕλ (div (f)C) = 0 ∀ (C, f) ∈ R0 (X,U)� ��� �
π∗ (divL (ϕY,λ)) = 0� ����� �
divL (ϕY,λ) εDiv0

Y/X

[]��� ���1$ � 4 ! ⇐⇒ �`454 ! l /28 C -0/Q' 3 '*1 8:4>/�1 )2IA1VD*/Y4>C
X

13/2P '9834>D$/ 8:!
U
�s'*CA?�P5/�8

ν : C̃ −→ C
- / 4>83F CA!$1V#@'9P54 O '98:4>!$C UEJMC 83+A/\)X'9F3/

L = Gm

l /�#Y#@' 4;U o*t '9CA?
45C 8:+A/ )�'*F3/

L = Ga

ls/2#<#<' 4AU o n '*F3FV/�1 8:FQ8:+W'98Q83+A/\_`!$P5P>!pk�4>CAJ�)2!$CA?A4E8:45!*CAF '*1V/
/
�.IA4>D9'*P>/�Ca8Xb

�Sb ! ϕλ|C (div (f)) = 0 ∀f ∈ K (C,C ∩ U)∗�Sb)b ! ν∗ (divL (ϕλ|C)) = 0O /h+W'XD$/
divL (ϕλ|C) = divL (ϕY,λ) · C̃

�Ak�+A/�1V/
� · C̃ : DecY, eC −→ Div eC

45F 8:+;/
/AIAP5P KM-W'9),= !*_ 3 '*1 8:4>/�1h?A4>Dq45FV!$13FT_`1V!$#

Y
83!
C̃
� FV/�/hH�/�KACA4>8345!$C � U o � ��cN1V!M/0!*F34>8345!$C

� U oV4 ! UNl +A/2C7)2!$CA?A4E8:45!*C � 4 ! 45F /
�.IA4ED9'*P5/2C.8�83!
�`4 � ! (νC)∗

(
divL (ϕY,λ) · C̃

)
= 0 ∀

3 '91V8:4>/�1 )2IA1VD*/�F
C
13/2P '9834>D$/ 83!YB

l +A/ /
�.IA4ED9'*P5/2CA)�/ !9_ � 4 � ! '*CA? �`454 ! 4>F�FV+A! k�C 4>C l /�#Y#<' 4AU o � _`!*1 L = Gm

'*CA?�4>C
ls/2#<#<'Q4AU o L _`!$1

L = Ga

U
�`454 ! ⇐⇒ �`454>4 ! l +A45F 45F	bVI;FV8
83+A/@?;/�KWCA4E8:4>!$C !*_ Div0

Y/X

�`F3/�/ cN13!M/ !$FV4>8:4>!$C o U L t ! �
8,'*=.45C;JY4>Ca8:!Y'*)�)2!$IACa8�8:+W'R8

divL (ϕY,λ) εDiv0
Y

-�� c"1V!M/ !$F34E8:45!*C � U � U

� *,_ _ B  >$ >'
 � ���
C
,�� � ) �1��-������ ��G � ����� G � � �9�

ν : C̃ −→ C
� ��� �
��� ����� ��� � � � ��� <� ���

ψ : C −→ Gµ

,�� � � � � ��� ��� ����) 
 ��� �
C
��� �

Gm

� ,8���9� � �
Gµ

� G ��� � � � ,�� � �3� �
G�� � � ���3A

A D � < � < Gµ ∈ Ext (A,Gm) < � � )#) � � � �0/ � � ψ � � �1� 6 � � � � ��� � �����:� �� ) ��� ���:,�� ���
UC ⊂ Creg D �(/ � ��/ � � � �����	� � 
 A � � �0/ � �0� ) �1� ����� 6 � � � C̃ < � /	��� ��/	�
 � ��� ��� � � 6 �����9� � � � ���:� � �1�C� 2 � ��G���� ���	� )� � �
ψ (div (f)) = 0 ∀f ∈ K(C,UC)∗� ��� �
(f ◦ ν) (divGm (ψ)) = 0 ∀f ∈ K(C,UC)∗� ����� �
ν∗ (divGm (ψ)) = 0

[]��� ���1$ � 4 ! ⇐⇒ � 4>4 ! O / F3+;!pk 8:+W'98 _`!*1�'*P5P
f ∈ K(C,UC)∗

4>8 +A!$P5?;F

ψ (div (f)) = (f ◦ ν) (divGm (ψ))

ls/�8
f ∈ K (C,UC)∗

U O 134E8:/
f̃ := ν#f = f ◦ ν

U 2 /28
S := C̃ \ UC

U %W!$1T/�'*),+
s ∈ S

P5/�8
Φs : Us × Gm −→ Gµ

- /<' P5!q)X'9P 8:1V4>Dq4 '9P54 O 8:4>!$C7!*_j8:+;/<4>CA?AIA)2/�? Gm

K
-AIACA?AP>/
! D$/21

C̃
45C�'<CA/�4>J$+.-0!$I;13+A!q! ?

Us 3 s
U 	�!98:45)2/h83+W'98

vp (ψ) := vp

(
[ψ]Φp

)

45F\45C;?A/5/ /�CA?;/�Ca8 !*_ 83+A/�P5!q)X'*P�8:1V4>Dq4 '*P>4 O '98:4>!$C U 2 4>CA)�/
f ∈ K (C,UC)∗

kd/ +A' D*/
f ∈ O∗

C,s

_`!$1�'*P5P
s ∈ S

'*C;?7+A/2CA)�/
div (f) ∩ S = ∅

U l +A/2C�IAFV45CAJ l /�#Y#@'�4AU o$o �

L !



8:+A/ ?;/�KWCA4>CAJ /A1V!M/0/21V8345/�F !*_�'�P5!q)X'9PjF��q# -0!*Pd_`13!*# H�/�KWCA4E8:4>!$C 4AUEn t ��83+A/ / <0/;P545)24>8
?A/�FV)�134 /;8:4>!$C@_`1V!$# Lc<A'9# /AP>/;4AUEn � !*_ P5!q)X'9P F��q# -0!*P5F"_`!$1^13'98:4>!$CW'*PW#<'�/AF"8:!

Gm
'9CA?

ls/2#<#<'Q4AUEn u k^/h!$-;8:'*45C

ψ (div (f)) = (ψ ◦ ν)
(
div
(
f̃
))

=
∏

c/∈S

ψ(c)vc( ef)

=
∏

c/∈S

(
ψ, f̃

)
c

=
∏

s∈S

(
ψ, f̃

)−1

s

=
∏

s∈S

(
[ψ]Φs

, f̃
)−1

s

=
∏

s∈S

(
f̃ , [ψ]Φs

)
s

=
∏

p/∈Supp(div( ef))

f̃(p)vp(ψ)

= f̃ (divGm (ψ))
�`454 ! ⇐⇒ �`454>4 ! l +A/^4># /;P545)�'98:4>!$C �`45454 ! =⇒ � 454 ! 4>Fs)�P5/�'*1�U %W!$1 8:+A/j)�!*C.D*/�1VF3/ ?A4>13/2)28:4>!$CKW13F 8"!$-AF3/21VD*/�83+W'98�83+A/ FVI1/1/ !$1V8N!9_

divGm(ψ)
P54>/�F CA/�)2/�F3F3'*134>P � 45C

C̃ \UC
�$FV45CA)2/

ψ
45F

13/�J*IAP '*1 !*C
UC

U %W!$1 /X'*),+
s ∈ C\UC

8:+A/213/j45Fs' 1:'R8:45!*CW'*P9_`I;CA)28345!$C
fs ∈ K(C,UC)∗F3IA),+ 83+W'98

f(s) = t ∈ Gm \ {1}
'*CA?

f(z) = 1
_`!$1Q'9P5P

z ∈ C \ (UC ∪ {s})-�� 83+A/ '�/1/A1V!8<;4>#@'R8:45!*C 8:+A/2!$13/2#�U l +;/�C
(fs ◦ ν) (divGm (ψ)) = 0

4E_�'*CA? !$CAP �
4>_
ν∗
(
divGm (ψ) |ν−1(s)

)
= 0

� k�+;/�13/
divGm (ψ) |ν−1(s)

4>F 8:+;/ /W'*1 8
!9_
divGm (ψ)k�+A45),+ +W'*F FVI1/1/ !$1V8�!$C

ν−1(s)
U .�F 8:+A4>F 45F^8313IA/ _`!$1 '*P5P

s ∈ C \ UC
�W4E8 F3+;!pk�F�8:+;/

45#g/AP54>)X'98345!$C � 454 ! =⇒ � 454>4 ! U
� *,_ _ B  >$ >�" � ���

C
,�� � ) �1��-������ ��G � ����� G � � �9�

ν : C̃ −→ C
� ��� �
��� ����� ��� � � � ��� <� ���

ψ : C −→ Gα

,�� � � � � ��� ���4����) 
 ��� �
C
��� �

Ga

� ,8���9� � �
Gα

� G ��� � � � ,�� � �3� �
G�� � � ���3A

A D � < � < Gα ∈ Ext (A,Ga) < � � )#) � � � ��/ � � ψ � � ��� 6 � � � � ��� � �����:� �� ) ��� ���:,�� ���
UC ⊂ Creg D �(/ � ��/ � � � �����	� � 
 A � � �0/ � �0� ) �1� ����� 6 � � � C̃ < � /	��� ��/	�
 � ��� ��� � � 6 �����9� � � � ���:� � �1�C� 2 � ��G���� ���	� )� � �
ψ (div (f)) = 0 ∀f ∈ K (C,UC)∗� ��� �
Resq (ψ dg) = 0 ∀g ∈ ÔC,ν(q), ∀q ∈ C̃� ����� �
ν∗ (divGa (ψ)) = 0

[]��� ���1$ �`4 ! ⇐⇒ � 4>4 ! l /28 f ∈ K (C,UC)∗
U O 1V4>8:/

f ′ := ν#f = f ◦ ν
U

2 /28
S := C̃ \ UC

U %(!*1@/X'9),+
s ∈ S

P5/�8
Φs : Us × Ga −→ Gα

-0/ ' P5!q)X'*P

7*t



8:134EDq4 '*P>4 O 8345!$C !*_�8:+;/\45CA?AI;)�/�? Ga
KM-AI;CA?AP5/@!pD*/�1

C̃
4>C '�CA/�4>J$+.-0!*IA13+A!q!q?

Us 3 s
U

	�!*8345)�/�8:+A'98�_`!*1 /�'*),+
ω ∈ Ω eC

k�+A4>),+ 45F 13/2J$IAP5'*1 '98
q ∈ C̃

83+A/ / <d/A13/2F3F34>!$C
Resq (ψ ω) := Resq

(
[ψ]Φq

ω
) 4>F^4>CA?A/5/ /�C;?A/�Ca8�!*_ 83+A/ P5!q)X'9P 83134>Dq45'*P54 O '98345!$C U l +;/�C

IAF34>CAJgls/2#<#<'Q4AU o$o �;83+A/ ?A/�KACA45CAJg/A1V!M/0/21V8345/�F !9_�' P5!q)X'9P F��q# - !$P _`1V!$# H�/ KWCA4E8:45!*C
4AU>nXt �a8:+A/�/ <d/AP54>)�4E8"?A/�FV)�134 /;8:4>!$CQ_`13!$# Lc<;'*#g/AP5/	4AUEn � !*_ P>! )�'*PWF��q# - !$P5FN_`!$1j1:'R8:45!*CW'*P
#@'�/;F�83!

Ga

'*CA?El /�#Y#@'Q4AUEn u kd/h!*-;8,'*4>C

ψ (div (f)) = (ψ ◦ ν) (div (f ′))

=
∑

c/∈S

vc (f
′) ψ(c)

=
∑

c/∈S

(ψ, f ′)c

= −
∑

s∈S

(ψ, f ′)s

= −
∑

s∈S

(
[ψ]Φs

, f ′
)
s

= −
∑

s∈S

Ress (ψ df ′/f ′)

	�! k
df/f = d log f

'*CA?
log : 1 + m̂C,p

∼
−→ m̂C,p

45F�'9C745FV!$#Y!$1 /A+;45F3#��._`IA1V83+A/�1eK
#<!$1V/T4>8�+A!*P5?AF

im
(
m̂C,p

d
−→ Ω bOC,p

)
= im

(
ÔC,p

d
−→ Ω bOC,p

) U
l +A/�C7_`!*1�/�'*),+

s ∈ S
�W/�'*),+

g ∈ ÔC,ν(s)
'*CA? /X'9),+7/ � /�)�8:4ED$/
?;4>Dq45FV!$1

e
FVI1/1/ !$1V83/�?

!$C
S
83+A/�1V/ 4>F '�1:'R8:45!*CW'*P"_`IACA)28345!$C

fs ∈ K(C,UC)∗
F3IA),+ 8:+A'98

d log f ′
s ≡ dg′

mod e
'R8
s
'*CA?

f ′
s ≡ 1 mod e

'98
z
_`!$1 '*P5P

z ∈ S \ s
� -���8:+A/Y'�/0/A13!8< 45#<'98:4>!$C

8:+A/2!$13/2#�U 3 +;! !$FV45CAJ
e =

∑
z∈Smz z

P '*1VJ$/�/�CA!$I;J$+��q4 U /*U
mz

P5'*13J*/�1N8:+W'9C<8:+;/ / !$P5/
!$13?A/21T!*_

ψ
'98
z
�R�q45/2P5?AF�83+W'98

Resz (ψ df ′
s/f

′
s) = 0

_`!$1T'*P>P
z ∈ S \ s

� '*F
df ′

s/f
′
s+W'*F ' O /�1V! !*_�!$13?;/�1 ≥ mz − 1

'R8
z ∈ S \ s

U�Z�/�C;)�/
ψ (div (fs)) = 0

4E_�'*CA?
!$CAP � 4>_

Ress (ψ df ′
s/f

′
s) = Ress (ψ dg′) = 0

U l +.IAF
ψ (div (f)C) = 0

_`!$1Q'*P5P
f ∈ K (C,UC)∗

4>_d'*CA? !*CAP ��4>_
Ress (ψ dg′) = 0

_`!$1 '*P5P
g ∈ ÔC,ν(s)

�
s ∈ S

U]J 8
13/�#<'*4>CAF�83!\13/�#<'*1V= 83+W'98

Resc (ψ dh) = 0
_`!$1 '*P5P

h ∈ Ô eC,c ⊃ ÔC,ν(c)
�
c ∈ UC

�
F345C;)�/

ψ
'*CA?

dh
'913/ -0!98:+ 13/2J$IAP '91�'98

c
U

�`454 ! ⇐⇒ �`454>4 ! l /28 q ∈ C̃
U l +A/�C

Resq (ψ dg′) = 0
_`!$1�'*P5P

g ∈ ÔC,ν(q)45F /
�.IA4>D9'*P>/�Ca8 8:! 83+A/ )�!$CA?;4>8:4>!$C 8:+W'98 8:+;/ 4>#@'*J*/
[divGa (ψ)]q

!9_
divGa (ψ)

4>C

Homk(q),cont

(
m̂ eC,q, k(q)

) D9'*CA4>F3+A/2F !$C
m̂C,ν(q)

��-�� )�!$CAF 8:1VIA)28345!$C �`F3/2/�/A1V! !9_ !*_
c"1V!M/ !$F34E8:45!*C o U u � ! � k�+A4>),+ F:'��qF 0 = [divGa (ψ)]q◦ν̂

# ∈ Homk(q),cont

(
m̂C,ν(q), k(q)

) U
l +A45F 4>Fd8313IA/�_`!*1 '*P5P

q ∈ C̃
4>_ '9CA?\!$CAP9�<4E_

ν∗ (divGa (ψ)) = 0
-��@?A/�KWC;4>8:4>!$C !*_ 83+A/

/AIAF3+qK _`!$1 k '*1V? _`!*1 _`!$13#<'*P 4>C0KWCA4E8:/�FV45#<'*P ?A4>Dq45FV!$13F �`F3/2/ cN1V!M/0!*F34>8345!$C oqU uao ! U
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� *,_ _ B  >$ >G>�� ���
C
,�� � � � �B� � ��� ����� G � � �

X
�1� � � � ��G � ���

U
� �9�

ν : C̃ −→ C� �0�J�
��� ����� ��� � � � ��� < � 
 ψ : C ∩ U −→ G
� � � � ��� ) / � � � 
 �1� �

C ∩ U
��� � �

���76 �8,8� ��� � 6 ����� )
G D ��/	��� 
 ���C� � ��/ f ∈ K (C,C ∩ U)∗

� ��/	� � ���

ψ (div (f)C) = (ψ ◦ ν)
(
div (f ◦ ν) eC

)

[]��� ���1$ ]{� H�/�KWCA4E8:4>!$CF4AU � kd/ +W'XD$/

ψ (div (f)C) =
∑

p∈C

ordp (f) ψ(p)

=
∑

p∈C

∑

ep→p

vep (f ◦ ν) ψ(p)

=
∑

ep∈ eC

vep (f ◦ ν) (ψ ◦ ν) (p̃)

= (ψ ◦ ν)
(
div (f ◦ ν) eC

)

� *,_ _ B  >$ >GT@? ��� � ����� G �
C
� �
X
� ���

νC : C̃ −→ C
,�� � ���*�
��� ����� ��� � � � ��� <

� /	���
ker (π∗ ◦ weilY ) =

⋂

C

(
� · C̃

)−1

ker
(

(νC)∗ ◦ weil eC

)

�(/	�����
C
� � � 6 ���;� G ��� ����� � � �B� � ���C����� G ��� � �

X
�1� � � � ��G � ���

U D
� · C̃ : DecY, eC −→ Div eC

� � �0/	� ) � ��� � , � � � � 
 � � �B� � ��� � ��G � � ���1� 
 �1� �
Y
���
C̃� � ��� � �0��� � � � ��� � <�� � D � �1� ) � � � � � ��� � <�� � � D � �9� weilZ : DivZ (k) −→WDivZ (k)
 ���

Z = Y, C̃
� �J��/	�J�3� � �:� 
 ��� ��� � � ��� 
 �1� � � � �B� � ��� � ��G � � ���1� ������� ��� � ��G � � ���1�

� � ��� � �1� ) � � � � � ��� ��<�� 
 �

[]��� ���1$ l +;/ P5/2#<#<'�'9F3F3/21V83F�8:+W'98 _`!$1
D ∈ DivY (k)

8:+;/^_`!$P5P>! k�45CAJ�)�!*CA?A4>8345!$C;F
'*13/ /
�.IA4ED9'*P5/2C.8�b

�Sb ! π∗ (weilY (D)) = 0�Sb)b ! (νC)∗

(
weil eC

(
D · C̃

))
= 0_`!$1�'9P5P 3 '91V8:4>/�1 )2IA1VD*/�F
C
45C
X
13/�P5'98:4ED$/ 83!

U.�F
π
4>F�'*C 45FV!$#<!*1 /A+A4>F3# !$C

U
�Akd/h#@'��\'9F3F3I;#</

Supp (D) ⊂ Y \ U
U

l /28
C
- /<' 3 '*1V8345/21T)�IA1 D$/@4>C

X
13/2P '9834>D*/Q83!

U
U 2 45CA)2/

π|CY

45F !*_^?A/�J$1V/�/ n
� F3/2/
H�/�KWCA4E8:4>!$C oqU 6 � ! �983+A/jCA!$13#<'*P>4 O 'R8:45!*C ν : C̃ −→ C

_ '*)283!$13F IACA4 �.IA/�P9�T8:+A1V!$IAJ$+
π|CY

: CY −→ C
��k�+A/�1V/

CY = π−1C
45F\8:+;/ /A1V/�45#<'*J$/ !9_

C
45C

Y
URls/�8

µ : C̃ −→ CY
- / 8:+A/TI;CA4 �.IA/T#<'�/\F:'R8:45F _z�q45CAJ

ν = π|CY
◦ µ

U l /�8
ιY : CY −→ Y-0/T8:+;/h/2# - /�?A?A4>CAJQ!*_

CY
45Ca83!

Y
U

7$o



. 8	KW1VFV8�k^/h'*1V/ J$!$45C;J 8:!QF3+A! k
ν∗

(
weil eC

(
D · C̃

))
= C ∩ π∗ (weilY (D))

b
O / +W'XD$/

ν∗

(
weil eC

(
D · C̃

))
= (π|CY

)∗ µ∗

(
weil eC(µ∗ι∗YD)

) �W'*CA?

µ∗

(
weil eC (µ∗ι∗YD)

)
= deg

(
C̃/CY

)
weilCY

(ι∗YD) = weilCY
(D · CY )

�(F3/2/�/;13!q!*_
!*_ � % � cN13!�/0!$FV4>8345!$C o U � � ) ! UJ _

C
45F ' )2!$#g/AP5/�8:/
4>Ca8:/�1VF3/2)28:4>!$C 3 '*1 8:45/21�)2IA1VD*/���l /�#Y#@'g4AU o*u<k�4>83+�[�/2#@'913=

4AU o�64�q4>/�P5?;F
(π|CY

)∗ (weilCY
(D · CY )) = C ∩ π∗ (weilY (D))

U
J 8
+A!$P5?;F

π∗ (weilY (D)) = 0
4E_�'*CA? !$C;P � 4>_

C ∩ π∗ (weilY (D)) = 0
_`!*1 '*P>P

)�!$#g/AP5/�8:/Q45Ca83/�13FV/�)�8:45!*C 3 '*1 8:45/21 )�IA1 D$/�F
C
45C
X

13/2P '9834>D*/Q83!
U
� F34>CA)�/

X
)�'*C - /

)�! D$/213/�? -�� F3IA),+ )�IA1 D$/�F2U %W!$1Y'*C�� 3 '*1V8345/21Y)2IA1VD*/
C
45C
X

13/2P '9834>D*/ 83!
U
83+A/

F3I1/1/ !$1 8 !*_
D · CY

P54>/�F�45C
CY \ U

-���'*F3FVIA#g/;8:4>!$C7!$C
D
� '*CA?�-�� )�!*CA?A4>8345!$C � ) !

!*_dH�/�KWC;4>8:4>!$C 4AUEn /X'9),+ / !$4>C.8�!*_
π (Supp (D · CY ))

+A'*FT' CA/245J$+.- !$IA13+;! !q?�45C
Ck�+A45),+Y45Fj'T)�!$#g/AP>/28:/ 4>Ca8:/�1VF3/2)28:4>!$CQ)�IA1 D$/9UdZ�/�CA)2/�4E8NF3I �<)2/�Fj8:! )�!$C;F345?;/�1")�!$#g/AP>/28:/

45Ca8:/213F3/2)28345!$C 3 '*1V8345/21 )�IA1 D$/�F2Udl +;45F�J$4>D*/�F 8:+;/h/��.IA4>D9'*P>/�CA)2/T!*_ �Sb ! '*CA? � b)b ! U
DF*#"c���)���C���\ >$ >' � � 
 < � ? � � �0��� � � � ��� ��< � � ? ��� � � � �B� � ��� � ��G � � ��� D ���

Y
� �9�

� ) � ��� � ��A � � �
V
����� � �����	�����

Supp (D)
� � ��� � �0��� � � � ��� � <�� � � ���0���
� ��/	� 4>C.83/�1eKF3/�)�8:4>!$CH� 


D
� � ��/

V
��� ,�� ��/	� 
 � ��� ��� � � 6 ��� ��� � ��G � � ��� ���

V )
D ∩ V = weilV (D · V )

�(/	����� � · V : DecY,V −→ DivV
� � ��/	� ) � ��� � , � � �*� 
 � � �B� � ��� � ��G � � ���1� 
 �1� �

Y
���

V
� � ��� � �0��� � � � ��� � <�� � D � �1� ) � � � � � ��� � <�� � � <? ��� � � � � , � �3� � �BA ��A � � �

Z
� � �0/ ������� � ) � � � � � ���

Z =
∑
nV V

� � ) � ��� �;��A#� � ���
V����� � �����	�I���

Supp (D)
� ���

D ∩ Z =
∑

nV weilV (D · V )

� 

C = D1 · . . . · Dc

� � � ��� � )9� ����� � �	�����1� ����� � ��� � 
 � � �B� � ��� � ��G � � ���1� � �9�
Z
�

��A � � � � � ��/
C
� �9�

Z
����� � �����	����� � � ��/ ���0/	��� D ��/	��� 
 ��� � � �9���4��� ��G � � A

C ∩ Z = D1 ∩
(
D2 ∩ . . . (Dc ∩ Z)

)

?@*,_ B1� �  $ >�� � 

W
� � � ��� ��� � ��G � � ��� � �

Y
� �9�

C
� ��� � )9� ����� � �	�����1� ����� � ��� � 


� � ��� � ��� � ��G � � ���1�;���
Y
����� � �����	�����

W D �0/	��� C ∩W � � � ��� ��� � ��G � � ��� ���
C <? ���B��/	��� � ����� D 
 ��� � ��� � )9� ����� � �	������� ����� � ��� C � � Y ��/	� 
 � ��� ��� � � 6 � �3� 6 � ��� � ���� �C� ��� � � ��G � )

Div(Y )
weilY //

� · C

���
�

�
WDiv(Y )

C ∩ �

���
�

�

Div(C)
weilC // WDiv(C)

�(/	����� ��/	� G ���B� � � ���:� �B�1���(� � ���5���0���
��� 
 ��� ��/	� � �5� ��G � � ���1� ��� �(/ � ��/
C
� �5����� � �����	� <

7 �



� *,_ _ B  >$ >G`�� ���
C
,�� � ����� G � � �

X
�(/ � ��/ � � � ��� � )9� ����� � �	�����1� ����� � ��� � 


� � ��� � ����� ��G � � ���1� D � �9� � ��� CY = π−1C
,�� � �0� ) �1� ����� 6 � � �

Y < � 
 W � � � ��� ���
� ��G � � ��� � �

Y
� � ��/

C
����� � �����	�����

W
� � ��� � �0��� � � � ��� � <�� � � D ��/	���

(π|CY
)∗ (CY ∩W ) = C ∩ π∗W

[]��� ���1$ ]{� 45C;?AIA)28345!$C�kd/@#<'�� '9F3F3I;#</Y8:+W'98
C
45F ' 3 '*1 8:4>/�1h?A4>Dq45FV!$1�U@l +A/

?A4 '*J*1:'*# !*_�#Y!$1 /A+A45FV#<F
Y

π // X

CY

ιY

OO

π|CY // C

ι

OO

45CA?AI;)�/�F�' ?A4 '9J$1:'*# !*_ +A!$#Y!$#Y!$1 /A+;45F3#YF

WDiv(Y )
π∗ //

CY ∩ �

���
�

�
WDiv(X)

C ∩ �

���
�

�

WDiv(CY )
(π|CY )

∗ // WDiv(C)

k�+A/�1V/h83+A/TD$/�1 8:4>)X'*Ps'*1V13! k�F�'*13/ ?A/ KWCA/2?�_`!$1 83+A!$F3/ O /�4>P ?A4>Dq4>F3!$1VF 8:! k�+A45),+
CY

!$1
C
13/2F / /�)�8:4>D*/�P9� 45F ?A/�)245?A/2Ca8XU l +A4>F ?A4 '9J$1:'*#�)2!$#<#
I;8:/2F
-�� /A1V!VbV/�)�8:4>!$C _`!$1V# IAP '

_`!$1^?A4EDq45F3!*13F
�qF3/2/ � % � cN1V!M/0!*F34>8345!$C@o U � � ) ! � '*P>83+A!$IAJ$+Y8:+A/�FV8:'98:/2#</2C.8d8:+A/213/ 4>F^!$C;P �
'*F3FV/�1V83/�? _`!$1 )2P '*FVF3/�F !*_ ) �q)�P5/2F
� 8:+A/ /A13!q!*_d45Fh?A!$CA/Q_`!$1 )\�q)�P>/�F ! U\l +A4>F��q45/2P5?AF 8:+;/
'*F3FV/�1V8345!$C U
� *,_ _ B  >$ > k ? ��� � ����� G � C � �

X
� ���

νC : C̃ −→ C
,�� � ���*�
��� ����� ��� � � � ��� <

� /	���
ker (π∗ ◦ fmlY ) =

⋂

C

(
� · C̃

)−1

ker
(

(νC)∗ ◦ fml eC

)

�(/	�����
C
� � � 6 ���;� G ��� ����� � � �B� � ���C����� G ��� � �

X
�1� � � � ��G � ���

U D
� · C̃ : DecY, eC −→ Div eC

� � �0/	� ) � ��� � , � � � � 
 � � �B� � ��� � ��G � � ���1� 
 �1� �
Y
���
C̃� � ��� � �0��� � � � ��� � <�� � D � ��� ) � � � � � ��� � <�� � � D � �9� fmlZ : Lie (DivZ) −→ LDiv (Z)
 ���

Z = Y, C̃
� �;��/	� �.� � �:� 
 ��� ��� � � ��� 
 �1� � ��� 
 ��� ��� � � ���:� � 
 ��/	� � ���1� � ��G � � ��� ���


 ��� ����� � � � � ��G � � ���1� � � ��� � �1� ) � � � � � ���:� ��< �

 D ��< � � �
[]��� ���1$ %W!$1T/�'*),+ 3 '91V8:4>/�1 )�I;1VD$/

C
45C
X

1V/�P5'98:4ED$/ 8:!
U
8:+;/<CA!*13#<'*P54 O '98345!$C

νC : C̃ −→ C
_ '9)28:!*13F�IACA4 �.IA/2P �\83+A13!$I;J$+

π|CY
: CY −→ C

�(k�+A/213/
CY = π−1C45F 8:+A/ /A1V/�4>#@'*J*/ !*_

C
45C
Y
U l /28

µC : C̃ −→ CY
- /T8:+A/ IAC;4 �.IA/ #@'H/ F3'98:4>FV_z�q45C;J

νC = π|CY
◦µC

UcO +;/�C\' K0< /�?\)�I;1VD$/
C
4>Fd)2!$CAFV45?A/213/�?�� kd/�k�45P>PWF3!$#Y/28345#Y/�F"!$#Y4>8

8:+A/ F3I;-AF3)2134 / 8 �

C
� U

2 4>CA)�/
π
45F�'*C 45FV!$#<!*1 /A+A4>F3# !$C

U
�(- !*8:+ F34>?A/�F�!*_ 8:+A/h/
�.IW'R8:45!*C 4>C 83+A/ FV8:'98:/�K

#</2C.8^'*1V/�)2!$Ca8,'*4>CA/�?<45C
Lie (DivY )Y \U = {δ ∈ Lie (DivY ) | Supp (δ) ⊂ Y \ U}

U

7H4



]{��?A/�KACA4>8345!$CT!*_.83+A/ /AIAFV+ K _`!$1 k '913?T_`!$1 4>C0KWCA4E8:/�FV45#<'*PR?A4>Dq45FV!$13F�� F3/2/hc"1V!M/ !$F34E8:45!*C
o U u$o ! kd/ +W'XD$/ 83! F3+A! k 8:+W'R8 _`!$1

δ ∈ Lie (DivY )Y \U

'9CA?7_`!$1�'*P5P J$/�C;/�134>)Q/ !$45Ca8:F
η
!*_�+;/�45J*+.8 nT83+A/T_`!$P5P>!pk�4>CAJ )2!$CA?A4E8:4>!$CAF '*1V/ /
�.IA4>D9'*P>/�Ca8Xb
�Sb ! [δ]η ∈ Homk(η),cont (m̂Y,η, k(η))

D9'*CA4>F3+A/2F�!$C
m̂X,π(η)�Sb)b ! [

δ · C̃
]
q
∈ Homk(q),cont

(
m̂ eC,q, k(q)

) D*'9CA45FV+A/�F�!$C
m̂C,ν(q)_`!$1�'9P5P 3 '91V8:4>/�1 )2IA1VD*/�F

C
45C
X
13/�P5'98:4ED$/ 83!

U
'*CA?�'*P5P

q ∈ µ−1
C Eηk�+A/�1V/

Eη
45F 83+A/Q45131V/�?AI;)�45- /�P�)�!q?A45#Y/�CAFV45!$C n<FVIA-AF3),+;/�#Y/Yk�4E8:+�J$/�C;/�134>)�/0!$4>Ca8

η
U

.�F
Supp (δ) ⊂ Y \U

� 4>8dF3I �Y)�/2F 8:!
)2!$CAFV45?A/21
η ∈ Y \U

�;+;/�CA)2/ k^/ #<'��<'*F3FVIA#</
8:+W'98

CY
4>F ?A/�)245?A/2C.8 8:!

Eη
� 4 U /*U

µ−1
C Eη

)2!$CAFV45FV83F !9_ ' KWCA4>83/QCqI;# -0/21 !9_ )�P>!$F3/2?
/0!$4>Ca8:F 45C

C̃
U

l +A4>F�/A13!*-AP5/2# 4>F P5!q)X'*PR45C
X
� 83+A/�1V/2_`!$1V/�8:+A/NF 8:13I;)28:I;13/"F3+A/�'XD$/�F

OY ,OX ,OC
'*1V/

8:+A!$I;J$+a8�!*_A'*F '��YCA/d1V45CAJ*F�U
π(η)

J$/2CA/�13'98:/2F�'�?A/�CAFV/^FVIA-AF3/�8�!*_
m̂X,π(η)

'*F
k
(
π(η)

) K
D$/�)�8:!$1�F /W'9)�/�� 4 U /*U

m̂X,π(η) = spank(π(η))

(
im
(
π(η) −→ mX,π(η)

)) U ls4>=*/�k�45F3/ 8:+;/
/A134>#</ 4>?A/X'*P;!*_

ν(q)
45C

SpecOC
J$/�CA/21:'983/�Fd'T?A/�CAFV/�FVIA-AFV/28 !9_

m̂C,ν(q)

'*F
k
(
ν(q)

) K
D$/�)�8:!$1�F /W'*)2/�� _`!*1 ' 3 '91V8:4>/�1�)�IA1 D$/

C
45C
X
13/2P '9834>D$/ 8:!

U
'9CA?

q ∈ µ−1Eη ⊂ C̃
U

.�F
[δ]η

4>F
k
(
π(η)

) K P545C;/X'*1�� [
δ · C̃

]
q

45F
k
(
ν(q)

) K P54>CA/X'*1�'9CA?�- !*83+7'*1V/ )�!$Ca8:4>C.IA!$IAF��
4>8�F3I �<)2/�F�8:!YF3+A! k 8:+A/ /
�.IA4ED9'*P5/2CA)�/ !*_ 8:+A/T_`!$P>P5! k�45C;J )�!$C;?A4>8345!$CAF2b

�Sb � ! [δ]η
D9'*CA45FV+A/�F�!$C

π(η) ∈ SpecOX�Sb)b � ! [
δ · C̃

]
q

D9'*CA45FV+A/�F�!$C
ν(q)C := ν(q)/ IC ∈ SpecOC_`!$1�'*P>P 3 '*1 8:45/21 )�IA1 D$/2F
C
4>C
X
1V/�P 'R8:4>D*/ 8:!

U
'9CA?7'9P5P

q ∈ µ−1
C Eηk�+A/�1V/

IC
45Fh8:+A/<45?A/�'*P"F3+A/�'9_�!*_

C
UEJ _

q ∈ µ−1
C Eη

��8:+;/�C
ν(q)/ IC ∈ SpecOC45F�'*C�'*F3FV! )24 '983/�? /A134>#</T!*_

(π(η) + IC)/ IC
4>C
OC = OX/IC

U ls!q)X'9P54 O '98:4>!$C\'98
ν(q)C

!$C
C

�q45/�P>?AF
mC,ν(q) = ((π(η) + IC)/ IC)ν(q)C

U
l /28

h ∈ π(η)
- /
'9C7'*1V-A4>831:'*1��\/�P>/�#Y/�Ca8�'*CA? P5/�8

h ∈ (π(η) + IC)/IC
- /h4>8:F

13/�FV45?AI;/
)�P5'*F3F�� k�+;/�13/
C
4>F�' 3 '*1V8345/21�)2IA1VD*/ 45C

X
13/2P '9834>D*/ 83!

U
U J _

[δ]η h = f ∈
k(η)

4>F 8:+A/Q45#<'*J$/ !*_
h ∈ π(η)

IAC;?A/�1T8:+;/Y+;!$#<!*#<!$1 /A+A4>F3#
[δ]η

�s83+A/�C�_`!$1 /�'*),+
q ∈ µ−1Eη

k�+A4>),+ 4>F CA!*8Y' / !$P>/ !*_
f
8:+A/ 45#<'*J$/Y!*_

h ∈ ν(q)/ IC
IAC;?A/�1 8:+;/

+A!$#Y!$#<!*1 /A+A4>F3# [
δ · C̃

]
q

4>F�J$4ED$/�C -�� [
δ · C̃

]
q
h = f

(
µ(q)

)
∈ k
(
µ(q)

)
= k(q)

�
F3/�/ '*P>F3!gl /�#Y#@'Q4AU o�7;U

%W13!*# 8:+;45F 8:+A/h45#g/AP>45)X'R8:45!*C � b � ! =⇒ � b)b � ! 45F�)�P>/X'*12U^%W!$1 83+A/h)�!$CaD$/213FV/
?A4>13/�)�8:4>!$CF3I1/1/ !$FV/
[δ]η

?A!q/�F<CA!*8<D*'9CA45FV+ !$C
π(η)

� 4 U /9U 83+A/�1V/74>F@'
h ∈ π(η)

F3IA),+ 83+W'98
0 6= [δ]η h = f ∈ k(η)

U l +A/�C 8:+A/213/ / < 45F 8:F
p ∈ Eη

k�4E8:+
f(p) 6= 0,∞

�d4 U /9U
f ∈ OEη ,p \ mEη ,p

� '*CA? ' 3 '*1 8:45/21 )�I;1VD$/
C
4>C
X

1V/�P5'98:4ED$/783!
U
F3IA),+ 8:+A'98

p ∈ CY ∩Eη
Uc.�F [

δ · C̃
]
q
h = f(p) 6= 0

_`!*1
q ∈ µ−1

C (p)
� 4E8N_`!$P5P>!pk�FN83+W'98 [

δ · C̃
]
q?A! /2F�CA!*8�D9'*CA45FV+ !$C

ν(q)/ IC
U
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� *,_ _ B  >$ >GI�� ���
C
,�� � ����� G � � �

X
� �9�

ν : C̃ −→ C
� ��� �
��� ����� ��� � � � ��� <� ���

µ : C̃ −→ CY
,�� ��/	� ��� �32 �	� 
 � ������� ��� � � � ��� � 


ν
��/��1��� 6 /

CY = π−1C D� < � < ν = π|CY
◦ µ < � ���

η
,�� � 6 ���
��� � � ) � � �	� � 
 /	� � 6 /�� 
 � �

Y
� � �0/

CY����� � �����	� � � ��� � �0��� � � � ��� � <�� � �;��� � ��� � ��� � � �3� ����� ���8� ��� ���:� � ��� 
 ���:,�� ��/	� � � Eη <� ���
IC
,�� �0/	� � ��� ��� � 


C
� � � � ��� �
� �
� � 6 /:,�������/	� �8� � 


C ∩ π (Eη)
� �
X < ? ���

q ∈ ν−1 (C ∩ π (Eη))
� �9�

δ ∈ Lie (DivY )
� � ��/

CY
����� � �����	� ���

Supp(δ)
� �

/ ��G � � ��� �C� ��� � � ��G � � �3� 6 � ���

π(η) ⊂ m̂X,π(η)

��

))TTTTTTTT

[δ]η // k(η)

OEη ,µ(q)

��

� ?

OO

π(η)+IC

IC
⊂ m̂C,ν(q)

[δ· eC]
q // k(q)

[]��� ���1$ %(!*P5P5! k�F 45#Y#</2?A4 'R8:/�P9� _`1V!$# 8:+A/ )�!$CAF 8:1VIA)28345!$C !9_ 8:+A/ +A!$#Y!$#<!*1 K
/A+A45FV#<F

[δ]η ∈ Homk(η),cont (m̂Y,η, k(η))
'*CA? [

δ · C̃
]
q
∈ Homk(q),cont

(
m̂ eC,q, k(q)

)

45C\8:+A/ /A1V! !9_�!*_�cN13!M/ !$FV4>8:4>!$C o U u � U

� ��� � � ��
��	��� 
 � � � ��� �

���� � � � ��� � �
l +A/ 13/2F3IAPE8:F�!$-;8,'945CA/2?�I1/783!@CA! k /A13! Dq45?;/ 8:+;/
CA/2)�/�FVF:'*1��7_`!$I;CA?W'98345!$CAF�_`!$1�'<?A/�K
F3)�1V4 /;8345!$C@!*_ 8:+A/�IACA4>D*/�1VF:'*P013/�J*IAP '*1 �.IA!*8:4>/�Ca8�'*C;? 4>83F^?AIW'9P �.k�+A45),+\k^'*F^8:+;/ 45CA4E8:45'*P
45Ca8:/2C.8345!$C !*_ 8:+;45F kd!$13=(U

 $  >$�" � ����+���*,���M*EB1��� ������+ ���V�������C���
l +A/QIACA4>D*/�1VF:'*P�1V/�J$I;P '*1��.IA!98:45/2Ca8

Alb (X)
!9_^' �`F345C;J$IAP '91 ! /A13!VbV/2)2834>D$/ D9'*1V45/28"� X45F -�� ?;/�KWCA4E8:4>!$C 83+A/\IACA4ED$/�1VF:'*Pd!$-,bV/2)28 _`!$1h8:+A/ )�'98:/2J$!$1��

MrCH0(X)deg 0
!*_�#Y!$1 K

/A+A45FV#<FT_`1V!$#
U ⊂ Xreg

_ '*)�8:!$1V45CAJ\8:+;13!$IAJ*+
CH0(X)deg 0

� F3/2/
H�/�KWCA4E8:4>!$C 4AU>n L ! U
JMC l +A/2!$13/2# 4AU>n87\kd/Y+W'XD$/YF3/�/2C 83+W'98 8:+A4>FT)X'983/�J$!*1���45FT/��.IA4>D9'*P>/�Ca8 8:!\8:+A/Q)�'98:/�K
J$!$1��

MrDiv0
Y/X

!*_ 1:'R8:45!*CW'*P #<'�/AF _`1V!$# 83+A/TCA!$1V#@'*P>4 O '98:4>!$C Y !*_
X
8:!Y'*P5J*/�-A13'*45)

J$13!$I0/AF@k�+A4>),+ 45CA?AI;)�/ ' 831:'*C;FV_`!$1V#@'98345!$C 8:! 8:+A/7_`!*13#<'*P�J$13!$I0/
Div0

Y/X

U 	�! k
l +A/�!$1V/�# � UEnpo�45#g/AP>45/�Fh8:+A/ / <;4>FV83/�CA)2/�!*_�'�IACA4>D*/�1VF:'*P !$--bV/�)28

AlbDiv0
Y/X

(Y )
_`!*1

8:+A4>Fd)�'98:/2J$!$1����qk�+;45),+<k^'*Fd)�!$CAF 8:1VIA)283/�? �`F3/�/ [�/�#<'*13= � U>n84 ! '9Fj83+A/�?AIA'*Psn2KM#Y!*8:4ED$/
!*_ [

Div0
Y/X −→ Pic0

Y

] U].�F
Alb (X) = AlbDiv0

Y/X
(Y )

� 83+A45F�J$4>D*/�F 8:+;/ / < 45F 8:/�C;)�/
'*CA? '*C / <d/AP54>)�4E8
)2!$CAFV8313IA)�8:4>!$C !*_ 83+A/@I;CA4>D*/�13F3'*P^1V/�J$I;P '*1��.IA!*8:4>/�Ca8 ��'*F kd/�P>P^'*F
'
?A/�FV)�134 /;8:4>!$C !*_ 4>8:F ?;IW'*P UNl +;/�/A1V! !9_ !9_�l +A/2!$13/2# t;U � 4>F 8:+.IAF�)�!$#g/AP>/28:/9U
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 $  >$ > W����������G�V��B1A �)��#
l +A/��.IA/�F 8:45!*C )�!$#Y45CAJ I1/ CA! k 45C ' CW'983IA1:'*P�k^'�� 45FY8:+A/7_`I;CA)283!$1345'*P54E8"� !*_T8:+;/
IACA4>D*/�1VF:'*P 1V/�J$I;P '*1 �qI;!*8:4>/�Ca8 �"4 U /*U�kd/ kd!$IAP5? P>45=9/@8:! =.CA! k k^/�8:+A/21Q'�#<!$1 /A+A4>F3#
σ : V −→ X

!*_	/A1V!VbV/�)�8:4>D*/ D9'*134>/28:4>/�F 45CA?AI;)�/�FQ'�+;!$#<!*#<!$1 /A+A4>F3# !*_�'*P>J$/�-A13'*45)
J$13!$I0/AF

Alb (V ) −→ Alb (X)
U

.�F^8:+A/�_`IACA)283!$1345'*P54E8"�Q!*_ 8:+;/ IACA4ED$/�1VF:'*P !$-,bV/�)�8:F
AlbF (Y )

�qk�+A/�1V/
Y
45FdCA!$1V#@'*P

'*CA?
F ⊂ Div0

Y

4>F�' _`!$13#<'*P J*13!$I1/��A+W'*F�'*P>13/X'9?|� - /�/2C 8313/X'R8:/�? 4>C 2 IA-AF3I;-AF3/2)28:4>!$C
� U oqU o �0k^/ k�4>P5Ps13/2?AIA)�/ 83+A/Q/A1V!$-AP5/2# 83!@8:+;45F )�'*F3/9U l +A/213/�_`!$13/ 4E8 !$-AP>45J$/2F�83!\F3+A! k
IACA?A/21�k�+A4>),+7'9F3F3I;# /;8345!$C;F 8:+A/T_`!$P>P5! k�45CAJ
)�!$CA?;4>8:4>!$CAF +;!$P5? b

�
α ! . #<!$1 /A+A4>F3# !9_c/A1V!VbV/�)�8:4ED$/TD9'*134>/28:4>/�F

σ : V −→ X
45C;?AIA)�/2F

'Q#Y!$1 /A+A45FV#
σ̃ : Ṽ −→ X̃

!*_ 8:+A/2451 CA!$1V#@'9P54 O '98:4>!$CAF
�
β ! l +A/ /AIAP5P KM-W'9),=@!*_ 13/2P '9834>D$/ 3 '91V8:4>/�1 ?A4EDq45F3!*13F #<'�/AF

Div0
eX/X −→ Div0

eV /V%(!*1h83+A45F]/AIA1 /0!$FV/@kd/@45Ca8313!q?AIA)�/Y8:+A/Y_`!$P5P>! k�45CAJ CA!*8345!$C���'*CA'*P5!$J*IA/Y83!�H�/ KWCA4E8:45!*C
4AU>n*�`=*/�/�/A45C;J<8:+;/hC;!*8,'98345!$C@Kd<;/2?7'R8�83+A/ -0/2J$45C;CA45CAJ !9_ 83+A45F 2 /2)28345!$CF4 ! b
DF*#"c���)���C���\ >$ >�� & 3 '*1 8:4>/�1
#Y!$1 /A+A45FV# ���

X D �1� � � � ��G � ��� U D � � � � ��� ) / � � �
σ : V −→ X

� 
 ) �1��-������ ��G � G�� � � ��� � ��� � � � � � 
 A � � 6
��� �

V
� �C� 2 � � � � ��� ���:� � ��� ���

� , �
V
� � ����� � �����	�����

X \ U
� � ��� � �0��� � � � ��� � <�� � �� ��� � 


γ ∈ σ(V ) \ U
� � �;6 ���
��� � � ) � � �	� � 


σ(V ) \ U D��/	��� ��/	� � ��� ��� � 

σ(V )

� �
OX,γ

� � 6 ���
��� � ����� ,8A � �1� 6 � � � � � � 2 �4���
���
[����Gf ��+8�C�������\ >$ T'
 � ���

σ : V −→ X
,�� � � � ��� � ��� � ��� ) / � � � ��� � � � ��G �����

U <
� /	��� ��/	� ) � ��� � , � � � � 
 �1� � � � ��G � � � �B� � ���;� ��G � � ���1� � �9� � 
 � � �
�;,8���9� � ��� � �9���	����� ��.� � �:� 
 ��� ��� � � ��� � 
 

� � ��� ��G ���




Div0
eV /V
↓

Pic0
eV


←−




Div0
eX/X
↓

Pic0
eX




[]��� ���1$ J 8 FVI �Y)�/2F�8:!YD$/�1V4>_z� 8:+;/
)�!*CA?A4>8345!$C;F �
α ! '*CA? � β ! #Y/�Ca8345!$CA/2?�'98�8:+;/-0/2J$45CAC;45CAJ !*_ 8:+;45F 2 IA-AFVIA-AFV/�)28345!$CE4AU94AU oqU

.�F
σ(V )

4>FY?;/�)�4>?A/�Ca8Y8:!
X \ U

-�� )2!$CA?A4E8:45!*C �`- ! !*_TH�/�KWCA4E8:4>!$C 4AU o�! �d83+A/
-W'*F3/\),+A'*CAJ$/

V ×X X̃ =: V eX −→ V
!*_
X̃ −→ X

4>F '�#Y!$1 /;+A45FV# !*_�?;/�J$1V/�/
n �`F3/�/ H�/ KWCA4>8345!$C o US6 � ! �d+;/�CA)2/ 83+A/ CA!$13#<'*P>4 O 'R8:45!*C Ṽ −→ V

_ '*)�8:!$1VFQ83+A13!*IAJ$+
V eX −→ V

U
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O / !$-;8:'*45C ' )�!*#<# I 8,'9834>D$/�?A4 '*J*1:'*#

Ṽ

��

""

��?
??

??
??

?

V eX //

��

X̃

��
V // X

l +A/ #Y!$1 /A+;45F3#
Ṽ −→ X̃

4>CA?AIA)2/�F7'\/AIAP>PEK -W'*),= !*_ _ '9#<4>P545/2F !*_ P>45CA/ -AIAC;?AP5/2F
Pic0

eX −→ Pic0
eV
'9CA? ' /AIAP>PEKM-A'*),=
!*_ 13/2P '9834>D$/ 3 '91V8:4>/�1"?A4ED 4>F3!$1VF

Div0
eX/X −→ Div0

eV
�

F345C;)�/
V

4>F@?A/2)�45?;/�Ca8 8:!
Supp

(
Div0

eX/X

) U&l /�#Y#@'R8,'i4;U o*u '*CA? 4AU o�7 +A!*P5? _`!$1
V −→ X

45CAF 8:/�'*? !*_
C −→ X

��'9F !$C;/@F3/2/�Fh_`13!$# 83+A/ /A1V!q!*_`F�U\l +A/213/�_`!$13/Y8:+A/
45#<'*J$/ !*_

Div0
eX/X

IACA?A/21 /AIAP5P KM-W'9),=
� · Ṽ

P54>/�F '*)�8:IW'9P5P �<45C
Div0

eV /V
UNl +A45F J*4>D$/2F�'

)�!$#Y# I;8:'98:4ED$/T?A45'*J$1:'9# !*_ CW'983IA1:'9P 8:1:'9CAFV_`!$1V#@'R8:45!*CAF^!*_ _`IACA)�8:!$1VF

Div0
eV /V

��

Div0
eX/X

��

oo

Pic0
eV Pic0

eX
oo

H�IA'*P54 O '98345!$C !*_�n2KM#Y!*834>D$/2Ff�q4>/�P5?;F�8:+A/ _`IACA)283!$1345'*P54E8"� !*_N8:+;/ IACA4>D*/�1VF:'*P 13/�J*IAP '*1
�qI;!*8:4>/�Ca8Xb

[����Gf ��+8�C�������\ >$ T�" � ���
σ : V −→ X

,�� � � � ��� � ��� � ��� ) / � � � ��� � � � ��G �����
U <

� /	��� σ � �9���	����� � /	� � � � ��� ) / � � � � 
 ���76 �8,8� ��� � 6 �1��� ) �

Alb(σ) : Alb (V ) −→ Alb (Y )

� ���1� ) �1��� � � � � A D � �C��,8� ��� � � ��� �C� ��� � � ��G � � �3� 6 � ��� )

V
σ //

alb
��

Y

alb
��

Alb (V )
Alb(σ)// Alb (Y )
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� � ����� ��� � � �&� �	�

ls/�8
C
-0/7'i/A1V!VbV/�)�8:4ED$/�)2IA1VD*/*U l +A/ _ '*)28<8:+W'R8 O /213! ) �q)�P5/2F@/��qIA'*P�?A4EDq45F3!*13FY!$C

C
�q4>/�P5?;F�'9C�4>?A/�Ca8:4=KW)X'R8:45!*C !9_�8:+;/ IAC;4>D$/213F3'*Ps13/�J*IAP '*1 �.IA!*8345/2C.8

Alb (C)
k�4>83+ 83+A/

)�!$#g/0!*CA/�Ca8N!*_W83+A/ 4>?A/�Ca8:4E8"�
Pic0 C

!9_ 83+A/ cN45)�'*13?
F3),+A/2#</9UNl +A45F ! � /213F"'�?;4 � /�13/2Ca8
/0!$4>Ca8�!*_NDq4>/2k � 4>CA?A/�/0/2CA?A/�Ca8T!9_�8:+A/ /A13/�D 4>!$IAF�)�!$CAFV45?A/21:'98345!$C;F
�(k�+A45),+ /A1V! D 4>?A/�F�'
IAF3/�_`IAP 8:!q!$P _`!$1 83+A/ / <d/AP54>)�4E8 )�!$#g/AI;8:'98:4>!$C\!*_ / <;'*#g/AP5/2F�U

.�_ 8:/�1 45Ca8:1V! ?;IA)�4>CAJ�'*C 4>Ca8:/�1V#</2?A4 'R8:/Y)�IA1 D$/
C ′ -0/�8Mk^/2/�C C '9CA? 4>83F
CA!$1V#@'9PEK

4 O 'R8:45!*C C̃
kd/ ?A/2F3)21345- / 83+A/ '*P5J$/2-A1:'945) J$1V!$I1/

Pic0 C
'*F7'9C / <q83/�CAFV45!$C !*_ 8:+;/

'*-0/2P545'*C D9'*1V45/28"�
Pic0 C̃

-�� '7P54>CA/X'*1hJ$1V!$I1/
L
U�l +;/�C kd/\?AIW'*P>4 O /Q8:+;/�n2KM#Y!*834>D$/

[
0 −→ Pic0 C

] �;8:'*=.45CAJ 4>C.83!Q'*)�)2!$IACa8 8:+A'98
Pic0 C

45F 8:+;/TIACA4>D*/�1VF:'*P 1V/�J$IAP5'*1 �.IA!RK
8:45/2Ca8

Alb (C)
U�l +;/�#Y/283+A!q?AFN!*_ 2 IA-AFV/�)28345!$C;FX6qU>n�'*C;? 6qU oT'*1V/ 8,'*=9/�CQ_`13!$# � ]Xl [ � U

� ��� � � ��
�
������ 
�� �����
C̃

����

� 
 � ��� � ��� � 

� � 

��� � � � � � ��� 
��
C ′

l +A45F FV/�)�8:45!*C@/A13! Dq45?;/�F 8:+;/�)�!*CAFV8313IA)�8:45!*C\!*_ '
)�I;1VD$/
C ′ P9�q45CAJ -0/�8Mk^/2/�C C '*C;?\4>8:F

CA!$13#<'*P>4 O 'R8:45!*C C̃

C̃

π

;;
σ // C ′

ρ // C

k�+A45),+ 45FT+A!*#</2!$#<!*1 /A+A4>)
8:!
C
'9CA? +A'*F !$CAP �7!$13?;45CW'*1��7#
IAP>834 /AP>/ / !$45Ca8:F '9FhFV45C K

J$IAP '9134>8345/2F�U

� �'��B0���C��� �+$�"

O := OC O′ := ρ∗OC′ Õ := π∗O eC

DF*#"c���)���C��� �+$ > & ) � � �	�
p
� 
 � ����� G �

C
� � � ����� ��� � ��!$1V?A45CA'*1�� #
IAP>834 /AP>/ /0!$4>Ca8 D� 
 � � ��� � � � � �3� � �:� G ����� ��� ����� ��� � � 6 � 
 � � � ���0/ 
 ��� �����
� � � ��� ,8� � �
��/	��� <

� ���1� ) �1��� � � � � A D p ∈ C � � � � !$1V?A45CW'91�� m K /AP5/ / !$4>C.8 � 


ÔC,p ∼= k [[t1, . . . , tm]]

/∑

i6=j

(titj)

2 4>CA)�/
C
45Fh13/2?AIA)�/2?���83+A/@FV#<!q!*8:+ P5!q)�I;F 4>F ?A/2CAF3/<45C

C
� +A/�C;)�/<83+A/@FV45CAJ*IAP '*1

P5!q)�IAF
S
45F	KWCA4E8:/*U l +;/
)�I;1VD$/

C ′ 45F�!$-;8:'*45CA/2? _`1V!$# C̃
-���4>?A/�Ca834>_z�q45CAJQ8:+;/ / !$45Ca8:F

p̃i ∈ C̃
P �q4>CAJ ! D$/21
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'*13/ /A13!VbV/2)2834>D$/�D*'91345/�8:4>/�Fj!pD*/�1�'�KA/�P5?��q83+A/�1V/2_`!$1V/�8:+A/�J$13!*I1/AF

Pic(Y )'*CA?
Pic(C)

#<'�� -0/ 45?A/2Ca8:4 KA/�? k�4>8:+ 8:+A/ J$1V!$I1/AF
CaCl(Y )

'*CA?
CaCl(C)

!*_
3 '*1V8345/�1Y?A4ED 4>F3!$1VF<#Y!q?AIAP5!�P>45CA/�'*1 /
�.IA4ED*'9P5/�C;)�/7!*C

Y
'*CA?

C
1V/�F /0/2)28:4ED$/2P ��� -�� '

13/�FVIAP>8�!*_ 	�'*=R'*4+� F3/2/ � Z � 3 +W'�/;83/�1 J J �$[�/�#<'*13=Yn u;UEn84AUEn ! U�.�F C 45F�83+A/ 4>C.83/�1VF3/�)�8:4>!$C
!*_ '*# /;P5/ ?A4EDq45F3!*13F
�q8:+A/T4>Ca8:/�1VF3/2)28:4>!$C /A1V! ?AI;)28

[D] ·C
4>C

CaCl(C)
k�45P>P - / O /213!Q4>_

'*CA? !$CAP9� 4>_
[D]

45F O /�1V!\45C CaCl(Y )
U�l +A/
45CVbV/2)28:4EDq4>8"� !$C�)2P5!$FV/�? / !$45Ca83F�45#g/AP>45/�F

8:+A/ 45C�bV/�)2834>Dq4>8"�@!*_ 8:+A/ #Y!$1 /A+;45F3# !*_ D*'91345/�8:4>/�F
Pic0 Y −→ Pic0 C

U

����� � � ��
��	��� 
 � � � ��� �

���� � � � ��� � ��
���� � � � � ��
 � �	��
 ��� ��
��

l +A/dI;CA4>D*/�13F3'*Pa13/2J$IAP5'*1��.IA!*8:4>/�Ca8
Alb (X)

4>F 8:+A/"IAC;4>D$/213F3'*Pa!$-,bV/2)28 _`!$1 8:+A/")�'98:/2J$!$1��
MrCH0(X)deg 0

!9_ 13'98:4>!$CW'*P(#<'�/AF^_`1V!$#
X
8:!Q'*P>J$/�-;1:'*4>)�J$1V!$I1/AFd_ '*)283!$134>CAJ 83+A13!$I;J$+

CH0(X)deg 0

�`F3/2/
H�/ KWCA4E8:45!*C 4AUEn L ! U l +A/7/ < 45F 8:/�C;)�/ '*C;? ' ?A/2F3)�1V4 /;8345!$C !*_T8:+;/
IACA4>D*/�1VF:'*P 1V/�J$IAP5'*1 �.IA!*8345/2C.8 45F CA! k ?A!$CA/T-��\1V/�?AIA)�8:4>!$C\8:! )�I;1VD$/2F
� '*F 83+A/T)X'*FV/ !*_
)�IA1 D$/�F�+W'*F�'*P>13/X'9?|� - /�/2C 8313/X'R8:/�? 45C 2 /2)28345!$CE6 U

l +A/ _`!*P5P5! k�4>CAJ�83+A/�!$1V/�# k^'*FY'*P>13/X'9?|� /;13! D$/2C 4>C 2 IA-AFVIA-AF3/2)28345!$C 4AU94AU>n��d'9CA?
'*)�)2!$13?A4>CAJ$P9�
8:+;/ /;13!q!*_ !9_ 4E8"45F"' F3IA#Y#@'91�� !9_ '*1VJ$IA#Y/�Ca8:F"J$4ED$/2C<4>C 2 /�)28345!$C�4 �.-AI 8
k�4>8:+;!$I;8j45CaD$!*P>Dq45CAJ � � � ��� ��A � ,�� � � �a45C;FV8:/�'*?Y-W'*F34>CAJh!$C 8:+A/�'*P>83/�1VCW'98:4ED$/ ?A/2F3)2134 / 8:45!*C
_`!$1�)�IA1 D$/�F�_`13!$# 2 /�)�8:45!*C 6qU Jd13/5/ /X'R8�4E8�-0/2)X'*I;F3/ k^/ '*13/ P>! !$=.4>CAJQ'98�4>8�CA! k _`13!$#
'Y?A4 � /213/2C.8	/ !$4>C.8�!9_ Dq45/�k U
= j�*,�G��*,_ `%$ k � ���

X
,�� �C) �1��-������ ��G � G�� � � ���3A D � �9� π : X̃ −→ X

� ���C�
��� ����� �
��� � � � ��� < � /	��� �0/	� ��� ��G ����� ��� �1� 6 � � � � 2 �	��� � ���	� Alb (X)

� 

X
�FE � ���0� � �9� � � 6���G ���

,8A ��/	����� ��G ���1� ��� ��,.-������
AlbDiv0

eX/X

(
X̃
) 
 ��� �0/	� � � ��� 6 ���BA

MrDiv0
eX/X
D � < � < � � � ���� ��� �����0/	� 

� � ��� ��G �

Div0
eX/X −→ Pic0

eX

[]��� ���1$ JM?A/�Ca8:4E_z�q45CAJ�83+A/ 13/�J*IAP '*1 P5!q)�IAF
Xreg

k�4E8:+ 4>83FQ/A13/245#<'*J$/<45C
X̃
�N8:+;/

)X'983/�J$!$1��
MrCH0(X)deg 0

)�'*C@- /�)�!$CAFV45?A/213/2? '*Fd'h)�'98:/2J$!$1�� !*_ 13'98:4>!$CW'*P;#@'�/;F�_`13!$#
X̃
83!<'9P5J$/2-A1:'*4>) J$1V!$I1/AF2U O /h'*13/ J$!$4>CAJ 8:!YF3+;!pk 8:+A/h'*FVF3/�1 8:4>!$C�-�� '9CW'*P �qFV45CAJ 8:+;/

-0/2+W'XD 4>!$IA1�!*_ F3IA),+7' 1:'98345!$CW'9P #<'�/
ϕ
!*C�)2IA1VD*/�F�U

l /28
ϕ : X −→ G

-0/ '\13'98:4>!$CW'*P #@'H/78:! '*C '*P>J$/�-;1:'*4>)
J$1V!$I1/
G
U l +A/2C 83+A/

_`!$P5P>!pk�4>CAJ )2!$CA?A4E8:45!*CAF�'*13/T/��.IA4>D9'*P>/�Ca8Xb

nXt �



� 4 ! ϕ
_ '*)�8:!$1VF 8:+A1V!$IAJ$+

CH0(X)deg 0�`454 ! ϕ|π−1C

_ '*)283!$13F 83+A13!$I;J$+
CH0(C)deg 0_`!*1�'*P5P 3 '91V8:4>/�1 )2IA1VD*/�F

C
45C
X
13/�P5'98:4ED$/�83!

Xreg4 U /*U
ϕ ∈MrCH0(X)deg 0

4>_s'*C;? !*CAP �Y4>_
ϕ|C ∈MrCH0(C)deg 0

_`!*1 '*P5P 3 '*1 8:45/21^)2IA1VD*/�F
C
4>C
X

13/�P5'98:4ED$/\8:!
Xreg

U l +A45FQ_`!$P5P>! k�FQ_`1V!$# 8:+;/�_ '*)�8<83+W'98Y8:+A/ 13/2P '98345!$CAFQ4>C
CH0(X)deg 0

'*13/T?;/�KWCA/2?7-�� 3 '*1 8:45/21 )�I;1VD$/2FC�`F3/�/ H�/ KWCA4>8345!$C 4;U:4 ! U
l /28

L
-0/ 83+A/QP '*1VJ$/�F 8TP54>CA/X'91�F3I;-AJ$13!*I1/ !9_

G
U ls/�8

C
- /<' 3 '91V8:4>/�1T)2IA1VD*/Y4>C

X
1V/�P 'R8:4>D*/ 8:!

Xreg

� '*CA?
ν : C̃ −→ C

4>8:F CA!*13#<'*P54 O '98345!$C U l +A/2C _`1V!$# 2 /2)28345!$C
6�kd/7=.CA! k&8:+W'R8Y83+A/7)�'98:/2J$!$1V45/�F

MrCH0(C)deg 0
'*CA?

MrDiv0
eC/C

'*1V/ /
�.IA4>D9'*P>/�Ca8 �
4 U /*U

ϕ|C
_ '*)283!$13F 8:+A1V!$IAJ$+

CH0(C)deg 0

4E_�'*CA? !*CAP � 4>_
ϕ|C

4>CA?AIA)2/�FQ'�831:'*CAF _`!$1 K
#@'98345!$C

L∨ −→ Div0
eC/C

U]JMC�!$13?;/�1 8:! /;13! D$/ 8:+;/ /
�.IA4>D9'*P>/�CA)2/ !*_j8:+A/
)X'983/�J$!$1V45/2F
MrCH0(X)deg 0

'*CA?
MrDiv0

eX/X

4>8"13/2#@'945CAFN8:!hF3+;!pk 83+A/�/
�.IA4>D9'*P>/�CA)2/�!*_ 83+A/�_`!*P5P5! k K
45CAJQ)�!*CA?A4>8345!$C;F�b

�Sb ! ϕ
45C;?AIA)�/2F�'Q831:'*CAF _`!$13#<'98345!$C

l∨
ϕ, eX : L∨ −→ Div0

eX/X�Sb)b ! ϕ|C
45CA?AI;)�/�F�' 8:13'*CAF _`!$13#<'98:4>!$C

l∨
ϕ|C , eC : L∨ −→ Div0

eC/C_`!$1�'9P5P 3 '91V8:4>/�1 )2IA1VD*/�F
C
45C
X
13/�P5'98:4ED$/ 83!

Xreg
	�! k

l∨
ϕ|C , eC(λ) = l∨

ϕ, eX(λ) · C̃
_`!$1�/X'9),+ 3 '*1 8:45/21�)�IA1 D$/

C
'*CA? /X'*),+

λ εL∨ �Wk�+A/�1V/

� ·C̃
45Fs8:+;/X/AIAP>PEK -W'*),=T!*_W1V/�P5'98:4ED$/ 3 '*1V8345/�1 ?A4ED 4>F3!$1VF _`1V!$#

X̃
83!
C̃
� F3/2/
cN1V!M/0!*F34>8345!$C

� U oV4 ! � '*CA? Div0
eX/X

'*C;?
Div0

eC/C
'*1V/
?A/ KWCA/2?�'*F�=9/�13C;/�P�!*_�8:+A/�/AIAF3+qK _`!$1 k '*1V?

π∗'*CA?
ν∗
13/�F /0/2)2834>D$/2P � �`F3/2/
cN13!�/0!$FV4>8345!$C�oqU L t ! U l +A/213/2_`!*13/ 8:+A/Q/��qI;4>D9'*P5/2CA)�/Q!*_ � b !

'*CA? � b)b ! _`!$P>P5! k�F^_`13!*#Rl /�#Y#@'
4AU o � '*C;? l /�#Y#<'Q4AU o L U
l +A/Y/
�.IA4ED9'*P5/2CA)�/Y!*_

MrCH0(X)deg 0
'9CA?

MrDiv0
eX/X

4># /AP>45/2F�8:+A/Y/ < 4>FV8:/2CA)�/@!*_
8:+A/NIAC;4>D$/213F3'*Pa13/2J$IAP '91��.IA!*8:4>/�Ca8s-�� l +A/2!$13/2# � UEnpo �p'*F

Alb (X) = AlbDiv0
eX/X

(
X̃
) U

l +A/Q13/�F 8 !*_"8:+A/ F 8,'983/�#Y/�Ca8T_`!$P>P5! k�F�_`1V!$# 83+A/ / <d/AP>45)24>8 )2!$CAF 8:13I;)28:4>!$C !*_"8:+;/ IACA4EK
D$/�1VF:'*Ps!$--bV/�)283F

AlbF (Y )
�WFV/�/ [�/2#@'913= � U>n84;U

nXt�4
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X = Γα × Γβ

O /�)�!$CA)2P5IA?;/�8:+;45FYF3/�)�8:4>!$C k�4>83+ 83+A/7?A4>F3)2IAF3FV45!$C !9_ '*C / <;'*# /;P5/ 8:+W'98Yk^'*F@8:+;/
F3IA-,bV/2)28�!*_ 83+A/ ?A4 /;P5!$#<'
!*_�.�P>/ <;'*CA?A/21 2 ),+ak '*1 O +W'9I1/;8 � 2 ),+ � U J 8�45P5P>IAFV831:'983/�F FV!$#Y/
/W'98:+;!$P5!$J*45)X'9P,/;13!M/ /�1 8:45/2F�b l +A/ IACA4ED$/213F:'9PA13/2J$IAP '91 �.IA!*8345/�Ca8"4>F�CA!*8�45C J$/2CA/�13'*P;)2!$#QK
/W'98:4>-AP5/ k�4>83+ /A13!q?AIA)�8:F���4>C 8:+A4>F@/ <A'9# /AP>/7kd/ !$-;8,'945C

dim
(
Alb (Γα × Γβ)

)
>

dim
(
Alb (Γα) × Alb (Γβ)

) U 6�!$1V/�! D$/21
� J$4ED$/2C 'YD*/�1���'*#g/AP5/ P54>CA/h-AIACA?AP>/
L
!$C

8:+A/�F3I;1V_ '*)2/
X = Γα×Γβ

'*CA?<'T)�IA1 D$/
CN ∈

∣∣LN
∣∣ 45CQJ$/2CA/�13'*P'/0!*F34>8345!$C��*k^/ kd!$13=!$I;8N'�CA/�)2/�F3F3'*1�� '*CA? '�F3I �Y)�4>/�Ca8N)2!$CA?A4E8:45!*C !$C 8:+A/ 4>Ca8:/�J*/�1

N
_`!$1s8:+A/^F3IA1)bV/�)2834>Dq4>8"�

!*_ 83+A/ S)�qFV45C #@'�/
Alb (CN) −→ Alb (X)

U

`%$ T+$�" = j�* � ����(�*
Γα

ls/�8
Γα ⊂ P2

k

-0/T83+A/ /A13!VbV/2)2834>D$/h)�I;1VD$/h?A/ KWCA/�?�-��

Γα : X2α+1 − Y 2Z2α−1 = 0
k�+A/�1V/

X : Y : Z
'913/ +A!*#<!$J*/�CA/2!$IAF^)2! !*13?A4>CW'98:/2F^!*_

P2
k

'*CA?
α ≥ 1

4>F '*C@45Ca8:/2J$/�12U
l +A/�F345C;J$IAP '9134>8345/2F�!*_(8:+;45FN)�I;1VD$/�'*1V/ )�IAF /AFj'98

0 := [0 : 0 : 1]
'9CA?
∞ := [0 : 1 : 0]

U
l +A/ C;!$13#<'*P54 O '98345!$C Γ̃α

!9_
Γα

45F 8:+A/ /;13!VbV/2)28:4ED$/hP54>CA/*b

Γ̃α = P1
k

l +A/�C
Alb

(
Γ̃α

)
= Alb (P1

k) = 0
U 2 45CA)2/

Alb (Γα)
45F�'*C7/ < 83/�CAFV45!$C7!*_

Alb
(
Γ̃α

)

-��\83+A/ P54>CA/X'*1^J$13!$I0/
LΓα =

(
Div0

eΓα/Γα

)∨ �;kd/h!$-;8,'945C

Alb (Γα) = LΓα =
(
Div0

eΓα/Γα

)∨

6�!$13/2! D$/�1��
Γα

4>F +A!$#Y/�!*#<!$1 /A+A4>)h83!
P1
k

� 4 U /*U 83+A/ CA!$1V#@'9P54 O '98:4>!$C Γ̃α
45F J$4ED$/2C -��

8:+A/ P5'*13J$/2FV8�+A!$#Y/�!$#Y!$1 /;+A45)d)�IA1 D$/
Γ′
α

U�l +A/2C
Div0

eΓα/Γα

4>FN'*C 45CdKWCA4>83/�FV45#<'*Pa_`!$13#<'*P
J$13!$I0/ �`F3/�/hcN13!�/0!$FV4>8345!$C 6 UEn t ! �W'*CA? kd/h+A' D*/

Lie
(
Div0

eΓα/Γα

)
= Homk (LΓα(k), k)

l +A/
k
K D9'*P>IA/�?F/ !$45Ca8:F !9_

LΓα

'*13/ J$4ED$/2C -�� �`F3/�/ l +A/2!$13/2# 6 U94 !
LΓα(k) = OeΓα

/
OΓα

=
(
OeΓα

/
OΓα

)
0
⊕
(
OeΓα

/
OΓα

)
∞l +A/ ?;45#Y/�CAFV45!$CAF '*13/ )�!*# /AI 8:/�? 45C � 2 ),+ �scN13!�/0!$FV4>8345!$C n$US6 '*F

dimk

(
OeΓα

/
OΓα

)
0

= α

dimk

(
OeΓα

/
OΓα

)
∞

= 2α(α− 1)

nXtZ6



+A/�CA)2/

dim Alb (Γα) = dim Lie
(
Div0

eΓα/Γα

)

= dimk OeΓα

/
OΓα

= α(2α− 1)

%(I;1V8:+;/�13#Y!$1V/ _`!$1
q ∈ {0,∞} ⊂ Γ̃α

4>8�+A!$P>?AF

# vq

(
Lie
(
Div0

eΓα/Γα

))
= #

(
vq(OeΓα

) \ vq(OΓα)
)

= dimk

(
OeΓα

/
OΓα

)
q

. -A'*F34>F !*_
Lie
(
Div0

eΓα/Γα

) 4>F J$4>D*/�C -��

ΘΓα =
{
tνq

∣∣∣ ν ∈ vq
(
Lie
(
Div0

eΓα/Γα

))
, q = 0,∞

}

k�+A/�1V/
tq
45F�' P>! )�'*P /W'*13'*#Y/28:/21 !*_

meΓα,q

U

`%$ T+$ > = j�* � ��� � B'�M*
Γα × Γβ

ls/�8
X
-0/ 83+A/ /A13!q?AIA)�8"!*_(8:+A/ )2IAF /;45?W'*P;)�IA1 D$/�F

Γα,Γβ
_`1V!$# 2 IA-AF3I;-AF3/2)28:4>!$C u U � UEn$b

X = Γα × Γβ
k�+A/�1V/

α, β ≥ 1
'*1V/ 45Ca8:/2J$/�1VF�U"l +A/ F34>CAJ$IAP5'*1 P5!q)�I;F !*_

X
4>F

Xsing = (0× Γβ) ∪ (∞× Γβ) ∪ (Γα × 0) ∪ (Γα ×∞)

l +A/ C;!$13#<'*P54 O '98345!$C X̃ !*_
X
4>F J$4>D*/�C -��

X̃ = Γ̃α × Γ̃β = P1
k × P1

k

l +A/�C
Alb

(
X̃
)

= Alb (P1
k) × Alb (P1

k) = 0
U l +.IAF 8:+A/ I;CA4>D*/�13F3'*P�1V/�J$I;P '*1 �qI;!9K

8:45/2Ca8
Alb (X)

)�!*45CA)245?A/2F k�4>8:+\83+A/ P545C;/X'*1 J*13!$I1/
LX =

(
Div0

eX/X

)∨ b

Alb (X) = LX =
(
Div0

eX/X

)∨

'*CA?
Div0

eX/X
45F�'9C 4>C0KWCA4E8:/2F345#<'*P _`!$13#<'*P J*13!$I1/ �`F3/�/hl +A/2!$13/2# n$UEn�! ! U

J _
ΘΓι

4>F�'Q-A'*F34>F�!9_
Lie
(
Div0

eΓι/Γι

) _`!$1
ι = α, β

� 8:+;/�C

ΘΓα×Γβ
=
{
ϑΓα ⊗ ϑΓβ

∣∣ (ϑΓα, ϑΓβ
) ∈

(
(ΘΓα ∪ {1})× (ΘΓβ

∪ {1})
)
\ {(1, 1)}

}
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45F�'Q-W'*F34>F !*_
Lie
(
Div0

eX/X

) UNl +.IAF�8:+A/ ?A4>#</2CAF34>!$C\!*_
Alb (X)

4>F

dim Alb (Γα × Γβ)

= (dim Alb (Γα) + 1) · (dim Alb (Γβ) + 1)− 1

=
(
dimk Lie

(
Div0

eΓα/Γα

)
+ 1
)
·
(
dimk Lie

(
Div0

eΓβ/Γβ

)
+ 1
)
− 1

= (α(2α− 1) + 1) · (β(2β − 1) + 1)− 1

l +A/ FVI1/1/ !$1V8�!*_
Div0

eX/X
4>F 8:+A/ /A1V/�4>#@'*J*/ !*_

Xsing

b

Supp
(
Div0

eX/X

)
= (0× Γ̃β) ∪ (∞× Γ̃β) ∪ (Γ̃α × 0) ∪ (Γ̃α ×∞)

O / !$-;8:'*45C ' -W'*FV45F !*_
im
(
Lie
(
Div0

eX/X

)
−→

(
K eX
/
O eX
)
Γα×q

)

_`!$1
q ∈ {0,∞} ⊂ Γ̃β

-��

ΘΓα×q =
{
ϑΓα ⊗ t

ν
q

∣∣∣ ϑΓα ∈ (ΘΓα ∪ {1}), ν ∈ vq

(
Lie
(
Div0

eΓβ/Γβ

))}

	�! k
vq

(
Lie
(
Div0

eΓβ/Γβ

))
= vΓα×q

(
Lie
(
Div0

eX/X

)) �;83+A/�1V/2_`!$1V/

dimk im
(
Lie
(
Div0

eX/X

)
−→

(
K eX
/
O eX
)
Γα×q

)

=
(
dimk Lie

(
Div0

eΓα/Γα

)
+ 1
)
·# vΓα×q

(
Lie
(
Div0

eX/X

))

'*CA?�'*CW'*P>!$J$IA/2F3P �Y_`!$1
p× Γβ

�
p ∈ {0,∞} ⊂ Γ̃α

U

`%$ T+$ T = j�* � #�+8��� _ B1f
Alb (CN) −→ Alb (Γα × Γβ)

3 !$CAF34>?A/�1 83+A/ ?A4>Dq45FV!$1

Dk,l =

k∑

i=1

pi × Γβ +

l∑

j=1

Γα × qj

l +A/ C;!$13#<'*P54 O '98345!$C@!*_ Dk,l 4>F�4>F3!$#Y!$1 /A+A45)�8:! 8:+A/h?A4>FCbV!$4>C.8�I;CA45!$C !*_ k + l
)2!M/A45/2F

!*_
P1
k

U l +A/�1V/2_`!$1V/�8:+;/
Pic0 J$1V!$I1/ !*_�83+A/ CA!$13#<'*P>4 O 'R8:45!*C 45F 8:1V4>Dq4 '9P U l +A/�C -��

l +A/�!$1V/�# 6 U:7 �AI;F345C;JY83+A/ / <d/AP54>)�4E8 _`!$13#
IAP '*F^!*_�l +;/�!$1V/�#YF;6qU � '*CA? 6 U94

Pic0Dk,l = T× V

nXt L



k�+A/�1V/
T ∼= (Gm)t

45F�' 8:!$1VIAF�!*_ 1:'*CA=

t = 1−# Cp
(
Dk,l

)
+ #S2

= 1− (k + l) + k · l

= (k − 1) · (l − 1)

'*CA?
V ∼= (Ga)

v 4>F�' D$/�)�8:!$1V4 '*P J*13!$I1/ !*_ ?A4>#</2CAF34>!$C

v = k · dimk OeΓβ

/
OΓβ

+ l · dimk OeΓα

/
OΓα

= k · β(2β − 1) + l · α(2α− 1)

%(!*1 J$/�CA/21:'*P
pi ∈ Γα

'*CA?
qj ∈ Γβ

8:+A/"?A4ED 4>F3!$1
D2α+1,2β+1 45F D$/21��h'*#g/AP>/ � FV/�/ � 2 ),+ �ls/2#<#<' � U o ! U 2 /�8 L = O

(
D2α+1,2β+1

) '*CA? P5/�8
CN ∈

∣∣LN
∣∣ - / 45C J$/2CA/�13'*P�/0!$FV4EK8:45!*C U l +A/�C 8:+;/ ?A45#Y/�CAFV45!$C7!*_"8:+A/
D*/�)�8:!$1V4 '*P�/W'*1V8

VCN

!9_
Pic0 CN = Alb (CN)45F

dim VCN
= N

(
α(2α− 1)(2β + 1) + β(2β − 1)(2α+ 1)

)
l +A/\#@'H/

Alb (CN) −→ Alb (Γα × Γβ)
)X'9CACA!*8 - /@FVIA1CbV/2)2834>D$/ _`!*1

dim VCN
<

dim Alb (Γα × Γβ)
�A4 U /9U�8:+A/ FV45#g/AP5/ )2!$#g/W'*134>F3!$C !*_ ?A4>#</2CAF34>!$CAFL�q45/2P5?AF2b

[����Gf ��+8�C������� `+$ I � /	� � A � � � ����) Alb (CN) −→ Alb (Γα × Γβ)
� � �
��� ����� �

-������ ��G � 
 ���

N <
(α(2α− 1) + 1) · (β(2β − 1) + 1)− 1

α(2α− 1)(2β + 1) + β(2β − 1)(2α+ 1)� � ��/	�;� � � �
α = β D ��/ � �C�FE ) �1����� � ��� � ��� )9� � �5��� ���

N <
α(2α− 1) + 2

2(2α+ 1)
l +A/^+A!*#<!$#Y!$1 /A+A45FV# !*_ D$/2)28:!*134 '9PaJ$13!$I0/AF

VCN
−→ VX = Alb (X)

45Fs?AIW'9P.83!�83+A/
+A!$#Y!$#<!*1 /A+A4>F3# !*_ l 4>/ '*P5J$/2-A1:'9F

� · C̃N : Lie
(
Div0

eX/X

)
−→ Lie

(
Div0

eCN/CN

) �
'*CA?�83+A/ F3IA1)bV/�)�8:4>Dq4E8"� !*_ 83+A/ KW13F 8�+;!$#<!*#<!$1 /A+A4>F3# 4>F /
�.IA4ED*'9P5/�Ca8�8:!Q8:+;/h4>CVbV/�)�8:4ED.K
4>8"� !*_ 8:+;/@P 'R838:/21 !*CA/*U�l +A/ /�F 8:4>#@'98345!$C !*_�cN13!�/0!$FV4>8345!$C u;U:7%�q45/�P>?AF '7CA/�)2/�FVF:'*1��
)�!$CA?;4>8:4>!$C _`!$1�FVIA1CbV/2)2834>Dq4>8"� !*_ 8:+A/ S)�qF34>C7#<'�/��(4 U /*U�'Y-0!*IACA?7_`!$1

N
_`13!$#&- /�P>! k U

]^I;8�-�� 4>CAF / /�)�8:45!*C�!*_�8:+A/h#@'H/
� · C̃N

'*F�45C 8:+A/]/A13!q!*_�!*_NcN13!�/0!$FV4>8345!$C�u;U oQ!$C;/
F3/�/2F�83+W'98 8:+;45F 45F C;!*8 8:+A/ J$1V/X'983/�F 8�P>! k^/21�- !$IAC;? U

l +A/�)�1V4>83/�134>!$CQ!*_ cN1V!M/0!*F34>8345!$CQu U oTJ$4>D*/�Fd'hFVI �Y)�4>/�Ca8^)2!$CA?A4E8:4>!$C _`!$1N8:+A/�F3IA1)bV/�)�K
8:4>Dq4E8"� !*_ 8:+A/ S/�qF345C #<'�/ b

#
(
C̃N ∩ (Γα × q)

)
·# vΓα×q(Lie Div0

eX/X)

≥ dimk im
(
Lie Div0

eX/X −→
(
K eX
/
O eX
)
Γα×q

)

nXtM7



k�+A/�1V/
q ∈ {0,∞} ⊂ Γ̃β

� '*CA?�'*CW'9P5!$J$I;/�F3P9�\_`!$1
p × Γ̃β

k�4>8:+
p ∈ {0,∞} ⊂ Γ̃α

U
]{�783+A/ _`!$13#
IAP '<_`!*1

dimk im
(
Lie Div0

eX/X −→
(
K eX
/
O eX
)
Γα×q

) '98�8:+A/ /2CA?�!*_
2 IA-AFVIA-AF3/2)28345!$C7u;U � U o � 8:+A4>F�4>F /
�.IA4ED*'9P5/�Ca8 83!

#
(
C̃N ∩ (Γα × q)

)
≥ dimk Lie

(
Div0

eΓα/Γα

)
+ 1

l +A/�C�F345C;)�/
#
(
C̃N ∩ (Γα × q)

)
= N(2α + 1)

k^/h!$-;8:'*45C
[����Gf ��+8�C������� `+$ � � /	� � A � � � ����) Alb (CN) −→ Alb (Γα × Γβ)

� � ������-������ ��G �
� 


N ≥
α(2α− 1) + 1

2α+ 1� �9� � � �#� � � � � 
 ���
β
� �:����� � � � 


α <
JMC � L 2  ��  j'*1345'*Ca8�u;U94Q83+A/ _`!$P5P>!pk�4>CAJ FVI �Y)�45/2Ca8 )�!*CA?A4>8345!$C _`!*1�FVIA1CbV/2)2834>Dq4>8"�\!9_�8:+;/
S)�qF34>C�#<'�/\4>F J$4>D*/�C b

dimk im
(
H0
(
X,LN

)
−→ H0

(
Z,LN |Z

))
≥ 2 dimLCN

+ # Cp (X) + 2

_`!$1T'*P>P
Z ∈ Cp(X)

� k�+A/�1V/
LCN

45F�83+A/ P '913J$/2FV8 P>45CA/�'*1�F3IA-AJ*13!$I1/�!*_
Pic0 CN

_`!$1
CN ∈

∣∣LN
∣∣ 4>C J$/2CA/�13'*P /0!$FV4>8345!$C U@%W!$1 X = Γα × Γβ

4>8h+A!$P>?AF
Cp (X) = {X}'*CA?

Pic0 CN = LCN
= VCN

U .�P>/ <;'*CA?;/�1 2 ),+ak^'*1 O +W'*I1/ 8�F3+A! kd/�? 45C +A4>F^?A4 /AP5!*#@'
� 2 ),+ �q8:+A'98�4>C
!$IA1 / <;'*#g/AP5/^'*CA?
_`!*1

α = β
83+A45F )�!*CA?A4>8345!$C P5/�'*?AFs8:!�83+A/^/2FV8:4>#@'R8:45!*C

N > 2
3α(2α− 1)− 1

2α+ 1
+ 1

nXtM!
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