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0 Einleitung

Die Heunsche Differentialgleichung, benannt nach dem deutschen Mathematiker Karl
Heun, ist eine Fuchssche Differentialgleichung mit genau vier einfachen Singularitéiten.
Sie ist die natiirliche Verallgemeinerung der hypergeometrischen Differentialgleichung,
die ebenfalls eine Fuchssche Differentialgleichung ist und die drei einfache Singula-
ritdten hat.

Ahnlich wie bei der Herleitung der konfluenten hypergeometrischen Differentialglei-
chung aus der hypergeometrischen Differentialgleichung durch den Prozess der Kon-
fluenz, bei dem aus zwei oder mehr Singularitéiten eine Singularitdt hoherer Ordnung
entsteht (siehe [12]), erhédlt man aus der Heunschen Differentialgleichung durch Kon-
fluenz im wesentlichen vier neue interessante Differentialgleichungen:

Die konfluente Heunsche Differentialgleichung, die bikonfluente Heunsche Differential-
gleichung, die doppeltkonfluente Heunsche Differentialgleichung und die trikonfluente
Heunsche Differentialgleichung (siehe [12]).

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir die konfluente Heunsche Differentialglei-
chung, die durch das ZusammenflieBen von zwei reguléren Singularitdten zu einer irre-
guldren Singularitit entsteht.

Als spezielle konfluente Fuchssche Differentialgleichung tritt die Konfluente Heun-
sche Differentialgleichung ebenfalls direkt bei der Separation eines verallgemeinerten
Schrodingeroperators in allgemeinen elliptischen Koordinaten auf (vgl.[20]).

Wir legen die konfluente Heunsche Differentialgleichung nun in der folgenden Form
zugrunde:

n/,+|:1—040 1-0&1_7 77/

z z—1
L(1—ag)(l—a1)  Fo—37(1—a0)  Bi—37(1—au)
- + + n = 0.
2 z(z—=1) 2 ~—1

Die unabhéngige Variable z sowie die 5 Parameter ag, By, a1, 51,7 seien komplexwer-
tig. Diese komplexe lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung hat beziiglich der
unabhéngigen Variablen z zwei regulére Singularitdten bei 0 und 1 und eine irregulére
Singularitit vom Rang hochstens 1 bei co. Alle anderen Stellen in C sind regulédre
Stellen der Differentialgleichung.

Wir wissen aufgrund der allgemeinen Theorie, dass fiir die einfachen Singularitéiten 0
und 1 Fundamentalsysteme von Frobeniuslosungen existieren und es fiir die irregulére
Singularitdt oo Fundamentalsysteme von Losungen der Differentialgleichung gibt, wel-
che durch ihr spezielles asymptotisches Verhalten auf bestimmten Sektoren charakteri-
siert werden. Die Grenzen dieser Sektoren, die Stokesschen Linien, sind abhéngig vom
Argument von 7. Daher erweist es sich als sinnvoll, v auf der Riemannsche Fléche des
Logarithmus C* variieren zu lassen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, das globale Verhalten der Losungen der konfluenten Heun-
schen Differentialgleichung hinsichtlich der unabhéngigen Variable z sowie der Para-
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meter zu untersuchen.

Da sich jede Losung langs jeder Kurve in C\{0, 1} analytisch fortsetzen lésst, fithren
wir hier explizit die - bis auf Isomorphie eindeutige - universelle Uberlagerungsﬂache
Q von Q := C\{0, 1} ein und untersuchen das Verhalten der globalen Losungen auf Q.
Hierbei verwenden wir in konsequenter Weise Riemannsche Fléchen, was in diesem
Umfang bisher fiir die Heunschen Differentialgleichungen nicht durchgefiihrt wurde.
Indem systematisch das Transformationsverhalten der Differentialgleichung und ihrer
Losungen studiert wird, zeigt es sich, wie schon bei der hypergeometrischen und der
konfluenten hypergeometrischen Differentialgleichung, dass sich die gesamte Theorie
der konfluenten Heunschen Differentialgleichung mit Hilfe einer einzigen Funktion ®
aufbauen lasst.

Hierbei verwenden wir globale Transformationen, die sich aus den iiblichen Indextrans-
formationen und Variablentransformationen, einschliellich der Decktransformationen
zusammensetzen, sowie auch verallgemeinerte Laplacetransformationen.

Zudem ergibt sich, dass sich alle Zusammenhangs- und Monodromiematrizen im we-
sentlichen wieder mit Hilfe einer einzigen Funktion darstellen lassen.

Ein Hauptanliegen dieser Arbeit ist die Gewinnung globaler Darstellungen von Lésungen
einerseits anhand von Reihenentwicklungen nach hypergeometrischen Funktionen ande-
rerseits anhand von Reihenentwicklungen nach konfluenten hypergeometrischen Funk-
tionen und die Aufdeckung eines Zusammenhangs zwischen diesen beiden Darstellun-
gen. Hierzu wird eine Verallgemeinerung des in [18] verwendeten Konzepts der analy-
tischen Aquivalenz benutzt.

Solche Darstellungen liefern die Arbeiten [19], [10] und [18] fiir jeweils groBe Klassen
von Differentialgleichungen zweiter Ordnung, zu denen auch die konfluente Heunsche
Differentialgleichung gehort. Aus den genannten Arbeiten ist jedoch kein Zusammen-
hang zwischen den Darstellungen mit Hilfe von hypergeometrischen Funktionen und
den Darstellungen mit Hilfe von konfluenten hypergeometrischen Funktionen erkenn-
bar.

Das wesentliche Prinzip fiir die Gewinnung globaler Darstellungen in dieser Arbeit
ist das (zweifache) Auftreten der konfluenten Heunschen Differentialgleichung bei der
Separation einer (verallgemeinerten) Schridingergleichung in elliptische Koordinaten
und deren simultane Separierbarkeit in Kugelkoordinaten, wobei hypergeometrische
und konfluente hypergeometrische Differentialgleichungen auftreten.

Dieses Prinzip ist nicht neu, da es die Autoren der Arbeit [11] verwenden, um verallge-
meinerte Spharoidfunktionen nach Zylinderfunktionen und hypergeometrischen Funk-
tionen zu entwickeln.

Um nun globale Darstellungen der konfluenten Heunschen Differentialgleichung zu er-
halten, verwenden wir folgende Vorgehensweise: Wir stellen die (verallgemeinerten)
elliptischen Koordinaten als Funktionen von Kugelkoordinaten dar, wobei wir diese
zweckmiBigerweise wieder in den entsprechenden Uberlagerungsflichen variieren las-
sen.

Hieriiber erhalten wir Darstellungen von (separierten) Losungen der Schridingergleich-
ung beziiglich elliptischer Koordinaten mit Hilfe separierter Lésungen beziiglich Kugel-



koordinaten. Mit Hilfe von Grenzwertbetrachtungen lassen sich dann auch die in den
Arbeiten [19], [10] und [18] erhaltenden Darstellungen gewinnen und Zusammenhénge
zwischen diesen erkennen.

In Kapitel 1 fithren wir die konfluente Heunsche Differentialgleichung ein und geben
den Schridingeroperator an, bei dessen Separationen beziiglich verschiedener Koor-
dinantensysteme die konfluente Heunsche, die hypergeometrische und die konfluente
hypergeometrische Differentialgleichung entstehen.

Im zweiten Kapitel behandeln wir die Grundlage der Riemannschen Fléchen bezie-
hungsweise der universellen Uberlagerungsflichen 0 und C* und erldutern fiir diese
die wichtigsten topologischen und analytischen Begriffe wie Decktransformationen und
biholomorphe Transformationen, sowie Kurvenintegrale und Losungen von Differenti-
algleichungen.

Kapitel 3 untersucht Integraldarstellungen fiir Losungen der konfluenten Heunschen
Differentialgleichung. Es werden dabei Kerne der Form K(z,t) = k(z-t) und K(z,t) =
k(z + t) studiert, sowie Kerne, die sich aus der simultanen Separierbarkeit der Schri-
dingergleichung gewinnen lassen.

Im vierten Kapitel wird das Transformationsverhalten der Losungen untersucht.
Hierfiir werden eine Reihe von globalen Transformationen sowie dazugehorige Para-
metertransformationen mit Hilfe der iiblichen Indextransformationen und Variablen-
transformationen, einschliefilich der Decktransformationen eingefiihrt. Ferner werden
Eigenschaften der durch die Transformationen gebildeten Gruppe analysiert.

Anhand der im dritten Kapitel besprochenen Integralrelationen werden verallgemei-
nerte Laplacetransformationen mit zugehorigen Parametertransformationen definiert
und deren Verhalten im Bezug auf andere Transformationen diskutiert.

Der zentrale analytische Teil der Arbeit beginnt im fiinften Kapitel.

In Abschnitt 5.1 wird eine Funktion ® eingefiihrt, mit der dann die Fundamentalsy-
steme von Frobeniuslosungen bei 0 und 1 mit den in Kapitel 4 definierten Transforma-
tionen dargestellt werden. Ferner untersucht dieser Abschnitt das Transformationsver-
halten der einzelnen Fundamentalsysteme.

In Abschnitt 5.2 werden die asymptotischen Losungen anhand von verallgemeinerten
Laplacetransformationen angegeben, sowie deren Transformationsverhalten und deren
Monodromieverhalten untersucht. Bei der Beschreibung des letzteren wird eine Para-
meterfunktion ¢ eingefiihrt.

Am Ende des Kapitels werden noch einige Integraldarstellungen von Losungen ange-
geben.

Kapitel 6 befafit sich ausschliefllich mit den Zusammenhangsproblemen der einzelnen
Fundamentalsysteme und den hierzu benotigten Funktionen ¢ und (. Hierbei stellt sich
heraus, dafl sich ¢ mit Hilfe von ¢ und ¢ mit Hilfe  darstellen lasst.

Zum besseren Verstindnis werden an einigen Stellen der Kapitel 3, 4, 5 und 6 die Er-
gebnisse zur lokalen Theorie aus meiner Diplomarbeit [21] wiederholt.

Zu Anfang des siebten Kapitels werden Gebiete angegeben, in denen sich verall-
gemeinerte elliptische Koordinaten (£1,&;) € Q% als Funktionen von verallgemeinerten
Kugelkoordinaten (7, 72) € C* x (2 darstellen lassen. Ferner untersuchen wir das analy-



tische Verhalten dieser Funktionen. Durch Verkniipfung dieser mit den entsprechenden
Projektionen der universellen Uberlagerungsflichen C* und erhalten wir komplex-
wertige Funktionen, deren Definitionsbereich eine Teilmenge von C* x () ist. Wird dieser
geeignet eingeschrénkt, so findet man Liftungen dieser Funktionen, deren Wertebereich
in € liegt. Zudem werden einige Eigenschaften der Liftungen untersucht.

Das Hauptresultat des letzten Kapitels, Kapitel 8, ist die Gewinnung globaler Dar-
stellungen von Losungen der konfluenten Heunschen Differentialgleichung anhand von
Reihen nach hypergeometrischen und konfluenten hypergeometrischen Funktionen so-
wie die Aufdeckung eines Zusammenhangs dieser Darstellungen. In den Abschnitten
8.1, 8.2, 8.3 und 8.4 werden bekannte Tatsachen aus dem Gebiet der hypergeome-
trischen und konfluenten hypergeometrischen Funktionen bzw. aus der Theorie der
Biorthogonalentwicklungen in die hier benutzte Notation iibersetzt. 8.5 stellt benotigte
elementare Aussagen iiber charakteristische Exponenten zusammen. Mit den in Kapitel
7 erhaltenen Funktionen sowie einer Verallgemeinerung des Konzepts der analytsichen
Aquivalenz aus Abschnitt 8.6 werden separierte Losungen bzgl. elliptischer Koordina-
ten der im ersten Kapitel eingefiihrten Schrodingergleichung nach separierten Losungen
bzgl. Kugelkoordinaten entwickelt. Mit Hilfe von Grenziibergéngen erhédlt man dann
die gesuchten Entwicklungen.

Ich danke meinen beiden Lehrern Prof. Dr. Schmidt und Herrn Dr. Wolf fiir die
Bereitstellung des Themas und die Geduld, die Sie mir entgegengebracht haben, sowie
fiir die vielen wertvollen Hinweise und Anregungen, die ich von ihnen erhalten habe.



1 Einfithrung der konfluenten Heunschen Differen-
tialgleichung

Unter einer allgemeinen konfluenten Heunschen Differentialgleichung versteht man eine
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

Y +a(2)y +b(z)y =0 (1.1)

mit a,b : C—C meromorph, welche in C genau drei voneinander verschiedene Sin-
gularitdten zg, 21,20 € C hat, von denen zwei 2, z; € C einfache Singularitdten sind
und die dritte z, € C eine irregulére Singularitdt vom Rang hochstens 1 ist. Mit Hilfe
der Laurentreihendarstellungen der Funktionen a,b bei den Singularitéiten zg, z; und
29, findet man eine Darstellung der rationalen Funktionen a, b. Genaueres hierzu ist in
[12] nachzulesen.

Mit Transformationen der Form

az+b

=t d a,b,c,de C, ad—bc+#0

y(z) =9(2), z=

ist (1.1) immer auf den Fall zp = 0, 2; = 1 und 2y = oo zuriickfiithren.
In diesem Fall gibt es acht Parameter Aq, A1, By, B1,Cy, C1, D, E € C mit denen sich
die Differentialgleichung (1.1) in der Form

Ch +Bo+ B,
z—1 22 (z—1)?

A A C
y' + BHL - +E]y’+{70+

Dly=0 1.2
o +Dly (1.2)

darstellen lésst.
Die Form (1.2) bleibt invariant unter Transfomationen des Typs

y(z) = 2"(z — 1) exp (u2) y(2), wvo,v1, € C, (1.3)
und
y(z) =9(2), z2=1-z, (1.4)

wobei die zu (1.2) entsprechenden Parameter Ay, Ay, By, By, Cy, Cy, D, E € C sich im
Fall (1.3) mittels

Ay = Ay + 2vg, Ay = Ay + 201, B(]:BO+VO(1/O—1+AO),
Bi=Bi4+uv (1 —1+A4;), Co=Co+ (n—11) 20+ Ag) + 1o (E — Ay),
Ci=Ci+(p+wm)Quu+A)+un(E+A), D=D+pu(u+E),
E=E+2u

und im Fall (1.4) mittels

Ay=A,, A=Ay, By=B;, Bi=B,, Co=-C, C,=—-Cy, D=D, E=—F
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umrechnen lassen.

Mit Hilfe der Indizes ag, o € C bei 2p, der Indizes ay,a) € C bei 21, der Exponen-
ten 7,7 € C in oo und zweier akzessorischer Parameter 3y, 31 € C, lassen sich die
Parameter in (1.2) wie folgt darstellen:

! ! ! /
Ay=1—-ap—apy, By=wmoy, Ai=1—o1—0a;, B =maoy,

1
D=—y=9 E=7/, G=f-5(1-a-a)(y+7+1-a-a),
1
Cr=h-5l-a—a)(y+7 = (1-a —ap)).
Uber die Transformation (1.3) mit vy := ), v; := o} und p := 7' erhilt man dann
folgende Normalform
1 -« !
0+ { St —— 9|7 (1.5)
z z—1
1(1—ap)(l—a1) fo—371—a) fr—37(1— )
a + + n = 07
2 2(z—1) z z—1

mit a, Bo, a1, B1,7 € C. Man vergleiche hierzu [13]. Die Anzahl der unabhéngigen Pa-
rameter ist nun auf finf gesunken.

Die Invarianz der Form (1.5) unter (1.4) und unter Transformationen des Typs (1.3),
mit vy € {0, a0}, 1 € {0,a1} und p € {0,~}, ist auch hier gegeben.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird mit der konfluenten Heunschen Differenti-
algleichung (CHE) Differentialgleichung (1.5) gemeint sein.
Das Regularitiatsgebiet der Differentialgleichung (1.5) bezeichnen wir mit

Q= C\{0,1}.

1.1 Einordnung der hypergeometrischen Differentialgleichung
und der konfluenten hypergeometrischen Differentialglei-
chung

Im Fall

¥ =0und S+ 1 =0
entsteht aus der Differentialgleichung (1.5) die hypergeometrische Differentialgleichung

77//+ |:1 — O 1_051:| 77/_|_ |:%<1 _a0)<1 _al) _BO

z | z-1 z(z—1)

n =0, (1.6)

welche in oo eine einfache Singularitdt hat. Mit der Identifizierung
1 1
ag=1—c, By= —a-b+§c(a+b+1—c), ap=c—a—>b, B = a-b—§c(a+b+1—c)
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erhdlt man die in der Literatur am haufigsten verwendete Darstellung der hypergeo-
metrischen Differentialgleichung

" [c l—c+a+b a-b
Nt ot

/
——n =0.
z+ z—1 177—i_,z(,z—1)?7

Im Fall
v#0, a; =1und B; =0
entsteht aus der Differentialgleichung (1.5)
1— -1 -a
77,, 4 [ ZOé() N 7} 77/ + [ﬂ 27( 0):| n = 0’ (1.7)

z

bei der die isolierte Singularitéit 1 eine regulédre Stelle ist.
Uber die Transformation

n(z) =0(2), Z:=n7z
und der Identifizierung

o

1
= 1 — = = 1 — _ —
c ag, a 2( ap) S

erhélt man aus (1.7) die in der Literatur iibliche Normalform der konfluenten hyper-
geometrischen Differentialgleichung

20"+ (c—z)n' —an =0, (1.8)

1.2 Zur Separation eines verallgemeinerten Schrédingeroperators

Genauso wie sich durch Separation beziiglich verschiedener orthognaler Koordinaten-
systeme die Schwingungsgleichung

Au+iu=0, NeC

als Ursprung einer Vielzahl gewohnlicher Differentialgleichungen der mathematischen
Physik auffassen ldsst (siche [15]), erhélt man auch die CHE iiber eine Separation
einer verallgemeinerten Schridingergleichung.

In der Arbeit [20] haben die Autoren gezeigt, dass die partielle Differentialgleichung

Aw =0 (1.9)

mit

0 120, )
A::F—F—%—Z(&—Qv%)%%—45—27(2—@0—@1),
j

2
x;  0x3 = x;
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fiir g, a1, 3,7 € C sich beziiglich allgemeiner elliptischer Koordinaten (£1,&;) € Q2 in
folgender Weise transformiert:
Sei G C Q2 ein Gebiet und ¢! := (@], ®}) : G — C? eine holomorphe Funktion mit

(@) (€1.&) = a&,  (P))°(61,6) = (G — (1 - &), fiir (&,6) €G.
Dann gilt fiir alle w : D — C holomorph, D C C? Gebiet:
Jr(wo ) = (Aw) 0 @',

mit:

~ L 1 . 8_2 1—(){0 1-0[1_ i
A = &_52[451@1 D(at (e -) ) (0

82 ]_—Oéo 1-0[1 0
e (g (2 ) )

+45 — 27(2 — ap — ay).

Nun fithren wir folgende Separation durch:
Seien w, : U, — C (k = 1,2) holomorphe Funktionen mit Gebieten Uy, Uy C €2 so dass
G C Uy x Uy und sei w : C* D D — C eine holomorphe Funktion mit ®!(G) C D,
w # 0 und

wo B (21, 20) = Wy (21)Wa(22), (21,22) € G.

Dann gilt: w ist Losung von (1.9) genau dann wenn ein 3, € C existiert, so dass mit
B1 = [ — [y die Funktionen w; und w, Losungen der CHE (1.5)

t t—1

y”(t) X (1 — 4 11—y —’}/)y/(t> +ﬁ(%(l —ao)(l —Oq)

—50+%’Y(1—Oéo)+t<ﬁo+ﬁl—%7(2_040_041))>y:O

sind.

In [20] wurde gezeigt, dass sich die Gleichung (1.9) ebenfalls beziiglich verallgemei-
nerter Kugelkoordinaten n = (11,7) € C* x Q und verallgemeinerter kartesischer Ko-
ordinaten 6 = (01, 6,) € C* x C* separieren lasst. Hierdurch ergeben sich eine Vielzahl
von Beziehungen, wie zum Beispiel Integralrelationen, der in diesem Zusammenhang
auftretenden gewohnlichen Differentialgleichungen.
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(1.11) Bemerkung: ‘ ‘ o
Fiir j = 2,3 seien G1, G} C C Gebiete, G7 := G| x G und &7 := (], 9}) : GV — C?
holomorphe Funktionen mit:

i) G3 C CG2 CQ () () = mmes (B (mym) = m(1 — ) fir
(771’772) S G2~

i) G3,G3C Cr, (B9)(01,00) = 01, (D3)7 (01, 02) = Oy fiir (61,05) € G5,

Dann gilt fiir alle w : D — C holomorph, D C C* Gebiet:

Aj(wo ®) = (Aw) o @7, (j =2,3),

mat:
Ay = 4 8—2+4(— +2—« —a)i—i-ll(ﬁ + 51) (1.12)
2 = 77187]% Y 0 1 0771 0 1 .
4’/72(772—1) (82 (1—&0 1—&1) 0 >
—29(2 — ap — ay) — - + — |,
120 —am) m 3 12 n2—1) On
As = 406—2+(2(1— ) — 0)i+ (1.13)
3 = 180% Qo Y1 90, .
2
0
4928_95 + (2(1 — ay) — 76-) 99, +4(Bo + B1) —27(2 — ap — ).

Nun fiithren wir folgende Separationen durch:
(1.14) Bemerkung: Sei j = 2 oder j = 3 betrachtet.

Seien w,, : GI — C (k = 1,2) holomorphe Funktionen, und sei w : C> > D — C eine
holomorphe Funktion mit ®(G?) C D, w # 0 und
w o (I)j(Zl, 22) = 11)1(21)12]2(22), (Zl, ZQ) € G

Dann gilt fiir

Jj =2: w ist Losung von (1.9) genau dann wenn ein v € C existiert mit

2] 4+ (2 — ap — o — yz) Wy (1.15)
1 v(iog+oap —1—v 5
+(50+ﬁ1—§7(2—040—041)+ (2 ; ))w1—0
und
. l—ay 1—a)\ . vig+a—1—v) _
y ! =0 1.16
w2+< z —1—2_1)102—1— z(z—1) 2= (1.16)



Jj = 3: w ist Losung von (1.9) genau dann wenn ein A € C existiert mit

1
2 + (1 — ag — y2) W) + <ﬁo + 0 =572 a0 —a) - A) Wy =0 (1.17)

und

~ 1

2y 4+ (1 — ag — y2) Wh + Mg = 0. (1.18)

Bei der Differentialgleichung (1.15) handelt es sich um eine transformierte konflu-
ente hypergeometrische Differentialgleichung und bei (1.16) um eine hypergeometrische
Differentialgleichung.

(1.17) und (1.18) sind jeweils transformierte konfluente hypergeometrische Differenti-
algleichungen.
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2 Zum Definitionsbereich globaler Losungen

Sei X C C ein Gebiet in C. R

Gemiil der Bemerkung (9.18) aus dem Anhang bezeichnen wir mit PX : X — X die,
bis auf Isomorphie eindeutige, universelle Uberlagerung von X.

Dann ldsst sich X mit der vom Atlas

Ay = {P¥|y: U — X| U C X Gebiet, PX|;; : U — PX(U) bijektiv}

erzeugten komplexen Struktur auf natiirliche Weise als Riemannsche Fliche auffassen.
Wir betrachten hier die Spezialfalle X = Q und X = C* und bezeichnen abkiirzend

P::PQ:QHQundP::PC*:@HC.

Um einen Bezugspunkt auf Q zu erhalten wihlen wir einen Punkt Wy € Q) fest mit

der Eigenschaft:

. 1
P(WO) = 5

Mit Hilfe der fiir die lokale Theorie wichtigen Teilmengen von {2
Qp :=C\| —o00,1], Q_:=C\[0,00[, o :=C\ (] —00,0]U][1,00[) und Qs := C\[0, 1]

bezeichnen wir aulerdem noch einige Punkte und Teilgebiete von Q.

(2.1) Definition:
Die Punkte &_1,0,,w_ € Q und die Gebiete Qy, 2y, Q_QF O C Q sind wie folgt
eindeutig festgelegt:

1. ﬁo sei die Zusammenhangskomponente von P~1(Qq), welche &g enthilt.

2. Mit &y, &_ € Qo seien die Punkte bezeichnet, welche P(&,) = T+ ﬁ = wy und

Plw_)=1- \/Li =: w_ erfiillen.

3. §+ sei die Zusammenhangskomponente von P~(§,), welche &, enthilt, und O
die Zusammenhangskomponente von P~1(2_), welche &_ enthiilt.

4. &1 € Q_ sei der Punkt, welcher P(w_1) = —1 erfillt.

5. Mt @jo und (AZ;O bezeichnen wir die Zusammenhangskomponenten von P~1(Qy),
welche durch &, € QF und w_ € Q festgelegt sind.

Die Doppel-Bezeichnungen fiir QO, ﬁi, und @fo sind widerspruchsfrei, da fiir Y =
Qo, O, OF aus (2.1) gilt: Ply : Y — P(Y) ist universelle Uberlagerung. Dies folgt nach
Satz(9.16) aus dem Anhang fiir Y = (AZO, Qi, da diese einfach zusammenhéngend sind,
und fiir Y = ﬁfo aus Satz (9.20) aus dem Anhang aufgrund der folgenden Bemerkungen:
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Da die Menge ©Q U {oo} mit der entsprechenden komplexen Struktur eine nicht-
kompakte Riemannsche Fléache ist und es nach dem Riemannschen Abbildungssatz ei-
ne biholomorphe Abbildung z : Q. U {oo} — K;(0) mit z(co) = 0 gibt, lasst sich der
Satz (9.20) aus dem Anhang anwenden, und man erhélt:

Fiir alle Zusammenhangskomponenten M von P~'(Q.) sind die Abbildungen P : M —
Q. universelle Uberlagerungen von ..

Mit Hilfe des Punktes @, definieren wir folgende Kurven (Abbildung 1), auf die wir
bei der Einfithrung von Decktransformationen noch zu sprechen kommen:

(2.2) Definition: Mit ¥y, 91 und Vo, werden die folgenden, bei w, startenden, Kurven
bezeichnet:

1. 99 = [0,1] o t — wyexp(2mit) € Q umlduft einmal den Nullpunkt auf einer
Kreisbahn in positiver Richtung.

2. 01 :00,1] 5t — 1 —w_exp (2mit) € Q umliuft einmal die 1 auf einer Kreisbahn
in positiver Richtung .

3. Vs :[0,1] 5t — % + \/Li exp (2mit) € Q umlduft einmal [0, 1] auf einer Kreisbahn
i positiver Richtung.

Abbildung 1: Spuren von g, 91, ¥4

Fiir 1 € {0,1,00} bezeichnen wir mit 9, : [0,1] — Q die durch 9,(0) = &, eindeutig
bestimmte Liftung von ¥, (siehe (9.9) aus dem Anhang).

Die Einfiihrung der Riemannschen Fléiche C* geschieht aus zwei Griinden:
Zum einen stellt sich bei der Untersuchung des globalen Verhaltens der Losungen der
CHE heraus, dass es im Fall v # 0 sinnvoll ist, die Losungen in Abhéngigkeit vom
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Parameter v € C* mit P(’y) = ~ anstatt von 7 € C zu beschreiben. Daher miisste der
Fall v = 0 separat behandelt werden, worauf wir jedoch verzichten.

Zum anderen werden wir aufgrund von (1.14) globale Losungen konfluenter hypergeo-
metrischer Differentialgleichungen betrachten. Der natiirliche Definitionsbereich dieser
Losungen ist C*.

Um einen Bezugspunkt auf C* zu erhalten, wahlen wir einen Punkt 4y € C* fest
mit der Eigenschaft:

P(’AYO) =1

(2.3) Definition: Die Punkte ¥,,7_ € C* und das Gebiet @+ c C* sind wie folgt
eindeutig bestimmdt:

1. Die Zusammenhangskomponente von P~ (C\] — oo, 0]), welche %y enthilt, be-
zeichnen wir mit C* .

2. Mit 44,7 € @‘Jr seien die Punkte bezeichnet, welche P (5,) = 2 und

P(3-) = 1 erfillen.

Wir benotigen im weiteren die Differentiation und Integration komplexwertiger
Funktionen mit Definitionsbereich in X.
Um den Formalismus dieser Arbeit zu begrenzen, wird im folgenden auf die Verwen-
dung von Differentialformen verzichtet. Die Sédtze und Definitionen im nachfolgenden
Text lassen sich aber auch mit Hilfe von Differentialformen formulieren. (Siehe [3].)

(2.4) Bemerkung, Definition: Sei G C X eine offene Menge.
i) Fine Funktion f : G — C heiffit holomorph genau dann, wenn
VPY |y € Ax mit U C G : fo(PX|y)™: P*(U)—C
wm iblichen Sinne holomorph ist. Wir bezeichnen
F1(@) = (fo (PXl)™) o PX(3), PXlye Ax miti €U C G

als die Ableitung von f an der Stelle T, da diese Definition in bekannter Weise
unabhdngig von der Wahl von U ist. Die Funktion [’ : G — C heifst Ableitungs-
funktion von f.

Wir bezeichnen mit f©) die Funktion f selbst und induktiv mit

f" . G — C die Ableitungsfunktion von f*~Y:G — C, n € N*.

Die Menge H(G) aller in G holomorpher Funktionen definieren wir durch

H(G) :={f: G — C| f holomorph}.
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Ist ' : G — C eine holomorphe Funktionen mit F' = f, so heifst F eine
Stammfunktion von f.

ii) SeiY C C ein Gebiet und f: G — Y eine stetige Funktion. f heifst holomorph,
genau dann wenn PY o f : G — C im Sinne von i) holomorph ist. Sie heifit
biholomorph genau dann, wenn f bijektiv und f, f=1 holomorph sind.

iit) Seien'Y C C ein Gebiet, g : G — Y holomorph und f € 'H <1A/> Dann ist

hi=fogeH(G) mith'(3)=f(g(2) (PYog) (3), 2 €.

iv) Seien 2 <n € N, X}, C C Gebiete, Y}, € {Xk,f(k}, k=1,..,n, f: ®Y, — C
k=1

und j € {1,...,n} .
f heifit in der j-ten Komponente partiell holomorph genau dann, wenn fiir alle

(y17"'7 j—l)yj+17"'7yn) € ®}/2 f(yh‘“a j—la'ayj-i-la"'ayn) € H(YJ) Wir be-
| I

zeichnen O;f (Y1, ., Un) = (Y1, s Yjm1, s Yit1s - Un) (Y5)-

f heifit partiell holomorph wenn f beziiglich aller Komponenten partiell holo-

morph ist.
Nach einem Satz von Hartog folgt aus der partiellen Holomorphie die Stetigkeit
von f. Diesen Satz findet man in [4],[22].

Beweis wvon iii):
Sei 2p € G und PY|y € Ay mit g(3) € W C Y. Aus der Stetigkeit von g folgt die
Existenz einer Karte PX|; € Ax mit 20 € U C G und ¢ (U) C W. Dann gilt

ho (PX|U)_1 =fogo (PX|U)_1 =fo (PY|W)_1 o PY ogo (PX]U)_l }
Somit ist A holomorph mit
(2 vi oy~ Y X Y (px s
W(z) = (fo(Plw) o P ogo (PYly)™") (P¥ (%))
1\’ 1N/
= (Fo (P Iw)™") o P (g(20)) (P o g0 (P¥In)™") (P (20))
= ['(9(%)) (PY © 9)/ (%0) -
0
Die Holomorphie der Projektion PX : X — X, mit (PX)/ (2) =1 fiir 2 € X, ist sofort
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ersichtlich.

(2.5) Bemerkung, Definition:
Sei G C X ein Gebiet und f : G — C eine stetige Funktion.

)

iii)

Seien a,b € R mit a < b und ¢ : [a,b] — G eine Kurve, deren Projektion PX o
stiickweise stetig-differenzierbar ist. Dann gibt es eine Zerlegung

a=ty<t; <ty <..<t,="0bvona,bl,

mit P~ o ¢l 4 stetig-differenzierbar fir k € {1,...,n} und Gebiete Uy C G
mat
S([te-1,tr])) C U, P~ : U, — PX(Uy) bijektiv, k € {1,...,n}.

Hiermat definieren wir
a -1
/f = Z/ fo (PX|Uk) (2)dz.
¢ k=1 PXO‘M[%A’%]

In bekannter Weise folgt die Unabhdngigkeit des Integrals beziiglich der Zerlegung
und somit die Wohldefiniertheit des Integrals.

Ist f : G — C holomorph, F' : G — C eine Stammfunktion zu f und ¢ : [a,b] — G
eine Kurve wie unter i), so folgt auch hier:

/ f = F((b)) — F($(a)).

Uneigentliche Integrale:

Seien a € R,b € RU{oo} (bzw. b € R,a € RU {—00}) mit a < b und

~

¢ : la,b[— G ( bzw. ¢ :]a,b] — G ) eine Kurve, deren Projektion PX o ¢
stiickweise stetig-differenzierbar ist. Dann bezeichnen wir

/f:: lim f (bzw. /f:: lim/ f),
@ =02l ¢ Sl

falls dieser Grenzwert existiert.

Seien a,b € RU {—00,4+00} mit a < b und ¢ :Ja,b|— G eine Kurve, deren
Projektion PX o ¢ stiickweise stetig-differenzierbar ist. Dann definieren wir

mit einem p €a, b|
/«s a /@ha,,,] - /¢n :

p;b[
In bekannter Weise folgt die Unabhdingigkeit des Integrals beziiglich p und
somit die Wohldefiniertheit des Integrals.
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Im folgenden wollen wir einen fiir unseren Zweck sinnvollen Begriff der globalen
Losung einer linearen Differentialgleichung einfiihren. Hierzu benétigen wir den Begriff
der analytischen Fortsetzung:

(2.6) Bemerkung, Definition: Sei G C X Gebiet und n: G — C holomorph.

i) Fir ein T € X bezeichnen wir eine holomorphe Funktion y : X — C als analyti-
sche Fortsetzung von n bei &

= 3JU C (PX)_1 (G) offen, mit & € U und y(u) = n(P*(v)) Yu € U.

ii) Eine holomorphe Funktion y : X — C bezeichnen wir als analytische Fortsetzung
von n, wenn es ein r € X gibt, so dass y analytische Fortsetzung von n bei T ist.

Wir betrachten eine lineare Differentialgleichung der Form

1)+ Y ans () (2) = b(z) (2.7)

mit holomorphen Koeffizienten a; (j = 1,...,n) und holomorpher Inhomogenitét b auf
X. Aus der allgemeinen Theorie ist bekannt, dass sich Losungen dieser Differentialglei-
chung (2.7) lings jeder Kurve in X analytisch fortsetzen lassen. Sei nun n : G — C
eine solche Losung in einem Gebiet G C X und U C X eine Umgebung eines Punktes
a € X mit P(U) C G. Dann lisst sich ) : U 35 # — no P(2) € C auf natiirliche
Weise langs jeder Kurve in X mit Anfangspunkt a analytisch fortsetzen. Da X einfach
zusammenhéngend ist, existiert eine eindeutige analytische Fortsetzung von 7 auf X (
Satz(9.21) aus dem Anhang). Dies rechtfertigt, sich auf globale Losungen, die auf ganz
X definiert sind, zu beschrinken:

(2.8) Bemerkung, Definition:

Y X —>C holomorph heif$t (globale) Lisung von (2.7)

= Jp € Ax . yop list Losung von(2.7).
& Vo e Ax :yop tist Losung von (2.7).

Hiermit folgt dann auf iibliche Weise:

(2.9) Satz: Seien 1y € X und by,bs,..,b, € C. Dann gibt es zu der Anfangswertaufgabe
(2.7) mit y**~(2) = by, k € {1,2,..,n} genau eine Losungy : X — C.

Mit Hilfe von (2.9) lassen sich nun Logarithmus-, Argument- und Potenzfunktionen
auf €2 und C* definieren.

Der Hauptzweig des Logarithmus Ln auf €2 erfiillt die inhomogene Differentialgleichung
n'(2) = 27! und lisst sich somit iiber (2.7) und (2.8) wie folgt verallgemeinern:
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(2.10) Definition:

1. Mit Ing : Q — C bezeichnen wir die eindeutige Losung der Anfangswertaufgabe
n'(z) = 27" mit Ing() = Ln (1) .
Hiermit definieren wir 2% = exp(alng(2)) fir a« € C und z € (AZ, sowie die
Argumentfunktion arg, := Imolng.

2. Mit Iny : Q — C bezeichnen wir die eindeutige Losung der AWA
7' (z) = (z — 1)7" mit Iny (&) =Ln(3) + im.
Hiermat definieren wir:

(2 —1)":=exp(aln(2)) und (1 —2)" :=exp (—ima) (2 — 1)°
fiira € C und z € Q, sowie die Argumentfunktion arg, := Imoln;.

(2.11) Definition:

Mit In : C* — C bezeichnen wir dic eindeutige Lisung des Anfangwertproblems
n(2) = 27" mit In(%) = 0.

Hiermit definieren wir 4 := exp(aln(¥)) fir a € C und 4 € @‘, sowie die Argument-
funktion arg := Imoln.

(2.12) Bemerkung:

i) In : C* — C st eine biholomorphe Abbildung.
ii) Fir z € QO folgt:
P(2) = exp (Ing(2)) = [P(2)[exp (iargy(2)),
P(2) = 1=exp(Iny(2)) = [P(2) — 1 exp (iarg,(2))
und fiir 4 € C*: P(4) = exp (In (9)) = |P(4)| exp (i arg(4)) .

Bewezs: . -

Zu i): Sei 41,92 € C*. Dann existiert eine Kurve ¢ : [0,1] — C* mit $(0) = 4; und
@(1) = A,. Nun lisst sich eine zu P o (¢, in C* homotope Kurve ¢ : [0,1] — C* finden,
welche stiickweise stetig-differenzierbar ist. Deren Liftung (siehe Definition(9.12) aus
dem Anhang ) ¢ : [0, 1] — C*, mit $(0) = 41, ist aufgrund von (9.9), aus dem Anhang,
ebenfalls homotop zu @, erfiillt also (1) = .

Aufgrund von (2.5)1. und (2.5)2. folgt dann:

In(4s) — In(3,) = / % - / %dz. (2.13)

Somit folgt aus der Funktionentheorie und mit (9.9), aus dem Anhang:

In(42) =In(%1) = ¢ ist eine geschlossene in C* nullhomotope Kurve

= ¢ ist eine geschlossene Kurve in C* , d.h. 4 = .
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Also ist die In-Funktion injektiv.
Seil nun zp € C. .
Mit ¢ : [0, 1] — C* bezeichnen wir die Liftung von

w1 :10,1] 2t — (1 —t) + texp (Re(z)) € C*
mit ¢1(0) = o und mit @y : [0,1] — C* bezeichnen wir die Liftung von
@2 :10,1] > ¢t — exp (Re(zo) + it Im(zp)) € C*

Dann folgt entsprechend zu (2.13):

In ($s(1)) = / %du / %ds 2
P1 w2

Somit ist die In-Funktion surjektiv.
Zu ii): Fir 4 € C*,, mit v := P (%) folgt wegen (2.13)

In(4) = / %dz —Ln(y) = Ln (15 (ﬁ)) .

Damit gilt exp (In(%)) = P(%) fiir 4 € (/Z\*+ und iiber den Identitétssatz (siche Anhang
(9.6)) fiir alle 4 € C*. Hieraus folgt dann ‘P(@)‘ — exp (In(3)) und damit P (5) =
[P (9)| exp (iarg (7)), fiix 4 € C

Die anderen Aussagen lassen sich in analoger Weise zeigen. 0

Fiir eine Riemannsche Flache R bezeichnen wir die hierauf agierende Gruppe aller
biholomorphen Transformationen mit

Bi(R) :={f : R — R|f biholomorph}.

In einem spéteren Kapitel dieser Arbeit werden wir Transformation globaler Losungen
der CHE einfiihren. Hierzu bendtigen wir spezielle biholomorphe Transformationen
auf (2. R

Eine Vorstellung von Bi(2) erhilt man, indem man beachtet, dass mit dem Rie-
mannschen Abbildungssatz (siehe Satz(9.19), Anhang) eine biholomorphe Abbildung
von Q) auf K1(0) existiert. Diese induziert einen Gruppenisomorphismus von Bi(Q) auf
Bi(K1(0)). Die Gruppe Bi(K1(0)) ist aber bekannt.

Eine wichtige Untergruppe von Bi({2) ist die der Decktransformationen, die hier mit
D(Q/Q) == {f: Q2 — Q|f biholomorph mit Po f = P} C Bi(Q)

bezeichnet wird. Deren Eigenschaften untersuchen wir im folgenden:
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(2.14) Satz:

1. Zu jedem (&1, @2) € QF mit P(@r) = P(&s) existiert genau ein d € D(€/) mit

2. Die Gruppe D(Q/Q) ist isomorph zur Fundamentalgruppe m (Q,ws) (vgl.
(9.25)). Einen Gruppenisomorphismus liefert die folgende Zuordnung:
Fir o € D(Q/Q) sei v, : [0,1] — Q eine Kurve mit v,(0) = &, und
Vy(1) = o(wy). Dann ist

Y:D(Q/Q) 30 — cd(Pov,) €m (Quw,),
wobei wir mit cl(P ov,) die Homotopieklasse von P o v, bezeichnen.

Fiir den Beweis von 2. verweisen wir auf [3], Seite 32.
(2.15) Bemerkung, Definition:

i) Mit ¥y,01,V aus (2.2) und x aus (2.14) bezeichnen wir
do = x " (cl(Wo)), di:=x""(c()), deo:i=x"(cl(Vs)).
ii) Die Decktransformationen dy und d; erzeugen D((AZ/Q)
Insbesondere gilt dy o dy = d.

Bewezs:

cl(¥y) und cl(vy) erzeugen die Fundamentalgruppe m (2, wy). Daraus und (2.14)2.
ergibt sich, dass dy und d; die Gruppe D(§2/€2) erzeugen.

Da vy + 91 (siehe (9.22)) homotop zu ¥ ist, folgt mit (2.14)2. : do, = dy o d;. O

Um die Transformation (1.4) auch auf globale Losungen im Sinne von (2.8) anwen-
den zu konnen, wollen wir nun

T:Q2322—1—2€0Q

in geeigneter Weise auf (2 verallgemeinern.

(2.16) Bemerkung, Definition:
Es existiert genau eine biholomorphe Funktion T : 2 — Q mit

ToP=PoT undT(J) = .

Diese ertfiillt ToT = idg .

Beweis: Wir betrachten dazu die holomorphe Funktion

ToP:Q35&—1-P®) e
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Fiir diese gibt es (siche Satz(9.13) im Anhang) genau eine stetige Funktion T7:0-0
mit PoT = T o P und T(&) = &. T ist lokal biholomorph, da PoT und P
lokal biholomorph sind. Es bleibt also nur noch die Bijektivitdt von I zu zeigen. Wir
betrachten dazu die lokal biholomorphe Abbildung 7 o T : Q — Q. Diese hat die
Eigenschaften

-~

PoToT(@)=1-P(T(@)=1-(1-PW)=Pw), ©e

und 7" o T'(&) = &o. Somit ist T o T = idg (Satz(9.13), Anhang). O

(2.17) Bemerkung:

Es gilt In; = Ing oT + 4.

Fiira € C und 2 € Q gilt (1 —2)" = (2 — 1)" exp(—ira) = (T(i)) :
Beweis: X R

Sei f:=IngoT € H (Q) .

Wegen der Kettenregel in (2.4)3. gilt f/(2) = 25, Z € Q.

Mit Ing (T ((2)0)> = Ing (@) = Ln( ) folgt f = In; —im aufgrund von (2.9). O

Nun werden wir einige Eigenschaften und Relationen der Transformationen dy, d;, d
und T auflisten.

(2.18) Bemerkung:
Z.)Todozdlo,f', TodldeOT,
i) T (ﬁo) —Qy, T (§+) —0., TOL) =05, T(oy)=0s,
i) dy (Q;) 0o, d'(Q) =00, do (Q;) — 0.

Beweis:

Zu ii): Mit PoT(Qg) = T o P(Qy) = T(Q) = Qy und T(iy) = @y folgt T(p) = Q.
Hieraus und aus P o T(&x) = T o P(0y) = P(&<) ergibt sich dann T(0y) = Wy
Aufgrund von PoT(Qy) =ToP(Qy) =T(0y) = Qr und T(0x) = & folgt T(Qy) =
Q.

Ebenso erhéilt man 7'(Q%) = OF | aufgrund von P o T(Q%) = T o P(QL) = T(Q) =
Qoo und T(01) = &

Zu i): Die entsprechende Gleichung fiir die auf € projizierten Funktionen ergibt

~—

PoTody=ToPody=ToP=PoT=PodoT.

Wir betrachten die Kurve @1, :[0,1] > ¢ — 2(1 —t) 4 twy € Q und bezeichnen mit

ﬂw+

¢1,, die Liftung mit PL o, (0) = @wo. Wegen Spur ((p%’w) C g ist Spur (gb%’w) c Q,

L)
2w

24



und damit gilt 4,5%7%(1) =w,.

Mit ¢ : [0,1] 3 ¢ — 3 exp(2mit) und ¢y : [0,1] — 1 — 3 exp(2mit) sind fiir I = 0,1 die
Kurven ¢; und (gp 1o, 191> + (—90%7“, +) (siehe 9.22) homotop zueinander. Somit ist
die Liftung

~

@12 [0,1] — Q von ¢ mit $;(0) = &

homotop zu (4,5 w, t 19;) —d; (¢%7w+>7 [=0,1.

Also gilt

N[

@1(1) = di (o) - (2.19)
Aus T ($o(0)) = &g = ¢1(0) und

. 1
PoTopy(t)=1-— éexp(Zm't) = Pop(t), t €[0,1]

folgt T o ¢o = ¢ und somit T o dy(@e) = T (¢o(1)) = ¢1(1) = dy (&) und damit
To do = dl oT.
Die zweite Gleichung folgt aus der ersten iiber

TodooTQ:Todozdlofzfzodlof

Zu iii): Aus Pod; ((AZ;FO) = Pody’ <§\2;> = Q. und der Stetigkeit von dp, d; folgt:
dy (Q;’o) und dj* (ﬁjo) sind Zusammenhangskomponenten von P~!(€,,). Wegen der
Definition von d; gilt d;(w;) = 191(1). Da w_ € Spur <1§1>, so gibt es ein 7 €]0,1]

mit 0, (1) = &_. Wegen 91 (t) € Qq fiir t € [r,1] folgt dann, dass dy(&4) und &_ in
derselben Zusammenhangskomponente von P~1(Q,) liegen, also in Q. Auflerdem gilt

= () =7 (0 (82)) = (7 () = (5.

Damit folgt die Behauptung. ([l

Aufgrund der in (1.14) aufgezeigten Zusammenhinge der CHE mit hypergeo-
metrischen Differentialgleichungen werden wir globale Losungen hypergeometrischer
Differentialgleichungen im Sinne von (2.8) betrachten.

Bei der lokalen Darstellung solcher Losungen spielt die von den Transformationen T
und S: Q3 2z — % € ) erzeugte Gruppe

Bi(Q):{z,1—z,1,2_1 ! }
z

z Tz—1"1—2

eine wichtige Rolle. Um daher globale Darstellungen solcher Losungen zu erhalten,
benotigen wir daher eine T entsprechende Verallgemeinerung von S.
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(2.20) Bemerkung, Definition:
ZuS: Q32— % € QO emistiert genau eine biholomorphe Funktion S : 2 — ) mit

SoP=PoS und S(dy(_1)) = do(_y).

Diese erfillt Sof = idg .
Bei dem Beweis geht man analog zu dem Beweis von (2.16) vor.

Wir werden nun noch einige biholomorphe Transformationen auf C* einfiihren.
Die Abbildung exp : C — C* ist eine universelle Uberlagerung von C*, weil sie die
Voraussetzungen von (9 16) aus dem Anhang erfiillt. Da wir in (2.12) gezeigt haben,

dass die Abbildung In : C*—C biholomorph ist, so induziert diese einen Gruppeniso-
morphismus von Bl((C*) auf Bi(C), welche bekannt ist.

In (2.12) haben wir zudem expoln = P gezeigt, was bedeutet, dass die In C*—C
eine spurtreue Abbildung ist (siehe hierzu Definition (9.11) aus dem Anhang).

(2.21) Bemerkung, Definition:
Wir bezeichnen fir ¢ € R die biholomorphe Abbildung:

8, : C* — C* mit 5,(7) :=In"'(In(3) + i), 4 € C*.

Die Funktion d9r erzeugt dann die Gruppe der Decktransformationen D(@/C*), welche
aus den Transformationen oy, fiir k € 7, besteht.

Beweis:
Aus 21,20 € C:exp(21) = exp (22) & 21 — 20 € 2miZ folgt

D(C/C*) = {1 : C — Clk € Z, () = z + 2mwik},

welche von 7 erzeugt wird.
In : C* — C erzeugt, aufgrund von (2.12)i), einen Gruppenisomorphismus. Hieraus
ergibt sich, dass {do.x|k € Z} von s, erzeugt wird. Aus der Spurtreue der In-Abbildung

folgt dann o, € D(@ /C*) und damit die Behauptung. O

Wir wollen nun noch die Transformation Q : C* 3 z — % € C* wie folgt auf C*
verallgemeinern:

(2.22) Bemerkung, Definition:
Zu @ :C* 32— 6 C* emistiert genau eine biholomorphe Funktion Q :Cr — Cr mat

QoP= PoQ undQ(fyo) =40
Diese erfiillt: Q o Q = de und Q(Y4) = -

Der Beweis lauft analog zum Beweis von (2.16).
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Um im weiteren Verlauf dieser Arbeit die Darstellungen der Formeln zu vereinfa-
chen, wird, falls dies nicht zu Missversténdnissen fiihrt, folgende Konvention eingefiihrt:
Variablen aus {2 und C* werden immer mit dem Symbol 7 ° 7 Dach bezeichnet, zum
Beispiel Z € ) oder 4 € C*.

Fiir deren Projektionen wird dann entsprechend das gleiche Symbol ohne” = 7 gewihlt,
also: Fiir 2 € Q (bzw. 4 € C*) wird z := P () € Q (bzw. v = P (§) € C*) notiert.

Nun fithren wir fiir die CHE (1.5) und deren Lésungsmenge eine Notation ein, bei
der die Parameter ag, a1, By, 81,7 € C aus (1.5) mit einbezogen werden.

In dieser Arbeit werden wir ausschliefllich den Fall v € C* betrachten, da oo genau
dann eine irreguldre Singularitit der CHE (1.5) von Rang 1 ist (siehe [12]). Da
die globalen Losungen der CHE (1.5) im allgemeinen ein Umlaufverhalten um den
Nullpunkt beziiglich v € C* haben, ist es sinnvoll die Lésungen in Abhéngigkeit von
4 € C* mit P (§) = v zu betrachten.

Somit fithren wir fiir

P = (a()aﬁ()aal’ﬂhﬁ/) € A = C4 X @ (223)
den parameterabhiingigen Differentialoperator L(p) : H(€) — H(Q) durch

(Llp)n) (2) = 2(z = D" (2) + [(1 — o) (2 = 1) + (1 — 1)z —vz(z = )]/ ()

30— )1 =) + (B~ 570 — a0z = 1)+ (61 — 571 — an))z]n(z), (224)

ein. Dann gilt:
n: Q — C ist genau dann globale Losung der CHE (1.5) zum Parametersatz p, wenn
n € Kern (L(p)) ist.
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3 Gewinnung von Integralrelationen

Erfiillen zwei globale Losungen y € Kern (L(p)) und § € Kern (L(p)), mit p,p € A,
eine Integralgleichung der Form

y(3) = /K(2,~)gj, sea (3.1)

wobei G, H C Q Gebiete sind, K : G x H — C eine stetige partiell-holomorphe Funk-
tion ist, und c eine in H verlaufende Kurve mit P o ¢ stiickweise stetig-differenzierbar
ist, so bezeichnet man die Gleichung (3.1) als eine Integralrelation von Losungen kon-
fluenter Heunscher Differentialgleichungen.

Die Funktion K bezeichnet man als Kern der Integralrelation (3.1).

Mit Hilfe von Satz (9.30) aus dem Anhang wollen wir solche Integralrelationen gewin-
nen. Um diesen Satz auf unsere Situation anwenden zu kénnen, bendtigen wir Para-
metersitze p,p € A sowie einen Kern K : G x H — C, G, H C 2 Gebiete, so daf} die
partielle Differentialgleichung

(L) K (D) () = LEHEE) (D). () eGxH (3.2)

erfiillt ist.
Solche Kerne wollen wir auf zwei unterschiedliche Methoden gewinnen:

3.1 Kerne mittels Separation

Die erste Methode basiert auf der simultanen Separierbarkeit der verallgemeinerten
Schrodingergleichung (siehe (1.14)). Hierbei setzen wir p = p = (a, b, a1, 51,75) € A
voraus und schlieffen an Abschnitt 1.2 an.

(3.3) Bemerkung, Definition:
Es seien 0 := (01,05) : Q% — C* x C* und n := (n1,m2) : Q* — C* x Q die stetigen und
partiell holomorphen Funktionen

0 (éb&) = (&&, 1-&)(&—1)), <élué2) e (2,

n <él,é2> = (51 +& — 1, fl—flf%) ) (élfz) € @2.

Hierfiir gilt (vgl. Satz (9.18) aus dem Anhang) :
N A~ ~ —2 A A~
i) Zu (5?,53) € O und (21, 2) € C* mit (21,29) = 0 <f§),§8> existiert genau eine
Liftung 0 = (él,é2> : 02 — T x Q von 0 mit 0 (é?,fg) = (21, 22).
i) Zu (5?,53) € 02 und (4, %) € C* x Q mit (21,22) =1 (5?,53) existiert genau
eine Liftung 1 := (1, 72) : 02 — C* x Q von n mit 7 (é?,ég) = (21, 22).
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Diese sind partiell holomorph (vgl. Satz (9.14) aus dem Anhang).
(3.4) Bezeichnung: Wir bezeichnen fiir (a, 3,7,2) € C3 x Q:
@(a,B,7,2) = 2%(1 — 2) exp (72) .

(3.5) Satz:
Seien 11,12, 01,02 wie in (3.3) gewdhlt und p = p = (g, Bo, 1, B1,7) € A.

1. Istv e C, vy € H (@‘) globale Losung von (1.15) und vy € H <§AZ> globale
Lasung von (1.16), so erfillt K : Q% — C mit

~ N -~

K(2,1) = v (i (2,8) v (72(2,8)) . (2,1) € @7,
die partielle Differentialgleichung (3.2).
2. Ist A\ € C, w3 € H (@) globale Liosung von (1.17) und us € 'H (@) globale
Lésung von (1.18), so erfillt K : Q> — C mit
K(3,6) = u (9](2,5)) s (éZ(z,f)) . (51 e
die partielle Differentialgleichung (3.2).
Sei auferdem G C Q ein Gebiet, K wie in 1. oder 2. gewihlt, y, € Kern (L(p)) und c

eine Kurve in €2, mit P o ¢ stiickweise stetig differenzierbar und

o1 — a0, 1 — a1, —7,-) &K (2, ) - K(2 )yl | =0, Vied.

C

Im Fall, dass c ein uneigentlicher Integrationsweg ist, gelte zusdtzlich:
Das uneigentliche Integral

/K(’%a ')@(—O[O, —Qq, —7, )yl

c

konvergiere bzgl. zZ € G lokal gleichmdssig.
Dann existiert eine Losung yo : Q — C von L(p)ys = 0 mit

yol2) = / K(, Je(—a0, —an,—7, Jyn, 2 € G

Beweis: Wir konnen iiber die Kettenregel (2.4)4ii) und die in (1.14) durchgefiihrten
Separationen sofort schliessen, daf die im Satz angegebenen Funktionen K die partielle
Differentialgleichung (3.2) 16sen. Die iibrigen Aussagen folgen sofort mit Satz (9.30) aus
dem Anhang, wobei man natiirlich zu beachten hat, dass sich jede lokale Losung auf
() analytisch fortsetzen lasst. ([
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3.2 Kerne der Form k(z-t) und k(z +t)
Die zweite Methode besteht darin, mit Hilfe von Anséitzen der Form
K (3,t) :=k(2t) und K (1) :=k(z+1)

Parameter p,p € A und Funktionen k zu suchen, so daf§ die Gleichung (3.2) erfiillt
wird.

(3.6) Lemma: Es seien D C C, G C 02 Gebiete mit z -t € D fiir (é’,f) € G,
k:C > D — C eine holomorphe Funktion, K (2,1?) = k(zt), (2,1?) € G und

p=(ao,fo,n,01,9) €A, p= (640,50,&1,51,’:0 €A

Dann erfillt K die partielle Differentialgleichung (3.2) genau dann, wenn k die folgen-
den drei Differentialgleichungen ldst:

—_

ok" + [(1 — ag) — 23K + [Bo + By — 572 = a0 —an)]k =0, (3.7)

ok 4+ (1 — &) — av]k' + [Bo + 51 — % (2—ap—ay)k =0, (3.8)

z[(—op — a1 + &g+ a) + (v — )k + 5(1 —ap)(1—ay) (3.9)
50— G0)(1 = &) + (B — 231~ 0)) ~ (o — 33(1 — )]k = 0.

(3.10) Lemma: FEs seien D C C, G C O Gebiete mit z +t € D fiir (2,5) € G,
k:C > D — C eine holomorphe Funktion, K (é,f) =k(z+1), (i,f) € G und

p= (g, Bo,01,P1,5) €A, p= (do,éoadhgla’:y) € A.

Dann erfillt K die partielle Differentialgleichung (3.2) genau dann, wenn k die folgen-
den drei Differentialgleichungen ldst:

e+ DK +[(1—a)(z+ 1)+ (1 —a)z+ (1 —ag) —yz(x+ 1) K (3.11)
(8= 291 = a0 + (81 — 21— )@ + 1)+ 21— ag)(1 - )

2 2 2
1 5 5 ~ 1. -
—5(1 — o)1 —aq) + B — 57(1 — )|k =0,
20k +[4—apg— oy — G — g — 7 +7) — 2ya] K (3.12)
5 ~ 1 1. - .
+[ﬁo+ﬂo+51+ﬁl —5’7(2—041_040) _57(2_041 —ag) |k =0,
5=k = 0. (3.13
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Beweis von (3.6):
Seien p= (0407507 al?ﬁl?&) € A und jj - (&0)607 &17 Bla %) € A. Dann gllt

(L) K (9) () = (LK ) () = 2 — DRz -
+[(1—ag)(z—1)+ (1 —a1)z—vz(z = DK (2 - t)t

+ |30 - —an+ (B - a1 - a0 - )

+ (51 - %7(1 - 041)) z] B(z ) — t(t — DI (2 - 1)
—[(1—=ap)(t —1)+ (1 —a)t —At{t — D]k (2 - t)z
——Eu—a@u—aﬁ+(&—§w1—%ﬂu—1>

+<&—%%1—®04k@¢>
= (zt)(z — )K" (2 - t)
+ [(—ap — ay + @ + @1)(2t) — (1 — )t + (1 — &)z — 2%ty + 1227

D0 D0+ 50— a0)(1— ) = 51— a0)(1— @)

+ (504‘51—%7(2—040—041))2— (Bo+31—%7(2—540—541))t

+ (50 - %W(l - 540)) - (ﬁo - %7(1 - CYO)) ] k(zt)
= — tFy(2t) + 2 Fy(2t) + F3(zt),
mit
Fi(z) = zk"(z) — a2k () + (1 — o)k ()
+ <5~0 + 6 — %?(2 —ap — 541)) k(x),
Fy(z) := k" (z) — yzk'(z) + (1 — ao)k' (2)+

(o461 = 32— a0 = an)) ko)

F3(z) :=(—ap — a1+ ag+ a1 + v+ 7) ok (z) + <%(1 —ap)(1 — )

_%@ — o)1 — ) + (Bo - %a(l — &o)) - (ﬁo - %v(l - ao)) )k(l’%
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fir x € D.

Sei (éo,fo) € G beliebig und xy := zptyp. Dann existiert eine Umgebung U x V' von
(20,%0) in G, so dass fiir jedes ¢ € V ein 2(f) € U existiert mit ¢z () = zo. Fiir £ € V
folgt dann aus

0= (L(p)K (1)) (2) - ) (£) = tl=Fi(x0)] + 2 () [Fa(o)] + [Fs(xo)]

die Gleichung t*[—F(xo)] + t[Fg(xg)] [z F2($0)] = 0 und damit weiter Fj(zo) =
Fy(x0) = F3() = 0. Da die Menge {2t| (£, 2) € G} einen Haufungspunkt in D hat, so
folgt F} = F5 = F3 = 0 nach dem Identitétssatz.

Damit ist eine Implikation bewiesen. Die Riickrichtung ist trivial. U

Beweis von (3.10):
Seien p = (o, B, a1, 51,7) € A und p = (540730, an, B, %) € A. Dann gilt:

A

(L) K (1)) (2) = (LK (2,)) (2)
—(z =) (24t = DR (z+ 1= 1)+ [(1 = ao)(z = 1) = (1 = Go)(t — 1)

F(1—a)z— (1 —a)t —vyz(z — 1) + 3t — 1)] K(ztt—1)

+

31 = a0l =) = 51 = a1t =) + (B = 3301~ o)) (== D
- (- yit-a) e -0+ (- 30 -an) s
- (51 - %7(1 - dl)) t

=F(z+t—1)—th(z+t—1)+t*F(z+t —1)

k(z+t—1)

mit

Fi(x) :=x(x + )K" (z) + [(1 —ao)r+ (1 —ay)(z+1)

(b= 31~ aa))a

+ (51 - 17<1 - al)) (z+1)+c+fo— %7(1 - do)] k(x),

(1= a0) = g0l + 1) K (o) +

2
Fy(x) :=2zk" (x) + [4 —ag — g — g — &g — v+ — 2yz] K'(x)

+ (ﬁo+ﬁo+ﬁl+ﬁl—%7(2—@o—d1)—%7(2—%—&1)),
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fir x € D. Analog zum Beweis von (3.6) folgt die Behauptung,. OJ

Setzen wir in (3.6) und (3.10) p = p = (a0, Bo, 1, 01,7) € A voraus, so erfillt k
in beiden Fillen eine konfluente hypergeometrische Differentialgleichung. Die hieriiber
gewonnenen Kerne lassen sich ebenfalls aus Satz (3.5) erhalten.

(3.14) Bemerkung:

Seien die Voraussetzungen von (3.6) erfillt und sei p = p = (ao, Bo, 01, 01,7) € A.
Dann gilt:

K lést die partielle Differentialgleichung (3.2) genau dann, wenn k Lésung der folgen-
den konfluenten hypergeometrischen Differentialgleichung ist:

k" + [(1 — ap) — ]k + [Bo + 1 — %7(2 —ag —ar)]k = 0.

Seien die Voraussetzungen von (3.10) erfillt und sei p = p = (ao, Bo, a1, 01,7) € A.
Dann gilt:

K lést die partielle Differentialgleichung (3.2) genaw dann, wenn k Lésung der folgen-
den konfluenten hypergeometrischen Differentialgleichung ist:

ok + (2 —ao — ar) — 2|k + [Bo + 1 — %7(2 —ag — )]k =0.

Die Behauptungen folgen sofort aus (3.6) und (3.10).
In der folgenden Bemerkung erhalten wir mit Hilfe der exp-Funktion einen Kern, mit
dem wir verallgemeinerte Laplacetransformation fiir die Losungen der CHE definieren
werden.

(3.15) Bemerkung, Definition:
Seien p= (Oé(], 607 aq, 617 fA}/) € A und ]5 - (d()v 607 6‘17 617 %) € A

Der Kern K : Q% 3 (é,f) — exp(yzt) € C erfillt genau dann die partielle Differenti-
algleichung (3.2), wenn:

- awto St+p . awtoa fotb L

Qo = 9 + v ) oy = 9 - v ) - D

5 = L L((ao—) (BotB)", o0
50:17(a0—al)+§ <(a0 4041) —( 072 1) ) += 5 1, (3.16)
= 1 1 —ay)? 2 —
ﬁ1217(a0_a1)—§<<a0 4041) _(501‘261))_50251‘

Beweis:

Setzen wir k(z) := exp(yzx), x € C in die Differentialgleichungen (3.7),(3.8) und (3.9)
ein und multiplizieren die drei Gleichungen mit exp(—vyz) so folgt:

(3.7) ist genau dann erfiillt, wenn fiir alle x € C gilt:

(v = A7)z + (1 — o)y + Bo + B — %W — Gy — @) = 0.
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(3.7) ist damit dquivalent zu

Bo+@1+ (540+071).

7 =vund ap = 5 (3.17)
Genauso folgt: (3.8) ist dquivalent zu
yzfyund&ozﬁojLﬁl%—aojLal. (3.18)
¥ 2
(3.9) ist genau dann erfiillt, wenn fiir alle z € C gilt:
- - 1
(—ap —aq + o + ag)yx + (5(1 —ap)(1 — ay)
1 . . ~ 1. . 1
50 =) (1 =)+ o~ 5301 —a0) — (o~ 3301 —an)) | =0
(3.9) ist damit dquivalent zu
a0+a1 :O~[0+O~11 und
~ 1 N N 1 1 -
ﬁ() = 5(1 — Oé())(l — Oél) — 5(1 — (Xo)(l — 041) + 5() + 5’7(1 — Qg — 1+ OZ()> (319)
1 L o 1 N
= 5 [1 — (Oéo + Oél) + g — (1 — (Oé() + Oél) + 060041)] + ﬁo + 5’7(0&0 — 040>
und damit zu
-1, 1 - .
Bo = 3 (Gt — o) + Bo + 57(040 — dp) und ag + a1 = Go + Q. (3.20)
Mit jeweils den zweiten Gleichungen aus (3.17) (3.18) und (3.20) folgt:
a0+a1 :6[0+d1 und ONZ(): 040—5041 +60+51 und
gl
o = Bo + 51 i (ao + )
v 2
gilt genau dann, wenn gilt:
~ Qp + « + ~ ~ 1
Goj1 = 02 1iﬁo b und60+51:§7(a0—a1). (3.21)
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Mit (3.21) und der ersten Gleichung aus (3.20) gilt:

~ 1, 1 ~
(321) und 60 = 5 (040041 — Oé()al) -+ 6() -+ —’}/<Oéo — Ck(])

2
5 — L +a1)’  (Go+/)’ 4

< (3.21) und 5025((a0 4“1) ( 072 1)? a;ia1>+ﬁo

_|_1 a_&o+a1_ﬂ0+ﬁ1

27 0 5 5
_ 2 2 .

L+ (00 oY | o
p= 6[0/1:a0_5a1j:50:')/_61 und

~ 1 1 _ 2 2 o

(3.22) Satz: Sei G C O Gebiet, p,p € A wie in (3.16), y1 € Kern(L (p)), w wie in
(3.4) und c eine Kurve in ), deren Projektion stickweise stetig-differenzierbar ist, mit

=0, zed.

C

w(l—a,1—ay,—y,-)exp(vzP () (y1- 2 -7 —y1)

Im Fall, dass ¢ ein uneigentlicher Integrationsweq ist, gelte zusdtzlich.:
Das uneigentliche Integral

/exp (v2P(-)) w(—ao, =1, —7, )1

konvergiere bzgl. Z € G lokal gleichmdfig.
Dann ezistiert genau ein yo € Kern (L(p)) mit

) = / exp (72 P(-)) (=0, —1, —, Yy, £ € G

Dies folgt sofort aus (3.15) und Satz (9.30) aus dem Anhang, wieder mit analyti-
scher Fortsetzung (siehe Beweis von (3.5)).
Mit Hilfe von (3.6) und (3.10) lassen sich noch andere Kerne gewinnen als die in (3.14)
und (3.15) angegebenen. Zum Beispiel erhdlt man mit Hilfe von (3.10) Kerne der Form
K(z,t) == (z+t—1)*=(t — T(z))". Hiermit lassen sich im Zusammenhang mit (1.4)
Kerne der Form K(z,t) := (t — z)* finden. Diese, sowie der in (3.15) angegebene Kern,
lassen sich auch in [7] nachlesen. Dort werden zudem weitere Integralrelation angege-
ben, die sich unter Beriicksichtigung von (1.4) aus den hier besprochenen gewinnen
lassen.
Weitere Arbeiten, die sich in diesem Zusammenhang mit Integralrelationen beschéftigen,
sind [20], [12], [7],[6],[8] und [9].
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4 Transformationen globaler Lésungen der konflu-
enten Heunschen Differentialgleichung

In diesem Abschnitt wird eine Gruppe von Transformationen definiert, die auf der
Funktionsmenge F <A X ﬁ) = {f|f A X Q— (C} (mit A aus (2.23)) agiert und de-

ren Elemente die Mannigfaltigkeit, welche von den parameterabhéngigen Losungen der
CHE erzeugt wird, auf sich abbildet.

Solche Transformationen erhalten wir zum einen mit Hilfe der Decktransformationen
aus D (/) und zum anderen mit dem in (1.3) und (1.4) errechneten Transformati-

onsverhalten der CHE.

(4.1) Bemerkung, Definition:
Firde D (Q/Q) sei T(d) : F (A x ﬁ) —F (A x ﬁ) die durch

(T(d)y) (p, 2) ==y (p,d™ " (2)), yeF (A X Q) C (0, 2) eAXQ

definierte Transformation. Man erkennt sofort:
YT:D (Q/Q) — T (D (ﬁ/Q)) ist ein Gruppenisomorphismus.

Speziell bezeichnen wir

do:=T(dy"), ¢1:=T(d"), und ps := T () = 610 ¢o.

Im Zusammenhang mit (1.3),(1.4) fithren wir nun folgende Parametertransforma-
tionen ein:

(4.2) Definition:
Wir definieren 1o, T1, To1, Teo : A — A mit p = (g, Bo, a1, 01,7) € A durch:

To(p) = (—ao,fo, a1, b1,9),

71(p) (a0, Bo, —a1, B1,7),

7'01(29) (041,—5170407—@0754@))7
Too(p) == (0, Bo; a1, B1,6x()),

wobei 0, und 6_ in (2.21) definiert wurden.

Hiermit definieren wir:
(4.3) Definition:
Wir definieren tg, t1,to1, too : F (A X @) — F (A X @) mity € F (A X @),
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p = (o, o, a1, 51,7%) € A und 2 € Q durch:
= 2a0y(7—0(p)72>7

= (1=2)"y(n(p), 2),
=y (). 1)

= exp (72) Y(T(p), 2)-

>

(
(
(4.4) Satz: Firde D (Q/Q ,1€{0,1,01,00}, peE A undy € F (A X ﬁ) qilt:

1y (n(p),-) € Kern(L(n (p))) = (ty) (p,-) € Kern(L(p)),

2. y(p,-) € Kern(L(p)) = (Y (d)y) (p,-) € Kern(L(p)).

Beweis: Die erste Aussage folgt indem man die Transformationen (1.3) und (1.4) auf
die Differentialgleichung (1.5) anwendet.

Seide D <§AZ/Q> Dann gilt P|g € Aq genau dann, wenn P|yq) € Aq. Mit

1

yo(Plg) ' =yodtodo(Plg) " =yod o (Plys) .

folgt die zweite Behauptung. 0J

(4.5) Bemerkung:
Die Parametertransformationen Ty, To1, Teo €rzeugen eine (unendliche) Gruppe T mit
71 € T in der folgendes gilt:

i) 8 =12 =id
Y2 =132
i) Too = (To1 )

ii1) To, T1, Too kommutieren untereinander
i) Too © Tol = T01 © Too

1)) 71 ©Tp1 = 701 © To und To © Top1 — 701 © T1-

Beweis :
Die Aussagen in i)- iv) sind klar.
Sei b= (040,50, 0517/617&) € A. Dann gllt

71 © 7'01(]9) = 7’1(041, — B4, o, —50,5—7r@)) = (0417 — 51, —a, —50,5—7rﬁ))

= 701(—0407507041,517’?) = To1 © To(P)-

Analog folgt 79 o 791 = 791 © 71. Damit gilt auch 7, € 7. O
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(4.6) Bemerkung:
Die Transformationen ¢q,to,to1 und ts erzeugen eine unendliche Gruppe G mit
o1,t1 € G, in der folgendes gilt:

Z) toootl :tlotoo;l € {0,1}

i) (tostory) (p,-) = exp (7) (tortecy) (s ),
firy e F (A X Q> und p = (o, o, a1, F1,7) € A

iii) toot, =t ot
) tor oty =ty 0 tor
v) (t)* =1id, | € {0,1}
Vi) (too) ™ = too © (to1)?, (to1) ™" = to1 © (too)?

/U”) (¢ltly) (p7 ) = e}fP (27”;051) (tl¢ly) <p7 ')7 l € {07 1}7
firy € F(Ax Q) und p = (a0, fo, 1, 61,7) € A

UZZZ) ¢l ¢) tlfl = tlfl 0] ¢l; l c {0, 1}
ir) ¢ oty =tor0¢pi1y, L €{0,1}

) ¢rote =los oy, L €4{0,1}.

Beweis :

Sei y € ]-"(A x ﬁ) p = (a0, Bo, a1, B1,7) € A und % € .
Die Aussagen in i),iii), viii) und x) sind klar.

Zu ii): Wir zeigen: (tooto1y) (p, ) = exp (7) (toatoocy) (p, ).

(tsctory) (p: 2) = exp(12) (tory) (7o (), 2) = exp(y2)y (o1 © 7o (9), T(2)
(tortoy) (b, 2) = (o) (701 (9), T(2))
—exp (P(6+(4) P (T(2))) gl 0 71 (1), T(2))
=exp (—(1 = 2)) y(700 © T2 (p), T(2)).
Mit (4.5)iv) folgt dann die Behauptung.
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Zu iv): Wir zeigen toi1toy = t1tn1y.

(tortoy) (. 2) = (toy) (71 (0). T(2)) = (T(2) "y (70 07 (0). T(2))
= (1-2"y (o) 7))

(trtory) (p,2) = (1= 2)" (tory) (11 (p), 2)
= (1=5y (i on), T(2))

Mit(4.5)v) folgt dann die Behauptung,.
Zu v): Wir zeigen: totoy = t1t1y = y.

(totoy) (p,2) = 2% (toy) (0(p), 2) = 2*02*y(73(p), 2)

(tit1y) (p, 2)

Zu vi): Wir zeigen: toito1y = t. 1t y.

(tortory) (0. 2) = (tory) (7a(0), T(2)) =y (2 (p), 2)
(tootocy) (p:2) = exp (72) (tocy) (Too(P), £)
= exp (y2) exp (—72) y(15,(p), 2) = y(7%(p). 2)
Damit folgt die Behauptung mit (4.5)ii).
Zu vii): Wir zeigen: (¢otoy) (p,-) = exp (2micy) (todoy) (p, -).
)

(¢otoy) (0, 2) = (toy) (p,do (2)) = (do (2))* y (10(p), do (2))

= exp (2miag) 2y (10(p), do (2)

( ° (oY) (10(p), 2) = exp (2micy) (todoy) (p; 2)
)

Analog zeigt man: (¢1t1y) (p, ) = exp (2mion) (t1d1y) (p, -)-
Zu ix): Wir zeigen: ¢oto1y = to1d1y.

= exp (2miag) 2°

(tow) (2) = (o) o 2) = y (ro (). T o do (2))

- (i do7o)
9) -

= (f1y) (7'01 ), T (2 (tond1y) (p, 2)

Analog zeigt man: ¢1tg1y = to100y- [

Als néchstes werden geeignete Laplacetransformationen von globalen Losungen der

CHE definiert.
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Hierzu verwenden wir Satz (3.22) und die in (3.15) eingefithrte Parametertransforma-
tion:

(4.7) Definition:

Sei 1, = (&a,ﬁg,a{,ﬁf,’f*) N — A die fir p = (o, Bo, 1, 51,7) € A durch

ot ar | G+ * ot ar S+ -
+ ) a - )

ay(p) = 5 5 1(p) == 5 . > (p) =4,
_ 2 2 B
_ 2 2 B

B1(p) = 7 (00 — ) — & <<% O SRLELY ) =i

definierte Transformation.

Wir listen Eigenschaften von 7, auf.
(4.8) Lemma:

1. 7, 1st ewn partiell holomorpher Homdomorphismus mit 7, o 7, = idy.
2. Invarianten: Fir p = (ap, Bo, a1, 01,7) € A gilt

(a) ag+ a1 = ag(p) + aj(p),
(b) (Bo+ B1)* +% (B — Bo) = (Bi(p) + B (0)” + (v*(0))* (Bi (p) — B5(p)).
(¢) Bo—37(1 —ag) — 5(1 —ap)(1 — ay)

= G5(p) — 57" ()1 — aj(p)) — 5(1 — a5 (p)) (1 — i (p)).

3. Zusammenhdnge:

(a) Mit T, To1, 70 und T aus Definition (4.2) folgt:
-1 _
Too © Tk = Tx © To1,
To O Ty = T« O Tp O Ty O Ty,
TILOTy =T, OT| OT4OTq,

To1 ©T1 070 CToo = T« ©T1 ©Tp © Ty
(b) FUTp = (a())ﬁ())alaﬁl?ﬁ/) €A ngt

(B5(p) = Bo) — (Bi(p) = Br) = (a0 — a1(p)) (a0 — 5(p))
= (o1 = a1(p)) (1 — a1(p)) -
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Beweis:

Zu 1.: Die partielle Holomorphie und Stetigkeit von 7, folgen sofort.
Mit Hilfe von (3.15) erhélt man 7, o 7, = id,. ) )

Zu 2. Sei p = (ag, By, a1, 51,7) € A und 7.(p) =: (&, Bo, @1, B1,75).
(a) folgt direkt aus (3.20). (c) folgt aus (3.19).

Zu (b): Aus (3.21) folgt Gy + (1 = 27 (2o — @) und damit

7(040—061)—0—% ((ao 4041) _ (Bo ‘;ﬁl) > n Bo . B

R

Bo =By(p) =

~ - 2
(ﬁO‘@) (Bo + 1)’ L B—p

1/~ ~ 1
- (aeay (B2 - ar] o
Hieraus folgt die Behauptung. . .
Zu 3(&) Sei b= (a07607a1aﬁ1a’3/) € A und T*(p) = (d())ﬁ()aa{hﬁl)’?)‘
Zur ersten Gleichung: Dann gilt 79; o 7.(p) = (641, —B4, &, —Bo, 0—r (ﬁ))
Sei nun (ay,by,a_,b_,0 (%)) := Tu(a, — B, &g, — B, 0—r (%)). Dann ist
a1t ~Bi = Bo g+ Qo Bl‘i‘BOL
ar = + = — = + = /1,
2 P (6= (%)) 2 v
i s o L@ —do)? (=it (=)
by = P (0-x(7)) (01— do) £ - = :
4 2 4 (P (6- ()))?
—B1 — (=5
S St 7
2
1. . 1 [ (& —a)?  (Bi+ o) Bo — B
= 17(040—041)15 ( 1 - 42 + 9 = Bosr-

~

Damit gilt 7' (p) = (o, Bo, @1, 81,07 (%)) = Tw0To1 07 (p) und somit die Behauptung.
Zur zweiten Gleichung: Sei

Ty O TO(p) = T*(_(]-/OaﬂOaahﬁl;/y) = (a-‘rvb-‘raa—vb—a’?)v

T« O To 07'*(17) = 7'*(—540;50,561,517@) = <a+76+7d— B—ﬁ)-

Es gilt:
—aptar | fo+B  atar | G+ B
a4+ = + = + —
2 Y 2 gl
:Oéé/l(p) — g = O~é()/1 — .
Genauso gilt ai = ap;1 — &. Daher folgt a; = —a, und wegen 2.(a): a_ = a—.
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Auflerdem gilt

2 2 B
by = —i(aﬁm)i%((o‘ozaﬁ —(ﬁo;ﬁl) )iﬁOQﬁl,
- = ~ \2 2 2 \2 2 N
be = —i(doml)i%((aozm) _<ﬁo;ﬁl>>iﬁ02@

Mit 2.(a) und 2.(b) folgt by = by und damit

T OTO(p) = (a+,b+,a,,b,,’y) = (_&+7B+7d*7b*7:}/) =ToOT«©CTo OT*(p)'

Zur dritten Gleichung: Der Beweis ist analog.

Zur vierten Gleichung: Es gilt 7507 o 7,(p) = (—do, By, —d, B1, 7). Setzt man 7, 0 75 0
T 07.(p) = (ay,by,a,b_,7) so folgt

dO‘{'dliBO‘{'Bl

ar = - 9 ~ = —Qi)0,
.. . 1 ((Gg—a)?  (Bo+ B)? Bo — B
bi = _Z(ao_al)ii ( 1 — 72 + 5 = —/61/0.

Somit ist 7. o 73 0 79 0 Tu(p) = (—au, —f1, —, —5o,y) = To1 © To © T1 © Teo(p). Hieraus
folgt die Behauptung.

Zu 3.(b): Aus BO = Allfy(oéo —ay) + % <(a01a1)2 . (504’;251)2) 4 Bo;ﬂ1 und 2.(a) folgt

BO _ %(BO + Bl) + % <(ozof4a1)2 _ (&01d1)2> + ﬁ0551 und damit

(Bo —Bo) — (Bl —p1) = %(040 —a1 +ap — &) (ag — a; — ap + ay).

Verwendet man nun wieder 2.(a) so folgt die Behauptung. 0

(4.9) Definition:
Fiir € € R bezeichnen wir mit ¢ die bzgl. P durch $¢(0) = & eindeutige Liftung der
Kurve g¢ : [0, 00[— 2, mit

Fiir 1 € {0,1} definieren wir mit 9, aus (2.2) die Kurve
S£ = (—@5 + 191) +d; o 9557
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wobei wir mit + die dibliche Verkettung zweter Kurven und mit —p¢ die zu p¢ entge-
gengesetzte Kurve meinen.
Wir bezeichnen aufSerdem fiir ¢ € R

H, = {73 € ﬁ;“argo(,%) —pl < g und |arg,(2) — | < g} c Qn

und H, = P([%) C Qo H,, ist eine Halbebene.

Abbildung 2: Spur von ¢ _ 2 Abbildung 3: Halbebene H=

(4.10) Satz,Definition:
FEs seil € {0,1}. Zu jeder Funktion y € F (A X Q) mit

y(p,-) € Kern(L(p)), p€eA

existiert genau eine Funktion (L1y) € F (A X Q) mit

(L) (p,-) € Kern(L(p)), p €A,

so dass fir alle £ € R, p = (a, Bo, 1, 01,5) € A und z € I:I&ﬂ_arg@)
() (0.2) = [ exp (2P () (=), =0 (), =, (. (7))
!

gilt. Ist die Funktion y stetig und partiell holomorph, so gilt dies auch fir (Lyy).

Beweis:
Seiy € F <A X @) mit y(p,-) € Kern (L(p)) fiir alle p € A und sei [ € {0,1}.

Wir bezeichnen dann fiir ¢, 2 € Q und p = (o, Bo, a1, B1,7) € A:

A

v(p, 2,1) := exp(yzt)w (—a(p), —ai(p), —7.1) y (7. (p). 1) .
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Es sei p = (v, Bo, a1, 41,7) € A. Aus der allgemeinen Theorie weil man:
Fiir jedes ¢ € R existiert ein Fundamentalsystem yi, yo von L(7.(p))y = 0 mit Asym-
ptotik

yi (1) ~ <1+th ) t) ~ exp (yt) "2 <1—|—th ),t—>oo, (4.11)

n=1

fiir £ € H,, mit (c))n, (), € CN und vy, v, € C.
Also gibt es fiir jeden abgeschlossenen Teilsektor von H,, ¢ € R

S, (01, 00) = {2 € QL] |2 > 1,1 < argy(2), arg, (2) < oo} (4.12)

mit ¢ -7 <1 <y <@+ % undr > 1 sowie Konstanten v,q € R*, so dass fiir

t €S, (p1,02) und 2 € Q gilt:
[v(p, 2,1)| < q|t|” exp (max{Re(v(z — 1)t), Re(yzt)}). (4.13)

Fﬁréeﬁ,éeRundt:%—i-TeXp(—zf), T > \/Lﬁ gilt:

exp (Re (131)) = exp (5 Re(12) ) exp (] cos(ang(3) + arge() ~ ).

exp (Re (1(= — 1)) = oxp (% Re (7(= 1))) -
exp (77 (= — 1) cosarg(3) + argy (5) — €)).

Daher folgt Wegen (4.13) und cos(t) < 0, [t — 7| < 7, dass das uneigentliche Integral
Ii(2) == [ sV (p, 2,-) fiir 2 € Heyrarg(q) lokal gleichmiiBig konvergiert. Entsprechend
erglbt sich

@w(l—ag(p), 1 —aj(p), =, ) exp (v2P()) (y(r(p),-) - 2 - v =¥ (7(p),)) | =0.

¢
Sl

Damit sind die Voraussetzungen von (3.22) mit y; := y(7.(p),-) erfiillt. Die hieraus
resultierende Losung y, bezeichnen wir mit (L£;y) (p, -). Diese erfiillt

(‘Cly) (pa 2) = Ié(é), z€ FI£+7T7aI“g(g/)

und ist zunéchst von § abhéngig. Wir zeigen zunéchst deren Unabhéngigkeit von §.
Seien nun &1,&% e Rmit 0 <& — & <, 2 € H&JHr arg(¥) N H@M arg(3) 7 0 vorausge-
setzt. Wir zeigen: I} (2) = I{,(2).

Hierzu betrachten wir fiir » > 1 und £ € R die Kurve

~

Pt = Peliog) 1 [0,7] D — Pe(t) € Q
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und die Liftung ¢",, ¢, :[0,1] — Q der Kurve

© e e [0, 1]9t—>%+ﬁexp(( &)1 —t)+i(=&)t) e C

mit 957;51,—52(0) =P (r)= 957;51 (r).
Da die Kurven ¢"; + ¢", ., und ¢” . homotop sind (wobei mit + die iibliche Ver-

kniipfung zweier Kurven gemeint ist), so sind auch die Kurven Pl P e g, und @7
homotop zueinander, weil beide bei w, starten. Damit folgt

1)~ 1L(5) = ( [ -] <[ -/ )mp,z,-)
Pty o diog g, diog g,
NI, Jory Jdiogl  Jdiogl,

und wegen des Cauchyschen Integralsatzes
- / R > U(pa 27 )
dlogpi&lﬁﬁz

IL(2) -1 (2) = lim (
‘ ‘ e /<"5T51752
Da max {Re (y(z — 1)rexp(i§)) , Re (yzrexp(i€))} < 0 V€ € [—&1, =&, so gilt
de > OVE€ € [—&1, —&] : max {Re (y(z — 1)rexp(if)), Re (yzrexp(if))} < —e.
Uber (4.13) erhélt man dann
/ U<p7 27 )
dodT

/r
Y 1090_51,_52

—£1,—&2

dq,v>0: <qr’e™" — 0, (r — 00).

,U(p727 )‘ )

Sei nun y stetig und partiell holomorph.
Dies liefert die & Unabhéngigkeit von (Ly) (p,-).

Wir zeigen nun die Stetigkeit und partielle Holomorphie von 3 := Ly. Da g(p, -) fiir
p € A Losung von L(p)y = 0 ist, , geniigt es die Holomorphie der Anfangswerte von
an einer beliebigen Stelle 2, aus (2 Q zu zeigen.

Sei K; C C* kompakt, 41 € C* und K, C {# € C*H arg(y) —arg(y1)| < 5} mit Ko
kompakt.
Wir bezeichnen dann fiir p = (ag, Bo, a1, £1,7) € K1 X Ks:

yo(p, ) =@ (—a5(p), —ai(p), =7, ) y (1u(p),-) sowie u(p,-) := ( vo (p,) ) .

y/ (pa )

Fiir alle p € K x Kj erfiillt u(p, -) eine Vektor Differentialgleichung der Form «/(p, -) =
F(p, z)u/(p,-), wobei ein ¢ > 0 existiert mit:

|F(p7z)|00 <g, pEKl X KQv |Z| 2 2.
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Sei Z := S, (—%, %) ein abgeschlossener Teilsektor von Hy, wie in (4.12) definiert.

Aufgrund von Satz (4.5.3) aus [14] gilt fiir { € Z und p € Ky x K :

e

It]
= max |u(p,t)|eexp ( I‘E‘in(uﬂ d{) (4.14)
(

ez |t|=2

1

~ ~ 2
[9o(p, )] < Ju(p, B)loo < max |u (p,7) o exp (/ max
teZ,|t|=2

Da y stetig und partiell holomorph ist, gilt dies auch fiir u. Somit existiert ein & > 0
mit:

A

10(ps tA)| < kexp(c|t]), te Z, pe K| x K.

Sei 7 := max{|y| |¥ € K»}.

Aus der Definition von K, folgt die Existenz eines 2y € [ ﬁ,r,arg(@) mit
YEK2

5 . 2c
arg, (%) = m —arg (1) und |zo| > 5

Ferner existiert ein 7y > 1 mit Spur (¢0|[m,oo[) C Z. Damit gilt fiir 7 > 7 und p =
(a0, Bo, a1, B1,7) € K1 X Ko

exb (rzagal)) i (. o) | < e ( (5 + ) (Re20) +0))

< kexp ( (5 + 75 ) Glolcos g () + 7~ arg () + ) )

cro (L 2) (Lot ))

Aufgrund von — 7|zo| + ¢ < 0 konvergiert das Integral f v (p, 2o, -) gleichméaBig fiir
p € Ky x Ks. Analog lisst sich dies auch fiir fd v (p, 2o, ) und fd oo v (p, 2o°) zei-
gen. Wie {iiblich folgt dann die partielle Holomorphle und Stetigkeit von g (-, Zp) und

9y (- o). 0

(4.15) Bemerkung;:
Seiy e F (A X @) mit y(p,-) € Kern(L(p)) fir alle p € A.
Dann ngth’rp (a07507a17ﬂ17 ) € A:
i) (t'Loy) (p,-) = —exp (v — 2miaf(p)) (Lrditory) (p. ),
)
)=

(tlL1y) (p,-) = —exp (v + 2miag(p)) (o Loy tory) (p, -,
(t2Ly) (p, (o Litgyy) (p,-), 1 € {0,1}.
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it) (tnLey) (p,-) = (61" Litly) (p,-), L € {0, 1},
(3 L) (p,-) = (0l Lit2y) (p,-), 1 € {0,1}.

Um entsprechende Formeln fiir ty o £;, t; o £; zu erhalten, miisste man Integral-
transformation mit Kernen der Form K (2,7) := (z+t—1)* = (¢t — T'(z))* betrachten.

Beweis: Sei § € R und p = gao,ﬂo, al,ﬁl,j) € A fest.
Fir 2 € He_arg(s_(3)+r = He—arg(9)+2r = H(grm)—arg(5)+x 8ilt:

(t Loy) (p, 2) = exp(y2) (Loy) (75 (p), 2)
- / e (=1 - P()

w(—ag (7' (p) » = (7' (0)) , =P (0= (%)), )y (7 (7' (0)) ,-)
(4.8)3a

e [ e (031 = PO (-0 ()05 () 2000 (s 7. 1))

Y exp (7)/T o O (2P () w(=ag (p), =i (p), =7, )y (Tm o7, (p), T (-)>

——ep(1) [ exn(32P0) (=i (). =i (), =) to) (7 0).).

Die Gleichung (x) ist erfiillt, da

A

exp (y2(1 —t)) @w(—aj (p), —ai (p) . 7, 1)y (701 © 72 (p) , 1)
= exp(yz(1—1) @ (T (ﬂ)aO(m exp (72) y (701 0 7. (p) , 1)

= e () esp (12P (7)) = (~ai (). ~ai (). .7 (D))

=

fiir £, 2 € Q gilt.
Wir zeigen nun fiir 2 € He_arg(4)+2r = Higm)—arg(3) 47

</Tosf - /d OS&W) exp (v2P()) w(—ag (p), —a; (p), =7, ) (toy) (7 (p) ,-) = 0.

Hierzu betrachten wir P o T o pg=ToPop_¢=Top_¢ mit

Top_(t) =



und Podjo¢_¢ n = @_¢_r mit

s+ sexp(i(—E—7m—5)t), telo,1]
poeenlt) = { LY Lexp(i (- ), 2 [1,00]

Also gilt Podjop_¢ (1) = PoTogb,g(l). Wir zeigen nun dy o p_¢_,(1) = Togb,g(l).
Da Spur (¢_¢) , Spur (¢p_¢—r) C Q , so gilt wegen (2.18)

)
Spur < ) .Spur (dy o p_¢_r) C Q;o.

Auferdem gilt dy o ¢_¢_r (0) = dy (&y) und T o ¢_¢(0) = T(0y) = &_. Aus der
Definition von oy, folgt 91 (1) = d; (&) und die Existenz eines t, €]0, 1] mit J;(to) =
@_. Da ¢ :[0,1] 3t — U () homotop zu V1, 1) ist, so ist die durch ¢ (0) = @
eindeutig festgelegte Liftung ¢ : [

P (1) = dy (wy).

Mit Hilfe einer Homotopie im Argument zeigt man leicht, dass die Kurven ¢+¢_¢_1|01]
und T o ¢_¢lj] in €2 homotop sind.

0,1] — Q) von ¢ homotop zu 1§1|[t0,1] und es gilt daher

Somit sind die Kurven ¢ 4+ d; o ¢_¢_x|j0,1) und To $—_¢|jp,) homotop, also gilt auch

diod e ) =Toge(l).
Hieraus und wegen T o dy = d; o T (man vergleiche hierzu (2.18)) gilt dann mit

u (2,1) := exp (vat) w(—ag (p) , — (p) . =7, £) (tory) (7 (p) . 1), (2,1) € 02 .

[y R R
ToSyc  JdioSTtTT
ST o B0 N A

Top_¢ d10@_¢ Todo dy ot Todgop_¢ d3op_¢
L L)

@ Todg diody diop
o L, )
191'[150,1] TO7.9() d10’191 d10191| [to,1]

- —i—/AA—/A u(z,-).
191'[,50‘1] T0190 d10’191‘ 0 t()

Mit 1 (tg) = - = T (&) = T 0 9,(0), 91(1) = d ( )_dloﬁl()und
dioVi(ty) =dy (W) =dyoT (@) =T ody(@y) =T oUy(1) folgt:

C:)/\

T
/ u(é,-):/ / | (4.16)
ToSy ¢ dioSy &

Wegen (1 — dl(f))_ai(p) = exp (—2mics(p)) (1 — 1) el ), i € Q folgt dann die erste
Behauptung aus i).

u(z,-)
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Wir zeigen nun ii):
Sei{ € R, 1 =0,1, p= (g, B, 01, 51,7) € A und

~

T (2) €He arg(s_»(3))4n = He arg(d)42r

_Jicor
{ZGOO 5 5

- ang () + 5 <arg (2, (9) < € —arg(3) + 5 |

A

Aus (2.17) folgt arg, () — m = arg, (T(;ﬁ')), 2 € Q und damit

~ ~

arg, <T (2)) — 7 = arg, (T o T(é)) =arg,(2), 2

m
)

~

Zudem wurde in (2.18) T (Qjo) =0 und d;! (Q*> =T (ﬁ;) = Of gezeigt. Somit

o)

gilt:

T'(2) € He—arg(3)+2n

R ~ ~_ R R 5 R T
e zeT (Qg;) =Q, arg, (2) € }f—arg(v) +7,§—arg(7)+7{

N N e . T
und arg, () €}£+W—arg(v)—§,£+ﬂ—arg(v)+§[

1/a A 1/ ~ ™ A
& (2 e, g (47 (2) € e+ m—arg (3) — D6+ —arg(3) +

|

| N

und arg, (di' (%)) E]f—i—ﬂ—arg(’y)—g,f+7—3rg(’7)+g[

& i (2) € Heproarg(s):

Auflerdem gilt:
(tor Ly)(p. 2) = (£1y) (71 (p), T(2))

= [ e (=01 = 9PO) (= (1) 0 (i (2) 72 (7 ()
= [ e = DPE) w(0i (). 0i ()7 )y (7 o7 (o))

~ [ e (2PO) (=0 () —ai (), =720 (1219) (o). ).

Damit folgt die erste Behauptung aus ii).

Die zweite Behauptung aus ii) folgt indem man die erste Behauptung hintereinander
anwendet und dabei ¢y o tg; = t; o ¢; ' beriicksichtigt.

Nun werden die beiden anderen Behauptungen aus i) bewiesen. Man ver-
wende die erste Aussage aus i) indem man y durch t;¢;'y ersetzt. Dann
folgt aus (1 Loty oy ') (p,-) = —exp(=2miai(p) +7) (L1y) (p,-) die Glei-
chung (t:2Loto; ¢1'y) (p,7) = —exp (—2miai (751 (p)) — ) (1 L1y) (p,-) und damit
(t'L1y) (p,-) = —exp (2miag(p) +7) (t:2Lotor 97 'y) (, -)-
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Verwendet man tg; 0 ¢; ' = ¢y ' o tor, t2, = t72 und die zweite Aussage in ii) folgt

(t;ﬁﬁot(ﬁlﬁbl—ly) (p,r) = (t01£0t01 1 )( ) = ( lﬁot;o%&lﬁbfly) (p,°)
= (¢ Lodg tory) ()

und damit die zweite Behauptung aus i).
Die dritte Behauptung aus i) folgt sofort aus der zweiten Aussage aus ii) und t3, = ¢t
(siehe (4.6)). O

Die Wronski Determinante; Das [.,.] Symbol

Wir fithren nun die Wronski Determinante wie folgt ein:
(4.17) Bemerkung, Definition:

Seip € N undny,my € F (A X @) mit n1(p, ), n2(p, ) € H (ﬁ)
(p7) dUT’Ch

Wir definieren die Wronski-Determinante von ny(p,-), 12

w(n,m2) () == m (0, ) nay (0, -) —m (05 ) a2 (05 ) -

Sei p = (ao, Bo, 01, B1,9) € A Im Fall m(p, ), m2(p, -) € Kern (L(p)) gilt:
i) Es existiert genau eine Konstante [n1,n2](p) € C mit

Wi, m) (p, 2) = 22071 (1= )™ Vexp (v2) [, e (p), 2 € Q.

ii) [.,.](p) : Kern(L(p)) x Kern(L(p)) — C ist ein alternierendes bilineares Funk-
tional.
Zudem gilt: n1(p, -), n2(p, ) bilden ein Fundamentalsystem von L(p)n = 0 genau
dann wenn [n,n2)(p) #

iit) Firn e F (A X ﬁ) mit n(p,-) € Kern(L(p)) gilt:
[, 2] (P)n(p, ) = [, mel(p)m (p, -) + [n1, nl(@)n2(p, -)- (4.18)

Beweis:
Zu i): Fir ni(p,-),n2(p, ) € Kern (L(p)) ist w(ni,n2)(p,-) Losung von

’ |:Oéo—1 061—1

w = + +y|lw
z z—1

Es gilt somit w(n,n2)(p, 2) = 2%71(1 — 2)*lexp (yz) - C, wobei C eine Konstante
ist. Wir definieren dann |9y, n9](p) := C.

Zuii): Da w(-,-)(p,2) (2 € Q) bilinear und alternierend ist, so folgt dies auch fiir
[ J(p) : Kemn (L(p)) x Kern (L(p)) — C.
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Die zweite Aussage folgt sofort mit i).
Zu iii): Seien 1y (p, ), n2(p, -) linear abhéngig.
Es existiere 0.E. ein £ € C mit n,(p, ) = {na(p, -). Mit ii) gilt dann:

[0, m2)(P)n(p; ) = 0 = Enz(p, ) ([0, m2l(p) — [, m2](P))
= {na(p, ) [m2; ml(p) + Ena(p, ) [, M) (p)
= [0, m2)(p)én2(p, -) + [En2, M) (P)n2(p, ).

Seien nun 7 (p, -), n2(p, ) linear unabhéngig.
Dann existieren &1,& € C mit n(p, ) = &m(p, -) + ana(p, -), und damit gilt:

(71, 2] (P)n(p; ) = [0, 12l (P) (Eam (P, +) + Eama(p; +))
= &, el (P)m(ps +) + Ealm, m2] (p)n2(p, -)

= 2 (& + o, 1) (D) (p, <) + [, Em + Eama) (D) (p, )
= [n,m2)(P)m(p, ) + [, nl(P)n2(p; )

(4.19) Bemerkung:
Seten n1,me € F (A X ﬁ), p = (o, Po, 1, 01,7) € A und p € A,
mit n; (p,-) € Kern(L (p)) und n; (p,-) € Kern(L (p)), (7 = 1,2). Dann folgt:

i) Ist p = 10(p), so gilt [tons, ton2](p) = [m, 2] (D).

it) Ist p = 11(p), so gilt [ty tina](p) = [, m2] (D).
iii) Ist p = 101(p), so gilt [tornr, torn2](p) = —exp (=) [, n2] (D).
w) Ist p = Too(p), 80 Gilt [t tocno] () = [, m2] (D).

Beweis: Sei 2 € Q.
Wir zeigen die Aussage in i):

w (tomy, tonz) (p, 2) =det ( aéZOm 577;0<<7.0)(
2%m(7o(p), 2)  2%°ma(70(p), 2)
*det(z«ao (o (») >)
=2*w (01, m2) (10(p), 2)
=220z (1 — ) exp (v2) [, m2] (10(p)) -
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Die Aussagen in ii) und in iv) lassen sich auf analoge Weise zeigen.
Wir zeigen die Aussage in iii):

T (701(19), T@)) 12 <701(P)7T(5)
—m <7-01(p),T(2)) —1 <7'01(p), 2
= —w(mm) (), T (2)

A

= Tz ! (1 - T(é)) exp (—’yP <T(§))> [, 12 (701 (P))

(1 - 27 20 g (42) ( ~ exp (=) 1, ) (o <p>>).

w (toam, toane) (p, 2) = det (
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5 Spezielle Losungen der konfluenten Heunschen
Differentialgleichung

In diesem Kapitel fithren wir mit Hilfe einer Funktion & € F (A X Q) und den vor-

angegangenen Transformationen Fundamentalsysteme von Frobeniuslésungen bei den
einfachen Singularititen 0 und 1 ein, sowie ein Fundamentalsystem von Losungen mit
Asymptotik in oo.

5.1 Zu den Frobeniuslésungen

(5.1) Satz: Es gibt genau eine stetige partiell holomorphe Funktion
P:AXO— C,
mit ® (p,-) € Kern(L(p)) fiir alle p € A, so dass ® o (idA, (P|§0)_1> eine stetige und
partiell holomorphe Fortsetzung ® : A x C\[1, oo[— C hat, mit
~ R 1
o (Oé(], 607 Qan, 517 Vs O) = f(l - Oé(]).

Es gilt:
Bp.5) =3 P ) <1, p = (B, B1,5) € A
9 1—\ n) 9 Y Y 9 ) Y )
wobei die a,(p) fir n € N* die Rekursion

aa(p) = (0= D00 20 = +9) + 501 = w1 a0) = o ana(p) - 62

+ {50 + 61—y -1~ %(040 + 041))} (ao +1—=n)a,—2(p) =0,

erfillen, mit ag :== 1 und a_; := 0.

Beweis: Sei p = (ap, B9, a1, 01,7) € A. Wir setzen zuerst ag ¢ N* voraus.

Da 0 eine einfache Singularitit der CHE (1.5) ist, folgt aus der allgemeinen Theorie
unter der Voraussetzung ag ¢ N*:

37 (p,-) : C\[1,00[— C Losung von (1.5) mit 7 (p, 0) = +(1—ap). Wir entwickeln dann
n(p,-) in eine Potenzreihe um 0

n(p,z) = Zdn(p)z"; |2] < 1.

n=0
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Nun rechnen wir die Dreiterm-Rekursion (5.2) fiir a,(p) := I'(1 — ap +n) - @,(p) nach.
Dazu stellen wir die Differentialgleichung (1.5) mit Hilfe des Operators D := z% dar,
um folgende Eigenschaft des Operators zu nutzen:

Dz" = nz" fiir n € N. (5.3)
Die Differentialgleichung (1.5) ldsst sich mit D wie folgt aufschreiben :

D(ag—D)n

b2 (D -0 — et D+ -l —a) =t -l )1 (5
+ 22 (—fyD + (Bo+ 1 — %7(2 —ap — al))) n = 0.

Mit (5.3) gilt also fiir |z| < 1:

D(ay = D)i(z) = 3 nlan — n)n(p)2",

z <D2 +(1-a—a1+7)D+ %(1 —ap)(1 —ay) — Go+ %’Y(l - 040)) n(2)

ZZ((n—1)2+(1—ao—&1+7)(n—1)

+ %(1 —ag)(1—a1) =B+ %’7(1 - a0)> an—1(p)z",

2 (=10 + (ot i - =0 =) ) o

- Z (—7(n —2)+ (6o + B — %7(2 — Qo — al))) n—(p)2".

Somit erfiillen die a,, fiir n > 2 die Gleichungen:

—n(n — ag)an(p)

+|(n—1)(n—ay—a;+7)+ %(1 —ap)(1—ay) — fo+ %7(1 — ao)] an_1(p) (5.5)
+ [50+ﬁ1—y(n—1— ao;al)} an—2(p) =0
(00 = Dan(p) + [ 511~ @0)(1 = 1) = o + (1 = )| dlp) =0



Um die Rekursion (5.2) fiir die a,(p) zu erhalten, setzen wir a_;(p) := 0 und
multiplizieren die Gleichung (5.5) mit I'(n — «yp).

Die a,(p) erfiillen damit (5.2) fiir opp ¢ N*.

Die Rekursion (5.2) ist aber auch fiir den Fall oy € N* eindeutig losbar.

Seien nun a, : A — C, (n € NU {—1}) die durch a_; = 0, ap = 1 und der
Rekursion (5.2) eindeutig definierten stetigen Funktionen.
Wir zeigen, dass die Reihe

o0

an(goaﬂ(]val;ﬁl,:}’) . .
tf A x K4(0
> e T i o, 8,5:7) € A x KO

lokal gleichméfig konvergiert.
Seien K C A kompakt, p € K, n € N*, und fi(p,n) und fo(p,n) durch

(5.2) & nan(p) + fi(p,n)an—1(p) + f2(p,n)an—2(p) =0

eindeutig bestimmt.
Dann existiert ein ¢; > 0, so dass fiir alle (v, 5o, a1, £1,7) € K gilt:

lfilp,n)] = |(n—=1)(n—ap—a;+7v)+ %(1 —ap)(1—ay) — fo+ %7(1 — ap)

< (0= 1) (0t oo = a +9]) + 501 = aa)(1 = o) = o+ 39(1 - )

c1<n+cy

< (n=1Dn+a)+a < nn+a)

und ein ¢y > 0, so dass fiir alle (ag, Bo, a1, 01,7) € K gilt:

|fa(p,n)] = ‘(ﬁo+ﬁl—7(n—1—%(ao—l—a1))) (g +1—n)
—1—1(040—1-041)

CIEETICEEE )) oo 114

< (2t e(nte))(nte) < (e +1)(n+ (e + 1))~

IN

Setzen wir ¢ := max(cy, co + 1) und A,, ;== max{|a,(p)| | p € K} so folgt:
nA, <nn+c)A,_1 +c(n+c)?A, . (5.6)

Sei nun KO = max{]l — Oéo“ (Oéo,ﬁo,()él,ﬁl,;)/) € K} und ng € N mit ng > Ko.
Dann gllt fiir (Oé(]aﬂ(]?aluﬁla?y) €K

Re(1 —ap +ng) =no + Re(1l — ag) > ng— Ko >0
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und mit einem C' > max {m‘ (Oéo, ﬁo, aq, ﬁl, "A)/) € K} erhélt man dann

1 1 1
T(1—ag+n)  |T(L—ao+n)| [(no+1—ag):...-(n— )|
1
C
(ng—|1—ap|) . -(n—1—|1—aypl)
1
< C- ., n>ng.

(no — Ko) - .- (n — 1 — K,)

Damit erfiillen die B,, := max { (o= KO)._’_L.‘.’Fm_l_ )

p= (a()?ﬁU?alaﬁla’?) € K:

l‘ an<p>
CIT(1—ap+n)

nogmgn} (ng < n) fiir

An
= (ng — Ko) .- (n — 1 — Ky)

< By,

und somit gilt fiir |z| <r < 1

- an(p)] lan(p
e B,
;wa—aﬁn Z|r o —l—n)|| 4 Z r

n=ng+1

Fiir alle n > ng erhalten wir mit Hilfe von (5.6)

nA, < n(n+ c) . A,_q
(ng—Ko) . (n—1—-Ky) =~ (n—=1—Kpy) (no—Kp)+...-(n—2— Kp)
N c(n + c)? An2

(n—2—Ko)(n—1—Ko) (ng—Ko)-... - (n—3— Kyp)

und somit

n(n + c) c(n+c)?
nBn < <(n— =Ky T o2 Ko)m—1- K0)> Bn-1:

Aufgrund von

B _ (n+c) N c(n+ c)?
B, yrmt =\ (n—1—-Kj) n(n—2—-Ky)(n—1—Kp)

)r—>r< 1,

fiir n — oo folgt > 77 | B,r" < oo, also konvergiert die Reihe in (5.6) gleichméfig
auf K x K,(0).

Hieraus schlielen wir die partielle Holomorphie von (i)| AxK1(0)-

Nun gilt mit p = (o, o, a1, 61,%) € A im Fall ag ¢ N*: & (p,-) = n(p, )|k, (0)
Aufgrund der Stetigkeit von ® und deren partieller Ableitungen (siche (2.4)4.) ist
® (p,-) dann auch Losung der CHE (1.5) im Fall ay € N*.

Die analytische Fortsetzung von ®(p, -) auf C\[1, oco[ bezeichnen wir ebenfalls mit d(p,-)
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und mit ®(p,-) € Kern (L(p)) bezeichnen wir die analytische Fortsetzung von ®(p, )
bei (.;)0. ~
In bekannter Weise folgt die partielle Holomorphie der Funktionen ® und . U

Seien (y1,y2) € F (A X ﬁ) x F (A X Q) und ¢t € G wie in (4.6) definiert.
Wir verwenden dann folgende Kurzschreibweise: ¢ (y1, y2) := (ty1, tys).

(5.7) Bemerkung, Definition:
Fiir (p, z2) € A x Q bezeichnen wir

:/tO (p7 2) = ((b (p7 '73) ) (t()q)) (p> 2)) und JTl (pa 2) = tOlJTO (pa 2) :
FEs gilt dann fir p = («o, Bo, a1, B1,7) € A mit [-,-] aus (4.17):

i) [@,to®]|(p) = Sm(wﬂ Damit ist Fo (p,-) ein Fundamentalsystem aus Frobenius-
losungen von L(p)n = 0 genau dann, wenn oy ¢ Z.

i) [to1®, to1to®@](p) = —exp (—7) M Damit ist Fy (p,-) ein Fundamentalsystem
aus Frobeniuslosungen von L(p )77 = 0 genau dann, wenn o ¢ Z.

Bewezs:

Sei p = (ap, Bo, a1, B1,7) € A .
Aufgrund von (4.19) bleibt nur [®, t,®](p) = Sm(ﬂﬂ zu zeigen.

Fiir 2 € Q gilt:

exp ((ap — 1)Lin(z)) exp ((a; — 1)Ln(1 — 2)) exp (72) [®, 1o P](p)
= 271 = 2" exp (v2) [, t0®](p) = w (®, t0®) (p, £)

i B(p. ) 2B(r(p), 2
- eXP““O‘DL“(Z”d“( B(p,2) aod(ro(p), ) + 20 (mo(p), 2) )

Teilt man die obere Gleichung durch exp ((cp — 1)Ln(z)) und betrachtet den Grenzwert
fiir z — 0 so erhélt man, aufgrund von 7y(p) = (—a, Bo, a1, F1,7):

[@,5®] = (p,0) - ag - (70(p), 0)
B 1 1 - 1 _ sin(may)

T1—ao) ' T(l+tay) TI(l—ag)l(ag) =

Fiir die Differentialgleichung L(p)n = 0, p = (a0, fo, a1, £1,7) € A mit
oo € Z beziehungsweise o € Z

geben wir nun noch Fundamentalsysteme von Frobeniuslosungen bei 0 beziehungsweise
1 an, die im allgemeinen nicht Logarithmus-frei sind.
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Es ist uns gelungen eine stetige und partiell holomorphe Funktion ® € F (A X Q)

anzugeben, so dass (CID(p, ), d(p, )) fir p = (v, Bo, a1, £1,7) € A, bis auf den Ausnah-
mefall oy € N*| ein Fundamentalsystem von L(p)n = 0 bildet. Dabei wird $ wiederum
mit Hilfe von ® erzeugt.

Setzt man ay ¢ (—N*) voraus, so ist (to®(p, ), to®(p,-)) ein Fundamentalsystem von
L(p)n = 0.

Mit Zuhilfenahme der Transformation ty; erhdlt man dann Analoges fiir die Funda-
mentalsysteme bei 1.

(5.8) Satz:
Sei F@ : (C\(_N)) X CB xCx—C furp = (a/O)ﬁO:al)ﬁh’?) S (C\(_N)> x <C3 x C
durch

L& e au(m () 1
Ca ()= 200" S5 ag + mygo s o

n=0

(5.9)

definiert. Diese Funktion kann man fir Re(ag) > 0 wie folgt darstellen:

N

Fop) = [ (o), —2)" ", (5.10)
0
woraus man de’e Stetigkeit und partielle Holomorphie abliest.
Hiermit sei ® : C*\(—N) x C* x Q — C durch
®(p. 2) := () (Lo®) (p. 2) — Ta(p)2(p, £) (5.11)

deﬁmert
d lisst sich auf ganz A X 0 stetig und partiell holomorph fortsetzen.

Die Fortsetzung bezeichnen wir wiederum mit d:AxQ—C.
Es gilt ®(p,-) € Kern (L(p)) fiir alle p € A.

Beweis: Fiir K C C*\(—N) x C? x C* kompakt existiert ein k > 0 mit:

<k VneN (@0,50,0&1,61,’?) € K.

n —+ Qg
Mit den Abschétzungen aus dem Beweis von Satz (5.1) folgt dann die lokal gleichméBige
Konvergenz der Reihe aus (5.9) fiir p € C*\(—N) x C?* x C* und somit die Stetigkeit
und partielle Holomorphie von I'y : C\(=N) x C? x C* — C.

Sei nun p = (g, Bo, a1, B1,%) € C*\(-N) x C? x C*.

Unter der Voraussetzung Re(ay) > 0 existiert das uneigentliche Integral (5.10) und mit
(5.1) folgt

/2 (i)(To(p)»—Z)Zaofldz =
0

Mg

(—1)"an(m(p)) / —

e F(1+Oéo+n)
(p

— (D"an(no(p) 1
[(1+ ap + n)2rteo n 4+ aq

= Ta(p).

[e=]

n=
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Da ®(p,-) eine Linearkombination von ®(p, ) und (t,®) (p, -) ist, gilt

3(p,) € Kem (L (p)). i
Nun zeigen wir, dass @ eine stetige und partiell holomorphe Fortsetzung auf ganz A x Q2
hat.

Sei im folgenden Z € ﬁ, m € N und p := (By, a1, 81,7) € C* x C*.

Die I'-Funktion und I'¢(+, p) haben bei —m € —N einfache Pole mit

(=D"

m)

Res(T', —m) = ; Res(T's(+,p), —m) = (—=1)"am(m, p). (5.12)

Somit hat ® beziiglich der ersten Komponente bei ag = —m € —N hochstens einen
einfachen Pol mit:

Res (@ (+,5,2), —m) = Res (L', —m) (t,®) (—m, B, 2)
—Res(T's (+,p), —m)® (-, p, 2) .

Da Fy(p) fiir oy = —m kein Fundamentalsystem ist (siehe (5.7)) und ®(—m,p,-) # 0
existiert ein £ € C mit

(5.13)

(tﬂq)) <_m7 ﬁ(h alaﬁla&? 2) = 6 : (I)(_m7/607 aq, ﬁl?ﬁ% 2)7 zZE Q (514)

Aufgrund von (5.1) gilt daher fiir 2 € Qg N P~ (]0, 1[):

> aTL —m, ,Oé 9 7A n v, 2
ey e Mo 0B A) o _ e (i 5y, r, 5 2)
n=0

I'(14+m+n)
A A - an(maﬁOaalvﬁla&) —
= (ty®) (— - nem
(to®) (—m, Bo, a1, 51,7, 2) HZ:O T(L—m +n) z (5.15)
_ io: aner(maﬁO?alaﬁlafAy) SN — io: aner(m?ﬁOaalaﬁla;y) P
= [(n+1) o n!

Mit z — 0 in (5.15) folgt

5 = m!am(m7ﬂ07alvﬁla7) (516)

und mit (5.12), (5.13) und (5.16) dann Res(® (-, 5, %), —m) = 0. Damit ist & (-, 5, 2)
auf C holomorph fortsetzbar. Die partielle Holomorphie von ® (—m,-) folgt aus der
Darstellung in (5.18). Damit ist ® partiell holomorph und damit stetig und erfiillt
daher ®(p,-) € Kern (L(p)), p € A. O

(5.17) Bemerkung:
Fiir (p,2) € A x Q bezeichnen wir Fy (p, 2) := (@ (p,2), D (p, 2)) .
Es ngt dann fU'f’ p= (Oéo, 607 anq, ﬁla ’3/) € A:
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i) [@,d](p) = m Damit ist Fo (p,-) ein Fundamentalsystem von L(p)n = 0
genau dann, wenn oy & N*.

i) [to®,t0®)(P) = Fria
0 genau dann, wenn oy & (—N*).

. Damit ist toFy (p,-) ein Fundamentalsystem von L(p)n =

iii) [tor®,to1 ®](p) = —exp (—7) m Damit ist toy Fo (p, -) ein Fundamentalsystem
von L(p)n =0 genau dann, wenn oy & N*.

w) [titor®, tito1®](p) = — exp (—7) m Damit ist tito Fo (p, ) ein Pundamental-
system von L(p)n =0 genau dann, wenn oy & (—N*).

v) Im Fall ag = 0 gilt Fo (p,) = toFo (p,-).

Beweis: Da v) sofort folgt, ist aufgrund von (4.19) nur noch i) zu zeigen.
Die Aussage in i) gilt da:

[@,2](p) =" T(a0)[®, tP](p) — T'a(p)[2, P](p)

22 r(ag e otlp) 2 ria ™ = L

(5.18) Bemerkung:
Sei p = (ap, Bo, 1, 01,7) € A mit ag = —m, m € N, und Z € Q. Dann gilt:

®(p,2) = (=1)"am (p) @ (p, 2) Ing (2) + 27" h (p, %),
mit
h(0.2) = T (009) (0.2) + (1) 2", () (019) (0. 2)

+mla,, (p)/ e_tt_m_ldt> 2" P(p, 2),
1

wobei C die Eulersche Konstante bezeichnet.

Bewers: - R
Sei p:= (B, a1, £1,7) € C3 x C* und 2 € Q. Dann gilt fiir ay € C\(—N)

q)(d07157 73) = F(dO)(dO + m)g (d07ﬁ7 2) + 1% (d0725) ©(d07ﬁ7 2)7
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mit (g, p) := I'(ag)mla,,(m,p) — Te(ap, p) und
1

(ap +m)

Fiir die nun folgenden Grenzwertberechnungen setzen wir ay, € C\(—N) voraus.

Aufgrund von dollmmf(do)(do +m) =0 und dollmm¢>(d0, p,2) = ®(—m, p, 2) sind

g (ao,p, 2) = ((to®) (a0, p, 2) — mlam(m, p)®(co, p, 2))

nun noch die Grenzwerte lim g(do,p, 2) und lim pu(do,p) zu berechnen.
ag——m ag——m

Mit £ := mla,,(m, p) gilt wegen (5.14) und (5.16):

- ((toq)) (d07ﬁ7 2) - gq) (d07]57 2))
ag——m ap——m Qg +
®) (dio, . £) — (to®) (—m, p, 2 B(—m, p, 2) — E®(cio, , 5
_ lim (tO )(a0>p72) (tO )( m,p,z)+ lim 6 ( m,p,z) 5 (Oéo,p,Z)

ap——m ag+m apg——m ag+m
= (0(to®)) (—=m,p,2) — £ (0:1®) (—m, P, 2)
= IHO(ZA/) (tO(I)) (_maﬁa 2) +27" (alq)> <_'7ﬁ7 2) (_m) - 5 (alq)> <_m7]57 2)
= 27" (_ (81(1)) (mvﬁa 73) - ng (81@) (_mvﬁa 2)) + th(é)g(P(_mJaa 2)

Um lim u(ao, p) zu berechnen, benutzen wir folgende Darstellung der I'-Funktion:

lim g(a()ap? ): lim

ag——
e C\( = S .
- M= ; n‘ n+z /1 ¢
Damit gilt:
Lo > —1)"m!a,,(m,p 1 —1)"a,(m,p 1
M(Oéo,p) _ Z ( ) : ( ) _ ( )~ ( ni_d _
n! n+a, T'(14 ay+n)2+t n+ aq

n=0
+§/OO e 't dt  (ap € C\(—N)),
1

und hieraus folgt:

: _ = [(=D)"mla,(m,p) 1 (=1)"a,(m, p) 1
i pldo,p) = Z( n! — n—m_F(l—m+n)2€_mn—m>

apg——m
n=0

n#m

1
1- -
ap——m Qg + M ( 2m+a0F(1 + ay + m))

+& / ettt
1

1
lim

1 — 1 = _2 ; (0)
do——m Gy + m oamtao (14 cdy+m)) 0z \2°T(1 + 2)

1 /
i) 0 =) - T

1
(1) a(m,5) lim —

Aufgrund von

(Wr’u 42427 In(2)
= Ln(2)+C,
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wobei C die Eulerkonstante ist, folgt dann die Behauptung. ([l

Wir untersuchen nun das Transformationsverhalten von Fy und F; beziiglich g, t1, .
(5.19) Bemerkung(Transformationseigenschaft):
Mit p = (e, Bo, 1, 51,7) € A und 2z € Q gilt:

7’) tlJTO (pa 2) = fO (p7 2)7 tﬂfl (pa ZA/) = :’rl (pa 2);
i) tooFo (p, 2) = Fo (p, 2) und toF1 (p, 2) = exp (v) F1 (p, 2).

Beweis:

Sei (Oéo, BO; an, 617 f?) € A.
Zu i): Wir zeigen zuerst: 1P = O.
Fir 2z € Q gilt:

(61®) (p,2) = (1 = 2)®(7(p), £) = exp (arLn(L — 2)) (71 (p). 2)-

Aus 71 (o, Bo, a1, B1,7) = (o, Bo, —au1, B1, ) folgt:

~ 1

®(11(p),0) = R ®(p,0),

und {iber die Eindeutigkeit in (5.1), damit t;® = ®.

Mit(4.6)iii) folgt t1to® = tot1P = ty® und somit t;Fy = Fo.

Aufgrund von fl = t()lfo gllt dann tofl = tot()lfo = t01t1]:0 = t()lf() = fl.
Zu ii): Wir zeigen zuerst: t,® = ®.

Fiir 2 € (AZO gilt:

(too®) (p, 2) = exp(72)®(7o(p), 2) = exp(72) @ (70 (D), 2).

AUS Too (O[OaﬁO)alvﬁlaﬁ/) = (aoaﬁ07a175175ﬂ' (ﬁ)) fOlgt

B(rp).0) = s

und {iber die Eindeutigkeit in (5.1) damit ¢, ® = ®.
Mit(4.6)1) folgt tooto® = totoo® = to® und somit t,.Fy = Fo. Aufgrund von (4.6)ii)
folgt die Behauptung fiir F;. U

Nun untersuchen wir das Verhalten der Funktionen a,, aus (5.1) beziiglich einiger Pa-
rametertransformationen.

(5.20) Bemerkung: Fir die a,, n € N aus Satz (5.1) gilt:

Qp O Ty = Q.
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Beweis:

Sei p = (v, Bo, a1, f1,7) € A. Fiir n =0 gilt ap(p) = 1 = ag o 7(p).
Wir zeigen nun, dass (a,(p)),, und (a, o 7.(p)), dieselbe Rekursion (5.2)erfiillen.
Es gilt:

(50+ﬁ1_7(n_1_1(040+041)>) = 7(—ﬁotﬁl—n+l+&o+al)

2 2
= Y(ag(p) +1—-n).

Mit (4.7) und (4.8) folgt v = v*(p), of (7«(p)) = o und somit

v(ag(p) +1=n) (a0 +1=n)=7"(p) (ag (1(p)) + 1 =) (e5(p) + 1 —n).
Aufgrund von (4.8)2a) folgt:

*

(n=1)(n—ap—a1 =) = (n=1) (n—ag(p) — a1(p) =7 (p))

und mit (4.8)2c¢) gilt:
1 1 * * * *
A —ao)(y+1—a)=F=5(y(p) +1-agp))(1 - ailp)) = Kp).
Damit folgt die Behauptung.

Aus (5.19) folgern wir sofort:

(5.21) Bemerkung:
Sei p = (ap, Bo, a1, 1,7) € A. Die a, : A — C, n € N aus Satz (5.1) erfiillen:

i) an (T (p)) = Yop_p(—)FEH=G=RE kg, 4 (p)  (n € N).

i) an(ra(p)) = Tpog(~ 1) +1 = ap — )y ( S ) ank(p) (n€N).

5.2 LoOsungen mit Asymptotik

(5.22) Satz,Definition:
Es existiert genau eine stetige und partiell holomorphe Funktion

U:AxQ—C,
so dass fiir alle p € A gilt:
1. ¥(p,-) € Kern(L(p)),
2. 2isin(ag(p)m)¥(p, -) = exp (2miag(p)) (Lo®) (p, ),
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3. W(p,-) erfillt folgende Asymptotik:

U(p, 2) ~ ARG E Y (1), (1o 0 11 0 Tu(p)) (72) "
n=0
fir z — oo mit 2 € {2 € §;| — 3 <arg (§) +argy(2) < 2} und

oo

U(p, 2) ~ AHNE (2 = )OS (1), (11 0 7)) (v(z = 1) "

n=0

fiir (z—1) — oo mit 2 € {5 € QL] — 3 < arg(d) + argy(2) < 2}, Dabei sind
die a,, aus (5.1).

Zu bemerken ist noch, dass W schon durch eine der asymptotischen Reihen in 3.
und durch 1. eindeutig bestimmt ist. Diese Aussage folgt aus der Theorie gewohnlicher
Differentialgleichungen.

Fiir den Beweis von (5.22) benétigen wir folgende Bemerkung:

(5.23) Bemerkung, Definition:

Sei by : [0,1[3 t = wy - (1 —t) € Q und by : [0,1[> t — Q die Liftung von 6, mit
00(0) = & Weiter seien 9y und Oy aus (2.2).

Firp e A mit Re (af(p)) <1 und h : K1(0) — C holomorph gilt:

/ T (exp (~2mia(p)) — 1) / ()" 3h (P(-)) = 0.
Beweis von (5.23):

Sei p = (a, fo, a1, F1,75) € A mit Re (ag(p)) < 1. Wir bezeichnen mit Z die Zusam-
menhangskomponente von P~ (K1(0)) mit &y € Z.

Mit 0 < & < 1 bezeichnen wir ¥.(t) := edo(t) (¢t € [0,1]) und mit 9. : [0,1] — Q die
Liftung von 9. mit 9.(0) = (1 — ¢).

Da die Kurven 9y und (90|[071_6] —1—195) — Ooljp,1—¢) in © homotop sind (wobei mit
—0olj0,1-< die zu Oylj1- entgegengesetzte Kurve und mit + die iibliche Verkniipfung

von Kurven gemeint ist), so sind auch ihre Liftungen Yo und (é0|[07lfs] + @E> —dyo

éo‘[(]’l_a] homotop, und damit gilt:

/u:/ u+/ u—/ ) u:(l—exp(—Qma’é(p)))/ u+/ u,
do O0l[0,1—<[ Ve dooboljo,1—¢] olfo,1—¢[ Ve

mit u(t) ==t~ %Ph(t) (t € Z).
Da h holomorph ist, so gilt ‘fﬁs u(z, )‘ =0 (5’ Re("‘a(p))*l) (¢ — 0). Aufgrund von

Re (a3 (p)) < 1 folgt damit ‘fﬁs u(3, .)‘ 0 (e —0). O
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Beweis von (5.22):
Sei p = (o, Bo, a1, 01,7) € A. Wir setzen zuerst ofj(p) € Z voraus.
Dann definieren wir:

Vip. )= St (£0) (5,

Da & stetig und partiell holomorph ist, gilt dies auch fiir £,® aufgrund von (4.10).
Somit ist ¥ : {p € Alaf(p) € Z} x Q — C stetig und partiell holomorph.
Sei nun

u(p, 2,8) = exp (v2t) @ (—a(p), —i(p), =, 1) @ (r(p),1), 2.i€Q.

Mit (3.4) und (5.19) folgt

u(p, 2,t) = exp(y(z—1)t)i" 25 (») (1 f)iaf(p)q)(ﬁ(]?)’{)
= exp(v(z = D) TP (ry 0 7 (p), ) (5.24)
= exp(yat) %P D(10 01y 0 T (p), 1), 2,E€Q. (5.25)

Im Fall of(p) € Z und —¢ €]0, 27| gilt fiir 2 € I—:T§+ﬂ_arg(@) unter Beriicksichtigung von
(4.10), (5.25) und (5.1)

W (p.5) =P (2miag(p)) / w(p,2,)

2i sin(o(p)m)
sy ¢
(riog(p) v
exp (2miag(p)) ™ 1 / i) E
- . D= P(r, - (p), t)dt.
(et (p)m) 2 exp(yzt) (Too 0 71 0 Ti(p), 1)
00 exp(~it)

Die Potenzreihenentwicklung von ® (7. o7 o7, (p), -) bei 0 lisst sich mit (5.1) gewinnen.
Ferner gilt:

2 € Hepnarg(s) = 5 > |arg (7) + argy(2) — & — 7| = [arg (0-2x (7)) + argy(2) — £ + 7l

Wenden wir nun das Lemma von Watson aus [15], (Seite 55) an, so gilt mit einem
Ky > 0 grof genug:

o) L OXP (2mia(p)) T am(Too © T1 0 Tu(p)) ‘
vip.2) sin (g (p)m) 2 I'(1 = ag(p) + m)I(ag(p) —m)

(0_r (3)) 0PI ze6@—1mm (5 o),
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fir 2 € ﬁ&ﬁ_arg@) mit Re (yz exp(—i€)) < — K.
Aufgrund von

1 (_1)msin(7roz3(p))

P(1—aj(p) +m)C(ag(p) —m) m
und mit der iiblichen Argumentation erhalten wir fiir Z € ﬁf—i—ﬂ—arg(‘/):

o0

U(p, 2) ~ 40712500y T(1) "y (T 00 () (72) " (2 = 00).

n=0

Da —¢ €]0, 2m| vorausgesetzt war, erhalten wir die erste Behauptung aus (5.22)3. (im
Fall of(p) € Z). Auf analoge Weise zeigt man mit (5.24) die zweite Behauptung aus
(5.22)3. (im Fall of(p) € Z).

Fir of(p) ¢ Z mit Re(og(p)) < 1 gilt wegen (5.23) und (5.1):

W (p, 2) —ZZSZZ ;%];))) / u(p, z,-)
Sy ¢

_ exp (2ria(p)) SPA=2Ti0(P) / / (5.26)

2i sin(ag(p)m)

D
= — exp (miag(p / / Z), §eR, ze ff&w—arg(&)'

Hieraus folgt in iiblicher Weise die Existenz der partiell holomorphen Fortsetzung von
U auf {p € Alag(p) & N*} x Q.

Ferner erhalten wir das asymptotische Verhalten aus (5.22)3. fiir den Fall of(p) € —N,
indem wir die Version des Lemmas von Watson aus [15] auf Seite 40 auf (5.26) (mit
aj(p) € —N) anwenden.

Sei nun «f(p) ¢ Z mit Re(af(p)) > 1. Mit einem m € N mit m > Re(af(p))
definieren wir

@y (p, 1) 1= 8P B(rg 01y 07 (p),F) = 3 ‘;“00 ° 10T P ju-ain) ey

Fir £ e Rund 2 € H§+,r arg(3) gilt analog zum Beweis des Lemmas von Watson [15]
(Seite 55) unter Beriicksichtigung von (5.25), (5.1) und (5.23):

U(p,2)=1(p,2)+ Z(—l)”an (Too 0 T4 0 T (p)) 420 P 7L7n z05 () =1 (5.27)
n=0
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mit:

19.9)i= GO [ e (02P() 1 0.

g€

(5.23

2 —exp(riaifo) | = [+ [ |0 (0PO) 000 (€ Hevnann)
0o  P-¢

Hieraus folgt, dass sich ¥ partiell holomorph auf A x Q fortsetzen lisst.

Im Fall of(p) € N* erhélt man mit dem Lemma von Watson auf Seite 40 und (5.27)
die erste der beiden asymptotischen Reihen.

Auf analoge Weise erhdlt man mit (5.24) die zweite asymptotische Reihe. 0

Eine direkte Folgerung aus dem Beweis ist:

(5.28) Bemerkung: A
Seien p = (ag, Bo, a1, B1,7) € A mit Re(og(p)) <1, { €R und 2 € Heyrarg(5)-
Dann gilt mit der zusammengesetzten Kurve La£ = —0p+ P_¢

W (p, 2) = — exp (miag(p))

/ exp (12P(-)) @ (~a3(p), —a(p), —7. ) @ (ra(p). )

—£
Lo

wobei p_¢ in (4.9) und Oy in (5.23) definiert wurden.

(5.29) Satz:

Wir definieren die stetige und partiell holomorphe Funktion W : A x Q — C durch
U(p,-) = exp (im(af(p) — 1)) (1 0)(p,-), pEA.

F'I,L’l"p = (Q07ﬂ07alvﬁla;}/> S A ngt

1. 2isin (mai(p)) W(p, ) = exp (imai(p) +7) (Litor®) (p, ).
2. U (p,-) erfillt die folgende Asymptotik:

o0

T (p, 2) ~ exp (yz) yiP~1zeim)—1 Z p (Too © To 0 To1 © Tx(P)) (v2) 7",

n=0

fiir z — oo mit Z € {éeﬁjo|—%<arg(ﬁ)+argo(2) < 2} und

U(p, 2) ~ exp (v2) 41071 (2 = )M Y “a, (0 71 0 u(p)) (v(z — 1) 7",

n=0

fiir (z—1) = oo mit 2 € {2 € QL | — T <arg(9) +arg, () < 2}. Dabei sind
die a, aus (5.1).
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Beweis:
Sei p = (ag,f0,1,01,7) € A. In (5.22) haben wir 2isin(ag(p)m)¥(p,:) =
exp (2mia(p)) (Lo®P) (p,-) definiert. Somit folgt

2isin(ofy (755" (p)) ) (t1W) (p,-) = exp (2miog (71 (p))) (1 Lo®) (. -).

Aufgrund von 7,07 (p) = 7107, (siehe (4.8.3a)) folgt af (7' (p)) = o (p). Hiermit
und mit (4.15) folgt dann

2isin(ay (p) M)¥(p, ) = —exp (im(aj(p) — 1)) exp () (L1101 @) (p, -).
Da let()lq) = t()lq), fOlgt dann

2isin(ag (p) )W (p, ) = exp (v + wiai(p)) (L1lo1®) (p, ).
Die Asymptotik aus Satz (5.22) transformiert sich entsprechend, wenn man 7, o 7
To10 7o, (0 ()07 = exp (—im (af(p) — 1)) 41007, sowie fiir 2 € QF

l:

3T . ) 3T s . . om
— <ag(0-x (%)) +argon(2) < o & —5 <arg (7) +argyn (%) < -
beriicksichtigt. dJ

(5.30) Bemerkung, Definition:

Fiir (p,2) € A x Q definieren wir Fa (p,2) == <\I’(p, 2), U (p, ,73))

Fiir p = (g, Bo, a1, 01,7) € A bildet F (p,-) ein Fundamentalsystem von L(p)n = 0,
mat

[V, ¥](p) = —exp (imar) §

agtar—1

Beweis:
Sei p = (o, Bo, a1, B1,7) € A und sei vy := af(p) — 1 und vy := o (p) — 1.
Fiir Z € {73 e Qb |- T <arg(y) + argy(2) < 37”} =: G gilt:

Ny - |
\I’(p, 2) = ,-AYVO;:’VO (1 + O (;)) s \Ij(p, 2) = exXp (")/Z) ,-S/Vlé”/l (1 + O (;)) ,

1 1
V(p, 2) =42 - O (Z) , W(p, 2) = yexp (y2) 42" (1 o) (Z)) :

fiir z — oo, und damit

(T, ) (p,2) = det( (p,?) %@)

V(p,2) W(p,2)
= ATIZOT exp (v2) det < (1 2
= AT oxp (v2) (1 +0O (

= AT oxp (v2) (1 +0
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Aufgrund von (4.8)2a) gilt vy + v1 = af(p) + aj(p) — 2 = ap + a1 — 2, und somit

B0 (,5) =it ep () (140 (1)) (5.31)

fir z — o0, Z € G.
Andererseits gilt:

w(W, V) (p,2) = [V, ‘?](p) 22071 (1= 2)" " exp (72)
= [U, 0] (p) 2%t (2 — 1) "exp(mi (1 — o)) exp (2) (5.32)
= [W, W](p) exp(mi (1 — ar))2°0F " exp (72) <1 o G)) ’

fiir z — oo, Z € G. Mit (5.31) und (5.32) folgt dann

(0, ¥](p) = exp (im(ar — 1)) 7ot
O

(5.33) Bemerkung, Definition (Transformationseigenschaften):
Sei p = (ap, Bo, a1, 01,7) € A. Dann gilt:

1) (toFoo) (p,7) = 7~ Foo(Ds ),

ii) (11Fs0) (p,-) = exp (—imon) 47 Foo(p, ),

i1) (tooFoo) (P-) = Foolps ) © Qoo(p)

mit Qo == | equ(ma’{) B expo(z'ﬁa(";) und q : A — C mit
G(p) = exp (im(aj(p) — 1)) 7~ [t W, 1 V] (p), (5.34)

iv) (torFoo) (p,7) = (&1 Foo) (p,) © ( (1) exp(()—v) )

Beweis : Sei p = (ao, Bo, a1, £1,7) € A. Dann folgt fiir j =0, 1:

ag (13(p) = g (p) — oy, 1 (75(p)) = ai(p) — .
Zu i): Aus der allgemeinen Theorie weifl man, dass die Losung W(p,-) von L (p)y =0

durch das asymptotische Verhalten

* * 1
U (p,2) = A0 P) =1 2a5(p)—1 (1 +0 (_)) , (2 — 00)
¥4
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auf M := {2 cQf|— I < arg(d) + argy(2) < 37”} eindeutig bestimmt ist.

(toW) (p, -) hat folgendes asymptotische Verhalten fiir 2 € M:

* * 1
(to®) (p, ) = 43P0 tze0 zedl)me0 (1 +0 (—)) (2= 00),
z

und somit folgt (toV) (p,-) =5 *¥(p,-) .
Aufgrund von (4.6)i) gilt to 0 tg = o © ts und somit

() () = exp(im(ailp) — a0 — 1)) (t10) (p. )
= exp (in(ai(p) — a0 — 1) (0-4) " ((9) (. ) = " ¥(p, ).

Zu ii): Aus der allgemeinen Theorie weifl man, dass die Losung ¥(p,-) von L (p)y =0
durch das asymptotische Verhalten

W (p,2) = 4701 (5 = 1)) (1 +0 ( . 1)) (2 = o)

auf My = {73 e Qb |- 3 < arg(§) + arg, (2) < 37”} eindeutig bestimmt ist. (¢;¥) (p, -)

hat folgendes asymptotische Verhalten fiir 2 € M,:

« « 1
(0) () = 37501 = 2y = )5 (10 (L)) o0
Hierbei folgt wegen (1 — 2)®t = (£ — 1) exp (—imay) (siehe (2.10)):
(t2¥) (p, ) = exp (—imar) " ¥(p, ).

Analog zu 1) erhélt man W¥(p, ) = exp (—iray) 7~ U(p, -) und damit die Behauptung.
Zu iii): Wegen (4.17)iii) und (5.30) gilt :

—exp (imar) 32 (£, W) (p, -) =[0, £ W) () U (p, )

N (5.35)
+ [t ¥, V] (p) ¥ (p, ).
Auf dem Sektor

B = {z e QL | —g < arg(¥) +argy(2) < g} c Of

besitzen W(p,-), ¥(p,-) und (too¥) (p,-) jeweils asymptotische Reihen. Da nun

* * ].
U(p, 2) = exp (yz) 4101 zei= (1 +0 (—)) ,

z

(tV) (p, 2) = —exp (imaj(p)) exp (y2) :yai(p)fléa;(p)q <1 o) (1)) ’

z
W(p, 2) = 40P ~1za5(p)—1 (1 +0 <l)> :
z
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fiir z — oo, £ € B, so sind U(p, ), (t-c¥) (p, -) dominant und ¥ rezessiv auf B.
Mit (5.35) erhélt man dann:

apta;—1

exp (im(aj(p) + a1)) = [V, 1 ¥](p).

Mit ¢ aus (5.34) folgt dann mit (5.35)

v

too¥ = —exp (ima}) U + GU.

Ferner gilt t,o U = — exp (ima} o 7o) ¥ = — exp (imay) ¥

Zu iv): Aufgrund von (4.8)3) folgt of(p) = af (Tgl(p>>

Wir nehmen zuerst an, dass of(p) = af (701(p)) € Z. Dann gilt nach (5.22)2)
)
)

exp (2miag(p)
2isin(o(p)m

V(p,-) = (Lo®) (p,-)

und somit folgt tiber (4.15) und (5.19):

exp (2miog(T01(p)))

(tr V) (p,-) = 20 sin(ag (7o (7)) (torLo®) (p,-)
_exp (2miag(p)) o 1 p .
= 2isin(ag(p)m) (91" Lot @) ()
_ €Xp (2micg(p)) 4 N (a1 )
- 9 Sin(ozf‘)(p)ﬂ) (</51 LOCI)) (p,-) = (</51 \I/) (p, ).
Aus dem Identitétssatz folgt (tor?) (p,-) = (¢7'7) (p,-) im Fall of(p) € Z.
Aufgrund von ¥(p,-) = —exp(inai(p)) ((LY) (p,"), oilp) = o (a(p),
(tortl W) (p, -) = exp (=) (ttor¥) (p, ) und @7 ' ot} =t} o ¢y" folgt:

(tort s ¥)(p, -)
—) (tltor?) (p, )
—7) (t 7" 0)(p, -)
—7) (67 't W) (p, -)

= ep(=) (¢'0) (p,°)

(t0) () = —exp(ima (o (p)

(
= —exp (imoj(p)) exp
= —exp (imaj(p))exp
= —exp (imaj(p)) exp

/\/-\/-\ ~—

und damit die Behauptung.

Umlaufverhalten von F,, bei co

Wir beschéftigen uns nun mit der durch
(qboofoo) (p7 2) = Fwo (pa 2) © Moo(p)
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eindeutig definierten Monodromiematrix M, (p).

In (5.22) haben wir 2isin(ajm)¥ = exp (2miaj) LoP gezeigt. Aufgrund von 2, = 2
(vgl. (4.6)vi)) folgt aus (5.19) dass t2,® = ® gilt. Ferner folgt wegen t., 0 oo = Goo O Lo
(vgl. (4.6)x)) mit (4.15) dann ¢, ¥ = t2 ¥. Aufgrund von ¥ = — exp (ima}) ¥ folgt
dann ¢ Foo = 2 Foo.

Ferner gilt wegen (5.33)iii)

toofoo (p, 2) = foo (pa 2) o QOO(p>
Damit folgt:

Foo (D, 2) 0 Mao(p) = 12, Foe (9, 2) = too (Foo © Qo) (15 2) = (tseF) (ps £) © Qoo (T ()
= Foo (1, 2) © Quo(p) © Qoo (T (D))

und somit
q —exp (imag) 4O Too —exp (iraf)
M, = ‘ o A
—exp (imad) 0 —exp (imag) 0
(G- (GoTx) +exp(2mia) —exp(imaf)q
N —exp (imad) (§ 0 Too) exp (2miag)

Hieraus folgt dann fir p = (ao, Bo, a1, 01,7) € A:

det M (p) = exp (2mi(aj (p) + 0} (p)) = exp (2mi(ao + 1))

(2miag(p)) + exp (2miai(p)) + q(p) - (G © 7o0)(p)

=exp (27ria0 i al) (exp (27mﬂo + 61) + exp (—27@'50 + 06 >)
2 v ~

+q(p) - (70 Too(P))

@]
ie)
o
=
g
=
=
|
@
»
T T

2m(Bo + 51)

=2 exp (mi(ap + 1)) cos (
g

>+ﬁm-@owMM-

Da fiir b= (aﬂaﬁ(h aa, ﬁla ’Ay) € A
d(p) = exp (im(af(p) — 1)) 47" [t W, 1. W] (p)

gilt, sowie [tol, U] = w(tee¥, ¥) (p, 2) 270(1 — 2)1 - exp (—72), 2 € €, so folgt aus
der partiellen Holomorphie von ¢, ¥, t-!W¥ die partielle Holomorphie von .

Zusétzlich gilt:

Foo 0 M2 = ¢% Foo = Gool 2 Foo = t2 o0 F oo = t2 (Foo © Mog) = Fo 0 Moy 0 (M 0 72),

[e.e]

und damit My, o 72 = M. Also ist G(p) = ¢ (72 (p)). Damit hat ¢ beziiglich des
Parameters 4 € C* kein Umlaufverhalten.

Nun fassen wir die oben erhaltenen Resultate zusammen:
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(5.36) Bemerkung(Umlaufverhalten bei co):
Fiir § aus (5.33) gilt:

: A — C ist holomorph und hat beziiglich & € C* kein Umlaufverhalten, d.h.
o7l =4g.

)

K K

i1) GooToo = 12 Foo = Foo 0 Moo mit

M. — G- (GoTw)+exp(2miag) —exp (imay)q
* —exp (iraf) (§ o Too) exp (2miag)

B q —exp (iTag) . 4O Teo —exp (imal)
-\ —exp (iray) 0 —exp (imag) 0 '

iii) Fir p = (o, Bo, a1, Br1,7) € A gilt:
det Mo, = exp (2mi(ap + 1)) und

spurM o, = 2 exp (mi(ag + aq)) cos (M) +4(p) - (GoTe)(p)-

5.3 Integraldarstellungen spezieller L6sungen

Wir geben nun Umkehrformeln fiir die Laplacedarstellungen an. Diese verwenden wir
im néchsten Kapitel, um ein Transformationsverhalten der Zusammenhangskoeffizien-
ten zu zeigen.

(5.37) Satz: Man erhdlt fir p = (v, Bo, a1, F1,7) € A:

203 (10 ®) (p, ) = exp (im(200 — ai(p)) (£0¥) (,)

+ exp (im(ai (p) = 21)) (L1007 (p,),

2miy™ 0t (g torto®) (p, ) =exp (im (a5 (p) — @) (LoP) (p, )
+exp (im (—ag — ag(p))) (L160¥) (p; -)-
Beweis: Bei dem Beweis gehen wir analog zu [1] auf Seite 225 vor.
Sei p = (ao, Bo, a1, /1,%) € A mit Re (ag(p)) < 1.
Fiir 2 € H_ g4 lésst sich ¥ (p, 2) (mit —§ := 7
dermaflen darstellen:

€]0, 27[) aufgrund von (5.28) folgen-

W (p, 2) = —exp (Wiaé(p))/exp (v2P(+) @ (—ag(p), —ai(p), =7, ) @ (1u(p), -) -

Lg
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Somit gilt wegen af (7, (p)) = oy fiir Re(ag) < 1 und 2 € H_ arg(7)

U (r(p), 2) = —eXp(mozo)/exp(va(-))?D(—ao,—041,—%-)fb(p,-)

= —exp (mi) / exp (y(z — 1)7) 7 (1 — T)_O‘lci)(p, T)dT,

—ag

wobei z_* = ((P\ﬁﬂ)fl (z)) , 2 € Hyyund (1 — 7)~* der Hauptwert ist. Wir
bezeichnen dann

-1
f =V (T*(p)a ) ° <p‘fl,arg<;y)> €H (H*arg(:}’))

und transformieren mit s = (z — 3) (also z = >+ 3) filr 2 € H_ g9
Dann folgt
1
2 € Hoarg(s) & Re(s) > 5| Re(7)]
aus

2 € H_ yg04) & (Re(zexp (iarg (¥))) > 0 und Re((z — 1) exp (iarg (¥))) > 0),
sowle

Re (zexp (iarg (¥))) > 0 < Re ((% + %) exp (i arg (’y))) > 0 < Re(s) > —% Re (v),

Re((z —1)exp (iarg(§))) > 0 < Re ((3 - %) exp (i arg (&))) > 0 < Re(s) > %Re ()

Fiir s € {z € C|Re(z) > 1| Re ()|} gilt dann:

exp (—miag) f (% + %) = /exp (=s7) (—=7)7%(1 + 7)™ exp <%T> d(p, —7)dr.

Dann folgt wegen |y| > 1| Re(v)| und der Umkehrformel fiir die Laplacetransformation
(vgl. [1], Seite 212, Satz 3) fiir 7 > 0:

exp <%7’> (=7)7%(1 4 7)™ ®(p, —7)
= w lim / exp (s7) f (% + 1) ds

27‘('7, T—o0
[y =T |y |[+iT
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und somit
exp (y7)(=7)7* (L + 7)1 &(p, —7)
_exp (—miag) . (< 1) ) s 1
=—— Tlgrolo / exp S+2 T)f 7—1—2 ds
[Y|=iT[y[+iT

dim - [rexp (=y¢(=7)) £ (€) dC

ar

exp (—miay)
= ’YT
i

mit g7 : [T, 7] >t — 3 +< +'%>6XP —iarg (7)) € H_args)-

Daher gilt fiir 2 € H, ﬂ{ € Q] argy(2) = }

yexp (—mayg) .

M lim [ exp (—yzP()) ¥V (1.(p), ),

271 T—o0
gr

271 —2) *exp (—y2) ®(p, 2) =
wobei g : [-T,T] 5t — H_ arg (4 Q+ eindeutig durch P o g = gr festgelegt wird.
Wir definieren nun fiir { € R mlt Qe aus (4.9) und 7' > 1:

‘ﬁgT 20,1] 27 — @ (7T)
und

L(T):[0,1] 3 T_>%+ 1—r)exp(—z‘arg(’y)),

(7
(T): 0,1 57— -+ ( T+ )exp< arg (4))

2
u(T) : [—5 0] 5 % p(i(+m) —iarg(9)),
w(0): 03] 57 = 5+ —sexnlitr +7) —iars (9)

und betrachten deren Liftungen ll( [),1 o (T), 0, (T T)i i
B(T)(1) := gr(=T), n(T)(=5) := L(T)(1) und & (T)(%) = 12(T)(0).

Mit dem Cauchyschen Integralsatz gilt:

// / / / / /exp —1P()2) U(7(p), )-

arg(w)ﬂr arg(w) 2(T) Ix(T)

Aufgrund von (4.8) folgt af (7(p)) = ap und somit wegen (5.22)
U (1(p), ) =t*7'O(1), t — (5.38)

5



Abbildung 4: Spuren der Kurven im Fall arg () = § und T' = 5.

1 T
UQ(T)A%HO,H \
Wy )
oo o] 0 /
| v
\ i
. gr
I(T) «/
fiir £ € O mit — 3 —arg () +6 < arg, (f) < 2 —arg (§) — 6, mit § > 0 klein genug.

Wir zeigen nun ( / + | + f + f ) exp (—yzP () ¥(7u(p),:) = 0 (T — o0).
)y () 02(T)  Iy(7)
Da Re(ayp) < 1, so gilt mit (5.38):

/ exp (—y=P() U(ra(p),-) | — 0, fiir T — 00, = 1,2.

1;(T)

Mit dem Jordanschen Lemma (9.31) aus dem Anhang folgt zudem mit (5.38):

/ /exp —vyP()2) ¥ (1.(p),) | — 0, fir T — oc.

01(T) 92(T)

Da fiir 7' > 1 die Kurven (Jo + 1) + ¥— arg(3)—x |j0,7] UNd @ arg(5 +,,| o,r] homotop sind,
arg (3) da beide

Kurven bei &y starten. Mit u(Z,1) := exp(—y2zt)V (.(p), ) (,2 € Q) gilt somit fiir
(e H, N {73 € O arg,(2) = 7r}:

/u(é,-): /+ / - / +/+ / u(z, ).

P arg(4)+n Jo  d00P—arg(y)—w  d0°P_arg(5)—x  dgody  d0°d10P_arg(5)—x

so gilt dies auch fiir (190 + dy o 191) +dyod opt arg()—m und ¢
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Aufgrund von (5.19) folgt (to®) (70 0 71 © Too(p), 2) = Z27%0(1 — 2) " exp (—72) P(p, 2)
fiir 2 € ). Damit gilt

(to®) (19 0 71 0 Tuo(p), £) = T 20 (Zmiao) / + / u(,-).

21
SO_ arg(y)—m doosl— arg(y)—m

Wir ersetzen nun in der oberen Gleichung p durch 7' o 7 o 7(p) =

(—at0, fo, —a1, Br,3—r (4)) und erhalten mit — arg (5 () = — arg (§) + 7

(10®) (p, 2) = — 2T /+ / exp (12P()-

271
SO* arg(¥) doOS; arg(¥)

\ (7'* o To_ol o1 0Ty(p), ) )

Wegen der Regeln aus (4.8)3. und (4.5) gilt:

7'*07'02107'107'0:T*OTIOTOOT;DI:7'*07'107'007'*207;)1

1 1 1 1

_ -1 -1 -1 _ - — _ —
= Tg1 OToOT10Ty OTxOT,y =Tgp OTpOT10Ty OTp1 OTx = TpOT1 OTyy O Ti.

Ferner folgt aus (5.33) fir p = (ao, Bo, a1, 01,7) € A:

220 (1 — )™ W (15 0 71(p), 2) = (trtoV) (p, 2) = exp(—iman )30~ (p, 2) (2 € Q).
(5.39)

Ersetzt man nun in (5.39) p durch 72" o 7.(p) = (e5(p), 55 (p), 1 (p), A5 (p), 0-=(7)) so
folgt:

U(rgor o 7'(;1 o Tu(p), 2)

— 5~ (1- 2)—0’{(1)) (57ﬂ(¢y))_a0(p)_ai(p) exp (—imaj(p)) ¥ (7'71 o Tu(p), 2)

o0

=27080) (1 — 2)75 W) 58— ®) exp (imag(p)) exp(—y2) (0 T) (Ta(p), 2)

Mit der Definition (3.4) von w ,a] (7.(p
und der Definition (5.29) von W folgt fii

1(p) = ap + oy (siehe (4.8))

=
I
8
o
O *
S
_l’_
9

zeQ:

U(rgoT o Togl o T(p), 2)

exp (im(ag(p) — an)) @ (=5 (p), —ai(p), =7, 2) ¥ (u(p), 7).

&—ap—an

=7
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Somit erhiilt man mit of(p) — oy = ap — o (p) fiir 2 € H, N {2 € Q|arg,(2) = 71'}2

2mi - A0ter—lexp (im(—2ap + aj(p))) - (to®) (p, 2)

_ /+ / exp (12P () = (—as(p), — i (p), 7, ) ¥ (m.(p), )

S(; arg(¥) doOS; arg(¥)

—(LB) o+ [ e (aPE) @ (-ajp) ~ai) . do() ¥ (). do()

ST arg(¥)
— (,/;O\I;> (p, 2) + exp (—2micg(p)) (Eld)o‘if) (p, 2).

Mit dem Identitétssatz und of(p) + o (p) = ap + oy folgt dann die erste Behauptung.
Fir [ € {0,1} gilt aufgrund der Definition (5.29) und (4.8):

(£09) (9,) = = exp (imai (7. (0)) (Lt1W) (b, ) = = exp (iman) (Lt D) (p.-),
und so folgt aus der ersten Behauptung von (5.37) und of(p) + oj(p) = o + a1

2miy 0t (80 ®) (p, -) = — exp (i (a0 + aj(p))) (Lot V) (1)

_ exp (i (@}(0) — o)) (Ladotsl®) (pr ). 040

Fir! =0,1und y € F <A X @) mit y(p,-) € Kern(L(p)) (p € A) gilt wegen (4.15)
(tnLy) = ((bflﬁlt;}y) und somit folgt:

(¢oLitocyy) = (Potor tor Litocty) = (Dolor ¢1 ' Lit tooy)
= (060 ' to1 L1y) = (to: L) -

*

Damit erhilt man mit 75,'(p) = (a1, —B1, a0, — B0, 6z (§)) und o (To_ll(p)) = aj(p),
Jj = 0,1 iiber (5.40):

271 (5:(9))7" 7 (to 10 ®) (p, ) = — exp (im (a1 + 05(p))) (tor' Lot V) (p,-)
— exp (im (a7 (p) — a0)) (tor L1t do¥) (. -)-

Damit folgt

257 (151408) (p. ) = exp (i (@) — a0)) (o La) (b, )
+ exp (im (—ap — ag(p))) (o L1do¥) (p, ).
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Integraldarstellung fiir ¥ mit konfluenter hypergeometrischer
Funktion als Kern

Nun geben wir eine Integraldarstellung fiir ¥ an, welche man mit Satz (3.5) erhalt.
Hierbei wird deutlich, wie sich die Laplacedarstellungen in (5.22) und (5.29) ebenfalls
aus der simultanen Separierbarkeit in Abschnitt 1.2 gewinnen lassen.

(5.41) Bemerkung: Fir z € H_ arg(3)+x Gilt:
2isin (moy) exp (im(1 — o (p) — 200) — ) ¥ (p, 2)
= [ e (362 (,2) 6 (a0~ a1 ()1 = a1, =162 (. 2) @ (~a0. —a1, =, ().
56

wobei P (a,c,-) : {z € C*|Re(z) > 0} — C fiir a,c € C die durch ihr asymptotisches

Verhalten .
@Z)(a,c,z) =z (1 +0 <—)> , 2 — 00
z

eindeutig bestimmte Losung von (1.8) ist und mit 2z~ der Hauptwert gemeint ist. Hier-
bei ist Oy wie in (3.3) und ST wie in (4.9) definiert.

Die Integraldarstellung fiir ¥ in (5.41) lisst sich verallgemeinern indem man den
Integrationsweg durch Sg ersetzt und £ in der Nédhe von 7 variiert.
Bewezs:

Sei wieder 22 := ((P|H7r)71 (z))a fir - € H; und a € C.
Dann gilt fiir Re(a),Re(f) > 0 und z €] — 00, 0[:

(z—t)gtet —1 i ol 4 ) ()BT g
/O,Z M) T = Ft J, (A

_ exp(im(a+ 5 -1)) a _ _ya-1_p-1
_ e /0(\z| 1)ty

= exp(ir(a+ 6 —1))

|Z|a+ﬂ71 B Z;orﬂrﬁfl

Ila+3) T(a+pB)

Fiir p = (v, fo, a1, 31,7) € A und ® aus (5.1) gilt

aO(I) noao H, N K;(0).
(p; 2 ZFnJrl—ao)Z” $2S 10)

Aufgrund von a, o 7. = a,, n € N folgt somit fir Re(ag(p)) < Re(ap) < 0 und
z €] —00,0[

(Z—t)ao o (p)—1 . - 00 (Z—t)ao o (p)—1 oo
/o D(ao —ag(@) Bl =3 anlp) </0 T(og — agy(p)) D(n+1— ao)dt

\Z

_040 o(p)

- Z O Ty ¢ o h2)




Ferner gilt fiir Re(f(p)) < Re(ap) < 0 und 2 € H_ arg(3) aufgrund von (5.28):

—exp (=iaf(p) ¥ (p.2) = [ exp (12P() @ (~a(p), ~ai(p). =) ().

1 - . ) B
= / /eXp (Y(z = 1)t) (1 = )it — g) 20~ P) =520 P(p, ) dodt
) )

—00 —0o0

Fubini 1 / —a0 & / —a(p) ag—a(p)—1
= = 0. "®(p,o exp z—1)t) (1 —t)"1WY(t — o)~ %W dtdo,
Moo= ) 4 (b,0) [ exp(y(z = 1t) (1 =) Pt — o)

g

wobei mit (1 —¢)~*(®) der Hauptwert gemeint ist.
Wir betrachten nun fiir o €] — 00, 0[:

— 00

I'ag—ag(p) (o) == 0, / exp (7(z — 1)t) (1 — ) 1P (t — g)20—a6 ) =1t

g

=0, / exp(y(z—=1)(t+0))(1—0— T)_af(p)TT?O_aa(p)_ldT
0
=0, " exp (y(z — 1)o) / exp(y(z—1)1)(1 —0 — T)_af(p)T?O_ag(p)_ldT.

0

Transformiert man nun mit |1 —o|t = (1—0)t := 7, so folgt mit ap+a; = afy(p) +a;(p):

D(ap—ap(p)I(o) = (1 — o) 4P (1 — g)**6Pg % exp (y(2 — 1)o) -

/ exp ((z — 1)(1 — o)t) (1 — t)~*iPoo—ec®) =1
0

= exp (im(ag — ag(p))) (1 — ) %o * exp (v(2 — 1)0) -
/exp (=y(z = 1)(1 — o)t) (1 + t)~iP)peo—ea®) =1 gy
0

Danun 2 € H_ arg(3) und o €] — 00, 0 vorausgesetzt war, gilt v(z — 1)(1 — o) € H,.
Aus [15] (S. 167,(24)) folgt mit



(vgl. (3.3)) dann fiir 2 € H_ arg(3) und & € Spur (L):

(o) =exp (im(ao0 — ag(p))) (1 — )Mo exp (y(z = 1)o) -
¥ (00 - a3(p). 1 - oy 7(z — (1 — o)
= exp (im(ao — ag(p))) exp (y20)
w (—Olo, —01, =7, 5-> IZ) (a0 - sz()(p), 1-— aq, ’792 (&7 2?)) .
Somit gilt fiir 2 € H_ g5 im Falle of(p) € C\ Z und Re(aj(p)) < Re(ag) < 0:
— exp (—micy) ¥ (p, 2)
= [ e (2P0 6 (a0~ 301 = 1,78 () (20, a1, —7,7) ¥,
iy
Analog zu (5.26) folgt fiir of(p) € C\ Z, Re(af(p)) < Re(ag) < 0 und 2 € H_ arg(7)
2i sin (mayp) exp (—2miag) ¥ (p, 2)
:/ exp (2P () ¥ (a0 — o (p), 1 — o, 76a (-, 2)) @ (—ap, —an, =7, ) (p, ). (>-42)
$5

Da obiges Integral fiir alle p = (a, Bo, a1, 51,7) € A existiert, gilt (5.42) mit Hilfe des
Identitétssatzes fur alle p = («o, o, a1, 01,7) € A.
Wir wenden nun die Transformation ¢3! auf (5.42) an.

Mit 7.1 (p) = (o, Bo, 1, 1,0« (7)) gilt dann wegen of (7.1 (p)) = af (p)
fiir 2 € H_arg(s_.(5)) = H-arg(5) 4

2i sin (Tayp) exp (—2miag ) exp(v2)V (7' (p), 2)

e}

S0
Unter Verwendung von
exp (v8) ® (1 (p), 1) = ® (p.1) , V0a(f.2) = 72(1—t) + 9t —v (1,2 Q)
folgt dann fiir 2 € H_ arg(q)+m
2isin (moy ) exp (—2miag) exp (im(1 — ai(p)) — ) ¥ (p, 2)

:/exp (792 ('7 2)) ij (Oéo - a>1k (p) ) 1 —ay, _’792 ('a 2)) w (—Oé(), —Q1, =7, ) P (p> ) :
85
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6 Zusammenhangsprobleme

Um das globale Verhalten von Losungen der CHE zu beschreiben, ist es notwendig den
Zusammenhang von Fy, F; und F,, zu verstehen.

In diesem Abschnitt gelingt es uns, mit einer einzigen Funktionen ¢ und den Para-
metertransformationen 7y, 71, To1, Too, T die Zusammenhénge der Fundamentalsysteme
Fo, F1, Fo sowie das Monodromieverhalten zu beschreiben.

6.1 Zusammenhangsproblem zwischen F; und F;

(6.1) Bemerkung, Definition:
FUT’p = (O[()aﬁo»alvﬁla,?) €A gllt

exp (1) T 5 ) = )0 Quin)

wobes

Q L —qOTl —qOTooTl
o q qo T

mit q(p) := exp (1) [, to1®](p).
Beweis: Aufgrund von (4.17) gilt

z(p)Fo(p; ) = Fi(p, ) Qui(p), (6.2)
mit

Qoi(p) = < qu(p) qi2(p) ) . ( expp(%)% [toito®, ®](p) exp (

_ 1) [torto®, to®](p) )
q(p)  q22(p) )[q’,tm(ﬂ (p) exp (3

) tocb t()l(I) p)

5.7
und z(p) == —exp (3) [tor1®, torto @] (p) P2V exp (-3

Nun stellen wir alle g1, q12, ¢2o mit Hilfe von ¢ dar:

) sin(:ozl) '

1. Wir wenden t, auf die Gleichung (6.2) an und erhalten mit (5.19):

(x 0 19)Fo ( (1) (1) ) =to(xFo) = to(Fi10oQo1) = Fi0(Qo1o70).

Mit z o 7y = x folgt
_ 0 1Y\ _ q11°To ¢12 © To 01
vFo = Flo(QOloﬁ))(l 0)_]:1( gqoTy (22°Ty ° 1 0
_ ]_-1((]1207'0 Q1107'0>‘

d220Tp (gOTo
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2. Wir wenden ¢; auf die Gleichung (6.2) an und erhalten mit (5.19):

(xom)Fo=ti(zFy) = ti(FioQu)=Fio ( (1) (1) > o (Qo107).

Mit x o 1 = —x folgt

- 0 1 B 0 1 —(F11°7T1 —(@q120T1
x}"o——f10<1 0)0(Q01071)—f1<1 O)O( —gom —CJ22071>

:f1< —qoTm —Q2207'1>'

—q11°T1 —Qq120T

Damit gilt: g1 = —go 7 und go = go 79 = —q12 0 71. Hieraus folgt q1o = —qompom. O

Das Zusammenhangsproblem ist also dann gelost, wenn sich die Funktion ¢ berechnen
ldsst. In [17] haben die Autoren in Abschnitt (0.2) Satz (2.15) eine Limesformel fiir ¢
angegeben.

Wenden wir diesen Satz auf unsere Situation an, so erhalten wir

(6.3) Satz:
Seien a,, (n € N) wie in (5.1) und q wie in (6.1).
Dann ngt fUTp - (Oéo,ﬂo, O‘l?ﬁla&) € A:

v I'(k+1)
P ( 2> Tt 1= ag)T(h —an) @)
m l (64)
=q(p) (1 + Z (T © Too © T01(P)) H(U +a; — k)1> +O(k~™h
=1 o=1
fiir k — 0o, wobei m € N beliebig gewdhlt werden kann. Speziell erhdlt man:
_ 1 : 1+« +a1ak_@
1) = exp (=) fim K1 ©5)
lokal gleichmdfig in A.
Beweis:
Aus [17], Abschnitt (0.2), Satz (2.15) entnehmen wir (6.4) sowie die Limesformel
1) oy F(k+1)

P (2 a(r) . Mk+1—ag)l(k— ozl)ak(p)

und erhalten dann iiber die Stirlingformel
ex <1> (p) = lim Lk + DIk + 1) ax(p)
P TP = B Tk + 1 — ag)T(k — ay) D(k + 1)
. 1 ar(p) : ax, (p)
=1 Jltoaotar (4 - =1 Jltootan ]
i ( “’)(k)) NCES i
O
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(6.6) Bemerkung (Transformationseigenschaften von ¢):
Sei p = (ap, Bo, 1, 01,7) € A und q die in (6.1) definierte Funktion.

i) Es gilt o Toe = qoTo1 = qoTs =q.

ii) q : A — C ist partiell holomorph. Da q beziiglich T, invariant ist, lisst sich q
beziiglich des Parameters 4 € C* als eine holomorphe Funktion in v* auffassen.

sin(mayg) sin(may )
_ - _

iii) Es gilt det Qo (p) =
Im Fall o, 1 € Z gilt:

2

Qo1 (p) :sin(wag) sin(ran) (Qo1 0 701(p))
_ m —qoTo(p) —gqoTooTi(p)
~ sin(may) sin(may) < q(p) qoTi(p) ) '

Beweis:

Sei p= (Cko, ﬁOa an, ﬁla :)/) €A
Zu i): Als erstes betrachten wir die Invarianz von ¢ beziiglich der Transformation 7.

Mit (4.19), (4.6) und (5.19) folgt:

5.19
a®) = e ()@ tnd)p) 2 e (1) [l torte)(p)
(4.6) (4.19)
2 exp () exp (=) [t tactin@)(p) 2 exp (=) (19, 1018] 0 7o ()
= qoTx(p).
Ferner folgt mit der Limesformel (6.5):
— _2) li k1+ao+a1 ak(p>
o) = e () fim kS
(5.20) <_2> lim fl+ed @)+l a(T(p)) _
TP The1) A

1

Aufgrund von (4.8) gilt 791 = 7. o 7' o 7. und somit

-1
qOTor =qOT«OTy OTw =4.

Zu ii): Die partielle Holomorphie von ¢ folgt aus (4.17) und der partiellen Holomorphie
von ® und ¢y P. .
Zu iii): Sei z(p) := exp (—%) w Mit tg1Fo = Fi und to JF; = Fy folgt:

(0 101)F1 = tor(zFo) = tor (F1 0 Qo) = Foo (Qo1 © To1)
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und somit x - (z 0 791)F1 = F1 0 Qo1 © (Qo1 © To1).

Hieraus folgt im Fall ag, oy # Z: Q= QO 0 Tp1 und
v Y\ sin(ray)sin(rag) (1 0
exp (=3 ) e (3) o2 () ) ) = Qulp) © (Qor e (p)
D) ( —qom(p) —qomomn(p) ) . ( —qom(p) —qoToTi(p) ) .
q(p) q© 70(p) q(p) qomi(p)

Hieraus folgt

sin(mway ) sin(mayg)

det Qoi(p) = —(go7)(p)(go1)(p) +q(p)(go 0o m)(p) = — -

O

Nun stellen wir den Zusammenhang zwischen ¢ und ¢ her. Der Beweis ist analog zu
dem Beweis von D.Schmidt und G.Wolf in [12], Seite 153, 154 im Abschnitt[C].

(6.7) Bemerkung (Zusammenhang von ¢ und §):
G aus (5.34) und q aus (6.1) erfillen mit p = («o, Bo, a1, 01,7) € A:

(p) = 2miexp (imai(p) + 3 ) 4o 700 7.(p),

4o Teo(p) = 2miexp <z'7r0z(’§(p) — %) qori o (p)

sowre
exp (—im(a + a1)) - - sin(rag(p)) sin(maj(p))
- Ar2 Q(p) quOO(p) - T2
sin(mayg) sin(mo
= gom(p) - gom(p) - LRI
Beweis:

Sei Re(aj(p)) < 1 und 0 < € < § vorausgesetzt. Dann gibt es nach (5.28) folgende
Darstellung fiir ¢, W.
Fiir 2 € Hr—earg(6:(3)) = H-c-arg(y) &llt:

(too\lj) (p, 73) = exp (’72) v (Too(p>’ 2)
= — exp (imag (Too(p)))

[ e (T 0 P = (=0 (ra(p) =0 (7)) 720 (7 () )
— — exp (imai (7))
[ e (T 0 Py (=01 (), ~5 () 1) @ s 0 7. (0), ).

L
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Die letzte Gleichung gilt aufgrund von 7, o 7o, = 7, 0 7% (vgl. (4.8)3.(a)) und ty,'Fy =
tmtiofo = t01f0 (Vgl (46)V1), (519)11))
Mit
u(p, 2,1) == exp (y2(1 = ) @ (—0f (p) , —af (p) , 7, 0) @ (T 0 7u(p), 2) (2,4 € Q)
gilt A
u (p, Z,dy (t)) = exp (—2mia](p)) u (p, z, t)

und somit
(1) (5.2) = = exp imai (9) [ u(r.2.)
= —exp (ira] (p)) exp (2mias (p)) /u (p, 2,do (+))
= — exp (3mia] (p)) / u(p,2,-).

Ferner haben wir fiir 2 € Hryc or—arg(6_,(3)) = He—arg(y) Wegen (5.29) und (5.28):

—exp (—imal(p) ¥ (p, £) = (t10) (p, £) = — exp (i (p)) / (.2,

Lgﬂ'—&‘
Nun gilt aufgrund des Cauchyschen Integralsatzes fiir
2 € Heoarg(9) N Hcoarg(4) C Harg(4):
(1) (5, 2) =~ exp (3} (0) [ w(p.2.)
doOLg
= —exp (3mia] (p / /
7r—a doOSO
— — exp (i (1)) ¥ (p, 2) + exp (3ia () / w(p )
dooS?
=~ exp (ima () ¥ (. ) + exp (miai () [ w(p.,).
S9

Analog zu (4.16) folgt fiir 2 € He_arg(5) N H_c_arg(3)

[owzr= [wpzaro)= [ upaaio)

S? dloS? ToS(")"
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und mit dyt o T =T odgt (vgl. (2.18)) weiter

[ wwio= [ weiy—- [ u(pate).

dy toToSy Tody toSE dytoST
Fiir 2,t € Q0 gilt:
u(p2 T (0) =exp(v2t) = (—ai (1), —ai (), 7 T (D)) @ (701 0 7). T (7))
= exp (yzt) exp(v)@ (—ag (), —ai (), =7, 1) (tor®) (7(p). )

und aufgrund von (6.6)iii) gilt fiir 2 € O und as(p) € Z:
u v
-5 * (I) * )
oo (—3) emon)e (). 2)

(ton®) ((p), 2) = = S
(D) 1m0,

sin (mog
und somit fiir 2 € Heo_ag(s) N H__arg(5) C H_arg(3), Re(aj(p)) < 1 und af(p) € Z

/u (p, 2,+) =exp(7y) exp (—%) qoTpoT(p)

s9
™ / exp (v2)  (—af (p) ,—0vt (p) , =7, ) @ (ra(p), )

sin (mag(p))
dy oS

=271 exp (%) qoTooT(p)¥(p,-)

Mit dem Identitatssatz folgt damit die erste Behauptung.
Ferner gilt mit (6.6)i) und den Regeln aus (4.8) und (4.5):

qOTHOTwOTo =(OTgOTy OTe =(OTy OT| OTy =(qOTLOT,.
Dies liefert die zweite Behauptung. Nun zeigen wir die letzte Aussage der Bemerkung.

Hierzu zeigen wir die Invarianz von
sin(mayg) sin(may )

(gomy) (qom)— =

beziiglich 7,. Dann folgt die Behauptung aus dem schon Gezeigten. Mit Hilfe von

(6.6)iii) gilt
sin(mayg) sin(may )

q-(gomom) = (qom) - (qgom)— =
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Da g o7, = g gilt, miissen wir nur noch die Invarianz von q o 7y o 7 beziiglich 7, zeigen.

Aus (6.6)i) und den Regeln aus (4.8) und (4.5) folgt:
goToOTI =(¢OTp1OToOTI OTee =(OTOTpO T OT, = qOTyOTyOTy. (6.8)

O

Wir kommen nun zu den komplizierteren Zusammenhangsproblemen.

6.2 Zusammenhangsproblem zwischen 7, und F

Als erstes untersuchen wir den Zusammenhang von F; und F..

(6.9) Bemerkung:
Fy und Foo aus (5.7) und (5.30) erfiillen:

Cfl :fooleom (61())

wobei ¢ und Q1o fiir p = (v, Bo, a1, B1,7) € A wie folgt definiert werden:

s A ootoq
c(p) == exp (25 (041 + ﬁo;“m)) exp (%) A7 und

Q o —(o 7'0;1 —(Co 7';31 oTy
loo - C go 5l
mit ((p) := exp <@§ (—cn + @)) exp (%) 7_%2_&1*1 Nt ®, Ul(p).
Beweis:

Sei p = (ap, fo, 1, 01,7) € A. Da Fo(p, -) aufgrund von (5.30) ein Fundamentalsystem
von L(p)n = 0 ist, so existiert eine Zusammenhangsmatrix Qi (p) mit

G G
¢ G4

Wenden wir hierauf die Transformation ¢; an, erhalten wir mit Hilfe von (5.33):

cF1 = Fuo ( ) = Foo 0 Qoo (6.11)

conFE) () = CompnFien) =tFul) Qu o) o)

= exp (—iman) § " Foo(p, ) (Quoo 0 71) (P)-

—oq

Da (com)(p) = exp (z% (—oq + w> + %) A2 3= exp (—imay) = e(p), folgt

c]—"l:foo(QloOOTl)o((l) é)zfoo(CgoT1 <107'1>. (6.12)

Gaom (Com

Wenden wir die Transformation ¢, auf (6.11) an, so erhalten wir:
(€0 Too)tooF1 = tooFoo (Qioo © Too) -
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Aufgrund von (5.33) gilt:

oo oo = Fou 0 Qoo = Fog 0 ( a . e limag) ) |

—exp (iraf) 0
Mit Bemerkung (5.19) gilt toF1(p, -) = exp (7) Fi(p, -). Somit folgt:
(¢ o 7o) (p) exp () Fi(p, ) =(c 0 Too ) (P)toc F1(P; -) = tocFoo(P;*) © (Quoo © Too) (P)
:fOO<pa ) 0 Quo(p) © (Qloo © 7—OO) (p)
Es gilt

S L I S T C ek e N

—exp (imad) (0T (40T

— ( q(gl © TOO) — eXp (iWQS) (C © TOO) g(<3 © TOO) — €xp (i?TOzE‘)) <C4 © 7'00) ) .

—exp (imaj) (G o 7oo) —exp (imaf) (C3 0 Too)

Weiter folgt
(coTw)(p) =exp (Zg (al B jyr ﬂ1> B %) (5. (ﬁ))%

— exp (mao J2r al) exp (—iw (60 ;r ﬁl)) exp (—7) ¢(p)

D exp (imai (p)) exp (=) - elp)-

Also erhalten wir
cF1 =exp (—ima]) Foo © Qoo © (Qioo © Too) - (6.14)
Damit gilt fiir Qoo mit (6.12) und (6.13):
aun (€ - (5151
¢ G Gom Gom

— exp (—imal) ( q(C1 0 Te) —exp (1mag) (( 0 Too)  G((3 0 Too) — €xp (imarg) (G4 © Too) ) |

—exp (ima]) (G © Too) —exp (ima]) (G © Too)
Damit ist C4 = C © T, g - _Cl O Too, COTl = _C3 O To und
G = exp(—ima}) - (G0 m) — exp (inlag — ) (Coma).  (615)

Aus ( = —(j 07Ty folgt ¢, = —Cor ' und aus (o = —(30 7, folgt (3 = —Cor o .

Damit erhalten wir die Darstellung von Qi in (6.9).
Aufgrund von Bemerkung (4.17) gilt andererseits:

. t1®, U] [torto®, U]
\I’,\Ij ]:' —_ foo [ 01+, 01t0%, ) )
[ i ° < (U, 101 ®] [V, to1to®P]
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Mit (5.30) und [¥, {1 ®] = —[te1®, V] folgt dann
(o) = c(p) L0 _ (Z-I <a1 L * 5)) exp (1) 52 Lt 2l

[V, ¥](p) 2 2 [V, ¥](p)
= —exp (—imay) 4 exp (1g (041 + fo —; ﬁl)) exp (%) e [, to1®](p)

= exp (Zg (—Ozl + bo :: ﬁl)) exp (%) ﬁ/iaozialﬂ[tm@, Ul(p).

Nun untersuchen wir den Zusammenhang von Fy und F.

(6.16) Bemerkung:
Fo und Foo aus (5.7) und (5.30) erfillen

c(p)Fo (p,2) = Foo (P, 2) © Qoo (D),
mit ¢ aus (6.9) und Qoo fiir p = (o, Bo, a1, £1,7) € A definiert wird durch:
Qoo (p) :=
( —exp () exp (—imag) (Co ' 0 7!) (p)  —exp () exp (ima) (Co 11" 0 75! 0 70) (p) )
exp (—imag) (¢ o 791') (p) exp (irag) (¢ o 7,' © 70) (p) .
Beweis:
Sei p = (aw, Bo, a1, £1,7) € A.

In (5.33) haben wir (t)1Fw) (p,-) = (67 ' Fu) (p, .)o(
von (4.6) gilt to; 0 ¢y = ¢y o to;. Daher folgt

(tordoF ) (ps+) = (D11 Foo) (P, +) = Foolp,-) © < (1) exp (()—7) )

1 0

ezelgt. Auferund

und somit Foo(p, ) = (¢ 1o Fuo) (p,+) © ( é expo(v)

Damit erhalten wir aus dem gerade Gezeigten und (6.1

0):
(CO To1 ) () (¢01f0) (p,-) = (Co To1 ) (%17501 1)
= (90 't Foe) © (Quec 0 701") (p) = < 1 Xp? ) ) (Quo 0 701') ()-
0
—2

1

0 exp( und

Ferner gilt (¢5' %) (p, ) = Fo(p,-) (

oo (3 252 n
(5o

xp (imayg) exp (— v) c(p)-

7T’lOéo

bo] 3

a0+o¢1

oo z-(amo)

)
-
)

bo]
‘\’L “L
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Damit erhalt man

(p)Fo(p.") =fooo(e’<p0“) ?)o(Qlwom—f) <p>o(e><p<5mo> 0 )

exp (miayg)
und aufgrund der Regeln in (4.5) die Behauptung. O

In der nun folgenden Bemerkung geben wir einige Eigenschaften von ( und Q1. an.

(6.17) Bemerkung:
Seien ¢ und Q1o aus (6.9) und p = (ap, By, a1, 51,7) € A, so gilt:

i) ¢ : A — C ist eine partiell holomorphe Funktion, welche beziiglich 4 € C* folgen-
des Monodromieverhalten hat:

Cort2 =exp (im(af — af)) ¢ —exp (—ima}) (G0 Too) (€ © Too).

ii) Es gilt ( = ¢ o 19. Damit ist ¢ beziglich der ersten Komponente oy € C eine
holomorphe Funktion in o3.

iii) Es gilt Com = (o1 0.
iv) Es gilt

exp (iraj(p)) sin2(7roz0) sin (o ) Goru(p) Cor1(p)

=(gomi(p)-gom(p) —aq(p) - g om0 07i(p) exp (2micyy) — exp (2mia; (p)) )¢ (p)
+ exp (2micv) (exp (2miag) — 1) g(p) - g o 10(p) - ¢ o T1(p)
(6.18)

sowre

2P (RATP) S (a0 S (70 g () = (g0 71(p) - 4 7o)

—q(p) - 0 70 0 T1(p) exp (2micy) — G(p) - G © Two(p) — exp (2mic(p)) )¢ 0 72! ()

+ exp (2miay) (exp (2miag) — 1) q(p) - go To(p) - Co 7 o 71 (p)
(6.19)

v) Es gilt

det Qioo(p) = C(P)(C 0 7" 0 T)(p) — (C o7 () (S 0 1) (p)
— vexp [ ir Bo + B sin(may) (6.20)
=vew (i (272))

™

und damit fiir oq & Z:

e} o) _lo
Qi (p) = mexp (—mﬁo:’y‘@l) ( C_g'l C_gogTo_OZ'l > (»).
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Beweis :
Zu i): Aufgrund von (6.15) und ¢; = —( o 7! gilt

G0 = exp(—imai) §¢ + exp (im(ag — a7)) (C o 7oc).

*

Damit folgt wegen «;

0T = aj_;, (j=0,1):
¢ = exp (—imag) (§0 7o) (€ © 7o) + exp (im(af — a5)) (C o 7) (6.21)

und damit

*

Cot2 =exp (im(ag — a})) ¢ —exp (—imal) (G0 Tuo) (€ © Too).

Geht man analog zum Beweis von (6.6)ii) vor, so folgt die partielle Holomorphie von

C.
Zu ii): Wir wenden die Transformation ¢, auf die Gleichung ¢} = F, 0 Q10 an und
erhalten aufgrund von (5.19) und (5.33):

(com)(P)Fi(p,-) =4 “Fuc(p, ) © (Qioe © T0) (P)-

A

Es gilt co79(p) =4~ *c(p). Somit folgt Qiee = Qe © T, also ¢ = (o 7.
Zu v): Mit (6.9) folgt c- ( (ttsllg))’ (flltt(?llg)’ ) = ( 5/ :ijl ) 0 Q1o und somit
Aw (tn®, it ®) = w (\117 \I/) det Q1oo,

wobei w die in (4.17) definierte Wronskideterminante ist. Hieraus folgt ¢[to1®, t1t0 ®] =
(U, U] det Q1o und mit (5.7) und (5.30) dann:

o 2] ) )i 22

= —exp (iman) 777 7 det Quoo (p).

Damit folgt die Behauptung.
Zu iii): Im Fall of(p), ai(p) € Z existieren a, b, z,y € C mit:

b)) = Fn ) (5 ) (08) () = A (7).

Y
Damit folgt wegen (5.37):
21T (b @) (p, -) =aexp (im(2a0 — a7 (p))) (Lo®) (v, +)
+ wexp (im(ay(p) — 201)) (L1l ®) (p, -),
und daher existiert wegen (5.22) und (5.29) ein k& € C mit
2mic(p)(to®)(p, ) =c(p) exp (im (200 — a(p))) 7'~ a-
2isin (mag(p)) exp(=2miag(p)) ¥ (p, <) + kP (p, ).
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Andererseits gilt wegen (6.16)

2mic(p) (to®) (p, -) = — 2mi exp () exp (imag) C 0 7;" 0 72! 0 70(p) ¥(p, )
+ 2mi exp (imag) € o 75, © T (p)\i/(p, )

und somit folgt unter Beriicksichtigung von oy + aq = af(p) + o (p):

Co 70_11 o1 o1(p)

sin (wog 6.22
) ( 0(p)>;ylfa07a1 ( )

= —exp (—7) exp (—im(ag(p) + 1)) e(p a.

(e

Aufgrund von (6.16) gilt
Foo (1), ) = c(m(p)) Fo (1e(p). 1) © Qowe, (7:(0)) = ¢ (7e(p)) Fo (7 (). )
o ( €xp (“6040(]7)) 0 ) o (Qfolo o 7! OT*) (p) o ( eXP(()—V) ? )

exp (—imag(p))

und somit wegen (6.17)iv) und 75;' o 7.(p) = (@ (p), =55 (p), (), — G5 (p). 0= (%))

_ . B5(p) + 51 (p) 7Y 4 c0ten o
a = exp <Z§ (al(p) + %) + 5) y exp (imag(p))

. . 7 " exp <—i7r—50 (p) + 5 (p)) oyt ot orgoT(p)
—vsin(mag(p)) g (6.23)
= e (i3 (g - BEEIEL) 4 1) 5252 o im0
2 v 2
™ _ —
: mg o7y 0Tt 070 Tu(p).
Aufgrund von (4.7) folgt
. Bip)+Bip) atar Lo+ 1 B Bo + 51
ai(p) ~ = B N 5 (g —a1) =y 5
und mit ¢(p) = exp (zg (al + ﬂoi’gl)) exp () 405 (6.22) und (6.23) daher:
Comy' o om(p) =C oty 07! om0 mi(p). (6.24)

Ersetzt man p durch 7y 0 7o © 791 © T1(P) = Too © T01(p) in (6.24) und wegen

-1 -1 1,1 -1 -1 22 _
Tor ©Tog OTOO T« OTog OTol = Ty OTag OTOOTy OToy OTw = Ty OToy OTIOTy = T1 OTy

(siche (4.5) und (4.8)) folgt die Behauptung fiir den Fall of(p), a5 (p) € Z. Mit dem
Identitétssatz folgt dann die volle Behauptung iii).

Zu iv): Im Fall ag, 0 & Z ist My(p) = ( ! 0

0 exp (2miap) ) die Monodromiematrix
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1 0

von Fy bei 1 bzw. M;(p) = ( 0 exp (2mian)

Aus (6.9) folgt

) die Monodromiematrix von F; bei 1.

C<¢oofl) = (QSOO}_OO) ° Qioo-

) sin(may )

Mit QOl aus (61) und x(p) ‘= eXp (_% y P = (O[Oaﬁ07a/1751a’3/) S\ fOIgt

P F1 = (P100F1) = ¢10 ¢ (33]:0 o Qaf) = ¢ (33-7:0 o Mo Q(il)
= ¢1(FroQoroMyo Q') =Fi oM oQyoMoQy.

Daraus ergibt sich mit M, aus (5.36) und S := M; o Qg1 o My 0 Qg}':

fOOOQIOOOS(g)CFIOS:fOOOMOOOQloo

und damit Qi 0SS = My 0 Q0.

Wir definieren nun M., =: < M2 ) nd s = %12
ms My S§3 54

Theorie geht hervor, dass die m;,s; i € {1...4} bekannt sind, oder mit angegebenen

Limesformeln berechnet werden kénnen. Zudem gilt

). Aus der bisherigen

QloooS:MooleooéStoQtloo: iooMio

t —Coy! ¢ _ —Cory! ¢ my o ms
:>SO(_<OTO—O1071 <o7_1>_(_<-o7_o_olo7_l COTl)O(mz m4>'

(6.25)
und damit
_(or!
(S' —my) ( ¢ 570:102 " ) =my ( Cogﬁ ) , (6.26)
(o}
(S" — ma) ( gfﬁ ) = ms ( ¢ ETOEOZ . ) : (6.27)

Aus der ersten Zeile von (6.27) erhélt man (6.18) und aus der ersten Zeile von (6.26)
erhélt man (6.19) fiir den Fall ag, a1 & Z. Aufgrund der Stetigkeit der in (6.18) und
(6.19) auftretenden Funktionen folgt dann die Behauptung. O

(6.28) Bemerkung (Zusammenhang von ¢ mit ¢ und §):

Set p= (Oé(), 607 aq, 617 ﬁ/) €A
Im Fall {(p) # 0 ldsst sich G(p) aus (5.34) mit Hilfe von ( wie folgt darstellen:

. exp (imaj(p)) (C o7 )(p) — exp (imag(p)) (o 7o) (p)
alp) = ¢(p) '
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Im Fall ¢ o 7, 0 19(p) # 0 ldsst sich q(p) aus (6.1) mit Hilfe von ¢ wie folgt darstellen:

(Cor!omom)(p) —exp(—mi(ag + 1)) (¢ 0 Too 0 T 0 T0) (p)
C o, oTy(p) '

2mi exp (%) q(p) =

Beweis:
Die erste Behauptung folgt direkt aus (6.21). Die zweite Behauptung erhélt man hieraus
mit Hilfe von (6.7). O

Nun wollen wir eine Limesformel fiir ( angeben. Hierfiir wenden wir Korollar (3.3)
aus [16] auf unseren Fall an.
Der Autor dort geht auch auf den Spezialfall der verallgemeinerten Heunschen Diffe-
rentialgleichung ein, welche im Gegensatz zur hier behandelten konfluenten Heunschen
Differentialgleichung noch eine einfache Singularitét mehr hat. Es stellt sich aber her-
aus, dass es ratsamer ist, die konfluente Heunsche Differentialgleichung selbst in den
allgemeinen Fall einzuordnen, anstatt sie als Spezialfall der verallgemeinerten Heun-
schen Differentialgleichung zu sehen.
In [16] wird eine lineare Differentialgleichung in C*, n € N, in folgender Form betrach-
tet:

y(t) = (%Ao +3 _11)23 + ti Avt G(t)) y(o), (6.29)

wobei Ay, A; und B komplexe n x n-Matrizen sind und G eine in t € K,.(0) (r €]1, o0])
holomorphe Funktion ist. Auflerdem soll B n verschiedene Eigenwerte besitzen, also

o.B.d.A.:

Diese Differentialgleichung (6.29) hat in 0 eine einfache Singularitdt und in 1 eine
irreguldre Singularitdt vom Rang 1. Um nun Korollar (3.3) aus [16] fiir unsere Zwecke
anwenden zu konnen, transformieren wir die Differentialgleichung (1.5) fiir p € C

mittels

n(z) = z*o(t), z= T3 ! . (6.31)

Hierbei transformieren sich die Singularitédten von (1.5) wie folgt:
1—0, 00—1, 0— o0 (6.32)

Es gilt dann:

' (2) =p(1 =) o(t) + (1= 1) 2 (1) = (1= 1) (o + (1= 1)),
0'(2) =(u = ) (L= )7 20(t) + 2(u — (1 = )7/ (8) + (1 — ) (1),

Sei nun b= (O[Oaﬁ()aalaﬁlvﬁ/) S A.
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Mit (6.31) ist die CHE (1.5) dquivalent zu

(1= D1 =) + (u® = p) (1 — 1)
(

N a1t)<1 —t) _ ﬂ (1 = )P0+ (1= 1))

i (% (=0l =a)A =8 (ﬁo ~La- a0>) a1

t 2
—1y(1 - 1—t
+ (ﬁl 2’7( t 051)) ( )) (1 . t)_4U _ O,
und somit dquivalent zu )
V" +a(t)v + b(t)v = 0, (6.33)

wobei a(t) und b(t) wie folgt definiert sind:

o 2= —1 11— vy | l—ar 2p—ap— o v
“(t)'_{ ) (l—t)t_(l—t)2}_{ " =t (-0e
o e =pae U—an)p+5(1—ag)(l—a1)  fo—57(1 —ag) —yp
b(t) '_[ e HL— 1) + TEDE
51—%V(1—041)]
-0 |

(6.33) transformieren wir wie iiblich mittels

in ein Differentialgleichungssystem der Form u/(t) = A(t)u(t) mit :

N 1 0 1
A(t) = = ( —b(t)(t—1)* 1—a(t)(t—1) ) '

Uber
—Rw@—1yzv&m+&”_“_”“ﬂlafﬁ;—aﬂ—(&—gﬂl—m»
+(@Hﬁ%—%%2—ao—aﬁ_7m
(t—1)?
I (1 —ap)pu+5(1—ag)(l ; ap) + (51 — (1 - al))l’

(1—a1) 2u—ap—a;+1 ol ]

<t—1>‘5‘<t)‘{‘ P = VR (e}
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~ 0 0
A0 =5 (1) (30 a0+t 1)

1

t
+L( 0 1 )
t— plag +ar —=1) =i =B+ (v =1+ ag) 5(1 —a1) 2u—ap—ar+1

0 0
(t—l) Bo+ 51— 57(2 — ag — 1) — yp 7)

1 1
= —AO +—A +——B, Ay A, BeC¥2

t—1 (t—1)2
Damit (6.30) erfiillt ist, wiahlen wir p so, dass B eine Diagonalmatrix ist. Dies ist genau
dann der Fall wenn

_ 50?;51 _%(2_%_&1) = ai(p) — 1 (6.34)

gilt. .

Die in C\] — 00, 0] holomorphe Losung ® (791 (p), 7'(+)) von (1.5) wird mit (6.31) in eine
in 0 holomorphe Lésung vy von (6.33) transformiert.

Daher hat vy fiir [t| < 1 eine Potentreihendarstellung der Form:

oIt <1 :
ZMH_ i <L, (6.35)

k=0

mit ¢g = I'(1 — aq)vp(0) = 1.

Nun wollen wir die Rekursionsformel fiir die Koeffizienten der Reihe herleiten. Hierzu
stellen wir (6.33) mit Hilfe des Operators D = ¢4 dar.

Fiir t € Q gilt

tit —1)%a(t) = (1 —a))(t — 1) — (2u — g — o )t(t — 1)? — yt(t — 1)
=t =3 +3t—1)(1 — 1) — (2 — g — ) (#* — 2t + 1) — y(t* — 1)
=t3(1 — 2u + ag) + t* (4pp — 209 + y — 3 — )

+t(3—201 —2u+ g +7v) — (1 — )

sowie

bttt —1)° = (12 — pag) (12 —t) + ((1 — o)+ %(1 — ) (1 — al)) (t—1)

~ (- g —an =) = (- - an)

=(1* — pow)t® + ((1—ao)(1—a1+’y) 1w+ p(l+ag+v—aq) — ﬁo)t

- (5= p-a) - (W1 - a0+ 50— ai - a)
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und damit

/ (t(t C1)B(E) + 1t — 1Palt)’ (1) + bt — 1)%@))
=t {t%”(t) + ' (1)(1 — 2 + ap) + (p* — ,uozo)v(t)}
+ 17 { —3t%0"(t) + tv' (t) (4p — 200 + @y — 3 — )
+ <%(1 —a0)(1— o +7) — 2+ p(L+ a0+ — ) — ﬁo)v(t)]

+t {Btzv”(t) + ' (t)(3 — 200 — 2u + ap + )

+(= (5-p-an) - (si-an+ Ja-ani-ay) o)
+ {_ 20" () — t(1 — al)v’(t)} :

Hieraus folgt

! <t(t )R (8) + H(E — 1Palt) (1) + bt — 1)%(1&))

= [DQ + (ap — 2u)D + (2 — uao)} v(t) + 2 [ — 3D + (4 — 20 + 1 — ) D
+ (%(1 —ag)(L—oq+7) — i+ p(l+ g+ —aq) — 5())}@(15)

+t [3D2 + (—2(y + 1) + g +7)D — (61 - %7(1 - al))

- (,41 —a)+ %(1 ag)(1 - al)) ]v(t) + [(al - D)D} o(t) = 0.

Damit erfiillen die ¢ folgende Vierterm-Rekursion:

v Ck ¥ Ck—1

—(k+1)(k+1— 041)% + ¢1(/€,u)m

=0(keN), c.i:=c59:=0

7 C—2

+¢3(k’ﬂ)l“(k:——1—al)
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mit

bilk, ) = (%”+M—%m+ﬂwam+vwwz—u—ag(u+%u_a@_§0)

Bolkom) = (= B0k — 17 4+ (k= 1) (4 — 200 + a1 — ) + 5(1 — a0)(1 = oy +7) 2
+,u(1—|—oz0+7—a1)—ﬁ0>

Galkopr) = ((k =2+ (k= 200 = 21) + (1 ~ po) ).

Setzen wir nun p = of(p) — 1 und multiplizieren (6.36) mit I'(k + 1 — o), so erhalten
wir:

—(k + 1)cpgr + o1(p, k)cw + d2(p, k) -1 + d3(p, k)cr—2 = 0
mit ¢o(p) = 1 und c_1(p) = c_2(p) = 0 und
O1(p, k) =3k + & (=2(a1 + ag(p) — 1) + a0 +7)

— B —(1—a) (aé(p) -1+ %(1 — ) = 17)

2
Ga(p, k) i=( = 3(k = 1) + (k = 1) (4(ai(p) — 1) — 200 + 01 =)
+ 50— a1~ 01 +7) ~ (ag(p) 17 (6:7)
+(@3(p) = V(1 + a0+ —a1) = o) (k — )

Balp k) = (k = 2)? + (k = 2) (=2(aj(p) = 1) + a0) + (a3(p) — 1)’

— (aj(p) = ag) (k = ar)(k = 1 - ay).

In dem Sektor

. A T . . 3m .
Sarg(4) = {z e Q] - 5 ~arg (9) < argy (2) < — T ag (”y)}
haben W(p,-) und ¥(p, -) jeweils das in (5.22) und (5.29) beschriebene asymptotische
Verhalten.
Mit (6.31) und (6.34) transformieren wir

1 (Pla) " #090 (Pla) ' Gl )0 (7

-1
Sargm)
+

zu Losungen vy, vy, vy der Differentialgleichung (6.33), wobei hier vy eine analytische
Fortsetzung der Funktion aus (6.35) bezeichnet.
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vy und vy erfiillen dann

e}

o (8) ~ A5 S T (1) a, (1 0 T 0 T (p)) (L — 1) (> 1),
n=0

vF (£) ~ exp (ﬁ) FoiP)=1(1 — ¢)es(P)—ei) Z an (T1 0 Too 0 Tu(p)) 4™ (1 — )"

n=0

(t—1)
(6.38)

und aufgrund von (6.9) gilt:

c(p)ro = —C ot (p)oy + C(p)vs (6.39)

mit ¢(p) aus (6.9).
Wir geben nun eine Limesformel sowie eine Vorgehensweise an, mit der sich alle Ein-
triage der Matrix Q1o im Fall oy & Z, v € R* berechnen lassen. (Bei der Limesformel
wird jedoch noch a; € —N zulassen.)
Fiir den Fall v € R* verweisen wir auf Satz (3.2) und Korollar (3.3) aus [16].

Mit Korollar (3.3) aus [16] erhalten wir:

(6.40) Satz:
Sei p = (ap, Bo, 1, 01,7) € A und ¢, € C, k € N wie folgt definiert:

(k‘ —+ 1)Ck+1 = Ckgbl (p, ]{3) + Ck_1¢2<p, ]C) + Ck_2¢3(p, k?), (641)

wobei co = 1,c_1 = c_y =0 gilt und ¢;(p, k) (j =1,2,3) aus (6.37) ist.
Dann gilt im Fall arg (¥) €]0, 7| und oy & N*:

C(p) = 2V/mexp <Zg (oa ks 51)) 34 Tim exp (—293VE) B
2

(6.42)
Beweis:
Der Sektor H™ aus [16], Kapitel 1 ist aufgrund von arg (y) €]0, [ eine Teilmenge des

gemeinsamen Definitionsbereichs von v;, vy . Diese erfiillen dort (6.38). Damit sind

vy, vy die in [16], Kapitel 1 festgelegten Losungen. Da arg (§) €]0, 7| vorausgesetzt
wurde, ldsst sich vy auf C\[1, co[ holomorph fortsetzen, und es gilt v ¢] — oo, 0].

Die Potenzreihe von vy um 0 ist von der Form (6.35) und die ¢, erfiillen die Rekursion
(6.41).

Um nun Korollar(3.3) aus [16] anwenden zu konnen, multiplizieren wir (6.39) mit

['(1 — o) und erhalten:

L(1 = ar)e(p)uo(t) = —T(1 — ar)Co ! (p)vf (t) + (1 — ar)C(p)vy (t).  (6.43)
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Nun wenden wir Korollar (3.3) aus [16] an. Mit ¢(p) aus (6.9) folgt:

jeip)—1 - ol () —af ()
(1 - a) ) 2T - anyesp () 4
p) : (6.44)
. 1 al(p)—ai(@) 3 Ci
] (_2 2 \/E> k — ti___ _r
pne P AT T(k+1—ap)
Unter Berticksichtigung von of(p) + o} (p) = o+ ;1 und of(p) — o (p) = —ﬂoiﬁl erhalten
wir dann:
« aq * — O‘T(P)*O‘*Q’) 1
((p) = 2Vmexp i o1 + bo + b —i—z 0 . A=) exp it ?yfo*z
2 7 2 2
. 1 af(p)—ai(p) | 3 Ck
1 (—2 ; k:> R B S S
i exp (=29 vk CE—
T Bo+ B\ .2 .. 1 Soth 3 Cr
= 2 = | (—2 ) v R —
Ve (Zz (O” Y ))'WLHSOGXP vk )k Tt 1—ay)
Damit folgt die Behauptung. 0J

Im Fall arg (%) €]0, 7] lassen sich mit Satz (6.40) die Eintréige der unteren Zeile der
Matrix Qio0(p) bestimmen. Fiir den Fall arg (§) €]m, 27| lassen sich iiber (6.40) die
Eintriage der oberen Zeile der Matrix Q1.o(p) bestimmen.

Hiermit und mit Hilfe von (6.18) und (6.19) lassen sich alle Eintrige der Matrix Qi
im Fall a; € Z, v ¢ R\{0} berechnen.
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7 Zusammenhang der Koordinatensysteme

Zu Anfang dieses Kapitels werden Gebiete angegeben, in denen sich die verallgemei-
nerten elliptischen Koordinaten (£1,&) € Q2 als Funktionen von verallgemeinerten
Kugelkoordinaten (Polarkoordinaten) (n;,72) € C* x Q darstellen lassen. Ferner un-
tersuchen wir das analytische Verhalten dieser Funktionen. Durch Verkniipfung dieser
mit den Projektionen ! P und P erhalten wir komplexwertige Funktionen deren Defini-
tionsbereiche in C* x O liegt. Schrankt man diese geeignet ein, so lassen sich Liftungen
beziiglich P dieser Funktionen finden.

Wie wir aus Abschnitt 1.2 wissen, hédngen die oben genannten Koordinaten mit den
kartesischen Koordinaten in folgender Weise zusammen:

vl =&& =mnp und 73 = (1 = &)(& — 1) = m(1 —n2). (7.1)
Aufgrund von
m=ai ;=6 +& 1 (7.2)
erfiillen (£1,&) € Q2 genau dann die Gleichungen (7.1), wenn diese zwei voneinander
verschiedene Losungen der algebraischen Gleichung

22 — (1 -+ T]1>Z + MmN = 0, zeC (73)

sind.
Im folgenden bezeichnen wir fiir n > 2 und ay, ..., a,, € C mit @y, .., a, : [0,1] — C den
entsprechenden Polygonzug und mit [ay, ..., a,| die Spur von @, .., a,.

(7.4) Bemerkung, Definition:
Mit der Funktion

1 1
@bIC*Bn—)Z(’I]‘f‘Q‘i‘E)EC (7.5)

qgilt:

i) Zu jedem (10, m20) € {(m,m2) € C* X Q|ng # (M)} =: Y gibt es eine Umgebung
U von (10, M20), in der die Gleichung (7.3) genau zwei voneinander verschiedene

holomorphe Ldsungen 5114/2 : U — Q besitzt.

Diese erfiillen (0]6214/2) (m1,m2) #0, 7=1,2 fir alle (m,m2) € U.
Die Funktionen 571”/2 lassen sich lings jedes Weges in Y analytisch fortsetzen.

ii) Fir (m,n2) € D :={(n,m2) € C* x Qo(n1) € [0,m2]} C Y definieren wir

_ m+1 o Amme ? _m+l _ e :
Sl ) = (1+(1 (1+771)2)> 2 <1+(1 ‘D(nl)))

= mC(n,m2) #0,

_ mie 1 :n1+1 B M2 :
TS R TS <1 ( W”l)))’
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wobei hier mit z2 der Hauptzweig der Wurzel gemeint ist.
&1,&,¢ : D — Q sind holomorph.
&1,& losen die Gleichung (7.3).

Beweis:
Zui): z € Clost (7.3) genau dann, wenn

(c-nrt) ey

5 1 —mn2 = M) — n2).

Da fiir jedes 19 := (1710, 720) € Y eine konvexe Umgebung U von 1), existiert mit

m((m) —mn2) € C*, (m,m) €U,

so gibt es genau zwei stetige Losungen 5%2 : U — C der Gleichung (7.3). Diese sind
holomorph und erfiillen &/ (n1, 1) # &5 (1, m2), V(n1,m2) € U.

Hieraus folgt, dass sich 5114/2 :U — C langs jedes Weges in ) analytisch fortsetzen lésst.
Mit (7.3) gilt fiir (ny,72) € U:

5?/2(7% n2) € {0,1} = mmne =0V (e — 1) = 0 = Widerspruch.
2
Ferner folgt aus (7.3): < 114/2) — (m + 1)§§‘/2 + mmne = 0 und somit:

2810010y — (m + 1)01El)y — Y+ = 0 & 01, (267 — (m + 1)) = &)y — ma.

Aufgrund von n3 — (m + 1)ne +mnz = n2(nz2 — 1) folgt &5 (m,m2) =12 # 0, (m,m2) €U

und damit 815%2(7]1,772) #0, (m,m2) €U.
Genauso gilt:

264,056, — (1 + 1)0a&y + 11 = 0 6 Doy (2685 — (1 +1)) = —m1.

Damit folgt 02{114/2(771,772) #0, (m,m2) €U.

Zuii): & und & sind fiir ¢(n;) # 0 und Ty ¢ [1,00], (m1,m2) € C* x  wohldefiniert

und damit fiir () € [0,m2], (n1,72) € C* x Q.

Die Holomorphie der Funktionen &, &, ¢ ist sofort ersichtlich. Man priift sofort nach,
dass & (m,m2) und &5(n1,m9) fir (n1,7m2) € D die Gleichung (7.3) erfiillen und &3, &5, ¢
nach ) abbilden. O

Nun wollen wir ein paar Eigenschaften der ¢ Funktion auflisten, die der Leser selbst
nachpriifen kann:

(7.6) Bemerkung, Definition: Sei Hy := {z € C| +Im(z) > 0}.
i) Es gilt v1({0}) = {=1}, v ' ({1}) = {1} und ¥(Z) = ¥(2), z € C* sowie:
Y(a) =)< a=bVa=0b" abeC"
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ii) Firr > 1 ist ¢y ({z € C||z| =r}) der Rand einer Ellipse mit den Brennpunkten
0 und 1 und es gilt  ({z € C||z| =r}) =+ ({z € Cl||z| =r71}).
Zudem gilt: (H, NOK(0)) = ¢ (H_NOK,(0)) = [0,1], %(C*) =C,
1/}([1,00[) = wdov 1]) = [1700[ und w(] — 00, _1]) = w([_lao[) :]0070] :

iti) Yo == Ylew, o) C\K(0) — C\[0,1] ist biholomorph, und

N

1+ (1-)
1= (1=

1st die Inverse, wobei mit den Wurzeln die Hauptwerte gemeint sind.
¥ K1(0)\{0} — C\[0, 1] ist ebenfalls biholomorph.

Yyt C\[0,1] > 2z — € C\K,(0)

N |=

W) Yy =Yl ) H,\K,(0) — H, ist eine homéomorphe Abbildung.

v) Yo = Yl ) - H_\K,(0) — H_ ist eine homdomorphe Abbildung. Es gilt
v (z) =¥ (2).
(7.7) Bemerkung, Definition:

i) Die biholomorphe Funktion G : C* x Q 3> (n1,m2) — (n—ll,n2> e C* x Q erfullt
G(Y)=Y und G(D) = D.

ii) Es gilt: m, - (51/2 S G) (7}17772) = 51/2(771,772) fiir (771>772) cD.
iii) Wir definieren €(o0) := Q sowie
E(p) ={v) €eClneC’, 1<[n[ <pi\{0,1}, 1<peR.

E(p) (1 < p € R) ist eine punktierte Ellipse mit den Brennpunkten 0 und 1,
welche E(p) C K,(0) erfillt.

iv) Wir bezeichnen mit Dy, Dy C D die Gebiete:

D, = (K,,(O) x & (1>) c D,

0<p<1 P

Dy = G(Dy)= ] ((C\K,(0)) x E(p)) C D.

1<peR

Bewezs:
Zu i): Da fiir a,b € C*: ¢(a) = ¢(b) & a = bV a = } folgt die Behauptung sofort.

.. L1 3
Zuii): (€120 G)(n1,me) = 25 <1 + (1 s )> 2) = ,%151/2(771,7]2), (m1,m2) € D.

m
Zu iii): Sei p > 1. Aus sup || = (p) = 3 (p+2+ %) < X(p+2p+p) = p folgt
n2€E(p)
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E(p) € K,(0). Man sieht sofort, dass £(p) U{0,1} eine Ellipse ist.

Zuiv): Sei p > 1. Fiir gy & K,(0),m2 € E(p) folgt (¢(m),n2) & E(p)? und (n1,m2) € D.
Wir erhalten dann M, := (C\K ,(0)) x £(p) C D und somit D4 C D.

Da Dy = U,s1 M, und M,, N M,, = (C\K,,(0)) x E(p1) # 0 fir 1 < p; < po, so ist
D4 ein Gebiet. Damit ist auch D; ein Teilgebiet von D. OJ

Im folgenden Satz werden einige analytische Eigenschaften der Funktionen &, & und
¢ bereitgestellt.

(7.8) Satz:

1. Die Funktionen & und & erfillen auf D4 die Funktionalgleichung:

§12(mym2) = 1= &ja(=m, 1 =m2),  (m,m2) € Da. (7.9)

Die Funktionen & und & erfillen auf Dy die Funktionalgleichung:

2. Es gilt

Eia(m,me) =1 —&opi(=m, 1 —m2),  (m,m2) € Dy (7.10)

W) Clmm) =1+ 52 4+0(%), gy =1+ 22+0(%)  (m— o)

¢(n1,m2)

lokal gleichmdf$ig beziiglich ne € €.
Somit hat & beziiglich ny einen Pol erster Ordnung in oo und & ist in oo
beziiglich my durch £3(00, 12) := 19 holomorph erginzbar.

b) C(mye) = -+ (L =m) +O(m)s gy = + (12— Vi + O (nf)
(m — 0) lokal gleichmdfsig beziiglich ny € €.
Somit sind &1, & durch £(0,12) := 1,£5(0,1m2) := 0 holomorph erginzbar.

¢) Clmm) = (1+ 1) (14 0(m), iy = (27) (1+ 0 (m)
(ne — 0) lokal gleichmdfig beziiglich n; € C*\{—1}.
Somit sind &1, & durch & (m,0) :== m+1, &(n1, 0) := 0 holomorph erginzbar.

d) Im folgenden untersuchen wir das Verhalten von ¢ fir ne — 1 auf Da und
auf Dy:

i)

Im Fall (m1,m2) € Da:

Con,me) =1+ 0(n—1), s =1+0—1) (n — 1) loka
gleichmdf$ig beziiglich n; € C\K1(0).

Somit sind & |p,, &a|lp, durch §|p,(m,1) == m und &|p,(m,1) =1
holomorph erginzbar.

Im Fall (7]1,772) € D[.’

Ctnmsme) = -+ O = 1), g =M +Om2—1) (12 — 1) lokal
gleichmdfig beziiglich n; € K1(0)\{0}.

Somit sind &i|p,, &a|p, durch &i|p,(mi,1) == 1 &|p,(m,1) == m holo-
morph erginzbar.
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3. Es gilt £&(ny, 10, 1[) =0, 1] sowie & ( .10, 1[) = }O,nil[fu'r
m €] — oo, —1[U]1, oo[C R.
Ferner gilt:

51(] [ ] 1[) C]laoo[v 51(] - OO,—l[X]O, 1[) C] - 0070[7
&(]0,1[x]0,1]) C]1,00[, & (] — 1,0[x]0, 1]) C]O, 1].

Beweis:
Zu 1.: Sei (n,m2) € Da. Dann gilt: (—n;,1 —n2) € D4 und

(1—&pp(—m,1— 772))2 — (L +m)(X = &ya(=m, 1 —=n2)) +mn2
= &=, 1= n2) = 261 2(=m1, 1 = m2) + (1 +m1)&a(—m1, 1 — 12)
—(m+1)+1+mn
= (=, 1 =n2) = (L= m)&2(=n1, 1 = m2) +mu(l —12) =0

Somit sind die Funktionen 51 20 Dy — € mit

Ea(nme) =1 —E&pa(—m,1—n2), (n,m2) € Da (7.11)

ebenfalls Losungen von (7.3).
Fiir n; €]1, 0o und 7, €]0, 1] folgt (71,72) € D4 und

3 2
Eio(m,m2) = 771;-1 <1j: <1—%) > — 771;—1 + (%—nﬂh)

—1 —1)2 2

D=

2
_ 1—m L= :
T (M (i) )
= 1—&p(—n,1—n) =&plmn,m). (7.12)

Aufgrund von (7.4)i) folgt dann & = & (j = 1,2) auf einem Teilgebiet von D4 und
tiber die Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung &; =¢; (j = 1, 2).

Sei nun (ny,72) € Dy. Dann gilt <n_11’772> € D4 und mit (7.7)ii) folgt:

51/2(771,772) = méi (iﬂh) =1 (1 —&1)2 (_l, I- 772))
m T

1

= M (1 + n—€1/2(—771, 1- 772)) =m+&p(—m,1—n)
1

= 1_52/1(_77171_772)7 (771’772) € Dr.
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Zu 2.: Fiir (n1,n2) € D mit ""‘w(z )

(vel. (7.4)ii) ):

),
:%(Hl) (“ 2>n2m+ )+nz_:(

m (m + (14+n7H)" " \(m +1)

n=2

| 3
[N}
|
—_
3
N
3 Nl
~_
VRS
=
I
~__
3

Zu a): Sei K C Q kompakt. Wir wihlen p > 1 mit K C &(p)
(m,m2) € <C\Kp(0)> x K C D. Damit folgt

1— 1
C(nu,m2) =1+ n2+0<—2>» (m — o0)
T m

gleichméBig beziiglich 1, € K. Die zweite Behauptung folgt hieraus iiber die Neumann-
sche Reihe.
Zu b): Sei K C € kompakt. Wir withlen p > 1 mit K C &(p)

(m,m2) € K,(0) x K C Dy. Mit (7.7) folgt

1
C(m,m) = E&(Thﬂh) —51 (Ea )——C(m )

_ % (1+ (1 =m)m +O (1)) (m — 0)

2

| < 1 fiir

gleichméBig beziiglich 1, € K. Die zweite Behauptung folgt hieraus iiber die Neumann-
sche Reihe.

Zu c¢): Aufgrund von ¥(—1) = 0 liegen die Punkte (—1,7) nicht in D fiir n, € . Wir
betrachten daher K C C*\{—1} kompakt.

Fir 0 < p < 1 mit p < dist (¢ (K),0) gilt K x K,(0)
(m,n2) € K x K,(0). Mit der Reihe folgt dann:

< 1, fiir

1
C(m,me) = (1 + 77_) (1+ 0O (n2)), (n2 — 0) gleichméBig beziiglich n; € K.
1
Die zweite Behauptung folgt hieraus iiber die Neumannsche Reihe.
Zu d): Zui): Mit der Funktionalgleichung (7.9) erhdlt man fir (n1,72) € Da:

1 1

1 1
C(ni,m2) = afl(ﬁlﬂb) = afl(—ﬁb 1—m) = . +¢(=n1, 1 —m2)
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und damit unter Verwendung von c):
C(m,m2) =14+ 0O(ny — 1), (na — 1) lokal gleichméfig beziiglich 7.

Die zweite Behauptung folgt hieraus iiber die Neumannsche Reihe.
Zu ii): Mit der Funktionalgleichung (7.10) erhélt man fiir (ny,792) € Dr:

1 1
Com,me) = —&(m,m) = — (1 —=&(=m,1—mn2))
T m

m C(=m, 1 =)
und damit unter Verwendung von c):

Clmyma) = %(1 O~ 1), (12— 1)

lokal gleichméafig beziiglich n;. Die zweite Behauptung folgt hieraus iiber die Neumann-

sche Reihe.

Zu 3.. Es gilt (] — oo, —1[U]1,00]) x]0,1[C Dy4. Sei n €] — oo, —1[U]1,00[ fest

gewéhlt. Dann gilt: & (ny,-) :]0, 1[— R\{0,1}. Aus der partiellen Stetigkeit von &,
im &(nr,72) = 0und lim &(mr,m2) = 1 folgt &(m1, )0, 1[) =0, 1[.

n2—0+ n2—1-

Aufgrund von (7.7) gilt & (%,7]2) = nilfg (m1,m2), (M1, m2) € D und damit die nichste

Behauptung.
Aus & + & — 1 = folgt fir (n1,m2) €)1, 00[x]0, 1]:

E(myme) =m+1—=E(m,m) >m >1

und mit (7.9) dann & (] — oo, —1[x]0, 1]) C] — 00, 0].
Aus & (]0,1[x]0,1]),& (] [ 10,1 [) C R\{0, 1} zusammenhéngend
und lim £, (11, 772) =1+m folgt

& (]0,1[x]0, 1[) C|1, oo[ sowie & (] — 1,0[x]0, 1[) C]O, 1[.

Wir verallgemeinern nun die Funktionen & und & wie folgt:
(7.13) Definition:

Sei D = {(ﬁl,ﬁz) e C x Q) (15 () ,P(ﬁg)) c D} und

€122 D3 (M1, 72) — E1a(P(ih), P()) € €.

Unser Ziel ist es, mit Hilfe von Satz (9.13) aus dem Anhang Liftungen fiir diese
Funktionen beziiglich P zu finden. Um jedoch Satz (9.13) anwenden zu kénnen, muss
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der Definitionsbereich der zu liftenden Funktion eine einfach zusammenhéangende Man-
nigfaltigkeit sein, was D nicht ist (Dies ist leicht zu zeigen). Da es wegen der spiteren
Entwicklungsséatze nicht sinnvoll ist, universelle Uberlagerungen von Y oder von D als
Definitionsbereiche zu betrachten, werden wir die Funktionen &, 52 auf einfach zusam-
menhingende Teilgebiete von D einschrinken.

(7.14) Bezeichnung:
Seien My, My und M drei beliebige Mengen mit M C My X M.
Dann bezeichnet man fiir (n,n:) C My X My wie folgt die Schnitte

MM = {ny € M| (m,m2) € M}, M"™ = {n € Mi|(m,7m2) € M},
(7.15) Bemerkung, Definition:

i) Fir0 < p€R bezeichnen wir K, := {73 € @‘]z € KP(O)}.

Dann sind Kp und @\K_p einfach zusammenhdngende Teilgebiete von C*.

i) Fir 1 < p < oo ist E(p) = {2’ ez e E(p)} einfach zusammenhdingendes
Teilgebiet von Q.

i)
Dy = {(in,i) € T x Qlmm) € D1} = | (prg(l>)

und

Da:={(n i) e T xQmm) e Daf= |J ((C\K,) xE ()

1<p<oo

sind einfach zusammenhingende Teilgebiete von D.

Bewezs:

Zu i): Dies folgt aus Satz (9.20) aus dem Anhang.

Zu ii): Sei p > 1. Die Menge E(p) ist offen, da P stetig ist.

Nun zeigen wir, dass & ( ) kurvenzusammenhangend ist. Seien Zp,2; in & ( ). Dann
existiert eine Kurve ¢ : [0,1] — Q) mit ©(0) = 2o und p(1) = 2.

Wir wéhlen eine Kurve ¢y : [0,1] — &(p) welche zu P o ¢ in Q homotop ist und
betrachten ihre Liftung ¢y : [0,1] — Q beziiglich P mit ¢1(0) = Zo. Diese Kurve ist die
gesuchte Kurve (Satz (9.9), Anhang).

Nun zeigen wir, dass £(p) einfach zusammenhéngend ist.

Sei ¢ : [0,1] — © eine geschlossene Kurve in &(p).

Da Q) einfach zusammenhéngend ist, existiert ein @ : [0,1] x [0,1] — Q) mit

B stetig, ®(-,0) = o, (-, 1) = $(0), ®(0,7) = ®(1,7) = $(0), 7 € [0, 1].
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Ferner seien r, R € R mit 1 <r < p < R, Spur (¢) C £(r) und
® ([0,1] x [0,1]) € E(R). Wir definieren die Abbildung

z - T
0+ K(OVK,(0) = K,V 00, 96:) = 5 (v (= )5 =2 )
Diese ist stetig und erfiillt g(z) = z fir |z| = r.
Mit 1y aus (7.6) ist dann

. _ [ toogony'(z). x € E(R\E()
P8~ o)1)= (R
ebenfalls stetig und damit auch fo Po® :[0,1] x [0,1] — &E(p).
Mit Satz (9.13) existiert eine Liftung ®, : [0,1] x [0,1] — &(p) von f o P o ®, mit
®,(0,0) = ¢(0). ®; ist dann die gesuchte Homotopie (Satz (9.9), Anhang).

Zuiil): FirO0O<p<1list M, := K p X £ (%) ein einfach zusammenhéngendes Gebiet,
aufgrund von i) und ii).

Da M, N M; # 0 fiir alle 0 < p,p < 1, so ist Dy ein Gebiet.

Sei nun ¢ : [0,1] — Dy eine geschlossene Kurve.

Wegen Spur(p) kompakt existieren p; € R, j =1,..,n mit

" . ~ (1

0<p1<..<py<1und Spur(p) C | lij:(KanE'(—)).
- P1
Jj=1

n

Damit ist |J M,, ein einfach zusammenhéngendes Gebiet. Also ist ¢ in D; nullhomo-
j=1
top.

Auf analoge Weise folgt, dass D ein einfach zusammenhédngendes Gebiet ist. OJ

Wir werden nun fir D; und Dy einfach zusammenhéngende Obergebiete angeben,
auf denen wir Liftungen der Funktionen &;, & aus (7.13) definieren. Die Gebiete sind
so gewéhlt, dass die Liftungen Funktionalgleichungen erfiillen, die denen in (7.9) und
(7.10) entsprechen.

(7.16) Satz,Definition: )
Mittels des natiirlichen Definitionsbereiches der Funktionen & o aus (7.11)

D :={(n,m2) € C* x Q|(—=m, 1 —12) € D}
definieren wir
S:=DND={(m,m) € C xQ(m) &[0,72,1]} € D

und

S = {(77177?2) c C* x Q\(p(ﬁl),P(ﬁz)) c S} cD.
Hierfir gilt:
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1. S ist offen und besteht aus zwei Zusammenhangskomponenten Sy, S4 C C* x Q
mit Dy C Sp und Dy C S4.
G aus Bemerkung (7.7) bildet S; biholomorph auf Sa ab.
Auf Sy gilt die Funktionalgleichung (7.9) und auf S gilt die Funktionalgleichung
(7.10).

2. S ist offen und besteht aus zwei einfach zusammenhdngenden Zusammenhangs-
komponenten

St = {(7n,72) € C* x Q|(m1, 1) € St} Sa = {(7n,72) € T x Q|(1m1,72) € Sa},
welche durch die Funktion
G:C x Q3 (i, ) — (Q (M), M) € T x O

homdomorph aufeinander abgebildet werden, wobet Q in (2.22) definiert wurde.
St bzw. Sy st die universelle Uberlagerungsfiiche von Sy; bzw. S4.

Beweis:
Zu l.. Dao(—n) =1—1(n) fir y; € C*, so folgt

(m.m) € D& 1—¢(m) =¢(—m) €[0,1—n] & ¥(m) € [1,m).

Somit gilt S =D N D = {(n,n) € C* x Qp(m) &€ [0,m2,1]}.
Als erstes wollen wir beweisen, dass S aus zwei offenen Zusammenhangskomponenten
besteht. Wir betrachten hierfiir die Homéomorphismen

Yot HA\K(0) 3 2 — (2) € T

aus der Bemerkung (7.6) und definieren hiermit die stetigen Funktionen
i1, P40 QN Hy x[0,1] — C*

durch

. 1
ia(m2,t) =0 (1,m2,0(0),  @p(met) = F(Oﬂh, 1(t)),
J’_

fiir (12,t) € (QNHy) x [0,1],

%(1,%0(1&)), -2, t) = 410,72, 1(1)),

90—,1(7727t) =
fiir (no,t) € (QNH_) x [0,1].

Aufgrund von 011(n2,1) = @1 a(n2,0) = —1 fiir alle g, € QN Hy sind die Funktionen
Ot (Q NH i) x [0, 1] — C*, welche wir durch die Zusammensetzung von Kurven (man
betrachte hierzu (9.22))

@i, ) = pr1(n2,7) + Pr2(n2,)
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Abbildung 5: Spur von ¢, (2 +14, )

definieren, ebenfalls stetige Funktionen. Es ldsst sich sofort erkennen, dass es sich fiir

festes 72 € Q bei den Kurven ¢ (ns,-) um Jordankurven handelt, welche die Null in

positiver Richtung einmal umlaufen.

Aufgrund von nlim Yim) = nlimow(m) = 0o existiert eine stetige Fortsetzung 1% :
1—00 1—

CU {0} — CU{oo} von 1 mit *>*(0) = 1)**°(c0) = oo. Dann gilt

S € 8% :={(m,m) € (CU{oo}) x Qs> (m) & [0,m2,1]} .

Bezeichnet man fiir eine geschlossene Kurve ¢ : [0, 1] — C und fiir ein
z € CU {oo}\Spur(y) mit u,(z) die Umlaufzahl von ¢ beziiglich z, so definieren wir
hiermit die Funktionen

ug : {(m,m2) € S| £1Im(ne) > 0} =: Dy, D (m1,12) = Up () (m) € {0,1}.

Wir zeigen nun, dass S offen ist und u. stetig ist.
Sei (n1,m2) € S mit Im(ny) > 0.
Fiir 0 < € < 1 bezeichnen mit X. C Q die offene und beschrankte Menge, die von

1 1
{O, M2 + (5 - 772) e, 1] und [O, Ny — (5 — 772> g, 1}

eingeschlossen wird. Wir wihlen ¢ > 0 klein genug, so dass %> (n,) € X..
Hierfiir existiert ein 6 > 0 mit K (_772) C X..
Zudem gilt 1, & %_rl (XE) U ﬁ (XE) und damit existiert ein p > 0 mit
+
K,(m)N (@/}jrl (K) U w%l (Z)) = 0. Also ist K,(m) x Ks(n2) C 5%,

Da Spurg,(a,-) C (X.) U ﬁ (X.) (a € Ks(n2)) und . stetig ist, so sind ¢4 (a,-)
+
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und ¢4 (b,-) (a,b € Ks5(n2)) homotop in C*\K,(n;). Hieraus zeigt man leicht, dass u,
auf K, () x Ks(n2) konstant ist.

Fiir (n1,12) € S% mit Im(n,) < 0 gehen wir analog vor.

Fiir (n1,72) € S% mit Im(ny) = 0 gilt

9K 1(0), na €]0,1]
Spurp. (12, -) = Spurp_ (12, -) = OK,(0) U [mwﬂw] 2 €R\[0, 1]

(7.17)
Wir wéhlen ein € > 0 klein genug mit

m & {z € C*| dist (z, Spurp, (2, ) < e} =: Y.

Da @4 stetig ist, existiert ein 6 > 0 mit Ks(n2) C Q und py(a,-) € Yz (a € Ks(n2)).
Wiihlt man ein p > 0 mi K,(n;) € C*\Y, so gilt K,(m1) x Ks(nz) C S*>.

Analog zu oben folgt die Stetigkeit von uy in (91,72).

Aufgrund von (7.17) gilt uy(m1,m2) = u—(m,n2) ((m,m2) € Dy, N'D,_) und somit
lassen sich v, und u_ zu einer stetigen Funktion

. G000 - _ Jup(m,me), fir (m,nm2) € Duy
w:S7° — 40,1} mit u(ny,no) := { w (e, fiir (., mg) € Dy

zusammensetzen. Mit Hilfe dieser definieren wir

S = {(m,m2) € S*®fu(m,m) =1}, Sp:=Sy>nSs,
SS},OO = {(7717772) € SOVOO|U(T]17772) = O} ) SA = S%OO ns.

Aufgrund der Stetigkeit von u sind S}, $4> in S%* offene Mengen mit S)*USY™ =
S0 und S, S4 in S offene Mengen mit S;US, = S.

Als néchstes zeigen wir, dass G die Mengen S; und S4 biholomorph aufeinander ab-
bildet.

Da Spurg, (3,-) = 0K:(0), ist u (0,2) = 1 und damit gilt aufgrund der Stetigkeit von
wund {0} x Q € §% fiir alle 7, € Q: u(0,7,) = 1, also 0 € ™. Die Funktion

1
O’ZCU{OO}BZH;E(CU{OO},

erfiillt o (Spur (¢(n2,+))) = Spur (¢(n2, -)) fiir alle 7, € ©Q und bildet somit (S(I)’OO)M72
und (Sfj;‘”)lm biholomorph aufeinander ab. Daher ist G := (0,idq) : S} — S4™
biholomorph, und mit G ({0} x Q) = {oo} x Q folgt dann die Biholomorphie von
é‘gl =G: S[ — SA.

Wenn wir im zweiten Teil des Beweises gezeigt haben, dass S, _und S, zusam-
menhéngend sind, so folgt dies auch aus der Stetigkeit von (]5, P):C* x Q—C %0
fir S; und Syu. P

Zu 2.: Die Mengen Sy und S; sind wegen der Stetigkeit von (P, P) : C*x Q — C* x Q
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offen in S und erfiillen S = S 103 A

Aus Dr C S1, Da C Sa folgt Dy C SA, D; C SI und mit G(SI) Sa, G(Sa) = 51
folgt G(SI) C S’A, G’(SA) CcS;.DaGoG = idz g, so bildet G die Mengen S, und S;
homoomorph aufeinander ab.

Wir zeigen nun, dass S 4 ein einfach zusammenhéngendes Gebiet ist.

Mit G(SA) SI folgt dies dann auch fiir S]

Hierzu beweisen wir folgendes Lemma:

(7.18) Lemma: Seien 21,2, € Q. Dann sind die Mengen S = 1,2, einfach
zusammenhingende Gebiete und Sy N S 4 0, ist ein Gebiet.

Beweis: Da es sich bei festem 2 € Q mit +1Im(z) > 0 bei pi(z,-) um eine Jordan-

kurve handelt, folgt nach dem Jordanschen Kurvensatz, dass (S?’OO)I’Z einfach zusam-
menhéngend ist, und somit ldsst sich aufgrund des Riemannschen Abbildungssatzes
S;* biholomorph auf K;(0)\{0} abbilden. Dies gilt ebenso fiir S}*, da o : S5 3 2 —
2e S} biholomorph ist .

Seien nun a,b € S5 = {f) € @|(n,z) € SA} = P7(SY") und ¢4 : [0,1] — C* eine
stetige Kurve mit ¢1(0) = @ und ¢, (1) = b.

Dann gibt es einen Weg (5 : [0 1] — SY*, der zu ¢, := P o ¢, in C* homotop ist. Wir

bezeichnen mit ¢, : [0, 1] — C* die eindeutige Liftung von ¢, welche ©2(0) = ¢1(0) = a
erfiillt. Diese ist homotop zu ¢ ( vgl. (9.9)), also gilt ¢9(1) = ¢1(1) = b. Daher ist S
zusammmenhédngend.
Mit Satz (9.20) aus dem Anhang folgt dann P : S} — S4* ist die universelle
Uberlagerungfléiche von Si{z und damit der erste Teil der Behauptung.
Als niichstes zeigen wir, dass Sy*' NS4 kurvenzusammenhéngend ist.

Aufgrund von (7.6) folgt die Biholomorphie der Funktion

Ylgys 2 S4° — C = C\[0, 2, 1],
Es gilt C, = M,UN, mit
M, := C\A(0,z,1) und N, := A(0, z,1)\[0, 2, 1],

wobei mit A(0, z, 1) die konvexe Hiille der Menge {0, z, 1} gemeint ist.
Mit

y €Sy Y(y) = 00 &y — oo, (7.19)

»~1([0,1]) = 0K1(0) und ¥~ ([0, 2, 1]) = Spuryp.(z, -), falls +Im(z) > 0 folgt:

-1

(¢|S;,Z)1 (0L cO\0), (vlgy) (V) C Er(O). (7.20)
Ferner gilt

1. xGMZ:NB—l—t(x—%) € C, fur alle t € [0, 00|,
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2.z €nt(N,) =z —t(z—1)eC, firallet € [0,00],

3. € N.N|0,1[= z +it € C, fiir alle t € [0, 00] falls FIm(z) > 0.

Seien nun %, 2, € Q und j € 5S4 N S4*. Wir wihlen hierzu ein p > 1 mit @\[A(p C
5% N S5 und konstruieren eine Kurve, die in S4* NS5 verlduft und § mit einem
Punkt in @\*\K , verbindet.

Aufgrund von (7.20) gilt entweder ¢ (y) € M,, N M., oder ¥(y) € N,, N N,,.

Treten die Falle ¥(y) € M,, N M,, oder ¢(y) € (N,, N N,,)\[0, 1] auf, so folgt anhand
von (a) und (7.19) oder (b) und (7.19), die Existenz einer in S§*' N S} verlaufenden
Kurve mit Anfangspunkt y und Endpunkt in C\ K ,(0).

Wir betrachten nun den Fall ¢(y) € (N, N N.,)N]0, 1[:

1. Falls Im(2;) = 0 oder Im(z2) = 0 ist, tritt dieser Fall aufgrund von
N,, NN, = () nicht auf.

2. Haben Im(z1) und Im(z3) verschiedene Vorzeichen, o.E.
Im(21> > O, Im(ZQ) < 0,
so tritt dieser Fall ebenfalls nicht auf, denn es gilt

Im(z1) > 0A¢Y(y) € N,,N|0,1[ =y € H_-NOIK;(0),
Im(z9) < 0AY(y) € N,,N|0,1[ =y € H NOK;(0).

3. Falls Im(z),Im(z2) > 0 oder Im(z), Im(29) < 0, so existiert aufgrund von (c) und
(7.19) eine in Sy* N S%* verlaufende Kurve mit Anfangspunkt y und Endpunkt

in C\K,(0).

Seien nun 9,y € gil’él N 5'}4’22. Aufgrund des soeben Gezeigten existieren Kurven
©; 1 [0,1] — Sy N Sy* mit ¢;(0) = y; und @;(1) € C\K,(0) fiir j = 1,2. Betrachtet
man dazu die Liftungen ¢; : [0,1] — C* mit P o ¢; = @; und $;(0) = g, fiir j = 1,2

dann gilt ¢;(1) € P~ (C\K,(0)) = @\K_p, j = 1,2. Da nun @\f(p ein Gebiet ist,
finden wir insgesamt eine Kurve von ¢, nach g, in S} N S5, O

Wir fithren nun den Beweis von (7.16)2. fort.

Seien d,l; € S, mit a = (a1, a9) € C* x Q und b =: (131,132) cC x Q.
Dann existiert eine Kurve © : [0,1] — Q mit 2(0) = a» und (1) = by. Wir wihlen

hierzu ein p > 1 mit Spur(#) € &(p) sowie ein § € @\f(p.

Aufgrund von Lemma (7.18) findet man eine Kurve ¢, : [0,1] — S5* mit ¢,(0) =
und ¢, (1) = ¢ und eine Kurve ¢, : [0,1] — S4* mit ,(0) = by und ¢4(1) = ¢. Somit
verbindet die Kurve ¢, := (@, ds) die Punkte (a1, ds) und (4, a2) in Sy, die Kurve
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oy = (gpb,l;2> die Punkte (131,132) und (g, 132) in Sy und die Kurve ¢ := (q,v) die

Punkte (g, d) und (g, by) in S4. Daher ist S, zusammenhiingend.

Nun ist noch zu zeigen dass Sa einfach zusammenhéngend ist.
Sei ¢ : [0,1] 2t — (¢1(t),Pa(t)) € C* x Q eine beliebige geschlossene Kurve mit

Spur (q@) C S4. Wir wihlen ein p > 1 mit Spur (ég) C g(p) und ein ¢ € @\K_p

Aufgrund von ¢,(t) € Si{éz(t) fir ¢t € [0, 1], S’i’@(t) offen und der Stetigkeit von ¢,
existiert fiir jedes t € [0, 1] ein §; > 0 mit:

~

b1 (1t — 60, + 6,[N[0, 1]) € 852,

Fiir t € R sei I; :=]t — 0y, t + 0y
Aufgrund der Kompaktheit von [0,1] und [0,1] C [,y I+ existiert eine endliche
Teilmenge M von [0, 1] mit [0, 1] C [ J,cpy Li- Seien die t, € M (v = 1,..,n) mit

0<ti <t <...<xt, <1
so gewahlt, dass sie
0e Itl’ 1e ‘[tn und Itl, ﬂItVH 7é @ (V = ]_,...,n - 1)

erfiillen.
Wir definieren dann 70 = 0 7, := 1. Ferner wahlen wir 7, € I,, N I, N]t,, to41],
(v=1,...,n—1) und setzen

G = ¢1(m) € gi’d)l(t”) N Si"qsl(t”“), v=1,..,n—-1

sowie Gy i= b1 (7o) = b1 () € SE ) A gLt
Dann existieren wegen Lemma(7.18) Kurven

xj:[0,1] — Sj’@(tj) N Sﬁl’%(t”l) mit x;(0) = ¢; und x;(1) =4, j=1,..,n—1,

und

o

Xn :[0,1] — Si{@(t”) N 32@(“) mit x,(0) = ¢, und x,(1) = q.

Sei zudem Yg := X,. Da nun die Kurve quS homotop zu der Kurve

=

[y

n—

(=0 62(7) + iyt + (541, B2(7300))

.
Il
o

ist (wobei mit + die iibliche Addition zweier Kurven gemeint ist), und fiir
7 =0,...,n—1die Kurven

(—Xj, <Z§2(7'j)> + <23|[rj,rj+1] + <Xj+17 <Z§2(7'j+1)) ) (@,952|[rj,rj+1])
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in 4 homotop sind (siehe (7.18)), so ist ¢ in S, homotop zu <cj, $2>
Aufgrund von (7.15) folgt mit Spur <<d, ¢22>> C (@\Z) X (SA'(p) die Behauptung. [

(7.21) Bemerkung, Definition:
Fiir j € {1,2} existiert genau eine stetige partiell holomorphe Liftung

& SUS, — Q
von & : $1US4 3 (A, ) — Eua(P (i), P()) € Q mit
i) €3, 00), (A, @) € QN PY(]1, 00]) im Fall j =1,
i) Ea(As, ), E2(A-, o) € Qo N P70, 1)), im Fall j = 2.

Beweis: Da es sich bei S; und S4 um zusammenhingende, einfach zusammenhéngende
Mannigfaltigkeiten handelt, sind die Voraussetzungen von Satz (9.13) aus dem Anhang
erfiillt. In (7.8) wurde

€1(4+, @) €1, 00] und (4, @o) €]0,1]
gezeigt. Somit gibt es eindeutige Liftungen
1 &8 — Q von & : S; — Q mit EHA_, &) € Q. N P11, 00]),
2. ff‘ . 94 — Q von El . S4 — Q mit é’ll('%r,d)o) € SALF NP~ 1(]1,00|),
3. g . S — Q von Ez . S; — Q mit g(’y_,d)g) € KAZO N P~1(]0, 1)),
4. 8054 — Qvon & : S4 — Q mit E3(54, &) € Qo N P10, 1]).

Da 5'1 N S'A = (), definieren wir 51/2 : 5’1 U SA — Q durch

. (hr. 7 o
2 a4 M, M2), (M1,72) € Sr
51/2(771,772> = { A,14/2

Die partielle Holomorphie folgt aus (9.14). O

Im folgenden beweisen wir einige grundlegende Eigenschaften von él und 52.
(7.22) Bemerkung:

Fiir (i, 1) € (15*1 (11, 00[) N (:1) x (P*l (0, 1) N §0> gilt:

~ ~

& i) € (P 0LooD N L), &) € (P00,1DN D).
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Fiir (1, 12) € (13—1 (10,1)) N @;) X (P—l (10,1)) N ﬁo) gilt:

&G i) € (P (LooD) Ny ), &) € (P7(0,1) N Gy).

Beweis:
In (7.8)3. haben wir

€1<]17 OO[X]()? 1[) C]17 OO[, €2<]17 OO[X]()? 1[) C]Ov 1[
€1(]0,1[x]0,1[) C]1,00[, &2(]0, 1[x]0,1[) C]O, 1]

gezeigt.

Sei M, = (15—1 (J1, 00]) N <C*+) x (P—1 10,1)) N ﬁo).

Damit folgt aus der Stetigkeit der Funktionen él, 52: X

& (M) liegt in einer Zusammenhangskomponente von P~ (]1, 0o[) und & (M) liegt in
einer Zusammenhangskomponente von P! (]0, 1]).

Aufgrund von (94, wy) € M; folgt mit (7.21) der erste Teil der Behauptung.
Der zweite Teil folgt auf analoge Weise. O

Wir beweisen nun unter Verwendung von (7.8)1. Funktionalgleichungen fiir die Funk-
tionen &; und &s.

(7.23) Satz (Funktionalgleichungen):
Fiir (771,772) S SA gzlt

i) T 0 &1, ie) = di o & (- ()  T(ie) ).
ii) 0 & (i) = & (0 (i) T ().
Fiir (i1, 72) € Sy gilt:
i) T o (i, o) = & (3= ()7 (1))
i) T o &aliin, i) = dy o &y (92 (1), T (i)
Beweis:

Zu i, ii): Da die Funktionalgleichung (7.9) auf D, gilt, so gilt sie auch nach dem
verallgemeinerten Identitétsatz (siehe [4]) auf Sa, und somit folgt fiir (71, 72) € Sa:

POTOél/Q(ﬁI;TA}Q) = To P051/2(7717772) =1- %:1/2(7717772) =1- 51/2(771;772)

= & (=, T(n2)) = Polyp (5—7r (1) aT(ﬁ2)) -
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Nach Satz (9.13) aus dem Anhang reicht es aus, die zu zeigenden Gleichungen jeweils
nur an einem Punkt in Sy zu iiberpriifen.

Sei p > 1. Dann gilt ((C\KP(O), %) C Sa, und mit (7.8)2)a) existiert ein K > 0 mit

&1 (771, %) -

Wir wéhlen r > max{2K + 1, p} > 1.
Dann gilt mit ¢ : [0,1] 5 t — rexp(—mit) fiir t € [0, 1]:

1 1
&2 (?717—) - —‘ K‘Ulrlu m € C\K,(0).

< K und
un 2 2

& ((p(t), %) - go(t)‘ < KA & <<,0(t), %) - %‘ < 2KK+ T < % (7.24)
Somit folgt
i (w005 ) 0,11 = 0w g (9005 ) 0.1] = 90 (7.25)

Sei nun # € C*, N P! (1, 00[) mit P(#) = r. Aufgrund von (7.22) folgt
€1(7,@0) € Q. NP1, 00]) und &(7, &) € Qo NP0, 1]). (7.26)

Sei ¢ : [0,1] — C* die eindeutige Liftung von ¢ mit ¢(0) = 7. Dann ist §_.(7) = $(1)
und wegen (7.24) und (7.25) folgt dann:

& (0 (7). T(@)) = &@00),0) =& (2(1),50) € di* (A,
é, (5,ﬂ(f),f(@0)) = & (6- (7),@0) = & (§(1),@0) € Q.
Andererseits gilt mit (7.26) und (2.18):
T o (7,a0) € A, T oby(F, &) € Q.

Damit folgt die Behauptung.
Zu iii), iv): Da die Funktionalgleichung (7.10) auf Dy gilt, so gilt sie auch auf S; nach
dem verallgemeinerten Identitédtsatz. Daher gilt fiir (1, 72) € Sr:

PoTo 51/2(771,772) = ToPo 51/2(7?1,772) =1- 52/1(771,7?2) =1- 52/1(771,772)
= & (= T(m)) = P ooyt (0 (), 1))
Es reicht also nach (9.13) aus, die Funktionalgleichungen jeweils nur in einem Punkt

zu iiberpriifen.
Sei p < 1. Dann ist (K,(0), 1) C S; und mit (7.8)2)b) existiert ein K > 0 mit

1 1
&1 (7717§> - <1 + %)‘ < KlmP’, |& <7717—) - Km|?

2 2
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fir alle n, € K,(0).
Sei € := min{, p}. Dann gilt Ke* < £ und mit ¢ : [0,1] 5 t — eexp(—int) folgt fiir

te0,1]:
& @(t),%) - (1 + %’5))‘ << ‘gg ((p(t),%) _ @‘ < (7.27)

Sei nun é € C*, N P~1(]0,1[) mit P(¢) = . Aufgrund von (7.22) folgt

& (8,00) € QNP (1,00)), &(&40) € P10, 1]) N Q. (7.28)

Mit ¢ : [0,1] — C* bezeichnen wir die eindeutige Liftung von ¢ welche ¢(0) = ¢ erfiillt.
Dann ist 6_(¢) = ¢(1) und iber (7.27) folgt:

& (0061 T @) = & (p(1).a0) € di' (Do),

6 (006 T (@) = &((1),00) €.

Andererseits gilt wegen (7.28) und (2.18):

~

Toli(2,00) €0, Toby(2,d0) € Q.
Somit folgt die Behauptung. 0

Als niichstes untersuchen wir das Umlaufverhalten von & und ég.

(7.29) Satz (Umlaufverhalten):
Fiir (7717 772) S SA gZZt

~ ~

i) &1(62r (1), 02) = doo 0 &1(M, T2), &G (M) 7h2) = &2, 1),
i) &1(M, dopy (2)) = &1(M, ), &, doj () = dojy © (i, ).
Fiir (fi1,72) € Sy gilt:
iii) &1(0ax (M), 72) = d1 0 & (M, o), &a(Oan (M) 72) = do © Eo(Mn, o),
i) &A1, do(R2)) = &0, M), (i, do(i2)) = do © &, 7o),
v) &1(01,di () = di 0 &1(,72), &, di(R2)) = (i, o).

Beweis: A . .
Zui): Fir (m,72) € S gilt aufgrund von (7.23)i) und T'ody = dyo T

~ ~

€1(0ar (1) ) = dyo T 0 & (57r (1) >T(772)> ‘

~

Ferner folgt aus (7.23)i): T o & (0, (ﬁl),T(ﬁ2)> = dy o & (1,7) und damit
&1(0ar (1) s 7i2) = do 0 dy 0 & (1, 72) = dog © &1 (A1, 7).



Auf analoge Weise ldsst sich mit (7.23)ii) die zweite Behauptung zeigen.
Zu 11) Fir (771,7?2) € SA gllt

Po&i (i do (i) = & (i, do (7)) = &, m2) = P o & (i, i)
Po& (i, do(12) = & (,do (12)) = &u(m,me) = P odyo&s (i, 72) -

Daher geniigt es nach Satz (9.13) aus dem Anhang, die zu zeigenden Gleichungen
jeweils nur an einem Punkt in Sy zu iiberpriifen.

Wir betrachten die Kurve ¢y : [0,1] — 1 exp (27it) € Q, und deren eindeutige Liftung
@o ¢ [0,1] — Q mit ¢(0) = &. Wie schon in (2.19) gezeigt, gilt @o(1) = do(dp).

Sei nun p > 1 mit Spur (¢g) € E(p). Aufgrund von (7.8)2)a) ldsst sich nun ein r > p
so wihlen, dass fiir ¢ € [0, 1] gilt:

r.0(8)) =l < " Alealr 0(8)) — wol0)] < 7 (7.30)
Sei 1 € @‘+ N P~ (Jp, c0[) mit P (#) = r, so gilt wegen (7.22)

& (F,00) € QNP Y1, 00[), & (F,d0) € Qon P70, 1)) (7.31)

und mit (7.30)

~

§1 (7, dy (o)) € §+a 52 (7, do(wo)) € do (Qo) .
Mit (7.31) folgt dann & (7, do (o)) = & (F,&0), & (F,do (&) = do o & (F,ép) und

damit die Behauptung. o R
Aufgrund des oben Gezeigten, (7.23)i) und dpo7 = T od; erhilt man fiir (7;,72) € Sa:

~ A

& (M, dy (2)) = T0d1051 5—7r(771),T0d1

~ ~ ~

(
(
)
§o (M, di (1)) = Tob (5—7r (M), T od (772)> =Tob (5—n (M), do o T (i)
)

= d Oé2 (7717772)-

Zu iii): Fiir (1, 7,) € S; gilt aufgrund von (7.23)iii):
1(02r () i) = T 0 & (82 (), T(i0))

und wegen (7.23)iv): To 52 <(57T () ,T (ﬁ2)> =d, o fl (71,72) damit 51(5% (M) ,m2) =
dy o él (771,772)-
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Analog l&sst sich 52(6% (M) ,72) = dg o & (7h,72) zeigen, und damit die Behauptung.
Zu iv), v): Wir betrachten wieder die Kurve ¢y : [0,1] — 1 exp (2mit) € 2, und wéhlen
ein 0 < e < 3, so dass aufgrund von (7.8)2)b) fiir ¢ € [0, 1] gilt:

2 (e ult)) — eolt] < T _ £ L=l (7.3
&2 (2, T 0 po(t) = T 0 o(t)] < . (7.33)

Dann folgt fiir ¢ € [0, 1]:
6 (e, T o ol) — ¢l < 5+ elgolt)] = 3= (7.34)

Sei ¢ : [0,1] — Q die Liftung von epy(-) sowie o : [0,1] — Q die Liftung von o, mit
2(0) € Qo N P7(10,1), $0(0) = o,

Wegen (2.19) gilt ¢o(1) = do ($0(0)), und mit der Stetigkeit von dy folgt ¢(1) =

& (2(0)). ~
Sei ¢ € C*, N P71 (]0,1[) mit P(é) = . Aufgrund von (7.22) gilt

~

& (8,0(0)) = & (8,70 4o(0)) = & (2,00) € DN P7(]0,1)).
Mit (7.32) folgt dann

62 (6,dy 0 o(0)) = & (&, fo(1) € do ()

d
52 (é, d1 OTO @0(0)> = &9 (é,TO @0(1)) € Qo.
Damit gilt fiir (1), 72) € Sy

&2 (M, do (712)) = do 0 & (i, 72) €2 (2, (7)) = &2 (E,72)
Aufgrund des oben Gezeigten, (7.23)iii) und iv) und dyoT" = T'od, folgt fiir (71, 7%) € Si:

~ ~

& (i, di () = To& (5—n (M), T od (772)> =To& (5—7r (1) ,do o T(ﬁ2)>

~ A ~

& (M, do (7)) = To& (6_n (i), T ody(i)



Damit folgt die Behauptung. 0

Fiir die Entwicklungsitze und Grenzwertbetrachtungen, die im néchsten Kapitel be-
sprochen werden, beweisen wir noch einige analytische Eigenschaften der Funktionen
51 und ég in 5’,4.

(7.35) Bemerkung, Definition:

i) Sei I : @\K_l - Qf np! (C\Kl(l)) die holomorphe Liftung von

I C\K, 2 —m +1€C\K(1) C Qo mit I; (3) € P1(3)N Qs
Dann gilt:

i) = 1 (), (1= 0), fiir (i) € Sa01 (TR x ©)
lokal gleichmdyfig beziiglich 1.
ii) Sei Iy : (/Z\*\f(_l — (Aljo np-! (C\W) die holomorphe Liftung von
Io: C\K; 3 i — m € C\E(0) C Qo mit I (32) € P~1(2) N Q4.
Dann gilt:
i) = o (1), (1 — 1), fiir (i) € Sa01 (C\Ry x @)
lokal gleichmdfig beziiglich 7).

iii) Es gilt A A
& (M, M) — M2, (M — 00), (71,72) € Sa
lokal gleichmdfig beziiglich 1s.
Beweis:
Zu i): Wir bezeichnen mit Z, die Zusammenhangskomponente von P~ (K(0)\{0}),
welche wy € Zp erfiillt, und sei K C @\f(l eine nicht leere, zusammenhéngende

kompakte Menge. Dann existiert ein p > 1 mit K C (/Z\*\f(_p
In (7.8) haben wir:

Po él (M1, 72) = &1(m1,m2) — m + 1, (72 — 0) gleichméfig,

fiir (p,72) € K x g(p) gezeigt.

Dan + 1€ C\K,(1) fiir i, € K, so gilt

Ve > 036 €]0,1[: (71, 72) € K x P71 (K5(0)\{0}) N Zy

= & (M, m2) € Ko(m + 1) NC\K,(1).

Zudem ist Ms := P~ (K5(0)\{0}) N Zy, 0 €]0, 1] zusammenhéngend, denn:
Zu z1, 2y € M existiert eine Kurve ¢; : [0,1] — Zp mit ¢1(0) = 2; und ¢1(0) = 2.
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Dann wihle man sich eine Kurve ¢ : [0,1] — K3(0)\{0}, die homotop zu P o ¢ ist.
Mit dem Satz (9.9) aus dem Anhang folgt dann, dass eine Liftung ¢, von ¢ existiert
mit P2(0) = ¢2(0) und ¢y ist homotop zu ;.

Damit folgt aus der Stetigkeit von élz

Vi € K 31(7y) € Py + 1) mit él (T, T2) — L1(M), far 0y € Zo, m2 — 0,

gleichmiBig beziiglich 71 € K. Aufgrund des in (7.29) beschriebenen Umlaufverhaltens
von &, beziiglich 7, folgt dann

Vi € K31 () € P71(771 + 1) mit 51 (M5 M2) — Li(M), m2 — 0.

gleichméflig beziiglich 7, € K.
Damit ist I; : C*\K; — P~"(n; 4 1) wohldefiniert und holomorph.
Aufgrund von (7.22) gilt & (fﬁ, P1(j0,1]) N §0> c P71 (]1,00[) N 2, € QL. Damit

folgt 11 (74) € P~1(3) N O und damit 1, (@\f(_l) c O

Da wir in (7.15) gezeigt haben, dass (/:\*\Kl ein einfach zusammenhéngendes Gebiet
ist, existiert aufgrund von (9.13) aus dem Anhang genau eine Lifung von I;, welche in
44 den Wert I (44 ) annimmt. Damit ist I; diese Liftung.

Zu ii): Der Beweis geht analog zu dem gerade Gezeigten.

Zu iii): Sei K C  kompakt. Dann existiert ein p > 1 mit K C E(p). Mit (7.8) gilt

P o &y (i, ) = & (n1,72) — M2, (i — 0), M € C\K,

lokal gleichmiBig fiir 7, € &(p).
Wegen (7.22) gilt & ( L()1, 00)) N C*, P71 (]0, 1) N §0> c P~1(]0,1)) N Q. Analog
zu i) folgt die Behauptung. O

Wir haben in der vorangegangenen Bemerkung das Verhalten von él fiir 7y — 0 bzw.
172 — 1 sowie das Verhalten von 52 fiir 71 — oo untersucht. Es bleibt also noch das
Verhalten von 51 fiir grosse n; sowie das Verhalten von 52 fiir no nahe bei 0 bzw. 1 zu
untersuchen.

(7.36) Bemerkung, Definition:

i) Zu jedem () # K C Q kompakt existiert ein p > 1 mit
£, ) € O fir (i) € (CVE,) x K.

i) Sei Zy die Zusammenhangskomponente von P~' (K1(0)\{0}) mit &y € Z.
Dann existiert zu jedem () # K C @\Kl kompakt ein 6 €]0, 1] mit

&, 1) € Zo fiir (7, 7p) € K x (P~ (K5(0)\{0}) N Z) .
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iii) Es gilt arg, <él(ﬁ1,ﬁ2)> —arg (i) — 0, (m — o00), fir (i,7,) € Sa, lokal
gleichmdf$ig beztiglich ns.

w) Ing (él (771,772)) + Ing <€2 (7717772)) =In () +Ing (2), (M,72) € Sa

Beweis:
Zui): Sei() # K C Q eine zusammenhéingende kompakte Menge und 7, € K. Wir

wiihlen eine Kurve ¢ : [0,1] — € mit ©(0) = @ und ¢(1) = 7y und ein ¢ > 1 mit
K := Spur (¢) UK C &(p). Dann gilt @\R(Q) x K C S4, und mit dem in (7.8)2)a)
errechneten asymptotischen Verhalten folgt

AN 1 R e~
Po& (M,Mn2) =m (1 +0 (—)) , M € C\K,,m — oo, (7.37)

Ui

gleichméfBig beziiglich 7, € K. Damit existiert ein p > o > 1
& () € P (o) fiir (7, 72) € (T, ) x K.

Da @\k » zusammenhéngend ist, folgt aus der Stetigkeit von &1
Es existiert eine Zusammenhangskomponente Z von P~! (Q.,) mit

~

& (’f]l,ﬁz) € Z fir (ﬁl,ﬁz) € (é\*\KP) X f(
Ferner folgt aus (7.22):
& (7, &) € 0y NP (J1,00]) € QF fitr # € P~ (]1,00[) N C*4. (7.38)

Somit ist Z = @jo, und damit gilt die Behauptung.

Zuii): Sei ) # K C @‘\f( 1 eine zusammenhéingende kompakte Menge und

v :[0,1] — (/:\*\f(_l eine Kurve mit ¢(0) = 44 und (1) € K.

Wir withlen ein o > 1 mit K := Spur (@) UK C @\K_(g)

Dann gilt K x& (9) C S4 und mit dem in (7.8)2) errechneten asymptotischen Verhalten
folgt

P o & (i, ) = E(m,n2) = O () s 12 € Zo, (1 — 0),
gleichmiiBig beziiglich 7, € K. Damit existiert ein 6 €]0, 1] mit

& (i, i) € P7H(K(0N{0}), i (1, 72) € K x (P71 (K5(0)\{0}) N Zo) -

Da P~ (K5(0)\{0})N Zy zusammenhingend ist (vergleiche Beweis von (7.35)i)), folgt
aus der Stetigkeit von &s:
Es existiert eine Zusammenhangskomponente Z von P~! (K;(0)\{0}) mit

~

& (M1, e) € Z, fiir (i, 12) € K x P~ (K5(0)\{0}) N Z,.
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Ferner folgt aus (7.22):
€ (A7) € Qo N P71(10,1]) € Z falls G, € P71(10,2[) N C Zo,

und damit gilt Z = Z,.

Zu iii): Folgt aus iv) und (7.35)iii).

Zu iv): Mit (7.1) gilt & (m,m2) &2 (1, m2) = mume fur (n1,12) € Sa und in (7.8) haben
wir

51 (]17 OO[X]()? 1[) C]17 OO[: 52 (]17 OO[X]Ov 1[) C]O, 1[
gezeigt. Daher gilt

Ln(& (m,m2)) + Ln(&a (m1,m2)) = Ln(mr) + Lin(nz), (1, m2) €]1, 00[x]0, 1],

wobel mit Ln der Hauptzweig des Logarithmus gemeint ist.
Aus (7.22), der Definitionen von Ing : 2 — C und In : C* — C (siehe (2.10), (2.11))

folgt fiir (71, 7) € (15*1 (11, 00[) N @+) X (P*l (10,1 N QO);

Ing (él (7717772>> + Ing (é2 (ﬁlﬂ?z)) = In(f)1) + Ing(72). (7.39)

Sei nun p > 1. Wendet man in dem Gebiet (@\Z) x €(p) den Identititssatz (9.6)
zweimal an, so gilt (7.39) fiir (71,72) € (@\Z) x E(p). Mit dem Identitétssatz fiir

holomorphe Funktionen mehrerer Variablen aus [5] folgt dann die Behauptung. U
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8 Entwicklungssitze

Im vorherigen Kapitel haben wir die Funktionen 51, 52 eingefiihrt und deren analytisches
Verhalten untersucht. Mit deren Hilfe lassen sich nun partiell holomorphe Lésungen

von fllw = 0, deren Definitionsbereich ein Teilgebiet von 51 (S' 4/ I) X 52 (S 4/ 1) ist, als
Losungen von Ayu = 0 auffassen, wobei Ay und A, in (1.10),(1.12) definiert wurden.
Separiert man jedoch Asw = 0, so enstehen die Differentialgleichungen (1.15) und

(1.16). Im folgenden geben wir fiir diese Differentialgleichungen globale Lésungen im
Sinne von (2.8) an

(8.1) Bezeichnung:
Fiir v e C und p = (g, Bo, a1, B1,7) € A bezeichnen wir

vii=vi(p)i=ap+ o — 1 — .

8.1 Zu den Lo6sungen der Differentialgleichung (1.16)
Fiir v € C und p = (a, Bo, a1, 51,7) € A sei der parameterabhéngige Differentialope-
rator L"(p) : H (Q) —H <§AZ) definiert durch:

(Lip)v) (2) = 2(z = D" + [(2 — g — 1) 2 + (g — D]V + vv*v. (8.2)

v ist genau dann Losung von (1.16) im Sinne von (2.8), wenn v € Kern (L"(p)) gilt.
Sei hier - wie im folgenden - mit 4 F} die beziiglich (a,b, ¢, z) € C* x K1(0) holomorphe
hypergeometrische Reihe

Fi(a,b,c,z) Z (@)n " |zl <1, (a,b,c)eC?
gemeint.

(8.3) Definition:

1. Wir bezeichnen fiir beliebiges (a,b,c) € C* mit F(a,b, c; RE Q — C die analyti-
sche Fortsetzung von 2F1(a b,c,-) : K1(0) — C bei &y € Q.
Bekanntlich ist F: C3 x Q — C. stetig und partiell holomorph.

2. Mit Hilfe von F' definieren wir fiir v € C die stetigen und partiell holomorphen

Funktionen
v, 08 A x Q- C, ije{1,2}
mit p = (oo, Bo, a1, 01,7) € A und z € Q durch:
5)(])2) = F(-v,—v",1—ap,2),
vl = éaoF(ao—y,ao—y 1+ ag,2),

PR (%)
U£ 1) (p,2) = F(—V,—l/*,l—al,f(,%)),
D (p,5) = (T(é))alF(al—V,al—u*,1+a1,T(é)),

N

b,z
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sowie mit S aus (2.20)

0 (p.2) = 2F (—v00— v 140" =1, 5(2)).

Da fiir 4,5 € {1,2}, v € C und p € A die Funktionen
,J -1 %) -1
o (p,) o (Plg,)” Q= C, vX(p) o (Plg,)” 19 —C

Losungen von (1.16) sind (siehe hierzu [15],[2]), so gilt v2°(p, -), vl (p,-) € Kern (L(p))
fir i, 7 € {1, 2}.

Nun werden wir einige Eigenschaften der oben definierten Funktionen auflisten:

(8.4) Bemerkung: Sei v € C und p = (o, Bo, a1, 51,7) € A.

i) Im Fall g € 7 bilden U,(,l’l)(]o7 ), i (p, ) ein Fundamentalsystem aus Frobenius-
losungen von L(p)n =0 bei 0.

it) Im Fall oy € 7 bilden v,(,Q’l)(p, ), oY (p, ) ein Fundamentalsystem aus Frobenius-
losungen von L'(p)n =0 bei 1.

iii) Im Fallv—v* € 7 bilden v (p, ), vX(p, -) ein Fundamentalsystem aus Frobenius-

y Yu*

losungen von L(p)n = 0 bei oo.

iv) Die Zusammenhangsmatriz Q% (p) der Frobeniuslosungen bei 0 und bei 1 wird
definiert durch:

TN (11, ), 02, 1) = (W20, ), 022, ) 0 QY ).

Deren FEintrdge lassen sich in [18] nachlesen.

v) Die Frobeniuslosungen bei 0 und 1 hingen mit denen bei oo wie folgt zusammen:

sin(mw(y — v* - - o j ko s
T =) 60, = 08 i 0.) — o2 2 . ).

wobes
(1,1) 1 1 .
o'tV (p) :exp(—ﬂzy)f(1+y—ao)f(_y ),

7 (p) = explifan — 1)) (1 + )5 (14 — @),

11
oV (p) = f(—V )f(l +v—ay),
1 1
o (p) = pU V) +v—a)



vi) v = (tovil—’z)()); vt = <7501U(1 U) , o) = (tltolvy—il);
o =0l i g e (1,2},

In Punkt vi) ldsst sich sofort nachpriifen. Hierbei ist (tov£ a)o>als (tov,(,l’l)) P—

zu verstehen. Analoges gilt fiir (t1t01v( )

o al) Die anderen Aussagen lassen sich in [2],
[15] oder in [14] nachlesen.

8.2 Entwicklung nach hypergeometrischen Funktionen
In diesem Abschnitt seien p = (v, 5o, @1, 51,7) € A, 1 < p < 0o und v € C mit
v—v'¢Z.

Wir definieren, unter Beriicksichtigung von do, (Qjo) = Qjo den Funktionenraum

Vo(p) = {f €eH (é\(p) N ﬁ;) | fody = exp (2miv) f} :
Aufgrund von v — v* € 7Z folgt V,(p) NV, (p) = {0} sowie

Uta Py ) €V (p)\{0}, v (p,-) € Vir (p)\{0}, neZ.

Mit der Funktion @ aus (3.4) und einer Kurve C : [0,1] — &(p) N QL mit P o C
stiickweise stetig differenzierbar und C(1) = d., (C(0)) lésst sich folgendes bilineares
Funktional definieren:

o) Vu(p) X Voe(p) = €, (v,0%), - =5 fw -, —ag, 0, )v*v. (8.5)

Die Definition héingt nicht von der Wahl der Kurve C ab, da & (,02 NQL einfach zusam-
menhéngend ist und fir v € V,(p), v* € V,-(p) und 2 € E(p) N QL gilt:

U (doo(2)) V" (doo(2)) @ (—avg, —1,0,doe(2)) = v (2) 0" (2) w (—ap, —1,0,2) . (8.6)
Ferner gilt mit 2 € O, N P! <C\m> und n € Z:
goa—lmn (g gy

z = 29772 1) M exp (2micy) = 2™ (2 — 1) exp (27miay )

1\
= (1 - —) exp (2miay) ,
z

wobei hier bei den Potenzen jeweils der Hauptwert gemeint ist. Somit folgt

<U§O(p7 ')77}32—71(})7 )>h

:exp(2m'oq) f - 1_1 _alﬁ N _yy*—V‘f'l'l
2mi z A 2

|z|=r>1

XF(—V +n,a9g — V' +n,v—v+1+2n; —)dz.
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Hieraus ergibt sich (v3°(p,-), v32_, (p, )>h =0 fiir n # 0 und

y Yuk—n

exp (2micy ) sin(mw(v —

(0 (0, )02 (ph)), = V) 40 fiwrn = 0.

(v — v*)
Die nun folgenden Sétze lassen sich leicht modifiziert in [18], Seite 195 und in [19],

Seite 138 nachlesen:

(8.7) Satz:
Sei f € V,(p). Dann existiert genau eine Koeffizientenfolge (b,)nez, € CE mit

F2) =S, (p2) . 2€&(p)NOL,

neZ

wobei die Reihen absolut lokal gleichmdflig beziiglich Z konvergieren und die b,, n € Z
folgende Darstellung besitzen:

_ <f7vsf—n(p7'>>h
<U1ﬁn(p7 ')a Uggfn(p7 ')>h’
Das asymptotische Verhalten der Funktionen v)® fiir Re(r) — oo lésst sich fol-

gendermaflen beschreiben (man betrachte hierzu [15], Seite 245 oder [18]):

(8.9) Bemerkung:
Fir z € QF gilt

by, n € Z. (8.8)

1 20_1 w4\ 1

r o (2) v (2)
mit einer Funktion g, : K1(0) — C, welche g,1,(z) = 14+ O (L) fir |n| — oo lokal
gleichmaflig auf K1(0), erfillt.

Sind die zu entwickelnden Funktionen zusitzlich von einem Parameter aus (E\*
abhéingig so notieren wir etwas allgemeiner als in [18]:

(8.10) Bemerkung;:
Seien G C C* ein Gebiet und

f:Gx ((AZ; N g(p)) — C partiell holomorph mit f(n.,-) € V,(p) ¥V m1 € G.
Dann ezistiert eine Funktionenfolge (b,)nez, mit b, € H(G), n € Z, mit

F i) = D bu () 05 (pii), - (i) € G x (E()NOL),  (8.11)
ne”L
wobei die Reihe absolut lokal gleichmdf$ig konvergiert. Zudem gilt:
_ <f (ﬁh ) 7U§<’37n(p7 )>h
<U33-n(p? ')7 Usg—n(p7 ‘>>h7
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sowie:

3=

lim sup (b, (71)] (n)?)" <

n—oo

, limsup (Jb_y, (71)] (n!)~?)

n—oo

<1 (8.13)

|

lokal gleichmdfig beziiglich n; € G.
Beweis:
Mit Hilfe von (8.7) erhélt man fiir jedes 7; € K die Entwicklung (8.11), welche absolut

lokal gleichmiBig (beziiglich 7, € £(p)) konvergiert, sowie (8.12).
Mit (8.12) und (8.9) folgt dann (8.13). Aus (8.9) und (8.13) folgt dann die absolute
lokal gleichméBige Konvergenz der Reihe in (8.11). OJ

Ferner entnehmen wir aus [18], Seite 195:

(8.14) Bemerkung:
Fiir jede kompakte Menge K C E(p) ewistiert eine Konstante 0 < k < oo und ein
1<po<pmit KCE&(py), sodass

052, (M2)] < k(n)*2py, f2 € K,n €N,

8.3 Zu den Lo6sungen der Differentialgleichung (1.15)

Mit v € C und p = (ap, Bo, 1, 51,7) € A sei der parameterabhéngige Differentialope-
rator LS(p) : H <@‘) —H ((/C\*> definiert durch:

(Li(p)u) (2) = 220"+ (2—ap— )z —v2°) o (8.15)

+ ((504—51 — %7(2 — —a1)> Z+VV*) u.

u ist genau dann eine Losung von (1.15) im Sinne von (2.8), wenn u € Kern (LS(p))
gilt.

Transformiert man (1.15) mit u(z) = 24 (%), Z = vz, so erhélt man die Differential-
gleichung:

Za"(2) 4+ 2w +1) —ag—ag — 2)W(2) — (v+ 1 —ag(p)) u(2) = 0. (8.16)

Diese hat nun die Form der konfluenten hypergeometrischen Differentialgleichung (1.8)
mit c:=2(v+1)—ay—a;=v—v*+1lund a:=v+1— (p).

Zudem wissen wir aus [15]:

@ ist Losung von (8.16) genau dann, wenn w mit xp(z)w (—z) Losung von
(1.8)ist mit c:=v—v*+1,a:=v+1—ajp) =v+1— (7= (p))-

Somit gilt fir u,u € H <@> mit u (2) = exp (y2)u (2), 2 € C*:

=g}
—~
N
SN—
I
@D

o € Kern (LS (7 (p))) < u € Kern (L5 (p)) .
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Sei hier - wie im folgenden - mit ¢ : C* — C die beziiglich (a,c, z) € C? holomorphe
konfluente hypergeomerische Reihe

o(a,c, z) ZFc+n 2", (a,c,z)e€C?

n=0

bezeichnet. L
Wir definieren die partiell holomorphe Funktion ¢ : C? x C* — C durch

o(a,c, 2) = é(a,c, 2), (a,c 2) € C?x C*.

Fiir a,c € C sei ¢ (a,c,-) : C* — C die analytische Fortsetzung von ¢ (a,c,-) bei
Fo € C*, mit ¢ aus (5.41).
Die partielle Holomorphie von v : C?> x C* — C, sowie

(e}

1)y . 3

Y (a,c,2) ~ 2" Z 'C+)z”,fur|arg(z)|<§,z—>oo,
n=0 s

sind bekannt.
Nun wollen wir globale Losungen von LS (p)n = 0 mit Hilfe von ¢ und v darstellen.
Wir betrachten hierzu

(8.17) Bemerkung, Definition:
Seim : (C* — C* die eindeutige Liftung der Funktion

i > (9,2) — vz € CT,
mit m(Yo, %) = Yo. Diese ist partiell holomorph und erfillt

arg (m (7,2)) = arg () +arg (%), 4,2€C~

Beweis:
Aufgrund von (9.13),(9.14) aus dem Anhang existiert m und ist partiell holomorph.
Zudem gilt mit (2.12):

arg (m (9, 2)) —arg (§) — arg (2) € 2miZ, 4,z € C*.

Mit arg (m (90, %)) = arg (Y0) = 0 = arg (o) + arg () folgt aus der Stetigkeit von m
und arg die Behauptung. 0J

Ist nun y € H (@‘) globale Losung von (8.16), so gilt mit der Kettenregel (2.4)iii)
(m (3,-))"y om(%,-) € Kern (Ly(p)) .
(8.18) Definition: Fir v € C definieren wir die partiell holomorphen Funktionen

Uy, ul w2, HY H? 0 A x CF — C

v v
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mit p = (v, Bo, a1, F1,7) € A und 2 € C* durch

u,(p, 2) ==m” (7, 2) (v + 1 — ag(p),v — v* + 1,72),

ublp,2) = — = (a3 (p) — V) . 2),
w2 (p,2) = (i (03 (p) — 1)) 3 (03(p) — ) (5. 2).
H)(p,2) =

m” (¥, 2)Y (v+1—og(p),v —v* 4+ 1,m(
exp (im (af(p) — 1)) exp(v2) H, (7' (p), 2) -

H(p, 2)

Hiermit gilt:
(8.19) Bemerkung:
S@Zp = (a07ﬁ07a17ﬁ17;}/) €AundveC.

i) Im Fallv—v* & Z bilden u,(p,-), u,(p, ) ein Fundamentalsystem aus Frobenius-
losungen bei 0 von LS(p)v = 0.

i) HY(p,-), H(p,) bilden ein Fundamentalsystem aus asymptotischen Lésungen bei
oo von L¢(p)v = 0.

iii) Die Frobeniuslosungen und die asymptotischen Lisungen bei oo hingen wie folgt

zusamimen: . %
sin(v — v )Hg:ui—u];*, j=1,2. (8.20)
™

i) Die Monodromiematriz MS°(p) der asymptotischen Lisungen wird definiert durch
(H2(ps8an (), H2(p, 6 (2))) = (HE(p. 2), HE(p, 2)) o M (p), 2 € © (3.21)
Deren FEintrdige lassen mit Hilfe von [15] Seite 173 herleiten.
v) Hj = HJ., je{1,2},

Der letzte Punkt der obigen Bemerkung ldsst sich leicht mit Hilfe der Asymptotik
nachpriifen, und die iibrigen Punkte sind leicht modifiziert in [2],[15] und [10] nachzu-
lesen.

8.4 Entwicklung nach konfluenten hypergeometrischen Funk-
tionen

In diesem Abschnitt seien p = (g, o, @1, 51,7) € A, 1 < p < oo und v € C mit
v—v'¢dZund v ¢ ai(p) + 2.
Wir definieren den Funktionenraum

U, (p) = {f eH <(E\*\K'_p) |f 0 dor = exp (2miv) f} :
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Aufgrund von v — v* & Z folgt U, (p) NU,~(p) = {0}.

Da noch v & o (p) + Z gilt, folgt u,,,,,(p,-) € V, (p) \{0} und u._,(p,-) € Vo- (p) \{0}
fiir n € Z.
Mit der Funktion

@ : C2 x C* 3 (a,7,%2) — exp(—vz)2* € C (8.22)

und einer Kurve C : [0, 1] — @\K_p, mit C(1) = &, (C(0)) und P o C' stiickweise stetig
differenzierbar, definieren wir das bilineare Funktional:

(e Unlp) < Uy (p) = C, - / @i(~a0 — 1,7, )f f. (8.23)

Man erkennt, dass die Definition nicht von der Wahl der Kurve C abhiingig ist, da

(C*\K einfach zusammenhéngend ist, und fiir f € U, (p), f* € U,«(p) und 2 € C*\Kp
folgt:

f(02r(2)) f* (02r(2)) w1 (—v0 — 1,7, 020(2)) = [ (2) [" (2) w1 (=0 — 01,7, 2) .
Man erhélt sofort (u,(p, -), u+—n(p,-)), = 0, fiir n # 0 und fiir n = 0 gilt:

<Ui(p, ')7 UZ*—n(pv )>c

— — exp (ir (a](p) — 1)) 4ot Sing V(V_ = *V)*)) Sin(ﬂ(a’fip) —2)

Die nun folgenden Sétze lassen sich leicht modifiziert aus [10] und [18] herleiten.
Mit Hilfe der Transformation:

a0+o¢171

y(2) = 1(7), y(z) =esp (32) TG Q) (=~ (324

transformieren wir die CHE (1.5) fiir z € C\K(0) in eine Differentialgleichung der

Form
» 1 . Qiﬂotm b
y+<g+%>y+<1+ : +é§)) =0, Ce C\K ;() (8.25)

Hierbei sind a,b : ((C\KM( )) U {oo} — C holomorphe Funktionen.
Transformiert man (1.15) durch v = ¢(v), so erfiillt ¥ die Differentialgleichung:

1 2i50+ﬁ1 1—ap—ag |2
;[]///_i_z’ﬁ/_i_ <1+ C’Y _ (V+ <22 ) :[}/: 0 (826)

Fir (f, f*) € U, (p) X Uy+(p) und M := C. N @\K_p

Foet ( fo (p\M)*) wnd et ( o (15|M)‘1>
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gilt zudem mit p €]p, ool:

27

FF)= e § 2FOF@r (5.27)

Mit der Transformation ¢ aus (8.24) lassen sich folgende Sdtze und Bemerkungen
leicht aus [18] herleiten. Analog zu Satz (2.30) aus [18] gilt

(8.28) Satz:
Sei f € U,(p). Dann existiert eine Koeffizientenfolge (c,), € CE mit

f(é) - chull/+n(p’ 2)7 é e C*\Kfn
ne”L

wobei die Reihe absolut lokal gleichmdflig beziiglich Z konvergiert und die ¢, folgende
Darstellung besitzen:

_ <f> uz*fn(p7'>>c
<u11/+n<p? ')7 ulzl*—n(p’ )>c

, neEZ.

Cn

Das asymptotische Verhalten der Funktionen w, fir Re(r) — Zoo lasst sich wie
folgt beschreiben (man betrachte hierzu: [15], Seite 245):

(8.29) Bemerkung: Firv € C, p = (ag, Bo, a1, 1,7) € A und 2 € C* gilt

1 _—
u,(p, 2) =: 472" exp (%Z) T (v—v"+1)g,(2), Z2€Cr

mit einer Funktion g, : C — C, welche g,4n(z) = 1+ O (%) fir |n| — oo lokal
gleichmdafig beziiglich z € C erfiillt.

Etwas allgemeiner als in [18] notieren wir:

(8.30) Bemerkung:
Seien G C Q ein Gebiet und

f: @\k_p x G — C partiell holomorph mit f (-,72) € U,(p), 72 € G.

Dann existiert eine Funktionenfolge (cy)nez, ¢n € H(G), mit
F@nie) = co(f)uy i (pin),  (f1,72) € C\K, x G, (8.31)
nez

wobei die Reihe absolut lokal gleichmdfsig konvergiert mit

e (7)) = <f ('7772) 7u12/*7n(p7 >>c
! (7]2> N <u11/+n<p7 ')7 ul%*—n<p7 )>c

, nEZL, 1y €G. (8.32)
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Zudem gilt:

3=

timsup (jes (72)| () = 0, Timsup (Je_, () (m))* < 2.

n—oo n—oo 4

(8.33)
lokal gleichmdyfig beziiglich 1y € G.
Dies folgt mit (8.28) und (8.29) und den Definitionen von u} u2 in (8.18) auf analoge

Weise zu (8.10).
Aus [18], Seite 205, (2.35) entnehmen wir zudem:

(8.34) Bemerkung: o
Fiir jede kompakte Menge K C @\KP existiert eine Konstante 0 < k < oo und ein
1<p<pymit KC @‘\KDO so dass

w2 (i) iy
12 §k(n!)< ) , € K,néeN.
‘Hyin (ﬁ1> h/‘p[)

8.5 Charakteristische Exponenten und Floquetsche Lésungen

(8.35) Definition:
Setpe A, ve Cundy € F (A X Q), mit y(p,-) € Kern(L(p)). Wir bezeichnen v
als charakteristischen Exponent von L(p)n =0 und y(p,-), als Floquetsche Liosung von
L(p)n = 0 zum charakteristischen Exponenten v, genau dann wenn

(¢cy) (p,-) = exp (2miv) y(p, -).

Mit Z(p) bezeichnen wir die Menge der charakteristischen Exponenten von L(p)n = 0.

Da Fy(p,-) ein Fundamentalsystem von L(p)n = 0 bildet, so ist v € C genau
dann ein charakteristischer Exponent von L(p)n = 0, wenn exp (2miv) Eigenwert der
Monodromiematrix M, (p) aus (5.36) ist.

In (5.36) haben wir

det M (p) =exp (2mi(ag + 1)),
SpurMou (p) = exp (2micg(p)) + exp (2miag(p)) + G(p) - (G © 7o) (P) (8.36)

w) +4(p) - (G0 7)(p)

=2exp (mi(ap + ay)) cos (
~

gezeigt. Mit (6.7) sowie (6.6)iii) folgt dann
SpurMe (p) = 2exp (mi(ap + a1)) A(p),
mit
A(p) =cos(m(ap — a1)) — 27°(q 0 7)(q 0 71)

= cos(m(ag + 1)) — 2m%q(go o0 71).

(8.37)
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Damit gilt:

veZ(p) ecos(nv—rv +1)—Alp) =0 v" € Z(p). (8.38)

(8.39) Bemerkung:
Sei p = (ap, Bo, a1, 01,7) € A und v € Z(p). Dann gilt:

i) E(p) = (v +2) (v" +Z),

i) Z(p) = E(1.(p)) = E(101(p)) = E (70 (p)) = Z=(10(p)) + 0 = Z(1a(p)) + 1.

Beweis:
Zu i): Dies folgt aus (8.38) und den Eigenschaften der cos-Funktion.
Zu ii): Aufgrund von (8.37) folgt A = Aoy =Aom.
n (6.6), (6.8) haben wir g o 7, = ¢ sowie go Ty o T3 0 T, = q o Tp © Ty gezeigt.
Mlt aj(p) + aj(p) = ap + oy folgt dann A = Aor,.
Mit (4.5)iv),v) und (6.6) folgt A = A o 17591 = A o 7, und damit insgesamt

Aoo=A, o€ {7’0,7'1,7'01,7'ooa7'*}-

Aufgrund von (8.38) gilt somit Z(p) = = (7.(p)) = Z (T01(p)) = Z (T (p))-
Mit A:AOTOZAOTl und

cos(m(v —v* + 1)) = cos(m(2(v — ) + ap — 1)) = cos(m(2(v — a1) — ap + 1))

folgt dann =(p) = Z (10(p)) + ao = Z(11(p)) + . O

Nun fiithren wir folgende Bezeichnung ein:
(8.40) Bemerkung, Definition:
FirveC, p=(a, o, a1,01,7) € N undy € F (A X Q) definieren wir:

(my) (p,-) = 2Lm exp (71 (1 — ag — 1)) ((deoy) (P ) — exp (27iv") y(p, ) .

Dann gilt My = T,y — T=y.
Im Fall v € Z(p) und y(p,-) € Kern(L(p)) gilt m,y(p,-) € V,(c0).

Die Aussagen lassen sich in [19] und [18] nachlesen.

Wir wollen nun die Spezialfélle auflisten, bei denen eine der Frobeniuslosungen der
CHE oder eine der asymptotischen Losungen der CHE eine Floquetsche Losung ist.
(8.41) Bemerkung, Definition:

Sei p= (a[)a 607 Qan, ﬁl? FA}/) €A
Man bezeichnet eine Losung y € Kern(L(p)) der Form

y(2) =27 (1= 2" h(z), 2€q,



mit o9 € {0,a0}, 01 € {0,1} und h ganze Funktion als quasirequldre Losung.
Mit q aus (6.1) gilt:
Jy € Kern(L(p)) quasiregulir < q(p)-q om0 m(p)-gom(p)-gomn(p) =0
& Z(p) € {0, ap, a1, 0 + a1} + Z.
Wir verweisen hierzu auf die Arbeiten [19] und [18].
Zudem folgt aus den Darstellungen von M, det M, und SpurM:

(8.42) Bemerkung:
Sei p = (CY(), 60, o1, 61, ’3/) e A. Dann gllt

U(p,-) € Kern(L(p)) NV, (c0) V ¥(p,-) € Kern(L(p)) NV, (c0)
< G(p) - Go To(p) = 0 = Z(p) = {ag(p), i (p)} + Z.

8.6 Analytische Aquivalenz

In diesem Abschnitt werden wir das Konzept der Analytischen Aquivalenz, wie es in
der Arbeit [18] zu finden ist, fiir unseren Fall verallgemeinern.

Der Einfachheit halber werden wir in dem nun folgenden Satz entweder die in (8.42)
oder die in (8.41) besprochenen Spezialfille ausschliefien.

Beziiglich der Spezialfille verweisen wir auf die Arbeit [18], mit deren Hilfe sich der
Satz entsprechend verallgemeinern liefe.

(8.43) Satz:
Sei p= (a()?ﬁO)ala/Bl?ﬁ/) €A undve E(p)

1. Seiv & {ai(p), ai(p)} + Z vorausgesetzt.
Dann existieren ein Isomorphismus

H: Kern(L£(p)) — Kern(L(p)
mit H (H}(p,-)) = ¥(p,-) und dazugehdrige holomorphe Funktionen
Hj: S4U({oo} x C)U(C\K1(0) x {0,1}) = C (j = 1,2),
so dass fir v € Kern(LS(p)) und y = H(u) gilt:

~

Yy <51(771,772)> = Hi(m,n2)u(i) + Ha(nr, n2)u' (1), (1,72) € Sa.

2. Sei g, a1 € Z und v & {0, g, ay, a9 + a1} + Z vorausgesetzt.
Dann existieren ein I[somorphismus

G : Kern(L}(p)) — Kern(L(p))
mit G (v,(,l’l) (p, )) = ®(p, ) und dazugehdirige holomorphe Funktionen
G SaU ({0} x C)U (C\K+(0) x {0,1}) — C (j = 1,2),
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so dass fir v e Kern (L(p)) und y := G(v) gilt:

A

y (&0 72)) = Galm,m)o(i) + Gali, m)m (e — DU/ (), () € Sa.

Beweis:
Um diesen Satz zu zeigen gehen wir analog zu den Beweisen der Sétze (1.24) und (2.24)
in [18] vor. )
Zu 1.: Abkiirzend schreiben wir ! := ¥(p, ), U2 := ¥(p, -), sowie
My := My(p), M :=M>(p),

wobei M, (p) in (5.36) und MS°(p) in (8.21) definiert wurden. Sei

Yao (i) 1= (W () , W2 (), 2 € €0,

Yoow (in) == (H, (), Hy (1)), i € C.
Damit gilt

Y/ooodoo = Y/oooMooa YOO,I/O(SQW = Yoo,qu,cjo-

Aufgrund der Voraussetzungen (vgl. Abschnitt I1.3 aus [18]) gibt es ein 7 € C* mit:

M>oT =T oM, T::((l) 2) (8.44)

Wir definieren nun (analog zum Beweis von Satz (2.24) aus [18]) mit T aus (8.44) die
Abbildung

H : Kern (LS(p)) = {Yoop o T - clc€ C*} 5 Y, 0T - ¢ — Y - ¢ € Kern (L(p)) .

Diese ist ein Isomorphismus und erfiillt H (H}) = ¥
Als néchstes definieren wir die partiell holomorphe Funktion

Yoo 1= Yoo 0 &1. (8.45)

Diese hat fiir (7;,72) € Sy aufgrund des Umlaufverhaltens von él folgendes Umlauf-
verhalten beziiglich der ersten Variablen:

Yoo (5271' (ﬁl) 7772) :}N/oo o él (5271' (771) 7772) = Y/oo o doo o él (7717 772)

e s o (8.46)
=Yo0& (7717 7]2) oMy = Yo (7717772) o M.

Nun definieren wir mit 7" aus (8.44) die stetige und partiell holomorphe Abbildung
—1 )
H (f1,7%) = Yao(in,f2)oT "o s , (M, 72) € Sa. (8.47)
Y, ()
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Uber die Gleichung

A A A~ A YOOV ) A~ A R
Violinie) = # i) 570 ) 0T, (i) € 4 (5.48)

folgt fiir u := Y, o T - c € Kern (L¢(p)), ¢ € C*
B ()0 (i) = H i) o (40 ) (i) € s
Aus (8.48) und (8.46) folgt auBerdem

. Yoo (D R A
H (1, 72) 0 ( v 223 ) 0T o My = Yoo (71, 72) © Moo = Yo (021 (71) , 72)

—t1 Guc ) (337 (0 (1)) ) o
11 (3ar ) ) ( 37°(0) ) oMo T, (i) € S
Aus M>* oT =T o M, folgt dann
H (02r (1) ,72) = H (1,7%2) » (11,72) € Sa.
Aufgrund von (7.29), (8.45) und (8.47) erhalten wir:

H (M, dj (12)) = H (Mh,72),  (,72) € Sa j=0,1.

Damit existiert ein H : S4 — C'*2 holomorph mit

A

H (n1,m2) = H (M1,7%2),  (71,72) € Sa.
Nun ist fiir festes o € €2 der Punkt n; = oo isolierte Singularitét von
H(-,n) : Si"m — C1*2,

Uber (7.36)i), iii) und

§1(n,m2) = m (1 + O (%)) , Th — 09, (8.49)

(n1,m2) € D lokal gleichméBig beziiglich 7, erhdlt man dann:

1. Fir 7, € Q fest und
m € {2 € C*| |arg(2) + arg(y)| < 2 — (5} NSY™. 6> 0 gilt:

‘1’1051(771;772) = f]?g(p)_lo(l)a m — O0.
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2. Firn, € Q fest und
€ {Z € C*| |arg(2) + arg(y) — w1 < 2 — 5} NSY™. 6> 0 gilt:

V2o & (f,7) = explym)ii? T O(1), m — oo

Damit und mit (8.47) folgt (vgl. den Beweis von Satz(2.24) aus [18]), dass fiir 7o € Q
die Funktion H (-,72) in oo holomorph fortsetzbar ist. Hierbei wird die Asymptotik
von Ya., (1) benotigt.

Wir bezeichnen die holomorphe Fortsetzung wieder mit H (-, 72).

Mit der lokal gleichméfigen Konvergenz in (8.49) ist dann insgesamt

H: S, U ({oo} x Q) — €12

partiell holomorph und damit holomorph.
Da fiir alle p > 1

(C\E,(0)) x £(p) < S

gilt, hat fiir n; € C\K,(0) die Funktion H(n,, -) isolierte Singularitéten bei 0 und bei
1. Aufgrund von (7.35)i)ii) und (8.47) folgt die holomorphe Fortsetzbarkeit von H auf

SaU ({oo} x Q) U (C\K,,(0) x {0,1}).

Somit sind die Punkte (00, 0) (00, 1) isolierte Singularitdten der Funktion H. Aus einem
Spezialfall des Kugelsatzes (siehe hierzu [5], Satz 1.3, Seite 34) folgt dann, dass sich H
in den Punkten (00, 0) (00, 1) holomorph fortsetzen ldsst. Setzt man

H = (Hl, HQ)

so folgt die Behauptung 1..
Zu 2.: Abkiirzend schreiben wir

QOl = QUl(p)7 le = le(p)7

wobei Qqi(p) in (6.1) und Q% (p) in (8.4) definiert wurden. Da g,y € Z voraus-
gesetzt wurde, bilden jeweils Fy(p,-) und Fi(p,-) ein Fundamentalsystem der Dif-

ferentlalglelchung L(p)y = 0. Dies gilt auch jeweils fiir ( ¢hy (p,-),v &2 (p, )) und

< (1) (p, o 2) ) iir die Differentialgleichung L"(p)v = 0.
Wir deﬁnleren abkur

v Q- 37(77) f](pma) 77269 j=0,1,
Y;',V : ﬁ - CQ) Y ( L, 1) U£ 2 (pv ﬁQ)) ) 772 € ﬁa .] - Oa L.
o . 1 0
Damit gilt also mit D := 0 exp (2micn) :
1

370 ody = %OQ&l o Dy o Qo Yo,uodl = Yo,uo (le)il oDy Ole-
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Aufgrund der Voraussetzungen (vgl. Abschnitt 1.3 aus [18]) existieren
T, 7:1,%2 S C*, mit:

QuoT =T0oQ%, T::((l) ?_), T::(T1 O). (8.50)

0 7
Wir definieren nun (vgl. Beweis von Satz(1.24) aus [18]) mit T aus (8.50) die Abbildung
G : Kern (LE(p)) = {Yo, 0T " clc € C*’} Yy, 0T " c— Yy c€ Kern(L(p)).
Diese ist ein Isomorphismus und erfiillt G (v,(,l’l)(p, )) = d(p,-).
Als néchstes definieren wir die stetigen und partiell holomorphen Abbildungen
Y;: 8, = C* mitY; :=Yj0b, ;=01 (8.51)
Dann gilt wegen des Umlaufverhaltens von 52:
Yo (i1, dy (2)) =Yo 0 & (1, di () = Yo 0 dy 0 & (i1, 72)
=Y00& (71.72) © Qyi' © D1 © Qo (8.52)
=Y} (11, 72) © Qoi' © D10 Qo1 (M1,72) € Sa.

Definiert man mit T aus (8.50) die Abbildung G : S4 — C? durch

—1
~ A~ A~ A~ Y v N ~ A~ A
G (M, 72) = Yo, ) oT o ( yof e ) , (7, 72) € Sa, (8.53)
0,1/(772)

so ist diese partiell holomorph und stetig.
Mit der Gleichung

. o o Yy, (9 B

Yo 0 & (M, 1)2) = Yo, 7)2) = G (M, 7)2) © ( Yz/ Egz; > oT7H, (8.54)

fiir (y,7) € Sa, gilt fiir v := Yy, o T™'- ¢ € Kern (Lt(p)), c € C*

~ N N N N /l) N N N A~
G (v) 0 & (M1,7M2) = G (11, 7)2) © /(712) , (M1, 72) € Sa.
v'(7)2)
Aufgrund des Umlaufverhaltens von & in (7.29) folgt fiir (71, 7s) € Sa
G (11, do (712)) = G (71, 72) -
Uber (8.54) und (8.52) die Gleichung:

A Yo (7 _ _ o _
G(m"f]z) o ( YOI’ Egzg ) oT! 0Q011 oD oQu = %(?71;772) 0Q011 o DjoQp
0,v

. . Yo, (7 - 1 a oa
= G (1,dq1 (12)) o ( YO/ (122) ) 0 (QY) oD o QY o T, (i, i) € S
0,1/(772)
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~

Aus Qo oT =To Q% und D; o T-1=T"10D, folgt fiir (11, 79) € Sa:
G (11,72) © Yo, (7)2) © (le)il oT oDyoQy

=G (i, dy (i) © Yo, (712) © (Q) o D10 T 0 Qg

=G (i, dy (2)) © Yo () © (Q)) " o T~ 0 Dy 0 Qqy

und somit
G (M,72) = G (M, dy (12)) (71, 7)2) € Sa.
Aufgrund von (7.29), (8.51) und (8.53) folgt auBlerdem:

N

G (62r (M) 72) = G (1, 72) . (1, 72) € Sa.

Damit existiert ein G : S4 — C'*2 holomorph mit

~

G (m,m2) = G (M1, 72), (M1, 72) € Sa.
Nun ist fiir festes 7y € €2 der Punkt n; = oo isolierte Singularitét von
G(,m9) : 5114’"2 — C1*2,

Wegen (7.35)iii) und (8.53) ldsst sich G holomorph auf SyU({oo} x Q) fortsetzen. Wir
bezeichnen die Fortsetzung wieder mit

G :S4U({oo} x Q) — CH2
Fiir alle p > 1 folgt
<C\Kp(o>) x E(p) C Sa.

Somit hat fiir 7, € C\K,(0) die Funktion G(1y, -) isolierte Singularitéten bei 0 und bei
1. o
Sei nun 7; € C*\ K, fest. Aufgrund von (7.36) existiert ein & €]0, 1[ mit

~

& (M1, M2) € Zo, 1o € P71 (K5(0)\{0}) N Zo,

wobei Zy die Zusammenhangskomponente von P~ (K(0)\{0}) mit &y € Zj ist.
Damit folgt aus der Definition von Yy, ®(p, -) und v (p, )
fir ny € P~ (K5(0)\{0}) N Z:

Yo (7, 72) = <<I> (pa & (ﬁlﬂ%)) & (i1, 72)™ @ (To(p),f2 (ﬁ1,ﬁ2)>>
- <<T> (0, & (n1,m2)) 752 (7, 72) P (10(p), & (M, 772))) ’ (8.55)
(

F (—v, =", 1 — ;1) 77730F (g —v 0 — V", 1+ 040;7]2>> .
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Aufgrund von (7.36)iv) gilt
& (i) & (i, 1) = 737, e € P~ (K5(0)\{0}) N Zo,
Somit, folgt mit dem Umlaufverhalten von & in (7.29), sowie (7.35):
& (M, 7)™ = 05°h(n2), 2 € P71 (K5(0)\{0}) N Z
mit h : K5(0) — C holomorph. Da wir

&(m.m2) = O(m2), 12— 0, (q,m2) € D
in (7.8)2. gezeigt haben, so folgt sofort iiber (8.55) und (8.54), dass sich G auf

SaU({oo} x QU ((C*\?l(O) X {O})
holomorph fortsetzen lésst.
Mit (8.55) und (8.54) folgt zudem fiir <G1,C~;2) =G

limO Ga(n1,m2) = 0 lokal gleichmiissig bzgl. 1, € C*\K1(0).
12—

Aufgrund von (6.1) und (8.4) folgt fiir (7, 7;) € Sa:

“1
o . Yo, (0
G (M,m2) = Yo(m,m2)oTo ( 00/(12) )

Yo, (72)
-1
~ o —1 Yi,u(ﬁﬁ
= exp (5) Yi(i, ) 0 Qo To (Q)f) o ( Y7, (1)
-1
B 1 N N 7- }/2,1/(772)
— exp (2) Yi(i,72) 0 T'o < Yy, () )

Geht man nun analog zum Beweis der holomorphen Fortsetzbarkeit von G in
SaU({oo} x QU ((C*\?l(O) X {O})
vor, so erhélt man die holomorphe Fortsetzbarkeit von G in
M =S4 U ({oo} x Q) U (C\K1(0) x {0,1})
mit nl;gl Ga(n1,m2) = 0 lokal gleichméssig bzgl. m; € C*\K{(0).

Die holomorphe Fortsetzung bezeichnen wir ebenfalls mit G. Somit sind die Punk-
te (00,0), (00, 1) isolierte Singularititen von G. Aus einem Spezialfall des Kugel-
satzes (siehe hierzu [5], Satz 1.3, Seite 34) folgt dann, dass sich G in den Punkten
(00,0), (00, 1) holomorph fortsetzen lasst.

Wegen der obigen Uberlegungen existiert eine holomorphe Funktion Gy : M — C mit

G, 112) = 12(1 = m2)Ga(m, 1), (s 712) € M.
Insgesamt folgt damit die Behauptung 2.. OJ
Betrachtet man in (8.43)1. den Grenzwert fiir 7, — 1 und in (8.43)2. den Grenzwert fiir

(vgl. (1.20), (2.20) aus [18]) gewinnen.
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8.7 Reihenentwicklungen von Produkten konfluenter Heun-
scher Funktionen

Fiir p € A betrachten wir die partielle Differentialgleichung Asu = 0, wobei A, in (1.12)
definiert wurde, und entwickeln in diesem Abschnitt Losungen der Form

U:Sa> (i) — fo&ili,)-gole(ini) €C, f.geKem(L(p), (856)
nach separierten Losungen der Form:
U, : C* x Q3 (/1. 2) — 1 (1) v, (72) € C, (8.57)

mit @, € Kern (L%(p)), v, € Kern (L%(p)) und v € E(p).

Hierbei wird der Normalfall v — v* € Z vorausgesetzt.

Aufgrund von af — v+ of —v =v" —v + 1 folgt damit of —v ¢ Z oder of —v € Z .
(8.58) Satz:

Seien p = (v, Bo, a1, 51,7) € A, v € E(p) mit v —v* € Z und f,g € Kern(L(p)) mit
f €V,(0). Dann gilt:

1. Im Fall o (p) — v € Z existiert genau eine Funktionenfolge (v,1,)
Vyin € Kern (L2, (p)), mit

nez’

f o & (i) go & (yia) = D by (0,) Vo (), (1,7) € Da

neL

absolut lokal gleichmdfsig.
Ferner qilt firn € Z und p > 1:

<f 0 &1 (+,1n) g0 & () u2_,(p, ‘)>

¢ el
<u11/+n<p7 '), U?,*_n(p7 )>C » 12 (p)

Vy4n (772> =

3=
S|=

mit limsup (|vy1p (72) | (n!)_l) = 0 und limsup (|v,_, (M2) | (n)))» < % lokal

n—oo n—oo

gleichmiifSig beziiglich 1, € g(p), wobei (-, ) in (8.23) definiert wurde.

C

2. Es existiert genau eine Funktionenfolge (i), ez, Uin € Kern (LS, (p)), mit

g0 & (M, M) f o (A, ) = 32 uyn (A1) 035 () 712) 5

nez
(771,772) c DA N <@ X @;)

absolut lokal gleichmdfig.
Ferner gilt firn € Z und p > 1:

(g0& () f o (i, ) vE_(p.))
<US<—)&—n(p7 ')7 Uﬁf—n(% )>h
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mit Hmsup (|, (71)] (n)?) 7" < L und limsup (|, _p (ﬁ1)|(n!)*2)% < 1 lokal

n—oo n—oo

gleichmdfig beziiglich 1, € @\f(_p, wobei (-, -), in (8.5) definiert wurde.

1
n

he)

Beweis: Wir zeigen 1.

Sei i (p) — v € Z und Uy (1, 72) := f © &1, 72)g © &2, 72), (. 72) € Sa.
Aufgrund von (7.29) gilt fiir (7;,72) € Sa:

Ui (d2r (1) s 72) = f <§1 (O2r (ﬁl)ﬂ?ﬁ) g (52 (O2r (771)7772))
= f <doo © él (M1, 772)) g (é? (71, 772)) = exp (27iv) Uy (1, 72) -

Damit gilt fiir jedes p > 1: Uy (-, 72) € U, (p), 12 € é\(p) Sei nun p > 1 fest gewéhlt.

~

Wegen (8.30) existiert eine Funktionenfolge (A?),cz mit A2 € H (5 (p)), n € Z und:

Ur(ins ) = 3 Al (o) (9,7, (n,) € (T, ) x E(p)

neL

absolut lokal gleichmé&Big. Ferner folgt aus (8.30):

3=

timsup (|42 () | (1)) =0, Timsup (|47, () | (m)F < 202, 5, € Ep)

n—oo n—oo 4

IN

lokal gleichmé&fig und
<ui+n(p7 ')7 u?/*—n(pv )>c Afb(ﬁ2) = <U1('7 ﬁ2>7 ui*—n(pa )>C

:/’{Dl(—@o — 1,7, ')U1<'? ﬁ2)u3*—n<p’ )
C

Hierbei ist C : [0,1] — @‘\K , eine Kurve mit P o C stiickweise stetig-differenzierbar
sowie dor (C(0)) = C(1).

Mit dem Differentialoperator A, aus (1.12) und Satz (9.30) aus dem Anhang folgt die
Behauptung, wobel man natiirlich zu beachten hat, dass sich jede lokale Losung von
Lt (p)v =0 auf Q analytisch fortsetzen lisst.

2. folgt auf analoge Weise. O

(8.59) Satz:
Seien p = (v, Bo, a1, 01,7) € A und v € =Z(p) mit v — v* & Z.

1. Im Fall v & {a(p), i (p)} + Z gilt:
Fiir jedes g € Kern(L(p)) existiert genau eine Funktionenfolge (vy4r,)
Vyin € Kern (L2, (p)), mit:

nez’

A

v (p, & (ﬁ1,ﬁ2)> g (52 (771,772)> = H}\\ (9, 1) Voin (72) (M, 72) € Daa

neEL

(8.60)
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absolut lokal gleichmdfsig. R
Ferner gilt firn € Z, p> 1 und 15 € E(p):

@ (p& ) g (&) )
i () = (uhani ), B ), (561

sowie lim sup (|v, 4y, (72) ]n!)% < % lokal gleichmiBig beziiglich 7y € E(p).

n—oo

2. Im Fall ag, 01 €7 und v & {0, g, 1, a0 + 1 } + Z gilt:
Fiir jedes g € Kern(L(p)) ewistiert genau eine Funktionenfolge (ty1n), ez,
Uyin € Kern (LS, (p)), mit:

9 (&) @ (1 & () ) =3 G () 0815) (9 72) » (1,7) € D

neZ

absolut lokal gleichmdfsig.
Ferner gilt firn € Z, p> 1 und 1y € C*\f(p:

(9 (Gn.)) (m®) (p& G, 03ap, )

<(7Tl/+nvu+n> D, )7 y*—n(p7 )>
h
< = lokal gleichmdfig beziiglich 1, € C*\K .

b (8.62)

Uyyn (ﬁl ) -

3=

sowie lim sup (|ty,+y, (71) ])

n—oo

1
p

Bewers:

Zum ersten Teil des Satzes.

Sei p = (v, Bo, a1, f1,7) € A. Da die Voraussetzungen des Satzes (8.43)1. erfiillt sind,
konnen wir mit dem dort definierten Isomorphismus H die Funktionen

fo = H(u,(p, ")), frr = H(uy.(p, ) € Kern (L(p))

definieren. Man rechnet leicht nach, dass f, € V,(o0) und f,« € V,«(c0) ist. Zudem
erfiillt H nach Definition H (H}(p, ")) = ¥(p, -).

Da die Voraussetzungen des Satz (8.58) fiir v und v* erfiillt sind, existieren eindeutige
Vg V2, € Kern (L (p)) mit:

vans Upr _pn
o (él(ﬁlﬂ?z)) g (52 (ﬁl»%)) = uh (P, )0} (02)

ner (8.63)
o (él(ﬁhfh)) g <g2(7717772)> = e (p, )i, (2)
nez

fiir (7, 7;) € D4, wobei die Reihen absolut lokal gleichmiBig konvergieren.
Aus (8.20) folgt

SNV — V") by _ 11 (8.64)

™
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und wegen der Linearitdt von H gilt:

sinmw(v — v¥) v

(pv')oélzfvoél_fu*oél- (865)
In (7.29) und (7.35) haben wir
52 (527r (f]l) 7772) = 52 (ﬁl? ﬁZ) ) (ﬁla ﬁ?) S SAa

sowie ég(ﬁl, 1) — T2, (1 — 00) lokal gleichméafig fiir 7, € Q gezeigt.
Daher existiert fiir

M = {(771,772) c C* % @’(Th,ﬁg) € DA} U ({OO} X Q)
eine stetige partiell holomorphe Funktion F': M — C mit

o g Oé? <ﬁ17ﬁ2)7 (ﬁl»ﬁ?) S EA7
F(Th)nQ) :{ R R 2
9(12), (m,72) € {o0} x €.

Seien hy, hy : M — C die durch
hi(nu,f2) ==Hj (n,m2) F (m,72) s (m,e) € M (5 = 1,2),

partiell holomorphen Funktionen mit Hy, Hy aus (8.43).
Mit

ho(n1,72) w () == ha(nr, H2)w (1) + ha (1, 72) o' (1)
fiir u € LS(p) und (71, 7,) € D4 gilt dann:

Jv <€1(ﬁ1,ﬁ2)> g <52(ﬁ17772)> = h(ﬂb%)“ﬁ(% ),
fo (él(ﬁlaﬁQ)) g (éZ(ﬁlaﬁ2)> = h(ﬁh%)“i* (P, M),

W (. &) ) g (a0, i) ) = b, 7R)HL s )

fiir (71,72) € D4. Sei nun p > 1 und 7, € é\(p) fest.
Wir entwickeln die Funktionen Ay (-, 72), ha(+,72) in Potenzreihen um oo:

ha(n, ) = ihl,n(%) ( . )”7 ha(n1,72) = ghzn(%) <i)n,

T

hi(m, i) = %hl,n(%) (i>n7 hy (i, 72) o= §h2,n(772) ( . )”7

n=0 n
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fir 9, € C*\K,(0). Hiermit definieren wir:
h¥ (11, 2) w (1) == hy 1 (11, M) u (1) +hl§ (1, 72) ' (1)

fir k € Z, w € L¢(p) und 7 € (/:\*\f(_p Uber die Dreitermrekursionen der Funktionen
ul(p, ), ut.(p,-) und H}(p,-), welche in [15] nachzulesen sind, erhilt man:

hk("?h 772)“11/ <p7 ﬁl) = Z Cn ?727 y+n <p7 ﬁl) )
n=—Fk
k
W* (i) (py ) = Z (T2, k)t (D 101)
n=—~k
k
W, i) H) (p, i) =: Z Cn (2, k) Hy oy (D 711)
n=—k

fur n, € @‘\f(_p Andererseits folgt mit (8.64):

R (s o, 1) — B, ke () = ST =Yg B (p, )
sinmw(v — ) i
= fn_z_k Cn(7727k)H1}+n (p7 771) (8.66)
k
= Z Cn (12, k), Uy (P> 711) Z Cn (M2, k) tuye_p, (D 71)
n=-— n=—~k

fiir my € @‘\f(_p Somit gilt wegen U, (p) NU,(p) = {0}:

k k
S el k)l () = D Ealiie, k)b, (p ) € Us(p),
n=—k n=—=k

k k
Z C;(ﬁ?; kl)ui*fn(]% ) = Z én(ﬁ% k)ui*fn(pv ) S Z/{I/* (p)
n=—k n=—k

Hieraus folgt

und damit

Cn(ﬁ%k) = C;kz(ﬁ%k)- (867)



AuBerdem gilt mit (8.63) und den Darstellungen von v, und v2._, in £l (p):

<hk(';ﬁ2 ( b, )7 zzz*fn(p7 >>c

Cn(M, k) = (el oD, ), e (P, >>c
<h(-,ﬁ2)ulll(p,-),uz*_n(p,-)>c —Ul ~
<U,1,+n(p, .)’ ulgﬂ_n(p7 )>C - “v+n (772) )
& (o ) (PG ) e (P ), wha (P ),

<u11/*7n(p7')7 12/+n(pv')>
N <h< 772) (pu )7 u+n(p7 )> )

<u1/*—n b, ) 1/+n(pa )> = Yron (ﬁQ) )

fir £k — oo und 7, € g(p) Somit folgt mit (8.67) v,,, (72) = vi._, (1)

2 € g(p) und damit:

1 2

Uu—i—n v¥—m-

Man erhélt also fiir (7y,72) € D

sinm(v — v¥)

v (p, 51 (7?1,772)> g <é2 (771,772)>
= fu (él (771,772)> <é2 (771,772)> — fur (él (771,772)> <£2 (771,772))
= > ub, (0 Ve () = D ey (0 0) V3, (2)

nez neZ
sinm(v — v*) . .
= T szlx-m (12) Hz}—i-n (P, 1)
nez
_ M S 02 () o (py)
nez

Ferner gilt mit (8.64), (8.65) und (8.40) wegen v — v* & Z fiir v,.4,, := v}

(1o (6w o (&C0m) w2y

<uy+n ) u?/* -n >

<(7Tu‘1’) (Pa él('a%)) <52( ))a 3*—n>c . ~

Uy+n (77 ) _Uzlz+n (772) =

= : € &E(p).
<U11/+n, U?/*_n>c M2 (p)
Aufgrund von (8.58)1. gilt
: . nt_rhl . 2 o
lim sup (Jvy45 (72) |(n1)*) " < 0 1€ E(p) lokal gleichméBig.

) fur alle

(8.68)



Wegen (8.68) gilt zudem

limsup (Jv,—p (72) | (n1)?) ™ = limsup (|vy+1n (72) [(n!)?) " < M

n—oo n—oo 4

3=
S|=

Mit (8.34) folgt dann die absolut lokal gleichméfige Konvergenz der Reihe. Die Eindeu-

tigkeit der Folge (v,4n), o, folgt aus der Eindeutigkeit der Folgen ('Ui +n)n 7’ (vf*_n)n -
n (8.63).

Den zweiten Teil des Satzes beweist man auf analoge Weise. U

ne”

Wir bezeichnen im folgenden fir p = (ao, B, @1, 01,7) € A abkiirzend:

M (p, ) i= 0(p,-), @ (p,-) == (t:@) (p,-), D&V (p,-) = (tn®) (p, ),
A (p, ) == (toite®) (p,-), ¥'(p,-) == V(p,-), ¥ ( )= Y(p,-).

(8.69) Satz:

Seien p = (ap, Bo, a1, 01,7) € A mit ag,c0q € Z und v € Z(p) mit v — v* € 7 sowie
v & {0, a0, 1,00 + 1} + Z.

Dann gibt es Koeffizientenfolgen <C£lf,f)(p)) € CZ, 1,i,5 € {1,2} mit:

=Y i

! <P; él(ﬁhﬁz)) o)) (p 52 T, 712 ) Zculfnj V+n(p7 M) £+2(p7 2)

absolut lokal gleichmaﬂz’g fir (1, 72) € Da.
Die Koeffizienten C’l,+n (p), n € Z, l,i,j € {1,2} sind eindeutig bestimmit.
Zudem gilt mit Cy, 1 (p) := Cﬁii’l)(p), n € Z und den Parametertransformationen aus

(4.2):
1. C () = Cyapin (70 (1)),

2. OS2V ) = Corn (1 ()

3. CED (p) = exp (7) Copn (121 (p))
CED (p) = exp (7) Coapin (12" © 70 (D)),
4. O () = Con (121 0 0" (),
Cl(,aflz) (p) = szfqurn (7_001 OTpp ©T1 (p>)
Beweis:
Sei p € A.

Aufgrund von (8.59) existieren eindeutige @1, (p, ) € Kern (LS, ,(p)), n € Z, mit:

v (pa 51 (M, 772)) ® (p, 52 (7?17772)> = Zﬁwn (M) Uz(/lJrQ (p,72), (M, 72) € Dy

ne”
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absolut lokal gleichméfig.
Ferner gilt fiirn € Z, p > 1:

e (p.0) = <\If (p, & (i, -)) (7,®) (p, & (1, .)) o (p, .>>
vin (P ((renlfs)) o) 032 (p,))

b e C\K,.

h
(8.70)

Mit Hilfe von (7.36) und (7.35)iii) zeigt man mit der Darstellung aus (8.70):
~ A\ aaj(p)—1
Uy n (pa 771) =M O(1>7 (771 - 00)7

fiir , € C*\K,, |arg (7)) + arg (§) | < 2% — 6, mit § > 0 beliebig klein.
Damit folgt auf iibliche Weise die Existenz und die Eindeutigkeit eines C’,Ei}{l)(p) cC
mit Gy (p, ) = CLYY (p)HY, , (p, -). Hieraus folgt die erste Behauptung,
Nun werden wir mit den Transformationen aus (4.3) die tibrigen Entwicklungen her-
leiten.
Vorher bemerken wir: In (8.39) haben wir 7 := v — o € Z(70(p)) gezeigt. Ferner folgt
D—I;*(To(p)) =v—v*undv € {O, —Qp+Q1, —Qp, CY1}+Z SV e {O, Qg+ aq, O, Oél}—i‘Z.
Analoges gilt fir 7 := v — ay € Z(11(p)).

A~ @Q ~ @Q N
Zu 1. Aus (7.36) folgt (& (7)) (& (o)) = g°05° fiir (i, ) € Sa.
Mit 7 := v — ag € Z(70(p)) gilt dann fiir (7, 7,) € Da:

(toW) (p, él (771,772)> (to®) (P, 52 (771,?72))
= (40, m))om v (To (#),61 () (& i) @ (70 (0) & (i, 0))

A~ A QU 71 -
= Y Con (70 () 5 Hi s (70 (0) ,10) 7550350 (70 (D) 72)
neZ
- Z sz—a0+n (7-0 (p)) Hz} ap+n ( To (p) 7771> <t0U1(/ loc)o+n) (p7 TA]2> :
nez

Aufgrund von (8.4) gilt o = (tov(l,’l) ) und unter Beriicksichtigung von (8.17) gilt

v—ag

(m (3,i))" = 408, fiv a € C, i, 5 € C-
Mit (7o (p)) = a(p) — v, folgt dann mit der Definition von H,,_,  (siche Abschnitt
(8.3)):
ﬁ?OHi—ao (70 () 1)

=(m(%,0))""" Y (v — a0 +1 = a5(10 (), 2(v — a0 + 1) + ag — a1, m (§,71))

=570 (v + 1 = ag(p), 2(v + 1) — ag — ar, m (¥, 71))

=47 H} (p, ), € C.

(8.71)
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Wegen (5.33) gilt (t90) (p,-) =4~ *¥(p,-), und damit folgt

¥ (.6 ) (0®) (9, () )
- Z Co—ag+n (10 (P)) Hl}—i-n (p, ) 1(/+n) (p,12),

neZ
(M1,72) € D 4 absolut lokal gleichmafBig.
Zu 2.: In (8.39) haben wir v € Z(p) = = (79;'(p)) gezeigt.
Aufgrund von (7.23) folgt wegen (7, 72) € Dye ((L,r (71) T (ﬁ2)> € Dy fiir (N1, 72) €
DAZ

G (70_11 (p),d; 0T<51 M, 72 )) o (Tm P), <f (ﬁhﬁ?)))
) o

= v (7 <p>,é( )@ (751! 0 (9 () 7 () )
= Y Corn (3 () H (Tof (1) ,8 - (1)) o83 (70" (). 7 (i)

Wegen (5.33) gilt fiir 2 €

V(p.2) = (Galer'V) (1,2) = (67'9) (' ). 7 (2))
= U (' (). a0 T(2)
(tln®) (p.2) = (5'0) (0.2) = @ (' (), 7 (2)).
sowie mit (8.4):
ol (@), 7(3) = (fll5) 0.2) = o) (9, 2).
Aufgrund von 75;" (p) = (a1, =81, a0, =60, 6+ (4)) und a5 (757" (1)) = @ii(p) erhalten
wir fiir 7; € C* :

Hy\ (101" (p) 07 (1))
=(m (0 (%), 0= (M)))" - (8.72)
Y (v+1—ag(p)

Da aus (8.17) sofort m (05 (%) ,0—r (1)) = m (Y, M), 7, € C* folgt, erhiilt man

i
U (p.& (1)) (t01®) (p. o <m,n2>)
p) H

- E Cu+n 7-01

ne”

R 8.73
I/—i-n (p7 ?71) 1(/+n) (p7 772) ( )
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absolut lokal gleichméBig fiir (7, 72
Aus (7.36) und (7.23) folgt fiir (7,

d>\_/

(T o &y (7, 772))a1 (T o & (M, 72)
— (a0 & (60 ). 7)) ) (& (00 ), 7)) )
— (& (5 () 7)) ) (& (0 ) Ti)) )
 (—iman) i (1 = i)

In (8.39) haben wir Z(7(p)) = Z(p) — oy gezeigt.
Mit v — oy € E(71(p)) gilt dann mit (8.73) und dem gerade gezeigten fiir
(71, 72) € Da:

(00) (P& (i) ) (ttor®) (.o ()
0 & (i) ¥ (71 (p) & (i) ) -
(To& i) tn®) (n ()& (i)

- Ou—a1+n (7—0_11 0T (p)) eXp( Z7-(051) 771 Hy ai1+n (7—1 (p> anl) :
A\ 2,1 ~
L= 2)™ 02 (71 (p) s 2)

Wegen (8.4) gilt o2 = <tlv,(,2 al) und analog zu (8.71) gilt

N Hy o, (11 (p) i) = 47" H, (p,in) ;i € C*.

In (5.33) haben wir (t;V) (p, ) = exp (—imay) 5~*' V¥ (p, -) gezeigt, und damit folgt die
Behauptung.

Zu 3.: In (8.39) haben wir Z(p) = Z (7' (p)) gezeigt.

Aufgrund von (7.1) gilt &1(n1,m2) + &a(n,m2) = m + 1, (71, 72) € Sa.

Ferner gilt t.!® = ® wegen (5.19) und damit folgt unter Beriicksichtigung der Defini-
tion (5.29) von W fiir (7, 7s) € D:

¥ (06 (1)) ® (. i) )
= —exp (imaj(p)) exp (V&1 (1, m2)) W (7_0—01 (p), & (i, 772)> '

mﬂ%whm»¢( L(p) & (b))

= exp (1) Cupn (12" (0)) (= exp (imai(p))) exp (ym) Hyy (721 (0) 1) -

nez
ol (Tt (p) e
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Mit der Definition von H? und

ot (p,2) == F(—v, v +1—ag — a1, 1 —ag; 2) = o) (1), 2), 2€ 0,

o0

folgt dann die erste Behauptung.
Mit einer zu 1. analogen Argumentation folgt die zweite Behauptung. Zu 4.: Ausge-
hend von 3. gehen wir analog zu 2. vor und erhalten

(tater'e) (p, & (i, ﬁ2>) (t0r®) (. (0, 72))
Zexp ( © 7—01 ( )) HEJrn (T(ﬁl (p> 75*77 (ﬁ1>) £+n) (pa 772)

absolut lokal gleichméBig fiir (7, 72) € Da.
Wegen (5.33) gilt (tm\i/) (p,2) = exp (—7) (qﬁflq/) (p,-) und damit folgt

exp (=) ¥(p. 2) = (15167 ¥) (v, ).
Aufgrund von of(p) = af(101(p)), (8.18) und (8.72) folgt fiir 7, € C*:

—exp (—ima;(p)H 1, (701" (), - (1))
= exp (/1) Hi+n (7' o T(J_ll (p) ;0 (7))
= exp (771) 1/+n (7'01 o7 (p),0 (ﬁl))
=exp (vi) Hy, (75! )
= —exp(— Zml( ) Hy (p, M) -

Damit erhélt man die erste Behauptung. Die letzte Darstellung lasst sich dann analog
zum zweiten Teil von 2. zeigen. 0

(8.74) Satz:
Sei p = (ap, Bo, 1, 01,%) € A und v € Z(p) mit v —v* & Z.

1. Im Fall v & {a(p), o (p)} + Z gilt:
Fiir jedes g € Kern(L(p)) existiert eine Funktionenfolge (v,.4y)
Vyin € Kern (L2, (p)), mit

nez’

h2) = Z’Uwrn (12), M2 € Q,

nel

absolut lokal gleichmajig. Die v,1,, n € Z, haben die Eigenschaften aus (8.61).
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2. Im Fall ag, 01 € Z und v & {0, g, aq, 00 + an } + Z gilt:
Fiir jedes g € Kern(L(p)) ewistiert eine Funktionenfolge (ty4n),cz,
Uyin € Kern (LS, (p)), mit

) = i (1), i € C\K,

nel

absolut lokal gleichmdfSig. Dabei ist I : @\f(_l — O aus (7.85). Die Uy, 1y, n € Z,
haben die Eigenschaften aus (8.62).

3. Im Fall ag, 00 € Z und v & {0, ap, a1, a0 + o} + Z gilt mit 1y, I : @\K_l —~Q
aus (7.35):

(l
\IJ pv ]1 771 Z CVJrlnl 1/+n (pa 771)

neL
{
\Ij pa IO Z CV+2n1 1/+n <p7 771)
neL
(1,8
]) p 772 Z OI/+TL] 1/+n (pa 772)
neL

absolut lokal gleichmdfsig beziiglich 1, € @\K_l beziehungsweise 1y € Q.

Beweis:

Zu 1.: Sei p = (ao, Bo, a1, 01,7) € A. Im Fall v & {af(p), aj(p)} + Z existiert aufgrund
von Satz (8.59)1. genau eine Funktionenfolge (Vyin),cz: Vvin € Kern (L"(p)), n € Z
mit:

v (p, & (ﬁhﬁg)) g( ) D Hiw (p) o (). (8.75)

neL

wobei die Reihe absolut lokal gleichméfig fiir (7;,72) € D4 konvergiert und die vy,
n € Z, die Eigenschaften aus (8.59) haben. Damit gilt:

1
T (Jt () ) < 271 (870

lokal gleichmiBig beziiglich f, € & (p).
Mit Hilfe der Transformation aus (8.24) ldsst sich dann Satz (1.29) der Arbeit [10]
anwenden und es folgt:

N ~A)

v (p, 51 (771,772)> g <é2 (ﬁlaﬁﬂ) ~ 7 )= A%(p - Z

m=0

(7771) "
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fiir (1, 12) € C\K,, x E(p), m — oo mit |arg (9) +arg (i) | < &.

Fiir die &, (f2), m € N, Ay € E(p) gilt:
En () = Y pin (M) (v + 1+ 1= 0aj(p)),, (V" —n+1-aj(p)),
nez
Damit gilt

Al—ak(p) Al—ad PN E (B = (A N
At 0(7’)771 o) (p, &1 (7]1,772)> g (52 (7]17772)> — G (f2) = ZUV+n (M2) 4

nez

fur (01, 72) € @\K_px E(p), m — oo mit |arg (§) +arg (A1) | < 36,6 > 0. Aufgrund
von (7.36)i),iii) und (7.8) und mit (7.35) folgt

A—a l—af (s C(He D 1
A1-05 ) 5100 P gy <p7 13 (m,m)) —1, g (& (77177]2>> — g (72)

fir (g, 70) € C \K x E(p), m — oo. Damit folgt die Behauptung.
Zudem konvergiert die Reihe lokal absolut gleichméfig wegen (8.76).
Auf analoge Weise folgt aus (8.69) fiir ag, a1 ¢ Z und v & {0, ap, g, o + a1 } + Zt

pa 772 Z OV—HZ V—i—n p7 T]Q)

neL

absolut und lokal gleichmiflig fiir 7, € Q.
Zu 2.: Sei K C (C*\f(p kompakt. Mit (7.36)ii) folgt die Existenz eines § €]0, 1[ mit

&, 72) € Zo fiir (i1, 7) € K x P~ (K5(0)\{0}) N Z.

Betrachten wir die Reihe in (8.59)2.. Aus der Definitionen von ¢ und it folgt dann:

g (fl(fhﬂ%)) & (p, &a(m,m2)) =
g (él (ﬁl? 772)) @(171) <p7 éQ(ﬁla ﬁ2)) = Z aV—F” <ﬁ1> Ul(/{ly-ln) <p7 772) (877)

nez
= Zﬂu+n (M) Fy (v, +1—ag— o1, 1 — g, 1),
nez
fir (m1,7m2) € K x (g(p) NP~ (K5(0)\{0}) ﬂZ()), wobei die Reihen absolut lokal

gleichméfig konvergieren. Sei nun r < ¢ klein genug mit K,(0)\{0} C &(p). Aus
dem Maximumsprinzip folgt die absolut gleichméfige Konvergenz der Reihe (8.77) fiir
(,) € K % K, (0).

Betrachten wir nun in (8.77) 12 — 0, so erhalten wir mit mit (7.35)i)

91 0) Ty = T =] 2 o ()
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gleichméBig fiir 7, € K.
Auf analoge Weise folgt aus (8.69) fir o, 1 € Z und v & {0, g, a1, 9 + 1 } + Z:

U(p, Iy (1) = Y Coun(p)HL,, (p,71) lokal gleichmiBig fiir 7y € C-\K .
nel

Zu 3.: Die restlichen Entwicklungen lassen sich auf analoge Weise zeigen. U

(8.74)iii) liefert insbesondere die in [18],[10] und [19] untersuchten globalen Entwick-
lungen fiir den Fall der CHE.

In dieser Arbeit wurden keine Entwicklungen auf D; untersucht.
Mit dem in (7.29) beschriebenen Umlaufverhalten von 51 und 52 lassen sich moglicherweise
noch interessante Entwicklungen auf Teilgebieten von D finden. Hierauf gehen wir je-
doch nicht mehr ein.
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9 Anhang

Anhang 1

Die folgenden Definitionen, Bemerkungen und Sétze wurden, zum grofiten Teil un-
verdndert, aus dem Buch Riemannsche Flichen von Otto Forster [3] iibernommen. Fiir
die Beweise der Sétze und Bemerkungen, verweisen wir daher auf dieses Buch.

(9.1) Definition: Sei X eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit. Eine komplexe Karte
auf X st ein Homéomorphismus ¢ : U — V einer offenen Teilmenge U C X auf
eine offene Teilmenge V. C C. Zwei komplexe Karten p; : Uy — Vi, i = 1,2, heiflen
biholomorph vertraglich, falls die Abbildung

2091 1 1(Ur NUs) — @o(Ur N Us)

biholomorph ist.

Ein komplezer Atlas auf X st ein System U = {¢; : Uy — Vili € I} paarweise
biholomorph vertriglicher Karten, die X tiberdecken.

Zwei komplexe Atlanten U und U heiffen biholomorph vertraglich, falls jede Karte von
U mit jeder Karte von U’ biholomorph vertraglich ist.

(9.2) Definition: Unter einer komplexen Struktur auf einer zweidimensionalen Man-
nigfaltigkeit X versteht man eine Aquivalenzklasse biholomorph dquivalenter Atlanten
auf X.

(9.3) Definition: FEine Riemannsche Fliche ist ein Paar (X,)) bestehend aus ei-

ner zusammenhdingenden zweidimensionalen Mannigfaltigkeit X und einer komplezen
Struktur Y auf X.

(9.4) Definition: Sei X eine Riemannsche Fliche undY C X eine offene Teilmenge.
Fine Funktion f :Y — C heisst holomorph, wenn fir jede Karte ¢ : U — V auf X
die Funktion

fod 1 4(UNY)—C
im iblichen Sinn auf der offenen Menge ¢(UNY') C C holomorph ist. Die Menge aller
auf Y holomorphen Funktionen wird mit O(Y") bezeichnet.

(9.5) Definition: Seien X und Y Riemannsche Flichen. Eine stetige Abbildung f :
X — Y heifit holomorph, wenn fiir jedes Paar von Karten ¢1 : Uy — Vi auf X und
oo : Uy — Vo auf Y mit f(Uy) C Uy die Abbildung

paofogr' Vi —Va

holomorph im diblichen Sinn ist. Eine Abbildung f : X — Y heifit biholomorph, wenn
sie bijektiv ist und sowohl f wie auch f~' holomorph sind.

(9.6) Satz: (Identititssatz) Seien X, Y Riemannsche Flichen und fi, fo : X — Y zwei
holomorphe Abbildungen, die auf einer Teilmenge A C X, die einen Hdiufungspunkt
a € X besitzt, tibereinstimmen. Dann sind f1 und fo identisch.
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(9.7) Definition: Seien X,Y topologische Riume. Eine Abbildung p : Y — X heifit
unverzweigte Uberlagerung falls sie lokal topologisch ist.

(9.8) Definition: Seien X,Y topologische Riume. Eine Abbildung p : Y — X heifst
unbegrenzte unverzweigte Uberlagerung wenn folgendes gilt:
Jeder Punkt x € X besitzt eine offene Umgebung U, so dass sich das Urbild p~*(U)
darstellen lafst als:

p (U) =V

jeJ

wobei J eine beliebige Indexmenge ist, die V;,j € J paarweise disjunkte offene Teil-
mengen von Y und alle Abbildungen ply, : V; — U Homdomorphismen sind.

(99) Satz: Seien X,Y Hausdorff-Riume und p : Y — X eine unverzweigte
Uberlagerunyg.

1. Zu jeder Kurve u : [0,1] — X und jedem Punkt yo € Y mit p(yo) = u(0) gibt es
genau eine Kurve : 4 :[0,1] — Y wvon u mit pot = u und u(0) = yj.

2. Seien 1,1y : [0,1] — X Kurven mit 1,(0) = u2(0). Sind dann die Kurven
Uy = pol und us := po Uy in X homotop, so haben 1, und Uy denselben
Endpunkt und sind in'Y homotop.

(9.10) Satz: Sei X eine Riemannsche Fliche, Y ein Hausdorff-Raum undp : Y — X
eine unverzweigte Uberlagerungsabbildung, dann gibt es genau eine komplexe Struktur
auf Y, so daf$ p holomorph wird.

(9.11) Definition: Seien X, Y, Z topologische Riume undp:Y — X und q: Z — X
unverzweigte Uberlagerungen. Man nennt dann eine Abbildung f : Y — Z spurtreu
falls p=qo f gilt.

(9.12) Definition: Seien X,Y,Z topologische Riume und p : Y — X eine unver-
zweigte Uberlagerung und f : Z — X eine stetige Abbildung. Unter einer Liftung von
f beziiglich p versteht man eine stetige Abbildung g : Z — 'Y so dass f =po g gilt.

(9.13) Satz: Seien X,Y Hausdorfriume und p : Y — X eine unbegrenzte unver-
zweigte Uberlagerung. Weiter sei Z ein einfach zusammenhdingender, kurvenzusam-
menhdngender und lokal kurvenzusammenhdngender topologischer Raum und f : Z —
X eine stetige Abbildung. Dann gibt es zu jeder Wahl von Punkten zq € Z,yg € Y mit
F(z0) = plyo) genau eine Liftung f: Z — Y, mit f(z) = vo.

(9.14) Satz: Seien XY, Z Riemannsche Flichen, p : Y — X eine holomorphe un-
verzweigte Uberlagerung und f : Z — X eine holomorphe Abbildung. Dann ist jede
Liftung g : Z — Y won f holomorph.

(9.15) Definition: Seien X und Y zusammenhingende topologische Riume und p :
Y — X eine unverzweigte unbegrenzte Uberlagerunyg.

p heifit universelle Uberlagerung, wenn sie folgende universelle Eigenschaft hat:

Zu jeder zusammenhingenden, unbegrenzten unverzweigten Uberlagerung q : Z — X
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und zu jeder Wahl von Punkten yo € Y, 20 € Z mit p(yo) = q(20) gibt es genau eine
stetige spurtreue Abbilldung f:Y — Z mit f(yo) = 2o.

(9.16) Satz: Seien X,Y zusammenhdngende Mannigfaltigkeiten, Y einfach zusam-
menhdngend und p :' Y — X eine unbegrenzte unverzweigte Uberlagerung. Dann ist p
universelle Uberlagerung von X .

(9.17) Satz: Sei X eine zusammenhdngende Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine
zusammenhdngende, emfach zusammenhdingende Mannigfaltigkeit X und eine unver-
2weigte unbegrenzte Uberlagerung p - X - X.

(9.18) Bemerkung: Insbesondere kann man damit zu jeder Riemannschen Fliche
eine universelle Uberlagerung konstruieren, die nach (9.10) in natirlicher Weise wieder
eine Riemannsche Fldiche ist.

(9.19) Satz: Sei X eine einfach zusammenhdngende Riemannsche Fliche. Dann laft
sich X bitholomorph auf die Riemannsche Zahlenkugel Py, auf die Gaufische Zahlene-
bene C oder auf den Finheitskreis K1(0) = {z € C||z| < 1} abbilden.

(9.20) Satz: Sei X eine nicht kompakte Riemannsche Fliche, S C X eine abge-
schlossene diskrete Teilmenge und X' := X\S und sei p : Y — X' die universelle
Uberlagerung von X'. Weiter sei (U, z) eine Koordinatenumgebung eines Punktes a € S
mit folgenden Eigenschaften:

1. z(U) C C ist der Einheitskreis und z(a) = 0.
2. UNS ={a}.

Sei Z irgendeine Zusammenhangskomponente von p~'(U\{a}). Dann ist
plz : Z — U\{a} die universelle Uberlagerung von U\{a}.

(9.21) Satz: Sei X eine einfach zusammenhingende Riemannsche Fliche, a € X,
U C X eine offene Umgebung von a und ¢ : U — C holomorphe Funktion, die sich in
X lings jeder von a ausgehenden Kurve analytisch fortsetzen ldsst. Dann gibt es eine
auf ganz X holomorphe Funktion f, mit f|U = .

(9.22) Definition:
Seien X ein topologischer Raum, a € X ein Punkt und @1, s : [0,1] — C Kurven mit
©1(1) = a = p(0). Dann sei

(1 +2)  [0,1] = X, (o1 +¢2) (t) = { Sp;?éff 1), t £ é’]

1]
Zudem bezeichnen wir die zu 1 entgegengesetzte Kurve durch
—p1:[0,1] = X,  —pi(t) := p1(1 —1).

(9.23) Satz,Definition: Sei X ein topologischer Raum und a € X. Die Menge
m1(X,a) aller Homotopieklassen von geschlossenen Kurven in X mit Anfangs- und
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Endpunkt a bildet mit der durch die Zusammensetzung von Kurven induzierten Ver-
kniipfung eine Gruppe, die Fundamentalgruppe von X bzgl. des Basispunktes a.

Ist b € X ein von a verschiedener Punkt, der mit a durch eine Kurve in X verbunden
werden kann, so gibt es einen Isomorphismus f : (X, a) — m(X,b).

(9.24) Definition: Seien X,Y topologische Riume und p : Y — X sei eine un-
verzweigte Uberlagerung. Unter einer Decktransformation dieser Uberlagerung versteht
man einen Homoéomorphismus f :Y — Y mit p = po f. Die Menge aller Decktrans-

formationen bildet beziiglich der Komposition von Abbildungen eine Gruppe, die mit
D(Y/X) bezeichnet werde.

(9.25) Satz: Sei X eine zusammenhdingende Mannigfaltigkeit undp : Y — X ihre uni-
verselle Uberlagerung. Dann gibt es zu jedem Punktpaar (yo,y1) € Y mit p(yo) = p(y1)
genau eine Decktransformation f € D(Y/X) mit f(yo) = y1. D(Y/X) ist isomorph
zur Fundamentalgruppe m (X, a) (a € X).

Anhang 2

Im folgenden benutzen wir, fiir unseren Zweck leicht modifizierte, Sitze aus [15].
Es seien G, Gy C C Gebiete und po, p1, p2 € H(G1) sowie qo, q1,q2 € H(G>).
Wir definieren hiermit folgende Differentialoperatoren:

P, : H(Gy) — H(Gy), P.(w)(z) := po(2)w(z) + p1(2)w'(2) + p2(2)w”(2), (9.26)

Q, - H(Gs) — H(Gy), Qu(w)(t) := qo()w(t) + q(t)w'(t) + go(t)w”(t).  (9.27)

(9.28) Bemerkung: Sei w eine nicht triviale Losung der Differentialgleichung

(qaw)' = quw, (9.29)

Sei Q; wie in (9.27) und [ : [a,b] — G eine stiickweise stetig-differenzierbare Kurve.
Dann gilt fiir beliebige u,v € H(G2):

[ (@t~ uQu) = v+ (o = )

Dies folgt sofort aus (wgs(vu' — uv'))" = w(Qy(w)v — uQy(v)).
(9.30) Satz:
Voraussetzungen.:

1. Seien P,,Q: und w wie in (9.26),(9.27) und (9.29).

2. K : G x Gy — C sei eine stetige und partiell-holomorphe Funktion, die die
partielle Differentialgleichung P,(K) = Q(K) lost.
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3. v € H(Gsy) lose Qi(v) = 0.
4. Sei ¢ eine stickweise-stetig differenzierbare Kurve, mit Spur(c) C Go. Es gelte:

(a) Fir jedes z € Gy sei:

(wqg (ﬁKéj ) k(s ))>

(b) Im Fall, dass ¢ ein uneigentlicher Integrationsweg ist, gelte:
Das uneigentliche Integral

=0.

c

u(z) = / K (2, Yo

existiere bzgl. z € Gy lokal gleichmdssig.

Behauptung: Die Funktion u : Gy — C ist holomorph und erfillt P,(u) = 0.

Aus [1], Seite 224, entnehmen wir:

(9.31) Lemma (Jordansches Lemma): Es sei eine Schar von Halbkreisen by, um
s = 0 links von der imagindren Achse mit den Radien o, gegeben, wobei oo < 01 < ... <
On — 00. Fine auf den Halbkreisen integrable Funktion f(s) geniige auf dem Halbkreis
mit o, der Abschitzung: |f(s)| < 6n, wo 6, — 0 (n — o).

Dann ist

/exp(ts)f(s)ds — 0 beit>0 firn— oo.
b’n/
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10 Symbolregister

Symbol Seitenzahl || Symbol Seitenzahl || Symbol Seitenzahl
0 10 T 37 1,6 108
A 11 G 38 M2m M| 109
&1, 12, 102 T 40 K, 109
M1, 72 12 g, B, o, B | 40 E(p) 109
01,65 12 Ve, Pe, St 42 Dy, Dy 109
A, 12 H,, H, 43 D 110
Ay, As 13 Lo, L4 43 S 110
O, 0, Q, Qs 15 w(-), [] |50 Sr. 54 111
Q,C* 15 o0 53 G 111
&0, Gy W, 1 15 an 53 &1, 6 117
Q0,0,,0.,0L,0 |15 Fo, Fi 57 I, I 123
PP 15 d 53 Z 124
Yo, 01, Voo 16 Fo 59 v 127
Do, 01, Voo 16 o 63 L (p) 127
30, Ay A 17 0o, bo 64 F 127
C*, 17 Ly¢ 67 i) 127
H(G) 17 0 67 v 128
Ing, Iny, In 21 Fuo 68 o1 128
arg,, arg,, arg 21 q 69 V., (p) 129
22 (2 —1), (1—2) | 21 M. 71 () 129
Ao 21 Qn 82 LE(p) 131
D(Q/Q) 22 q 82 ¢ 132
do, di, doo 23 Q100 88 m 132
T.T 23 ¢ 88, 102 Uy, ul, u? 133
S 25, 110 Qoo 90 H! H? 133
S 26 Ch 97 M 133
D(C+/C¥) 26 [ 102 U, 133
5, 26 [ay, ..., an] 102 @ 134
Q 26 Y 102, 132 | (-,-), 134
A 27 y 102 =(p) 136
L(p) 27 H. H_ 103 A(p) 136
w 29 Yo, Vs,V | 104 T 137
F(A % Q) 36 G 104 H, H,,H, | 138
¢0, gbl, gboo 36 8<p) 104 G, Gl, G2 138
To, 1, To1, Too 36 Dy, Dy 104 cltd) 151
to, t1, o1, teo 36 D 108
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