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EINLEITUNG

Sei K ein Korper und Y7y, ..., Y, affine Unterrdume des affinen Raums
AY. Wir studieren in dieser Arbeit die motivische Kohomologie des
Komplements U := A" —U,Y;. Eine Sonderstellung nehmen Hyperebe-
nenkomplemente ein, hier sind nach Definition Y; C AY Hyperebenen.

Wir wollen mit A~ die Menge nichttrivialer Durchschnitte der Un-
terrdume Y7, ..., Y, bezeichnen und setzen A := A~ U {AN}.

Fiir K = C kennt man eine additive Zerlegung der Kohomologie der
konstanten Garbe Zgan,

HY U™, Z) = @ h*(A), (0.0.0.1)
AcA

dies ist ein Isomorphismus von Hodgestrukturen und h*(A) ist rein,
Hodge-Tate, vom Gewicht 2 - codimy~ A (siche [DGM]). Man hat ei-
ne kombinatorische Beschreibung von h*(A). Fiir Hyperebenenkomple-
mente stammt die Zerlegung von Brieskorn [Br]. Im allgemeinen Fall
von Goresky-MacPherson [GM] als Anwendung von Morse-Theorie.
Der Kohomologiering von Hyperebenenkomplementen wird von Log-
Formen erzeugt [Br| und die Relationen, die sie erfiillen, sind bekannt
[OrSo]. Die Beschreibung des Kohomologieringes im allgemeinen Fall
ist mangels expliziter erzeugenden Klassen eine andere. Die Multipli-
kation m respektiert die Zerlegung , genauer haben wir

W*(A) @ h*(B) ™ h*(AN B),

falls ANB # () und m ist sonst trivial, und man ist an einer kombinato-
rischen Beschreibung interessiert. Fiir den rationalen Kohomologiering
ist diese von Yuzvinsky beschrieben worden [Yul, in ganzen Koeffizien-
ten von Deligne-Goresky-MacPherson [DGM].

Fiir einen algebraisch abgeschlossenen Korper K gibt es eine zu
analoge Zerlegung der étalen l-adischen Kohomologie (fiir [ #
char K). Es wird vermutet, dass der [-adische Kohomologiering die glei-
che Beschreibung wie der topologische Kohomologiering hat [DGM].

Man kann die motivische Kohomologie mit Hilfe von Blochs Zykel-
komplex Z*( , %) [BI1] durch
Hyp™ (U, Z(p)) 7, CH(U.q) = Hy Z7(U. %)
definieren.
Zur additiven Zerlegung der motivischen Kohomologie zeigen wir

folgendes. Sei zu jedem A € A ein K-rationaler Punkt z4 € A(K) in
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allgemeiner Lage, d.h. z4 ¢ B fiir alle B € A mit B C A, gewahlt.
Damit dies moglich ist nehmen wir im folgenden an, dass K ein Koérper
mit unendlich vielen Elementen ist. Wir erreichen in (Korollar
eine additive Zerlegung:

Satz 0.0.1 (Additive Zerlegung). Abhdngig von der Wahl der Punkte
x4, A € A, haben wir einen Quasiisomorphismus

ZP(U, %) % @D B(A) @g 207K ), (0.0.0.2)
AeA

wobei E(A) ein homologischer Komplex von endlichen, freien, abel-
schen Gruppen ist.

Wir wollen den Komplex F(A) kurz beschreiben. Sei Z - (Y1,...,Y,)
die freie abelsche Gruppe mit Erzeugern Yy,...,Y, und A(Z - (Y1,...,Y;))
die dussere Algebra iiber Z; wir habe/rl ein Differential d definiert durch
d(Yi, Ao AY;) =S (=D)FY;, A AY, A< AY;,. Es ist E(A) der direkte
Summand in A (Z - (Y1,...,Y;)) erzeugt von den Elementen Y;, A--- AY;,
mit ¥;, N---NY;, = A und das Differential ist durch

E(A) CAZ-(V1,.... %) S A(Z-(1,....Y,) — E(A)

gegeben.
Die Zerlegung (0.0.0.2)) ist mit der duleren Multiplikation

ZP(U, *x) ® Zt([(7 kok) — Zm't(U7 sk )
kompatibel und zerlegt deshalb die motivische Kohomologie von U als Mo-

dul tiber der motivischen Kohomologie des Grundkoérpers K.

Als néchstes behandeln wir die Abhéngigkeit der additiven Zerlegung von
der Wahl der Punkte. Offenbar gibt der Ubergang 4 — 'y zu einer anderen
Wahl einen Automorphismus der rechten Seite von . Diesen kénnen
wir mittels einer Homologieklasse > vom Grad 0 von
D4, A,en Home(E(A1), E(A2)) ®z Z72(K, xx) angeben, da wir einen
Morphismus

E(A) ®z ZP~ (K, xx) Qg ®A1,A2€A Home(E (A1), E(A2)) @z Z*~%2(K, *x)
lVertauschung
E(A) @7 D a, ayen Home(E(A1), E(A2)) @z ZP~(K, *x) @z Z1~2(K, *x)
J/Auswertung@Multiplikation
D ayen E(A2) @z ZP72 (K, *x)

haben (o = codim A, o; = codim A;).
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Satz 0.0.2 (Abhigigkeit von der Wahl der Punkte). Liegen die Punkte
'y, Ae A, ,qut” bzgl. der Punkte x4, A € A (Definition , dann ist

, ADA1 DDA
Y =id+ Z g olFETEI @ AADA; D DAm
m>1 ADA1 D DAm

wobei die zweite Summe tber alle Ketten A 2D -+- 2 Ap,m > 1, in A mit
codim g A, = m geht. Dabei kinnen o4241224m ¢ [ Home(E(A), E(An))
und AaoA;2--24,, € Hy(K,Z(m)) berechnet werden.

Der Satz wird in (Korollar bewiesen. Obwohl wir in diesem Satz
eine Bedingung an die Punkte 2y, A € A, stellen, ist die Aussage zufrieden-
stellend, da man zu beliebigen 2/, immer Punkte zj finden kann, die sowohl
zu x4 als auch zu 2y ,gut® liegen.

Als einfaches Korollar des Satzes erhélt man die Eindeutigkeit der additi-
ven Zerlegung, falls codimy B > 1 fiir alle A, B € Amit B C A ist (Korollar
5.4.9).

Via Projektion Z*(K,*x) — Z°(K,0) = Z - [K] erhalten wir aus der
additiven Zerlegung eine surjektive Abbildung

HEP (U, L) » P Hy(EA)). (0.0.0.3)
AeA
codimA=p

Als Folgerung von Satz erhélt man die Unabhéngigkeit dieser Abbil-
dung von der Wahl der Punkte.

Die Arbeit iber die Ringstruktur der motivischen Kohomologie teilt sich,
in zwei Teile. Der erste Teil beschiftigt sich mit der Ringstruktur fiir Hy-
perebenenkomplemente, hier gibt es explizite Klassen, die die motivische
Kohomologie erzeugen. Im zweiten Teil behandeln wir allgemeine Komple-
mente und fragen uns nach einer Darstellung der Multiplikation bzgl. der

additiven Zerlegung (0.0.0.2)).

Sei U Komplement von Hyperebenen, dann wird die motivische Kohomo-
logie von U als Algebra iiber der motivischen Kohomologie des Grundkoérpers
von den Klassen in Hi,(U,Z(1)) = G,,(U) erzeugt (Proposition . Um
deren Relationen zu beschreiben, miissen wir einige Notationen einfiithren.

Wir wollen mit Hy (K, Z(x)){Gn(U)} die von der abelschen Gruppe
G (U) tiber der motivischen Kohomologie des Grundkérpers frei erzeugte
graduiert kommutative Algebra bezeichen. Um Verwechslungen vorzubeugen
wollen wir zu f € G,,,(U) das dazugehorige Element in Hyy (K, Z(%)){G,(U)}
mit (f) bezeichnen und zu A € K* wollen wir die entsprechende Klasse in
H}, (K,Z(1)) mit [A] bezeichnen.
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Zu f1,..., ft € G (U) sei mit R(f1,...,ft) € Hy (K, Z(%)){G,(U)} das
Element

t

STV ) () + Y- ) U)o ()
=1 i<j
Z [_1]2.(fﬁ...@...@...@...(ft)+
1<j<k

bezeichnet, wobei die Summe in offensichtlicher Weise weitergefiihrt wird.
Zum Beweis des folgenden Satzes siehe Satz (9.3.1)).

Satz 0.0.3. Es ist

Hy (K, Z(5){Gm(U)}/T = Hyr (U, Z(»))
ein Isomorphismus von Hyr (K, Z(x))-Algebren und das Ideal I ist von fol-
genden Elementen erzeugt:

(f) = [f], mit f e K* CGu,(U),

t
R(fl??ft)? mit fZ eGm(U),Z: 177t7 'U/ndek :07

=1

(f)2+[_1] (f)? mitfeGm(U)'

Fir K = C ist die Regulatorabbildung H (U, Z(x)) — H(U*",Z) in die
topologische Kohomologie auf einfache Weise durch

G = HL(U.2(1) 5 1 - 5T e HIw™,2)

(Randabbildung der Exponentialsequenz) und
Hyp (K, Z(x)) 290 g0, 7(0)) = Z = HO(pt, Z) gegeben. Wie wir in
Abschnitt (9.4) als Folgerung von Satz (0.0.3) und der Darstellung der topo-

logischen Kohomologie [OrSo] zeigen, ist die Regulatorabbildung surjektiv
und hat das Ideal m- Hy/ (U, Z(x)) als Kern, mit m := @ ; ;)20 H ) (K, Z(p))-

Sei nun U Komplement einer beliebigen Konstellation von affinen Raum-
en. Hier kann man versuchen die Multiplikation bzgl. der additiven Zer-

legung (0.0.0.2) auszudriicken, also den zur Multiplikation entsprechenden
Morphismus

E(A) Q7 Zp—codim A(K, **) Q7 E(B) Q7 Zp—codim B(K, **)

— P E(C) @z 2P~ U™ (K, +x)  (0.0.0.4)
CeA
zu beschreiben.



Fir A,B € A mit AN B # () und codimA + codimB = codim(A N B)
geben wir diesen Morphismus, &hnlich wie oben, als Homologieklasse ¥ 4 p
in @oeq Home(E(A) ® E(B), E(C)) @z ZedimC—codim(ANB) (J¢ k) an.

Satz 0.0.4. Ist A, B € A mit ANB # () und codimA+codimB = codim(AN
B), dann wird die Multiplikation (0.0.0.4) durch

Vgp= Z multa, g, (0" @ o2) ® a(L1, Ly),
Li=AyD-DA
Ly=BeD--JB
beschrieben, wobei die Summe iiber alle Ketten Ly, Lo in A mit
d = codimy,A,e = codimp, B geht und multa, p. (o™ ® o2) : E(A) ®
E(B) — E(A4NB.)[d+e], sowie a(Ly,Ls) € H{f*(K,Z(d+e)), berechnet
werden konnen (Abschnitt[5.6).

Fiir A, B € A, so dass AN B = {) oder codimA + codimB # codim(AN B)
konnen wir die Multiplikation nicht beschreiben. Um die dabei
auftretenden Probleme zu erkldren gehen wir kurz auf die von uns benutzte
Methode ein.

Wir erreichen unsere Ergebnisse durch Benutzung des Moving-Lemmas
fiir hohere Chowgruppen [BI2] und einer geeigneten Definition von Korre-
spondenzen fiir Konstellationen projektiver Schemata mit Hilfe von Blochs
Zykelkomplex (Abschnitt . Die Konstruktion ist den Ideen von Hanamura
[Ha2] iiber die derivierte Kategorie gemischter Motive nahe.

Eine Korrespondenz C : (X;Y1,....Y,) — (V;Wi,...,Ws), zwischen
zwei Konstellationen, gibt in funktorieller Weise einen Morphismus

ZH(X = UiYs, wx) D Z5(V = U5, )

in der derivierten Kategorie. Auf diese Weise kann man gewisse Morphismen
in der derivierten Kategorie durch Korrespondenzen beschreiben. Arbeitet
man mit Konstellationen von affinen Rdumen bzw. deren Kompaktifizie-
rung im projektiven Raum, dann kann man leicht aus der Korrespondenz
zu einem Morphismus f die Darstellung von f bzgl. der additiven Zerlegung
berechnen. Die Schwierigkeit liegt darin die Korrespondenz expli-
zit zu beschreiben. Beispielsweise muss man fiir die Multiplikation eine zu

Di 1
U =225 U xU gehorige Korrespondenz berechnen. Dies kénnen wir im
allgemeinen nicht. In der Situation aus Satz kann man zeigen, dass es

. . diagonal . .
ausreicht die Korrespondenz zu U LU 4 X Up zu beschreiben, wobei

Uy = AN — Ui,y;oaY; ist und Up genauso definiert wird. Jetzt schneiden
sich alle Y7 :=Y;; N---NY;, und Y; :=Y;, N---NYj, gut, falls Y7 O A und
Y; D B ist. Dann kann man die gesuchte Korrespondenz leicht hinschreiben.

Als néchstes fragen wir uns, ob man die Multiplikation beschreiben kann,
wenn man die motivische Kohomologie des Korpers auf den trivialen Anteil
reduziert, d.h. nach Ubergang zum Quotienten . Hier kénnen wir
eine vollstédndige Antwort geben (Abschnitt .
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Satz 0.0.5. Fir A,B € A mit AN B # 0 gibt es ein Morphismus von
Komplexen endlicher, abelscher Gruppen

multa g : E(A) ® E(B) — E(AN B),
(Formel mit multy p = 0, falls sich A und B schlecht schneiden,

und die Multiplikation der motivischen Kohomologie induziert auf dem Quo-

tienten die Abbildung

multy,
D H(EWe P HuEB) — Hyy+q0(B(C)).
AecA BeA CeA
codimA=p; codimB=p2 codimC=p1+p2

Wir stellen in Abschnitt (8.1.2) gewisse Bedingungen an eine ,, Kohomo-
logietheorie

H : (glatte Varietdten/K )P — (graduierte F-Vektorrdume)

mit Koeffizienten in einem Korper F der Charakteristik = 0 und einen
Regulatorfunktor R : Hy; — H und zeigen wie aus unseren Ergebnissen

H (V) = €D Hacodima—i(E(A)) @z F,
AcA

fir U Komplement einer Konstellation affiner Rdume, folgt (der Isomor-
phismus héngt nicht von einer Wahl von Punkten ab). Unter der Annahme,
dass die Regulatorabbildung HY,(K,Z(p)) — H(K) fiir alle p > 0 trivial
ist, kann man zeigen, dass die Regulatorabbildung Hy,(U,Z(x)) — H(U)
iiber den Quotienten faktorisiert und die Multiplikation im Koho-
mologiering H(U) wie in Satz gegeben ist. Es ist von wesentlicher
Bedeutung, dass F' ein Korper ist, da wir die Aufspaltung der Homologie
eines Tensorprodukts von Komplexen in das Tensorprodukt der Homologien
der Faktoren bei Zerlegung , nach Ubergang ®7F, brauchen. Leider
wissen wir nicht, ob eine der bekannten Kohomologietheorien die von uns
geforderten Bedingungen erfiillt.

Satz folgt aus einer allgemeineren Aussage fiir beliebige Konstella-
tionen X;Y1,...,Y, projektiver Schemata; Konstellation bedeutet fiir uns:
X ist ein glattes K-Schema und Y7,...,Y, sind Unterschemata von X, so
dass alle Durchschnitte Y7 :=Y;, xx --- xx Y;_ glatt sind. Man kann Kon-
stellationen (projektiver Schemata) (X;Y1,...,Y;) als Objekte und die von
uns definierten Korrespondenzen als Morphismen einer additiven Kategorie
Me betrachten (Abschnitt . Man hat einen Funktor in die derivierte
Kategorie graduierter, abelscher Gruppen

Me — D(gr. ab. Gr.); (X;Y1,...,Y;) — Z%(X — U;Y;, xx).

Sei nun Z ein weiteres glattes, abgeschlossenes Unterschema von X, so dass
Z;(Y1 xx Z),...,(Y, xx Z) eine Konstellation ist. Wie wir in (Abschnitt
@ zeigen, gibt es eine Korrespondenz

C:(X;Yi, V) = (Zi(YVi xx Z)soee, (Ve xx Z)), (0005
9



die den Pullbackmorphismus Z*(X — U;Y;, xx) — Z*(Z — U;(Y; X x Z), %)
induziert. Zur Konstruktion dieser Korrespondenz modifizieren wir die Kon-
stellationen durch Aufblasungen bis wir in der Situation sind, dass Z alle
Durchschnitte Y7 gut schneidet.

Wir kénnen jedoch C im allgemeinen nicht explizit angeben. Deshalb
fiihren wir eine neue Kategorie AMe, mit gleichen Objekten wie Me, zu-
sammen mit einem Funktor Me — AMe ein (Abschnitt. In Satz (6.3.1))
berechnen wir das Bild von C'in AMe. Im wesentlichen wird dieses durch die
Top-Chernklassen der Vektorbiindel (Ny, /X |y, ) /Nv;nz)/z, wobei No /o

das Normalenbiindel bezeichnet, bestimmt. Daraus folgt leicht Satz ((0.0.5]).

Unabhéngig von den Regulatorabbildungen kann man die motivische Zer-

legung (0.0.0.2)) mit der Hodgetheoretischen (0.0.0.1) (in rationalen Koeffi-

zienten) vergleichen, indem man die idempotenten Korrespondezen zur Zer-
legung ((0.0.0.2)) realisiert. Dazu konstruieren wir eine Realisierung

AMe — (reine Q-Hodgestrukturen)
(X;Y1,...,Y;) = @,Gr)) H((X — U;Y;)"", Q)

und haben folgendes Diagramm von Funktoren

Me AMe
D(gr. ab. Gr.) (reine Q-Hodgestrukturen).

Satz 0.0.6. (1) Sei X =PN und Y1,...,Y,, H lineare Unterrdume mit
H = PN=1 cine Hyperebene. Fiir eine Wahl von Punkten x4, A €
A, in allgemeiner Lage (wie oben) existiert zu jedem A € A ein
idempotentes Element Py € Endae((X;Y1,...,Y,, H)), so dass
Y aea Pa =id und
(a) die Bilder von Py in D(gr.ab.Gr.) liefern Zerlequng (0.0.0.9),
(b) die Bilder von P4 in (reine Q-Hodgestrukturen) liefern Zerle-
gung nach Ubergang zu rationalen Koeffizienten.
(2) Die Korrespondenz C in Zeile induziert in
(reine Q-Hodgestrukturen) den bekannten Pullbackmorphismus

PG H((X - i)™, Q) —» PGy H(Z - ui(Y; N 2))™, Q).

(Zum Beweis von (1.a) siehe Korollar und zu (1.b) sieche Abschnitt
(7.4.2)), zu (2) siehe Proposition ((7.2.1)).) Zum Beweis von (1.b) benutzen wir
die Reinheit eines Komplements von Konstellationen affiner Rdume, denn
dann ist EBpGrZVH(U, Q) = H(U,Q). Teil (2) des Satzes erlaubt es die Mul-
tiplikation des Kohomologieringes eines Komplements von Konstellationen
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affiner R4ume mittels der in AMe berechneten Korrespondenz zu beschrei-
ben (wiederum wird die Reinheit benutzt); das Ergebnis ist die Formel aus
Satz (sieche Abschnitt (7.4.3)).

Der Zugang zur Hodgestruktur von H*(U*", Q) wird dadurch erschwert,
dass U in der natiirlichen Kompaktifizierung U € AN ¢ PV im allgemeinen
nicht Komplement eines Divisors mit normalen Kreuzungen ist. Ansons-
ten wiirde der Log-Komplex einen einfachen Zugang zur Multiplikation auf
@pGrZVH (U, Q) bieten. Man kann jedoch auch mit Hilfe von Komplemen-
ten, die kein Divisor mit normalen Kreuzungen sind, die Hodgestruktur be-
rechnen und man erhélt eine Beschreibung der Ringstruktur von @pGrH *
durch Kombination von Satz und Satz (siehe Satz )
Dies gilt fiir allgemeine Konstellationen und mag noch in anderen Situatio-
nen hilfreich sein.

Ich mochte H.Esnault und E.Viehweg danken, dass sie mich als Stipen-
diat in ihre Arbeitsgruppe aufgenommen haben. Ganz besonders danke ich
meiner Betreuerin H.Esnault fiir das schéne Thema und die Hilfe bei so vie-
len Fragen. Ich mochte M.Levine und K.Riilling fiir ihr Interesse und ihre
Anmerkungen danken.
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1. ZYKEL

1.0.1. Dieser Abschnitt beschreibt die elementaren Operationen fiir Zykel:
Pushforward, Pullback, duleres Produkt und Vertréaglichkeiten zwischen die-
sen. Alles wesentliche ist aus J.-P. Serre’s “Algebre locale et multiplicités”

[Se].
1.1. Zykelgruppe. Sei X ein Schema von endlichem Typ iiber dem Grund-
korper K und bezeichne mit

XD ={zre X |dm(0,x)=d}
die Punkte aus X der Kodimension d. Es sei Z¢(X) die freie von den Ele-
menten aus X4 erzeugte Gruppe. Wir nennen die Elemente aus Z¢(X)

Zykel und schreiben sie Y n(z)z.
Zu einem Zykel a = Y n(x)r € Z4(X) sei der Triiger durch

supp(a) = | {a}
n(x)#0

definiert. Ein Zykel ist effektiv, falls n(x) > 0 fiir alle .

1.2. Zykel zu einer kohirenten Garbe. Sei F eine kohérente Garbe auf
X und 0 < d < dim X mit codim(supp(F)) > d. Wir definieren zu F einen
Zykel z4(F) =Y n(x)z € Z4(X) durch:

n(z) =lo, x (Fz)

(la(M)= Lénge von M als A-Modul). Da nur F, # 0 sein kann, falls z
generischer Punkt einer irreduziblen Komponente von supp(F) ist, hat F,
fiir alle € X (@ endliche Linge und es gilt supp(z¢(F)) C supp(F).

1.2.1. Additivitit. Seien F', F” kohirente Garben, deren Triger Kodimen-
sion > d hat und
0—-F —-F—=F —0

eine exakte Sequenz, dann ist codim(supp(F)) > d und
2F) = 24F) + 24F").
Denn fiir alle = € X (9 ist
10, x(Fa) = lo, x(F2) +lo, x (Fr).

1.3. Pushforward. Sei X — Y ein eigentlicher Morphismus zwischen K-
Schemata von endlichem Typ, dann haben wir einen Morphismus

fo: ZUX) = 0 ZF(Y) (1.3.0.1)
indem wir
_ J k@) s Ek(f(2)] - () falls dim {f(2)} = dim {«},
fo(2) = 0 sonst

12



fiir alle z € X4 setzen und linear fortsetzen. Dabei ist k(f(z)) — k() eine
endliche Erweiterung, weil f : {z} — {f(x)} generisch endlich ist.
Sind X, Y &dquidimensional, dann ist

f*(Zd(X)) C Zd+dim Y—dimX(Y).

Fiir zwei eigentliche Morphismen f, g ist offenbar (f o g)x = figs.

1.3.1. Alternative Beschreibung. Eine alternative Beschreibung von f, fiir
lokal dquidimensionale Schemata ist folgende. Zerlege X =[], X; in Zusam-
menhangskomponenten und es sei ¥; C Y die Zusammenhangskomponente,
die das Bild von X; enthélt. Wir nehmen an, dass X; und Y; dquidimensional
sind und setzen r; = dimY; — dim X;. Zu einem effektiven Zykel o € Z¢(X)
withlt man eine kohirente Garbe F mit codim(suppF) > d und 2¢(F) = a.

Dann ist
t

f*(oz) — sz+ri(f*f’|xi)'

i=1

In der Tat ist codim (supp( [« Xz)) > d + r; und man sieht leicht, dass
FlFixidy = Saexng T

(d+r;)

fir alle y € Y , sowie

lo,y (Fz) = [k(z) : k(y)] - lo, x (Fz)

fiir alle z € X\ 0 f=1(y).

1.4. Pullback. Sei f : X — Y ein Morphismus von endlichem Typ und
Y ein glattes K-Schema. Wir bezeichnen mit Coh(X) bzw. Coh(Y) die
Kategorie der kohirenten Garben auf X bzw. Y. Der rechtsexakte Funktor
f*: Coh(Y) — Coh(X) kann zu einem Funktor

Lf*: D*(Coh(Y)) — D°(Coh(X))

zwischen den beschrankten derivierten Kategorien abgeleitet werden. Denn
jede kohédrente Garbe F auf Y besitzt eine endliche, lokal freie Auflésung
Feo. Es ist dann

Lf*F = f*F.,. (1.4.0.1)

Fir x € X und y = f(x) das Bild in Y ist
(Lif*F), = Hy(Lf*F); = Tory " (O x, Fy), (1.4.0.2)
wobei die rechte Seite als O, x-Modul aufgefasst wird. Zum Beweis betrachte

(1.4.0.1) und (f*F)z = O, x ®0, y (Fi)y-
13



1.4.1. Definition von f*. Sei A C Y eine abgeschlossene Menge mit codimy A <
d, d.h. fiir alle generischen Punkte a € A ist codimy a = dim(O,y) < d. Es
ist bekannt, dass f~!(A) leer ist oder Kodimension

codimy f~1(A) < d
hat.

Notation 1.1. Sei a € Z4(Y).

Im Fall f~!(supp(a)) = 0 oder codimf~!(supp()) = d sagen wir, dass
gut bzgl. f liegt.

Wir setzen codim()) = co. Dies hat den Vorteil, dass a gut bzgl. f liegt,
falls codim f~!(supp(c)) > d gilt.

Liegt y € Y@ gut bzgl. f, dann fasse @ als Schema mit reduzierter
Strukturgarbe auf und definiere

Fo =3 [ 1o, (Torff(W (ox,x,cof(x)@)) .

zeX(d) J
Man beachte, dass Tor?fm’y (Ow,Xa (’)f(m) @> Trager (als O x-Modul) in
z hat und somit endliche Linge. Es ist offenbar supp(f*(y)) € f~1({y}).
Man setzt f* linear auf Zykel a € Z4(Y) fort, die gut bzgl. f liegen.

Definition 1.1. Wir bezeichnen den Definitionsbereich von f* mit
ZYY); ={a € Z4Y)| «aliegt gut bzgl. f}.

Ist f : Z — Y eine Immersion, dann schreiben wir auch Zd(Y){Z} statt
Zd(Y)f. Fiir Morphismen f1,..., fi bezeichne

ZNY ) tfrgy = N1 Z0(Y ) g,
1.4.2. Alternative Beschreibung. Eine alternative Beschreibung ist folgende.

Proposition 1.4.1. Seia € Zd‘(Y)f ein effektiver Zykel und F eine kohdren-
te Garbe auf Y mit codim(supp(F)) > d, sowie

o :U(F) = a,
e codimf~!(supp(F)) > d.
Dann ist

Frla) = (=1 241 f* F). (1.4.2.1)
J
Beweis. Sei o=}, ¢y n(y)y, dann ist die Behauptung fiir die Wahl F =

Dyey@ (9%) offensichtlich (benutze |1.4.0.2)).

Sei nun F irgendwie gewahlt. Um den Koeffizienten n(x) der rechten Seite

von (1.4.2.1)) zu bestimmen kénnen wir wegen der lokalen Natur von z% und
14




L;f* annehmen, dass X und Y = Spec(A) affin sind. Es ist F = M fiir
einen endlich erzeugten A-Modul M und wir haben eine Filtrierung

0OCM CMyC---CMs=M,
mit Quotienten M;y1/M; = A/p;+1 und p;+1 Primideale. Es ist

s
a= > w
i=1
codim(p;)=d

Lange exakte Sequenzen benutzend ist

> (=174 M) = ZZ 2L Afpi)

J i=1 j
und wir haben zu zeigen, dass
> (=1L frA/pi) =0 (1.4.2.2)
J
fiir codim(p;) > d.
Fiir x € X@ mit f(x) ¢ {p;} ist (L;jf*A/pi)z = O fiir alle j. Also sei
z e X n f~1p;}. Faktorisiere f durch

x D pn sy By

fiir eine abgeschlossene Immersion e : X — A" Setze Z = A™ x Y und
N = p5(A/p;). Es ist

Lif*(A/pi)e = Lj(e, f)*(N)z = TOF?CC’Z (Oz,x, Na)

und 7 ist der Triger von O, x ®p, , N; im lokalen Ring Spec(Oy,z). Au-
Berdem schneiden sich O, x und N, schlecht, d.h.

dim(Og x) + dim(N;) = dim(O; x) + dim(O; z) — codimy (p;)
= dim(O; z) + (codimy (z) — codimy (p;))
< dim(Oy. 7).
Es folgt aus einem der Hauptergebnisse (Chap. V, 3, thm 1) in [Se], dass

. O,
S (1Yo, (T (0., )) =0
J
und somit auch (1.4.2.2]). ([

1.4.3. Funktorialitit. Seien Morphismen X; , X ELN X3 von glatten
Schemata iiber K gegeben und o € Z4(X3) ¢, fyof, -

Proposition 1.4.2. Dann ist f5(a) € Z4(X2)y, und
fifsa=(fao i)'

15



Beweis. Wegen supp(f5()) C fy 'supp(a) und a € Z4(X3) oy, folgt o €
Zd(XQ)ﬁ‘

Es sei ohne Einschrénkung « ein effektiver Zykel. Wihle F mit supp(F) C
supp(a) und z4(F) = a. Es folgt dann mit Proposition (1.4.1)), dass

fi 204—22 Zﬂz (LifTLj f3F).

Damit ist der Koeffizient von f{ f5o vor z € X; @ Qurch
ZZ V)0, . (Lifi Li f5F)a

gegeben. Nun ist Lf{ o L f2 = L(f20 f1)* und wir haben deshalb eine Spek-
tralsequenz
= (Lpf1Lgf3F)z = (Lptq(f20 f1) F)a-

Man benutzt jetzt, dass die Eulercharakteristik (alternierende Summe iiber
die Lingen) eines (beschrinkten) Komplexes gleich der Eulercharakteristik
der Homologie ist, um

Z Z D™ lo, x, (Lif{ Lif3 F)e = Y _(=)*lo, x, (Ls(f20 /1) F)s
k
und die Behauptung zu folgern. O

1.5. AuBeres Produkt. Seien X und Y zwei Schemata von endlichem Typ
iiber K. Wir definieren fiir alle Zahlen d;, ds ein dufleres Produkt

mxy : ZM(X) @z Z%(Y) — 2972 (X x g Y)

indem wir z®y fiir z € X(@) und y € V(%) quf zh+dz <Oﬁx{ }) abbilden,

wobei {z} und {y} als Schemata mit reduzierter Strukturgarbe aufgefasst
sind. Zwei Zykel o = Yy n(z)r und g = Zer(d2) n(y)y bilden auf

m(a® B) =3 c(xx oy) @ +dz) (a)a mit
n(p1(a)) - n(p2(a)) - Z(Oa,i{pda)}xi{pg(a)})’
n(a) = falls py(a) € X (@) und po(a) € Y42,
0 sonst,

ab.
Offenbar ist

supp(mx,y (@ ® §)) C py 'supp(ar) N py 'supp(3).
Fir Morphismen f1: X7 — X,...,fs: Xs—=Xund g1 : Y1 — Y, ...
co g Yy > Y st
mX’Y <Zdl (X){f177f8} ®Z Zd2 (Y){glv“'agt}) C Zd1+d2 (XXKY){f1><glv“~’fSth}

weil (f; x g;)~'supp(m(a ® B)) C py ' f; 'supp(a) N py ' g; 'supp ().
16



Das duflere Produkt ist assoziativ, d.h. fiir alle X,Y, Z ist
mxxy,z © (mxy ®id) = mxyxz o (id ® my,z).

1.5.1. Alternative Beschreibung. Seien o und 3 effektiv und es sei F eine
kohirente Garbe auf X mit codim(supp(F)) > di, 2% (F) = «, analog defi-
niere G auf Y.

Lemma 1.5.1. Es ist
mxy(a® B) = 22 (pjF @ p3G).

Beweis. Sei a € (X xx YV)(+d) mit pi(a) € X@) und pa(a) € Y4,
denn fiir andere Punkte verschwindet der zugehorige Koeffizient auf beiden
Seiten. Wir setzen z = pi(a) und y = pa(a).

Um den Koeffizienten von a in 24492 (pi F ® p5G) zu bestimmen kénnen
wir X und Y affin annehmen. Aulerdem koénnen wir annehmen, dass zu F
eine Filtrierung

0CFARC  CF=F
mit Fipq/F; = Om und zu G eine Filtrierung
0cGCc---CG =g

mit Gi11/G; = (’)m existiert ({2}, {y} mit reduzierter Struktur).
Dann sind

0CpiF1®p3G C -+ Cp1Fs @p3G = piF @ pag
0 CpiOLy ®PaG1 C -+ C P10y ® paGr = piOgy @ P3G
Filtrierungen zu piF ® p3(G) bzw. p‘l‘(’)m ® p3G mit Quotienten
105y ® 39 bzw. piOry ® pyOp v Es ist deshalb
104 xxy PIFOP2G)a = L0, x (Fz) - 10, x v (P1O77 © P39 )a
= lOm,x (Fz) - lOy,y (gy> ) lOa,Xxy(pTO@ ®p30@)a
=lo, x(Fz) -lo, v (9y) 1o, x.v (O, Gycipp):
was die Behauptung zeigt. O

1.5.2. Kompatibilitdt mit Pushforward. Sind X4 ER Y1, Xo ER Yy zwel ei-
gentliche Morphismen zwischen &quidimensionalen Schemata. Setze r1 =
dim(Y1) —dim(X;) und r2 = dim(Y2) —dim(X3), dann ist 71 +72 = dim(Y] x
Y3) — dim(X; x X3) und das Diagramm

Zd (Xl) &® Zd2(X2) M Zd1tdz (Xl X Xg)
f*®g*l J{(fxg)*
Zd1+r1 (Yl) ® Zd2+r2 (sz) myy,Yy Zd1+d2+r1+r2 (Yl X YZ)
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ist kommutativ. Mit der Beschreibung von Pushforward und duflerem Pro-

dukt mit Garben ,, folgt die Aussage aus
(f x 9)«(P1(F) ® p3(G)) = p1.«(F) ® pag«(9)

fiir alle quasikohérenten Garben F,G.

1.5.3. Kompatibilitdt mit Pullback.

Proposition 1.5.1. Sind f1 : X1 — Y7 und fo : Xo — Yo Morphismen und
Y1,Ys glatt, dann ist das Diagramm

my;,Yy

Zdl (Yl)ﬁ & Zd2 (Y2)f2
ff@f;l l(fmfz)*

mx,,Xo

Zd1+d2(Y1 X Y?)flez
74 (X)) ® Z2%(Xy) Zh+d2 (X x X5)

kommutativ.

Beweis. Aus der Beschreibung von Pullback und duflerem Produkt mittels
Garben (Proposition [1.4.1)),(1.5.1]), sieht man, dass es gentigt

Li(f1 x f2)* (01(F) © p3(9)) = @D piLifiF @ psLif3G
i+j=k

fiir alle kohdrenten Garben F,G zu zeigen.

Dagzu sei F, eine Auflosung von F durch Vektorbiindel und G, eine Auflésung
von G durch Vektorbiindel, dann ist pjFe ® p5Ge eine Auflésung von piF ®
p5G. Nun ist

Hi((f1 x f2)" (p1Fe ® p3Gs)) = Hi(p1f1 Fe ® P3f3Ge)
= P HipifiFe) ® Hi(p515Gs)

i+j=Fk

= @ pi1Hi(fiFe) ® pyH;(f3G)
i+j=k

= P PiLfiFRp5Lif56
i+j=Fk

Das zweite Gleichheitszeichen folgt daraus, dass fiir jede quasikohérente Gar-
ben F' auf X; und jeden Komplex G, von quasikohirenten Garben auf X,

Hy(piF' @ p3G,) = piF @ Hi(p5G,).
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1.6. Vertriglichkeit von Pullback und Pushforward. Seien f: X —
Y und 7: Y’ — Y transversale Morphismen von glatten Schemata iiber K,
d.h. das Faserprodukt X’ im cartesischen Diagramm

o
/—>X

f’l lf

pu
/————>Y

ist glatt und fiir alle 2’ € X’ ist
dimx/ X/ — dima(x/) X = dlmf/(l,/) Y, — dimfa(ac/) Y. (1600)

Lemma 1.6.1. Ist 7 ein eigentlicher Morphismus und oo € Z4(Y") liege gut
bzgl. f', dann liegt T, gut bzgl. f und es gilt

o fa = frra. (1.6.0.1)

Beweis. Ohne Einschrinkung seien Y', Y zusammenhéingend.

Da o(f"~1(y)) = f~1(7(y)) fiir alle y € Y ist, folgt aus (1.6.0.0), dass
T a gut bzgl. f liegt.

Um ([1.6.0.1)) zu zeigen faktorisiere f in

— X

X/
(o) | | i

Txid

YV'xX —— Y xX

b

V' T, v
Man reduziert so auf die beiden Fille: f ist flach oder f ist abgeschlossene
Immersion.

Ist f flach so gilt Lf* = f*, Lf™ = f™* und
O'*fl*f: f*T*f

fiir alle kohdrenten Garben F und die Behauptung folgt aus Beschreibungen
von Pushforward und Pullback mittels kohérenter Garben in (1.3.1)) ,(1.4.1]).

Sei f eine abgeschlossene Immersion. Setze
Z ={y €Y |dim(7"(y) Nsupp(a)) > 1}

dann folgt aus codim(f'~'supp(a)) > d, dass Z N X in X Kodimension
> d+dim Y —dim Y’ hat. Man kann deshalb Z von Y entfernen und 7 |supp(a)
endlich annehmen. Auflerdem kann man Y affin annehmen und X C Y ein
vollstédndiger Durchschnitt.
Sei nun F kohiirent mit supp(F) = supp(a) und z¢(F) = a (ohne Ein-
schrinkung sei « effektiv). Wenn A'O{“/ — Ox die Koszul-Auflésung von
19



Ox bzgl. eines reguldren Parametersystems bezeichnet, dann ist
(Li [*7F) = Hj(A*O} ®o, :.F)
= H;(r.(A*0%: ®0,, F))
= 7. (H;(A*0} @0, F)) , da T |aupp(r) endlich ist,
= 0w (L " F).
Es folgt die Behauptung nach Ubergang zu den Zykeln.

20



2. DIE KATEGORIE M

2.0.1. Es bezeichnet weiterhin K den Grundkorper. Wir werden uns auf
Betrachtung von glatten Schemata iiber K beschranken.

2.1. Konstruktion von M™.

2.1.1. Objekte. Die Objekte in M™ sind Tripel (X, S, a), wobei X ein glat-
tes K-Schema und S = {X1,...,X,,} eine endliche Menge von lokal abge-
schlossenen, glatten Unterschemata von X ist, die X enthélt, und a ist eine
lokalkonstante Abbildung a : X — Z.

2.1.2. Morphismen. Ein Morphismus (X, S,a) — (Y,T,b) in M* ist durch
ein glattes K-Schema Z und zwei Morphismen von Schemata

xLzsy (2.1.2.1)

gegeben, so dass folgendes erfiillt ist:

(1) g ist ein eigentlicher Morphismus,

(2) fir alle Y; € T und jede Zusammenhangskomponente (Y; xy Z)’
von Y; Xy Z existiert ein X; € S und ein glatter Morphismus ¢ :
(Y; xy Z)' — X, so dass

Yjxy Z2) —— Z
o) |7
kommutativ ist,
(3) fiir jedes Y; € T und jeden Punkt z € Y Xy Z ist
b(g(22)) — a(f(z2)) = dimy, ) Y; — dim, ¥; xy Z.
mit zo = pa(2).
Zwei Morphismen von (X, S, a) nach (Y, T,b) gegeben durch X Lzy
und X <= 77 L v sind genau dann gleich, wenn ein Isomorphismus Z LNy
mit f = f'¢,g = ¢'¢ existiert.

Bemerkung 2.1. Aus Bedingung (2) und (3) folgt, dass g : Z — Y transversal
zur Immersion Y; — Y fiir alle Y; € T ist. D.h. Y xy Z ist glatt (folgt aus
(2)) und fiir jeden Punkt z € Y; xy Z ist

dim

g(z2) ¥ = dimypy () Z = dimy, () ¥ — dim. ¥j >y Z.

Dies folgt aus (3), da beide Seiten b(g(z2)) — a(f(22)) entsprechen.
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2.1.3. Komposition in M™. Fiir Morphismen X «— Z; — X5 von (X1, S1,a1)
nach (Xg, S2,a2) und Xy «— Zs — X3 von (X2, 53, as) nach (X3, Ss, a3), bil-
de die Komposition in M* durch:

X1 — Zl X X, ZQ — Xg. (2131)

Die erste Bedingung aus ist klar. Zur zweiten Bedingung sei X3 ; €
S3 und eine Zusammenhangskomponente (X3 j X x, Z2 X x, Z1)' von X3 ; X x,
Zy X x, Z1 gegeben. Sei (X3 ; X x, Z2) die Zusammenhangskomponente von
X3 X x4 Zo, die das Bild von (X3, Xx, Z2 xx, Z1) unter der Projektion
enthélt. Es existiert Xo; € Sy und ein glatter Morphismus ¢ : (X3, Xx,
Z3)! — Xs; mit entsprechenden kommutativen Diagramm. Ist (X2 ;% x, Z1)’
die Zusammenhangskomponente, die das Bild von (X3 ; X x, Za X x, Z1)’ unter
¢ x id enthilt, dann existiert ein X;; € S1 und ein glatter Morphismus
Y (Xoi Xx, Z1)) — Xip mit entsprechenden kommutativen Diagramm.
Die Komposition

) ¢xid ;Y
(X35 Xx3 Z2 Xx, Z1) — (X2, xXx, Z1) — Xup (2.1.3.2)
ist glatt und erfiillt die Bedingung. Die dritte Bedingung ist auch leicht
nachzurechnen.

2.2. Addition. Fiir Morphismen «, 5 € Hom .+ ((X,S,a), (Y,T,b)) gege-
bendurcha:XiZﬂYundﬂ:XLZ’LYdeﬁniere

atp=x 0 7 [z L2y, (2.2.0.3)

Es ist leicht zu sehen, dass a+5 € Hom+ ((X, S, a), (Y, T,b)) ist. Bezeichne
mit 0 € Hom v+ ((X, S, a), (Y, T,b)) den Morphismus gegeben durch

Xe—0-Y (2.2.0.4)
Die Addition (2.2.0.3) und die Null (2.2.0.4) machen Hom 4+ ((X, S, a), (Y, T,b))

zu einem Monoid. Komposition vertauscht auch mit Addition und ist mit
der Null vertréglich.

2.3. Kategorie M. Wir definieren eine neue Kategorie M deren Objekte
mit denen aus M {ibereinstimmen und deren Morphismen

Homp ((X, S, a), (Y, T,b)) durch die universelle abelsche Gruppe zu

Hom + ((X, S,a),(Y,T,b)) gegeben sind. Die Komposition von Morphis-
men aus M™T gibt wegen vertriiglichkeit mit der Addition und der Null auf
eindeutige Weise eine Komposition fiir M, die wiederum bilinear ist.

Ein Funktor MT — C in eine additive Kategorie C der Addition von
Morphismen und den Nullmorphismus respektiert faktori-
siert in eindeutiger weise iiber M und induziert auf den Morphismusmengen
Abbildungen von abelschen Gruppen.
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2.4. Summen. Seien (X1,S51,a1),...,(X¢, St,a;) Objekte in M dann defi-

niere

(X8 00) = (HXzs{HXé | X e Si},]_[ai> . (2.4.0.5)

1

Wir haben natiirliche Morphismen (X, S;,a;) — [1;(Xi,Si,a;) gegeben
durch
Xi— X; — HXu

und fiir alle Y € M ist der natiirliche Morphismus von abelschen Gruppen

7

Hom (]_[ (Xi,Si,ai),Y> = @ Homp (X5, Si,a:),Y)  (24.0.6)
i
ein Isomorphismus mit inverser Abbildung (induziert durch)

(a1, a) = (X1 Lz =Y, Xz~ Y) e

HXZ-MHZZ-HY.
7 7

2.4.1. Additive Kategorie. Die leere Menge () ist das Nullobjekt in M, denn
zu jedem Y € M existiert genau ein Morphismus Y — () bzw. § — Y
gegeben durch Y «— ) — @ bzw. ) +— 0 — Y.

Insgesamt erhalten wir

Proposition 2.4.1. Die Kategorie M ist additiv.

2.5. Tensorprodukte. Zu Objekten (X, S, a), (X', S, a’) in M definiere

(X,S,a) X (X',S',a') = (X XK X/,{Xi X K X]/ ’ X; € S,XJ, S Sl},
2= a(p1(2)) + d'(p2(2)))

als Objekt in M.

XL z%ywmdx Lz Ly Morphismen in M™ definieren wir
durch

Xx X I gz 29y oy
einen Morphismus in M und einen Funktor
X : M x MT — M

der (eindeutig) zu einem biadditiven Funktor M x M — M erweitert.
Zusammen mit dem Einsobjekt (Spec(K), {Spec(K)},0) ist damit M eine
Tensorkategorie.
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2.6. Komplexe. Wir bezeichnen mit Cy(M) die Kategorie der beschriank-
ten Komplexe von M. Diese ist wieder eine additive Kategorie. Die Trans-
lationsfunktoren C(M) — C(M) sind fiir jedes A € C(M),n € Z, durch

Alnlm = Am—n, dA[n} = (=1)"da
definiert.
Zu einem Morphismus ¢ : A — B in C(M) ist der Kegel durch

d
COH8(¢) =B&® A[l]v dcone(¢)) = < OB d:f[l})
definiert. Wir haben ein Dreieck
A — B — cone(¢) — A[1]. (2.6.0.1)

Da M eine Tensorkategorie ist, ist auch C,(M) eine Tensorkategorie mit

(A®B)m= €& Am @ B,

mi1+mo=m
dA®B | A, @By = da ®1dp + (=1)™ids ® dp
sowie
1/}1473 c:A®B—>B®A, ’Am1®Bm2: (—1)m1'm21d3m2 (=) idAml
und Einselement (Spec(K), {Spec(K)},0) (im Grad=0).
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2.7. Komplexe assoziiert zu Konstellationen.

2.7.1. Konstellationen. Sei (X, S, a) ein Objekt aus M und Y7, ...Y, glatte
abgeschlossene Unterschemata von X.

Fiir ein I € P, := {Teilmengen von {1,...,r}}, I = {lo, I1,..., I}, setzen
wir

Y[ = on XX"‘XX}/IN fallsI;é@, undY@ = X.
dfn dfn

Definition 2.1 (Konstellation). Wir sagen, dass (X, S,a);Y1,...,Y, eine
Konstellation ist, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) fiir alle I € B, und alle X! € S ist Y7 N X} :=Y; xx X/ glatt,
(2) fiir alle I € P, sowie X| € S und Punkte y € Y7 N X/, gilt

dim, (Y7 N X]) = dim, Y; — dim, X + dim,, X/.

Man beachte, dass X € S, insbesondere sind alle Y7 glatt.
Falls S = {X} ist, dann sagen wir, dass X;Y7,...,Y, eine Konstellation
ist.

Die Bedingungen (1) und (2) bedeuten, dass jeder Durchschnitt Y7 trans-
versal zu jedem Element X; € S ist.

2.7.2. Notation. Fiir das Objekt (X,{X}, a) aus M schreiben wir X (a) und
fiir X (0) schreiben wir manchmal einfach X.

Sei (X, S,a) ein Objekt aus M und Y C X ein glattes Unterschema, so
dass fiir alle X; € S das Schema X;NY := X; x x Y glatt ist, dann schreiben

wir (V.5,) = (V.{X;NY | X; € 5}.b).

Ferner bezeichnen wir mit dim X die lokal konstante Funktion X —
Z, x — dim,(X). Restriktionen lokal konstanter Funktionen werden manch-
mal nicht notiert, so ist z.B. (Y, .5,dim X) = (v, S,dim X |y).

Wir benutzen die Notation und die Definitionen aus dem Anhang (A.1]).
Es bezeichnet B, die Menge aller Teilmengen von {1,2,...,r} und B, 4 C B,
die Elemente der Ordnung d. Durch Inklusionen von Mengen ist 3, eine
Kategorie. Zu I € B4, I = {lo,...,Ig—1} und Iy < I} < -+ < I,
schreiben wir Oyl := I — {I}. Zu einem Funktor F : P’ — C in eine
additive Kategorie C sei ein Komplex in Cj(C) durch

—~ P FrnL P Fu)—...
Iem'r,s [E‘nr,s—l
deg=s deg=s—1
und d |ppy= Z;%)(—l)kF(I — OkI) gegeben. Dual dazu kann man zu
jedem Funktor F': ‘B, — C einen Komplex definieren.
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2.7.3. Definition von {((X,S,a),U;Y;).
Zu einer Konstellation (X, S,a);Y1,...,Y, (Definition sei
(X,S,a),U;Y;) in Cp(M) der Komplex zum Funktor (siehe Anhang |A.1])
B - M
I— (Yr,5,a—dim X +dim Y7)
(IDJ)— (Y7 <Y SY)) (siche 21.2)).

Man beachte, dass ((X, S, a),U;Y;) nicht definiert werden kann, falls Be-
dingungen (1) und (2) aus Definition (2.1)) nicht gelten, weil dann (Y; «—
Y; <, Y;) im allgemeinen kein Morphismus in M ist.

2.7.4. Induktive Konstruktion. Wir haben einen Morphismus von Komple-
xen

t:((Y1,S,a+dimY; —dim X),U;_,Y1 NY;) — ((X,S,a),U_,Y;)
durch
(Y1NYr,S,a+dimY,NY; —dim X) — (Y7,5,a +dim Y7 — dim X)
YinY: =Yiny; =y,

fir alle I € B({2,...,r}) = {Teilmengen von {2,...r}}.
Man rechnet leicht nach, dass

(X, S,a),U;Y;) = cone(r). (2.7.4.0)
2.7.5. Definition von ((X, S,a),U;Y;)*.

Wir definieren hier die “duale Version” von ((X, S, a),U;Y;), sei also (X, S, a)
ein Objekt aus M und Y7,...Y, glatte abgeschlossene Unterschemata von
X.
Wir nehmen an, dass Y7, ...,Y, folgende Bedingung erfiillt:
(1) fiir alle Indizes I € B, und alle X] € S ist Y7 N X/ := Y xx X]
glatt.
Setze T :={Y;NX; | X; € S,I € B, }. Wir definieren (siehe Anhang|A.1)
einen Komplex ((X, S,a),U;Y;)* in Cy(M) durch den Funktor

PBr — M
I— (Y7, T,a)
(IcCJ)— (Y <Y =Y.
2.7.6. Induktive Konstruktion. Wir haben einen Morphismus von Komple-
xen

Co((X,SU{YIN X | X €8 a), Ui Yt — ((Y1,5,a),Ui_x Y1 NY;)*
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durch
(Y17T7a) - (YleYbTaa)
Y, 2 YinY; S viny,

fir alle I € P({2,...,7}).
Man rechnet leicht nach, dass

(X, S,a),U;Y;)" = cone(t")[—1].
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3. HOHERE CHOWGRUPPEN

3.0.7.  Wir wiederholden in diesem Abschnitt die Konstruktion von Blochs
Zykelkomplex Z* (X, xx) fiir ein algebraisches Schema X ([BI1]). Es ist leicht
die Konstruktion auf Objekte aus der in Abschnitt definierten Kategorie
Cy(M) zu iibertragen und wir erhalten einen additiven Funktor

Z*(,xx) : Cp(M) — C4((graduierte abelsche Gruppen))

in die nach oben beschrinkte Komplexe. Das Differential ist durch d,, :
Z*(X,m) — Z*(X,m — 1) gegeben, das Sternchen in Z*(X, m) gehort zur
Graduierung.

Die hoheren Chowgruppen sind nach Bloch als Homologie des Zykelkom-
plexes Z*(X, #x*) definiert:

CH*(X,m) i H,, Z* (X, *x).

Dabei erhélt man fiir m = 0 die iiblichen Chowgruppen eines algebraischen
Schemas X. Bloch hat fiir die hoheren Chowgruppen als Verallgemeinerung
des Cherncharakters einen Isomorphismus (fiir X quasiprojektiv iiber K)

Kn(X)y) = CHY(X,m) ®2 Q,

von dem Gewicht n-Anteil der hoheren K-Theorie aus abbildend, konstru-
iert. Deshalb stehen die hoheren Chowgruppen zur algebraischen K-Theorie
in gleicher Relation wie die singuldre Kohomologie von topologischen Rdum-
en zur topologischen K-Theorie.

In der Tat gelten die hoheren Chowgruppen als Kandidat fiir die moti-
vische Kohomologie der noch zu konstruierenden Kategorie der gemischten
Motive.

Die tiefsten Resultate, die wir benutzen werden, sind so genannte “Mo-
ving” Lemmata. Eine fundamentale Eigenschaft von Blochs Zykelkomplex
ist das ausgezeichnete Dreieck zur Situation

yf_L>X<L)X -,
mit einer abgeschlossenen Immersion ¢, gegeben durch
ZX(Y, %%) 25 Z¥(X, #%) 7, Z* (U, *x) 1,

Bloch hat dies in [BI2] bewiesen (fiir X quasiprojektiv).

Ein nicht so tiefes Resultat zum Bewegen von Zykeln ist folgendes. Sei S
eine endliche Menge von lokal abgeschlossenen Untervarietdten von X, dann
kann man einen Unterkomplex

Z* (X, xx)g C Z* (X, *x),

bestehend aus denjenigen Zykeln, definieren, die X gut schneiden. Ist X affin
oder projektiv, dann ist die Inklusion ein Quasiisomorphismus. Die Aussage
ist wohlbekannt und ist in [Le] fiir X affin und in [BII] fiir X projektiv
bewiesen.
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3.1. Zykelgruppen fiir Objekte aus M.

3.1.1. Den Translationsfunktor bei graduierten abelsche Gruppen definie-
ren wir so: fiir eine graduierte abelsche Gruppe A und n € Z ist A(n)? =
A"t Ist A eine abelsche Gruppe, so steht also A(—n) im Grad n.

3.1.2. Fir (X, S,a) € M (zur Definition der Kategorie M sieche Abschnitt
2|) setzen wir in der Notation aus (|1.4.1)

Z*(X, S, a) i &y P 24X (xinx xiesy (—d + a(X))).
X'cx d
X' ist Zshgskomp.
(3.1.2.1)
Fiir einen Morphismus & : (X, S,a) — (Y, T,b) in M™ gegeben durch X i
Z %Y haben wir:

Lemma 3.1.1.

(1) Fiir alle Zusammenhangskomponenten X' von X ist

ZUX" (xinxrxiesy © ZHX)y.

(2) Fiir eine Zusammenhangskomponente Z' C Z sei Y' C Y die Zu-
sammenhangskomponente, die g(Z') enthdlt. Dann ist

ge(frar|zr) € 27PNV e yyviery
f’[l:’f’ alle S Zd(X/){XiﬂX"XiES}'
Als Folgerung von Lemma erhéilt man, dass
Z*(h): Z*(X,S,a) = Z*(Y,T,b)

. 3.1.2.2
a— g.(fa) ( )
wohldefiniert ist.
Beweis zu Lemma . Zur Aussage (1): Fiir Y; € T und
a € ZUX')x,nx| x5y ist

codim(f~supp(a) N (Z xy Y;)) > codim(supp(a)), (3.1.2.3)

denn fiir jede Zusammenhangskomponente (Z Xy Y;)' von Z xy Y; existiert
nach (2.1.2) Bedingung (2)) ein X; € S und ein glatter Morphismus ¢ :
(Y; xy Z) — X, so dass

(V) xy 2) —— 7

gl |7
X; — X
kommutativ ist. Da « gut bzgl. X; liegt, folgt (3.1.2.3)).

Die Aussage (1) ergibt sich aus (3.1.2.3) mit Y; =Y.
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Zur Aussage (2): Da dimY’ —dim Z’ = b(Y’) — a(X’) nach (2.1.2) Bedin-
gung (3)) ist
g*(f*oz |Z’) e Zd+b(Y’)_a(X/) (Yl)
Wir haben zu zeigen, dass g.(f*« |z/) gut bzgl. Y; fir alle j liegt. Nach
Bemerkung (2.1) liegt Y; transversal zu fiz : Z' — Y und da f*a |z

gut bzgl. Z' xy Y; liegt (nach (3.1.2.3))) folgt die Behauptung aus Lemma
(1.6.1]). O

Proposition 3.1.1. Durch (3.1.2.1) und (3.1.2.2) ist ein Funktor

7* : MY — (graduierte abelsche Gruppen)
definiert, der Addition von Morphismen und Null respektiert.

Beweis. Es ist Z*(id) = id klar und wir miissen
Z*(k) o Z*(h) = Z*(k o h) (3.1.2.4)

fiir zwei Morphismen h € Hom y+ ((X1, S1,a1), (X2, S2, a2)) und

k € Hom g+ ((X2, S2, a2), (X3, 53,a3)) gegeben durch X; oz 2 X, und
X5 s Zo LN X3 zeigen. Die Komposition k o h ist nach Definition durch
X, Jap 21 Xxy Lo Fap2, X3 gegeben. Nun ist ho transversal zu ki, denn

fiir alle z € Zy xx, Z5 ist

dimpl(z) 71— dimhgpl(z) X9 + dimm(z) 79

= a1(hip1(2)) — az(hapi(2)) + dimy,, () Z2
= dimy,,, () X3 — az(kapa(2)) + a1(hipi(2))
= dimz 71 X Xy Za

durch sukzessives Anwenden von (2.1.2) Bedingung (3)). Es folgt kjho, =
p2«p; mit Lemma (1.6.1) und daraus (3.1.2.4).
Es ist offensichtlich, dass Z* Addition von Morphismen und die Null re-

spektiert. ([l

Da die graduierten abelschen Gruppen eine additive Kategorie sind er-
weitert man Z* eindeutig zu einem additiven Funktor

Z* : M — (graduierte abelsche Gruppen). (3.1.2.4)

Wir bezeichnen mit Z¢ : M — (abelsche Gruppen) den (additiven) Funk-
tor gegeben durch die Komposition von Z* und der Projektion auf den
Grad = d Anteil.

3.1.3. Kompatibilitit mit dem Tensorprodukt. Fiir Objekte (X, S, a), (Y, T,b)
in M haben wir, wie in Abschnitt ein dufleres Produkt

m: Z*(X, S, a) ®z Z*(Y,T,b) — Z*((X, S, a) x (Y,T,b)).
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Aus der Kompatibilitdt mit Pullback (1.5.3) und Pushforward (1.5.2))
folgt, dass m ist ein Morphismus von Funktoren

M x MEEL (gr. ab. Gr.) x (gr. ab. Gr.) sz (gr. ab. Gr.)
\ im
Z*
M (gr. ab. Gr.)
ist. Fiir Objekte X1, X9, X3 in M ist

MX % X5,X5 © (M, x, ®id) = mx; x,xx5 0 (Id ® mx, x;).
3.2. Definition von Blochs Zykelkomplex.
3.2.1.
Definition 3.1. Wir bezeichnen mit [J das Objekt in M gegeben durch
0 = (A {47,{0}, {1}},0).
Wir setzen 00" = 0O x - - - x O als n-faches Tensorprodukt in M (fiir n > 1).
Und O0° = (Spec(K), {Spec(K)},0).
Bemerkung 3.1. Man kann, und das ist iiblicher, [J alternativ durch
O= (P! — {1}, {P" — {1}, {00},{0}},0)

definieren. Es ist eine Frage der Darstellung. In Abschnitt [9] werden wir mit
dieser alternativen Definition arbeiten.

Wir haben zwei Morphismen 9 : 0 — 0% und 8° : O — [° (in M)
gegeben durch

o' = A & Spec(K) — Spec(K),
9" = A &£ Spec(K) — Spec(K),

wobei ¢1 die Inklusion im Punkt 1 und ¢ die Inklusion im Punkt 0 ist. Fiir
n > 1 definieren wir o : O" — 071! durch id x --- x 9° x --- x id fiir
i

1 <i<mnundee{0,1}. Wir setzen

dp :O" 0O d, =) (=1)48Y —d}).

M-

Il
—

7

Fiir 1 < j < n definieren wir p; : 0"~! — 0" (in M) durch

An—l (ﬁ AP =, A™
wobei p; die Projektion pi(z1,...,2,) = (z1,...,2j,...,2,) ist.

Die folgenden Identitéten sind leicht nachzupriifen.

Lemma 3.2.1. Es ist

e dyodyi1 =0 flirn>1,
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pjfl(a? — 311) falls 1< j,
o (9] = 9})p; = {0 falls i = j,
pi(0y —01y)  fallsi>j.
3.2.2. Definition. Wir definieren nun einen Funktor
Z*(,xx) : M — Cy(graduierte abelsche Gruppen) (3.2.2.1)

in die nach unten beschrinkten Komplexe graduierter abelscher Gruppen.
Fiir X aus M bezeichnen wir Z*(X, xx) als (Blochs) Zykelkomplex zu X.
Dazu setzen wir fiir alle m > 0 und X € M:

Z*(X,m) = Z*(X x O™)/ iBild(Z*(idX % ;). (3.2.2.2)
j=1

Man bezeichnet Z;n:l Bild(Z*(idx x p;)) als degenerierte Zykel.
Mit Differential Z*(idx X d,,) ist

Z (X, xx) ... — Z5(X,2) — Z%(X,1) — Z*(X,0)

wegen Lemma (3.2.1)) ein Komplex (Z*(X,0) im Grad= 0). Wiederum sieht
man leicht, dass Z*( ,*x) ein additiver Funktor ist.

3.2.3. Kompatibilitit mit dem Tensorprodukt. Fir X,Y € M wird durch
m: ZN(X xO™) @z Z(Y xO™) - Z*(X x O™ x Y x O0"™)

(siehe (3.1.3)) zusammen mit Vertauschung von Y und 0" ein Morphismus

Z5(X,m1) @ Z*(Y,m2) — Z*(X x Y, m1 + mg) (3.2.3.1)
induziert. Wir bekommen so einen Morphismus von Komplexen
mxy : Z5(X, %) @ Z*(Y, %x) — Z*(X x Y, *x) (3.2.3.2)

der funktoriell im Paar (X,Y") ist.
Fiir Objekte X1, X9, X3 in M ist

Mmx;xX,,X3 © (mX17X2 ® id) = MX;,XaxX3 © (id ® sz,Xs)'

Fiir Objekte X,Y in M sei 7 : X x Y — Y x X die Permutation der
Faktoren.

Lemma 3.2.2. Das Diagramm
Z5(X, xx) @ Z*(Y, %) —Xs Z¥(X X Y, x%)
J z*(m)l (3.2.3.3)
ZH(Y, 5%) @ Z*(X, %) —55 Z5(Y x X, #%)

kommutiert bis auf Homotopie.
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Beweis. Um eine Homotopie zu beschreiben definiere man zu m > 0 und
0 < n < m einen Morphismus von Schemata ¢, : A™1 — A™ durch

(tl, e ,tm+1) =

(tmfn+27 tmfn+3a cee 7tm> tl + tm+1 - tl : thrl, t27 t3, tmfn%»l)

n

Es ist leicht zu sehen, dass
(idx X ¢p)* : Z*(X,m) = Z*(X,m+ 1)

fiir alle Objekte X aus M wohldefiniert ist ((idx X ¢,)* bezeichnet den
Pullback fiir Zykel (1.4)). Bezeichne P, : O™ — O™ die Vertauschung der
Faktoren (1" x (™™™ — ™™™ x 0", dann rechnet man leicht nach, dass

(0 — N (idx x ¢,)* =

idx x Py fir i =1

(idx X cn)* 0 (02,1 — Ofnq) firl<i<m+1-—n
(idx X cn1)* 0 () 110 — O 14y) firm+1—n<i<m
idx X P,_1 fiir i = m + 1.

Wir definieren die Homotopie
K : Z"( X, xx) @ Z*(Y,xx) — Z*(Y x X)[+1]
durch (m :=mj + mg)

Z5(X,m1) ® Z*(Y,mg) =5 Z%(X x Y, m)

21 gy x X, m)

- Z (Y x X,m+1)
mit drittem Pfeil gegeben durch Zzl:ll(—l)"'(m*l)(idyXX X ¢p,)*. Man rech-
net nach, dass
dzx (v x X px) © K + K 0 dge(y oz (X,0) = £ (T, %%) o mMxxy — Myxx 00,
mit o @ Z*(X, %) @ Z*(Y, %x) — Z*(Y, **x) ® Z*(X, *x) der natiirliche Mor-
phismus. U

Bemerkung 3.2. Die im Lemma [3.2.2] angegebene Homotopie ist funktoriell
in den Argumenten (X,Y).

3.2.4. Wir erweitern den Zykelkomplex aus (3.2.2.1)) in offensichtlicher wei-
se zu einen additiven Funktor

Cyp(M) — Cp(C4 (graduierte abelsche Gruppen)), (3.2.4.1)

der mit den Translationsfunktoren vertauscht und Kegel in Kegel iiberfiihrt
(zu den Definitionen siehe (2.6))). Auerdem erhalten wir durch Erweiterung
33



von (|3.2.3.2) einen Morphismus von Funktoren

Cy(M) x Ch(M) —= Ch(C (gaG)) x Cy(C'y (gaG.)) ——= Cy(C4 (gaG))

\ lm

Cyp(M) Co(C(gaG.)).

Um einen Funktor
Z*(,*%) : Cp(M) — C4(graduierte abelsche Gruppen) (3.2.4.2)
zu erhalten bilden wir die Komposition von mit dem Funktor
Ass : Cp(Cy(gaG.)) — Cy(gaG.),

der jedem (naiven) Doppelkomplex den assoziierten einfachen Komplex zu-
ordnet. Wir wiederholen die Definition und einige Eigenschaften von Ass im

Anhang (A.3]).

3.3. Elementare Eigenschaften von Blochs Zykelkomplex.

3.3.1.  Aus den Eigenschaften von Ass in ((A.3|) sieht man, dass der Zykel-
komplexfunktor

Z*(,*%) : Cp(M) — C4(graduierte abelsche Gruppen)
(aus (3.2.4.2) ein additiver Funktor ist, der Translation und Kegel respek-

tiert.

3.3.2. Tensorstruktur. Durch Erweiterung von (3.2.3.2)) bekommt man (mit-
tels (A.3.2.1))) einen Morphismus

Mx,va) 2 (Xeyx%) @ Z% (Yo, %%) — Z%(Xe X Yo, %%), (3.3.2.1)
funktoriell im Paar (X,,Y,) aus Objekten von Cp(M). Explizit hat man

M(Xe,Ye)

Z*(Xeo,x%) @ Z*(Ye, *%) Z*(Xe X Yo, %%)

74X, §) © 2*(Yart) X TEEE D pe(x v o).

Es gilt
mXo XY.7Z. © (mX.,Y. ® ld) = mX.ch XZ. © (ld ® mYo,Zo)'

Bezeichnet 7 : Xq X Yo — Y, x X, die Vertauschung der Faktoren, dann
kommutiert das Diagramm

Z*( X, %%) @ Z* (Yo, 4%) ——— Z*(Xq X Yo, %%)

| |z

Z* (Yo, #%) @ Z*(Xo, #%) ——— Z*(Yo X X, %%)
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bis auf Homotopie. Man kann dazu die Homotopie aus (3.2.3)), zusammen
mit einem Vorzeichen €(myq,1,j) = (—1)"™I++7,
Z5(Xsmy — i) ® Z*(Yj,ma — §) <55 Z5(Y; x Xjym+1—i— §)
benutzen (m := mj + ma).
Definition 3.2 (Hohere Chowgruppen). Wir definieren
CH*(Xe,m) = HpZ" (X, *x)
dfn

fiir alle Objekte X, aus Cy(M) und definieren CHY(X,, m) als den Grad=d
Anteil.

3.3.3. Filtrierung und Spektralsequenzen. Wie in (A.3)) erkliart haben wir ei-
ne funktorielle Filtrierung W, auf Z*(X,, **) und eine induzierte Filtrierung
auf CH*(X,,m) fiir alle m.

Die Spektralsequenz Ej, = CH*(X,,p+q) (aus ) zu W, bezeich-

nen wir mit £ (X,).

Nach (A.3.3.3) ist

Epy(Xa) = Z*(X,.9),
E;%q(X') - CH*(XZNq)a
Epy(Xe) = H(CH"(Xp11,9) — CH (X, ) — CH*(X,-1,9)) ,

— W
By (Xe) = Gr, CH(Xe,p + q).
Die Funktorialitét von Ep (X,) ist fiir r < 2 durch die offensichtlichen
Morphismen gegeben.
3.3.4. Modulstruktur. Wir schreiben K statt Spec(K’). Durch
mg i) s 4 (K, xx) @ Z7 (K, xx) — Z7 (K, %)
aus (3.3.2.1) und
1:7Z=2%K,0) — Z* (K, **)
ist auf Z* (K, xx) (bzw. CH* (K, *x)) eine Ringstruktur mit 1 definiert. Durch

m(K7X.) : Z*(K,**) X Z*(X.,**) — Z*(X.7**)

haben wir fiir jeden Komplex X, eine Z*(K,x)-Linksmodulstruktur auf
Z* (X, **) (und somit eine CH* (K, #x)-Linksmodulstruktur auf CH*(X,, *x))
gegeben. Man kann analog Rechtsmodulstrukturen definieren.

3.4. Moving Lemmata.
35



3.4.1. Wir arbeiten mit der Notation aus . Sei X ein glattes, qua-
siprojektives Schema iiber dem Grundkérper K und U C X offen, au-
Berdem sei Y := X — U ebenfalls glatt. Wir konnen die Objekte X und
Y (—codimxY’) in M bilden, wobei codimxY : Y — Z die Kodimension von
Y in X an einem Punkt y € Y angibt. Wir haben Morphismen in M:

incl

X—=U via X<~ U=U
Y(—codimxY) — X via Y <Y 24 x,
und wegen Y X x U = () ist die Komposition trivial.
Satz 3.4.1 (S. Bloch [BI2], M. Levine [Le2]). Es ist
Z* (Y (—codimxY), xx) — Z* (X, xx) — Z* (U, xx)
ein ausgezeichnetes Dreieck, d.h.
Z* (cone(Y (—codimxY) — X)), *x) — Z*(U, *x)
ist ein Quasiisomorphismus.

Bemerkung 3.3. Da wir nur mit glatten Schemata arbeiten fordern wir
unnotigerweise, dass Y glatt ist. Blochs Satz gilt auch fiir singulédre Kom-
plemente X — U.

Sei {U; }ie1 eine endliche Uberdeckung von X durch offene Unterschemata.
Wir haben durch die Einschridnkungsmorphismen das iibliche simpliziale
Objekt

—
BiciUi=—=D, jc; UiNU; == D, j ke Ui NU; N U,
I

und den assoziierten Komplex KC({U;}¢r) in Cy(M). Als Folgerung aus der
Lokalisierungssequenz von Satz hat man folgendes Korollar.

Korollar 3.4.1 (Mayer-Vietoris-Auflésung). Der natiirliche Morphismus
Z5(X, %) — 2 (K({Ui}er), #*)
ist ein Quasiisomorphismus.

Sei X;Y1,...,Y, eine Konstellation (Definition glatter, quasiprojek-
tiver Schemata. Wir setzen U := X —U;Y;. Wir haben in Abschnitt einen
Komplex (X, U;Y;) definiert. Wir haben einen natiirlichen Morphismus von
Komplexen

(X,U;Y;) — U, (3.4.1.1)
gegeben durch
(X,UY)o=X - U via XU —U.

Das néchste Korollar folgt wie (3.4.1]) aus einfacher homologischer Alge-
bra. Wir fithren den Beweis dennoch aus.
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Korollar 3.4.2. FEs ist
Z*((X,U;Y5), %%) — Z*(U, %%)
ein Quasiisomorphismus.
Beweis. Nach haben wir das ausgezeichnete Dreieck
(Yi(dimY; — dim X),U[_,Y; NY;) — (X,Ul_,Y;) — (X,U;Y;) 25
und man sieht leicht, dass das Diagramm
(Yi(dimY; —dim X),U]_,Y1 NY;) — (X, U/_,Y;)

| |

Y1 NU'(dimY; — dim X) U’

kommutativ ist (U’ = X — U]_,Y;) und wir somit einen Morphismus

(Vi (b), ULy Y1 NY;) — (X, UL, V) (X, U;Y5) —
Yi N U (b) U cone(Yi NU'(b) — U') — 1

von ausgezeichneten Dreiecken haben, wobei b = dimY; — dim X.

Per Induktion iiber r kénnen wir nach Anwenden von Z*( , %) annehmen,
dass die beiden ersten vertikalen Pfeile Quasiisomorphismen sind, also auch
der dritte.

Nach Bloch’s Moving Lemma [3.4.1] ist

Z*(cone (Yy NU'(b) — U') ,xx) — Z*(U, xx)
ein Quasiisomorphismus und es folgt die Behauptung. ([l

3.4.2. Sei (X,S,0) ein Objekt in M und X quasiprojektiv, dann induziert
die Identitédt ¢dx einen Morphismus

(X,5,0) —» X.

Satz 3.4.2 (S. Bloch [Bl1], M. Levine [Le]). Ist X projektiv oder affin, dann
15t

Z*((X,5,0), xx) — Z*(X, %)
ein Quasiisomorphismus.

3.4.3. Kontravariante Funktorialitit der Chowgruppen. Indem man die obi-
gen Sétze , benutzt kann man fiir einen Morphismus f : Z — X
zweier glatter, quasiprojektiver Schemata X, Z auf funktorielle Weise einen
Morphismus
F50 25X, xx) — Z¥(Z, %%) (3.4.3.1)
in der derivierten Kategorie konstruieren. Dies ist in [Le] beschrieben.
Wir erkldren die Konstruktion im Fall einer abgeschlossenen Immersion
f:Z — X. Sei {U;}ier eine endliche Uberdeckung von X durch affine
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Schemata. Es sei K({(U;,{U;,Z N U;},0)}cr) der Komplex assoziiert zum
simplizialen Objekt

@ieI(Ui’ {Ui, ZN Ui}, 0) -~ ®i,j€I(Ui N Uj, {Ul N Uj, ZNU; N Uj},O) e
Man hat natiirliche Morphismen

K{(Ui,{Ui, Z N Ui}, 0)}er) —= K({Ui}er)

|

K({ZnUi}er) (%)

mit vertikalem Pfeil
(UJ,{UJ,UJQZ},O)—)UJQZ via UJHUJmZiUJmZ

fiir einen Multiindex J. Nach Satz ist nach Anwenden von Z*( ,%x)
der horizontale Pfeil (in (%)) ein Quasiisomorphismus und mit Korollar
erhélt man (3.4.3.1)).

Eine alternative Beschreibung von f* erhilt man durch eine geeignete
Kompaktifizierung X von X. Sei also X;Y7,...,Y, eine Konstellation glat-
ter projektiver Schemata und X = X — U;Y;. Wir konnen den Komplex
(X,{X,Z},0),U;Y;) bilden (es ist ZNY; =) und das Diagramm

(X, {X,Z},0),U;Y;) — (X,U;Y3)

|

Z.

Mit Satz und Korollar erhiilt man einen Morphismus Z* (X, ) —
Z*(Z,*x) in der derivierten Kategorie.
Aus dem kommutativen Diagramm

(X,U;Y;) X K{Ui}er)
(X,{X,Z},0),uYs) K({(Ui,{Us, Z N U;},0)}er)
Z = z K({ZnUi}er)

(3.4.3.2)
folgt, dass dies f* ist.

Wir besprechen noch eine weitere Variante. Bezeichne Z den Abschluss
von Z in X. Wir nehmen an, dass Z glatt ist, und
(X,{X,Z},0);Y1,...,Y, eine Konstellation (Definition[2.1)) ist. Unter diesen
Voraussetzungen ist (X, {X,Z},0),U;Y;) definiert (2.7.3). Man kann f* mit
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Hilfe des folgenden Diagramms beschreiben:

quis

Z*(((X,{X, Z},0),U;Y5), wx) ——= Z*(X, %) (3.4.3.3)
! |
T (Z U Z O Y;), 5%) — o 7%(Z, ),
dabei ist
(X, {X,Z),0),U,Y3) — (Z,U,ZNY;) (3.4.3.4)

durch Y7 Jnd ZNY; = ZNYr, fiir alle I € B,., gegeben. Dies folgt aus dem

zu (3.4.3.2) analogen Diagramm oder aus dem Quasiisomorphismus (nach
Satz|3.4.2)

quis
—

Z"((X,{X, Z},0),U;Y;), ) Z*((X,{X, Z},0),U;Y;), ).

3.4.4. Kategorie KonCy(M) und héhere Chowgruppen. Sei KonCy(M) die
volle Unterkategorie von Cj(M) bestehend aus den Objekten ((X, S, a),U;Y;)
fiir eine Konstellation (X, S,a);Y1,...,Y; mit X projektiv. Mit Hilfe von
Korollar 3.4.2] und Satz [3.4.2l haben wir einen Funktor

KonCy(M) — D, (grad. abelsche Gruppen)

(X, S,a),U;Y;) — Z*((X — U;Y;)(a), xx) (3.4.4.1)
in die derivierte Kategorie graduierter, abelscher Gruppen. Wir bezeichnen
diesen Funktor ebenfalls mit Z*( , #x).

Proposition 3.4.1. Sei ¢ : ((X,S,a),U;Y;) — (V,T,b),U;W;) ein Mor-

phismus in KonCy(M) und ¢o = (X ERER V) der Morphismus im Grad
= 0. Bezeichne Ux .= X —U;Y;, Uy =V — Ujo und gy : Z Xy Uy — Uy
den Basiswechsel von g, sowie fy : Z xy Uy — Z — X.

Es faktorisiert fy tber Ux und es gilt

Z(¢, %) = gu«© fi7

mit fi; : Z*(Ux(a), xx) = Z*(ZxyUy(a), ) bzw. gy« : Z*(ZxyUy(a), ¥x) —
Z*(Uy (b), %) den Pullback bzw. Pushforward fiir héhere Chowgruppen (3.4.5).

Beweis. Die Komposition

(X, 8,a),U:Y;) & (V,T,b),U;W;) — Uy

ist ein Morphismus von Komplexen und somit Y; X x Z xy Uy = () fiir alle
1, also faktorisiert fi iber Ux.

Seien (Z xy Uy)', i = 1,..., e, die Zusammenhangskomponenten von
Z xy Uy, und X; € S, so dass fy |(Z><VUV)1' iiber X; faktorisiert und f? :=

Jo lzsyvpyis (Z xv Uy)" — X; glatt ist.
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Man hat ein offensichtlich kommutatives Diagramm in Cj(M)

Zi(XhXiﬂUX—KXiﬂUx)

(X, S,a) Di—1 Xi NUx(a)
l(ﬁ Zi(XiﬂUx‘i(ZXVUV)iKUV)\L
(V. T,b) Uy (b).

Nach den Uberlegungen aus Abschnitt ist

Z<XSa @XmUX ):ZL;

i

mit ¢; : X; NUx — Ux die Inklusmn und es ist offenbar

ZZ* <@XZ'QU)(( —>UX ) ZQU*f
i i=1
Wegen Funktorialitédt des Pullback hat man deshalb
Z* (¢, xx) = gux[rr-
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4. SPUR UND KOMPOSITION

4.0.5. Einleitung. Sei X ein glattes, projektives Schema iiber dem Grundkorper
K und X;Y7,...,Y, eine Konstellation (Definition .

In haben wir zur Konstellation X; Y7, ..., Y, einen Komplex (X, U;Y;)
assoziiert und in eine “duale” Version (X, U;Y;)*. In diesem Abschnitt

zeigen wir, dass man einen natiirlichen Morphismus
tr: ZF((X,U;Y;) x (X (dim X), U;Y;)*, #%) — Z*(K,*x) (Spur)

in der derivierten Kategorie hat.

Allgemeiner seien A, und B, Objekte aus Cp(M) deren Komponenten
Ay, (bzw. By,) projektive Schemata zugrundeliegen. Dann hat man in der
derivierten Kategorie einen Morphismus

Z*(As x (X,U;Y;) x (X (dim X),U;Y;)* x B, #%) — Z*(Ag X B, %).

Zusammen mit dem adufleren Produkt erhilt man

Z"(Ae X (X,U;Y;), %) @ Z*((X (dim X), U;Y3)™ X B, *%)
— Z*(Ae X Bs,*x) (Komposition).

Wir bezeichnen diesen Morphismus als (Komposition).

Man kann jetzt eine Kategorie Me konstruieren, deren Objekte (X (a), U;Y;)
durch eine Konstellation X;Y7y,...Y, projektiver Schemata und einer lokal
konstanten Funktion a : X — Z gegeben sind, mit Morphismen

Home((X (a), UiYa), (V(5),U;17)) =
Ho (Z2°((X (dim X — a), UYi)* x (V(b).U;W))).

Komposition ist dabei durch (Komposition) induziert und man hat durch
(Spur) einen Morphismus

EHd((X(CL), Uini)a (X(CL), Ulyvz)) — L.

Aus (Komposition) und Korollar[3.4.2]konstruiert man in Abschnitt
einen Funktor von Me in die derivierte Kategorie graduierter abelscher
Gruppen. Auf diese Weise kann man die Kategorie Me benutzen, um die
hoheren Chowgruppen zu verstehen. Es ist jedoch im allgemeinen schwierig
zu sehen, wie und ob natiirliche Morphismen in der derivierten Kategorie,
z.B. der Pullbackmorphismus Z*(U, xx) — Z*(T,*x*) zu einer abgeschlosse-
nen Immersion 7' — U, von Morphismen aus Me kommen. Ein elementares
Ergebnis dazu geben wir in Abschnitt , ein schwierigeres Ergebnis
zum Pullback auf abgeschlossene Unterschemata wird in Abschnitt @ be-
handelt.

Die Konstruktion von Me ist nahe an Hanamuras Ideen zur Konstruktion
der derivierten Kategorie der gemischten Motive [Ha2].

Man kann eine weitere Kategorie AMe und einen Funktor Me — AMe
konstruieren, wobei AMe alleine auf dem klassischem Begriff von Korre-
spondenzen beruht und leichter zu verstehen ist. Die Spur faktorisiert iiber
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AMe und man hat eine einfache Realisation
AMe — (reine Hodgestrukturen),

die wir in Abschnitt (7.1) behandeln.
4.1. Konstruktion.
4.1.1. Notation. Zu I € B, setzen wir |I| = Ordnung von I.

4.1.2. Die Summanden in (X, U;Y;) x (X (dim X ), U;Y;)* sind von der Form

Y[ X (YJ,T, dimY[) =
(Y[ x Yy, {Y[ X (YJ N YK) ‘ K}, dim Y[) (4.1.2.1)
fir I,J € P,.
Wir definieren ((X,U;Y;) x (X (dim X),U;Y;)*)" in Cy(M) als Verfeine-
rung von (X, U;Y;) x (X (dim X), U;Y;)* indem wir die Summanden in (4.1.2.1))
fiir I D J durch

(Y[ x Yj, {1/] X (YJ N YK) ‘ K} @] {AYI},dimY[)

austauschen, wobei Ay, die Diagonaleinbettung Y7 — Y7 x Y ist (Graph
von Y7 C Yy).
Nach Definition haben wir

(X, U;Y3) x (X (dim X), U;Y3)*) — (X,UY3) x (X (dim X), U;Y;)*.

(4.1.2.2)
Wir definieren nun einen Morphismus von Komplexen
(X, U;Y;) x (X(dim X), U;Y;)*) — X (dim X) (4.1.2.3)
durch
(X, UiY3) x (X (dim X), Ui¥;)*) —2n,
[T 7 x Y2, {7 x (1 nYk) | K} U{Ay, },dimY7)
I
As LI R,
O s, [T vi(dimyy) =20 L X (dim X),

I

A _
wobei A}, = Y7 x Y7 <= ¥; = Y7 und Inkl; = ¥7 « ¥7 & X. Dies de-
finiert einen Morphismus von Komplexen, weil fir 9y = J,a = dim Y7, b =
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dim Y}, das Diagramm

(Yr x Yy {Yr x Y5, Yy x Y, Ay, }a) —= (Y x Yy, {Yy x Y, Ay, },b)

i xid

(—1)|1|id><izl A*yJi
(Y1 x Y1, {Y1 x Y1, Ay, }, a) Yy (b)
A;,Ii (_1)|J|-<|2J\—1> Inkl"i
Yi(a) 17]-(1]—1) X (dim X)
(—1) 2 Inkl;

antikommutativ ist (i := (Y7 < Y7 = Yy), it := (Y7 < Y7 = V7).

Seien nun durch A, und B, Objekte in Cy(M) gegeben, mit Komponen-
ten, deren zugrundeliegendes Schema projektiv ist.

Wir schreiben X, := (X, U;Y;) und X7 := (X (dim X), U;Y;)*. Wir haben

id®(4.1.2.2) ®id
A.XX.XX;kXB.

Ae X (Xo x X2) % B,
| s @TZRsia
Aq x X(dim X) x B,.

Nach Anwenden von Z*( ,#x) ist der horizontale Pfeil nach Satz ein
Quasiisomorphismus und wir erhalten

Z"(Ae X Xo X X7 X By, *%) — Z%(Ae X X(dim X) X B,, *x)

in der derivierten Kategorie. Da X eigentlich iiber K ist haben wir den
Morphismus

7x : X(dimX) - K via X+« X — K.
Durch Komposition erhélt man
Z*(Ae X Xo X Xy X Bq,#%) — Z*(Ae X Be,*x). (4.1.2.4)
Wir bekommen
tr: Z*((X,U;Ys) x (X (dim X), U;Y;)™, %) — Z*(K,*x) (Spur)

fiir Ae = Be = K und

7" (Ae x (X, U;Y), #%) @ Z*((X (dim X ), U;Y;)™ X B, %)

— Z*(Aq¢ X B,,xx) (Komposition)

durch Komposition von mit dem &dufleren Produkt.

4.1.3. Beispiel. Wir wollen
tr : CHO((X (dim X), U;Y;) x (X, U;Y;)*,0) — CHY(K,0) = Z

aus (Spur) explizit beschreiben.
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Nach Definition ist
Z°((X,U;Y;) x (X(dim X), U;Y;)*,0) =
P 2° (vi x Yy, {Y1 x (Y, NYk) | K}, dimY7y), |J| - [I))
1,J
und somit ist fiir jede Klasse o € CH?((X (dim X), U;Y;) x (X, U;Y;)*,0)
mit Repréasentant (or y):
ary € 2° (Ve x Yp, {Y1 x (Y1 NYk) | K}, dimY7),0),
Qarg,.g =0 fir ‘I’ > ’J‘

Mit dem {iblichen Chow-Moving-Lemma fiir Zykel kann man zu « einen
Représentanten (O/L 7) finden, so dass O/I, ; die Diagonale Ay, gut schneidet.
Es ist dann o} ; rational dquivalent zu o ; und man hat

tr(a) = tr((af )
= R0 des(al - Ay

|1| (\I\ 1)
= Z deg(ar,r - Ay;),

wobei wir ag 1 - Ay, im Chowrlng CH*(Y7 x Y7) multiplizieren.
4.2. Eigenschaften.

4.2.1. Wir schreiben wie im vorigen Abschnitt X, = (X,U;Y;) und X} =

(X (dim X),U;Y;)*. Mit V; Wq,..., Wy sei eine weitere Konstellation pro-

jektiver Schemata gegeben. Wir schreiben V, d? (V,u;W;) und V! d?
n

(V(dim V), Ujo>*.

4.2.2. Assoziativitit. Fir zwei Komplexe A,, Bo, Cs mit Komponenten, de-
ren zugrundeliegenden Schemata projektiv sind, haben wir zwei Morphismen

Z" (Ao X Xey#x) @ Z*(X7 X Be X Vo, #%) @ Z* (V) x C4, #%)
— Z"(Ae X By x C,, %%)
durch (Komposition) o ((Komposition) ® id) und

(Komposition)o (id® (Komposition)). In der Tat sind die Morphismen gleich
und sind durch

7" (Ae X Xo,#%) @ Z* (X7 X Be X Vo, 5%) @ Z* (V) X Co, %)

duBleres Produkt
—_—

7" (Ae X Xo X X7 X Be X Vg x VJ x Clo, %)

Verfeinerung

Z*(Ae % (Xo % X2) % Bo x (Vo x V) % Ca, 55)
idx(mx 012 xidx (nxo@LZIXI, Ju 4 B ) )

gegeben.
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4.2.3. Konstruktion von Morphismen aus Zykeln. Wir betrachten fiir einen
Komplex A, mit Komponenten, deren zugrundeliegenden Schemata projek-
tiv sind, den Morphismus

7" (Ae X Xo,#%) @ Z5 (X7 X Vo, xx) — Z7(Aq X Vo, k%)

aus (Komposition). Jede Klasse @ € CHY(X} x V4,0) gibt dadurch einen
Morphismus

Z(Ae X Xo,#%) — Z*(Aq X Vi, *%)

in der derivierten Kategorie. Wir bezeichnen diesen Morphismus ebenfalls
mit a. e

Man rechnet schnell nach, dass A = > Iemr(—l)lfAI, wobei Ay
der Diagonalzykel in Y7 x Y7 ist, eine Klasse in CH(X? x X,,0) definiert.

Lemma 4.2.1. Aufgefasst als Endomorphismus von Z*(Ae X X, **) ist A
die Identitdt.

Beweis. Fiir J € B, setzen wir
(YJ X YJ)/ = (YJ x Yy, {YJ X (YJ N YK) | K} U {AYJ},dimYJ),

ein Objekt in M. Wir definieren folgende Morphismen in M (zur Definition
von T siehe ([2.7.5))):

a:K — (Y7, T,0) via K«Y; =Yy
_ A
B:(Y;,T,0)— (Y;,T,dimY;) x Yy, via Yy <=V, —5LY;xY;

id X A
VY (Y x Y)Y x Yy via Yy PPy oy, MO

Yy x YJ X YJ
) Z(YJ X YJ)/ — YJ X (YJ,T,dimYJ) via YJ X YJ = YJ X YJ = YJ X YJ

/ . Ay,
e:(YyxYy) =K via YyxY;——Y;—> K
Man hat in M fiir alle p, J, m das kommutative Diagramm

3 m m
A, x Yy x (Yy,T,dimYy) x Yy x O id%xﬁxidAp x Yy x (Yy,T,0) x O
idxéxidT idxaxidT
idXyXid

A, x (Yy xYy) x Yy x O™

idxexid

Ap x Yy x O™,

Ap x Yy x dm

Sei ¥ € CH"(As x Xo,*x) mit Représentant >, ;. Wp jm und ¥y jm €
Z*(Ap x Yy(dimYy — dim X)) x O™) gegeben. Das dufiere Produkt ¥ x A
ist durch
AT ,
(=17 Z(id x (Boa) X id) Ty ym

p,J;m
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gegeben und (Komposition), auf ¥ ® A angewendet, ist somit durch

Z Z*(id x (eory) x id) Up 1m

pJm
gegeben. Da e oy = id folgt die Behauptung. (]
Bemerkung 4.1. Man kann via
ZF(VE X Xeyxx) @ Z¥(XJ X Aoy #k) — Z5 (VS X Ag, %)

aus (Komposition) jeder Klasse a € CH(Vy x X,,0) einen Morphismus
in der derivierten Kategorie zuordnen. Man beweist wie oben, dass A die
Identitat induziert.

4.2.4. Konstruktion von Zykeln aus Morphismen in Cy(M). Es sei
¢ <(Xa S, 0)’ UZYVZ> - <V’ UjVVj>

ein Morphismus in Cy(M). Fiir alle Komplexe Co mit Komponenten, deren
zugrundeliegenden Schemata projektiv sind, erhélt man aus

Cu x (X, 8,0),UsYs) ~=% Cy x (V,U; W)
Co X <X, U1Y;>
mit Satz einen Morphismus
Z(Co X Xg,xx) — Z*(Cq X Vs, %x) (4.2.4.1)

in der derivierten Kategorie. Wir wollen einen Zykel
® € CH(X} x V4,0) konstruieren, der diesen mittels (Komposition) indu-

ziert (siehe 4.2.3]). Wir betrachten dazu das Bild von A unter dem Morphis-
mus aus (4.2.4.1) fiir Cy = X;. Aus Lemma und dem kommutativen

(in der derivierten Kategorie) Diagramm

(Komposition)
JR

Z*(Co X Xo,#%) @ Z*(XJ X X, #%)

| ez
7 (Co X Xq, %) @ Z*(XE X Vo, %)

Z*(Co X Xo, k%)
4.2.4.1J/
Z*(Coq X Vg, %x%)

(Komposition)

folgt sofort, dass dieser Zykel den Morphismus aus (4.2.4.1)) induziert.
Explizit sieht ® wie folgt aus. Wir schreiben ¢ als Matrix
¢s = (¢J,I)\J\:|I\:s mit ¢y = ¢j7:]_¢;7] und (ﬁj}:]a ¢;7] € M gegeben durch

f+ + 7 7,
Y; <2 Z7; 2 W bzw. Y; <25 Zyy 2, Wj. Unter Z°(id x ¢,0) wird
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(11=1)

A =3 ;(-1)" 2 Ay, nach
Z m(m . Z Z - (idy; % gJI) (idy, x ff],[)*AY,
I T ee{—+}
- Z |I|<\” ’ <Z ((fII’gII) ZJI (fr1:971)+ Zi]))
J
abgebildet.

4.3. Darstellung als Kategorie. Wir definieren eine Kategorie Me wie
folgt.

e Objekte: Die Objekte in Me sind durch (X (a), U;Y;), mit einer Kon-
stellation X;Y7,...,Y, glatter, projektiver Schemata iiber K, und
einer lokal konstanten Abbildung a : X — Z gegeben.

e Morphismen: Fiir zwei Objekte (X (a),U;Y;) und (V (b),U;W;) ist

Hom e (X (a),UsYi), (V(b), ;W) ==
CH((X (—a + dim X), U;Y;)* x (V(b),U;W;),0).
Die Komposition von Morphismus ist durch (Komposition) gegeben. As-
soziativitdt der Komposition ist in (4.2.2)) bewiesen und die Identitét ist

durch A gegeben (Lemma [4.2.1]).
Mit

(X(a), Ui¥5) ® (V(0), UsW;) i= (X V)(ab), 0¥ Uy W)
und dem Nullobjekt @ := (#(0), () ist Me eine additive Kategorie.

4.3.1. Tensorstruktur. Man kann M zu einer Tensorkategorie machen. Zu
(X(a),u;Y;) und (V(b),U;W;) setzen wir

(X(a),UiYi) X (V(b), Ujo) = (X X V(a + b),Ui)/i xV Uj X X Wj).
Nach Konstruktion (Abschnitt ist

(X (a),U;Y;) x <V(b),Ujo> = (X xV(a+0b),U;Y; x VUu; X x Wj>,
(X((I),Uiya* X <V(b),UJ‘Wj>* = <X X V(a+b),UiYi X VUj X x Wj>*,

und wir haben mit den Bezeichnungen

U = (X1(a1), UiY1,), Uz = (X2(az), UiYa,),

Ty = (Vi(b1),U;Wi;), Ty = (Va(b2),U;Wa,;),
X7 = (X1(—a1 +dim X7),U; Y7 )", X9 e = (X2(a2),U;Ya,),
Vit = (Vi(=b1 +dim V1), U; W 5)7, Voo i= (Va(b2), U;jWa j),
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durch
CHY(X} x Xa.,0) ® CHY (V" x V2, 0)
duBeres Produkt CHO(X? x Xoe X Vi X Vi, 0)
— CHY(X] x Vi x Xg4 X Vas,0)
eine Abbildung
Hom e (U, Uz) X Hompye (T, T2) — Hompye (Uy X T1,Us x T3)

definiert. Fiir Morphismen (f, g) bezeichnen wir das Bild mit f x g. Indem
man die Eigenschaften aus (3.3.2)) benutzt, kann man sehen, dass dies einen
Funktor

X 1 Me x Me — Me (4.3.1.0)
definiert. Assoziativitét, (h x f) x g = h x (f x g), folgt ebenfalls.
Wir haben einen natiirlichen Isomorphismus
¢: UL x Uy = Uy x Uy
gegeben durch das Bild von A unter der Abbildung
CHY(XT x X5 x X1,0 X X2,4,0) = CHY(X] x X5 x X4 X X1,4,0)

(Permutation der beiden letzten Faktoren). Dies ist funktoriell, d.h. ¢o (f x
9)=(g9xf)o¢.

Zusammen mit dem Einselement (Spec K, () ist damit Me eine Tensor-
kategorie.

4.3.2. Pseudoabelianisierung. Die Kategorie Mel konstruieren wir aus Me
durch hinzuftigen von Bildern von Projektoren (sog. Pseudoabelianisierung).
Objekte sind von der Form (U, P) mit U in Me und P € End(U) mit
P? = P. Und Homomorphismen sind durch

Hom e (U, P), (T,Q)) = Q o Homp (U, T) o P
definiert.
4.3.3. Funktoren in die derivierte Kategorie graduierter, abelscher Gruppen.

Sei C, ein Komplex in Cp(M), dessen Komponenten projektive Schemata
zugrundeliegen. Durch

(X (a),U;Y;) — Z*(Ce x (X (a),U;Y5), *x)
und Konstruktion von Morphismen aus Zykeln (Abschnitt 4.2.3) bekommt
man einen Funktor

Me — D(grad. abelsche Gruppen)

in die derivierte Kategorie. Dies folgt sofort aus Abschnitt (4.2.2) und Lem-

ma ([1.2.1)).
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Fir Co = K erhélt man zusammen mit Korollar den Funktor
Me — D(grad. abelsche Gruppen) (4.3.3.1)
(X(a),u;Y;) — Z*(U(a), *x*)
mit X — U;Y;.

4.3.4. KonCy(M) und Me. Aus Abschnitt (4.2.4]) hat man, wie man sofort
sieht, einen Funktor

KonCy(M) — Me (4.3.4.1)
und ein kommutatives Diagramm von Funktoren
34
KonCy(M) (4.3.4.2)

B24I)
.3.3.1)

T
D, (grad. ab. Gruppen).

Fiir Morphismen in Me, die von KonCy(M) kommen, kennt man deshalb
aus Proposition die Bilder in D, (gaG).

4.3.5. Isomorphismen in Me. Seien (X (a),U;Y;) und (V(b),U;W;) Objekte
in Me und

¢+ (X, 5,a),U;Yi) — (V(b), U; W)
ein Morphismus in Cy(M). Wir erhalten einen Morphismus (in der derivier-
ten Kategorie)

Z*(Co X Xo, %) 2ax9, Z*(Cy X Vg, *%) (4.3.5.1)

fiir alle Komplexe C¢ mit Komponenten, deren zugrundeliegenden Schema-
ta projektiv sind. Wir haben in Abschnitt (4.2.4]) zu ¢ einen Zykel ® €
CHY(X¥ x V4,0) assoziiert, so dass ¢ durch ® via (Komposition) gegeben
ist.

Lemma 4.3.1. Ist (4.5.5.1]) fiir alle projektiven Schemata C' (d.h. fir Ce =
C) ein Quasiisomorphismus, dann ist ® ein Isomorphismus in Me.

Beweis. Ist fiir alle projektiven Schemata C' ein Quasiisomorphis-
mus, dann wegen Satz auch fiir alle Objekte in M, denen ein pro-
jektives Schema zugrundeliegt. Mit homologischer Algebra sieht man, dass
fiir alle Komplexe Cy € Cp(M), deren Komponenten projektive
Schemata zugrundeliegen, ein Quasiisomorphismus ist.

Sei ¥ € CHY(V} x X,,0) mit CH%(id x ¢,0)(¥) = A, dann definiert ¥
einen Morphismus (V' (b), U;W;) — (X (a),U;Y;) in Me. Nach Konstruktion
von @ gilt ® o W = id(y(p)u,w;)- Wir haben

CH (id x ¢,0)(F o ®) =P o Wo d =& = CHO(id x ¢,0)(A),
also W o @ = id(x(q),u,v;), Weil CH(id x ¢,0) ein Isomorphismus ist. O

4.4. Approximation von Morphismen.
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4.4.1. Seien X;Y7,....,Y,., V;Wy,...., W, und A; By,...,B; Konstellatio-
nen, X, V, A seien projektiv, sowie a (bzw. b, ¢) eine lokal konstante Funktion
X —Z(bzw. V-7, A—Z).

4.4.2.
Nach Konstruktion ist Z*((X(—a + dim X), U;Y;)* x (V(b), U;W}), *x) der
einfache Komplex assoziiert zum Doppelkomplex

= Z* (X (—a+dim X),U; Y)* x (V(b),U; W), %%) —
2z ((<X(—a +dim X), UpYa)* x (V(0), ;W) **) -
und hat eine aufsteigende Filtrierung W durch
Wi, i Ass (Z° ((X(—a+ dim X),U;Y3)" x (V(b),U; W) ., %%) — ...).
straktion Hioser Spektratsequons beschrcben R
Definition 4.1. Wir setzen
A((X(a), UiY), (V(b), UiW5)) = Eg o,

dabei ist Eiq die Spektralsequenz zur Filtrierung W von
Z*((X(—a+dim X),U; Y5)* x (V(b),U;W;), %x).

Man hat
Eg,o =
H( @ CH(Yi(dimX) x W,(dim W, — dimV'),0)
I1,J
1-111=1

CHO(dx xid+(—1)lidx dy, ,0)

P CHO(Yi(dim X) x W (dim W, — dim V), 0)

1,J
|J]=[1=0

CH(dx 3 xid+(—1)"lidxdy, ,0)

P CHO(YI(dimX)xWJ(dimWJ—dimV),O)>, (4.4.2.1)

1,J
|J|=]=—1

(X = (X(—a+dim X),U;Y3)", Ve = (V(b), U;)).
Man hat offenbar
WoCHO((X (—a + dim X), U;Y;)* x (V(b), U;W;),0)
= CH((X(—a + dim X), U;Y;)* x (V(b), U;W;),0)
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und

CHY((X (—a + dim X), U;Y;)* x (V(b),U;W;),0) —= Gr¥}, = Wo/W_y

Eg,o’
der letzte Pfeil ist injektiv, weil Ef _ ;=0 fir r > 2.

4.4.3. Komposition und Spur. Die Morphismen (Komposition) und (Spur)
induzieren entsprechende Morphismen
(AKomposition):
A((A(c), UrBy), (X (a), UiYi)) ®z A((X(a), UsYi), (V(b), U;W5))
— A((A(c), U Bk), (V (b), U;W;))
(ASpur):
A((X(a),UiYs), (X (a), UiYs)) — Z.
Explizit ist (AKomposition) wie folgt gegeben. Fiir
(ax1) k=1 € A((A(c), UrBr), (X(a), UiY3))
(Br)r=1 € A((X(a), UiY;), (V(b), U;W;))
mit
akr € CHY(Bg(—c+ dim A) x Y7(dim Y7 — dim X + a),0)
Bry € CHY(Y7(—a + dim X) x Wy (dim W — dim V + b), 0)

haben wir als Bild (yx) von (axr) ® (8rs) die Klasse gegeben durch

[(1I]-1)
vkr= Y, (1) 2 Brjoaxr,
I
[1|=]J]=|K]
wobei 81y o ak die Komposition von Korrespondenzen ist, also
Bryoakr = pxwi« (P} QKT - Dy Bry)

KXW g* Br XYy Y xWy J

mit

PBy xWy

BKX}/[XWJ BKXWJ.
e
PBy xYy
BKXY] Y}XWJ

Wir haben (ASpur) im wesentlichen schon in Beispiel besprochen, es
ist

tr((ars) = S (=1)" 2 deg(ar - Ay,).
I
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4.4.4. Wir definieren eine additive Kategorie AMe mit gleichen Objekten
wie in Me und Morphismen (X(a),U;Y;) — (V(b),U;W;) gegeben durch
A((X (a),U;Ys), (V(b),U;W;)) und Komposition durch
(AKomposition).
Durch
CH((X (—a + dim X), U; Y;)* x (V(b),U;W;),0) — E§ g
haben wir einen Funktor Me — AMe.
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5. KONSTELLATIONEN AFFINER RAUME IM AFFINEN RAUM

5.0.5. Einleitung. Sei X° = A% und A ~ Y? C X affine Unterraiime fiir
i =1,...,r — 1. Wir kompaktifizieren im projektiven Raum durch X° C
X =P und P¥ ~Y; C X, sowie Y, :=PN~1 = X — X°,

Sei A die Menge nichttrivialer Durchschnitte von X°, Y, ..., Y, d.h.
A={Y?; 1 € B,—1 = {Teilmengen von {1,...,r —1}}} — {0}, und sei fur
alle A € A ein K-rationaler Punkt x4 gewihlt, mit der Eigenschaft, dass
xA & B fur alle B, A 3 B C A. Fiir einen endlichen Koérper K ist dies
im allgemeinen nicht moéglich, wir wollen im folgenden jedoch voraussetzen,
dass dies bei der betrachteten Konstellation geht.

Nach Wahl von Punkten x4 bekommt man durch “Einschrankung” auf
diese, wie wir in Proposition sehen werden, einen Quasiisomorphismus

Z*((X,UiY5), #x) — @D E(A) @z Z*(K, #¥), (5.0.5.1)
AeA
mit einem Komplex von endlichen, freien, graduierten, abelschen Gruppen
E(A), der aus der Abbildung PB,_1 — AU {0}; I — Y7, gebildet wird (De-
finition .

Wichtig ist die Betrachtung des einfachsten Falles: r = 1, A = {AN}.
Hier zeigen wir (PY,PV~1) = K in Me, und es folgt mit den Methoden aus
Abschnitt , dass

quis
Z*((PN, PN wx) — Z*(K,*+) (Homotopielemma).
Mit Hilfe von Blochs Moving-Lemma (Satz erhalten wir das wohlbe-
kannte Homotopie-Lemma [BI1]. Unser Beweis des Homotopie-Lemmas ist
von der Art her ein anderer als in [Bl1], aber im strengen Sinne iiberfliissig.

Nach iibertrigt sich die Zerlegung aus auf die (hoheren)
Chowgruppen von U := X — U;Y; = X° — U;Y,°. Im allgemeinen ist diese
Zerlegung jedoch abhéngig von der Wahl der Punkte x 4.

Allgemeiner hat man fiir eine beliebige Konstellation A; By, ..., B; pro-
jektiver Schemata

Z*({A(c), UpBr)* x (X,U;Y;), %) "=

D Z*((Alc), UrBy)*, #x) ®z E(A)  (5.0.5.2)
AcA
und dual dazu fiir eine beliebige Konstellation V; W7y,..., Wy projektiver
Schemata hat man

Z*((X (dim X), U; Y;)* x (V(b), ujw<> wx) 1°
P Hom(E(A), Z) @z Z*((V (b),U;W;), #%), (5.0.5.3)

AcA

wobei Hom das interne Hom bei graduierten abelschen Gruppen ist. Wir
zeigen die Vertriiglichkeit dieser Quasiisomorphismen mit (Komposition) aus
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Abschnitt , d.h.
Z*((A(c), UpBr)" x (X,U;Y;), #%)®
ZF((X(dim X), U;Y3)" x (V(b), U; W), %x) —
Z"((A(c), UgBr)™ x (V (b), Uj W), %)

ist durch Auswertung F(A) ® Hom(F(A),Z) — Z gegeben.
Kommt V; Wy, ..., W, ebenfalls von einer Konstellation affiner Rdume,

so hat man aus (5.0.5.2) und ([5.0.5.3)):

quis

Z*((X (dim X ), U; Y;)* x (V, U;jW;), #%) ——
P Hom,(E(A),E(B)) ® Z*(K,*), (5.0.5.4)
(A,B)EAXB

wobei B wie A definiert ist. Auf diese Weise kann Hom v ((X, U;Y5), (V,U;W;))
gut beschrieben werden. So ist

Home ((X,U;Y5), (V,U;W5)) —
HOmD(gan)(Z*(X — U;Y;, >|<>k)7 Z*(V — U]’Wj, **))
aus Abschnitt (4.3.3) via (5.0.5.4) und im wesentlichen durch
Z*(K,++) ©@ € E(A1) ©@ €D Hom(E(A;),Z) ® Z* (K, xx)
A1eA AgseA
SIS, (K k) @ 27 (K, %)

gegeben (Abschnitt .
In der Kategorie AMe vereinfacht sich das Bild zu

Multiplikation
P, 77 (K )

Hom 4 me (X, U;5), (V, U;W5)) = Hompgaq) (@ E(A), P E(B)>

AcA BeB
(Abschnitt [5.3.5)).
Zur Abhéngigkeit von (5.0.5.1)) von der Wahl der Punkte z4,A4 € A,

zeigen wir folgendes. Der Ubergang x4 — z'y zu einer anderen Wahl wird
durch den Zykel

. DA D DAm
DD DD D P VEVIE e
m>1 ADA; D DAm

beschrieben, wobei die zweite Summe iiber alle Ketten A 2 --- D> A,,,,m > 1,
in A mit codimgA,, = m geht (Korollar . Dabei ist gA241224m ¢
H_,,Home(E(A), E(Ay)) und Aaoa;2.-24,, € CH™(K,m). Fiir diese Aus-
sage braucht man, dass die Punkte 2/, ,gut® bzgl. der Punkte x4 liegen
(Definition [5.2)).

In Abschnitt invertieren wir den Quasiisomorphismus und

geben die wesentlichen Zykel, soweit es die Kombinatorik erlaubt, explizit
an.
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In Abschnitt (5.6) behandeln wir Fragen zur Multiplikation auf
Z*(X — U;Y;, *x). Die Multiplikation induziert offenbar

E(A)® Z*(K,xx) ® B(B) ® Z*(K,x+) — @ E(C) ® Z*(K, **) (5.0.5.5)
CeA

fiir alle A,B € A. Ist AN B # () und codimA + codimB = codim(A N B),
so ist (5.0.5.5)) durch den Zykel

\I’A,B = Z multAd,BE(ULl ®0'L2)®04(L17L2)'

=ACA1CCAy
Lg BCBlc CBe

gegeben. Dabei geht die Summe iiber alle Ketten Lqi,Ls in A mit d =
codimy, A, e = codimp, B und es ist mults, p, (0¥ ®o??) : E(A)®@ E(B) —
E(AqN B)[d + ¢], sowie oLy, L) € CHY (K, d+ e).

5.1. Homotopie-Lemma. Wir betrachten U := (P, PV~1) als Objekt in
Me, wobei PV~ ¢ PV eine Hyperebene ist. Der Komplex (PV,PN=1) ist
durch

PN-1(—1) 2 pY
—_—— ~~
deg=1 deg=0
gegeben und Homp (K, U) = Z - [PV]. Der Komplex (P PV~1)* ist durch

(]P)N {IP)N ]PN 1} 0) ]P)N 1
deg=0 deg=—1

gegeben und 7Z - [z] C Hompy (U, K) fiir alle z € PV (K) — PN~1(K), wobei
[z] als 0-Zykel in PV aufgefasst wird.

Lemma 5.1.1 (Homotopie-Lemma).
Der Morphismus [PN] € Hom(K,U) ist ein Isomorphismus mit inversem
Morphismus [z] € Hom(U, K).

Beweis. Da [z] o [PV] = tr([PV] @ [z]) = 1 € CHY(K,0), ist [2] o [PV] = idx
(zur Definition von tr siche Abschnitt 4.1.2)).
Der Morphismus [PV] o [z] ist durch den Zykel z x PN ¢ PV x PV in

(idxig i xid)
_

CHY (PN, {PV,PV"1},0) x PN (1)
(BN, {PY,PV71},0) x PV @ PV 5 PVTH(-1)

0
i xid—idxig PN-1 5 PV 0)
gegeben. Wir haben zu zeigen, dass  x PV = Apy + Apn-1.
Wiihle die homogenen Koordinaten z, ...,zy von PV so, dass PN~! =
V(zg) und z =[1:0:---:0].
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Der Zykel I' € PV x PV x Al sei als Abschluss des Graphen von
(PN — {z}) x Al = PV
([wo a1 : - anlt) = [t-xo:ay:: N

(Homotopie zwischen Inklusion PV — {z}  PY und Projektion PV — {z} —
PN-1) definiert.
Es ist leicht zu sehen, dass

AT =2 xPVN+3%, 9T = Apw,
mit ¥ C PV x PN~ gegeben durch
Y = {(z,w) | z liegt auf der Geraden durch z und w}.
Es ist weiterhin
(i§ x id) T = Graph(PV ! — P¥) x A' = 0 (degenerierter Zykel)
(ig x id) ¥ = Apn-1
und der Zykel ¥ @ (I',0) ¢ 0 in

(idx1g,if xid)
_

ZN (@, {PN, PV} 0) x PV TH(-1)
PN PN PN}, 0) x PV @ PV x PV L(—1)
ig xid—idxig PN« PV 1)
hat Ableitung
dX® ([,0)®0) = —z x PV + Apy + Apn-1.

O
Korollar 5.1.1. Fir alle (V(b),U;W;) € Me ist
(2] 5 Z*((V(B), Uy W5)* x (BN BN=1) o) = Z7((V (8), Uy W), )
ein Quasiisomorphismus.
Beweis. Aus folgt die Behauptung. O

Bemerkung 5.1. Durch den Einschrénkungsmorphismus
it : PV « x = K erhilt man einen Morphismus von Komplexen in Cy(M):

(PN APY {2}},0),PV"1) — K,

*

(PN, {PY, {2}},0) — = K

|

]P)N_l(_l))

der den Zykel [z] induziert (4.2.4]).
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5.2. Allgemeiner Fall.

5.2.1. Seien nun X° = A% und A" ~ Y C X firi = 1,...,r — 1,
affine Unterraiime. Wir kompaktifizieren im projektiven Raum durch X° C
X =PV und Y° C Y; C X,Y; ~ P" sowie Y, := X — X° ~ PN~L die
“Hyperebene im Unendlichen”.

Wir bezeichnen mit A(X°,U;Y,?) (kurz A, falls die Konstellation fixiert
ist) die Menge nichttrivialer Durchschnitte von X°, Y, ..., Y% {,

AKX, UY?) = (YF [T € By} — {0} (5.2.1.1)

Im folgenden werden wir nur Konstellationen X Y, ..., Y, | betrach-
ten, die folgende Bedingung erfiillen:
o fiir alle A € Aist A(K) —Upeca pca B(K) nicht leer.
Wir sagen dann, dass geniigend K-rationale Punkte in allgemeiner Lage
existieren.
Die Bedingung ist erfiillt falls K ein Kérper mit unendlich vielen Elemen-
ten ist.

5.2.2.  Zum Funktor

m?’ipl — Cb(M) (5.2.2.1)
I — (Y7(—codimY7),Y, NY7)

(I50) e Y =Y S Yy
Y,NY; = Y,.NY; SV, Ny,

erhalten wir (Anhang einen Doppelkomplex F' € Cy(Cp(M)). Es ist
offenbar
(X,U;Y;) = AssF.

Fiir alle A € A wihlen wir einen K-rationaler Punkt x4 € A(K), mit der
Eigenschaft, dass x4 ¢ B fiir alle B € A, B C A.

Man definiert den Doppelkomplex F” als Verfeinerung von F' mit Kom-
ponenten

(()/[, {1/[, xyIO}, dim Y7 — N), Y. N Y]>.

Und den Komplex & in Cy(M) durch

B — M

I — K(—codimY7)

id falls Y7 =Y7,
0 sonst.

(IDJ)H{

Durch die Einschrinkungsmorphismen ¢, : Y7 < yp — K erhilt man

o

(wie in Bemerkung Morphismen von Komplexen

Pl

(Y1, {Y7,2ye},dim Y7 — N),Y; N Y;) — K (dimY; — N)
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und
Uy, P AssF' — &
Korollar (5.1.1)) und Bemerkung (5.1]) zeigen, dass

idxe
Z*((V(b),U;W;)* x Ass F', sk ) —*A,

Z*((V (D), UjWy)* x E,%x)  (5.2.2.2)
ein Quasiisomorphismus fiir alle (V(b),U;W;) € Me ist.

Definition 5.1. Gegeben sei eine Konstellation X°;Y?, ... Y2 affiner
Réume. Wir bezeichnen fiir alle A € A mit F(A) den Komplex graduierter
abelscher Gruppen, der nach Anhang zum Funktor

P’ — (graduierte abelsche Gruppen)
{Z(—codimA) falls Y2 = A,

sonst,

I —

id falls Y =Y7 = A,
0  sonst,

(IDJ)H{

definiert ist.

Offenbar ist

Z*(<V(b)7UJW]>* X 57**) = @ Z*(<V(b)7Ujo>*a **) Xz E(A)a
AcA
wobei wir wie folgt identifizieren (cy := codimY7):

Z((V(b), U W5)* x K [|] (=er), w6) = Z7((V/(b), U;W5)*, ) @2 Z [|1]] (—er)

» (—=1)Mla4q »
Z (WJ7q)—>Z (WJ7Q)

Man hat folgendes Diagramm:

Z*(<V(b), Ujo>* X <X, UZ'YVZ'>, **)

T:

ZF((V(b),U;jW;)* x AssF, xx)

Tid Xincl
idxek

Z*((V(b),U;W;)* x AssF’, xx) oA ZX((V(b), U;W;)* x &, *x)

|

@ Z*(<V(b)’ Ujo>*’ **) ®z E(A)
AceA

mit Quasiisomorphismen als vertikalen (nach Satz|3.4.2)) und horizontalen

Pfeilen ((5.2.2.2]).

Damit haben wir die folgende Proposition bewiesen.
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Proposition 5.2.1. Nach Wahl von Punkten x 4 in allgemeiner Lage haben
wir via obigem Diagramm fiir alle Konstellationen V; W1, ..., Wy projektiver
Schemata einen Quasiisomorphismus

uLS

Z*((V(b), U;W;)* x (X, U;Y;), ) ‘o
D Z°((V(0),U;W)", #x) @z E(A).
AcA

Bemerkung 5.2. Wie man an der Konstruktion sieht, ist der Quasiisomor-
phismus aus Proposition mit der “Z*(K, #*)-Modulstruktur” vertréglich,
d.h. das Diagramm

3.3.2.1
Z4(K, %) @7 Z*(V* x (X, U;Y), s) — o2l 7w (1% 5 (X, UY;), %)

\L quis \L quis

@ 74 (K, ) @ Z*(V*, %) @z E(A) B Z*(V*, ) @z E(A)
AecA AecA

(V*:=(V(b),U;W;)*) kommutiert.
Bemerkung 5.3. Man kann ¢; , durch

AssF’ &

|

<“X'O7 UZY:LO>/
faktorisieren, wobei (X°,U;Y;%)" als Verfeinerung von (X°,U;Y,°) mit Kom-
ponenten (Y7, {Y7,zye}, —codimYp?) definiert ist und der Diagonale Pfeil
durch Y7 « xyp — K gegeben ist.

Korollar 5.2.1. Nach Wahl von Punkten x 4 in allgemeiner Lage haben wir
einen Quasiisomorphismus

Z5(X = UiV, 0) = @) B(4) @2 77 (K ).
AcA
Beweis. Man benutzt Proposition mit (V' (b), J;W;)* = K und Korollar
B.4.2). 0
5.2.3. Wir setzen S :={Y; | I € PB,_1}, dual zu F definiert man F* durch
PBro1 = Cp(M)

I'—{(Y1,5,0), Y, nY)"
(ICJ)—> YﬂY[bYﬂYJﬂY NnY;
Y1<—YJ—>YJ

Es gilt offenbar
Ass F* = (X, U;Y5)™.
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Man definiert £* (dual zu &) durch

Bro1 — M
I — K(—dimY7)

N o __ o
(ICJ) e id falls Y =Y7,
0 sonst.

. = incl . .
Via tgy s 1 K — Typ e, Y7 erhilt man Morphismen von Komplexen
I

Lzyo*

K(—dimY7) —— {((¥7,5,0),Y, NY;)*
und
Ly 0 EF — Ass F™.

Man hat die zu (5.2.2.2) duale Aussage:

Loy * Xid

Z(EF x (V(b),U; W), sx) ———
Z*(Ass F* x (V(b),U;W;),xx) (5.2.3.1)

ist ein Quasiisomorphismus. Setze V, = (V(b),U;W;), das Diagramm von
Quasiisomorphismen

ZF((X(N),U; Yi)* x Vg, )

|

Z*(AssEF*(IN) x Vg, %x)

Loy * Xid

Z*(EX(N) x Vg, %)

D Hom(E(A),Z) @z Z*(Vs, #x)
AcA

beweist die Proposition:

Proposition 5.2.2. Nach Wahl von Punkten x 4 in allgemeiner Lage haben

wir via obigem Diagramm fiir alle Konstellationen V; W1, ..., Wy projektiver

Schemata einen Quasiisomorphismus
Z*((X (dim X), U Y;)* x (V(b), U; W), %)

D Hom(E(4), Z) @z Z*({V(b), U; W), #+).

AcA

Bemerkung 5.4. Wie man an der Konstruktion sieht, ist der Quasiisomor-

phismus aus Proposition mit der Z* (K, #x)-Modulstruktur kompatibel,
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d.h. wir haben ein kommutatives Diagramm:

24 (K +%) @2 2 (X (N),UYi)* X Va,6) S8 Z5((X(N), UiY)™ x Ve, %)

\Lquis lquis
~ ~

P Z*(K, %) @ B(A) @z Z*(Va, %%) P E(A) @7 Z*(Va, #%)
AeA AecA

(Vo := (V(b),U;W;), E(A) := Hom(E(A),Z)).

Korollar 5.2.2. Nach Wahl von Punkten x4 in allgemeiner Lage haben wir
einen Quasiisomorphismus

2 (X, U %) "2 @) Hom(E(A), Z(—N)) @7 Z°(K, #+).
AcA

Beweis. Man benutzt Proposition mit (V(b),U;W;)* = K. O
5.3. Vertriglichkeit mit Komposition.

5.3.1. Essind A; By,...,Byund V; Wy, ..., W, Konstellationen projektiver
Schemata.

Wir setzen X, := (X,U;Y;) und X} := (X (dim X),U;Y;)*, sowie V;* :=
(V(b+dimV),U;W;)* und A, := (A(c), U By).

5.3.2. Sei X° = AN und Y7,... , Y2 | affine Unterrdume, sowie X, Y7, ...
deren Kompaktifizierung im projektiven Raum PV . Aus (Komposition) (sie-

he 4.1.2)) haben wir:
ZF(VE X Xey#k) @ ZF(X§ X Aaykx) — Z5(VF X Aq, #%).

Aus Proposition ((5.2.1) und (5.2.2]) haben wir die Quasiisomorphismen

2 (Vg % Xayr) @) 27 (Ve #x) @ E(A)
AcA

Z( Xy X Ae, k) s @ Hom(E(A),Z) © Z*(Au, #%).
AcA

Proposition 5.3.1. Via der Quasiisomorphismen aus Proposition
und[5.2.9 ist (Komposition) durch

P z7(Vi ) ® E(Ay) @ Hom(E(A1),Z) @ Z*(Aa, )
(A1,A2)eAx A
= @ Z*(Vo*v**) ®7HOH1.(E(A1),E(A2>) ®Z*(A07**>
(A1,A2)eAxA

RIS, 2 (Ve w) © 27 (A, w8) = 27 (VS X Au, 1)

gegeben.
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Beweis. Zur Definition von
E(As) ® Hom(E(A;),Z) = Hom,(E(A1), E(A2))

und ¢r : Hom,(E(A), E(A)) — Z siehe ((A.2]).
Man priift leicht nach, dass folgendes Diagramm kommutiert:

*

, . LxAXid .
AssF' x E¥(N) ——= & x E*(N)

incl X lx g%
P

Xox X;<"0 (X, % X7 K,

mit (Xe X X7¥) und (Xe x XJ)' — K wie in (4.1.2) definiert, sowie

[I1dr|=1)
idg

K.

D & x £5(N) Doikion, - (N e 2T
()

Iem'rfl

Indem man das Diagramm von links mit V)x und von rechts mit x A,
multipliziert und Funktorialitét des dufleren Produktes benutzt (3.3.2)) bleibt
noch zu beachten, dass das Diagramm

idX P xid
Z* (Vg X EX EX(N) X Ao, *%) Z* (V4§ X Ae, #%)

|

Z*(V§E % E,%%) @ Z*(E*(N) X As, %)

B

W8, Z Ve @ Homy (B(A0), E(A2)) € Z7(Ae o) 1o 70(v ) @ 2% (A, #)

kommutiert. O

5.3.3. Interpretation von Hompe. Seien X°; Y, ... )Y? jund VO, WP, ... W2,
Konstellationen affiner Radume, wir fixieren Punkte x4, A € A = A(X°,U;Y}?),
und zp, B € B:= A(V°,U;W?), in allgemeiner Lage.

Wir haben via Propositionen ein Diagramm von Quasiiso-

morphismen

D Hom(E(B),Z) @ Z* (X, *x)
BeB

D 7' (Ve )@ E(A) @ Hom(E(B),Z)® Z*(K,**) ® E(A).
AeA (A,B)EAXB

Z* (Vi X X, %)

(5.3.3.1)

Lemma 5.3.1. Das Diagramm (5.3.5.1]) kommutiert.
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Beweis. Wir haben ein Diagramm

Vi x Xe

/\

VF x AssF' EHAIMV) X Xotgps X id

idxey

V& x xE4 E4(dim V) x AssF’
h\ A/me\
E(dIm V) x E4,
wobei das obere und untere Rechteck kommutiert. Daraus folgt sofort, dass
Z* (V& X Xeoy#x) — Z*(EZ(dIM V) x X, %)
ZX (VX Eg,wx) —— Z*(EZ(AIM V) X E4, %)
kommutiert. Daraus folgt die Behauptung nach einfacher Rechnung. U

Mit Lemma erhélt man einen Isomorphismus

Hom v ((V, U;W5), (X, U;Y;)) =

Crad= 0 Anteil von { Hy P Hom(E(B),Z)® Z*(K, ) @ E(A)
(A,B)EAXB
(5.3.3.2)

Proposition und Lemma [5.3.1] zeigen, dass Komposition in Me unter

(15.3.3.2)) durch

(K, #%) @ E(A)® @ Hom(E(A2),Z) ® Z* (K, xx)
AeA AzeA

gegeben ist.
Aus der Identifikation aus Proposition und dem Funktor aus (4.3.3))
hat man eine Abbildung

Hom e ((V,U;W;), (X, U;Y3)) —

Homp, (ya0) (@ Z*(K,xx) ® E(B), @ Z*(K,+x) ® E(A)) :

BeB AcA
Aus Prop031t10n 1] und Lemma [5.3.1] sieht man sofort, dass diese Abbil-
dung durch ( zusammen mit der ,Regel“ (5.3.3.3)) gegeben ist.
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Als néchstes betrachten wir den Diagonalzykel A.

Lemma 5.3.2. Der Diagonalzykel A = ;(—1) M= Ay, bildet unter

Z'(X: % Xeye) B D Hom(BE(A)),Z) @ E(As) @ Z°(K, )
(Al,AQ)E.AX.A

auf > 4ida ® [K] ab, mit idy € Hom(E(A),Z) ® E(A) entsprechend der
Identifikation

Hom(E(A),Z) ® E(A) = Hom,(E(A), E(A)),

(aus[A.9).
Beweis. Wir betrachten
z'd><L;§A
Xo X Xog<— XF x AssF’ Xix¢&
Lo g * XidT
EX(N) x E.

Nach anwenden von Z*( , %) sieht man

1(I]1=1)
A~ A>T, (1) [y

|

1] —=1)

(=1 2 K]
~—~
(1,0

Daraus folgt die Behauptung. (|

5.3.4. Additive Zerlegung.

Korollar 5.3.1. Nach Wahl von K-rationalen Punkten {xs}aca, so dass

A € A—UpeaB, haben wir eine Zerlegung
BCA

(PV,uY;) = @ (PN, UiY7), Pa) (5.3.4.1)
AcA
in Mel (P4 sind idempotente Endomorphismen von (PN, U;Y;)).

Beweis. Wir definieren P4 als die Homologieklasse, die unter

275X x Xeoo) Y @D Hom(E(A)),Z) ® E(Ag) ® Z*(K, #)
(A1,A2)eAx A
auf id4 ® [K] abbildet mit id4 € Hom(E(A),Z)® E(A) die Identitit. Lemma

zeigt A = ) 4. 4 Pa und Proposition dass P, idempotent ist.
O
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Wir fixieren ein Ag € A. Ohne Einschrankung seien Y3, ..., Y, diejenigen
Y;, die Ay enthalten. Wir setzen

Al dfr {Ae A AD Aoy = A(X, UL, YY)

Der natiirliche Morphismus (X, nglYi) — (X,U;Y;), gegeben durch den
Zykel Yyeq (—1) 2 Ay,, hat nach Wahl von Punkten

{za;A € A} (wir nehmen die gleichen fiir A’) in allgemeiner Lage unter
dem dazugehotrigen Quasiisomorphismus

quis

Z*((X (dim X), UL, Y5)™ X (X,U;Y7), #x)
P  Hom,(E(A), E(A) @ Z*(K, )
(A, A)EA x A
die Darstellung » 4. 1 id4 ® [K]. Daraus folgt sofort:
Lemma 5.3.3. Der Morphismus (X,UL_|Y;) — (X,U;Y;) bildet fiir alle
A e A die Summanden
(X, UL, i), A) = (X, U] Y7), 4)

der Zerlequng aus Korollar isomorph aufeinander ab.
5.3.5. Morphismen in AMe.
Seien X YL, ..., Y2 jund Vo, Wy, ..., W2, Konstellationen affiner Rdume.
Wir bezeichnen mit X;Y7,....Y, bzw. V; Wy, ..., W, wie in , die

Kompaktifizierung im projektiven Raum und Y, bzw. W, die Hyperebene

im Unendlichen.
Fir I € Br_11,J € Ps—1,m sei Cr,; der Komplex assoziiert zum Doppel-

komplex (N :=dim X,d := dimW; — dim V)

CH*(Y7(N) x W;(d),0) CH*((Y1 NY:)(N) x W;(d),0)

! T

CH*(Y7(N) x (WyNWs)(d—1),0) —— CH* (Y1 NY,)(N) x (W;NWs)(d—1),0)

(der rechte Komplex steht im Grad= 0) mit horizontalen Pfeilen durch
Pullback und vertikalen Pfeilen durch Pushforward.
Offenbar ist

auq@JﬂiAw(mmnmuwm»ﬁcm«nmnxw+@m>
deg=0

L, 7(dim X — dim Y7 — dim V + dim W),
der erste Quasiisomorphismus durch Restriktion auf einen Punkt y € W79,
der zweite Quasiisomorphismus durch Inklusion eines Punktes = € Y. Der
Morphismus (von Komplexen) ay ; héngt nicht von der Wahl der Punkte
ab. Durch

ﬂ&mX—&mﬁ—&mV+&mWﬂ—%hb1H<Wwﬂw
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ist ein quasiinverser Morphismus gegeben.

Wir haben die offensichtlichen Morphismen i : Cr; — Cg,1,; (durch
Pushforward) und i} : Crp,; — Cry (durch Pullback) und kénnen den
Komplex C assoziiert zu

1Dk (@ xid+(—1)Hlidxi
B < T e IS

|JI—H]=L |J[—]=l-1
IE%T—LJG(ABS—I IG&BT‘—I,JE(ABS—I
deg=l

bilden. Nach Definition ist Hom e ((X,U;Ys), (V,U;W;)) der Grad= 0-
Anteil von Hy(C), den wir mit ngg:O(C) bezeichnen. Man sieht leicht,
dass die Morphismen «; ; einen Quasiisomorphismus

c™. P  Hom(E(A1),Z)® E(As)
(Al,Az)GAlx.AQ

geben (mit A; = A(X°,U;Y?) und Ay = A(V°,U;W?)). Dieser hiingt von
keinen Wahlen ab.
Wir haben also

Hom e (X, UiY5), (V,U; W) = Homp, gacy | €D E(A1), @ E(As)
A1€A; As€Ay
(5.3.5.1)
Man rechnet leicht nach, dass folgendes Diagramm kommutiert:

HomMe((X,UiYi),(V,U]-Wj))4>Hg°g_0< fas) Hom.(E(Al),E(Ag))®Z*(K,**)>

(A1,A2)

Hom, (E(A1), E(AZ))> )

Hom ape (X, UiY3), (V,U;W;)) ———— Hg®8=° ( S>)
(A1,A2)

mit linkem vertikalen Pfeil via dem Funktor Me — AMe (aus [4.4.4) und
rechtem vertikalen Pfeil durch Projektion Z*(K, %) — Z°(K,0) = Z - [K].

Man kann den Isomorphismus leicht invertieren. Sei dazu {z4 €
A; A € A} ein Wahl von K-rationalen Punkten in allgemeiner Lage. Zu
einem Morphismus

¢ € Homp, ey | €D E(A1), P E(4) |,
Ar1€A AzeAs
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gegeben durch Zj(—codimY7) LN Zj(—codimWy), fir alle I € PB,_1,J €
PBs—1,|I| = |J], ist der entsprechende Zykel durch

Z (_1)\1\0971)(]5“‘ oy x W)+

IePB, 1,JePs1 €CHO (Y7 (dim Y7)x W)
=]
nanen &L
Z (=1)" > Z(—l) Z érg- Ty X [Wy]
IePr_1,J €Ps—1 k=0 J;0p J=J' €CH* (Yr x (W ;1NWs))
[|=[J"|+1 Wo, 12W;
(5.3.5.2)

gegeben.
5.4. Abhingigkeit von Wahl von Punkten.

5.4.1. Sei X° = AN und Y,...,Y? ; affine Unterriume, sowie X,Y7,...
deren Kompaktifizierung im projektiven Raum PY. Wir diskutieren in die-
sem Abschnitt die Abhingigkeit der Quasiisomorphismen aus Proposition
(5.2.1) und (5.2.2) von der Wahl der Punkte x 4.

Wihlt man nun Punkte 2’4 und benutzt fiir

ZF((X(N),U;Y5)* x (X,U;Y5), %%)

. /
quis durch z’4

@D Z*((X(N),U;Yy)*, +x) @z E(A)
AcA

quis durch x 4

Hom(E(A'), Z) ©7 Z*(K, +) ®7 E(A)
(A7, A)eAx A

o7

Z*(K, *x) @z Hom, (E(A"), E(A))
(A, A)eAx A
im ersten Quasiisomorphismus die Punkte 2/, und im zweiten die Punkte
x4, dann ist der durch Ubergang x 4 — 51:24 induzierte Endomorphismus von

P z°(V(a+dimV),U;W;)*, =) @ E(A)
AcA

nach Abschnitt (5.3) durch ¥, mittels Regel (5.3.3.3), gegeben.
Dual dazu ist der Ubergang 2’y — x4 bei

P Hom(E(A),Z) @ Z*({A(c), UsBg), **)
AeA

ebenfalls durch ¥ beschrieben. Wir werden in diesem Abschnitt > berech-
nen.
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5.4.2. Das Bild von A unter

Z*(X3 % Xoyxx) = P Z7(X5, ) @ E(A)
AcA

bei Benutzung der Punkte 2/, ist durch

}:(—UW@AW®A®&

16‘43%71

gegeben, mit 67 = 1 € Z(—codimY}’) dndr, E(Y?). Wir miissen diese Klasse
in die Form
> mpglaye] @6y
I,JePBr1
bringen, mit my ; € Z*(K,%x). Dann ist das Bild ¥ von A unter den Qua-
siisomorphismen aus (5.4)) durch

Y m 56,
IJePBr1

mit §7 = 1 € Z(codimY?) indr, Hom(E(Y?),Z), gegeben.

5.4.3.

Definition 5.2. Fiir y € A(K), A € A, definieren wir induktiv, nach dim A4,
wann y in sehr allgemeiner Lage relativ zu den Punkten {zp | B € A} ist.
Wir beginnen mit dim A = 0, dann sei jeder Punkt in sehr allgemeiner
Lage.
Ist dim A > 0, dann ist y in sehr allgemeiner Lage, falls folgende Bedin-
gungen gelten

Y7 ra,
fir alle Be Amit BC Aist y ¢ B,

die Gerade durch y und x4 schneidet alle B C A, B € A gut,
alle Schnittpunkte der Geraden durch y und x4 mit den Unterva-
rietdten B € A, B C A, sind in sehr allgemeiner Lage.

Die Punkte in sehr allgemeiner Lage bilden eine offenen Menge (von A).
Uber einem endlichen Kérper muss diese keine K-rationalen Punkte ent-
halten. Ist K ein Korper mit unendlich vielen Elementen, dann gibt es K-
rationale Punkte in sehr allgemeiner Lage.

Definition 5.3. Fiir y € A in sehr allgemeiner Lage und eine Kette Ay =
ADA D---DA,,m>0,in A mit codima,A;+1 = 1 setzen wir

(1) ya = y, falls m =0,
dfn
(2) ya2-2A, 7 Schnittpunkt der Geraden durch y4>..04,,_, und 4, ,
n

mit A,,, falls m > 0.
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Sei im zweiten Fall oy : Al — A,,_; die Parametrisierung der Geraden durch

YAD- DAy, Und x4, mit ¥(0) = ya5..24,,_, und y(1) = x4, _,, dann
definieren wir As5..54,, durch

Y(A4D-24,.) = YAD-DA,n-
-7 dfn

= =

Seien A, B € A mit B C A, codimsB = 1. Assoziiert zum Funktor
PP — (grad. ab. Gruppen)

{Z(—N +dimB) falls Y? = A oder B
I —

sonst

0 fallsY? & {A,B}oderY}? ¢ {A, B}
td sonst

(IDJ)»—>{

haben wir nach (A.1.2)) eine Komplex graduierter, abelscher Gruppen, den
wir mit F(A, B) bezeichnen.
Wir haben offenbar eine exakte Sequenz

0 — E(A)(—-1) — E(A,B) — E(B) = 0 (5.4.3.1)

und einen Schnitt s : F(B) — E(A, B) als graduierte, abelsche Gruppen,
so dass der durch ([5.4.3.1) und s gegebene Morphismus von Komplexen
sod—dos: E(B)— E(A)[1](—1) die Form

Db =Y > (D) by
I I k
Y5 =A
hat.

Notation 5.1. Fiir alle A,B € A mit B C A,codimsB = 1, bezeichnen
wir den Morphismus sod —d o s : E(B) — E(A)[1](—=1) mit o425,

Es definiert 0428 ein Homologieklasse in Hom_,(E(B), E(A)) und wir
bezeichnen ebenfalls mit 0427 die Kompositionsabbildung
ASB 0o ADB
o : 7H0mo(E(A)7C) —>7HOH1.(E(B),C) ®Z[1](_1)?

wobei C ein Komplex freier, endlich erzeugter abelscher Gruppen ist. Expli-
zit erhalten wir fiir

n= Y 6 ®c €Hom(E(A),Z)®C,
IeP,—1,YP=A
dass
oA2B(n) = (_1)deg(n) Z Z (—1)’”155} X Coy,J-
o
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5.4.4. Fiir alle A € K* — {1} sei mit [a] € Z!(K,1) der durch den K-
rationalen Punkt a € A(K) gegebene Zykel bezeichnet. Offenbar hat dieser
triviale Ableitung.

Fiir eine Homologieklasse

n=> 6 ®cr € Hom(E(A),Z) & C
I

und einen K-rationalen Punkt y € A(K) in allgemeiner Lage bildet

Z ] ®cq
1
eZ*(Y7,0)@C
offensichtlich eine Homologieklasse in Z*( X, xx) @ C' (dabei ist
X = (X(dim X),U;Y;)*). Wir wollen diese Klasse mit n(y) bezeichnen.

Proposition 5.4.1. Fiziere ein A € A undy € A(K) ein Punkt in sehr all-
gemeiner Lage. Sein =) ;6] ®cy eine Homologieklasse in Hom(E(A),Z)®
C. Die Homologieklasse von

n(y) = e

1
in Z¥(X¥, xx) @ C ist zur Klasse
n(za) + Z(_l)mdeg(n) Z AaDDan] Aaoa,]
m>1 ADDAn
(O_Am—lDAm 0---0 O'ADAl)(n)(ZEAm)
dquivalent. Dabei wird in der zweiten Summe tber alle Ketten A D -+ 2 Ay,

mit codima, Aj1 = 1 fir alle i, summiert.

Korollar 5.4.1. Wir nehmen an, dass die Punkte 'y fir alle A € A in
sehr allgemeiner Lage sind.

Das Bild
Se @ 7K, ) oz Hom, (F(A), B(A))
(A7, A)eAx A
von A unter ist durch
id + Z Z Z /\AD DA [/\AQAI]®UAm_13Amo~-oaA3A1

AcAm>1 AD- DA
gegeben. Dabei ist Aa>..04,, € K* —1 wie in Definition firy =a/y.

Beweis. Wir schreiben

(I =1) (\II 1) \I\(\I\ 1)
> (-1 %] ®or=Y > (- [24] ® &7

1ePB—1 AeA ]5337«141
P=
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und wenden Proposition auf

PO R AL

Iem'rfl
Yo=A

an. Die Behauptung folgt jetzt aus den Betrachtungen in Abschnitt ([5.4.2)).
([l

Korollar 5.4.2. Ist K ein Kérper mit unendlich vielen Elementen, und fir
alle A,B € A mit B C A sei codimyqB > 1, dann sind die Quasiisomor-
phismen aus und [5.2.9 unabhingig von der Wahl der Punkte {z4}.

Insbesondere ist die Zerlegung aus[5.3.4.1] unabhdngig von Wahlen.

Beweis. Gegeben Punkte {z4}aca und {2’} } ac4, dann findet man, weil K
unendlich viele Elemente besitzt, Punkte {z/,}, so dass 2/, in sehr allgemei-
ner Lage sowohl relativ zu {4} als auch relativ zu {2/} } ist.

Nach Korollar ist ¥ = 1®14d fir {za} und {4}, bzw. fiir {24}
und {z’}}, da codlm AB > 1 fiir alle B € A. Deshalb ist Komposition mit
Y jeweils die Identitdt und die Quasusomorphlsmen zu {xa} und {2/} } sind
gleich.

Die Zerlegung aus hingt alleine von den Quasiisomorphismen aus
[(.2.7Jund[5.2:2]ab und ist folglich auch unabhingig von Wahl der Punkte. [

Beweis der Proposition. Sei v : A! — A die Gerade durch y und x4 mit
7(0) = y und (1) = x4. Fiir alle I € B, mit Y = A sei [';(y) C Y7 x Al
der Graph von . Wir setzen

r= Y ()G e,

Iemr—l

ein Element aus Z*(X], #x) ® C. Es sei d das Differential dieses Komplexes.
Eine einfache Rechnung zeigt:

d) =) (zal -y ®er

I

+ Z Z Z D=1k (yas0, Aaoe)] @ o, s,

COdlmAC 1Yy —C’ Yyg J—A

wobei der K-rationale Punkt (yasc, Aaoc) € Yi(K) x AY(K) als Zykel in
Z*(Yy,1) aufgefasst ist. Via der Z*(K,*x)-Modulstruktur (3.3.4) schreibt

man

[(yazc: Aaze)l = (1) [Aaxc] - [yazcl-
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Auf Homologieklassenniveau hat man also

D lywer =

I
Ylal@e+ > Pascl- (-1)*E™Wen)(yase) (5.4.4.1)
I CcA
codim 4 C=1
Durch sukzessives Anwenden von ([5.4.4.1)) folgt die Behauptung. U

5.5. Explizite Zykel.
5.5.1.  Wir arbeiten mit der Notation aus Abschnitt ([5.2.1). AuBerdem be-

nutzen wir die

0= (P' = {1}.{P' - {1}, {oc}, {0}},0)

Version von Blochs Zykelkomplex (siehe Bemerkung [3.1)).

5.5.2.  Wir haben ein Diagramm von Quasiisomorphismen

Z*(Ass F,*x) Z*((X,U;Y5), )

|

Z* (X0, U YP), %),

wobei der vertikale Pfeil durch Restriktion
(Y7(—codimY7),Y, NY;) — Y7 (—codimY7y)

induziert und nach Satz ein Quasiisomorphismus ist (zur Definition von
F siehe ) Wir werden in diesem Abschnitt mit Z*((X°, U/Z] V), %)
arbeiten. Ziel ist, den durch Proposition [5.2.I, nach Wahl von Punkten
{z4; A € A}, gegebenen Morphismus in der derivierten Kategorie,

E(A) = Z*((X°,UZ]Y), %),
zu beschreiben.

5.5.3. Wir fixieren ein A € A. Fiir I € P, mit A C Y} definieren wir,
fiir alle d > 1,

A’] p—
Ay It D Z-[AC A G- QA
ACA1 CCAJCYP
AreA

als die von den “Ketten der Lénge d” erzeugte freie, abelsche Gruppe. Wir
setzen Ag‘ 1 — 7[A]. Mit dem Differential 9, durch
t
HAGA G CAD =D (-D)"ACAI G CA G C Ad),
k=1

wird A2 zum Komplex, A’f’l — AS1 T ist die “Grad”-Abbildung.
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Sei T' der topologische Raum zum geordneten, simplizialen Komplex der
nichtleeren Teilmengen von {B € A; A C B C Y?}. Dann ist

Hy(AM /AT = HI™3 (T, 7).

Es ist T kontrahierbar, weil Y das grofite Element in {B € A; A C B C Y}
ist. Und somit ist A2 azyklisch, falls A C Y;.

Der Funktor ”", — (Komplexe abelscher Gruppen), gegeben durch
Al o
I {A* falls A C Y;
sonst

(I D J) ~ natiirliche Inklusion,

gibt (Abschnitt (A.1.2))) einen Doppelkomplex und wir bezeichnen den as-

soziierten Komplex mit A;"°
Der natiirliche Morphismus

A — E(A)(codimA) (5.5.3.1)

ist ein Quasiisomorphismus und wir wollen einen Morphismus von Komple-
xen (graduierter, abelscher Gruppen)

AL®(—codimA) — Z*((X,U'Z1YP), %)

konstruieren, so dass

Af"(—codimA) Z*(<X07U:;11Yio>7 *%) (5.5.3.2)
l Prop l

E(A) Daca E(A) ® Z¥(K, *x)

kommutiert.

5.5.4. Offenbar geniigt es, Morphismen
A (—codim A) — Z*(YF(—codim Y7), #x) (5.5.4.1)

zu konstruieren, die bzgl. I O J funktoriell sind.

Zu einer Kette A C Ay C --- € Ag C Y?, mit A, € A fir alle &,
sei der Zykel c(A € Ay € --- C Ay) in Z*(YP(—codimYp?),d) durch die
abgeschlossene Immersion

Ax A = YP x (PH)?
d
(arty, . ta) = (@ + Y e (za, —2a) [tr: 1, [ta s 1))
k=1

gegeben (fiir d = 0 ist ¢(A) = [A]). Die “co-Seiten” schneiden sich leer mit
c(AC A1 € -+ C Ay) und wir haben
t
Dc(AC A S CAY=> (D) e(ACA C - CA S C Ay).

k=1
73



Durch [AC Ay € - C Ayl — c(AC Ay € -+ C Ay) erhalten wir deshalb
einen gewiinschten Morphismus . Weil ¢(AC A € --- C Ay) leeren
Schnitt mit {zyp} x (P! — {1}) hat, kommutiert das Diagramm 1}

Durch die “Z*(K, *x)-Rechtsmodulstruktur” (beachte Bemerkung|5.4)) er-
halten wir aus das kommutative Diagramm

A (—codimA) ® Z* (K, +) —= Z*((X°,U[Z]Y?), %) (5.5.4.2)

\ lProp (5.2.1)

E(A) ® Z* (K, *%).
5.6. Produkte gewisser Zykel.

5.6.1. Produkte von Konstellationen. Seien X°;Y?,...,Y,° ; und

Veo,wp, ..., W2 ;| Konstellationen affiner Rdume. Durch

XOxVoYPxVe . Y2 xVO Xx WP, ..., X°xW¢_, erhalten wir eine
neue Konstellation affiner Rdume.

Bezeiche A; := A(X°,U;Y}?) und Az := A(V?,U;W?). Dann haben wir
offenbar

Ap X Az =5 Az = A(XC x VO, ;Y2 x VO U; XO X WP)
(A,B) — A x B.
Ebenso sieht man F(A) ® E(B) — E(A x B), fiir A € A;, B € As.

Fiir A, A € Ay, mit A’ D A, codimy A = 1, hat man aus Abschnitt (5.1))
o424 ¢ Hom (E(A), E(A")) und es ist 6424 idg(py = oA XBOAXE fijy
alle B € Ay. Ebenso hat man id ® 0B 28 = gAXB'2A%B fiir alle B’ D B und
A € A; (man beachte dabei Konvention (A.2.1.1)).

5.6.2. Darstellung der dufseren Multiplikation. Wir fixieren Punkte x4, A €

Ai,und zg, B € Ay, in allgemeiner Lage, zu Ax B € A3z setzen wir zaxp :=
(xa,zp). Wir setzen Ux := X° — U;Y,? und Uy :=V° — U; Wy

Proposition 5.6.1. Die duflere Multiplikation
25U, %%) @ Z*(Uy, #%) — Z*(Ux x Uy, %)
ist via der Quasiisomorphismen aus Korollar durch

7 (K, +) ® P BE(A)® Z*(K,+) o P E(B) =

AeA; BeAs
7 (K, %) © Z°(K,++) @ D E(4) o D B(B) 1rrten,
AeA; Be A,
ZN(Kx)® @ E(AxB)

(A,B)eAs

gegeben.
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Beweis. Wir benutzen die Ergebnisse aus Abschnitt (5.5]).
Wegen der ,, Z*( K, xx)-Modulstruktur” geniigt es zu zeigen , dass

AL (—codimA) @7 AP*(—codimB) i E(A) ® E(B)
'.
Z*(Ux, xx) @ Z*(Uy, *x)
. l uis E(A' x B') ® Z*(K,
Z*(Ux x Uy, *x) ! (A,g?)e& (A" x B') © Z*(K, *x)

kommutiert. Dies folgt sofort aus der Konstruktion der Morphismen
AL (—codimA) — Z*((X°,U;YP), %x) — Z*(Uy, *%)

in 53). 0

5.6.3. Problemstellung. Wir fixieren A, B € A mit der Eigenschaft

(1) An B # 10,
(2) codim A + codim B = codim AN B.

Es folgt leicht, dass die Abbildung
{AleAjAcAyx{BeA;BCB}—-{CeAANBCC}
(A',B"Y— A'nB

injektiv ist.
Wir setzen U := X° — U;Y,° und betrachten das Produkt

duferes Produkt
ey

Z* (U, xx) @ Z* (U, *x) Z*(U x U, *x)

A¥ (3.4.3
Z*(U, #). (5.6.3.1)

Mit Korollar erhalten wir einen Morphismus
E(A)® Z*(K,+x) ® B(B) ® Z*(K, ) — €D E(A") ® Z*(K,+) (5.6.3.2)
AcA

in der derivierten Kategorie.
Sei Ua := X° — U; yo54Y, nach Lemma (5.3.3) ist das Diagramm

Restriktion

Z*(Ua, *%)

\/

A) @ Z*(K, xx)
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kommutativ und wir haben die analoge Aussage fiir B. Wegen des kommu-
tativen Diagramms

Z*(Uy, #%) @ Z*(Ug, #x) —> Z*(Ua x Up, #) —= Z*(Us N U, #*)

| o

Z*(U,xx) @ Z*(U, %) Z*(U x U, *x) Z* (U, *x)

und (5.6.3.3) geniigt es zur Berechnung von (5.6.3.2) die obere Zeile zu
behandeln. Das ist auf einfache Weise moglich, da

Z* (U x Up,xx) — Z*(U, *x)

durch ein einfaches Element in Hom 4. beschrieben werden kann.

5.6.4. Korrespondenz zu U — Uy x Ug. Fiir die Konstellation
AN = X° vP ... Y affiner Riume bezeichnen wir (wie in mit
X;Y1,...,Y, die Kompaktifizierung im IP’%, dabei ist Y, die Hyperebene im
Unendlichen gegeben durch die Gleichung Xy = 0.

Wir setzen (V;1)? :=Y? x X° (V) := X° x Y? fiirallei = 1,...,r — 1.
Wir haben A%2Y € P2V (durch X # 0) und bezeichnen mit Y;' bzw. Y2 den
Abschluss von (Y1)? bzw. (Y;2)° im projektiven Raum, mit H bezeichnen

)

wir die Hyperebene im Unendlichen gegeben durch Xy = 0. Via
X =P - P?N: [Xo,...,Xn]— [Xo,..., XN, X1,..., XN]

haben wir V! N X =Y?’NX =Y, und HNX =Y,.
Ist A, B € A ein Paar wie in (5.6.3]), dann ist

(PN (PN X}, 0), U v! U Y7 JH)
Y54 yihp

im Sinne von (22.7.3) wohldefiniert und wir haben in Cy(M):

Uap: (BN, (PN,x},0), | v | vPum) SemEesd
YiOiDA Y-"jDB
U U Y;UY,) — (X, U;Y5).
ye5A yoD B
Wir bezeichen das entsprechende Element in
Hom . (P2, Ui,YiODAYil Ujyoon Yj2 U H), (X, U;Y)))

(siehe|4.2.4)) ebenfalls mit W4 p. Nach Proposition (3.4.1)) ist klar, dass ¥4
den Pullbackmorphismus Z*(Ug x Up, *x) — Z*(U, %) induziert.
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5.6.5. Darstellung von W4 p. Ziel ist es, das Bild von ¥ 4 g unter zZu
berechnen. Wir setzen Ay := A(X°,U; yo54Y") bzw. Ag 1= A(X°, U; yo5BY)
und setzen eine Wahl von Punkten z4, A € A, in allgemeiner Lage voraus.
Fiir Ay, A> nehmen wir natiirlich die gleichen Punkte.

Unter dem Isomorphismus

Z (PPN 2N), U Y U YPUH) x (X,UY;), #%)

OZ ]
YPOA  YPOB

|

Baca Z (PN 2N), U V' U YPUH)" #x) ® E(A)

i J
YOA  yeOB

aus Proposition ([5.2.1) haben wir als Bild von ¥4 g, nach einfacher Rech-
nung,

Z sgu(l, J) - (|| + |J]) - (zyprye, Typnye) @ drug

1,J
YPDOAY?DB
= Z Z sgn(l, J) - (|| +[J]) - (fo’ﬁYJOa ZL‘YIOHYJO) ® 010,
A'\B’ 1,J

A/DA,B/DB YOZA/,YjZB/
(5.6.5.1)

mit sgn aus Definition (i und €(n) = (—1)n(n271)
Fir A',B" € A, mit A’ N B’ # () und gutem Schnitt, haben wir einen
Morphismus von Komplexen

multy g : E(A)® E(B') — E(A'nB') (5.6.5.2)
Zi1(—codimA") ® Zj(—codimB') LD, 7. (—codim(A’ N BY)),
und ([5.6.5.1)) schreibt sich in der Notation aus Abschnitt (5.4.4) als

Z multA/,B/((CCylomy;, .CCylomyJo». (5653)
A/,B/
A'DAB'DB
Um Proposition (5.4.1) anwenden zu kénnen brauchen wir folgende Bedin-
gung an die Punkte x4, A € A.

Voraussetzung 5.1. Fiir alle A’, B’ € Amit A’ D A, B’ D B, sei (zxanp’, Tanp’)
in sehr allgemeiner Lage bzgl. {(xar,zpr); A” € A1, B” € Ay} (Definition
D.2).

Man sieht schnell ein, dass dies eine offene, nichtleere Bedingung ist. Uber
einem Korper mit unendlich vielen Elementen gibt es Punkte x4, A € A, die
die Voraussetzung [5.1] erfiillen.
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Indem wir Proposition (j5.4.1) auf (5.6.5.3)) anwenden, sehen wir, dass das
Bild von ¥4 p unter der Abbildung ((5.3.3.2) durch

Z 1rn111t,4d7]3€(UL1 ®0L2) ® oLy, L)

L1=ACA;C-CAy
L,=BCB,C--CB.

Ly — O'AdDAd—l O- - .OG'AIDA

gegeben ist, wobei o bzw. ol? = gBeDBe-15.. .0

oB12B st und die Summe {iber alle Ketten L1, Ly in A mit codims,A = d
und codimp, B = e geht. Den Zykel

a(Ly, Ly) € z¢o4magns(ANB) (K codimy np, (AN B))

kann man wie in (5.3)) berechnen.
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6. PULLBACK AUF ABGESCHLOSSENE UNTERSCHEMATA

6.0.6. Wir betrachten eine Konstellation X;Y7,...Y, mit X projektiv und
Z C X ein glattes, abgeschlossenes Unterschema mit
(1) fir alle Y7 ist Z xx Y7 glatt,
(2) Z — U;Y; ist dicht in Z.
Wir setzen YIZ d? Y; N Z und haben eine Konstellation Z;Y#,...,Y,%.
n

T

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass der Pullbackmorphismus fiir héhere
Chowgruppen (aus Abschnitt [3.4.3)

Z*((X,U;Y5), %) Z*((Z,U;YZ), %x)

lquis lquis

ZX(X — Y, %) —= Z5(Z — ;Y7 wx)

von einem Morphismus ® : (X,;Y;) — (Z,U;Y;?) aus Me kommt .
Danach berechnen wir das Bild von ® in AMe (Abschnitt [4.4)).

Die Konstruktion von @ ist leicht, falls Z in guter Lage ist. Um Z in
gute Lage zu bringen modifizieren wir die Konstellation X;Y7,...,Y, durch
Aufblasungen. Die Technik hierfiir werden wir als erstes entwickeln.

6.1. Natiirliche Auflésungen.

6.1.1. Im folgenden sei A eine endliche Menge glatter, zusammenhéngen-
der, nichtleerer, abgeschossener Unterschemata von X, so dass fiir A, B € A
die Zusammenhangskomponenten von A N B Elemente in A sind oder leer.
Es seien die Zusammenhangskomponenten von X in A enthalten.

Ein Beispiel ist

A(X,UY;) = U{Zusammenhangskomponenten von Y7} — {0}. (6.1.1.1)
I

Zusammen mit A sei eine Abbildung d : A — N>( gegeben mit der Eigen-
schaft: d(B) < d(A) fir B C A und Gleichheit nur falls B = A.

6.1.2. Konstruktion. Man erhilt eine Sequenz von Schemata
= X3 —=Xo—- X1 = X (6.1.2.1)

durch folgende Konstruktion:

(1) Aufblasen der Elemente in d~1(0), wir erhalten so X; — X,

(2) Aufblasen der Strikttransformierten (in X;) der Elemente in d~1(1),
wir erhalten so X9 — X7,

(3) Aufblasen der Strikttransformierten (in X») der Elemente in d~1(2),
wir erhalten so X3 — X,

(4) so weiter fortfahren ...
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6.1.3. Fiir A € A bezeichne mit Ay C X4 die Strikttransformierte von A
in Xy. Falls d(A) < d ist, dann auch A4 = 0.

Ist d(A) = d, dann bezeichne mit F(A) C X441 den exzeptionellen Divisor
bei Aufblasung von A,. Ebenfalls mit E(A) bezeichnen wir den Pullback
(inverses Bild) von E(A) in X, fir m > d.

Proposition 6.1.1. FEs ist
AgN By = (AﬂB)d (6.1.3.1)
fiir alle A, B € A.

Beweis. Wir fithren Induktion {iber d.

Fiir alle Zahlen e < d und C,D € A mit d(C) = d(D) = e und C # D
folgt C. N D, = (C N D). = 0, weil d(C N D) < e. Es ist weiterhin A, fiir
alle e < d und alle A € A glatt, denn A, ist die Aufblasung von A._1 in

| | (A N C)e—h
CeA
d(C)=e—1

und wir schlieflen per Induktion. Wir blasen in den ersten d-Schritten aus
also entlang glatten Zentren auf.

Fir C e Amit d(C) =d—11ist A3 1 NCy—1 = (ANC)4—1 und deshalb
gilt Ag_1 D Cyq_1 oder Ay_1NCy_1 = 0. Es schneiden also Ag_1 (bzw. By_1)
das Zentrum der d-ten Aufblasung [ ] Ad(C)=d—1 C4_1 in einer Zusammen-
hangskomponente und der Schnitt Ag_1 N Bg—1 = (AN B)4—1 ist glatt. In
solch einer Situation ist, wie im Lemma unten gezeigt wird,

Ay N By = Strikttransformierte zu Ag_1 N By_1.
Und das zeigt wegen Ag_1 N By—1 = (AN B)y4_1 die Behauptung. O

Lemma 6.1.1. Seien Y, Z C X glatt, so dass auch Y N Z glatt ist. Es set
mit J C Ox, T C Ox die Idealgarbe zu Y bzw. Z bezeichnet. Fiir alle d > 1
15t

IYINng)=1""'nyg.

Beweis. Es geniigt die Aussage lokal zu zeigen. Also sei X = Spec A und
Y NZ = SpecA/(I +J) — SpecA/J =Y eine reguldre Immersion mit
reguldrer Sequenz yi, ..., Y.

Jedes Element a € I%*! kann als

a = § 2K YKy YK a1t
K=K1<-<K41

entwickelt werden, wobei a; € IF2 und ay € I%(I N J) ist. Ist nun a €
I N J, so verschwindet es in

Id+1
Jd+2 —I—Id'H NnJ

k
>~ Sym?*! @yj AT+ J)
j=1
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und somit ist zx € I+ J fiir alle K und es gilt @ = a1 +as mit a; € 920 g
und ds € I4IN.J). Es geniigt deshalb

roJcIl(IinJ)
fiir s > t zu zeigen und dies folgt mit dem Lemma von Artin-Rees. O

Lemma 6.1.2. Sei X = X die Aufblasung eines glatten K-Schemas X
entlang eines glatten Zentrums C und A, B C X glatte Unterschemata, so
dass AN B glatt ist und ANC bzw. BNC' Zusammenhangskomponenten von
C sind. Dann gilt fir die Strikttransformierten A, B von A bzw. B, dass

AN B = Strikttransformierte zu AN B.

Beweis. Ohne Einschrankung sei A, B D C.
Seien 7, 7, K die Ideale zu A, B, C. Wir haben

]Cd
+KINT+KINT

AN B = Proj OX/(I+J)@€BKd+1 (6.1.3.2)
d>1

Nun ist K¢NZ = KK N T) nach Lemma (6.1.1)) und wegen K D Z folgt
K?NZ =K% Z. Die gleiche Argumentation fiir J zeigt

KiNT+KIng =K“TYWT + 7).

Wiederum mit Lemma (6.1.1)) ist K¢ HZT + J) = K1nN (Z + J), was die
Behauptung zeigt, denn es ist

Strikttransformierte zu AN B =

/Cd
+KiN(Z+J)

Proj | Ox/(Z+J) @ @ JCd+1

d>1

6.1.4. Weitere Eigenschaften.

Proposition 6.1.2. Fiziere ein d > 1.

(1) Seien B, ..., B* € A paarweise verschiedene Elemente mit d(B?) <
d fiir alle i, dann ist fir jedes A € A der Schnitt Ayn E(BY)n---N
E(B*) glatt. Und er ist leer oder

dim(A4 N E(BY N---NE(B*) =dim A4 — k.
(2) Seien B,...,B* € A mit d(B") < d—1 fiir alle i, dann ist fiir alle
Ae A:
AgNnEBYN---nEBY) =
Strikttransformierte zu Ag_, N E(BY) N ---N E(BY).
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Beweis. zu (1): Zum Beweis nehmen wir an, dass die Aussage fiir alle e < d
richtig ist und die Aussage im Teil (2) fiir alle e < d richtig ist.

Seien nun B!,..., B¥ € A paarweise verschiedene Elemente mit d(B*) <
d fiir alle ¢ gegeben. Es folgt aus Proposition , dass E(BHYyn---nN
E(B*) nur dann nicht leer sein kann, falls B!, ... B¥ zu einer Kette geordnet
werden konnen:

Bl 5. D Bk,
In der Tat sind fiir B', B? mit e = d(B' N B%) < d(B'),d(B?) die Strikt-
transformierten B!, B? in X, disjunkt und somit auch E(B'), E(B?).
Ist d(B7') < d — 1 dann ist Aq N E(BY) N--- N E(B*) Aufblasung von
Ag_1NE(BYN---NE(B*) entlang des Zentrums

II CiinAsinEBHYN---nEBY)
CeA
d(C)=d—1
= JI ©nA)yynEBYN---nEBY,
d(C)=d—1
nach Proposition (6.1.1)). Also glatt.

Ist d(B/t) = d — 1 dann ist A4 N E(BY) n---N E(BY) der exzeptionelle
Divisor bei der Aufblasung von Ag—1 N E(B?2) N --- N E(B*) mit Zentrum
(BN A)g—1 NE(B?)N---N E(B) und die Aussage folgt ebenfalls.

zu (2): Wir nehmen an, dass sowohl Aussage (1) als auch Aussage (2) fiir

alle e < d richtig ist.
Es schneidet E(B') N ---N E(B*) sowohl A4_; als auch

Ag-1N H Cq-1= H Ca-1
A

Ce CeA
d(C)=d—1 d(C)=d—1,CCA

gut und nach Lemma (6.1.4) (unten) haben wir

Aq N Strikttransformierte zu E(BY) N --- N E(BY) =
Strikttransformierte zu Aq_; N E(BY) N --- N E(BY).

Da E(BY)N---N E(B*) das Zentrum der Aufblasung (im d-ten Schritt) gut
schneidet ist nach Lemma (6.1.3])

Strikttransformierte zu E(B')n---nN E(B¥) = E(BY) n---n B(B").
U

Lemma 6.1.3. Seien B und C' abgeschlossene Unterschemata von X mit

Idealgarbe T bzw. J. Bezeichne mit X und B die Aufblasung mit Zentrum
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Cbw CNB. GitT-J=1InJ, so ist das Diagramm

f—

%mz

X «—— B

kartesisch. Die Voraussetzung ist erfillt, falls X, B,C,BNC glatt sind und
sich B und C' gut schneiden.

Beweis. Es ist

. : Je
X xx B = Proj (05(/1@@) (6.1.4.1)
o T+ 1T
und
- ( VL > : )
B=Proj | Ox/To P -7 | - 6.1.4.2
o I +Inge

Wir zeigen Z N Ji=174

Nach Lemma (6.1.1) ist ZNJ¢ = J91(ZNJ) und es geniigt ZNJ = ZJ
zu zeigen. Nun ist (ZNJ)/ZJ, wie man mit Lemma (6.1.1]) sieht, der Kern
von

I+J I0c  JOp

0. 6.1.4.3
T+J72  T0; " J705 (6.1.4.3)
Als Vektorbiindel auf BN C ist
I+J . I0¢ .
I‘gm == COdlmxB N C, rgIZTC = COdlch N 07
rgt;%i = codimpB N C,

und da sich B und C gut schneiden ist
codimgB N C + codimpB N C = codimxyBNC

und (|6.1.4.3)) ein Isomorphismus. O

Lemma 6.1.4. Seien A, B,C C X glatte Unterschemata eines glatten K-
Schemas X, mit A O C und B schneide sowohl A als auch C' gut und die
Schnitte seien glatt. Bezeichne X die Aufblasung mit Zentrum C, dann gilt
fiir die Strikttransformierten A, B, dass

AN B = Strikttransformierte zu AN B.

Beweis. Nach Lemma (6.1.3) ist B = Bx x X und somit ANB = (ANB)x 4 A

und man reduziert auf Lemma (6.1.3)), denn ANDB aufgefasst als Unterschema

von A schneidet C' gut. O
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Korollar 6.1.1. Fiir alle d > 1 und alle Durchschnitte Z = Ag_1NE(BY)N
- NE(B* und ' = A, |\NEB")N---N E(B'™) gilt fiir die Strikttrans-
formierten

Strikttransformierte zu Z N Z' =

Strikttransformierte zu Z N Strikttransformierte zu Z'.

Beweis. Proposition zeigt
ZnZ =(AnA)y NEBYN---nEB*NEB)N---nEB"
und mit Proposition
Strikttransformierte zu Z N 2’ =
(AnAYgynEBYN---nEBY)NEBYYN---nE(B™).

Andererseits ist nach Proposition
Strikttransformierte zu Z = A4 N E(BY)N--- N E(BY)
Strikttransformierte zu 2’ = A/, N E(B'l) N---N E(B’k)

und nach Proposition (6.1.1])

Strikttransformierte zu Z N Strikttransformierte zu 7' =
(ANA)NEBYN---NEBYNEB"YN---nEBY.
O

6.2. Konstruktion des Zykels.

6.2.1. Sei X:;Y1,...,Y, eine Konstellation und X;Y7,...,Y,, Y, eine wei-
tere, dann haben wir einen natiirlichen Morphismus (X, U;Y;) — (X, U::ll Yi)
in Me induziert durch den natiirlichen Morphismus

(X,U;Y;) — (X, U1]Y;) in Cy(M) (Abschnitt [4.2.4)).

Lemma 6.2.1. Ist Y1 C U_|Yi, dann ist (X,U;Y;) — (X,U1]Y;) ein
Isomorphismus.

Beweis. Nach Lemma [4.3.1] geniigt es

quis
Z*((X,UiYi), %) — Z°((X, U2} Vi), )
zu zeigen. Mit dem ausgezeichneten Dreiecken ([2.7.4.0]) reduziert man auf die

Aussage: Z*((X,U;Y;), x) ist azyklisch falls X C U;Y;. Ohne Einschrinkung
darf man hier X als zusammenhéngend annehmen und Y¥; = X, dann folgt

die Aussage sofort aus ([2.7.4.0]). O

Bemerkung 6.1. Zum Beweis des Lemmas konnte man auch Korollar (3.4.2))

benutzen.
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Es ist leicht den inversen Morphismus (X, U/ V;) — (X,U;Y;), der nach
Lemma existiert, explizit zu beschreiben, falls Y, = Yj fiir ein j <
r+ 1 ist.

Definition 6.1.

Seien I € B, 5, J € P+ mit INJ = 0. Wir schreiben I = {Iy, ..., [s_1} bzw.
J = {J(), .. ',Jt—l} mit Iy < --- < I4_1 bzw. Jy < --- < J;_1. Die Anzahl n
von Vertauschungen benachbarter Eintrage, um (lo,...,Is—1,Jo,. .., Ji—1)
zu ordnen, ist modulo 2 wohldefiniert und wir setzen

n(l,J) = (=1)".
Man sieht leicht, dass

> o+ A+ Y Ay

I1ePBry1 1%,
r1el jgr €20 Y u—rpugy (dn).0)

EZO(Y[ xXYr (d[),U)
(dr := dim Y7) den gewiinschten Morphismus gibt.

6.2.2. Sei X;Y7,...,Y, eine Konstellation und X projektiv. Wir bezeichnen
mit X die Aufblasung von X in Y. Fiir alle Y7 sei Y; die Aufblasung von
Y; entlang Y; NY,.

Wir wollen im folgenden annehmen, dass fiir alle I, J die Bedingung

}7[ XX ?J = }/] XX YJ (6221)

erfiillt ist. Dies ist im allgemeinen nicht der Fall. Man kann dazu folgendes
Beispiel betrachten: X = P3 und Y7, Ys = P? zwei lineare Unterrdume, die
sich in einer Geraden L = P! schneiden, sowie Y3 = P! eine Gerade, die L
in einem Punkt schneidet und nicht in Y7 oder Y5 liegt. Dann ist

Y; x < Yy = L U {exzeptioneller Divisor}

nicht glatt.

Bezeichne F' den exzeptionellen Divisor zur Aufblasung von X in Y.
Gilt (6.2.2.1)), so ist X;Y7,...,Y,_1, FE eine Konstellation. Wir haben einen
natiirlichen Morphismus

(X,U—lY;UE) — (X,U;Y})
gegeben durch
Y]O XX“- XXY}S ;Y]—>Y[
fiir alle I € P71 und
Y/Io XX"'XXY/IS XXE;EYG —>}/[ﬁY7~,
wobei Eyg, der exzeptionelle Divisor der Aufblasung von Y7 entlang Y7 NY,
ist. Nach Abschnitt erhalten wir in Me einen Morphismus
(X,UZlY;UE) — (X,U;Y;).

Lemma 6.2.2. Es ist (X,U/_;Y;UE) — (X,U;Y;) ein Isomorphismus.
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Beweis. Mit Lemma geniigt es
) ~ auis
Z* (X, UiZ[Yi U B), +x) — Z*((X,U;Y;), #%)
zu zeigen. Beide Seiten sind nach Korollar quasiisomorph zu Z*(X —

6.2.3. Modifikation von Konstellationen. Gegeben sei eine Konstellation
X;Y1,...,Y,.. Wir setzen

A= U{Zusammenhangskomponenten von Y7} — {0}
I

und es sei d : A — N> mit den Eigenschaften aus (6.1.1)) gegeben. Wir
setzen Cp = [] 4¢ Ad(A)=0 A C X und veréndern die Konstellation

XYy, Y XY, Y, Co.
Aufblasen entlang Cp ist der erste Schritt in der Konstruktion aus (/6.1.2))

und wir verdndern die Konstellation
X;Yia"'ayr‘7CU WXI;(Yl)ly-"v(Y;‘)lvEl

mit F; = HAeA,d(A):O E(A) in der Notation aus 1) Dabei ist wegen

Korollar (6.1.1)) die Bedingung aus (6.2.2.1]) erfiillt.
In X blasen wir C} = HAeA,d(A):l A; auf und Bedingung ((6.2.2.1)) folgt
wiederum aus Korollar (6.1.1f). So erhélt man

X;Yla"w}/r WXl;(}/l)la"',(}/T)laEl ~
Xo;(Y1)2,. .., (Yy)2, B, Ea ~> ..
Mit Lemma|6.2.1| und [6.2.2| haben wir Isomorphismen (in Me)
(X, Uz}/z) = (Xl, Ui(lfi)l U El) = (XQ,UZ‘(Y;‘)Q Uk U EQ) = ..., (6.2.3.1)

6.2.4. Bewegen durch Aufblasen. Gegeben sei eine Konstellation
X;Y1,..., Y, und ein glattes Unterschema Z C X, so dass

(1) fiir alle Y7 der Durchschnitt Z NY7 glatt ist,
(2) Z — U;Y; dicht in Z ist.
Wir gehen von der Konstellation X, Y7, ..., Y, zur Konstellation
X, Y1,..., Y, YZ, Y diber, mit Y7 = ZNY,.
Wir setzen
Az = A(Z,U;Y7) = U{Zusammenhangskomponenten von Y7} — {0}
I
und dz : Az — N>¢ durch dz(A) = dim A. Es sei d : A — N>( so gewéhlt,
dass die Bedingung aus (6.2.2.1)) erfiillt ist und
(1) fir alle A € Amit A ¢ Z gilt d(A) > dim Z,
(2) fir alle A € Amit A C Z ist d(A) = dz(A) = dim A.
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Es ist d so gewdhlt, damit man in den ersten dim Z-Schritten aus ((6.1.2))
nur entlang Zentren aufblést, die in Z liegen.
Sei dy mit 0 < dyp < dim Z gew#hlt. Aus (6.2.3)) auf A,d bzw. Az, dy

angewendet erhalten wir Konstellationen

XY, Y~ Xaos M)dgs -+ (Ye)dos By - - - Egg
bzw. Z;YE Y s Zags Y ) dgs - (V) ags B L. ES.

r

Es ist offenbar Z, die Strikttransformierte von Z in Xg4, und Ef = Zg,NE;.
Wendet man Proposition auf A U {Zshgskomponenten von Z} an,
dann folgt (Y;Z)do =Zg, N (n)do-
Speziell fiir dy = dim Z haben wir (Y;?)4, = 0 fiir alle 4, und wegen

Codimxdo (Ej N---N Ejk) = (:odimZd0 (EJZ1 N---N E]Zk),

fir alle j1,...,jk, aus Proposition (6.1.2))(1), liegt Z4, gut bzgl. der Kon-
stellation Xd(); (Yi)do, ey (Y})do, El, e ,Edo, d.h.

(Xdos {Xdo» Zap },0), Uy (Yi)ay US| E3)

ist im Sinne von (2.7.3)) definiert.

Der Einschrinkungsmorphismus

<(Xdov {Xdov Zdo}7 0)7 Ug:l(}/;)do Uzozl Ek) (6'2'4'1)

|

d
<Zd()a UkozlEkZ>7
gegeben durch
incl = .. : .
E; n---NEj, ﬁE]ZIHQEJZk —>EJZ1ﬂﬁ]_’*7jZIv fur alle j1,..., Jk,
definiert nach (4.2.4) einen Morphismus
(Xaor U1 (Yidao Uiy Bw) — (Zag: Ui, BY)
in Me, der wegen (3.4.3.3)) via des Funktors
(X,UY)) = Z%(X — U;Y, xx)

aus (4.3.3)) auf den Pullbackmorphismus fiir héhere Chowgruppen abbildet.
Via der Isomorphismen aus (6.2.3.1)) erhédlt man einen Morphismus

(X,UY;) — (Z,U,Y7), (6.2.4.2)

der den Pullbackmorphismus induziert.
87



6.2.5. Wir halten das Ergebnis dieses Abschnitts in folgender Proposition
fest.

Proposition 6.2.1. Sei X;Y1,...,Y, eine Konstellation projektiver Sche-
mata und Z C X ein glattes Unterschema mit

(1) fiir alle Yy ist der Durchschnitt Z x x Y7 glatt,

(2) Z — ;Y] ist dicht in Z.
Dann existiert ein Morphismus ® : (X,U;Y;) — (Z,U;Y?) in Me, der via
des Funktors aus auf die Pullbackabbildung

ZH(X = Uy, 0) = Z5(Z = Y7 ),
zur abgeschlossenen Immersion Z — UZ-Yf C X — U;Y;, abbildet.
Nach Vorschalten von (Xg,,U_; (Yi)d, Uzozl Ey) = (X,U;Y;) und Nach-

schalten von (Z,U;Y?) = (Zdy» UZOZIE,CZ), wobet

Xdo; (Yl)d07 ey (Yr)doa El, . ,Edo und Zdo; Elz, ey EdZO die in kon-
struierten Modifikationen fiir dy = dim Z sind, ist ® durch (6.2.4.1]) gegeben.
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6.3. Approximation des Pullbackmorphismus.

6.3.1. Wir haben zur Konstellation X;Y1,...,Y,, X projektiv, und Z C X
ein glattes Unterschema mit Z X x Y7 ist glatt fiir alle Y7, einen Pullback-
morphismus ¥ in Me konstruiert und beschreiben hier das Bild
von ¥ in Hom g (X, U;Y5), (Z,U;Y;7)) (aus Abschnitt )

6.3.2. Um die Rechnungen etwas zu ordnen macht man sich klar, dass
Morphismen von (glatten) Schemata

AdcL B

und ein Element o € CH*(C) := CH*(C,0), unter der Voraussetzung g
eigentlich (bei uns werden A, B, C projektiv sein), einen Zykel (f,g).a €
CH*(A x B) definieren. Wir bezeichnen diesen Zykel mit

AL (0% B. (6.3.2.1)

Ist ' 2 C ein eigentlicher Morphismus, so haben wir

(AL o) 2 By = (AL (C ha) L B). (6.3.2.2)

Die Komposition, im Sinne von Komposition von Korrespondenzen, kann
man unter folgenden Voraussetzungen explizit beschreiben.

Gegeben seien A Lod B, B L% Bund a e CH*(O), o €
CH*(C"), so dass

e das Faserprodukt C' x g C' glatt ist,

dann ist die Komposition

(B L)L Byo(ad (o)L )=
A fop1 (C X p Cl,pS(O/) . Ctop(v) - pla) RALEN B, (6.3.2.3)

Dabei ist ¢;p die “Top”-Chernklasse, pi,ps die Projektionen zu C xp C’
und

Vv i PiNeycxBy/Nex g joxcrs

wobei nach Definition Ny, y das Normalenbiindel zur Immersion ¥ — X
ist (siehe dazu ([Ful, Proposition 6.6)). Ist g : C — B’ eine abgeschlossene
Immersion dann vereinfacht man leicht zu

V =piNc/p//Nex e
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6.3.3. In der Situation aus [6.3.1] setzen wir

Ny, /x ’ z
VI = VY[ - I/ YI
dfn dfn NYIZ /7

Lemma 6.3.1. Es ist

Z(_l)m»(g\fl) (Y} mcl (szactop(‘/l))—}y}z) (6.3.3.1)
I

€CHO(Y7(dim X) ><Y;g (dim Y# —dim Z),0)

ein Element in Homape((X,U;Y;), (Z,U;YZ)).

Beweis. Wir setzen XJ := (X(dimX),U;Y;)" und X, = (X,U;Y;). Wir
haben

CH(dx; x id,0) (Z(—l)'”'”i'” (Vi <L (V7 cuop(Vi)) — Yf)) -

I

SOS ()R ST (V) = (V1) = Yi)o(Yy — (Y crop(VD)) — Y =
k I

=T
e
|I|<|1| - 1]=1) V-
Y Y vz, (N/><v> ve) = V) =
k1 7 YZ/YE
O J=I

(W1=1)-(1s1=2) Ny, 1y,
ZZ o (YJ ‘L_J (YJZ7Ct0p <J/I>'Ct0p(‘/1) |YJZ) - Y(‘)ZkJ)a
k

wobei wir ((6.3.2.3]) auf

NN

angewendet haben.
Nun haben wir die exakte Sequenz

YZ

0 —_ NYJ/YI

- V;—=Vilyz—0
Nyz vz 7

und daraus

N
Ctop ﬂ . Ctop(‘/f) = Ctop(VJ)-
NYJZ/YIZ
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Andererseits ist

CHO(id x dx. ,0) <Z(—1)M5|_1)(Y1 L YE  eop(VT)) — YIZ)> =
I

LETE
Y)Y (Y eop(VE)) = YD),
i

was die Behauptung zeigt. O

6.3.4.

Satz 6.3.1. Sei X;Y1,...,Y, eine Konstellation projektiver Schemata und
Z C X ein glattes Unterschema mit

(1) fir alle Yy ist der Durchschnitt Z x x Y7 glatt,

(2) Z — ;Y] ist dicht in Z.
Der dazu assoziierte ,Pullbackzykel“ ¥ € Hom e (X, U;Y;), (Z,U; V7)) (sie-
he Proposition hat in Homaqe, in der Notation aus (6.5.9), das Bild

]-(I]=1) incl
ST (VL (0 (Vi) = Y
I

. Ny/xlyz . . .
wober Vi = WI ist, und No 97 die Normalenbiindel bezeichnet.
Yf/z

Der Beweis des Satzes benutzt folgende Proposition, deren Beweis in Ab-

schnitt (6.3.5)) gegeben wird.
Wir erinnern an die Konstruktion der natiirlichen Auflgsung (6.1.2f und

6.2.4) zur Situation Z C X. Im d-ten Schritt haben wir die Konstellation
Xa; Y)ay -, (Yr)a, Ev, ..., Eg und kénnen das Diagramm (von Morphis-
men in AMe)

o

(Xa, U1 (Y)a Uiy Br) — (X1, Uiy (Y)a—1 UjZ1 Ex)

| |

o

(Za. Ui, (Y2)aUb_y Ef) —= (Zaor Ui (Y2)ao Ui 1 EF)

bilden, wobei die horizontalen Pfeile die Isomorphismen aus ((6.2.3.1) sind
und die vertikalen Pfeile durch (6.3.3.1]) gegeben sind.

Proposition 6.3.1. Das Diagramm kommutiert.

Beweis von Satz . Nach Proposition (6.3.1) und Proposition (6.2.1
06.2.4.1]

haben wir zu zeigen, dass das Bild von (6.2.4.1) in AMe durch (6.3.3.1
gegeben ist. Die Aussage folgt sofort aus der expliziten Darstellung in (4.2.4
und ¢, (V7) = 1 fiir alle 1. O
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6.3.5. Im folgenden werden alle Schemata glatt und projektiv iiber K sein.

Notation 6.1. Fiir alle Morphismen f : A — B von Schemata ist mit f,
bzw. f* der Graph von f in CH*(A x B) bzw. CH*(B x A) bezeichnet.

Komposition ist Komposition von Korrespondenzen.

Lemma 6.3.2. Wir betrachte die Situation

A —— A L B
A A
Ay —— Ay L By,

sowie o € CH*(CY) und 3 € CH*(C3). Es seien i’ abgeschlossene Immersion,
k,j eigentlich, q glatt und das Quadrat links auflen kartesisch, dann gilt

je 0 (A} — (C1,@) — By) + (A5 «— (C, 8) — Ba) oi, =
N i ! A
All — (Al X A 027 (p7 k)*a +p;6 'pictop (W)) - BQ. (6351)
A1/As
Beweis. Es ist
je o (A} = (C1,) = By) = A} «— (C1,a) — By
= All “— (Al XA2 CQ, (p, k?)*Oé) — Bg.
Und
(A5 « (Cy, B) — Ba) o,
= (A — (C2,0) — Ba) o (A7 = (A7,1) & 4))
= A} <A'1 X C2; Ciop (pINA’l/A’Q/NA’le/QCQ/Cb) 'P§ﬁ) — DBy
Nyrjar |a
= All — (Al XAQ CQ?])TCtOp (]\71/21> p;ﬂ) - B27
A1/Az
dabei benutzt man A} x 4, Co = Ay x4, C2 und piNy, /4, = NASXA'202/C2‘
O

Notation 6.2. Wir werden im folgenden den Pullback von Chernklassen
(im allgemeinen) nicht mehr notieren, d.h. fiir f : ¥ — X und & ein Vek-
torbiindel auf Y schreiben wir ¢;(€) statt f*¢;(€) = ¢;(f*E).

Lemma 6.3.3. Seien C,Z C X und C xx Z glatt, X (bzw. Z) die Aufbla-
sungen entlang C' (bzw. C N Z)

_t.x
=
_t . X
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Bezeichne j : P(Ng/x) — X den exzeptionellen Divisor und V = Neyx lonz
[/Ncnz)z- Wir haben

(V.® O1)) = ciop(V)

X~ (P(Ng/X |Z)> Clop > — 7 =1"Txe — Tzl

610(1)
(6.3.5.0)
Beweis. Da
Rang V
Ctop(v X O(l)) = Z Ck(V) . 01(0(1))Rang V—k
k=0
benutzen wir Ctop(v®c(?gzi)_%p(v) als Kurzschreibweise fiir
Rang V-1
Y V) er(O1))Rems VoL
k=0

Ohne Einschrinkung seien X und Z zusammenhéingend und C # X.
Betrachtung von

P(Ngx lenz) —=Ccnz— 2z

| |

]P)(Ng/x) o X

(alle kartesisch) zeigt

T x s = P(Ng/x) — (P(Ng/x ’CmZ):Ctop(NC/X/NCﬁZ/Z)> — Z.
(6.3.5.1)
Aus

P(Nng/Z) - P(Ng/x)

L

~ v ~

Z X

kartesisch sieht man
U = ]P)(Ng/X) - (]P)(Ngmz/z)v 1) — Z,

und daraus,

75l jx = P(N¢) ) (P(Ng/x lenz), [P(ch*mZ/z)D —Z.  (6352)
s ist [P(Nnz/2)] = ctop (Neyx(1)/Nenzyz(1)), well (NS, /¢) Verschwin-
dungsort des Schnitts

O — N¢yx(1) = Ngyx(1)/Nenzyz(1)

ist. Zusammen mit

J*j» = Multiplikation mit —c;(O(1))
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zeigen (6.3.5.1]),(6.3.5.2)), dass o j, stimmt.

Wir haben mx.7m% = Ax. Es gilt mz,m, = Az falls Z # Z N C und
sy = 0falls Z C C.

Im ersten Fall ist Rang(N¢/x /Nenz/z) < Rang(Ng,x) und deshalb ver-
schwindet die linke Seite von o7 ([Ful], Proposition 3.1), genauso
wie die rechte Seite.

Im zweiten Fall ist

ctop(Noyx ® O(1)) — Ctop(NC’/X)> g

x = (B0 x 12) o

(7= (P 1) 0(1) )~ 2)er

da

ctop(Neyx ® O(1)) = cop(Neyx)
a0(1)
e1(0(1))8We/x)=1 4 Kleinere Terme in ¢1(O(1)),

(siehe [Ful, Proposition 3.1). Es ist also (6.3.5.0) o w% richtig.
Die Behauptung folgt jetzt aus der bekannten Tatsache, dass

(Oﬂ—;(’o.j*)
—_—

CH*(X x Z) CH*(X x Z) & CH*(P(Ng/x) X Z)
injektiv ist (siehe z.B. [Ful, 6.7). O

Fiir Zahlen 1 < kg < k < -+ < kj—1 < d schreiben wir k = (ko, ..., k—1)
und

EE:Ekom"'ﬂEkl_l

bzw. Eff = Eff n---NEf .

Beweis der Proposition[6.3.1. Betrachte zuerst fir I,k = (ko, ..., k1), mit
ki_1 < d, das kommutative Diagramm von Schemata

(Yr)an Ey (Y/)an Ef

T \LTI’Z

(YD)a-1 N By <— (YIZ)d_l N EEZ

Hier ist (Y7)q N Eg bzw. (Y#)aN EEZ nach Proposition 1) (2) die Strikt-
transformierte von (Y7)g—1 N By bzw. (Y7)a—1 N EEZ
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Im kartesischen Diagramm

(Y1)a—1 N By — (Y1)a—1

| |

(Va1 N Ef —— (V)

sind die horizontalen Pfeile Immersionen gleicher Kodimension (Proposition
6.1.2(1)) und somit
Ny, = N¥i)ao1inBy/ X _ N1 /Xaa
dn Noyzy, 1082 /20y NOP)ac1/Zan

Das Zentrum Cy_; der Aufblasung X; — X, 1 schneidet (YIZ )d—1 in ei-
ner Vereinigung von Zusammenhangskomponenten von Cy_1 oder trivial,
deshalb ist

Niviya/xq

Ng = = Nyg—1 @ O(—Ey).

Niv?)a)24

Wir haben folgende Elemente in CH*(((Y7)a N Ex) x (Y7 )a—1 N EEZ)) zu
vergleichen:

Ri= 77,0 ((Y1)a N B = (Y7)a N EE, ciop(Na) — (Y/)a " B )
mit L :=
()41 0 Bi o (FF)acr 0 B uop(Nar) = (VF)ar N EL ) o
Nach Lemma und Projektionsformel ist L =
w240 (Y1)a N Ey — ((Y7)a N EY, crop(Na-1)) — (Y7 )a N EfY) +
(Y1)aN Ey, — ((Y71)a N Ex N Eq, ciop(Ng—1) - A(V)) = (Y )a—1 N EY),

mit
_ CtOP(V & O(l)) - Ctop(v)
Alv) = 1 0(1)
Rang V-1
= Z Ck(V) . 01((9(1))Rang V—k—l’
dfn 0
Ner /(Y1)a—1NEg
V=5 —=Nyz [
Ncélfl/(YIZ)d71ﬂEEZ (Y7)a-1/(Y1)a—1 1Cq_y
und

Cél—l =Cy_1 N (YI)d—l N EE =Cy_1N (Y[Z)d—l N EEZ,

weil Cy_1 C Zj_1, sowie O(1) = O(—Ey) das universelle Biindel zur Auf-
blasung.
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Wir betrachten
(Y/)aNEf NEy

T

(Y1)aN ExN Ey (Y/)an EZ,

und haben
[(Y7)aN Ef NEg) = —e1(O(1))  in CH*((Y/)a-1 N Ef)
und
[(Y/)aNEZ N Eyg) = ciop(V(1))  in CH*((Y7)a N By, N Ey).
Daraus folgt sofort

72+ 0 (Y1)a N By — (Y7 )a N Ef, ctop(Na—1) — ctop(Na)) — (Y7 )a N EF)

(YD)a N Eg — ((Y1)a N Ex N Eg, ciop(V(1)) - A(Ng-1)) = (Y )a1 N Ef.
Nun haben wir die exakte Sequenz
0=V =Nz, ,/x,., = Na-1 =0,
und es folgt
A(Nz, /xq41) = ctop(V(1)) - A(Na-1) + ctop(Na-1) - A(V),
und damit L — R =
(YD)aNEy — (Y1)aNExNEg, A(Nz, ,/x,,)) — (Y7 )a-1NEf. (6.3.5.3)

Wir betrachten als zweites das kommutative Diagramm von Schemata

(Yr)aN Ex N Ey (Y/)aNEf NE]

T \Lﬂ'z

(Yl)d—l N EE NCy_1 -~ (Y[Z)dfl N EEZ NCy_1.

Wir setzen

N _ N(Yl)d—lmEEmCd—l/Xd—l _N
d—1 df_n Nz S —VZi 1 /Xa |(Y1)d—1ﬁE&ﬁZ¢i—1
(Y)a—1NEZNCq—1/Za—1

NvpaneenEa/Xa  Noma_i/Xe

Ny ® O(1).

d?n N(le)dﬂEfﬂEdZ/Zd B N(YIZ)d_l/Zd_l
und haben folgende Elemente zu vergleichen:
R:=my.0 ((Y[)d N EE NE;+— ((Y[Z)d N EEZ N EdZ, Ctop(Nd))
— (Y{)aN B{ N EY)
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mit L :=

(Y7)a—1 N EN Cy1 — (Y7)a—1 N B N Cy-1, rop(Ng—1))
— (Y1)g—1 N E N Cy_1) 0 Txs.
Wir haben hier offenbar L — R =
(Y1)a N Ep N Eq = (Y1)a N Ex 0 Ea, crop(Na—1) = rop(Na)crop(V (1))
— (Y/)a—1 N Ef N Cyr).
(6.3.5.4)
Und es gilt
ctop(V/(1)) - Cop(Na) = Crop(Nz, /x4, (1)),
also
ctop(Na—1) = Crop(Na)crop(V (1)) = —c1(O(1)) - ANz, /x, )
Betrachte nun das Diagramm (von Morphismen in AMe)

TX

(X, U (V)a U, Bx) —— (X1, U (Yi)a—1 Ui B U Cyy)

’ o

(Za, Uiy (VA)a Uiy BE) == (Zaet, Uiy (V) ama UL EE U Ca),
(6.3.5.5)
mit horizontalen Pfeilen den Isomorphismen aus Lemma und verti-
kalen Pfeilen aus Lemma (6.3.1]).

Es zeigen (6.3.5.3) und (6.3.5.4)), dass tq_10mx — 7z 01y =
Z Z (_1)(|I|+l)(\21\+l—1)

I E:(kOr'wkl—l)
ki_1<d

((Y1)a 0 B = ((Y1)a 0 B 0 Eay ANz, px, ) = (Va0 Ef
+ (=DM
(YD) aN Ex N Eg— ((Y1)aN Eg N Eg, —c1(O(1)) - ANz, /x, )

)
— (Y[Z)d—l N EEZ N Cd_1)>
(6.3

5.6)
Bezeichne D das Differential aus (4.4.2.1)) und H den Zykel

Z Z (_1>(\I\+l)(\21\+l*1)
I k

k=(ko,....ki—1)
ki_1<d

(Y1)aNEx — ((Y1)aN Ex N Eq, ANz, ,/x, )
— (YA)d—1 N Eg N Cy_y,
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dann ist es eine leichte Rechnung (ausgefiihrt in Lemma 6.3.4)), dass die
rechte Seite von (6.3.5.6|) gleich D(H) ist, und das Diagramm (6.3.5.5)) kom-

mutativ.
Die Kommutativitit des Diagramms

(Xa-1,Ury (Y)a1 U] B U Car) =—— (Xa-1, Uy (Yi)a—1 Uiz} Ex)

| l

d— d—
(Za1, U (Y2 aa UiZ) EZ UGy 1) <— (Za—1, U (V) a1 U] EP),

mit horizontalen Pfeilen den Isomorphismen aus Lemma (6.2.1)) und verti-
kalen Pfeilen aus Lemma (6.3.1)), ist offensichtlich. O

Notation 6.3. Sei f : X — Y ein Morphismus (glatter) Schemata, wir
schreiben (X — Y), := f, und (X — Y)* := f*.

Wir setzen Hr . =
= dfn

(YD)aNEx — (Y1) aNEx N Eq, ANz, /x,1)) = (Y7 )a-1 N ExN Cy_1,
und
e(n) =(-1) T fiir alle n € Z. (6.3.5.7)

Lemma 6.3.4. Bezeichne D das Differential aus (4.4.2.1) und H den Zykel
aus dem Beweis der Proposition , dann ist D(H) =

Z ZG(‘I’ + ’ED (((}/IZ)C[,1 N EEZ NCy_1 — (YIZ)d,1 N EEZ)* o HI:E
I &k

+ (—1)|I‘+|E|H]7E o ((Y})d N EE NE; — (Y])d N EE)*) .

Beweis. Wir wenden CH (d<Xd(dim Xa).Ui(Yi)aUl_, Eyys X id, O) auf H an und
erhalten:

[J]—-1
DN e+ 1k = 1) D> (=D Hopg o (Yra N By — Yo,50 0 Eg)s
J k 1=0
Im|—1

3N e+ ml = 1) D> () H gm0 (V1)a N B — (Y1)a N Eoym)+

I m =0

+ D > e+ [kl + DHpp o (Y)a N Ex N Eq — (Y7)a N Ey)a.
Ik
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Andererseits ist CH° (z’d X d<Z(i—17Ui(}/;z)d—1uz;iE]€ZUCd—l>7O) auf Hyj ange-

wendet:
17]-1
> (=1) ((le)d—l NEfNCa1— (Yg)a 1 NEL N Cd—1>* o Hrp

=0
|k|—1
+ Z (_1)l+\l| ((}/]Z)d_l N EEZ NCy_1 — (Y}Z)d_l N Egl& N Cd—l)* o H[,E
=0
+ (= 1) ((YIZ)d—l NEY NCy1 — (V)1 N Ef>* oHry

Auf das kommutative Diagramm

(Yj)d N EE (YJ)d N EE NE; —— (YJZ)d_l N EEZ NCy_1

| | |

(Yakj)d N EE -~ (Yakj)d N EE NE; —— (YaZkJ)d—l N EEZ NCy_1

lasst sich Lemma [6.3.2| anwenden, und man hat

Ho, k0 (Yr)a N Eg — (Yo,)a N Eg)s =
(Y7)a—1 N Ef N Caoy1 — (Y4 j)a—1 NEF N Ca_1)w 0 Hyp.

Genauso beweist man

Hr om0 (Y1)aN Em — (Y1)a N Egym)s =
((le)d,1 N Eé NCy_1 — (YIZ)d,1 N Egkm N Cdfl)* o HLM'

Daraus folgt die Behauptung.
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6.4. Beispiel: Approximation der Ringstruktur.

6.4.1. Pullback auf die Diagonale. Sei X;Y1,...,Y, eine Konstellation pro-
jektiver Schemata, dann erhalten wir durch X x X;Y; x X,... )Y, x X, X X
Yi,..., X x Y, eine weitere, und die Diagonale A C X x X erfiillt die
Voraussetzungen aus Proposition (6.2.1]), so dass wir einen Morphismus
P (X xX,UYi x XU; X xYj) = (X,UY;U; ;) = (X,U;Y;) in Me
haben, der den Pullbackmorphismus zur Diagonale

Z*((X = UY)) x (X = UY;), xx) = Z*(X — U;Y;, #x)

beschreibt. Nach Satz [6.3.1] und Abschnitt 6.2.1] ist das Bild ® von ® in
AMe durch

o = Y sgu(l, J)e(|I] + |J\)(YI XYy —
I,J
InJ=0

N DN
(33070 (R SR ) )
I J

gegeben (e wie in (6.3.5.7))).

6.4.2. Kompaktifizierung von Produkten von Konstellationen affiner Rdume.
Sei AN = X°, VP, ..., Y, | eine Konstellation affiner Rdume (wie in [5.2.1)
und fiir jedes A € A(X° U;Y;?) = A ein K-rationaler Punkt x4 in allge-
meiner Lage gewéhlt (wir nehmen an, dass dies geht). Wir bezeichnen (wie
in [5.2.1) mit X;Yy,...,Y, die Kompaktifizierung im P%, dabei ist Y, die
Hyperebene im Unendlichen gegeben durch die Gleichung Xy = 0.

Wir setzen (Y1)° := Y° x X° (Y?)? := X° x Y, und erhalten durch
AZN = XOox XO (Y1), ..., (VL))o (Y2)°,. .., (Y,2,)° eine weitere Konstel-
lation, es ist

Ax A= AX? x X°,U(VH° Ui (YA)°)
(Al,AQ) — A1 X AQ,
und wir setzen T4, x4, = (TA4,,ZA,)-

Wir haben A2V < P2V (durch Xy # 0) und bezeichnen mit Y;! bzw. Y;?
den Abschluss von (Y;1)? bzw. (V;?)° im projektiven Raum, mit H bezeichnen
wir die Hyperebene im Unendlichen gegeben durch Xy = 0. Via

X =P =P, [Xo,...,Xn]— [Xo0,..., XN, X1,..., XN]
haben wir V! N X =Y?’NX =Y, und HNX =Y,.
6.4.3. Multiplikation bei Konstellationen affiner Rdume I. Nach Abschnitt
(6.2) haben wir einen Morphismus
W (PP, UZY U YA U H) - (YUY U Y uY,) S (PY, YD)
in Me, der den Pullback auf die Diagonale

ZX(U x U, *x) — Z* (U, *x) (6.4.3.1)
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induziert (via , mit U := X° — U;Y,°. Die fixierten Punkte geben nach

Proposition ([5.2.1] -

Z*(U x U, *x) s, @ E(A; x Ag) @ Z* (K, *x)
(A1,A2)eAx A

quis, 5 P E(A) ® Z7(K, ) (6.4.3.2)
AcA

und das Bild von ¥ unter

Hom e (P2V, U2} Y UZ! Y2 U H), (PY,UY;)) =

HBieg:O @ @ HOH] Al X AQ) (Ag)) ® Z*(K, **)
(A1,A2)EAXA AzeA

(HJ=" bezeichnet den Grad = 0 Anteil von Hp) beschreibt (nach
Abschnitt (5.3)).

Leider haben wir keine Beschreibung von W, nur die Beschreibung des
Bildes ¥ von ¥ in Hom e (siehe , was nach das Bild von W
unter der Projektion

Hy®=" | @ @ Hom(E(A x A2), B(4y)) @ Z*(K, %)
(A1,A2)EAX A As€A

Hgee™" < D @ Hom(E(A; x A2),E(A3))> ;
(A1,42)

€AxA AzcA

induziert durch Z*(K, ) — Z°(K,0) = Z, gibt. Dies geniigt um den linken
vertikalen Pfeil in

@ E(Al X Ag) via ZO(K,0)CZ* (K %) @ E(A1 X Az) ® Z*(K, **)
(A1,A2) (A1,A2)

| |

DE(A) . v ZW0 2 (Kx)  DE(A) © Z*(K, )
A

zu beschreiben.

6.4.4. Beschreibung von ¥. Nach Satz und Abschnitt haben wir

U= Z (|| + |J]) - sgn(L, J) - (11,5 + T1,.0,1), (6.4.4.1)
[7JE§‘]3T—1
InJ=0
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(e wie in (6.3.5.7)) mit
=Y NY; — (YinYy,cop(Vig)) = YiNYy
T =Y NY;NH — (YinY;NYy cop(Vign)) = YiNYNY,
(in der Notation aus Abschnitt (6.3.2)) mit Vektorbiindeln V7 jy bzw. Vi ;g
vom Rang dim X — dimY; — dimY; — dim(Y; NYy).
Via ((5.3.5.1)) bilden alle 77 ;i trivial ab, und ebenso alle 77, ; mit dim X —

dimY; — dimY; — dim(Y; NYy) # 0. Jetzt sieht man leicht aus (6.4.4.1]),
dass das Bild von ¥ unter dem Morphismus aus (5.3.5.1)) durch

Z WA, 4,

(A1,A2)eAx A

gegeben ist. Dabei ist Wa, 4, = 0, falls sich A; und Ay schlecht oder gar
nicht schneiden, und ansonsten ist

@ALAz : E(A1 x Ay) = E(A1) ® E(A2) — E(A1 N Ay)

Zdi — N) @ Z(ds — N) 2L, 70400 — NY, falls T T = 0,
7
durch Y ) o

0, falls INJ #0,

(di = dim Ay,dy = dim Ag,djo = diE(Al N Az), N = dim X) gegeben. In
der Notation aus Abschnitt (5.6) ist U4, 4, = multa, 4,.

6.4.5. Multiplikation bei Konstellationen affiner Riume II. Wie wir in Pro-
position gesehen haben, hat das duflere Produkt

ZF (U, xx) @ Z* (U, xx) — Z*(U x U, xx)
via der Quasiisomorphismen (6.4.3.2) die Beschreibung
E(A)) @ Z* (K, xx) @ E(Ag) @ Z*(K, *x)

|

E(A1) ® E(A2) @ Z* (K, xx) @ Z*(K, %)

|

E(A1 X Ag) &® Z*(K, **)

fiir alle A, A € A, im letzten Pfeil benutzt man E(A;) ® E(A2) = E(A; X
A) und die Multiplikation aus (3.3.4)).

Nach Berechnung von ¥ in Abschnitt (6.4.4) haben wir in der derivierten
Kategorie das kommutative Diagramm

Multiplikation

25U, %%) © Z*(U, #%) Z(U, #%)
(A1) ® E(A) T E(A; N Ay).
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7. VERGLEICH MIT DER HODGETHEORIE

7.1. Hodge-Realisierung von AMe.

7.1.1. In diesem Abschnitt ist der Grundkoérper die komplexen Zahlen K =
C. Zu einem separierten Schema vom endlichen Typ iiber C bezeichnen wir
mit X* den dazu assoziierten topologischen Raum X (C).

Ziel dieses Abschnitts ist die Konstruktion eines Funktors

AMe — (reine Hodgestrukturen/Q).

Auf Objekten ist der Funktor durch

(X(a),UiY;) = ®; @) Gry HI (X — U;Y)*,Q) ® Q(a)
gegeben, wobei W die Gewichtsfiltrierung ist.
7.1.2. Berechnung von Hodgestrukturen. Da wir mit Konstellationen
X:;Y1,...,Y, arbeiten, wobei U;Y; im allgemeinen kein Divisor mit normalen
Kreuzungen ist, beschreiben wir hier die Hodgestruktur auf
H*(X* - U;Y*, Q) in Termen der Kompaktifizierung X mit Komplement
U;Y;, ohne Log-Formen. Wir benutzen dabei (kohomologische) Hodgekom-
plexe [De3].

Sei X projektiv, wir setzen U := X — U;Y; und j : U% — X fiir die
Inklusion. Wir definieren folgenden kohomologischen Hodgekomplex:

. quis
71Qua — [(;@Xﬂo — @iQYi‘l — @KjQYi‘J’. — .. ]
eg=

mit Gewichtsfiltrierung

W, -

®1j=pQys — .. ] (7.1.2.1)
deg=p

und

quis

[Qxa — ®iQye — ®ic;Qve — ] ®eC —
E(X,UY;) = Ass [E;(’; — EBZ-S;/;,; — ..,
mit EPY = Garbe der p, g-Formen, und Hodgefiltrierung
FP = Ass [Fps;; — @ FPEN — . } . (7.1.2.2)

Dies definiert fiir alle n auf H(U%,Q), durch W := W[n], F', eine gemischte
Hodgestruktur.

Proposition 7.1.1. Die so definierte Hodgestruktur (7.1.2.1 auf
HU*Q), n=0,1,..., ist die ibliche.
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Beweis. Offenbar bleipt die durch ([7.1.2.1)}7.1.2.2|) definierte Hodgestruktur
auf H(U?, Q) beim Ubergang

X:Yi,.. Yo XiVa, . Yo, Y, (7.1.2.3)

mit Y, C Ul_,Y;, gleich.
Sei 7: X% — X die Aufblasung mit Zentrum Y%, wie in (6.2.2)),

Wir haben aus dem Pullback von Differentialformen zu den Morphismen
Y/ — Y7, mit I, < r fiir alle k, bzw. Y N E* — Y/ NY?, folgendes
Diagramm

w1 i Cre 5 r. Ass [5};; —elE mEy - .. } (7.1.2.4)
quis

5iCe Ass et — @igpt — ..
Der rechte vertikale Pfeil erhélt alle Filtrierungen und deshalb sind die
W, F-Filtrierungen auf H(U%,C), assoziiert zu den beiden Konstellatio-
nen, gleich. Dann sind auch die W-Filtrierungen auf H?(U%, Q) gleich. Zu-
sammenfassend, es dndert sich die (von uns definierte) Hodgestruktur beim
Ubergang

X:Yi,....Y, - X:V1,....Y,_1,E (7.1.2.5)
nicht.

Wir konnen jetzt eine gegeben Konstellation X; Y7, ..., Y, durch Verdnde-
rungen der Art und in eine Konstellation X";Y7,... Y/,
iiberfithren, wobei Y{ + --- 4+ Y, ein Divisor mit normalen Kreuzungen ist.
Dies geht durch die Sequenz von Aufblasungen aus Abschnitt , assozi-
iert zu A(X,U;Y;) und d: A — Z; d(A) = dim A.

Im Fall eines Divisors mit normalen Kreuzungen als Komplement von U
ist unsere Konstruktion der Hodgestruktur die {ibliche. [l

Per Dualitét kénnen wir zur Kohomologie iibergehen, wir haben als Hod-
gestrukturen (dy := dimU):

H'(U*, Q) = Hom(H*=(U",Q),Q(—dy)).
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Als néchstes interpretieren wir Grzv U {(U*,Q). Wir haben
Wi £7i(7ra W[2dy —i —i(rra
Gry WH! (U, Q) = Hom(Cryy, " " H2V (U, Q), Q(~dy))
= Hom(Gr", H (U, Q), Q(~dy))
und wir identifizieren via der W—Spektralsequenz

GilV B2 (U, Q) =~

( @ szUpY]@ @HMUPYI Q)

|1|=p—1—i |I|=p—i

— @ HZdU_p(Y],Q)>.

|T|=p+1—i
Durch dualisieren erhalt man

GVl (U, Q) ~

< P H(V,Q - P H (Y1, Q)(—cr)

[I|=p+1—i |I|=p—i

- D Hp‘%fm,@)(—q)),

[T|=p—1—i

dabei ist ¢; = dy — dim Y7 (zur Einfachheit nehmen wir an, dass alle Y7
dquidimensional sind).
Wir bezeichnen mit G)(X,U;Y;) den Komplex

e @ HTYLQ ()~ @ HT(YLQ) (o)

|I|=p+1—i |T|=p—i deg=p—i
- @ HPNYLQ)(—c¢) —
[I|=p—1—i

von reinen Hodgestrukturen vom Gewicht p, es ist
Gr) H'(U®, Q) ~ Hy—iGyp(X,U;Y;). (7.1.2.6)

Bemerkung 7.1. Ist D = ). Y; ein Divisor mit normalen Kreuzungen, dann
kann man den Log-Komplex Q*(log D) zur Berechnung der Hodgestruk-
tur H*(U®, Q) verwenden [De2]. Betrachtet man die W-Spektralsequenz, so
sieht man

Gp(X, UZK) = WE;*’p, (7.1.2.7)
insbesondere
Hy_iGy(X,UY;) = wEy PP ~ Gl H (U, Q).

Es ist bekannt (vgl. [Ze]), dass dies der Morphismus ([7.1.2.6) ist.
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7.1.3. Konstruktion der Realisierung. Sei V; W1, ..., W; eine weitere Kon-
stellation, V' projektiv.

Wir haben eine Zykelabbildung (dx = dim X, d; = dim Y7, ¢; = codim x Y7,
cy = codimy Wy)

CL: CH(Y;(dx —a) X Wy(—cy+b),0) @7 Q
— H2<d1+c[*a*c‘7+b)(Y1 x Wr,Q)(dr+cr—a—cy+0b)

— @D Hom (HP~212%(Y7, Q) (—cs + a), HP 72 (W,;, Q) (—¢s + b)),
P
wobei dies Morphismen von Hodgestrukturen sind, wenn wir
CHY(Y7(dx — a) x Wy(—cs +b),0) ®z Q als rein vom Typ (0,0) auffassen.
Deshalb bildet CL nach Hompg ab. Explizit ist CL(Z) wie folgt gegeben:

CL(Z)(a) = pr,(priaA[Z]), (7.1.3.1)

pry: Yy x Wy — Yr,pr; : Yy x Wy — Wy und [Z] die Klasse zu Z in der
Kohomologie.

Sei nun W = 37, Wy, Wry € CH (Y (dx — a) x Wy(—cy +b),0),
ein Element in Hom e ((X (a), U;Y;), (V(b),U;W;)). Man sieht leicht, dass
durch

[1]-(1]=1)

CL(W) = Y (-1) =z CL(Tr)

dfn
=[]

ein Morphismus von Komplexen (von Hodgestrukturen)

CL(Y) € @5 Home 1) (Gpr2a(X, UiY:) © Q(a), Gprap(V, ;W) @ Q(D))
p

gegeben ist. Nach Ubergang zur Kohomologie erhilt man nach (7.1.2.6)

einen Morphismus von Hodgestrukturen

cL(v) : @ EP Gy H (X — Uy, Q) @ Q(a)
PoJ

— PP Gy H (V- U; W, Q) @ Qb).
P 7

Da die Komposition von Korrespondenzen unter CL in die Komposition
von Morphismen von Hodgestrukturen iibergeht, wie man an ([7.1.3.1]) sieht,
haben wir folgende Proposition.

Proposition 7.1.2. Es ist
CL : AMe — (reine Hodgestrukturen/Q)
(X(a),U;Y;) — @p & Gr)) HY (X* — U;Y*,Q) ® Q(a)
U — CL(Y)

ein Funktor.
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7.2. Kompatibilitdten.

7.2.1. Man kann den Zusammenhang zwischen den ,, Me-Kategorien“ und
der Hodgetheorie durch das Diagramm von Funktoren

Me AMe

T

(glatte quasiproj. Sch./C) ? cL

(gem. Hodgestr.) —% (reine Hodgestr.)

darstellen, dabei wird die Existenz der gepunkteten Pfeile in dieser Arbeit

nicht behandelt. Man kann bei diesem Diagramm, ohne die gepunkteten
Pfeile auszuarbeiten, nicht nach Kommutativitit fragen. Jedoch bilden, wie
wir zeigen werden, natiirliche Morphismen in Me, assoziiert zu offenen Im-
mersionen, und der in Abschnitt @ konstruierte Morphismus, assoziiert zu
einer abgeschlossenen Immersion, auf die entsprechenden Morphismen von
reinen Hodgestrukturen (wir kontrollieren nur die graduierten Anteile zur
Gewichtsfiltrierung).

7.2.2. Offene Immersionen. Sei X;Y1,...,Y, eine Konstellation und ¢ eine
Zahl mit 1 < g <.

Durch Y7 «— Y; — Y7, fiir alle I € B, (Definition , haben wir einen
Morphismus (X,U!_,Y;) — (X,U;Y;) in Cy(M), und das Diagramm

(X, UL, Yi) —— (X, u;Y3)

| |

X —-ULY,— X -U_ Y,

mit vertikalen Pfeilen den Einschrénkungsmorphismen (3.4.1.1), kommu-
tiert.

Ist X projektiv, so erhalten wir einen Morphismus (X, U!_,Y;) — (X,U;Y;)
1]-(11]-1)

in Me (4.2.4), der von dem Zykel ¥ = Zlemq(_l) 2 Ay, dargestellt

wird. Nach Ubergang zu den hoheren Chowgruppen (4.3.3) liefert ¥ den
FEinschriankungsmorphismus zur offenen Immersion
X -U_Y,— X —-UL,Y,.

Lemma 7.2.1. Es ist CL(V) von dem FEinschrinkungsmorphismus
H*(X* - UL, V" Q) —» H*(X® - U,_, Y, Q), durch Ubergang zu den Gra-
duierten, induziert.
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Beweis. Wir bezeichnen U’ = X — UL,Y;,U = X — U/_,Y; und j',j die
offenen Immersionen nach X. Wir haben ein kommutatives Diagramm

HCy —— Ass [Q_.Xa — @] _105a — }

lProjektion

HCur —= Ass [0 — O, Q%0 — .|,

und auf den Fi-Termen der Gewichtsfiltrierung gibt der rechte vertikale Pfeil
die Projektion
@ a*(v1,C) —»  H*(¥1,C).
I IeP,
Durch dualisieren folgt unsere Behauptung. ([

7.2.3. Abgeschlossene Immersionen. Wir erinnern an die Situation und No-
tation aus . Wir haben eine Konstellation X;Y7,...,Y, projektiver
Schemata, und ein glattes Unterschema Z C X, so dass alle Durchschnitte
Z x x Y7 glatt sind und Z — U;Y; dicht in Z ist. In Abschnitt @ haben wir
einen Morphismus ® : (X,U;Y;) — (Z,U;Y;?) in Me konstruiert, der den
Pullbackmorphismus CH*(X — U;Y;, %) — CH*(Z — U;Y;Z, %*) induziert.
Das Bild @' von ® in AMe haben wir explizit berechnet .

Proposition 7.2.1. Der von der abgeschlossenen Immersion
Z — UZ-YZZ C X — U;Y; durch Hodgetheorie gegebene Morphismus
@pGry H*(X — U;Y;,Q) — @,Gr) H*(Z — U;Y;Z,Q) entspricht CL(P').

Beweis. Sei m: X — X die Aufblasung mit Zentrum Y;, wie in (6.2.2)), und

o

7 (X,UZ{Y;UE) = (X,U;Y;)
der natiirliche Isomorphismus (Lemma[6.2.2). Man sieht aus dem Diagramm
(7.1.2.4), dass CL(7) = id.

Nach Konstruktion von @’ in Abschnitt (6.2)) haben wir ein kommutatives
Diagramm (dp = dim Z)

(Xdoa U;=1(Y;)do UZOZ]_ Ek) = (Zdov UiilEkZ)

| |

(X,U;Y5) v (Z, Y 7).

Da die vertikalen Pfeile unter CL auf die Identitdt abbilden, geniigt es CL(Z)
zu behandeln. Anhand der expliziten Darstellung von = aus (6.2.4.1)) sieht

man, dass der zu = assoziierte Morphismus

GP(XdO’ Ug:l(yi)do UZO:1 Ek) - Gp(Zdoa UzozlEkZ)
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aus Abschnitt ((7.1)) durch Pullback
HP (B N ... By, Q)(—c) = HP*(E{ n...Ef,Q)(—0),

mit ¢ = codim Ey, N ...E = codim E,fo N EkZl, gegeben ist. Auf den
anderen Summanden ist er trivial, da (Y;)q,NZg, = 0 fiir alle i. Wir erinnern
daran, dass Ziozl Ej (bzw. Zzozl E?) ein Divisor mit normalen Kreuzungen

auf Xy, (bzw. Zg,) ist (Proposition [6.1.2]).
Zur Vereinfachung der Notation behandeln wir ab jetzt die Konstellation
X;Y1,...Y,, Y1, ..., Y, und ein glattes Unterschema Z C X, mit:

(1) esist >, Vi (bzw. > ., Y;?) ein Divisor mit normalen Kreuzungen
auf X (bzw. Z),
(2) esist ;N Z =0 fir alle ¢ > gq.

Wir haben = : (X, U;Y;) — (Z,U;i<,Y;?) wie oben und zu zeigen, dass CL(Z)
der Pullbackmorphismus zur Immersion Z — UiSinZ C X — U,;Y; ist. Dabei
ist CL(Z) auf G, durch

Pullback
_

HP™1 (Y7, Q)(—cr) HP2 (Y, Q) (=en),

fiir I € B, und sonst Null, gegeben.
Wir modifizieren die Konstellation X;Y7,...,Y, wie folgt.
Sei A = A(X,U;Y;) (vgl. (6.1.1.1)) und wir definieren d : A — N> durch

d(A) = dim A falls A C U;>qYs,
© | dim A+ dimU;s,Y; +1 0 falls A ¢ Ui, Vi

Fiir e := dim U;~,Y; betrachten wir die Modifikation
Xe; (Yl)ea ceey (qu)ea El’ oo 7Ee

aus Abschnitt (6.2.3) zu (A, d), man beachte (Y;). = 0 fiir ¢ > ¢g. Wir haben

(Xe, ULy (Yo)e Ugmy ) — (X,UiY) = (Z,Ui<qY!?),

und da die Zentren der Aufblasungen von Z disjunkt sind ist dies der Mor-
phismus assoziiert zu Z C X.. Wir kénnen deshalb
(Xe, UL (Yi)e US_, Ex) statt (X, U;Y;) behandeln.

Aus Proposition folgt, dass Y 7 1 (Vi)e + D r_q Ex ein Divisor mit
normalen Kreuzungen ist. Wir setzen Dy = >°9_, (Y;)e, D2 = > 5 _, Ey, D? =

9 Y7 (esist Ex N Z = 0) und betrachten

% (log Dy + D2) — Q%.(log DY)
109



(Pullback von Differentialformen). Man hat offensichtlich das kommutative
Diagramm

Gy i Q% (log Dy + Do) — Gr}/, Q. (log DY)

Resl lRes

2i—p Pullback 2i—p
@ Q(Yla)e - = @ AQYZW'
[|=p—i H|=p—i I
Iep, IePBy

und auf den yE;-Termen zur Spektralsequenz WEZi_p P = H' gibt das
CL(Z) (Bemerkung (7.1]). O

7.3. Der graduierte Kohomologiering.
7.3.1. Fiir U quasiprojektiv und glatt ist @; @, GrZVHj(Ua,Q) via
i i AuBeres Produkt

Gy, H"(U,Q) ® Gr,, H?(U, Q) ==,
Pullback auf die Diagonale

Gr}j{ i H'T2 (U x U, Q)

Gy, HT2(U, Q)

ein Ring. Wir beantworten hier, wie die Multiplikation bzgl. des Isomorphis-

mus ([7.1.2.6)) aussieht (Satz [7.3.1]).

7.3.2. Auperes Produkt. Fiir Gewichte py, pe haben wir via der
Kiinneth-Isomorphismen

Gpl(X7 UZYZ) 2] Gp2(vv UJWj) - p1+P2(X X V,UiY; x VU; X x Wj)v
(7.3.2.1)
und mit dem Isomorphismus ([7.1.2.6) erhilt man

Gr)l H'(U,Q) ® Gry, H?(T*,Q) — Gryy ., H'T2(U* x T%, Q).

Dies ist bis auf das Vorzeichen (—1)P1%2 das Aufiere Produkt. Das sieht
man wie folgt ein. Wir setzen j; : U — X,jo : T — V fiir die offenen
Immersionen. Wir haben das folgende kommutative Diagramm von Quasi-
isomorphismen von Garben auf X x V:

J11Cpa ¥ jo1Cra E(X, UiY;) K E(V, U;W5)

- |

(j1 X jQ)!CUaXTa *>5<X x V,U;Y; % VUj X X Wj>,

wobei der rechte vertikale Pfeil durch
wy X wy — (—l)deg(“’l)'UlWi‘wl A Towa,

fiir wy € 5;,}' und wy € 5":, gegeben ist (m,my die Projektionen). Nach
Ubergang zur Spektralsequenz und dualisieren sieht man das Vorzeichen

ce1n.
110



7.3.3.

Satz 7.3.1. Sei X;Y1,...,Y, eine Konstellation projektiver Schemata und
U := X — U;Y;. Die Multiplikation
Gr) H" (U, Q) @ Gryy H>(U,Q) — Gr)/ ,, H"">(U,Q)

hat bzgl. des Isomorphismus die Form
le —i1 Gm (X7 UlY%) ® Hp2*i2 sz (Xv UlYZ) — dip;tpo—ir—iz Gp1+p2 (Xv UiYi);
(ar)r @ (Br)s —

g Ny,/x lviny; ©®Ny,/x lviny; \ . .
Z (=1)P**sgn(Z, J)ciop ( i/ — Z — Z[,J(OH) /\]I,J(BJ)v
IJ

InJ=0

NY]ﬂYJ

wobei vy y 2 YINYy — Y und 1.5 : YINY; — Yy die Inklusionen sind, No,x
die Normalenbiindel bezeichnet, und das Vorzeichen sgn aus Definition
15t.

Beweis. Aus Abschnitt wissen wir, dass das duflere Produkt durch
ar®pBy — (=1)PrizgrarAmi By mit m : Yy x Yy — Yy bzw. w1 Y x Y, — Yy
gegeben ist.

Nach Proposition ist der Pullback auf die Diagonale durch CL(®’)
gegeben, wobei wir @ in Abschnitt berechnet haben:

& = S sen(l,J)e(|I] + |J\)(Y1 XYy —
I,J

InJ=0
N BN
(YI NY7, ctop ( Yr/X ‘YIFWYJ Y;/X ’Y10YJ>> —~ YN YJ).
Ny,nv,/x
Das zeigt die Behauptung. U

Bemerkung 7.2. Ist ), Y; ein Divisor mit normalen Kreuzungen in X, dann
kann man die Aussage von Satz [7.3.1] sehr leicht aus der Definition der
Hodgestruktur mittels Log-Komplex folgern.

7.4. Hodgetheorie von Konstellationen affiner Ridume.

7.4.1. Additive Zerlegung. Sei X°;YY,...,Y,° eine Konstellation affiner Rdume,
wiein (5.2.1), und X; Y7, ..., Y, die Kompaktifizierung im projektiven Raum
(Y, die Hyperebene im Unendlichen). Wir setzten A = A(X°, Ul 1Y), wie
in (5.2.1), und U := X° - U/ 'Y? = X — UY;.

Es ist eine additive Zerlegung der Kohomologie
H*(U",Q) = P by (7.4.1.1)
AcA

bekannt ([GM],[DGM]). Man hat diese Zerlegung auch in ganzen Koeffizien-
ten und eine analog konstruierte Zerlegung in der étalen Kohomologie (hier
111



ist K = K und K hat beliebige Charakteristik) mit Koeffizienten in Z/n, Z;.
Wir werden nur mit rationalen Koeffizienten arbeiten.

Wie man weiflist eine Zerlegung von H*(U%, Q) als Hodgestruk-
tur und A’ rein, Hodge-Tate, vom Typ (codimxo A, codimx. A) (siche [DGM]).

Man kann h% wie folgt konstruieren. Wir setzen
Uy = X° — UA’E.A;A’DA A’y esist Uy D U und Uy ist Komplement einer
Konstellation affiner Rdume. Wir kénnten ohne Einschrinkung annehmen,
dass YY’,...,Y) diejenigen Y;” sind, die A enthalten, dann ist Uy = X° —
Uiz Y-

Es ist H*(U4,Q) rein, Hodge-Tate, und wir bezeichnen mit hiyp) den

(p, p)-Anteil. Der natiirliche Morphismus H*(U%, Q) — H*(U?, Q) ist injek-
tiv und man hat A% als Bild von h?co dim A codim A)°

7.4.2. Vergleich der additiven Zerlegungen. In Korollar (5.3.1) haben wir
eine Zerlegung id = ) 4 4 P der Identitét von (X, U;Y;) in Me konstruiert,
die sich per Funktorialitat

Me AMe @, (reine Hodgestrukturen),

wegen der Puritdt von H*(U%,Q), auf H*(U%, Q) tibertrigt.

Die explizite Darstellung von P4, A € A, in AMe aus zeigt, dass
P4 iiber den (codim A, codim A)-Anteil von H*(U?, Q) faktorisiert. Jetzt ist
nach Lemma und Lemma klar, dass P4, A € A, die Projektoren
zur Zerlegung sind.

Wir kénnen die Konstellation X;Y7,...,Y, verwenden um
Gr;fv H*(U®,Q) zu berechnen (7.1.2). Durch Restriktion haben wir offenbar
fiir alle p einen Quasiisomorphismus

quis

Gp(X,U;Y;) —— Gp(X°, U2 YY),

und aus H*(A", Q) = HY(A", Q) = Z sieht man

Gp(X,UY) ™5 Gy(Xo,UZly) S @D EAeQ,  (T421)
AcA
2-codimA=p

wobei wir graduierte Q-Vektorriume via ,Grad p = rein vom Typ (p,p)“ als
Hodgestrukturen auffassen (zu E(A) siehe Definition (5.1))). Wie man leicht
sieht, entspricht P4 unter diesem Isomorphismus der Identitét auf FE(A).
Deshalb haben wir die Darstellung:

by = H, ;E(A)g. (7.4.2.2)

Sei Vo, WY, ..., W?_; eine weitere Konstellation affiner Réume und 7" :=
Vo —U;W?. Wie man aus ((5.3.5.2)) sofort sieht, kommutiert das Diagramm
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(7.1)
Hom e (X, UsY5), (V,U;W5))

Hompgs(H*(U®,Q), H*(T*,Q))

i(m |i
Homp, (gacy | D E(A1), @ E(A2) | ——Hom | @ hj,, D hh, |,
A1eA Ax€e Ao A1eA A€ Az

(7.4.2.3)
wobei der rechte untere Pfeil von ([7.4.2.2) kommt. Nach Ubergang zu ra-
tionalen Koeffizienten auf der linken Seite sind alle Pfeile Isomorphismen.

7.4.3. Kohomologiering von Komplementen affiner Konstellationen.
Sind X°;Y?,..., Y2 und VO, WP, ..., W2 | Konstellationen affiner Rdume
und Ay = A(X?, U;Y?), Ag == A(V?,U;W?), dann hat man
Ar x Ay 5 A(XO X VO UYE x VO U XO x W)
(Al,Ag) — A1 X A2
und fiir alle A; € Ay, Ay € As einen natiirlichen Isomorphismus
E(A)) ® E(As) — E(A; x As). (7.4.3.1)

Das Diagramm

(7.3.2.1)
Gap, (X, UiY5) ®q Gapy (V, Ujo)!G2(p1+p2)(X X V,UiYs x VU X x Wj)

1i 7.4.2.1l
(7.4.3.1)
D E(Ai)e® D E(A)q E(A1 x Az)q
AeA AzeAs (A1,A2)€ A1 x Ay
cdA1=p1 cdAz=p2 codimA;=p;

ist offenbar kommutativ und wir haben somit folgende Interpretation des
Aiileren Produktes

; i Atieres-Produkt i1
11 192 11+12
hA1 ® hAg hAl ><A2
l 17.4.2.2) l 17.4.2.2)

(7.4.3.1)

H2CdA1*i1E(A1)Q ® H2CdA2*i2E(A2)Q — H2CdA1 XAQ*i]*iQE(Al X AQ)@
Speziell fiir V° = X° W? = Y2, fiir alle 7, zeigt dieses Diagramm, zusammen
mit dem kommutativen Diagramm ([7.4.2.3) und Proposition dass die
Multiplikation im Kohomologiering durch

hit @ b 1) ([[42.2) st

(7.4.2.2) \L

WAy, A,

Hocan, iy E(A1)g ® Haocdas—in E(A2)g — Hacd(A,n42)—ir—in B (A1 N A2)q,
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mit W4, 4, aus Abschnitt (6.4.4), gegeben ist.
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8. VERMUTUNGEN ZU REALISIERUNGEN

8.1. Additive Zerlegung.

8.1.1. Lokalisierungssequenz. Sei X°;YY,...,Y,° | eine Konstellation affiner
Raume und X;Y7,...,Y, die Kompaktifizierung im projektiven Raum (wie
in (5.2.1)). Wir setzen U := X — U;¥; und U’ := X — U;»1Y;, V = Y; —
Ui1(Y1 NY;), falls 7 > 1 ist. Wir wollen zur Abkiirzung

X, = (X,;Y;) X; = (X(dim X),U;Y;)*
X! = (X, Ul_,Y}) X = (X(dim X), Ul_,Y;)*

Y, = <Y1(—codimXY1), U;:2Y1 N E) X;k = <1/1 (dim X), U;:2Y1 N Y;>*

schreiben.
Wir haben einen Morphismus von ausgezeichneten Dreiecken (sieche Ab-

schnitt und Satz [3.4.1])

Z* (Yo, ##) —m Z5(XL, 55) —2 Z*( X, #8) — > - (8.1.1.1)

| | L

Z*(Vysx) —— Z* (U’ xx) —— Z*(U, #%) ——> -+ -
Wir setzen
A= A(X°,U;Y?)
A = A(X°% Uis1Y?)
B:= A(Y?,Uis1 (Y N YY)
(siehe [6.1.1.1]). Zur Definition von E(A) (Definition wird implizit eine
Konstellation fixiert. Es sei im folgenden E(A), bzw. E(A’) und E(B), fiir
Ae A bzw. A" € A und B € B, bzgl. der Konstellation X°;Y?,...,Y? ,,
bzw. XYy, ..., Y2 und Y7 (Y NYY), ..., (Y?NY?2 ), definiert.
Wir haben einen Morphismus von Komplexen graduierter abelscher Grup-
pen

7 P EB)(-d) — P EA)

BeB Ale Al

gegeben durch
71+ Zy(—codimyp (Y"NYY) — d) — Zj(—codimyoYy), I€P,1,1¢1,
{o falls Y2 N YP # Y
T =

id sonst.

Offenbar ist
@ E(A) = cone(r)
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und wir haben ein ausgezeichnetes Dreieck
P EB)(-) - P EA)SPEAL ... (8.1.1.2)
BeB Ale A AeA

Eine Wahl von Punkten x4, A € A, in allgemeiner Lage gibt auch eine Wahl
za, A€ A, und zp,B € B, weil B ¢ A D A ist. Mit der Identifikation
aus Korollar haben wir aus der oberen Zeile von Diagramm ({8.1.1.1])

ein ausgezeichnetes Dreieck

D EB)(-d)22* (K, +) - P E(A)2Z* (K, ) @ E(A)@Z" (K, **)
BeB Ale A AcA
S .. (8.1.13)

Proposition 8.1.1. Das ausgezeichnete Dreieck entsteht aus
durch @zZ* (K, *x).

Beweis. Wir schreiben ¢, 7, § mit Hilfe von Abschnitt (4.2.4]) als Elemente in
CHY(Y} x X.,0), CHO(X’* x X,o,0), CHY(X? x Yq[1 ] 0) Dlese bezeichnen
wir mit ®(v), ®(y), ®(0):

o) = 3 (-1 Bid (Ymn——“d’md) (YmYz)xYI)
1e9,,1¢1
11-(11=1)
o= > (-1) z Ay
1€, 1¢1
[71-(11-1)
®(5) = Z (=1) " 2 Ay,.
I1eR, 1l

Aus Abschnitt (5.3.3) wissen wir, dass 7, 7 und & durch das Bild von ®(¢),
®(7) und ®(0) unter ([5.3.3.2) gegeben sind. Wie man sofort sieht, sind 7®id,
A ®id und p ® id die Bilder, was die Behauptung zeigt. O

8.1.2. Voraussetzungen an die Kohomologietheorie. Wir brauchen einige Be-
dingungen an die Kohomologietheorie um die additive Zerlegung aus Korol-
lar auf diese Kohomologietheorie zu iibertragen.

Wir fixieren einen Koeflizientenkdrper F' mit charF' = 0. Es sei mit

H : (glatte Varietéiten/K )P — (graduierte F-Vektorrdume)

ein Funktor bezeichnet, der die monoidale Struktur erhilt, d.h. wir ha-
ben funktorielle Kiinneth-Isomorphismen. Hier sind die glatten Varietdten
bzgl. des Faserproduktes eine monoidale Kategorie und die graduierten Vek-
torrdume bzgl. des Tensorproduktes. Wir setzen ferner voraus, dass

H(K)=HAY)=F  im Grad =0
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fiir alle N. Desweiteren setzen wir voraus, dass zu jeder glatten, abgeschlos-
senen Untervarietdt ¥ C X von reiner Kodimension d eine Lokalisierungs-
sequenz

H(Y)(~2d) » HX) —» HX -Y) 25 H(Y)(-2d)

existiert.
Als letztes brauchen wir einen Realisierungsfunktor

R:CHP(U,q) — H**~9(U),

funktoriell in U, kompatibel mit dufleren Produkten und der Lokalisierungs-
sequenz.

Bemerkung 8.1. Es ist dem Autor nicht bekannt, ob eine der klassischen
Kohomologietheorien die oben genannten Bedingungen erfiillt.

8.1.3.
Proposition 8.1.2. Sei H wie in Abschnitt und U = X° — U; Y’

Komplement einer Konstellation von affinen Riumen. Es gilt

H'(U) 2 @D Hacodima—i(E(A)(codimA) @7 F). (8.1.3.1)
AcA
Beweis. Zu A € A haben wir via der Zerlegung aus Korollar (5.2.1)):
E(A)(codimA) @z Z°(K,0) € ZCUMA(T, xx), (8.1.3.2)

und wir erhalten so

Hocodima—i(E(A)(codimA)) @z F — CHOMM (1, 2codimA — i)

Realisierung HZ(U) . (8133)
Die Zerlegung aus Korollar (5.2.1) hiangt von einer Wahl von Punkten x4, A €
A, in allgemeiner Lage ab, aus der , Transformationsformel“ in Korollar

(5.4.1)) folgt jedoch sofort, dass Abbildung (8.1.3.3) unabhingig von dieser
Walhl ist.

Wir haben zu zeigen, dass die durch gegebene Abbildung von
rechts nach links in ein Isomorphismus. Das beweisen wir per In-
duktion und Lokalisierungssequenzen. Fiir AV ist die Aussage trivial. Fiir
X% YP, ..., Y? konnen wir die Lokalisierungssequenz

CH*((YY — Ui(Y NY?))(—d), #x) — CH (X — Ui Y, #%) —
CH*(X°® — U;Y?, #x) =5

benutzen. Sie induziert via Abbildung (8.1.3.2)) wegen Proposition eine

lange exakte Sequenz der rechten Seiten von (8.1.3.1), und wegen Kompati-

bilitdt von H mit der Lokalisierungssequenz folgt die Behauptung. O
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8.2. Multiplikation. Es sei weiterhin U = X° — U;Y;° Komplement einer
Konstellation von affinen Réumen.
Leider brauchen wir fiir diesen Abschnitt eine weitere Bedingung an die

Realisierungsabbildung CH* (K, 2k) A go (K):

Bedingung 8.2.1. Die Realisierungsabbildung CH*(K, 2k) &, HY(K) ist
fiir alle £ > 0 trivial.

Aus der Zerlegung aus Korollar kann man den Quotient

* quzs @E ®Z* K, **) Z* (K %) — Z°(K,0) @E
AcA AcA

(8.2.0.4)
bilden. Dieser hingt nicht, wie die Zerlegung aus Korollar von der
Wahl der Punkte z4,A € A, in allgemeiner Lage ab, wie Korollar
zeigt.

In folgenden Lemma brauchen wir zum ersten mal, dass F' ein Korper ist.

Lemma 8.2.1. Die Realisierungsabbildung CHP (U, q) &, H?*~9(U) fakto-
risiert wie folgt

CHP(U, q) —=

H>=9(U).

8.2.0.4 8.1.3.

D Hy(E(4))
COC{?IIelézp

Beweis. Wir haben

(@ @E ®Zk K, **)) c CH*(U, q)

AeA k>0

und miissen zeigen, dass die Komposition mit der Realisierung trivial ist.
Nun ist

(@@E ®ZkK**)> ®z F =
A€eA k>0
(@ @E A) @ ZF(K, +x) ®ZF> =

A€eA k>0

@ @ @th (E(A)) XKz CHk(K, QQ) ®yz F,

q1+q2=q Ac A k>0

und die Aussage folgt aus H*(K) = 0 fiir i > 0 und der zusitzlichen

Bedingung ({8.2.1]). O
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Wir erinnern daran, dass wir fiir A, B € A mit AN B # () und codimA +
codimB = codim(A N B) einen Morphismus
multy p : E(A) ® E(B) — E(AN B)
haben (5.6.5.2). Wir setzen mult4 g = 0 falls AN B # () oder codimA +
codimB # codim(A N B).
Nach den Uberlegungen aus Abschnitt (6.4.5) haben wir fiir alle A, B € A

ein kommutatives Diagramm

Multiplikation

Z* (U, xx) @ Z*(U, *x) Z* (U, *%) (8.2.0.5)
E(A)® E(B) —2 ___ p(an B),

wobei die vertikalen Pfeile von der additiven Zerlegung in Korollar ([5.2.1]
kommen.

Proposition 8.2.1. Sei U Komplement einer Konstellation affiner Riaume
und H eine Kohomologietheorie, die die Bedingungen aus Abschnitt
und Bedingung erfillt. Dann ist unter dem Isomorphismus aus Pro-
position die Multiplikation auf H(U) durch

P Haoi(E(A)(0) @z F) @r @D Has—i(E(B)(8) @z F)
AeA BeA

mult
5 D Hoy i (B(O)(7) @z F)
CeA
(v := codimA, f = codimB, 7y := codimC') gegeben.

Beweis. Wegen Lemma [8.2.1] geniigt die grobe Beschreibung der Multipli-
kation im kommutativen Diagramm ([8.2.0.5) fiir die Behauptung. ([
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9. CHOWRING VON HYPEREBENENKOMPLEMENTEN

9.0.1. Essei U Komplement von endlich vielen Hyperebenen Y, ..., Y% im
affinen Raum AN. Wir zeigen, dass CH*(U, *#) ein freier endlicher Modul
iiber dem (hoheren) Chowring des Grundkorpers, CH* (K, *x), ist und wir
geben eine Darstellung von CH*(U, #x) als graduiert-kommutative Algebra
iiber dem Chowring des Grundkdrpers an.

9.1. Vorbereitung.

9.1.1. Wir betrachten einen beliebigen Korper K als Grundkorper. Fiir

N > 0und r > 0, sowie nichttriviale Elemente Hg, Hy, Ho, ..., H, € T(PY,O(1))
betrachten wir U := PN — UI_,V(H;). Im folgenenden werden wir mit der

“0 = (P! — {1}, {P* — {1}, {oc}, {0}},0)-Version” der hoheren Chowgrup-
pen arbeiten (siehe [3.1)).

9.1.2. Kodimension 1. Fiir ein glattes quasiprojektives Schema 7 : X —
Spec(K) tiber K haben wir nach Bloch, [Bll], einen funktoriellen Isomor-
phismus von abelschen Gruppen

Gm(X) = CHY(X,1).

Zu f € I'(X, 0%) betrachte den Morphismus X — P!, z — [f(z) : 1] und
dessen Graph I'y C X x PL. Die Einschréinkung von I'y auf X x (P! — {1})
definiert eine Zykelklasse in CH! (X, 1). Auf diese Weise ist obiger Gruppe-
nisomorphismus gegeben. Wir wollen die Zykelklasse zu f € I'(X, O%) mit
[f] € CHY(X,1) bezeichnen.

Insbesondere haben wir fiir alle a € K* eine Klasse [a] € CH'(X,1)
entsprechend dem konstanten Morphismus X — G,,, z +— a

9.1.3. CH"(K,n) und Milnor-K-Theorie. Wir haben einen Isomorphismus
von abelschen Gruppen

KM = CH™(K,n),

n

wobei {ai,...,a,} € KM auf die Zykelklasse [a1] - -+ - [a,] in CH"(K,n)
abgebildet wird (siehe [NeSul, [To]).

Aus der Milnor-K-Theorie sind einige Identitdten bekannt, die wir fiir
CH"(K,n) nutzen wollen.

Lemma 9.1.1. In Ring CH* (K, *x*) ist

(1) [a)?> + [a] - [~1] = 0 fiir alle a € K*,
(2) [a1] - [ag] -+ - lan] =0 fiir alle ap € K* mit Y p_, a = 1.

Beweis. [Mi] O

9.2. CH*(U, *x) als CH* (K, **)-Modul.
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9.2.1. Bezeichne fiir eine Menge I = {iy,...,is} mit i > 1

Proposition 9.2.1. Der CH*(K, *x)-Modul CH* (U, *x) ist frei und von
endlichem Typ. Er wird erzeugt (im allgemeinen nicht frei erzeugt) von der
Klasse [U] und den Zykelklassen

{lAa]--- - [f] | fe € Op(U),p = 1}

Beweis. Wir fiihren Induktion {iber r und N.

Fiir » = 0 folgt die Behauptung aus dem Homotopie-Lemma
CH*(K, *x) = CH*(AN, %x) und fiir N = 0 ist die Behauptung trivial.

Wir betrachten die Varietét Uy, und deren Untervarietét F' = Uy —U =
V(H,)—UZ &V( i)- Die Behauptung gilt per Induktion fiir Uy, F'.

Wir behaupten, dass die durch i : F' — U,y induzierte Abbildung i, :
CH*(F, %) — CH*(U{yy, **) trivial ist. In der Tat ist i,i* die Multiplikation
mit i, [F] € CHl(U{T}, 0) = 0 und CH*(F, xx) wird per Induktion und wegen
der Surjektivitdt von OZ‘]{T}(U{T}) — O5(F) durch [F] = ¢*[U] und den
Klassen ¢*([f1] - --- - [fp)) = [*(f1)] - -+ - [7*(fp)] (fw € OU{ }(U{T});p > 1)

erzeugt. Somit ist ¢* surjektiv und 7, trivial.
Die Lokalisationssequenz zu (F, Uy, U ) gibt nun die exakte Sequenz

0 — CH*(Uypyy, #%) — CH*(U, %x) & CH*(F, %) — 0, (9.2.1.1)

woraus sofort folgt, dass CH* (U, %) ein freier Modul von endlichem Typ ist.
Sei nun f € OF(U) mit einfacher Nullstelle entlang V' (H,) gewahlt. Fiir
fi,.. € OI*J{T}(U{’“}) rechnet man leicht nach, dass

=i ([f1] - [foD),
S([f ]) [F].
Aus folgt jetzt sofort, dass CH*(U, xx) von den Elementen [f], [f] -

Al Db UL Ll (oo fy € Oy (Uy)), als Algebra iber
CH*(K, %) erzeugt wird. O

Bemerkung 9.1. Wie wir im Beweis von Proposition [9.2.1] gesehen haben
spaltet fiir i > 0 die lange exakte Sequenz zu (Uy;y — U, Uy;y, U) zur kurzen
exakten Sequenz

0 — CH"(Ugyy, #x) — CH*(U, xx) — CH*(Uygyy — U, #x) — 0.

Wir werden dies noch im folgenden benutzen.

9.2.2. Kriterium fir die Trivialitit einer Zykelklasse.
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Lemma 9.2.1. Sei 7 : U — Spec(K) der Strukturmorphismus. Eine Zykel-
klasse Z € CH*(U,#x) liegt genau dann in 7*(CH* (K, *x)), wenn Z unter
dem Randmorphismus

CH* (U, %) 25 CH* (Upyy — U, %#)
fur alle 1 < i <7 auf Null abgebildet wird.

Beweis. Da Zykelklassen aus 7*(CH" (K, *x)) Einschrankung von Zykelklas-
sen aus CH*(Uy;y, **) sind, ist die eine Richtung der Aquivalenz klar.

Fiir die andere Richtung fithren wir Induktion iiber r.

Der Fall r = 0 folgt aus dem Homotopie-Lemma.

Betrachte im allgemeinen Fall das folgende kommutative Diagramm, wo
die horizontalen Morphismen Einschriankungsabbildungen auf eine offene
Untervarietdt sind und die vertikalen Morphismen Randabbildungen.

CH*(Ugyy, **) — CH* (U, *x)

1 L ”

CH*(U{i,r} - U{T}, **) — CH*(U{l} - U, **)

Nach Voraussetzung ist Z Restriktion einer Zykelklasse Z" € CH*(Uy,y, **).
Wir zeigen, dass Z’ die Voraussetzungen fiir Uyry erfiillt. Dazu miissen wir
zeigen, dass Z' via der linken vertikalen Abbildung aus (x) nach Null ab-
bildet. Nach Bemerkung ist die untere horinzontale Abbildung injektiv
und wegen 6;(Z) = 0 folgt die Aussage. Auf Z’' angewendete Induktion zeigt
beendet den Beweis. O

9.3. Struktur von CH*(U, *x) als Algebra.

9.3.1. Notation und Rechnungen. Seien fi,..., f; € Of(U) vorgegeben.
Fiir einen geordneten Multiindex J = (j1,J2,...,7d),J1 < J2 < -+ < Ja,
mit ji € {1,...,t} setzen wir

[£7] 7 [fi - [fia] o+ [l

Es sei [fg] = 1 € CHY(U,0) gesetzt. Fiir zwei geordnete Multiindizes .J, L
bezeichnen wir mit J + L die geordnete Verkettung von J und L und mit
J — L den geordneten Multiindex bestehend aus den Elementen aus J, die
nicht in L enhalten sind.

Wir setze T := (1,2,...,t). Weiterhin definiere sgn(.J) := sgn(7), wobei

<1 . t—d t—d+1 ...t )
™= . . ,
lh .. g N cee Jd
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mit Iy <lo < - < l—gund (ly,...,l;_q) + J = T. Wir definieren nun in
Abhéngigkeit von den Klassen [fi],...,[f:] das Element

R= Z (=1 * [fr_gmy] + Z [fr—g] - [-1]%7" (9.3.1.1)

1<k<t 2<d<t

J=(j1,rja)
J1<-<Jq

in CH*=1(U,t — 1). Man beachte, dass [—1] ein 2-Torsionselement ist. Fiir
t = 2,3 stellt sich R wie folgt dar

t=2:
L] = [f] + [=1]
t=3:
A1) (f2) = LAIUs] + [F2lfs) + ) [fi —1J%.
k=1

Ist U = Spec(K) und fi,..., f; Einheiten von K, dann zeigt das folgende
Lemma, dass R verschwindet, falls 2221 fi=0.

Lemma 9.3.1. Gilt Zle Ai =0 mit \; € K*, dann ist

Z(_l)kATf(k) + Z Z Mo - [-171 =0,

k=1 5=2 K=(ki,....ks)
1<k; <--<ks<t

in CH""!(Spec(K),t — 1).

Beweis. Zuerst rechnen wir ohne die Voraussetzung 2221 Ai = 0. Wir be-
haupten, dass

—~
*
~—
—"
~~
|
=
+
>~
=
|
>~
=,
N~—
Il
T
—_
~—
-
—

_1)k>\T—(k)+

Z AN_K - [—1]871.

s§=2 K= (k17 7k)
1<ki1<-<ks<t

T
no
o
=
(5

Dagzu fithren wir Induktion iiber ¢, wobei die Aussage fiir ¢t = 2 klar ist.
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Nach Lemma haben wir [A1]2 = [A\][~1] und man rechnet

— M- [ (= )Z( ) Ar— ) +Z Z Arog - [-1°7

k=1 5=2 K=(k1,...ks)
1<k < <ks<t

k=2
t
fY Y A by Y A
5=2 K=(k1,....ks) 5=2 K=(k1,....ks)
1<k < <ks<t 1<k < <ks<t
leK 1¢K

t
—1D)Ar + Z Z (MAT-K + AMr_g41)) - [—1)°!

s=2 K=(ki,....ks)
1<k <--<ks<t
1eK

= (_1)>\T7

wobei im vorletzten Schritt die Terme von K + (1) und K zusammengefasst
worden sind. Nun rechnen wir

[At1] - Z )\T k) + Z Z Ar_x - [=1)*7!

k=1 5=2 K=(ki,....ks)
1<k < <ks<t

~+

= (-1)(-1! Z(_l)k)‘T+(t+l)—(k)+
k=1

Z Y M- [FU

s=2 K= kla 7k)
1<k‘1< <ks<t

t
= (-D(-1"! Z(*l)k)\TJr(tH)—(k)ﬂL
k=1
t+1

Z Z A —x - (177N

5=2  K=(ki,...,ks)
1<k1 < <ks<t+1
t+1¢K
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Und

t

—1) > _(=1)FAr- wZ > rr [T

k=1 5=2 K=(k1,....ks)
lgk1<"'<ksgt

=2 Mr-wl- +Z >, v [P

k=1 5=2 K=(ki,....ks)
1<k <-<ks<t

t+1

= Z Z Arrny—k - [-1°7h

s=2  K=(ki,...,ks)
1<k1 < <ks<t+1
t+1eK

Die behauptete Identitét fiir ¢ + 1 ergibt sich jetzt aus der fiir ¢ durch aus-
multiplizieren und obigen Rechnungen.
Nun ist >3¢_, _/\/1\1 = 1 und nach Lemma verschwindet die linke Seite

von (x), was die Behauptung zeigt. O

9.3.2. Relationen. Es seien weiterhin fi,..., fy € O (U).

Proposition 9.3.1. Seit > 2 und 22:1 fi = 0. Dann ist in der Notation
aus [9.31]

R=0. (x)

Beweis. Wir fithren Induktion iiber ¢. Der Fall ¢t = 2 folgt aus Sei nun
t> 2.

1.5chritt: Der erste Schritt ist der universelle Fall. Wir betrachten den
projektiven Raum P!~! eingebettet in P! (wir geben P! die homogenen Ko-
ordinaten g, z1,...,7;) durch P'=! = V(zy + 29 +--- + 2;) C P! und
als Hyperebenen die Restriktion von V (z¢), V (z1), ...,V (2;) auf P!~ also
U =Pt —U_ P~ NV (x;). Wir betrachten fi, = zy/zo fiir k = 1,...,t
Man rechnet sofort nach, dass in der Notation aus Lemma [9.2.1]

8:(R(x1/20, - . ., 2t)70)) = £R(x1/T0, . . ., T1/T0s - - - 122/ T0)-

Per Induktion und Lemma haben wir deshalb R € 7*CH* (K, x).
Nun sei K # Fy, dann existiert ein K-rationaler Punkt i, : Spec(K) — U
und wir haben i (R) = 0 nach Lemma also R = 0.
Fiir K = Fy ist R € 7*(CH' "} (Spec(F2),  — 1)) = 0 mit Hilfe von (9.1.3).
2.5chritt: Wir betrachten den allgemeinen Fall.
Die Elemente fi, fao,...,ft € Of(U) definieren einen Morphismus in die
Varietédt aus Schritt 1. und die Behauptung folgt durch Pullback. O

Korollar 9.3.1. Fir alle f € OF(U) st
L2+ [-1]-[f]=0.
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Beweis. Mit einem &hnlichen Argument wie in Proposition [9.3.1] sei ohne
Einschréinkung U = P! — {0, 00}.

Fiir einen Korper K # Fy gibt es Elemente A\, Ao € K*, so dass A; +
A2 € K*. Wir kénnen dann Proposition auf f1 = M f, fo = Xof, f3 =
—(A1 + A2) f anwenden.

Sei nun K = Fy. Wegen CH" (Spec(F2),n) = 0 fir alle n > 1 und Bemer-
kung folgt CH™(U,n) = 0 fiir alle n > 2. O

9.3.3. Darstellung von CH*(U, xx) als Algebra. Wir setzen
S = CH"(K, *x).
dfn

Bezeichne mit S{O};(U)} die freie von Of;(U) iiber S erzeugte graduiert-
kommutative Algebra. Zu f € Of(U) bezeichne mit (f) das Bild von f in
S{O;;(U)}, (f) hat Grad = 1.

Seien fi,..., fi € OF;(U) gegeben. Fiir einen geordneten Multiindex J =
(J1,025 -5 Jd), J1 < J2 < -+ < jg, mit jx € {1,...,t} definieren wir

(f7) T (fi) - (fjo) e (fia)-

Wie oben setzen wir

R(fi,.--, ft) dfn Z (=) F (fr_py) + Z (fr—s) - [-1]71

1<k<t 2<d<t
J=(J1-Ja)
Nn<-<Jjd
Zu U definiere das Ideal Iy C S{Oj;(U)} erzeugt von den Elementen
(f)—1f], firfe K" cOy(U), (9.3.3.1)
t

R(fi,.... fr), fiir fy € O(U) und Y fi =0, (9.3.3.2)
k=1

(> +[=1]-(f), fir f € OF(U). (9.3.3.3)

Mit Hilfe von Proposition und Korollar erhalten wir einen
Ringhomomorphismus

S{Op(U)} /Ty — CH(U, *x),
indem wir (f) nach [f] abbilden.
Satz 9.3.1. Der Morphismus
S{0p(U)}/ Iy — CH(U)
ist ein Isomorphismus.

Beweis. Wir bezeichnen mit ¢;,¢ = 0,1,...,r, die Einheit ¢; := H;/H, auf
U (Abschnitt [9.1.1). Es sei I}, C Iy das Ideal erzeugt von den Elementen in
(9.3.3.1)),(9.3.3.3]), sowie den Elementen aus (9.3.3.2) mit der zusétzlichen
Bedingung;:

fre = At mit Ay € K*,0 <1, <r, fiir alle k.
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Man beachte, dass I}, mit Hilfe einer Wahl Hy, Hi, ..., H, definiert ist. Des-
halb schreiben wir Ij;(Hy,...,H,), wenn es zu Verwechslungen kommen
konnte.

Wir zeigen die Aussage des Satzes fiir Ij, anstatt iy, denn dann folgt
sofort I}, = Iy und die Behauptung.

Wir fithren Induktion iiber r. Der Fall r = 0 ist klar.

Bezeichne F' = U,y — U = V(H,) — Uiy (V(H;) NV (H,)). Es ist genau
dann F = (), wenn H, = u - H; fiir ein 4 € {0,1,...,r — 1} und p € K*.
Man sieht sofort Ij;(Ho,...,H,) = Ij;(Ho,...,Hy—1) und kann Induktion
anwenden.

Sei nun F' # (). Per Induktion ist

CH*(Uyyy, #x) = S{Op,,, U
CH*(F, xx) = S{O5(F)}/I%.
Fiir i : F' — U,y identifiziert sich ¢* : CH*(Uy,y, »*) — CH"(F, %) mit dem
durch O(*J{T}(U{T}) — O35 (F) induzierten Ringhomomorphismus.
Durch OI*J{T}(U{T}) — O};(U) induziert bekommen wir

7 SO0, (U}, — S{0 )}/ 1.
Wir definieren via
S{O[*](U)}/I(/] — CH* (U, %) KR CH*(F, xx)

einen Morphismus von S-Modulen (kein Ringhomomorphismus)

0 : S{Op(U)}/ Iy — S{OF(F)}/ T
Um zu sehen, wie § abbildet, schreibe ein Element s € S{Of;(U)}/1I}; als
s = (t,) - 7*(a) + 7*(b), dann ist &(s) = i*(a).
Dies passt alles in das kommutative Diagramm

${Op,,, U} Ty, —— S{OGONT; ——  S{Op(F)}/I;

| l g

CH*(Upy, #%)  ———  CH*(U,xx) —2—s CH*(Upy — U, #%),
(9.3.3.4)
wobei der zweite vertikale Pfeil nach Proposition surjektiv ist.

Mit Bemerkung zeigt eine einfache Diagrammjagd, dass wir die Ex-
aktheit an der zweiten Stelle der ersten Zeile im Diagramm zZu
zeigen haben, d.h. fiir alle a € S{OE{T}(U{T})}/I{J{T} mit i*(a) = 0 gilt
(t) - 7*(a) € Bild(J").

Nun ist der Kern von ¢* als Ideal erzeugt von

R(fl, ceey ft), mit fk = )\ktika i < r, und Z)‘ktik ‘F =0,
k
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und es geniigt diese Elemente zu behandeln. Offenbar ist dann u - ¢, +
>k Aiti, = 0 fiir geeignetes p € K. Der Fall 4 = 0 ist trivial und im
Fall p € K* rechnet man in S{O;(U)}/1}; :

(tr) - T (R(frs-- -5 fe)) = (utr) - R(f1, s fe) =[] - ROfrs o ft)
= (Mtr) 'R(fla‘”uft) - R(Htr7f17"'7ft) - [:u] 'R(fla"'uft)
=(-U'Ur)+ Y. (fr-g)-[FU =W R(frs- -, fo) € Bild().
1<d<t

J=(1,5Ja)
J1<<Jd

9.4. Vergleich mit dem topologischen Kohomologiering.

9.4.1. Es seien weiterhin Hy,...,H, € T'(PY,0(1)),r > 0, nichttriviale
Elemente und U = PN —UI_,V (H;). Wir wollen in diesem Abschnitt anneh-

men, dass die Hyperebenen V(Hy),...,V(H,) paarweise verschieden sind.
Ausserdem benutzen wir in diesem Abschnitt die Sprache der motivischen
Kohomologie:

Hi (U, Z(p)) := CHP(U,2p — i),
Hy (U, Z(%)) := @D Hy (U, Z(p)).
6\

Der Grundkorper K seien die komplexen Zahlen K = C.

9.4.2. Bezeichne Z - (Hy, ..., H,) die freie abelsche Gruppe mit Erzeugern

H,, ..., H,.. Offenbar haben wir eine exakte Sequenz
0= Gm(K) = Gu(U) 25 7 (Hy, ... H,) — 0 (9.4.2.1)

mit Res(f) = > ;51 ni(f) - H; und n;(f) die Bewertung von f im lokalen
Ring zu V(H;). '
Wir wollen m := €D ; ). H'(K, Z(p)) setzen; es ist

R: Hy (K, Z(*)) — Hy (K, Z(x))/m = HY (K, Z(0)) =Z  (9.4.2.2)

ein Ringhomomorphismus.
Weiterhin sei Az(Z-(Hy, ..., H,)) die dussere Algebra zu Z- (Hy, ..., Hy)
iiber Z.

Proposition 9.4.1. Wir haben einen Isomorphismus von graduierten Rin-
gen

(U Z(x) /m - Hy(U,Z()) S Ag(Z - (Hy,... H,))/T
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mit dem Ideal J erzeugt von

Hi1 VANCERWAN His§ falls V(H“) n---N V(st) C V(H())
ST(-VFH, A NHy A NHiyo falls V(H;,) OO V(H;) ¢ V(Ho)
k=1
und codim (V(H;,) N---NV(H;,)) < s.
Unter ¢ wird jedes Element f € H} (U, Z(1)) = G, (U) auf Res(f) abgebil-
det.

Beweis. Zur Definition von ¢: Wir benutzen die Darstellung von H (U, Z(x))
aus Satx (9.3.1). Wir kénnen

¢ : Hy (K, Z(+){Gm(U)} — Az(Z - (Hy, ..., H,))
via R (9.4.2.2)) und Res ((9.4.2.1)) definieren. Im Beweis von Satz ((9.3.1)) haben

wir I, = Iy gesehen. Wir zeigen o(I ) C J, dann erhalten wir ¢.
Wir erinnern an die Notation ¢; := H;/Hy fir i = 0,...,r. Sei nun f; =

Mg ti, A € K5, k=1,...,s, mit Y ;_; fr =0. Wir haben zu zeigen, dass
= Z(—l)kRes(fl) A A R@) A--- ARes(fs)
k=1
in J enthalten ist. Sind mehr als eine konstante Funktion unter fi,..., fs,

dann ist @ = 0. Ist (ohne Einschrinkung) fs = Asto die einzige konstante
Funktion, dann ist V/(H;, ) N---NV(H;,_,) C V(Hp) und offenbar o € J.
Seien nun alle f; nicht konstant. Angenommen V(H;,)N--- NV (H;,) C

V(Hp), dann ist V(H;, )N ---NV(H;,)N---NV(H;,) C V(Hy) fiir alle k
und folglich a € J. Falls V(H;,)N--- NV (H;,) ¢ V(Hp), dann ist a € J,
weil codim(V (H;,)N---NV(H;,)) < s.

Definition der Umkehrabbildung: Wir setzen

¢ : Az(Z . <H1, ceuy Hr>) — HM(U, Z(*))/m . HM(U,Z(*)), iﬂ(HZ) =t
und zeigen, dass @(J ) = 0. Das gibt offenbar die gewiinschte Umkehrabbil-
dung zu ¢.

Seien H;,, ..., H;, mit V(H;,)N---NV(H;,) C V(Hp) gegeben. Wir haben
tiy -+ ti, = 0 zu zeigen. Offenbar ist Hy = Y ;_, puH;, fiir geeignete py und
die Aussage folgt. Seien nun H;,, ..., H;, mit V(H;,)N---NV(H;,) ¢ V(Hp)
und codim(V (H;,)N---NV(H;,)) < s, dann gibt es eine Relation der Form
S peH, = 0 und es folgt S5 (=1)%ty - fp---ts =0 in
(U, Z()) /m - Hyg (U, Z(5). O

9.4.3. Die Regulatorabbildung H (U, Z(x)) — H(U**,Z) in die topologi-
sche Kohomologie ist leicht zu beschreiben, weil die Regulatorabbildung fiir
K durch Hy(K,Z(x)) — HY,(K,Z(0)) 2 Z = H%(pt.,Z) gegeben ist und

f e Hy, (U Z(1)) auf ﬁ% € H' (U, Z) abgebildet wird.
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Insbesondere faktorisiert die Regulatorabbildung durch
Hy (U, Z(%))/m - Hp (U, Z(*)) und wir erhalten mit Proposition (9.4.1)):

Hy (U, Z(*)) — Hyu (U, Z(x)) /m - Har (U, Z(*))

AZ(Z ’ <H1> s 7HT'>)/']
lHinl_‘“_i
H(U™, 7).
In [OrSo] ist gezeigt, dass
An(Z - (Hy, ... H)))J — HU™,Z)

ein Isomorphismus ist und wir erhalten via der Regulatorabbildng:

Hy (U, Z(x))/m - Hy (U, Z(%)) = H{U™, 7).
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ANHANG A. HOMOLOGISCHE ALGEBRA

A.1. Endliche Mengen und assoziierte Komplexe.

A1l

Definition A.1. Wir bezeichnen mit ,., fiir r > 1, die Potenzmenge zu
{1,...,r}. Wir setzen B := {0}.
Fiir d mit 0 < d < r definieren wir

B4 := {Elemente in P, der Ordnung d}.

Wir fassen B, als Kategorie auf, mit Morphismen den Inklusionen von
Mengen, also Homg(I,J) = 0, falls I ¢ J, und Homg(Z, J) besteht sonst
aus dem Element I C J.

Definition A.2. Sei I € B, ,, wir schreiben I = {ly,...,I;_1} mit Ip <
I <--- < I,_1. Wir setzen

oI :=1—{I}
fir k=0,...,d.

A.1.2. Sei C : PP’ — C ein Funktor in eine additive Kategorie C. Wir
definieren einen homologischen Komplex in C3(C) durch

Pt p cu)—...
Ie‘ﬁr,s I€m7>,s—l
deg=s deg=s—1
und d |o(y= Yi_o(—1)FC(I — I).
Ist C': B, — C ein Funktor, definieren wir dual dazu einen homologischen
Komplex in Cy(C) durch

— P ot P ou—...
Iemr,sfl Iemr,s
deg=—s+1 deg=—s

und progy o d = Y 5_o(~1)FC (kI — I).

A.2. Notation bei Hom-Komplexen. Fiir zwei beschrinkte Komplexe
A, B graduierter abelscher Gruppen definiert man den Komplex Hom, (A, B)
durch

Hom, (A, B) =

7 P Hom(4;, Biyy),

i
fiir alle p, mit Differential

dp : HO711110@47 B) - Hoimpfl(Av B)
dp((¢:)i) = (dp © ¢ — (=1)"¢i—1 0 da)i-
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Man sieht leicht, dass

Grad= 0 Anteil von H,Hom,(A, B)
= Homgomplexe (A4, B[—p])/Homotopie. (A.2.0.1)

Haben A und B Komponenten aus freien, endlichen, abelschen Gruppen und
bezeichne Hom(A,Z) den Komplex mit

Hom(A,Z); 7 Hom(A_;,7Z)

d; = Hom(d_;11,%Z

dfn Om( i+1 )

(in der Definition von Hom(A, Z) sind nicht die Vorzeichen, wie sie in Hom, (4, Z)
wéren), dann identifizieren wir

B ® Hom(A,Z) = Hom, (A, B) (A.2.0.2)

i(i+1)
via Bjt, @ Hom(A;,Z) = Hom(A;, Bi;,) und Multiplikation mit (—1) >
(man miisste nicht mit (—1) = multiplizieren, wenn man Hom, (A, Z) ver-

wendet hétte).
Wir haben den Spurmorphismus

tr: Hom, (A, A) — Z
definiert durch

S

Hom,(4,4) Z%. Homy(A,A) = (D Hom(A; 4;)

Dies entspricht unter [A:2.0.2] dem Auswertungsmorphismus

Zi(_l) z(z;l)

ev

Z

)

A®z Hom(4,Z) ™2 () A; @7 Hom(4;,7)

mit ev(a ® ¢) = ¢(a). Fir Hom,(A,Z) statt Hom(A,Z) &ndert sich beim

i(i—1) .
Auswertungsmorphismus das Vorzeichen (—1)" 2z — (—1)".

A.2.1. Hom, und Tensorprodukte. Man beachte bei
Hom, (A, B) ® Hom,(A’, B') — Hom,(A® A, B® B’)

folgende Vorzeichen:

Hom, (A, B) @ Hom, (A", B) 3 (¢:); ® (1); — ('Z (—1)"¢i @ ;)i
e (A.2.1.1)

A.3. Eigenschaften von Ass.
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A.3.1. Definition. Sei X, ein Objekt in C,(C1(gaG.)), also fiir alle 7 ist X;
ein Komplex mit Differential dx, und das Differential d; : X; — X;_; ist ein
Morphismus von Komplexen: dx, ,d; = d;0x;.

Wir definieren

Ass(Xe)m = Ok(Xk)m—k = Bitj=m(Xi);

mit Differential D [(x,),= (—1)*0x, + d;. Der Funktor Ass ist additiv und
vertauscht mit Translation, d.h.

Ass(Xe[n]) = Ass(Xe)[n]

fir alle n € Z.
A.3.2. Kegel und Tensorprodukte. Sei nun ¢ : Xe — Y, ein Morphismus in
Cy(C+(gaG.)) dann rechnet man

Ass(cone(¢)) = cone(Ass())
nach und Ass fiihrt das Dreieck

Xo 2 Yy — cone(¢) — X.[1]
in das entsprechende Dreieck fiir Ass(¢) iiber. Inder Tat ist

Ass(cone(¢))m = cone(Ass(@))m = Bitj=m(Y:); & (Xi)j—1

mit Differential

((—1)131@ +dj ¢ )
0 (1) - (-1 +df) )"

Zur Tensorstruktur: es gilt zwar

Ass(Xe @ Yo)m = (Ass(Xe) ® Ass(Va)) = €D (X1); @ (Yo,
i+j+s+t=m

jedoch sind die Differentiale nicht gleich. Durch
c: Ass(X,) ® Ass(Y,) = Ass(X, @ Y,)
¢ lixy,e0n, = (-1 id@id

wird ein funktorieller Isomorphismus definiert. Das Diagramm

(A.3.2.1)

Ass(Xe) @ Ass(Ye) ® Ass(Z,) coid Ass(Xe ®@Ys)

id®cl CJ/
Ass(Xe) ® Ass(Ye X Z,) LN Ass(Xe X Yo X Zs)

kommutiert fiir alle X, Y,, Zo.
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A.3.3. Filtrierungen und Spektralsequenzen.

Fiir jedes Objekt X, in Cy(C4(gaG.)) haben wir eine Filtrierung W, von
Ass(X,o) durch Unterkomplexe definiert durch

Wy, =Ass(Xp, = Xp—1—...). (A.3.3.1)

Wir bekommen daraus eine Filtrierung auf der Homologie H,,, (Ass(X,)) fiir
alle m durch

WpHp, Ass(X,) := Im(H,, (W)) — Hy Ass(Xa)).

Diese Filtrierung ist funkoriell in X,. Weiterhin haben wir eine (in X,)
funktorielle Spektralsequenz

B, = Hyyg(Ass(Xa)). (A.3.3.2)

Wir beschreiben diese kurz. Bezeichne D das Differential von Ass(X,). Fiir
r > 0 setze

C;q ={a=(ap,ap-1,...) € Bi>o(Xp—i)g+i | D(a) € W), Ass(Xe)},
und fiir r = —1 setze C, ! = (W,Ass(X,)),. Fiir alle r > 0 definiere
T T r—1 r—1
qu = Cpq/ (D(Cp—i—r—l,q—r—l—Z) + Cp—l,q+1>
dann haben wir durch

(s
- Epprgrt

D rr D o
1 Epg = Eprgr1 — -

einen Komplex mit

Bt = (E

D v D
prag—r+1 — Epg = E

p—r,q+r—1> :
Man sieht, dass
qu = (Xp)q’ E;q = Hq(Xp)v E]%q = Hp(Hq(XO))v )
N GrXVHp+qus(X.). (A.3.3.3)
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