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4 Mathematische Modellierung


4  Mathematische Modellierung und numerische Simulation
4.1  Einführung in die Modellbildung

Unter einer mathematischen Modellierung wird die Abbildung von chemischen und physikalischen Vorgängen mit Hilfe mathematischer Beziehungen verstanden. Die Gleichungssysteme sind vorwiegend so komplex, dass sie nicht analytisch, sondern numerisch gelöst werden. 

Messungen dienen zur Überprüfung, aber auch zur Verifikation des angewandten Modellkonzepts. Grundsätzlich sollten die Abweichun​gen zwischen den numerisch und expe​ri​mentell bestimmten Werten natürlich sehr klein sein, häufig reichen aber auch schon einfache Modelle für eine richtige Trendvorhersage aus. Wird die Eig​nung dieser Ansätze erfolgreich über​prüft, so können sie inner​halb ihres Gültig​keits​bereichs dazu eingesetzt werden, experimentelle Messungen auf Grund von Zeit- und Kosten​er​spar​nissen zu ersetzen. Fällt die Eignung der Modelle negativ aus, sollte entweder der Ansatz durch eine Veränderung der Parameter verbessert oder der numerische Algorith​mus verändert werden [2.3.2, 4.1.1].

Die Genauigkeit der mathematischen Modelle ergibt sich aus dem Unterschied zwischen Mess- und Simulationswerten. Allerdings sollte hier erwähnt werden, dass die Ergeb​nisse aus experimentellen Messungen auch häufig Unzulänglichkeiten aufweisen. Gerade bei hohen Temperaturen können sich infolge von negativen Ein​flüssen, z.B. durch Verschmutzungen auf den optischen Messgeräten, ungenaue Werte ergeben, sodass ein Vergleich mit numerisch berechneten Werten vielfach schwierig erscheint. 

Viele Nachteile, gerade im Hinblick auf die Messtechnik, können durch nume​rische Simulationen über​wunden werden. So wird es beispiels​weise möglich, Zugang zu experimentell nicht untersuchbaren Vorgängen zu finden und kostspielige Ver​suche zu vermeiden. Theoretische Untersuchungen können mit leicht veränderten Para​metern oder Geometrien in kürzester Zeit beliebig oft wiederholt werden, damit Tendenzen erkennbar werden. Außerdem können einige Bereiche von technischen Anlagen mess​tech​nisch schwer zugäng​lich sein, sodass hier numerische Berechnungen die einzige Möglichkeit darstellen, um Einblicke in bestimmte Gebiete einer Anlage zu erhalten.

Allein mit der Berechnung der Daten ist es aber nicht getan. Um die Un​mengen von Zahlen auch interpretierbar zu machen, sind geeignete Visualisierungs​methoden notwen​dig. Vor allem die übersichtliche Darstellung dreidimensionaler Ergebnisse ist nicht ganz einfach. Mittlerweile gibt es hierfür eine Reihe von Software-Programmen. U.a. hat sich das Programm-Paket FLUENT für diese Anforderungen sehr bewährt.

Die Erhaltungsgleichungen aus der Strömungs​mechanik stellen die Grundlage der mathematischen Modellierung von Strömungen jeglicher Art (z.B. turbulent, reagie​rend oder Mehrphasenströmungen) dar. Die Beschrei​bung erfolgt ent​weder in einer Euler- oder in einer Lagrange-Darstellung. Die Euler-Darstellung ist eine makros​kopische Betrachtungs​weise, d.h. das zu beschreibende Fluid wird als Kontinuum an​gesehen. Bei der Bilanzierung nach der Lagrange´schen Betrachtungsweise werden Einzel​teil​chen beschrie​ben und verfolgt. Die Betrach​tung ist hierbei also mikroskopisch [2.3.2]. 

Die wichtigsten Transportgleichungen in Form der Euler-Bilanzierung werden in den nachfolgenden Kapiteln vorgestellt und näher erläutert. Sie dienen beispielsweise zur Beschreibung der homogenen Gasphase im Feuer- und Nachbrennraum einer Müll​ver​brennungsanlage.

4.2  Allgemeine Transportgleichung

Die Verteilung einer Zustandsgröße SYMBOL 102 \f "Symbol", die entweder eine passive oder eine transpor​tierende vektorielle Größe darstellt, kann in der Euler-Darstellung generell durch eine differentielle Beziehung wie folgt beschrieben werden [2.3.2]:
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Term 1      +      Term 2       =       Term 3    +  Term 4     



Diese instationäre Transportgleichung berücksichtigt die zeitliche Änderung (Term 1), 

den konvektiven (Term 2) und diffusiven (Term 3) Transport sowie lokale Quellen und Senken. DSYMBOL 102 \f "Symbol" steht für einen allgemeinen Austauschkoeffizienten, SSYMBOL 102 \f "Symbol" bilanziert alle Quellen und Senken. 

Die Bilanz​gleichungen der drei Hauptver​brennungs​vorgänge erhält man durch eine Substitution von SYMBOL 102 \f "Symbol" mit der entsprechenden Größe des Teilbereiches [2.3.2]:

· Geschwindigkeit ui 
→
Impulsbilanzgleichungen (Strömung + Mischung)
· Enthalpie h           
→ 
Enthalpiebilanzgleichungen (Wärmeübertragung)

· Spezies ci               
→ 
Speziesbilanzgleichungen (Stofftransport + chem. Reaktion)

Bei den Bilanzierungen spielen vor allem folgende Modelle eine wesentliche Rolle:

· Strömung
→
Turbulenzmodelle

· Wärmeübertragung
→ 
Strahlungsmodelle

· Stofftransport 
→ 
Reaktionsmodelle

4.3  Beschreibung einer turbulenten Strömung

4.3.1  Transportgleichung für die Bilanzierung einer Strömung

Zur Beschreibung einer Strömung sind einerseits die Wechsel​wirkungen zwischen Partikeln untereinander und zwischen verschiedenen Fluiden, sowie andererseits die Kräfte zwischen strömendem Fluid und ruhendem Körper bzw. zwi​schen bewegtem Körper und ruhendem Fluid entscheidend. Ursache für die entstehenden Kräfte ist eine physikalische Eigenschaft der Fluide, die Zähigkeit bzw. Viskosität genannt wird. Diese verursacht Reibungskräfte, die auf das Fluid einwirken und dafür sorgen, dass bewegende Fluide auch ohne Einwirkung äußerer Kräfte zur Ruhe kommen [4.1.1]. 

Mit der Geschwindigkeit ui und dem Druck p lassen sich für kartesische Koordinaten die beiden grundlegenden instationären Transportgleichungen aufstellen [4.3.1]:

- Kontinuitätsgleichung (Erhaltung der Masse): 
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- Navier-Stokes-Gleichung (Impulserhaltungssatz):
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                                     (4.3.2)
Die wesentlichste Körperkraft f bei Verbrennungssystemen ist die Schwerkraft. Mag​ne​tische oder elektrostatische Kräfte spielen hierbei nur eine unbedeutende Rolle. Die beiden anderen Terme auf der rechten Seite der Gleichung stehen für Ober​flächen​​kräfte, die vom Druck p und von viskosen Spannungen verursacht werden. Die lami​na​ren Spannungen l werden für Newton´sche Fluide über einen Boussinesq- Ansatz ausgedrückt, der Spannungs- und Dehnungsanteile beinhaltet [2.3.2, 4.1.1, 4.3.2]:
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Die Bestimmung des Druckverlaufes und infolgedessen auch des Druckterms SYMBOL 182 \f "Symbol"p/SYMBOL 182 \f "Symbol"xi erfolgt gewöhnlich durch eine Poisson- oder Druckkorrektur-Gleichung. 

Die Poisson-Gleichung ist eine Differentialgleichung, die exakt ableitbar, allerdings nur unter hohem numerischen Aufwand zu lösen ist [2.3.2]:
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  (4.3.4)

Vielfach verwendet man bei numerischen Simulationen auch eine Druckkorrektur:


pK = p + p                                                                                                (4.3.5)

Hierbei wird angenommen, dass ein Kontinuitätsdefekt (Divergenz D ≠ 0) so lange  vorliegt, bis auf numerischem Wege der richtige Druck gefunden wird. Ist die Divergenz beispielsweise negativ, dann strömt zu wenig Masse in das betrachtete Element ein, der Druck wird folglich zu niedrig geschätzt [2.3.2]. 

4.3.2  Turbulenzmodellierung

4.3.2.1  Eigenschaften der Turbulenz

Wichtigste Merkmale von turbulenten Strömungen sind Wirbel. Sie entstehen auf Grund von Schervorgängen, die durch unterschiedliche Fluidgeschwindigkeiten oder durch Scherung von Fluiden an der Wand induziert werden. Zwischen den einzelnen Wirbeln kommt es zu Energietransfers. Beim Trans​port von niederfrequenten, großen Wirbeln werden durch Dissipation von Bewegungs​energie Turbulenzenergie und kleine Wirbel erzeugt. Die kleinen Wirbel sind beim Transport ebenfalls Dissipations​abläufen unterworfen. Hierbei entsteht durch viskose Dissipation aus der Turbulenz​energie innere bzw. thermische Energie. Diese Energiekaskade läuft schließ​lich bis zur vollständigen Überführung der Turbulenzenergie in innere Energie ab [2.3.2].

4.3.2.2  Zeitmittelung

Eine turbulente Strömung besitzt eine mittlere Grundströmung und zufallsbedingte Schwankungswerte wie Bild 4.3.1 verdeutlicht [4.3.3]. 
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Bild 4.3.1: Schwankungswerte bei einer turbulenten Strömung [2.3.2]

Für die Bilanzierungen von Transportgrößen sind prinzipiell nur die zeitlichen Mittel​werte die​ser Größen interessant. Das Aufspalten der allgemeinen Größe SYMBOL 102 \f "Symbol" in einen mittleren 
[image: image6.wmf]f

 und einen fluktuie​ren​den Anteil SYMBOL 102 \f "Symbol"´ ist für alle entwickelten Turbulenz​modelle daher der grundlegende Ansatz. Für SYMBOL 102 \f "Symbol" gilt damit folgende Beziehung [4.1.1]:
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Die zeitliche Mittelwertbildung einer Transportgröße ist wie folgt definiert:
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An die Integrationszeit 0 wird die Forderung gestellt, dass sie groß gegenüber den turbulenten Zeitmaßstäben und klein gegenüber den makroskopischen Änderungen der Hauptbewegung sein muss.

Wird die  Mittelwertbildung auf , ui und p angewandt, so lassen sich durch Einsetzen dieser Beziehungen in die Impulstransportgleichung (Gleichung 4.3.2) die zeit​ge​mittelten Navier-Stokes-Gleichungen ableiten. Diese werden auch als Reynolds-Gleichungen bezeichnet [2.3.2, 4.3.1, 4.3.2].
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Die turbulenten Spannungen lassen sich beispielsweise analog zu den laminaren Spannungen durch den Boussinesq-Ansatz bzw. die Wirbelviskositätshypothese be​schreiben [2.3.2, 4.3.1]:
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Das vorliegende Gleichungssystem ist in dieser Form numerisch bis heute noch nicht lösbar. Das Problem der Schließung muss also durch zusätzliche Aus​drücke gelöst werden. Hierfür wurden verschiedene Ansätze entwickelt. Grund​gedanke bei allen Modellen ist der folgende: Die unbekannten Reynoldsspannungen sollen durch bekannte Größen, z.B. Zeit- und Geschwindigkeitsmaßstäbe, aus​ge​drückt werden. Die wichtigsten Turbulenzmodelle werden nachfolgend näher erläutert [4.1.1, 4.3.2]. 

Turbulente Strömungen können nur mit sehr hohem Aufwand direkt beschrieben werden. Der große Vorteil einer "direkten numerischen Simulation" (DNS) besteht darin, dass die gesamte Energiekaskade auf Grund einer sehr feinen Auflösung er​fasst werden kann und infolgedessen keine Modellierung mehr notwendig ist. Da die derzeitigen Rechnerkapazitäten zumindest hinsichtlich der meisten numerischen Verbrennungs​rechnungen noch nicht aus​reichen, wurden in den letzten Jahren drei wesentliche Ansätze entwickelt [2.3.2, 4.1.1, 4.3.1, 4.3.2, 4.3.4]:

· Large Eddy Simulation (LES):


Hierbei werden nur die großen, anisotropen Wirbelstrukturen direkt erfasst, die Beschrei​bung der kleinen Wirbel erfolgt über Modelle.

· Discrete Eddy Simulation:


Bei diesem Ansatz werden diskrete Wirbel mit einer festen Größe erzeugt und der Strömung überlagert. Ausgehend vom Strömungseinstritt wird die Aus​breitung dieser Wirbel mittels Transportgleichungen durch das Rechen​gebiet beschrieben.

· Turbulenzmodelle:

Diese Modelle basieren auf Längen- und Zeitmaßstäben, die den Energie​transfer bis zur inneren Energie be​schreiben. Man unterscheidet zwischen Wirbelvis​ko​sitäts​modellen (Direkte Modelle), alge​braischen Spannungs​modellen (ASM) sowie Reynolds-Spannungs-Mo​dellen (RSM). 

Für die Simulation von Verbrennungssystemen kommen im Hinblick auf die aktuellen Rechner​leistungen nahezu ausschließlich Turbulenzmodelle in Frage. Daher werden in den folgenden Kapiteln die Grundlagen der Turbulenzmodellierung vorgestellt und einige Modelle näher erläutert.

4.3.2.3  Reynolds-Spannungs-Modell (RSM)

Der wesentliche Vorteil vom RSM ist die Genauig​keit, da die Reynolds-Spannungen direkt modelliert werden und der anisotrope Charak​ter der Turbulenz somit be​schrieben wird. Die turbulenten Strukturen werden daher also sehr gut approximiert. Die Form der Transportgleichung sieht wie folgt aus [2.3.2, 4.3.2]:

C = Dl + Dt +  + P + E                                                                            (4.3.12)

mit:
C = zeitliche Änderung und Konvektion durch die mittlere Hauptströmung 



D = laminare oder turbulente Diffusion



 = diffusiver Transport/Wechselwirkungen von/zwischen Druck-

      Geschwindigkeits-Fluktuationen

P = Produktion

E = Dissipation

Mit geeigneten Modellkonstanten ergeben sich schließ​lich die Transport​gleichungen für die Reynolds-Spannungen. Allerdings führt dies auch zu einer vergleichsweise hohen Anzahl an Bilanzgleichungen, was wiederum die Rechen​zeit enorm ansteigen lässt. Des​halb werden bei vielen Anwendungen einfachere Modelle verwendet. 

4.3.2.4  Algebraisches Spannungs-Modell (ASM)

Algebraische Turbulenzmodelle berücksichtigen ebenso den anisotropen Charak​ter. Hier​bei wird aber im Gegensatz zum RSM keine Transportgleichung ge​löst, sondern versucht, die Anisotro​pie über algebraische Beziehungen abzubilden. Die Form der Bilanz​gleichung lässt sich für das ASM wie folgt angeben [2.3.2]:
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Mit den entsprechenden Produktionstermen sowie Konstantensätzen lassen sich die Reynolds-Spannungen im ASM modellieren.

4.3.2.5  k--Modell

Bei den direkten Modellen wird von einer isotropen Turbulenz ausgegangen. Dies hat den Nachteil, dass bei sehr anisotropen Turbulenzstrukturen, wie sie beispielsweise bei Drallströmungen existieren, größere Abweichungen entstehen. 

Unter einer Vielzahl von Ansätzen ist besonders ein Zwei-Gleichungs​​modell zu nen​nen: Das k-SYMBOL 101 \f "Symbol"-Modell. Gerade bei Verbrennungs​simulationen ist dieser Ansatz in der Ver​gan​gen​heit vorwiegend zum Einsatz gekommen. Die turbulente Viskosi​tät t wird hierbei über die kine​tische Turbu​lenz​​energie k und die Dissipationsrate  be​stimmt [4.1.1, 4.3.1, 4.3.2]. 

Das k-SYMBOL 101 \f "Symbol"-Modell verwendet die turbulente kinetische Energie k (~v2) als Geschwindig​keits​maßstab und die Dissipa​tion​s​​rate SYMBOL 101 \f "Symbol" (~k3/2/L) als Zeitmaß​stab. Die modellierten Transport​gleichungen für k und SYMBOL 101 \f "Symbol" ergeben sich durch geeig​ne​te Umformungen sowie unter Verwendung der Kolmogorov-Prandtl-Beziehung [4.1.1, 4.3.2, 4.3.5]: 


[image: image14.wmf]t

l

eff

=

m

m

m

+

                                                                                         (4.3.14)

          
[image: image15.wmf])

Kolmogorov

-

Prandtl

 

(nach

   

  

2

t

k

c

=

e

r

m

m

                                                                                                                                                    (4.3.15)


[image: image16.wmf]Ansatz)

-

Boussinesq

 

nach

  

t

(

   

  

j

i

t

j

i

j

i

x

u

x

u

´

´u

u

-

 

=

 

P

t

t

¶

¶

=

¶

¶

                              (4.3.16)


[image: image17.wmf]e

r

m

r

r

-

+

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

¶

¶

¶

¶

=

¶

¶

+

¶

¶

P

x

k

Pr

x

)

k

u

(

x

)

k

(

t

j

k

eff

j

j

j

                           (4.3.17)


[image: image18.wmf]e

e

r

e

e

m

e

r

e

r

e

e

e

k

P

k

c

x

x

u

x

t

2

c

1

j

eff

j

j

j

-

+

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

¶

¶

¶

¶

=

¶

¶

+

¶

¶

Pr

)

(

)

(

 (4.3.18)

           
[image: image19.wmf]1,3

 

=

 

Pr

1,0      

 

=

 

k

Pr

1,92      

 

=

 

c

1,44     

 

=

 

c

     

09

0

c

  

:

 

Konstanten

 

n

empirische

 

von

 

Satz

 

r

Anerkannte

2

1

e

e

e

m

,

=


Die gerade aufgeführten Bilanzgleichungen und Konstantensätze beziehen sich alle​samt auf das "Standard-k--Modell". 

Realizable-k--Modell

Eine Modifikation des Standard-Modells stellt das "Realizable-k--Modell" dar. Vorteil ist hierbei, dass physikalisch unsinnige Ergebnisse für die turbulenten Normal- und Scher​spannungen vermieden werden. Die Konstante c im Standard-k--Modell wird nicht konstant gehalten, son​dern über eine mathematische Beziehung in Abhängig​keit der Größen k und sowie diversen Konstanten und Faktoren (A0, As und U) bestimmt [4.3.5]:
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Die Transportgleichungen für k und  können analog zum Standard-k--Modell aufgestellt werden. Die empirischen Konstanten weisen allerdings leicht veränderte Werte auf:
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Auf Grund der verbesserten Ansätze gegenüber dem Standard-k--Modell können auch Strömungen erhöhter Komplexität numerisch berechnet werden, wie z.B. bei plötzlichen Querschnittsveränderungen, Umlenkungen oder verdrallten Strömungen.

RNG-k--Modell

Das "RNG-k--Modell" ist ein weiterer Ansatz, das aus dem Standard-k--Modell ent​standen ist. Die Transportgleichungen ähneln denen aus dem Standard-Modell, die Verbesserung besteht allein darin, dass mit Hilfe von sogenannten "Swirl-Konstan​ten" auch drallbehaftete Strömungen realitätsnah abge​bil​det werden können [4.3.5].

Ein Satz anerkannter Konstanten sieht wie folgt aus:
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Die wesentlichen Änderungen zum Standard-k--Modell liegen in der Berechnung der Prandl-Zahlen (Prk und Pr) und der turbulenten Viskosität t durch die sogenannte RNG-Theorie (RNG = renormalization group theory - eine statistische An​wendungs​technik). Da c wie beim Realizable-k--Modell auch hier keine Konstante darstellt, wird die turbulente Viskosität in Gleichung (4.3.15) wesentlich genauer be​schrieben. Bei hohen Reynolds-Zahlen ergibt sich c mit Hilfe der RNG-Technik zu 0,0845. Dies entspricht quasi dem Wert der Konstanten c im Standard-k--Modell (c= 0,09).

Im Rahmen dieser Arbeit wurde das Standard-k--Modell verwendet. Hauptsächlich deshalb, weil das isotrope Verhalten infolge der bei einer Verbrennung vorhan​denen Volumenexpansion be​günstigt wird. Da bis auf einige Studien außerdem keine drall​behaftete Strömung berechnet werden musste und in der Vergangenheit selbst bei komplexeren Geometrien und Strömungsbeschreibungen recht gute Er​geb​nisse mit dem k--Modell erzielt worden sind [1.31, 4.3.4], bot sich dieses Modell aufgrund seiner Einfachheit bzw. der Zeitersparnisse an.

4.3.2.6  Wandnahe Bereiche

Die beschriebenen Turbulenzmodelle gelten nur für den vollturbulenten Bereich der Haupt​strömung. Direkt an der Wand haben die Geschwin​dig​keitskomponenten des Fluids allesamt den Wert Null, weil die Haftbedingung er​füllt sein muss. Der Über​gangs​bereich zwischen der Kernströmung und den Wän​den muss infolgedessen gesondert modelliert werden. Hierfür wurden sogenannte Wandfunktionen entwickelt. 

Grundsätzlich unterschiedet man in Wandnähe drei Zonen [4.3.5, 4.3.6]:

· wandnächster Bereich:

In dieser laminaren Schicht spielt die molekulare Viskosität die wichtigste Rolle, das Newton´sche Gesetz ist gültig.

· Übergangsbereich:

Turbulente und laminare Strukturen sind hier parallel vertreten.

· äußere, vollturbulente Wandschicht:

In dieser Zone gilt ein logarithmisches Wandgesetz

Bei der "Standard-Wandfunktion" nach Spalding und Launder [4.3.7] sowie bei der "Nichtgleichgewichts-Wandfunktion" wird die Strömung in Wandnähe nicht aufge​löst, der Mittelpunkt der ersten Zelle liegt bereits im turbulenten Bereich des logarith​mischen Wandgesetzes. Bei der zweiten Alternative können Druck​gradienten und Nichtgleichgewichtseffekte berücksichtigt werden. Für die meisten in​dustriellen An​wen​dungen reichen diese Modelle völlig aus. Bei komplexeren Geome​trien oder für ge​nau​ere Lösungen, z.B. Berechnung des Wärmeübergangs an eine Wand, sollte die Auflösung im wandnahen Bereich allerdings verfeinert werden. Hierfür bietet sich das sogenannte "Zwei-Zonen-Modell" an. Das Rechengebiet wird in der Nähe der Wand in zwei Gebiete unterteilt, nämlich in den viskositätsbeeinflussten wandnahen Bereich und einen vollturbulenten Bereich, in dem die oben be​schriebenen Turbu​lenz​modelle zum Einsatz kommen. Grundsätzlich muss bei diesem Modell der ge​sam​te wand​nahe Bereich inklusive der laminaren Unterschicht und des Über​gangs​​be​reiches aufgelöst werden. Infolgedessen werden im Vergleich zu den Wand​funktionen deut​lich mehr Zellen benötigt.

4.4 Beschreibung der Wärmeübertragung

4.4.1  Transportgleichung für die Bilanzierung der Enthalpie

Als grundlegende Wärmeübertragungsmechanismen sind Leitung, Konvektion und Strahlung zu nennen. Ein Energietransport über Wärmeleitung erfolgt zwischen be​nach​barten Molekülen auf Grund eines im Material vorhandenen Temperatur​gradien​ten. In Festkörpern stellt die Wärmeleitung die einzige Art des Wärmetransportes dar, bei Flüssigkeiten und Gasen spielt sie nur eine unbedeutende Rolle. In turbulent strömen​den Fluiden mit vergleichsweise geringer Temperatur ist vor allem die Konvektion zu nennen, z.B. bei einer Wärmeübertragung von einem erwärmten Gas an eine Wand. Der Anteil der einzel​nen Übertragungsmechanismen an dem ge​sam​ten Wärme​austausch ist je nach Anwen​dungs​fall und Phasenzustand verschie​den. Leitung und Konvektion können bei Verbrennungsprozessen praktisch vernachlässigt werden, da der Strahlungs​aus​tausch bei sehr hohen Temperaturen einen Anteil von etwa 90% besitzt. Zwischen zwei oder mehreren Körpern kann auf Grund ihrer Temperatur sowie ihres Emissions-, Streu​ungs- und Absorptionsvermögens ein Strahlungswärmetransport erfolgen. Dieser Mechanis​mus wird bei höheren Tem​pe​ra​tu​ren gerade deshalb so be​deutsam, da sich die Strahlungs​inten​si​tät nach Boltz​mann aus der 4. Potenz der Temperatur wie folgt bestimmen lässt [2.3.2]:
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Für die Beschreibung der Energiebilanz wird nicht die Temperatur, sondern die Gesamt​enthalpie hG verwendet. Die Gesamtenthalpie, die sich aus fühlbarer und latenter Enthalpie zusammensetzt, bleibt konstant und somit quelltermfrei. Die Enthalpie ist abhängig von der Konzentration, vom Druck und von der Temperatur. Unter Vernachlässigung des Druckterms kann beispielsweise die lokale Temperatur T durch folgende Beziehung sehr einfach bestimmt werden [2.3.2]:
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Wird die allgemeine Größe SYMBOL 102 \f "Symbol" in der Transportgleichung (vgl. Kap. 4.2) durch die Gesamtenthalpie hG ersetzt, so lässt sich die Energietransportgleichung wie folgt ab​leiten [2.3.2]:
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In der Transportgleichung ist allerdings der "allgemeine Austauschstrom jh " und der "Quell- bzw. Senkenterm Sh " noch unbekannt. Durch Addition aller Enthalpieströme kann jh aber relativ einfach bestimmt werden. Unter Vernachlässigung des in den Verbrennungsprozessen nicht bedeutsamen Stromes (Dufour´sche Energiestrom​dichte, nur für große Konzentrations- und kleine Temperaturgradienten bedeutsam), ergibt sich jh aus der Fourier'schen Energiestromdichte (molekulare Wärmeleitung) und dem Enthalpiestoff​strom (flächenbezogene Fick´sche Stoffstromdichte). Durch geeignete Annahmen und Umformungen, wie sie z.B. in [2.3.2, 3.4.4, 4.1.1, 4.3.1, 4.3.6] zu finden sind, sowie einer Zeit​mittelung, ergibt sich die modellierte Enthalpie​bilanzgleichung:
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Die turbulenten Enthalphieströme jh,t wurden in der oberen Gleichung analog zur Strömung mit einem Gradientenflussansatz ausge​drückt:
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 Sh stellt in der Bilanzgleichung die Summe aller volumenbezogenen Enthalpie​quellen dar, die rein über Strahlungsaustauschbeziehungen modelliert werden. In den beiden folgenden Kapiteln werden daher die Eigenschaften der Strahlung sowie die ver​schiedenen Strahlungs​modelle vorgestellt.

4.4.2  Modellierung der Strahlung

4.4.2.1 Eigenschaften der Strahlung

Der Strahlungswärmetransport erfolgt über elektromagnetische Wellen, wobei die Energie im Gegensatz zur Konvektion und zur Leitung zwischen allen Volumen- und Flächenelementen ausgetauscht wird. Der bedeutsame Wellenbereich für die ther​mische Strahlung liegt zwischen 0,1 und 100 m. 

Die Strahlungseigenschaften eines Fluids werden über den Absorptions- (ka) und den Streuungskoeffizienten (ks) beschrieben. In reiner Gasphase treten keine Streu​effek​te auf, sodass die optischen Eigenschaften des Rauchgases ausschließlich über den Absorptions​koeffizienten bestimmt werden. Bei Verbrennungsprozessen hängt dieser von den Konzentrationen der sogenannten Bandenstrahler CO2 und H2O ab. Übliche Werte für ka liegen bei etwa 0,1 bis 0,2 [4.4.1, 4.3.7].

Die Wärmeübertragung durch Strahlung lässt sich in Abhängigkeit der genannten Ko​effizienten sowie der Planck-Intensität Ib und der spektralen Intensität Is durch die Bi​lan​zierung der Gesamt​strahlungsintensität angeben. Zur Beschreibung der Ge​samt​strahlungsintensität I entlang eines Weges s, in einem partikel​beladenen oder nicht beladenen Fluid, dient folgende Gleichung [4.3.7]:
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           mit:
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Der oben aufgeführte Ausdruck ist allerdings auch mit Hilfe von numerischen Metho​den nur sehr schwer zu lösen. Der Strahlungsaustausch wird deshalb modelliert. Im We​sent​lichen gibt es vier Hauptgruppen von Strahlungsmodellen, die im nächsten Kapitel vorgestellt werden [2.3.2, 3.4.3, 4.4.2, 4.4.3]:

· Zonen-Modelle,

· Fluss-Modelle,

· Hybrid-Modelle und

· Reduzierte Modelle.

4.4.2.2  Strahlungsmodelle

Für die Modellierung des Quellen- bzw. Senkenterms in der Enthalpiebilanz​gleichung Gleichung (4.4.4) gibt es verschiedene Ansätze. Die gebräuchlichsten Strahlungs​modelle sind Zonen- und Fluss-Modelle. Hybrid-Modelle stellen die Kombination aus beiden dar und verknüpfen somit die Vorteile der jeweiligen Methode. Für spezielle Anwen​dungen sind reduzierte Modelle entwickelt worden, wie z.B. das Diffusions​modell. In optisch sehr dichten Medien, d.h. bei hoher Partikelbeladung, findet der Strahlungs​austausch in Analogie zum Stoff​transport ausschließlich zwischen zwei benachbar​ten Zellen statt. Bei Verbrennungssystemen kann üblicherweise von relativ geringen partikelbeladenen Rauchgasen ausgegangen werden. Hierfür haben sich in den letzten Jahren Fluss- und Zonen-Modelle als geeignet erwiesen [3.4.3, 4.4.2, 4.4.3].

4.4.2.3  Zonen-Modell

Im Zonen-Modell wird der zu simulierende Bereich in Gasvolumen​zonen (drei​dimen​sional) und Wandflächenelemente (zweidimensional) un​ter​​teilt. Die Strahlungs​bilan​zierung erfolgt nach verschiedenen Ansätzen. 

Hottel-Modell

Bei der "Hottel-Methode" wird der Strahlungsaustausch über Sicht​faktoren, die eine Relation zwischen zwei Elementen (A und B) herstellen, berechnet. Die Ener​​gie kann somit zwischen zwei Wänden, zwischen zwei Gasvolumina oder zwischen einer Wand und einem Volumenelement übertragen werden:
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Der Sichtfaktor {zAzB} beinhaltet alle Infor​ma​tio​nen bezüglich der Zonengeometrien, deren geometrische Lage zueinan​der und den optischen Eigenschaften der Gas​phase [2.3.2]. 

Prinzipiell kann bei Zonenmodellen zwischen Gesamtstrahlungs​austauschfaktoren und Berücksichtigung der Streuung oder Direktstrahlungsaustauschfaktoren unter Vernachlässigung von Streuprozessen unterschieden werden. Die Hottel´sche Methode basiert auf der einfacheren Art, d.h. es werden Direktstrahlungs​aus​tausch​faktoren bestimmt. Für die Gaszone A ergibt sich beispielsweise folgende Beziehung:


[image: image36.wmf]A

A

a

B

A

V

k

4

}

z

{z

,

=

å




                                                             (4.4.12)

Die Berechnung der Faktoren erfolgt in Abhängigkeit der geometrischen Verhältnisse des Austauschraumes. Grundsätzlich sind die in Bild 4.1.1 dargestellten Kombina​tionen denkbar.
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Bild 4.4.1: Geometrische Verhältnisse bei Zonenmodellen
Die allgemeinen Beziehungen zur Berechnung der Austauschfaktoren lauten wie folgt:
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mit:


[image: image40.wmf]ion)

(Transmiss

 

   

)

ds

k

(-

 

exp

 

 

)

(s

B

A,

s

B

A,

a

B

A,

t

ò

=

s



                                (4.4.16)

Monte-Carlo-Modell

Für Verbrennungsrechnungen haben sich in den letzten Jahren die "Monte-Carlo-Methoden" bewährt. Bei diesem Ansatz werden eine repräsentative Anzahl von Strah​len im ge​sam​ten Simulations​bereich ausgesen​det und soweit verfolgt, bis ihre ge​sam​te Energie vollständig oder bis zu einem vor​ge​ge​benen Grenzwert absorbiert worden ist. Die aus zwei- oder dreidimensionalen Zonen emittierte Gesamt​energie nimmt durch Absorption in einer Volumenzelle sowie Reflexion und Ab​sorp​tion an einer Wandzelle kontinuierlich ab. Die Aussendung der dis​kret verfolgten Ein​zel​strahlen geschieht dabei in zufällige Richtungen. Eine Zufallszahl P, mit Inter​vall​werten zwischen 0 und 1 (halboffenes Intervall), bildet hierfür folgende Winkel ab:

· 0°      (P = 0)   und 

· 360° (P = 1) 

Für einen zweidimensionalen Raum ergeben sich die in Bild 4.4.2 dargestellten Zufallszahlen in Abhängigkeit des Winkels .
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Bild 4.4.2: Zufallszahl P beim Monte-Carlo-Modell
Der numerische Aufwand kann durch die Anzahl an verfolgten Strah​len kontrolliert werden [2.3.2]. 
Discrete-Transfer-Modell

Das "Discrete-Transfer-Modell" (DTRM), welches im Software-Paket FLUENT imple​men​tiert ist und somit auch im Rahmen dieser Arbeit zum Einsatz kam, stellt eine Modifikation der Monte-Carlo-Methode dar. Je nach Anwendungsfall kann die Anzahl und Wahl der hierbei diskreten Richtungen beliebig variiert werden. Üblicherweise werden 4 x 4 = 16 Strahlen verwendet. Eine höhere Anzahl an ausgesendeten Strah​len würde zwar die Genauigkeit, leider aber auch die Rechen​zeit steigen lassen. Da Streuungseffekte in diesem Modell nicht berück​sichtigt werden, reduziert sich die Strahlungs​bilanz​gleichung auf folgenden Ausdruck [4.4.2, 4.4.3]:
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Beim DTRM erfolgt die Aussendung der Strahlen im Gegensatz zur Hottel- und Monte-Carlo-Methode nur von den Umrandungen, d.h. von den Feuerraumwänden sowie Ein- und Auslässen.

Discrete-Ordinates-Modell

Das „Discrete-Ordinates-Modell“ (DOM) löst die Strahlungsbilanzgleichung (4.4.17) für diskrete Raumwinkel  direkt. Es erfolgt im Gegensatz zum DTRM keine Strahl​verfolgung, der Aufwand wird allerdings wie beim DTRM über die Anzahl an Raum​winkel und infolgedessen Transportgleichungen kontrolliert. Der Vorteil ge​gen​über dem DTRM liegt in der Möglichkeit, auch die Streueffekte bei partikel​bela​de​nen Gas​pha​sen zu berücksichtigen [4.3.5].

4.4.2.4  Fluss-Modell

Für Fluss-Methoden wird die Anzahl an diskreten Richtungen auf sechs (3D) bzw. vier (2D) reduziert und die Strahlungsintensität dann als isotrop angenommen. Diese Vereinfachung erlaubt es, Transportgleichungen aufzu​stellen, die mathematisch in der gleichen Weise gelöst werden können wie die schon beschriebenen Bilanz​gleichungen. 

Erfolgt eine Integration der Richtungs-Strahlungsintensität entlang der positi​ven und nega​ti​ven Koordinatenrichtungen, so entsteht das klassische Fluss-Mo​dell. Daneben  gibt es die Momenten-Methode, bei der die Strah​lungs​​intensität in belie​bi​ge Rich​tun​gen integriert wird. Grund hierfür kann z.B. eine komplexe Geometrie des Simula​tions​raumes sein. Eine Kombination aus beiden stellt das P-N-Fluss-Modell dar. Es hebt den Nachteil weniger diskreter Strahlungsfüsse auf, wo​durch ein gleichmäßige​rer Energietransfer erzielt wird [2.3.2, 4.3.5].

P-1-Modell

Im Programmpaket FLUENT ist das P-1-Modell als Fluss-Methode implementiert. Es ist das einfachste Modell der P-N-Modelle, wobei die Ortsrichtungen der Flüsse durch das ortho​go​nale Koordinatensystem festgelegt sind. Prinzipiell stellt es also ein klassisches Fluss-Modell dar [3.4.4, 4.3.5].

Strahlungsflüsse können in positiver (I) oder negativer (J) Koordinatenrichtung er​folgen. Im dreidimensionalen Fall lassen sich für ein kartesisches Koordi​na​ten​​system folgende Differentialgleichungen aufstellen [4.3.6]:
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Die Netto-Strahlungswärme Q kann dann über I und J wie folgt bestimmt werden:
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  mit:     
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Schließlich ergeben sich die folgenden drei Differential​gleichungen, aus denen der Enthalpie- bzw. Strahlungsquellterm Sh bestimmt werden kann [4.3.6]:
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4.4.2.5  Randbedingungen bei Strahlungsmodellen

Randbedingungen an Flächenelementen beim DTRM 

Beim Strahlungsaustausch an Wänden stellt die Emissivität wand eine wichtige Größe dar. Hierbei wird die Strahlungsintensität eines grauen Körpers in Relation zur Inten​si​tät eines schwarzen Strahlers gesetzt. Die Strahlungsbilanz eines Wandflächen​elemen​tes wird beim DTRM wie folgt modelliert [4.4.3]:
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Ein- und Auslässe werden in der Regel als schwarze Strahler angesehen. Die ein​fallende Strahlung wird komplett absorbiert und nicht reflektiert, die Emissi​vi​​tät ist folglich Ein-/Auslässe = 1. 

Randbedingungen an der Wand beim P-1-Modell

Wie beim DTRM kann die Strahlung an Wandflächenelementen über die Emissivität wand bilanziert werden [4.3.6]:
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Substituiert man wiederum die Beziehung für R in die oberen Ausdrücke, so ergeben sich erneut Gleichungen, aus denen der Quellterm Sh berechnet werden kann [4.3.6]:
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Da dieses Modell in der Regel geringere Rechenzeiten im Vergleich zum DTRM benötigt, wurden die meisten Simulationen im Rahmen dieser Arbeit mit dem P-1-Modell durchgeführt.

4.5  Beschreibung von reagierenden Strömungen

4.5.1  Stofftransportgleichung

Für jede Spezies, die in einer Verbrennungsrechnung bilanziert werden soll, muss eine Transportgleichung aufgestellt und gelöst werden. Mit Hilfe eines allgemeinen Austauschkoeffizienten jci sowie durch Substitution der allge​mei​nen Zustandsgröße SYMBOL 102 \f "Symbol" mit der Spezieskonzentration ci lässt sich analog zu den be​reits beschriebenen Modellen eine Transportgleichung für ci aufstellen [2.3.2]:


[image: image53.wmf]i

i

c

c

j

j

i

j

i

S

 

j

 

x

)

u

c

(

x

)

c

(

t

+

¶

¶

=

¶

¶

+

¶

¶

r

r

               
                               (4.5.1)
Die Reaktionsraten der einzelnen Verbrennungsreaktionen werden in hohem Maße von der Turbulenzstruktur und der Temperatur beein​flusst. Die Temperatur​abhängig​keit wirkt sich bei der Reaktionskinetik aus, die Turbulenz spielt eine wesentliche Rolle bei der Vermischung von Verbrennungs​gasen und Sauerstoff. In den meisten Fällen kann von einer sehr schnellen Gasphasen​reaktion aus​gegangen werden, die Vermischung ist somit geschwindigkeitsbestimmend.

Darüber hinaus hat die Turbulenz beim Stofftransport eine zweite Aus​wirkung. In​folge des Turbu​lenz​ein​flusses beim Transport von ska​laren Größen muss ci wieder in einen Mittel- und einen Schwan​kungs​wert auf​geteilt werden. Die bei einer erneuten Zeit​mittelung ent​ste​hen​den Korre​la​tionen ( -
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... Rey​nolds​​flüsse) müssen analog zum Schließungs​​pro​blem beim Impuls​transport (Gleichung 4.3.2) modelliert werden. Dies kann erneut mit dem schon erwähnten Gradienten​fluss​ansatz erfolgen [2.3.2]:
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Sc ist hierbei eine dimensionslose Kennzahl, die sogenannte Schmidt​zahl (Sc = 0,9).

Man erhält schließlich die modellierte Bilanzgleichung für den Massen​anteil der Spe​zies i  [1.31, 2.3.2]:
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         (4.5.3)   

Sci stellt in der oberen Transportgleichung den Quell- bzw. Senkenterm dar. Er be​rück​sichtigt die Bildung und Reduzierung der Spezies i in allen Verbrennungs​reak​tionen. Die Reaktionsrate 
[image: image57.wmf]r
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 wird, wie bereits erwähnt, je nach Anwendungsfall und Um​​gebungs​be​din​gungen entweder überwiegend von der Temperatur​ (kinetisch kon​trolliert) oder von der Turbulenz (mischungskontrolliert) beein​flusst. Zur Bestimmung von 
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 sind daher verschiedene Reaktionsmodelle entwickelt worden [1.31, 2.3.2, 4.3.5, 4.5.1].

4.5.2  Reaktionsmodelle bei kinetisch kontrollierten Reaktionen

Für eine Reak​tion n-ter Ordnung lässt sich die rein durch chemischen Umsatz her​vor​​gerufene, zeit​liche Konzentrationsänderung der Spezies i in der Reaktion  wie folgt ausdrücken [2.3.2]:
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Die Reaktionsgeschwindigkeitskonstante k hängt exponentiell von der Temperatur ab, wodurch der Haupteinfluss der Temperatur bei chemischen Reaktionen erkenn​bar wird. Die Abhängigkeit lässt sich durch einen Arrheniusansatz beschreiben:
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 mit:


 k0 = Frequenzfaktor


 E = Aktivierungsenergie 


 R = allgemeine Gaskonstante
Für eine Reaktion erster Ordnung ( n = 1 ) ergibt sich dann beispielsweise der Quell​term Sci durch folgen​de Gleichung [2.3.2]:
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Die gerade abgeleiteten Beziehungen gelten für eine reine kinetische Kon​trolle. Zur Berechnung des Quellterms bei teilweise oder vollständig mischungs​kon​trollierten Ver​hält​nissen dienen die im nächsten Kapitel beschriebenen Methoden. 

4.5.3  Reaktionsmodelle für turbulent reagierende Strömungen

4.5.3.1  Wahrschein​lich​keits​​dichtefunktion (Probability Density Function „PDF“)

Diese Methode stellt die Einführung von Wahrschein​lich​keits​​dichtefunktionen für die von der Turbu​lenz beeinflussten Größen (Temperatur und Spezies​konzentration) dar. Die mathematische Beschreibung erfolgt mit Hilfe der Statistik. Die Reaktionsrate er​gibt sich zu [1.31, 2.3.2]:
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  (4.5.7)

P() stellt dabei die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion dar. Sie kann z.B. durch eine „Double Delta Function“ wie folgt ausgedrückt werden:
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Bei der „-Funktion“ ergibt sich folgende Definition für P():
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Das Lösen der PDF-Transportgleichung (4.5.7) stellt prinzipiell auch einen Ansatz dar. Numerisch ist die Transportgleichung aber nur für vergleichsweise kleine Rechen​gebiete (im cm-Bereich) lösbar, sodass für ingenieurmäßige An​wen​dungen vor​nehm​lich die oben beschriebenen Ansätze (4.5.8) und (4.5.9) in Frage kommen.

4.5.3.2  Wirbelzerfallsmodelle

Bei dieser Methode wird der Zerfall von Turbulenzwirbeln be​trachtet. Nachfolgend werden einige dieser Reaktionsmodelle ausführlich erläutert.

Eddy-Break-Up-Modell (EBU)

Ein klassisches Wirbelzerfallsmodell, das für Vormischflammen entwickelt wurde, ist das "Eddy-Break-Up-Modell" von Spalding [4.5.2]. Hierbei wird der Umsatz entweder durch eine Mischungs​kontrolle oder eine ki​ne​tische Kontrolle bestimmt. Beide Reak​tions​raten werden lokal berechnet, die kleinste Rate ist dann die umsatz​bestimmen​de:
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Eine Mischungskontrolle bei Vormischflammen klingt zunächst wie ein Widerspruch.    Hierbei ist die Einmischung von heißen Produktwirbeln (ci,p = Produktspezies) in kalte Reaktandenwirbel ge​meint. In den Produktwirbeln liegt nämlich das Energieniveau über der Aktivierungs​energie, bei einem reaktions​fähigen Gemisch ist dies genau umgekehrt. Eine Reak​tion setzt also erst dann ein, wenn die Temperatur ausreichend hoch ist [2.3.2].

Der Faktor AEBU muss für jedes Verbrennungssystem empirisch ermittelt werden. Für Kohlen​staubverbrennungen schlagen MAGNUSSEN und HJERTAGER [4.5.3] z.B. den Wert AEBU = 2 vor. Experimentelle Untersuchungen bei der „International Flame Research Foundation“ („IFRF“) haben allerdings gezeigt, dass die geringsten Abweichungen, insbesondere für die CO-Konzentrationen, mit AEBU = 0,6 erzielt wurden [4.5.4, 3.4.3]. SCHARLER [4.5.5] konnte durch experimentelle und simula​tionstechnische Unter​suchungen an Biomasse​feuerungen die IFRF-Konstante AEBU = 0,6 bestätigen. 

Eddy-Dissipations-Modell (EDM)

Beim "Eddy-Dissipations-Modell" von MAGNUSSEN und HJERTAGER [4.5.6], welches ein modifiziertes Eddy-Break-Up-Modell für Vormisch- und Diffusions​flammen darstellt, wird die Reak​tions​rate über mischungskontrollierte Produk​t- oder Reaktandenwirbel berechnet. Die kleinste Rate ist hierbei die umsatzbestimmende und wird für weitere Berech​nung verwendet:
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Die Konstanten AED und B nehmen in den obigen Gleichungen die Werte AEDM = 4 bzw. B = 0,5 an. Der obere Ausdruck bezieht sich auf eine Mischungskontrolle durch Brennstoff- und Oxidationsmittelwirbel, was man vorwiegend bei Diffusions​​flammen findet. Ein mischungskontrollierter Reaktionsablauf über Produktwirbel tritt haupt​säch​lich bei Vormischflammen auf, wie bereits beim EBU-Modell erläutert wurde.

Reaktionsmodell der IFRF

Das Verbrennungsmodell der IFRF [3.1.5] basiert auf den in Kapitel 3.2 vor​ge​stellten Verbrennungsreaktionen (Reaktionsschema 3.2) [3.1.5]. Bezieht man die Reaktionen auf die Masse des gasförmigen Brennstoffes (1 kg B = c kg C + h kg h + o kg ) bzw. auf CO oder H2 ergeben sich die in Reaktions​schema 4.1 aufgeführten Beziehungen.
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Reaktionsschema 4.1: Globalreaktionen bei der Gasphasenverbrennung [4.5.4]

Die fehlenden Variablen in Reaktionsgleichung (R4.1.1) ergeben sich aus der massen-​​ bezogenen stöchiometrischen Verbrennung [3.1.5]:
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Analog zu den vorangegangenen Modellen werden die Reaktions​​raten über die Dissi​pa​tionsrate , die Dichte , den Spezies​massen​anteil ci und die Turbulenz​​ener​gie k bestimmt. Außerdem wird ein Proportionalitäts​faktor Amix ein​ge​führt, der fol​gen​der​​maßen definiert ist [1.31, 4.5.1, 4.5.4]:

 
[image: image75.wmf]     

c

Re

 

A

 

=

 

A

B

t

mix

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

m






                                 (4.5.17)

          
[image: image76.wmf]IFRF)

 

(nach

MAGNUSSEN)

 

(nach

   

0         

 

B

 

und

0,6 

 

A

   

0,25

B

 

und

12,93 

 

A

hl

Reynoldsza

 

...

 

Re

:

mit

=

=

=

=

    

Die Reaktionsraten 
[image: image77.wmf]i

c

r

&

ergeben sich somit zu [1.31, 4.5.1, 4.5.4]:
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Im Rahmen dieser Arbeit wurde das IFRF-Reaktionsmodell eingesetzt. Praktisch identisch zum EDM von MAGNUSSEN und HJERTAGER erfolgt die Mischungs​kontrolle durch Reaktandenwirbel, die empirische Konstante AEDM (vgl. Gleichung 4.5.13) hat im IFRF-Modell allerdings einen anderen Betrag (vgl. Kapitel „EBU-Modell“ und „EDM“).

4.6  Diskretisierung und numerische Lösungsverfahren

An eine numerische Simulation wird ei​ne Reihe von Anforderungen gestellt. Eine grundlegende Bedingung ist, dass das Gleichungssystem mittels nume​rischer Ver​fahren überhaupt lösbar ist. Darüber hinaus muss die numerische Lösung konsis​tent sein. Konsistent bedeutet, dass die Näherungslösung mit zunehmendem Iterations​fortschritt gegen die richtige Lösung konvergiert. Die dazu benötigte hohe Auflösung des Raumes mit diskreten Punkten führt zu extrem hohen Anforderun​gen an Speicherplatz und Rechenzeit, insbesondere wenn zeitabhängige Vor​gänge in drei Raumdimensionen simuliert werden sollen. Die Parallelisierung stellt hierfür eine Möglichkeit dar, größere Probleme rechnen zu können. Dabei wird das Problem zum Beispiel durch Ge​bietszerlegungsmethoden auf einige Prozessoren verteilt, die dann einzelne Teile der gesamten Lösung gleichzeitig berech​nen [4.1.2]. 

Auf Grund der gestiegenen Rechnerleistungen wurde der Einsatz von numerischen Strömungsberechnungen in den letzten Jahren immer attraktiver und wirtschaftlicher. Im Vergleich zu analytischen Verfahren können numerische Methoden zum Lösen von technischen Problemen wesentlich öfter eingesetzt werden [3.1.1].

Die zur Beschreibung einer homogenen Gasphasenströmung genannten Transport​gleichungen in Kapitel 2 können mit analytischen Verfahren nicht integriert werden.  

Um eine Lösung auf numerischem Weg erhalten zu können, müssen zwei Anfor​derungen erfüllt werden. Erstens sind Rand- oder Anfangsbedingungen erforderlich (z.B. Einlass, Auslass und Wand) und zweitens müssen die Differential​quotienten durch eine Diskretisierung in Differenzen​​quotienten überführt werden [4.1.1].

Es gibt eine Vielzahl an Lösungsverfahren. Bei Verbrennungsprozessen wurde die Finite Differenzen Methode (FDM) mit großem Erfolg angewandt und auch im Rahmen dieser Arbeit verwendet [4.4.3]. 

Bei der FDM, die auch als Finite Volumen Methode bezeichnet wird, teilt man den gesamten Berechnungsraum in kleine Lösungsräume auf. In jeder Gitterzelle gelten dann konstante Werte wie in Bild 4.6.1 zu erkennen ist [4.3.5, 3.4.3].
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Bild 4.6.1: Numerisches Gitter mit lokalen Größen und Koordinaten [3.4.3]

Das in Bild 2.3.13 abgebildet numerische Gitter ist ein sogenanntes versetztes Gitter. Ver​setzte Gitter werden aus​schließlich aus Stabilitätsgründen verwendet. Merkmal eines solchen Gitters ist die unter​schiedliche Ortsdefinition der skalaren und vek​to​riellen Größen. Die Geschwindigkeits​komponenten werden in den Zellwänden (AW, AE, AS und AN) berechnet, alle anderen Größen in der Mitte [3.4.3]. 

Der konvektive Transport durch die Wand W in die Zelle P ergibt sich aus [3.4.3]: 
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Analog dazu erhält man für den diffusiven Transport durch die W-Wand [3.4.3]:
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Die Transportgleichung für die allgemeine Variable SYMBOL 102 \f "Symbol" sieht für den zweidimensionalen Fall (4 Wände: West, North, East und South) dann wie folgt aus [3.4.3]:
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Bei 3D-Berechnungen werden auch alle benachbarten Zellen (Front und Back) berück​​sichtigt.

[image: image95.wmf]f

In den oberen Gleichungen sind die Indizes P, W, E, S und N im Konvektions- und Diffusions​term dazu verwendet worden, um die Stelle zu charakterisieren, an der die Variablenwerte bestimmt wurden. Hierbei tritt allerdings ein erneutes Problem auf. Weil sich die skalaren Eigenschaftswerte nur auf das Innere der Zelle beziehen, sind einige Größen noch unbekannt. Der Wert zwischen zwei Zellen muss daher durch Interpolation aus den beiden benachbarten Zellen bestimmt werden. Je nach Approximations​ordnung, stehen hierfür mehrere Interpolationsverfahren zur Ver​fügung. In Bild 2.3.14 sind die wichtigsten Differenzenschemata abgebildet [3.4.3]. 

Bild 4.6.2: Auswahl einiger Approximationsschemata [3.4.3]

Das Zentraldifferenzen-Schema ist eine Approximation 1. Ordnung. Es ist ein sehr einfaches Schema, mit dem aber nicht immer stabile numerische Berechnungen durchzuführen sind. Abhilfe schaffen modifizierte Verfahren 1. Ordnung wie das Upwind-Schema oder Approximationen von höherer Ordnung wie das Quick-Ver​fahren [4.3.5]. Im Rahmen dieser Arbeit wurde das Upwind-Schema (verbessertes Interpolationsverfahren 1. Ordnung) angewandt.

Bei Iterationen ist darauf zu achten, dass sich eine konvergente Lösung einstellt. Ins​besondere bei komplexen Problemen ist eine Konvergenz bei den ersten Itera​tions​schritten nicht immer gewährleistet. Hierzu werden sogenannte Unter-Relaxations- oder Dämpfungsfaktoren  eingesetzt. Bei der Unter-Relaxations​​​methode wird der Wert SYMBOL 102 \f "Symbol"P durch einen alten und einen neuen Wert (SYMBOL 102 \f "Symbol"a und SYMBOL 102 \f "Symbol"n) ausgedrückt [3.4.3]:
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mit:  = 0-1
Bei den meisten Simulationsprogrammen besteht die Möglichkeit, das Konvergenz-Verhalten bzw. den Lösungs​prozess zu verfolgen. Die Abweichung der Näherungs​lösung von der gesuchten Lösung je Iterations​schritt wird als Residuum R definiert. Somit ist die Größe von R ein Maß für die Approximationsgüte. Die normalisierten Residuen werden bei einer konvergierenden Lösung im Laufe der Berechnungszeit immer kleiner, d.h. die Lösung ändert sich ab einer bestimmten Berechnungsdauer nur noch unwesentlich [4.6.6].

Lösungsprozess

Der gesamte iterative Lösungsvorgang, beispielsweise für eine Verbrennungs​rech​nung, ist bei dem Software-Programm FLUENT nach folgender Chronologie aufge​baut [4.3.5]:

1. Lösen der Impulsgleichungen

→ neue Geschwindigkeiten

2. Lösen der Kontinuitätsgleichung mit neuen Geschwindigkeiten und eventuell Druck-Korrektur-Gleichung vom Poisson-Typ

→ neue Geschwindigkeiten und neuer Druck

3. 
Lösen der k--Gleichungen mit neuen Geschwindigkeiten

4. Lösen der Enthalpie- und der Speziesgleichungen 

→ neue Skalars und neue Fluideigenschaften

1. 
Lösen der Impulsgleichungen

2. 
(u.s.w.)

4.7  Beschreibung von starren, kugelförmigen Partikeln

Die Beschreibung des Fließverhaltens einer Schüttung sowie der Partikel​einzel​bewegungen in Schüttgütern sind komplexe Aufgabengebiete der mechanischen Verfahrenstechnik. Seit einigen Jahren werden diese Untersuchungen mittels Com​putersimulationen durchgeführt. Zu Beginn wurde auf die Gesetze der Konti​nuums​mechanik zurückgegriffen. Der Nachteil lag allerdings in der begrenzten Aussage​fähig​keit der Ergebnisse, da ein Schüttgut ein disperses System darstellt, das sich weder wie ein Feststoff noch wie eine Flüssigkeit verhält. Ferner können im Zuge kontinuumsmechanischer Betrachtungen beispielsweise Effekte wie eine Ent​mischung des Schüttgutes nicht dargestellt werden [4.7.1].

Mit dem Programm PFC von Itasca Consultants [4.7.2], welches mit diskreten Körpern arbeitet, ist es aber möglich, individuell die Bewegung jedes einzelnen Körpers zu verfolgen. PFC ist ein Verfahren zur numerischen Modellierung auf der Basis der Methode der Distinkten Elemente. Es sind endliche Verschiebungen und Drehungen von eigenständigen Körpern möglich. Die Kräfte und die Abstände, die daraus resultieren, können berechnet werden. Durch die beliebige Anordnung, Verbindung und Wechselwirkung dieser Grundbausteine lassen sich unterschiedliche physikalische Systeme modellieren. Bei PFC wird vorausgesetzt, dass die Partikel starr sind und das Verhalten der Kontakte auf einem weichen Stoß mit einer endlichen Normalsteifigkeit der Teilchen beruht. Damit lässt sich das mechanische Verhalten durch die Verschiebung jeder einzelnen Kugel und die Größe und Richtung in den Kontaktpunkten beschreiben. Es werden grundsätzlich zwei Fälle unterschieden [4.7.1]:

· alle Kräfte im System stehen im Gleichgewicht: Alle Partikel befinden sich in Ruhe oder in gleichförmiger Bewegung und

· kein Kräftegleichgewicht: Partikel fließen und weisen Beschleunigungen auf.

Die grundlegenden Bewegungs​gleichungen lauten [4.7.1]:
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         Impulssatz (translatorische Bewegung)         (4.7.1)
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        Drallsatz (rotatorische Bewegung)                 (4.7.2)

Die Integration der Bewegungsgleichungen erfolgt entsprechend der zentralen finiten

Differenzformel mit einem Zeitintervall t, d.h. die entsprechenden Gleichungen werden im Mittelpunkt des Zeitintervalls gelöst. Die translatorische Beschleunigung und die Winkelbeschleunigung können dann in folgender Form aufgeschrieben wer​den [4.7.1]:
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                                                                  (4.7.4)

Zweiter Grundbaustein von PFC sind die Wände. Mit deren Hilfe können Randbedingungen, Abgrenzungen und Einwirkungen festgelegt werden. Die Wände und die Kugeln beeinflussen sich gegenseitig durch die Kräfte, die in den Kontakt​punkten entstehen. Die Newton´sche Bewegungsgleichung gilt aber nur für die Kugel und nicht für die Wände, d.h. Kräfte, die auf eine Wand wirken, rufen keine Ver​schiebungen der Wand hervor. 

Hinsichtlich der Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Partikeln wird zwischen zwei verschiedenen Kontaktarten unterschieden. Einerseits gibt es eine reine Kraftübertragung über Punktkontakte. Zusätzlich steht für Partikel-Partikel-Kontakte eine über eine endliche Kontaktscheibe wirkende Kraft- und Momentenübertragung zur Verfügung. Das Kraft-Verschiebungs-Gesetz kann über einen Punkt-Kontakt be​schrieben werden. Es wird dabei angenommen, dass die beteiligten Partikel über Normal- und Schersteifigkeiten miteinander in Wechselwirkung stehen. Außerdem gibt es ein Reibungsmodell, bei dem der Reibungskoeffizient  vorgegeben wird, sodass die maximal zulässige Kontakt-Scherkraft zwischen den Partikeln selbst sowie der Wand und den Partikeln bei Haftreibung berechnet werden kann. 

Lösungsprozess

Die Berechnungsschritte sehen bei PFC wie folgt aus [4.7.1]:

1. 
Lösen der Impulsgleichungen für jedes Partikel 

(resultierende Kraft und resultierendes Moment)

→ Aktualisierung der Partikel- und Wandpositionen + Summe der Kontakte

2.
Lösen der Kraft-Verschiebungsgesetze für jedes Partikel

→ neue Kontaktkräfte

1. 
Lösen der Impulsgleichungen für jedes Partikel 

(resultierende Kraft und resultierendes Moment)

→ Aktualisierung der Partikel- und Wandpositionen + Summe der Kontakte

2. 
(u.s.w.)
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