NIEDERFREQUENZASYMPTOTIK
DER
MAXWELL—GLEICHUNG
IM
INHOMOGENEN UND ANISOTROPEN
AUSSENGEBIET

Dissertation

zur
Erlangung des Grades
eines
Doktors der Naturwissenschaften
(Dr. rer. nat.)

Dem
Fachbereich 6 — Mathematik und Informatik
der
Universitat Essen

vorgelegt im November 2002
von

Dirk Pauly

aus
Essen






Vorlage der Dissertation:

Tag der Disputation:

Vorsitzender des Priifungsausschusses:

Gutachter:

14.11.2002

11.03.2003

Prof. Dr

Prof. Dr
Prof. Dr
Prof. Dr

. Dieter Schmidt, Essen

. Rainer Picard, Dresden
. Norbert Weck, Essen
. Karl-Josef Witsch, Essen






FUR

LUKAS JULIUS






Danksagungen

Ich m6chte mich an dieser Stelle herzlich bei Herrn Prof. Dr. N. Weck und
Herrn Prof. Dr. K.-J. Witsch bedanken, die mich an dieses wunderbare Thema
herangefiihrt haben und mir stets mit Rat und Diskussion zur Seite standen.






ZUSAMMENFASSUNG

Wir behandeln das Strahlungsproblem der Totalreflexion zum verallgemeinerten
zeitharmonischen Maxwell-System

divH +iweE =F , rot E+iwpH =G , U"E=0

(rot: Cartansche Ableitung; div: Co-Ableitung; ¢ : 9Q < Q: natiirliche Einbet-
tung) in einem Aufengebiet @ C RY mit inhomogenen, anisotropen Koeffizienten
und wollen seine Niederfrequenzasymptotik bestimmen.

Zunichst entwickeln wir eine Fredholm-Theorie zu der obigen zeitharmonischen
Maxwell-Gleichung. Wir sind in der Lage, Daten aus gewichteten L?>-Riumen zu
behandeln. Mit Hilfe einer Zerlegung des elektrischen Feldes E' und magnetischen
Feldes H gelingt es, das polynomiale Abklingen der Eigenlosungen und eine a—priori—
Abschétzung durch Riickfiihrung auf die entsprechenden Ergebnisse der skalaren
Helmholtz—Gleichung zu zeigen. Die Methode der Grenzabsorption liefert dann fiir
Frequenzen aus R\ {0} die gesuchten Strahlungslésungen. Wir miissen endlichdimen-
sionale Kerne fiir gewisse Eigenwerte einrdumen, wobei sich diese Eigenwerte bei Null
nicht hiufen kénnen. Fordern wir stiirkere Differenzierbarkeitsvoraussetzungen (C?)
an die Koeffizienten ¢ und p, so miissen etwaige Eigenlosungen sogar exponentiell
fallen.

Nach der Losungstheorie des zeitharmonischen Problems wird die Niederfrequenz-
asymptotik in Angriff genommen. Hier wird zunéchst eine exakte statische Losungs-
theorie in gewichteten Raumen bendtigt. Diese ist im Vergleich zur z. B. Helmholtz—
Gleichung wesentlich komplizierter, da die Losungen im Fall w = 0 véllig entkoppeln
und auferdem zu rot £ = G und div H = F zusétzliche Bedingungen der Art

diveE = f , rotuH =g

hinzutreten. Desweiteren besitzt dieses statische Problem, bestehend aus jenen Glei-
chungen und geeigneten Rand— sowie Integrierbarkeitsbedingungen, einen nichttri-
vialen Kern, die Rdume der harmonischen Dirichlet-Formen. Es ist auf einem Teil-
raum Reg?’(()) eines geeignet gewichteten L°-Raumes l6sbar. Die Losung ist nach
Einfiihrung geeigneter Orthogonalitdtsbedingungen eindeutig bestimmt. Wir erhal-
ten Losungen, welche bis auf endliche Summen spezieller verallgemeinerter ,spherical
harmonics” in dem natiirlichen gewichteten LoOsungsraum liegen. Ziel ist es nun,
diesen statischen Losungsoperator L zu iterieren und damit eine verallgemeinerte
Neumann-Reihe zu definieren. Dies gelingt mit Hilfe explizit angegebener iterierter
Losungen des statischen Problems im Ganzraum.



Auf einem Teilraum endlicher Kodimension Reg??(Q) von Reg?’(Q) approximiert
diese verallgemeinerte Neumann-Reihe dann den Losungsoperator £, des zeithar-
monischen Problems bis zu einer vorgegebenen Ordnung J. Die exakte Niederfre-
quenzasymptotik von £, auf Reg?’(Q) erhalten wir dann, indem wir degenerierte
Korrekturoperatoren I'; konstruieren, die sich aus den Projektoren auf Reg?? () und
Iterierten spezieller ,wachsender” statischer Losungen ergeben.

Wir erhalten mit A aus (1.27) eine Asymptotik der Gestalt

J J-N
Lo=Y (—iw)Lo(ALeY = ) (—iw)VHT; = O(|w|™)
j=0 j=0

in (abhingig von J) geeigneten gewichteten L*-Riumen.
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1 Einfiihrung

1.1 Einleitung und Hauptergebnisse

JAMES CLERK MAXWELL (1831-1879) erkannte wohl als Erster die vollige Symmetrie zwischen elektrischem
und magnetischem Feld (bis auf die Tatsache, daB es keine magnetischen Ladungen und Strome gibt):

»Ein sich zeitlich &nderndes elektrisches (magnetisches) Feld
erzeugt ein magnetisches (elektrisches) Wirbelfeld.”

Der vollstiindige differentielle Feldgleichungssatz im R? lautet:

d
. rot H — ED =1 (1.1)
d
E+-B= .
° rot B + i 0 (1.2)
. divD = p (1.3)
. divB =0 (1.4)

Hierbei bedeuten

(E,H) : elektrische und magnetische Feldstirke ,
: Induktionsfluldichte ,

: dielektrische Verschiebung ,

: Stromdichte ,

: Ladungsdichte

’DHUUJE

und rot := VA bzw. div := V- bezeichne den klassischen Rotations— bzw. Divergenzoperator der Vektoranalysis.
Seien desweiteren € die Dielektrizitdt und p die Permeabilitdt des Mediums, so gelten die Beziehungen

D =cE und B=uH

Nehmen wir an, dal € und g linear und zeitunabhingig sind, so gehen (1.1)—(1.4) in

° rotH—siE:I

gy ) (1.5)
e rotE4pSH-0 | (1.6)
dt
. diveE = p , (1.7)
. divpH =0 (1.8)

iiber. Ein zeitharmonischer Ansatz (bzw. Fourier—Transformation bzgl. der Zeit) liefert sodann das zeitharmo-
nische Maxwell-System mit Frequenz w

. rot H —iweE =1 , (1.9)
o rotE+iwpH =0 , (1.10)
. diveE =p , (1.11)
. divpuH =0 . (1.12)

Da sich (1.11) und (1.12) durch Differentiation aus (1.9) und (1.10) ergeben, kénnen wir fiir w # 0 diese beiden
letzten Gleichungen vergessen. Zur exakten Formulierung der zeitharmonischen Maxwell-Gleichungen in einem
Gebiet Q C R? benétigen wir noch eine Randbedingung. Modellieren wir die Totalreflexion des elektrischen
Feldes E am Rand 092, so lautet die Randbedingung

vANE=0 an o0 , (1.13)

wobei wir mit v die duRere Einheitsnormle am Rand und mit A das Wedge-Produkt im R? bezeichnen wollen.

Im Jahre 1952 schlug HERMANN WEYL in [56] eine Verallgemeinerung des obigen Systems (1.9), (1.10) und (1.13)
auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten ) beliebiger Dimension N vor. Dies ist mit Differentialformen mdoglich,
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wenn wir F und I als ¢-Formen und H als (¢ + 1)-Form ansehen. Aus € und g werden dann entsprechend
lineare Transformationen auf ¢— bzw. (¢+1)-Formen und rot in (1.10) entspricht der dufieren Ableitung d sowie
—rot in (1.9) der Co—Ableitung 6. Im Fall N = 3 und ¢ = 1 ist diese Verallgemeinerung dann Aquivalent zum
urspriinglichen Maxwell-System. Um den Bezug zur elektromagnetischen Theorie anzudeuten, wollen wir die
dukere Ableitung bzw. Co—Ableitung mit

rot :=d bzw. div:=¢

bezeichnen. Damit transformieren sich (1.9), (1.10) und (1.13) zu dem verallgemeinerten Maxwell-System

o divH +iweE=-1 (1.14)
o rotE+iwpH =0 , (1.15)
. JE=0 . (1.16)

Hierbei sei ¢ : 9Q — Q die natiirliche Einbettung des Randes. Mit den formalen Operatoren

0 div e 0
M = [rot 0 } und A= {0 /J (1.17)
schreiben sich (1.14)—(1.16) kurz
(M +iwA)(B,H)=(-1,0) , JE=0

I bezeichnen, doch aus ty-

pographischen Griinden wollen wir in dieser Arbeit Formenpaare stets als (E, H) schreiben.

Der Matrizenschreibweise entsprechend miifsten wir Formenpaare eigentlich mit [

Wir wollen nun in dieser Arbeit das Strahlungsproblem fiir das verallgemeinerte zeitharmonische Maxwell-
System mit Totalreflexion
(M +iwA)(E, H) = (F,G) , UE=0 (1.18)

in einem Aufengebiet Q0 C RY fiir beliebige ¢ betrachten und seine Niederfrequenzasymptotik bestimmen. Ein
wesentliches Ziel ist hierbei die Behandlung von Daten (F,G) aus gewichteten L?-R&umen sowie irreguliren,
inhomogenen und anisotropen Koeffizienten € und p , welche bei Unendlich mit einer Rate r—7 (7 > 0) gegen die
Identitét konvergieren. Das grobe Programm und die grundlegenden Ideen hierzu wurden von NORBERT WECK
und KARL-JOSEF WITSCH in [50] bzw. [52] und [53] fiir die Helmholtz—Gleichung bzw. die Gleichungen der
linearen Elastizitét entwickelt. Mit ginzlich anderen Methoden und unter stirkeren Voraussetzungen erzielen
HaBiB AMMARI und JEAN—CLAUDE NEDELEC in [3] dhnliche Ergebnisse fiir die klassische Maxwell-Gleichung.

Zunichst stellen wir im vierten Kapitel fiir den zeitharmonischen Fall, d. h. w # 0, eine Fredholm—Theorie
zu (1.18) bereit, welche uns erlaubt, Daten aus Li"i (Q) x Li‘fl(Q)l und L>*-Koeffizienten ¢ und g zu behan-
2 2

deln. In diesem Abschnitt verallgemeinern wir im wesentlichen die Methoden von RAINER PICARD, WECK und
WITSCH aus [37] und gelangen zu einem analogen Resultat (Man vergleiche auch mit [52].). Zeitharmonische
Auflenraumprobleme zu der klassischen Maxwell-Gleichung wurden von CLAUS MULLER in [23] fiir den Fall
glatter Rander und homogener, isotroper Medien mit Integralgleichungsmethoden und von ROLF LEIS in [1§]
(siehe auch [20]) mit Hilfe der Methode der Grenzabsorption fiir Medien, die in einem beschréinkten Teilgebiet
inhomogen und anisotrop sind, betrachtet. Der Fall der verallgemeinerten zeitharmonischen Maxwell-Gleichung
wurde von WECK in [43] und PICARD in [28] behandelt. Mit Hilfe einer Zerlegung des elektrischen Feldes E
und magnetischen Feldes H gelingt es uns fiir 7 > 1, das polynomiale Abklingen der Eigenlésungen und eine
a—priori-Abschétzung durch Riickfiihrung auf die entsprechenden Ergebnisse der skalaren Helmholtz—Gleichung
zu beweisen. Mit diesen Resultaten liefert dann die Methode der Grenzabsorption fiir Frequenzen w € R\ {0}
die gesuchten Strahlungslosungen. Wir miissen endlichdimensionale Kerne fiir gewisse Eigenwerte einrdumen,
wobei sich diese Eigenwerte in R\ {0} nicht h&ufen kénnen. Mit Hilfe einer Abschitzung der Ganzraumldsung
im fiinften Kapitel, welche aus einer Darstellungsformel und néheren Untersuchungen spezieller Faltungskerne
gewonnen wird, konnen wir dann zu Beginn des siebten Kapitels im Satz 7.3 auch die Null als Haufungspunkt des
Spektrums ausschliefsen und sind damit in der Lage, weitere Niederfrequenzbetrachtungen anzustellen. Unter
stirkeren Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an die Koeffizienten, d. h. €, u € C?, miissen etwaige Eigenlosun-
gen sogar exponentiell fallen. Kiirzlich gelang es SEBASTIAN BAUER in [6] unter dhnlichen Differenzierbarkeits—
und Abklingvoraussetzungen an die Koeffizienten im klassischen Fall, N = 3, ¢ = 1, Eigenlsungen génzlich aus-
zuschliefsen. Seine Methoden lassen sich leider nicht auf den allgemeinen Fall iibertragen. Falls die Koeffizienten

INicht definierte Ausdriicke schaue man im Symbolverzeichnis nach.
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€ und p in einer Umgebung von Unendlich homogen und isotrop sind, erfiillen die Eigenlésungen komponenten-
weise die homogene Helmholtz—Gleichung und miissen daher auf Grund der Rellichschen Abschitzung kompakte
Triger besitzen. Gilt desweiteren das Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit fiir dieses Maxwell-System, so
existieren folglich in diesem Fall keine Eigenlosungen. Das Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit gilt fiir ska-

lare C*~Funktionen ¢, 1 und im klassischen Fall (N=3,¢=1) fur C?-Matrizen ¢, (siehe LEts, [19] oder

[[20], page 168, Theorem 8.17]).
Die Hauptergebnisse dieses vierten Kapitels fassen wir im Satz 4.29 zusammen.

Nachdem die Losungstheorie des zeitharmonischen Problems entwickelt worden ist, wird die Niederfrequenza-
symptotik in Angriff genommen. Dem roten Faden aus [50], [52] und [53] folgend bendtigen wir zunéchst eine
exakte statische Losungstheorie in gewichteten Riumen. Diese ist im Vergleich zur z. B. Helmholtz—Gleichung
wesentlich komplizierter, da im Fall w = 0 das System (1.18) vollig entkoppelt und auferdem zu

rot B =G und divH =F
noch zusétzliche Bedingungen der Art

diveE = f und rotuH =g (1.19)
hinzutreten. Desweiteren miissen wir fiir das magnetische Feld H eine Randbedingung, etwa

GpH =0 , (1.20)
stellen. Man beachte hier, daf sich im Fall w # 0 (1.19) durch Differentiation aus (1.18), d. h.
iwdiveE =div F und iwrot uH =rot G ,
ergibt und sich (1.20) aus (1.18) ebenfalls iibertrégt, denn .*E = 0 zieht ¢* rot E = 0, also
iwpH =G ,

nach sich. Dieses statische Problem, bestehend aus

° rot E =G , ° divH =F ,
o diveE=f , e vrotpuH =g , (1.21)
. 'E=0 , . CuH =0

und geeigneten Integrierbarkeitsbedingungen, besitzt einen nichttrivialen Kern -H9(Q) x p=!, -1 HITH(Q), die
Raume der harmonischen Dirichlet—Formen, und ist fiir Daten (f, F, G, g) aus einem Teilraum von

L2771Q) x L2(Q) x L2 Q) x L29Y2(Q) ., s>1-N/2

l6sbar. Die Losung ist nach Einflihrung geeigneter Orthogonalitétsbedingungen eindeutig bestimmt. Wir er-
halten Losungen, welche bis auf endliche Summen spezieller verallgemeinerter ,spherical harmonics”; die wir im
fiinften Kapitel explizit konstruieren werden, in dem natiirlichen gewichteten Ldsungsraum (einem Teilraum
von L% (Q) x Liffl(Q)) liegen. Hierzu miissen wir in einer Umgebung von Unendlich fordern, daf die Koef-
fizienten £ und p komponentenweise einmal stetig differenzierbar sind, und die Abklingrate 7 in Abhéngigkeit
von s vergrokern.

Diese statischen Resultate sind detailliert in den Sitzen 6.34, 6.36 und 6.38 zu finden.

Ergebnisse zu (1.21) fiir homogene, isotrope Medien und s = 0 bzw. inhomogene, anisotrope Medien und s = 1
finden wir bei RAINER KRESS in [16] sowie PICARD in [27] bzw. PICARD in [34]. Der klassische Fall wird fiir
s =0 von PICARD in [29] sowie fiir s = 1 von ALBERT MILANI und PICARD in [36] diskutiert.

Ziel ist es nun, den statischen Losungsoperator £ = ALy, welcher zu Daten

(F.G) € Regd®(Q) c L9(Q) xLT**H(Q)  und  (f,9) = (0,0)

die Formen (¢E, uH) liefert, zu iterieren und damit eine verallgemeinerte Neumannsche Reihe zu definieren.
Dies gelingt mit Hilfe in Kapitel fiinf explizit angegebener iterierter Losungen des statischen Ganzraumproblems.
Diese Iteration beweisen wir in Satz 6.48, Bemerkung 6.49 bzw. Korollar 6.50.

Zu Beginn des siebten Kapitels konnen wir im Satz 7.3 zunédchst nachweisen, daft unter bestimmten kanonischen
Voraussetzungen an die Daten (F,G) die Strahlungslosungen L, (F, G) des zeitharmonischen Maxwell-Systems
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(1.18) fir w — 0 in gewichteten Normen gegen eine Losung Lo(F,G) des statischen Problems konvergieren.
Dieses Teilresultat verallgemeinert Ergebnisse zur klassischen Maxwell-Gleichung von P. WERNER aus [55] und
PICARD aus [32]. Ahnliche Aussagen zur Asymptotik einer modifizierten Maxwell-Gleichung findet man bei
ALEXANDER G. RamM, O. L. WEAVER, WECK und WITSCH in [38].

Um jedoch eine exakte Konvergenzordnung angeben zu kénnen, bedarf es nun einer genaueren Untersuchung
der verallgemeinerten Neumannschen Reihe und ihrer Approximationseigenschaften.

Auf einem Teilraum endlicher Kodimension Reg?? (Q) von Reg?°(Q) approximiert diese verallgemeinerte Neu-
mannsche Reihe dann den Losungsoperator £, in der Operatortopologie gewichteter L?-Réiume bis zu einer
vorgegebenen Ordnung J (siehe Satz 7.9). Die exakte Niederfrequenzasymptotik von £, auf ganz Reg?®(Q) er-
halten wir dann, indem wir degenerierte Korrekturoperatoren I'; konstruieren, welche sich aus den Projektoren
auf Reg??(Q) ergeben und aus speziellen iterierten ,wachsenden” statischen Lésungen zusammensetzen.
Schlieklich erhalten wir im Satz 7.32 bzw. Korollar 7.33 eine Asymptotik der Gestalt

(—iw)i Lo(ALy)? Z —iw)"HT; = O(|w" 1)
3=0 3=0

B

Ly, —

in (abhingig von J) geeigneten gewichteten L?>-Riumen. Fiir diese exakte Niederfrequenzasymptotik miissen
wir zusétzlich fordern, dafs das Medium nahe Unendlich homogen und isotrop ist.

Wir werden uns in dieser Arbeit auf Raumdimensionen N > 3 und im weiteren Verlauf, d. h. in der statischen
Theorie und der Niederfrequenzasymptotik, sogar nur auf ungerade Dimensionen beschriinken. Der wesentliche
Grund hierfiir ist, daf wir hdufig die Hankel-Funktion diskutieren miissen und ihre Reihenentwicklung in den
Fillen gerader Dimensionen logarithmische Terme enthilt, deren Behandlung die Komplexitit der Argumenta-
tionen erheblich steigern wiirde (Fiir die Helmholtz-Gleichung hat BURKHARD PETER in [25] eine entsprechende
Niederfrequenzasymptotik im Fall N = 2 hergeleitet.). In vielen Fillen wollen wir auf die Anderungen bei ge-
raden N, speziell N = 2, hinweisen.

Wir werden auch génzlich auf die Formulierung dualer Resultate mit Hilfe des Hodgeschen *—Operators ver-
zichten. Obgleich diese stets einfach folgen, wiirden sie den Lesefluft dieser Arbeit eher storen.

1.2 Bezeichnungen

Wir bezeichnen mit N, Ny, Z, R, Ry und C die Mengen der positiven natiirlichen, nicht negativen natiirlichen,
ganzen, reellen, positiven reellen und komplexen Zahlen. Desweiteren sei Cy := {2z € C: Imz > 0}. i sei die
imaginire Einheit und Z fiir z € C die Konjugation. Die euklidischen Normen im RY bzw. CV schreiben wir
mit | - | und fiir 2,y € CV seien

r(z) = |z| und Ty = Z T Yn

Sind U und V Teilmengen eines metrischen Raumes, so seien U der Abschluk und U der Rand von U . Wir sagen
U ist kompakt enthalten in V und schreiben dann U € V, falls U(kompakt) C V gilt. Die Abstandsfunktion
bezeichnen wir mit dist.

U(z,R), K(z, R) bzw. S(x, R) seien die offene, abgeschlossene Kugel bzw. Sphére mit Radius R um z . Speziell
sei SV-1:=5(0,1) c RV.

Fiir zwei Mengen U,V sei F(U,V) die Menge aller Abbildungen f mit Definitionsbereich D(f) = U und
Wertebereich W(f) C V.. N(f) bezeichne den Nullraum von f und fiir U C U sei f|5 die Einschriinkung von
f auf U. Den Triiger einer Funktion f bezeichnen wir mit supp f .

Fiir Gebiete © des RY und k € Ny sowie £ € Ny U {oo} definieren wir die folgenden Funktionenriume:

. CH(Q) := {f € F(Q,C") : f ist k-mal stetig differenzierbar} , veN
o« C®(Q):=[)CHO
keN

o CLQ) = {f e C(Q) : supp f € Q}

. ‘(@) = {fec‘*(sz): \/ fzsog}

PECH(RYN)
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o  CHQ):= { Pl 10 € Cé(RN)}

Ableitungen schreiben wir mit der {iblichen Multiindexschreibweise, d. h. fiir « € N}’ mit o = (as,...

N

0
und |a| := Z ap sei 0% =o' - - Oy mit O, = o Desweiteren seien
n=1 n
Oh N
V=] und A= Z 0?2
aN n=1

der Gradient und der Laplace—Operator. Wir definieren auf Cg°(€2) das Skalarprodukt

(f,9)0 = / f-gdA (X sei das Lebesgue-Mak im RN ) ,
Q

die dadurch induzierte Norm ||f|\3,0’Q = (f, f o und

L2(Q) := CF(Q) (Abschluf in der | - [o,0,0-Norm)
= {f € F(Q,C"): f ist Lebesgue-meRbar und | fo,0,0 < oo} , veN

Mit Hilfe des schwachen Ableitungsbegriffs und der Gewichtsfunktion p := (1 + T2)é definieren wir fiir m € Ny

und s € R die gewichteten Sobolev-Riaume

H(Q) == {f: A ps+‘“|8af€L2(Q)}

la|<m

bzw.
H'(Q) = {f: A\ p0°felX(@)} oI @)
o <m

mit den Normen

Fsn= > oo fo o bzw.  Ifl2se = D 0707|500

la|<m lal<m

(1.22)

H(Q) bzw. H?*(Q) seien die Abschliisse von Cy°(£2) in der |- |m,s,0— bzw. || - [lm,s,o-Norm. Durch (1.22) wird

insbesondere
I lose=1"llose=1p"-looe

definiert und es gilt L2(Q) := HY(Q) = HY(Q) = I(-)Ig(Q) = IO-IS(Q) sowie

(@) = {feli@): A 0" ellg @) cHI@ = {reli@): A o°f e 1)

la|<m |a|<m

e = D 10 ssiare bzwe flhan= D 10°f

laf <m la|<m

|(2),S,Q

Im Spezialfall s = 0 schreiben wir auch

und
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Desweiteren definieren wir

foo N oefer@p

PECT (9)

{
. L2,.(Q) = {f € L*(Q) : supp f beschréinkt} ,
{

foo N\ e fenm(®@)}

PECE(Q)

. H7 (Q) := {f € H™(2) : supp f beschré'mkt}

Diese gewichteten Sobolev—Réume liefern nur fiir unbeschrinkte Gebiete (z. B. Aufiengebiete) etwas Neues. Im
Fall, dafs © ein beschrinktes Gebiet ist, gilt fiir alle m € Ny und s € R

H(©Q) = H(Q) = H™(Q) = H™(Q)
mit jeweils dquivalenten Normen, die von €, m und s abhingen. In solch einem Fall schreiben wir

(Hm(Q>7 " : Hm,O,Q)

und meinen mit | [,0,0 die || - [lin,0,0-Norm. Die Riume H?*(2) bzw. H?(Q) (und H?*(2) bzw. H(Q)) sind
mit ihren natiirlichen Skalarprodukten Hilbert-Riume. Im Fall Q = RY lassen wir oft die Gebietsbezeichnung
weg, z. B. H™ := H™(RV) .

Seien Vi, V5 zwei Unterrdume eines Vektorraumes V. Dann bezeichnen wir die direkte Summe von Vi und Vs
mit

Vi+Vs oder Vi Z Va

Besitzt V' sogar ein Skalarprodukt, so schreiben wir die orthogonale Summe als V; & V5.
Fiir zwei normierte Riume X und Y sei B(X,Y) die Menge der beschrinkten linearen Operatoren von X nach
Y.

Wenden wir uns nun Differentialformen zu. Niheres zum nun Folgenden lese man bei BisHOP und GOLDBERG
in [7] oder bei JANICH in [15] nach.
Sei M eine reelle, unendlich oft differenzierbare und orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension

N und M C M eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit gleicher Dimension mit M C M. Fiir x € M sei
T, M der Tangentialraum in =, d. h. der Vektorraum der Derivationen im Punkt x. Eine Derivation in z ist
eine lineare Abbildung

D, : C®(z):={f € C*(U,) : U, ist offene Umgebung von z} — R

mit der Eigenschaft (Produktregel)

/\ Dw(fg):Dw(f)g(x)+f(x)Dx(g>

f,9€C> ()

Das Tangentialbiindel sei mit TM bezeichnet. Fiir ¢ € Z bezeichnen wir den komplexen Vektorraum der
kovarianten alternierenden Tensoren des Ranges ¢ in = mit AY(z) und dessen Biindel mit A?(M). Die Elemente
aus AY(M) nennen wir kurz ¢-Formen oder Formen. Fiir ¢ € Z\ {0,..., N} ist AY(M) = {0} und A°(M) sind
die komplexwertigen Funktionen auf M . Auf den Rdumen A?(M) ist das dufere Produkt

At AT(M) x A(M) — ATTE()])
punktweise erklart und besitzt die Eigenschaft

A DAV = (1)1 2T AP
®,WeAn (M)x A2 (M)

Eine Karte (U, h) um x definiert spezielle Tangenten 8;-" € TU durch die Vorschrift th(go) = (9j(poh™h))oh.

{or,...,0%} bildet dann eine Basis von TU, d. h. fiir alle 2 in U von T,U. Es gilt dann 9} (hs) = ;¢
(Kronecker—Symbol).
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Fiir zwei Mannigfaltigkeiten M, My und f € C°°(M;, My) ist das Differential df : TM; — TMs punktweise
durch d,f : T,M; — T,M> mit

dof(ta)(p) = ta(po f)  fiir alle p € C(f(x))
erklirt. Speziell im Fall My = R™2 gilt fiir eine Karte (U, h) von M,
df(o =orfer™ |

falls wir T ;)R durch 9[=e" (" : n—ter Einheitsvektor) mit R™? identifizieren. Fiir Kartenkomponenten h,,
gilt folglich
dh™(9)) = ' hyy = 6

Die Kartendifferentiale {dh"}\_, bilden eine Basis von A'(z), also von A'(U), und fiir jedes ® € AY(M) laft
sich @[, eindeutig als

D[, = Zcp,dhf , o,:U —C
I1€Z(q,N)

mit Z(q, N) := {I := (i1,...,iq) 1 i € {1,...,N}, i1 < -+ < ig} und dh! := dh™* A--- A dh%s darstellen. Es
ist dann ®; = @(ag,...,agg). Wir sagen ® € AY(M) ist stetig oder f—mal differenzierbar, falls dies lokal fiir
alle Komponentenfunktionen ®; und alle Karten h gilt, und definieren dann fiir £ € Ny U {o0} :

. Cg_,q(M) — {(IJ € AY(M) : @ ist {—mal stetig differenzierbar}
o CHIM):={®eCh(M): suppd € M}
.« CEI(T) = { @l s 0 e CETON}

Der Hodgesche Sternoperator
« : AYM) — ANTYM)

ist ein Isomorphismus mit der folgenden Eigenschaft: Ist {<I>Z N | eine positiv orientierte ONB? von A'(z) bzw.
AY(U), so gilt fiir T := (i1,...,i,) mit ®! := d1 A ... A Dl

«®! =o(1, 1" |

wobei I" := (i,...,iy_,) und {i1,...,ig}U{i},...,iy_,} ={1,..., N}, so dak o(I,I") das Vorzeichen derjeni-
gen Permutation angibt, welche (i1, ... 44,4}, .. ,i’qu) in (1,..., N) iiberfiihrt. Der Hodgesche Sternoperator
besitzt desweiteren fiir ® € AY(M), ¥ e AN9(M) und ¢ € A°(M) die folgenden Eigenschaften:

. o = (<17 T
. DAY = (xP) A (xD)
. (- P)=pxP

Die &dufsere oder Cartansche Ableitung
d: Co9(M) — C9TH(M)
1afst sich in einem Kartengebiet (U, h) lokal durch
N .
Adl, = Y > e d/ Adh falls @[, = > ®dh’ il
I€Z(q,N) j=1 I€Z(q,N)

darstellen und erfiillt fiir ® € C°% (M) und ¥ € C>%® (M)

. dod=0 )

. d(@AT)=(dP)AT + (—1)1 D A (d¥)
Auf 0-Formen wirkt die dufere Ableitung wie das Differential. Die Co—-Ableitung wird dann durch

§ . CN M) — C>9(M)
o s (=1)TN % d(x®)

20rthonormalbasis
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definiert.
Eine Abbildung f € C>(M;, Ms) zweier Mannigfaltigkeiten induziert fiir alle ¢ eine lineare Abbildung

I AYM,) — AY(My) ,
indem wir punktweise fiir ® € AY(Mz) und = € My, y:= f(x) € My sowie t1,...,t, € Ty M
([ @)u(tr, ... tg) =Py (df(tr),...,df(tq))

setzen. Diese Abbildung (-)* hat fiir alle ¢ € A°(M), ® € AYM,), ¥ € AY(M,) und ¢ € C°IU(M,) die
folgenden Eigenschaften:

. [fo=pof
o fHOAY)=(f"P)A(fTY)
. df*y = frdy

Fiir Teilmengen Q des RY und ® € Cy° N(Q) definieren wir das Integral

/CD::/CDINd)\ ,
Q Q

falls @ in kartesischen Koordinaten {z,})_; die globale Darstellung ® = ®;, dz!~¥ mit dz/~¥ =dz* A+ AdaY
besitzt. Fiir N-Formen ® = ®;, dh!~¥ € CSC’N(U) mit einer Karte (U, h) und dh!~ := dh!A---AdhY definieren
wir das Integral (Dies ist unabhiingig von der Kartenwahl!)

/@::/ (h*l)*q):/ dr, ohtdA (1.25)
U R(U) h(U)

und mit Hilfe einer den Kartengebieten untergeordneten Zerlegung der Eins konnen wir dann fiir ® € C° M)

das Integral / ® definieren.
M

Fiir orientierungserhaltende Diffeomorphismen f : M, — M, mit J\ij C M; gilt der Transformationssatz,
d. h. fiir alle ® € C3>" (M) haben wir

f*d):/ (0]
M,y M.

Ist fiir M C M der Rand &M eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit, so gilt mit der natiirlichen Inklusion

L OM — M der Satz von Stokes:
/\ / dd = / P
M oM

wecyT N1 (1)
Auf AY(x) wird durch
(@, W), :=*(®A+TV) = (x, W) y_, und \'1>|(21 = (®, D),

ein Skalarprodukt und eine Norm gegeben. Desweiteren definieren wir wie im skalaren Fall auf C;~?(M)
Skalarprodukt und Norm durch

. (®, W) ) ::/ *(CIJ,\I/>q:/ DAY = (%O, xW)
M M
o 1oy =@ = [ wa), = [ qop- [ onT
M M M
sowie

o LP(M):=Cy%M) (AbschluR in der |- Jo,0,.;Norm)
. Ly(M) == {® € AYM): - ® € LPUM) fir alle p € C770(M)}

loc

o L2Y(M):={®c AUM): p- P € L2U(N) fiir alle ¢ € CF0 (M)}

loc
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Gelten ®|;; = >  ®;dh' und ¥|, = Y W,dh’ in einem Kartengebiet (U, ), so folgt, falls {dh/} ),
I€Z(q,N) J€EI(q,N)
eine positiv orientierte ONB ist,

o (D) = > @0y dh Axdh = / ®;- V- 67,5 dh'Y
U r,0ez(q,N) Y 1,7€Z(q,N)

:/ S @ T)ohtdy
MU rez(q,N)

. ||<I>||00U—/ ST B0l d

) 1€T(q,N)

Demnach gilt in Kartengebieten: & € L*(U) <& /\ ®;0h™t € L*(R(D))
1€Z(q,N)
Fiir ® € C9(M) und ¥ € C>9 (M) | also ® A +¥ € CoN 71 (M) | haben wir

A(® A +T) = (dP) A %W + (—1)7 - A (d=T)
= (d®) A T + (=1)7 - (=1)T V=D . P A (5 % dsT)
= (d®) A %W + (—1)9" P A x0T
=+(d®, U) 11 + *(D,07),

Damit liefert der Satz von Stokes
<d‘I), \I/>]\4 =+ <(I>,(5\I/>]w =0 s

d. h. dund ¢ sind bzgl. (-, - ) zueinander schiefadjungiert.

Wie schon in der Einleitung erwéhnt wurde, wollen wir, um den Bezug zur elektromagnetischen Theorie anzu-
deuten, die dufsere Ableitung d mit rot und die Co—Ableitung ¢ mit div bezeichnen, denn im Spezialfall N = 3
und ¢ = 1 (Die Operatoren wirken also auf 1-Formen!) entsprechen diese gerade den klassischen Operatoren
der Vektoranalysis

Oqv3 — 0313 3
rotv = [O3v1 — 0103 und dive = Z OnUn
O1v3 — Oquy =

Fiir beliebige N und ¢ gilt dann im RY
rotrot = 0 , divdiv=0 und A =rotdiv+divrot =dd +dd

wenn wir den Laplace—Operator A auf g—Formen in kartesischen Koordinaten komponentenweise definieren.
Mittels der Schiefadjungiertheit definieren wir fiir (E, H) € L29(M) x L2 (M) :

loc loc
e rwtE=GelXN(M) e N (Bdive)y = —(G,®)y
DeCy T (M)
e divH=FecLXM) & N\ (Horot®)y = —(F,0)y

deCs® (M)

Damit definieren wir die schwachen Rotations— bzw. Divergenzriume

. R{ (M) :={EeL}!(M): rot E € LI (M)},
. RY(M):={EeL*(M): rot E € L*>" (M)} |
. oRL (M) :={EcLlyi(M): 1ot E=0}

. oRI(M) = {E e L»*(M) : rot E = 0}

. DI M) = {H e L2 (M) : divH € LEY(M)} = RN M)

loc loc loc loc
. DN (M) = {H e L**T (M) : divH e L*%(M)} = «RV 71 (M)
o DENM):={Hc LI (M) divH =0} = %Ry TN (M),

loc loc loc
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o  oDT(M):={HeL**(M): divH =0} = %R (M)
Wir verallgemeinern die klassische Randbedingung
UE=0 , L:0M — M , (1.26)

in dem Raum

o

RY(M) = {E ERIM): N\ (ot B H)y = —<E7divH>M} :

HeDa+1(M)
denn fiir C*°~Formen (F, H) folgt (1.26) aus der variationellen Formulierung mit dem Satz von Stokes. Im
klassischen Fall der elektromagnetischen Theorie, d. h. N =3, ¢ = 1,2 und M C R? ein C'-Gebiet, ist
*E = 0 fir 1-Formen E die klassische elektrische Randbedingung der Totalreflexion, v A E = 0 an OM, und fiir
2-Formen E die klassische magnetische Randbedingung, v - £ = 0 an M . Hierbei seien v die dufere Normale

an OM und A bzw. - das Wedge— bzw. Skalarprodukt im R?.
Analog l4£t sich die Randbedingung ¢* * H = 0 in dem Raum

DIHL(M) = {HeD™(M): N\ (0t B, H)y = —(E,divH)y | = SRV-0-1(01)
EcRe(M)

verallgemeinern.
oR4(M), R4(M) und damit auch
oRY (M) := oRI(M)NRI(M)

bzw. oDIT1(M) sind abgeschlossene Unterriume von RI(M) bzw. D91(M) und all diese sind mit ihren
natiirlichen Skalarprodukten Hilbert—Raume.
Eine etwas elegantere Definition wire wie folgt zu erlangen: Sei

ROT : C9(M)cCL1*(M) — L>H(M)
E — rot £

Dann gilt fiir den Abschluf und Adjungierten (Wir bezeichnen den Abschluf bzw. Adjungierten eines Operators
T mit T bzw. T%)

J— o

D D(ROT) = C;™%(M) = RY(M) (AbschluR in der | - [ror—Norm) ,
. D(ROT*) = D7 (M)
Fiir £ € RY(M), H € DI (M) und @ € C° (M) gelten ¢ - E € RY(M) und ¢ - H € DI+L(M) sowie
. rot(p-E) =@ -rot E+roto A E ,
o div(p - H) = ¢-div E 4 (=1)7" % (rot ¢ A +E)
AuRerdem bleibt die Randbedingungen erhalten, d. h. E € R?(M) zieht
©-E e RI(M)
nach sich.
Spezialisieren wir uns nun auf ein AuRengebiet Q C RY | d. h. RV \ Q sei kompakt. Im R” seien
A(r) :=RN\ K(0,r) und Z(r,R):= A(r)NU(0, R) ,

falls » < R gilt. Mit (2,1d) steht uns hier eine globale Karte zur Verfiigung und €2 ist auf natiirliche Weise eine
glatte N-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die kartesischen Koordinaten {z;}Y  liefern fiir jedes =
eine ONB {dz*}¥, von A'(z) und wir kénnen jedes E € A4() global durch

E= Z Erda’
I€Z(q,N)
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darstellen. Wir definieren komponentenweise die schwachen Ableitungen
0°E:= Y 0“Erda’
I€eZ(q,N)
und fiir m € Ny sowie s € R die gewichteten Sobolev—Riume
. L29(Q) := H29(Q) = CY(Q) (Abschluf in der | - o,s,0—Norm)
={BecL}UQ):pEcl®(Q)}
) : supp E ist kompakt} ,
) :
)

vox
s+|al

(

(

o HM(Q):={EecL?Q

o  H™(Q):={EeL?(Q):0"E € L>%(Q) fiir alle || < m}

o LIZ(Q):={EcLPYQ
9°E € L2 (Q) fiir alle |a| < m} ;

mit den entsprechenden Normen

o H'”Osﬂ': Ip* - lo.0.0 )

L m s, Q Z Haa ”0 s+, ’
la|<m

b I ”|$n,s.,sz = Z o< - ||(2),s,52
la|<m

Desweiteren seien

° Hm’q(Q) =Cy7(Q) , (Abschluﬁ in der | - "m,s,Q*NOI‘m)
. ma(Q):=C(Q) (Abschluf in der | - [lm,s,o-Norm)
. H;gf(n) = {EecLyYQ):0°E € LpY(Q) fiir alle o] <m}

o H724(Q) == {E € Hy"?(Q) : supp E ist kompakt }

Wie schon bei den skalaren Sobolev—R&umen in (1.23) lassen wir das Gewicht Null oft weg. So definieren wir

z. B. H™4(Q) := Hy"?(Q) . Desweiteren gilt (1.24) ebenso fiir die ¢-Sobolev-Riume.
Weiterhin benétigen wir noch gewichtete Rotations— bzw. Divergenzraume

. RI(Q):={Ee€L29(Q): rot E € L2971 (Q)} |

. RIQ) = {E€RIQ): rot E € L2 (Q)}

. RL.(Q) = {E L% Q) : ot E€ Ly Q)

o RL(D) = {EeR?OCm)- A e Eeri@)}
PECT(RV)

o RY,.(Q) := {E € R{(Q) : supp E ist kompakt } )

o RL@={FeRL@: A ¢ FeRYQ}
PECHTO(RN)

e RIQ)=RIQYNRLOQ)

. RI(Q) = RI(Q)NRL.(Q)

hd l%‘\q/ox(Q) - Rgox(ﬂ) N R?OC(Q)

bzw.
e DINQ):={H el (Q): divH e L2(Q)} =«RY71(Q) |
. DIH(Q) == {H e DITH(Q) : divH € 125, (Q)} =+RY 971 (Q)

o DINQ) :={HeL}NQ): divH e L3I(Q)} = *RYTHQ)

loc loc loc
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e DI(Q):= {H eDii(@: A e He DgH(Q)} =R @

loc loc loc
peCT O (RN)

. DI (Q) = {H c Dngl(Q) : supp H ist kompakt} = xRV-11(Q)

VOX VOX

Ein Index 0 unten links soll verschwindene Rotation bzw. Divergenz bedeuten, so sind z. B.

©  ORUQ)={BERIQ): ot E=0) =oRIQ) .
o oDI(Q):={H € DI (Q) 1 divH = 0} = xRN "7 (Q) = (DI (Q)

Bei dem Gewicht s = 0 lassen wir die Indizierung mit Null wieder weg, so seien z. B.

RY(Q):=RQ)  oder oD (2) =oD§"(®)

Wir bemerken noch (siehe Lemma 3.1):

o J—

. RI(02) = C;~4(Q) (Abschluf in der | - | ~Norm)

RI(Q)

. RI(Q) = C;(Q) (Abschluf in der | - ~Norm)

IRz o)

Sei U einer der oben vorgestellten gewichteten Rdume. Wir definieren dann
Uss=JUs und U= \U, |
s>35 s<8

so dall wir z. B. .
RL(Q) = [JRUQ)  wnd (DI (@)= () D)

s>1 5<7%

erhalten. Beziehen sich Formenriume auf den RY | so lassen wir wie im skalaren Fall die Indizierung oft weg,
z. B. seien

oR%:=oRIMRY)  oder  HI":=HIR")
Wir bezeichnen den Kommutator zweier Operatoren A und B mit

CA,B .= AB — BA

Im Laufe der Arbeit betrachten wir hiufig Formen—Paare, z. B. (E,H),(e,h) € C;7"(2) x C;~% (), und
definieren daher fiir solche Paare Skalarprodukte

= <E7€>Q1+<H’h>qzz Z Er-er+ Z HJ'EJ ,
I1€Z(q1,N) JEZ(q2,N)

o ((B.H) (eh))

° <(E,f[),(e,h)>Q =(E,e)q+ (H,h)q

Damit sind in kanonischer Weise auch Normen auf diesen Paaren erklart.

Leere Summen oder nicht explizit definierte Ausdriicke setzen wir stets Null.

In der elektromagnetischen Theorie treten die Dielektrizitét € und die Permeabilitét 1 des umgebenden Mediums
auf. Deshalb definieren noch gewissen Klassen von Transformationen auf ¢—Formen:

Sei 7> 0. Wir sagen ¢ € V29(Q), falls ¢ folgendes erfiillt:

oc: 0 — {A:ANQ) — AYQ): Aist linear.}

¢ besitzt L™ Koeffizienten, d. h. die Matrixdarstellung bzgl. der Basis {dz'} hat L>°-Eintrige.

e ¢ ist symmetrisch und gleichmfig positiv definit, d. h.

AN B Ho=(EcHo wmd \/ A (EEo>c|ERg,
E,HeL>1(Q) >0 BeL24(Q)

e c =¢9+¢£:=c¢p Id+£€ mit einem g9 € Ry und é = O(r~7) fiir r — oo. Im Fall 7 = 0 bedeutet dies
lediglich, dak € bzw. € beschrinkt sind.
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Sei £ € Ny. Wir sagen € € C*4(Q) bzw. e € C*4(Q), falls die Matrixdarstellung von ¢ aus C*(Q)- bzw. C*(Q)—
Eintrigen besteht und schreiben 9% fiir || < ¢, wobei wir dies komponentenweise bzgl. der Matrixdarstellung

verstehen. Wir sagen ¢ € V24(Q) baw. ¢ € V&¢ (Q) mit einem ¢ € N, falls e € VZ(Q) N CH(Q) baw.
£ € V2oQ) N C"(Q) gilt und die Transformation ¢ fiir alle || < £ und 7 — oo

9% =0(r")

erfiillt. Wir definieren fiir zwei Transformationen (e, p) = (g0, po) + (€, 1) € VZ(Q) x VIT10(Q) | wie es in der
Einleitung schon vorgestellt worden ist,

A= {(g) 2} mit AEH) := (eE,uH) fiir (E,H) € AYQ) x AT7H(Q) (1.27)
und Ag := [500 ’f] sowie A := [f) 2] . Fiir (E,H) € C*9(Q) x C>7(Q) sei der formale Maxwell-Operator
0
0 div . .
M := [rot 0 } mit M(E, H) := (div H,rot E)

eingefiihrt und fiir (E, H) € A%(Q) x A7 (Q) setzen wir

S = [g ﬂ mit  S(E,H) := (TH, RE)

Die genauen Definitionen von R, T entnehme man der Definition 2.1 oder [51].
Wir wollen (wie schon erwéhnt) in dieser Arbeit das System

divH +iweE=F , rot E+iwuH =G

oder kirzer
(M +iwA)(E,H)=(F,G)

(die verallgemeinerten Maxwellschen Gleichungen) untersuchen. Mit einer Substitution der Form
T:=ax , H:=0H

143t sich hierbei immer
go=po =1 und damit Ao =1d (1.28)

erzwingen. Zur Entlastung einiger Formeln und Rechnungen werden wir stets (1.28) annehmen.
Fiir spitere Zwecke fixieren wir hier schon eine Ausschneidefunktion 7 mit

n € C*(R,R) , suppn C [1,00) und n

By =1 (1.29)

Desweiteren fixieren wir zu 0 < r; < 79 < 00 eine weitere Ausschneidefunktion

(1.30)

und setzen
n:=nor . (1.31)
Wir erhalten die folgenden Kommutatorgleichungen (siehe hierzu Bemerkung 2.2):
d Crotyy = 77/(7")7"_1]%
o Caiwy=7(r)r"'T
° Cury =7 (r)r— 1S

Nach [[50], Lemma 2 (i)] kann man fiir jedes j € Ny die Ausschneidefunktion 9 (bzw. 1) so wihlen, daf

>

/ﬁ’(?“)?"j dr=26o;  fir  —j<j<] (1.32)
R

gilt.
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2 Bekanntes

Wir stellen einige Ergebnisse zusammen, welche wir im Laufe dieser Arbeit intensiv benutzen werden. Diese
stammen hauptséchlich von WECK und WITSCH aus [51] und von PICARD aus [27] und [34]. Zunéchst zu den

2.1 Polarkoordinaten

Wir wollen die wesentlichen Resultate aus [51] zitieren. Ziel ist die Entwicklung eines Kalkiils, welcher die
Rechnung in Polarkoordinaten fiir g-Formen bereitstellt.
Sei dazu S € S™V~! mit einer orthogonalen Karte bzw. Parametrisierung

uw : § — ZcCRN! Yi=u"l : B — S
U

§ —  u(f) ’
Orthogonal heifse in diesem Zusammenhang, daf fiir
U= [, Jy]
(J bezeichne hier die Jacobi-Matrix.) die Beziehung
WU = diag(aZ,..., 4% 1)
gilt. Die Bedingungen
N
WPP=1  und Y Out- 0w =67-6;;  fiir  dij=1,...,N-1
=1

(Kugelkoordinaten erfiillen dies!) liefern z. B. eine solche orthogonale Karte mit ép = 1.
In diesem Sinne ist also {oq dul, .. an—1 -duN_l} mit o := & 0u eine ONB von Al(S) . Dann parametrisiert

® : (R,R)xE — K(S):={r-:re(R,Ry),{€S}CRY
(ryu) — - (u)

den ,von S aufgespannten Kegel” K(.S) mit der Karte

h:=&1 : K(S) — (R1,R2) XECRN

T — (r,q)

z
|]

wobel @(z) := u(%) sei. Es gilt
O N(x) = (r,u) & x=0(r,u) =r-1(u)

In K(S) verwenden wir auch die globale Karte Id und bestimmen:

N-1
do' = d®;(r,u) = 0,®;(r,u) - dr + Z Oy, ®i(r,u) - da™
n=1
dr dr
dat dat
= Jg,(r,u) : = [J@(r, u) : } '
dﬂjv_l dﬂN_l
Kurz liest sich dies so:
W0
dr dr dr
dz = Jo(r,u) [dﬂ] = [1/)(u),r . Jw(u)] [da} = [@[;(U),Jd)(u)} L'dﬁ] =: U(u)
N-1

Wir erhalten dann punktweise (\I/ = \I/(u))
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N
(W' w') = (T da)’, (¢! da)? Z \Ifili-dzk,\llj_’;~dxz>1
k=1
= Z Ut (daf dat)) = (qf—l-t\y—l)m:((t\p-q:)—l)_jza;?am
A/—/ ’

k=1 —51.0 (ONB)

Damit ist {&j -wj};vz_ol = {dr,dl credat, .. an—t ~r~dﬂN*1} mit &; := &; ot eine ONB von Al(K(S)) . Es
gilt &g =1, da 6% = |[¢|*> = 1!
Wir kommen zur

Definition 2.1
Wir definieren die Operatoren

N
(i) X(z):= Z Xy - daz" ,

(ii) R : A/RY) — AT'RY) E s XAFE

’

iii) 7 : ARY) — A'RY), H — (-)"NxRxH
(iv) m: ARY) — ARY), B+ r E
und sagen E ist radial bzw. H tangential, falls RE =0 bzw. TH = 0.

Bemerkung 2.2
Es gelten fir E € AYRN) und H € AT (RN) :

i) X=r-dr
(i) R=r-drA(-) und T=(-1)0IVNu(XA%(:))= (1) D Npru(drAx(-))
(iii) R?*=0,7?°=0 wund m?*=RT+TR
(iv) E=r2.-(RTE4+TRE)=drA(r ' TE)+r=2 - TRE=:dr NEF +E",
falls r # 0. Dabei sind E? und E™ tangential und dr A\ EP radial.
(v) (RE,H)q11=(E,TH); wund (TH,E);=(H,RE)s4

Desweiteren gelten fir E € RE (RN), H € DITHRY) und ¢ € C'(R) :

(vi)  Ciot,pmE = o'(r)yr*RE  und Caiv,p(ryH = o'(r)yr~'TH
(vii)  Curpm(E,H) = o'(r)r~*S(E, H)

Sei £(x) :=
Mit é&;(z) = &; o u(z) = &jouo(x) = aj o (z) kdnnen dann tangentiale Formen E € A?(RV \ {0}) lokal
durch

E(x) = E(r-¢) = Er(r,€)-ar(x)-da' = > Er(r,€)-ar(¢) - da’

I€T(q,N—1) I€Z(q,N—-1)

mit &7 := [[ di, , falls I = (i,...,i,) ist, dargestellt werden. Fiir E € A*(RV \ {0}) mit
n=1

E(@)=E(r-§=drANE°(r-§)+E7(r-¢§)
—dr A Z E?(T’f).dl(l-).dral_i_ Z E}'(T’g)~d1(.®).du1

I€T(q—1,N—1) I€T(q,N—1)

werden durch die lokalen Vorschriften

o (PEM)©:=rD. 3" E{(r&-an(é-du’ |

I€T(q—1,N—1)
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o (TEM)©:=r"" > Ej(r&)-as)-du

I1€Z(q,N—1)
zwei Abbildungen
p: ATEN\{0}) — F(Re,AT(SY)  und 7 AYRN {0)) — PRy, AY(SY )
mit Rechtsinversen
p:F(R,ATHSY ) — ARV \{0})  und  F:F(Ry,AY(SNTY)) — AY(RN )\ {0})
erklart. Fiir

o (eM©= > e - -d

I€T(q—1,N—1)

o (hM)© =D h(r& as§) du’

I€T(q,N—1)

. pe(x) = pe(r-&) =rt.drA Z er(r,€) - ay(z) - da’ ,
1€Z(g—1,N—1)

. Fhiz) =+h(r-&)=r"- Y hi(r,&)-a(z)-di'

I€Z(q,N-1)
Wir halten einige Eigenschaften dieser Abbildungen fest.

Bemerkung 2.3
Wir bezeichnen den Hodgeschen Sternoperator auf der FEinheitssphire SN=1 mit ® .
Dann gelten fiir ¢,G € {0,...,N} und E € AY(RY) sowie H € AY(RY) :

(i) pp=1d auf F(R4 AT (SN
i) 7i=1d auf F(Ry,AYSN-))
(i) pp+7ir=Id auf AI(RN\{0})
(iii) 7=
(iii')  pi =
(ivy drAf=p wund drAp=0
(iv'y pdrA-=7 wund TdrA-=0
(v) pE=p(drAEP)=7E’ wund pE" =0
(v') TE=7E" =p(drAE") und 7(drAE’)=0

(vi) <7‘7’E(x),,6pH(x)>q =0 ,falls q=¢q , und damit auch

(vi) <7"7'E,[)pH>RN = / *<%TE($),ﬁpH(x)>q =0 , falls das Integral existiert
RN

(vii) 7(EAH)=(7E) A (rH)
(vii')  p(EAH) = (pE) A (rH) + (~1)% - (rE) A (pH)
(viii) 7+ E=®rE’ =®pE und pxE=®pdrAE")=®&7E ,d. h.
(viii) Tx=@®p und pxr=®T

(ix) *F=p® und *p=7®

x)  |E@)| =|drAE@)]) + |B7(2)|

(x)  |dr AEP(@)]) = |pE(r)(©)]
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Das néchste Lemma ermdglicht die Integration in Polarkoordinaten.

Lemma 2.4

Fiir mefbare E € AY(RN \ {0}) sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) EeL>(RN)

(ii) ppE,77E € L*(RV)
_ 2 2

@) [ P (O s+ RO ) < oo

+

Seien E,F € L*Y(RN) und p. f. .

<Ea F>(7‘) = <pE(T)7pF(T)>SN71 + <TE(T>7TF(7‘)>SN71
erkldrt. Dann gilt
(E, F)gn :/ N B, F) .y dr
Ry

Nun kénnen wir uns daran machen, den Kalkiil zu entwickeln. Sei A : A7(RY\ {0}) — Al (RM\ {0}) ein
Operator. Wir schreiben dann formal

A= (pp+77)o Ao (pp+77) =[5 - {fﬁg fﬁ:] : [p'] = [p 7] A [p:]

T -

und nennen A die ,Darstellung von A in sphirischen Koordinaten”. Diese erfiillt A/I—C\)_ZZ = A, - A, (Ma-
trixprodukt!). Wir bezeichnen die duffere Ableitung auf der Einheitssphire mit Rot, die Co—Ableitung mit
Div = + ® Rot ® und den Beltrami—Operator mit B := Rot Div + Div Rot. M sei die Multiplikation mit und D
die Differentiation nach r, d. h.

d

ME(r) :=r-E(r) und D E(r) := d—E(r)

r
Natiirlich kommutieren M und D mit ®, Rot, Div und B.
Wir notieren ein paar Darstellungen in sphirischen Koordinaten (Hierbei wirken die Operatoren im RY stets
auf ¢—Formen!):

— [-M'Rot M ?DM!
) rot = i 0 M_l ROt :| (21)
~ [0 (-1)®
° * = @ 0 ] (2.2)
~  [-M'Div 0
d. = ’ ’ 2
* VT M DMe MlDiv] (23)
T M~2RotDiv+R; M~ 9" DM? 2 Div (2.4)
° Tro v = ’ ’ .
IM~7~'DM¢? Rot M~? Rot Div
I | M2 Div Rot —M~7"' DM Div (2.5)
1V I = ’ ’ .
- M 7" DM??Rot M~ ?DivRot + Ry
< _ -2 [B+M’R;  —2Div
* A=M [ 2Rot  B+M2R, (26)
~ [o M
.m0 Y] 27)
~ [0 0
. 7=y 0} (2.8)
— [M* o
. RT = o 0} (2.9)
—~— fo o0
. TR = o MQ} (2.10)
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Hier und im folgenden seien ¢’ := N — ¢ und

. Ry :=M DM 7 'DMY =¢ - (¢q—2)- M 2+(N—-1)-M 'D+D? | (2.11)
. Ry:=M*'DM?Y 9 'DMI=gq-(¢ —2) - M 2+(N—-1)-M'D+D?> . (2.12)

Wir nennen eine ¢g—Form o—homogen, wenn die Komponenten ihrer kartesischen Darstellung c—homogene Funk-
tionen sind. Auf solchen o-homogenen g—Formen vereinfachen sich die obigen Darstellungen zu

. ot = ML _I(D)‘Ot qu;ﬂ , (2.13)
. div =M™!. ;EIZ D?V} , (2.14)
—— 5 [RotDivtay(o) (c+q—2)-Div
e rotdiv=M"". | (0+¢)Rot Rot Div , (2.15)
T— -2 | DivRot —(0+¢q) - Div
[ lerOt = M -(0_ + q/ - 2) . Rot DIV ROt +()42(O') ) (216)
~ 2 |B4ai(c) —2Div
¢ A =M { 2Rot  B+az(o) (2.17)
mit ay(0) := a1(0,¢, N) := (6 +¢')- (0 +¢—2) und az(0) := as(0,q,N) == a1(0,¢', N) = (c+q)-(c +¢ —2).
Wir werden noch fiir Funktionen ¢ : R — R, sofern die folgenden Operationen durchfiihrbar sind, die
Kommutatoren

hd Crot,tp = Crot,tp(m) = rot(p(m) - @(m) rot ’

L4 CdiV,Lp = Cdiv,ap(m) = leSO(m) - (p(m)
) —@(m) - A =rot Caiy,,, + div Crot, + Cliv,p 10t +Chot,» div

iv ,

o,

L4 CA,L,O = CA,go(m) = A(p(m

bendtigen. Diese besitzen die Darstellungen

o 0 (M — 0 0 —~— r 0
Orot,<p = |:O 99(0 ):| P Cdiv,ga = |:QDI(M) 0:| und CA,@ = |: g :l (218)

mit
Ty :=2-¢'(M)-D+¢" (M) + (N = 1)- M~/ (M)
2.2 Eigenformen auf der Einheitssphéire

Wir wollen nun als Verallgemeinerung der klassischen Kugelflichenfunktionen Eigenformen des Beltrami-
Operators B = B, einfiihren, wobei B, der Abschluf von

B o CNSNTH) c LSV — L29(sV-1)
o — (Rot Div + Div Rot)®

sei. B ist negativ semidefinit, selbstadjungiert, besitzt eine kompakte Resolvente (siehe z. B. WARNER, [[41],

chapter 6}) und wird von der orthogonalen Zerlegung

L2,q(SN—1) _ ORq(SN—l)L D g‘(q(SN_l) D ODq(SN—l)L
(69 und L sind im Sinne des (-, - )gv-1—Skalarproduktes zu verstehen.) reduziert, wobei wir
HUSN) := RISV 1) n D9SN

definieren. Dann ist B auf ¢RZ(SV 1)+ C ¢D?(SV1) baw. (DI(SN-1HL C (RI(SN~1) negativ definit und
es gilt N(B) = H9(SV~1). Nach grundlegenden Ergebnissen der Funktionalanalysis existieren Folgen von
Eigenwerten ()‘?)jeNo’ (H?)jENo C Ry, von Vielfachheiten (V;?)jeNo’ (”?)jeNo C N und von orthonormalen
Eigenformen

sS4

(Tjan)jeNo,m:L...,uj ’ ( ]7m)j€N0,m:1,...,u? ’
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so dafs fiir alle definierten Kombinationen von 7 und m

. (B+ADT?,, =0 , DivT?, =0 : T?,, € RISVt : (2.19)
. (B+x1)S?,, =0 , Rot S, =0 ; 51, € DY (SN T (2.20)

gelten. In den Féllen ¢ =0 bzw. ¢ =N — 1 ist
ODO(SN71>J_ _ LQ,O(SNfl)J_ — {0} bzw. ORNfl(SNfl)J_ — L2,N71(SN71)J_ _ {O} ,

d. b ANTU W N TN baw, k9, 4S9 bleiben undefiniert. Der Raum H7(SN 1) ist nur fiir ¢ = 0 oder
q = N — 1 nicht tr1v1a1 mit
HOSNH) =Lin{1} und  HYI(SN!) =Lin{®1}

N—

Definieren wir in diesen Ausnahmefillen £3 := 0 bzw. A ™' := 0 und p := 1 bzw. v} ' := 1 sowie

S =SV L baw, TV i=@S9,
soist fur alle ¢ =0,...,N —1
q q
T} semom=t,nt YA Tm Y jertgmet, .

ein vollstindiges ONS? (oder eine ONB) von L?7(SN-1).,
Fir0<q¢< N —2ist
0#S:=RotTf, € DI (SN"H)*

Eigenform von B,y zum Eigenwert /\;1. , denn

Byi1S = Rot DivRot T¢,, = Rot B, ¢, = 1S

q9="3,m

Analog ist
0# T :=Divsitl e (RI(SN-1)+

Jm

Eigenform von B, zum Eigenwert x!"'. Daher sind die Eigenwerte von Bgyy in oDF!(SV~1)L gerade die

Eigenwerte von B, in ¢RY(SY~1)1. Damit kénnen wir die Orthonormalsysteme derart festlegen, daf sie auf
SN=1 fiir 0 < ¢ < N — 2 die Maxwellschen Eigenwertsysteme

(M — )17, S5 = (0,0)

jmr~im

d. h.
Rot T}, =iwj - S;anl und Div Sq+1 =iw! T, , (2.21)

mit wi = (/\q) = ( ;Hl)z erfullen
Wir setzen alle qum, S;Im, /\ , j , ,u? und qu gleich Null, sofern sie bisher noch nicht definiert worden sind,
und merken noch an:

. 1=(q+7) (¢ +7) ; 1<g<N-1

o N=@+1+j)-(d-1+5) . 0<g<N-2

q _ ,.q+1
° A} =K , 0<g¢g<N-2
o« yl=pdt ,  0<g<N-2

2.3 Potentialformen

Wir nennen eine ¢—Form E € C*7(R" \ {0}) eine ,Potentialform”, falls sie AE = 0 erfiillt. Diese werden wir
im nun Folgenden klassifizieren und eine Entwicklung in elementare, c—homogene Potentialformen angeben.
Betrachten wir die bzgl. des L*?(SN~1)-ONSs

a
J

30rthonormalsystem
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entwickelten Fourier—Reihen des radialen bzw. tangentialen Anteils einer Potentialform E':

d pE(’I") = Z Ue7m<’l") ’ Sg,:nl + Z Uj)m(T‘) ’ qu,r_nl
l,m J,m

o TEM) = 0m(r) Sl + Y Vem(r) T,
7m k,m

Wir wollen die Gleichung AE = 0 mit Hilfe unseres sphirischen Kalkiils in ein System gewthnlicher Differenti-

algleichungen fiir die Fourier—Koeffizienten iibersetzen.

Zum Testen wihlen wir ein beliebiges ¢ € C{°(Ry) und definieren ®, € Co™? (RN \ {0}) fiir £ =1,...,4 durch

o Py == p(p(m) - SZ;I) =por- ﬁSﬁ;l )
o Bymr(plm) TH) =or- T,

. s = p(p(m) - Tf, ") = por-pTi,"
. &, :=7F(p(m)-Sl,) =por 7S,

Die Gleichungen (AE, ®;)p~ = 0 liefern dann durch partielle Integration und mit Hilfe des Kalkiils sowie (2.21)

und der Orthogonalitét der Eigenformen das folgende System:

. (M*Ry —k¢ ) U;, =0 , ieNg,n=1,...,u0" (2.22)
. (M?Ry —A) Vi, =0 , i€Ng,n=1,...,v] (2.23)
° (M2 R 7)\371)%7”721“}371%,” =0 , 1€Ng,n= 1,...,1/571 (2.24)
. (M2 Ro —&8) v + 210! i = 0 : ieNg,n=1,...,u (2.25)

Die Losungen des Systems (2.22) — (2.25) sind unabhiingig von n und wir bekommen fiir ¢ € Ny (Im Fall
N = 2 tritt hier eine kleine Schwierigkeit auf, die uns zu logarithmischen Termen fithren wiirde.) das folgende

Fundamentalsystem:
S+ S+
. UE = VE = o™ = o
3,+
o (@) = (AL By
=
o (et = (B A
Hierbei seien
. UZ.1’+'_UZ-2’+::Z'+1 , O’iL_ :0?’_ =—1—-—N+1 ,
. af’+ =1+ 2 , af’_ =—1—N ,
. b= : b= - N42
sowie . . . .
A =1i(¢d +19)2 - (N+2i)"2 und Bi:=(q¢g+d)2-(N+2i)" 2

Mit diesen Fundamentallosungen definieren wir nun fiir ¢ € Nound n =1,...

¢-Potentialformen H?5*

n

(¢=1,...,4) durch:

o pHIVT:=UF-SLY . THEVT =0

o pHIT:=0 . THRPT=VETY
R e
o pHZf’i = ubE Tf;l , THZf’i =ohE. St

im sinnvollen Bereich homogene

Mit den folgenden Definitionen wird der Homogenititsgrad af’i direkt ablesbar:

q,1 . a1+ 1 . geol.—
b PO':ﬂ’L T Ha—l,m ’ (7:m T Ha—l,m

q,2 . 92+ .2 . g2~
b Pa,’m, T Ha—l,m ’ O':'"L T Ha—l,m

q,3 . 43+ 4.3 . g3~
b PO':ﬂ’L T H072,m ’ (7:m T H072,m
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° P4 .— ot , a4 . [gad—
Damit ergibt sich explizit:

« —1
o PTL =17 pst

o—1lm
° ngn =7r7. 7V'Tg—l,m
° FﬁﬁL::TU'(An—z'ﬁjg:;nl+*30—2'%33—lm)
o PIn =17 (BopTi, + Ay - 7SL,,)
o QL =rTN s,
Y
b QgﬁlzﬁgigiN’(Aﬂf2’pjg:;nL+“BU*2.%Sg*Zm)
o Q=N (B pTE 4 Ag 7SE)

P2k sind o-homogene und Q2% sind (—o — N + 2)-homogene Potentialformen, die durch die ,Kelvin-
Transformation”
bk _ ,2—20—N k
Qg,m =r ' Po'q,m

zusammenhingen. Mit Hilfe des sphéarischen Kalkiils rechnen wir leicht

o divPIl) =—ivni(d +0): P, L e dwQUTY = —Fi(g+0-2)2QL8,
o 1otPI N =yilg+o)iPlh, . e r0tQiY =iqu(d +o—-2)7Q,
. div P33 =iva(q +o0 - 2)3PIZ10 e div et = —Fa(q +0)7Q Y2, :
. rot PL3 = ma(q+0—2)2PI0L e rot Q4 = —i%a(q +0)2 QLT

mit v; := (N+20)2, 5, := (N+20—4)2 , 5 := (N+20—2)(N 420 —4)"2 und 5 := (N 420 —2)(N +20)"2
nach. Zur Verkiirzung der Notation seien noch

kT ko kT ko —
. PLT =Lin{PL; :m=1,...} , QrF = Lin{Q%y, :m=1,...} , k=1,...,4 ,
gk . _ q,k kL q,k _
o« P =P , QL =P . k=1,...,4
y<o y<o
q . q,k q ._ q;k
e P1:= (P P2 ., W= P © :
k=1,...,4 k=1,...,4
a . q;k g ._ q,k
e PL,= p , QL= P o
k=1,...,4 k=1,...,4

definiert. Die orthogonalen Summen sind im Sinne von (-, - )1y zu verstehen und

{Po—q:yl:l}k:1,...,4,0€No,m:1,... bzw. {Qg—ll’fn}k:l,...,él,aeNo,m:l,...
bilden jeweils ONSe bzgl. (-, -)(1), d. h.
(PEF POEY 4y = (QEF,QTE) 1) = (PLE. QYY) = Okt 6oy " O - (2.26)

Wir fassen die bisher erlangten Ergebnisse zusammen und fixieren sie im

Lemma 2.5
Seien 0 € Nog und g € {0,...,N}. Dann ist der Raum der o-homogenen bzw. (—o — N + 2)-homogenen
q—Potentialformen gerade

PL bzw. Q4

und es gelten:

(i) Pe P! = rot P =0 und TP =0
i) Q € Q¢! = rotQ =0 und TQ =0
(i) Pe?P¥? = divP=0  und pP =0
(i) QeQ? =  divQ=0 und pQ =0
(iii) Pe Pt = rot P =0 und divP =0
(iii") Q€ Q%3 = rot@Q =0 und  divQ =0
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FEinige Riume verschwinden oder bestehen nur aus Vielfachen eines Elementes, ndmlich:

. dim P& =0 , dim Q%' =0
. dimPY' =0 : dim Q%' =0
° dim fP;’l = (5170 s dim Q(lf’l = (5170
. dim P¢* = 0 : dim Q4% = 0
. dim PY? =0 : dim Q)2 =0
o dimPY 2=y, , dimQY'?=4,
. dimP¢* = 0 : dim Q¢* =0
. dim P4? =0 : dim Q¥* =0
. dim P%3 =0 , dim Q%% =0
. dim PY-3 = 0 : dim Q23 =0
. dim P2t =6y, dim Q%* = ¢y,
. dim P4 =50, dim QY4 = &,

Desweiteren sind

° rot :
° rot :
° div:
. div :
und
° rot :
° rot
° div
° div
Isomorphismen.

Bemerkung 2.6

. 034
. QY
. 0etL,1
. QItt

. 04t14 q,2
. Qafl - Qa

q,2 q+1,4
iPa’ jj0'71

q,3 q+1,1
Ta ‘:Pofl

q+1,1 q,4
P — P

o+1
q+1,3 q,2
P — PI

o+1

q,2 R q+1,3
Qo’ Qa+1
q+1,1
QO’+1

— Qa3

, falls
, falls
, falls
, falls

, falls
, falls
, falls
, falls

und

bzw. Q}’l

und

bzw. infm

und

bzw.

und

bzw.
0<g<N-1
1<g<N-1
0<¢g<N-1
0<g<N-2
0<g<N-2
0<¢g<N-1
1<g¢g<N-1
0<g¢g<N-1

P11 = Lin{Pl'} = Lin{r- 553, }

= Lin{r - p1} = Lin{r - dr}
— Lin{Q1!} = Lin{ri=™ - 53}
= Lin{rlfN -ply = Lin{rlfN -dr}

P10 = Lin{ P "} = Lin{r - 7 T3}

= Lin{r -7 ® 1} = Lin{r - xdr}
= Lin{Qf{fl’Q} = Lin{r' V. %Téj[fl}
=Lin{r'™ .7 ®1} = Lin{r' ™" - xdr}

Pyt = Lin{ Py} = Lin{#S , }

= Lin{7 1} = Lin{1}

Q0" = Lin{Qu1} = Lin{r*~V - 757}

= Lin{r2_N -Fl} = Lin{rQ_N -1}

Po"* = Lin{Py;'} = Lin{p T

=Lin{p® 1} = Lin{x1}

Qév’4 = Lin{Qé\f’f} = Lin{r*= V. /BTOJYI_l

=Lin{r> V. p®1} = Lin{r* " . 51}

Wir haben hier einen kleinen Fehler aus [[51], Theorem 2 and 3| in den Bereichen fiir q korrigiert. So ist z.

B. rot : lev_m

Ungenauigkeiten sind auch schon in [5] berichtigt worden.

Beziiglich der Integrierbarkeit machen wir noch die

— QY3 kein Isomorphismus, denn QY% = {0} hingegen Q¥ 12 = Lin{Qf{fl’z} # {0} . Diese
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Bemerkung 2.7
Sei s € R.

(i) Prkell'®RN) < P2k ecHMRY) & o<-5-N/2
(i) s>-N/2 =PIk ¢LIRY)
(iii) P2k e L>9(U(0,1))
(iv) ok e L29(A(1) & QE eHM™I(A(l)) & o>2+s5—N/2
(v) s<N/2-2 = Qk eL2(A(1))
(vi)  Q%k ¢ L>(U(0,1)), bis auf QF, im Fall N =3.

Wir kénnen nun unser Entwicklungsresultat formulieren; siehe dazu auch die Resultate von WECK und WITSCH
in [[53], p. 1508, Theorem 1], [[51], p. 1033], oder von BAUER in [[5], S. 22, Satz 1].

Satz 2.8

Seien Z = Z(r1,12) mit 0 <1y <1y < 00 und ® € C*UZ) eine Potentialform, d. h. A® = 0. Dann lifit
sich ® in Z als Reihe

=" pom P+ D Brom QLY

k,o,m k,o,m

mit &k omsOkom € C darstellen. Diese Reihe konvergiert in C°U(Z), d. h. gleichmaffig mitsamt allen
Ableitungen in kompakten Teilmengen von Z . Wir kénnen in Spezialfillen noch prizisere Aussagen machen:

(i) In dem Fall ro = 0o und ® € Li’q(Z) verschwinden alle o om mit 0 > —s — N/2 und alle Bk om
mit 0 < 2+ s — N/2. Die Reihe konvergiert dann fir aolle ¥ > 11 in Z(7,00) gleichmdfig mitsamt
allen Ableitungen, auch nach Multiplikation mit beliebigen Polynomen in r . Damit konvergiert die Reihe
natirlich auch in L29(Z). Im Fall s > —N/2 verschwinden also alle ag . , d. h.

d = Z ﬁk,a,m' gllfn

k,o,m

(ii) Im Fall 7y = 0 und ® € L*9(Z) verschwinden alle Bk,om bis auf Baom, falls N = 3, und die Reihe
konvergiert dann in C°(Z).

(iii) Ist ro = 00,71 >0 und ® € L79(Z) mitt € R sowie

ak,a,mzo ,fdr UZ—S—N/Q s
Beom =0, fir oc<2+s—N/2

mit einem t < s € R, so folgt ® € L29(7).

Wir erinnern an die Ausschneidefunktion n in (1.29) bzw. 7 in (1.30) und notieren noch eine wichtige Ortho-
gonalitéitseigenschaft im

Lemma 2.9
Seien 0 < r1 < ro < 0o und n wie in (1.31) sowie C := Ca,, . Dann gelten mit g :=2—N—-20 < -1-20 < —1:

i <CP(;1,77§1) P’3Z£>RN = <CQ§:’§W Qg’fﬁ,%RN =0
L4 <CQ3’,I;W P:/IJ:;>RN = _<CP¢;I:7€U Q’[{’77€L>RN =04 - 616,@ : 60’,’7 ' 6m,n

Beweis:
Wir berechnen mit Lemma 2.4, der Darstellung von C' aus (2.18) sowie den Regeln

pPﬁ:,’f;L(r) = r"pP{?ﬁL(l) und TPIF (1) = r77PLE (1)

o,m o,m
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z. B. das Skalarprodukt

o,m’* y,n

o <0Pg;,,’;,Pg;ﬁ>RN = /R Nt (opLk P%f)(r) dr
+

= / rN_l : (Fﬁro-) ’ T’Y ’ <P0-q:7]§7” P3:7€l>(1) d/r
R, —

29 000y O

= (U - ,Y) ' / TN+U+’Y_2 ' 77/(7") dr - 6/@,@ : 60’,’7 ' 6m,n =0
Ry

Vollig analog erhalten wir:

° <CQ§:’;@, Q?/’ﬁ)]RN =(y—o)- / poN—o=y+2, i (r)dr - 0k 8y * O =0
R+
o (CQn Phy)pn =(2-N—20)- /R W (r) dr -0+ Sory Omn = Qo+ Okt * Sy * S
Y
=1
b <Cpc?:7]?u ?y:l;L>RN = (72 + N+ 2(7) . 5k,€ : 50,’)’ : 5m,n = —Q4 - 6k,£ ' 50,*«/ ' 5771,,71
|
2.4 Fredholm—Theorie der dufieren und Co—Ableitung
Wir definieren zunéchst
I:i={n+N/2:neNg}U{l—n—N/2:n€eNy} (2.27)

und zitieren aus [[51], p. 1034, Lemma 5] das auf MCOWEN, [22], zuriickgehende Resultat

Satz 2.10
Fijr alle s € R\ (TU{2— N/2}) und g € {0,...,N} ist

. 2,q 2,q
A . H, — L

® — AQ
ein Fredholm—Operator mit
e N(a)= Ti—s—%ﬂ ’
o W(a)= {F € L2 ; (F, P)gy = 0 fiir alle P € :P‘is%}
Insbesondere ist A fiir s > 2 — N/2 injektiv, fir s < N/2 surjektiv und fiir 2 — N/2 < s < N/2 bijektiv.

Nun zitieren wir der Reihe nach wichtige Ergebnisse aus [51].

Lemma 2.11
Seien ¢ € {0,..., N} sowie n und C wie in Lemma 2.9.

(i) FirseRgilt oDINRI=PY*

<—s—45

(i) Fir N/2<scR\T gilt L>=W(a) + cQl

(iii) Mt X9 := {F € L2 : (F, P)gn =0 fiir alle P € Ti’jiﬁ} und 89 := C’Q’iiiﬂ gelten
2

2

e  XI=rotRI | +divD!] |
o LPT=X7 4 8¢

84 ist endlichdimensionaler Teilraum von Cj™* (RN \ {0}) .
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Lemma 2.12
Seien s € R\T und g € {0,...,N}. Dann gelten mit stetigen Projektoren (Satz vom abgeschlossenen Graphen)
die folgenden Helmholtz—Zerleqgungen.:

(i) s<—N/2 = L27=,RI+,D?
(i) —-N/2<s<N/2 = L»=(R?+ (D!
(iii) s>N/2 = L>=(R!4 (D? | 8¢
(iv) s>-N/2 = (RY={0} wund (DY ={0}
(v) s<—-N/2 = (R =Lin{1} und (DY =Lin{x1}

Es gelten stets Lg"o = oDY und L?’N =oRN.

S

Satz 2.13
Seien s € R\ T und q € {0,...,N —1}. Dann ist

ot : RI  NeD?, — (RIM
E — TOtE
: . , 4
ein stetiger Fredholm—Operator mit N(vot) = R _; NoD?_; = ?‘i_s_%ﬂ und

W (rot) = {G € oRIT! 1 (G, P)gn =0 fiir alle P € ?itl_vlﬂ} 7
2
aufer im Fallg= N — 1 und s > N/2, in dem
W(tot) = {G S ORQI : <G7*1>RN =0 und <G,P>RN =0 fur alle P € :‘Pg;l_ﬂ}
2

gilt. Insbesondere ist vot firq < N —1 und s >1—N/2, s <1+ N/2 bzw. 1 — N/2 < s < 1+ N/2 injektiv,
surjektiv bzw. bijektiv.

Das duale Resultat lautet:

Satz 2.14
Seien s € R\ T und q € {0,...,N —1}. Dann ist
dio : DIFINRYT — (D¢
E — divE
ein stetiger Fredholm—Operator mit N (viv) = (D11 N RYT] = ?q:_ligﬂ und

W (oiv) = {F € DY : (F, P)pw =0 fiir alle P € P22}

2

aufer im Fall g =0 und s > N/2, in dem
W (div) = {F € oD? : (F,1)gv = 0 und (F, P)gx = 0 fiir alle P € ?‘ij_ﬂ}
A 2

gilt. Insbesondere ist 0iv fir ¢ >0 und s >1—N/2, s <1+ N/2 bzw. 1—N/2 < s < 14+ N/2 injektiv, surjektiv
bzw. bijektiv.

2.5 Klassische Elektro—-Magneto—Statik

Wir zitieren im folgenden Resultate von PICARD aus [27] .

Definition 2.15
Seien Q C RN ein Aufengebiet und q¢ € {0,...,N}. Wir definieren die ,,(harmonischen) Dirichlet-Formen”
durch

HIUQ) = RI(Q) NoDUQ)  baw. KT, (Q) == oR”,(2) N oD, (2)
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Wir erinnern an die Gewichtsfunktion p := (1 +72)2 aus dem ersten Kapitel und kommen zum

Lemma 2.16
Seien Q2 C RY ein Aufengebiet mit LMKE (siehe Definition 4.25) und q € {0,...,N}. Dann gelten:

(i) HYQ) = HL,(Q) ist endlichdimensional.
(ii) Es ezistiert eine Konstante ¢ > 0 und ein Kompaktum K € ), so daf fiir alle E € R% ()N DY ,(Q) die

Abschdatzung
1E]o,—1.0 < ¢ (Irot Elo.o.0 + [ div Eooa + [Eloo.x)

gilt.
(iii) Seien dg := dim H(Q) und {h¢}e=1,. ..
dap fiir alle E € Poiq_l(Q) N D,(Q) die Abschitzung

.d, eine Basis von H9(Q) . Dann existiert eine Konstante c > 0, so

dq
1Blo-1.0 < ¢« (Ix0t Elow.c + | div Bloog +_ | (7 B, p~ he)al )
=1
gilt.
Bemerkung 2.17
Im Foll N = 2 miifiten wir im obigen Lemma die | - |o,—1,0—Norm durch eine logarithmisch gewichtete Norm

ersetzen.

Die Abschliisse im folgenden Lemma sind in L*(Q) zu nehmen und L, bedeute Orthogonalitit bzgl. des
(p° -, p* - )o-Skalarproduktes.

Lemma 2.18
Sei Q C RY ein Aufengebiet mit LMKE. Dann gelten die folgenden (-, - )o—orthogonalen Zerlegungen:

(i) Firqe{0,...,N —1}ist rot RI(Q) = rot RZ,(Q) = rot R%, () = #div DV, 9(Q)
— rot (ﬁq_l(m MD,(9) N 3L, (2))

(i) Firge{l,...,N} ist div D9(Q) = div D%, (Q) = divD?,(Q) = xrot R*[9(Q)
= div (DZ,(2) oR,(Q) N 5L, (9))
(i) Firqe{0,...,N} ist L24(0) = rot RI-1(Q) @ oD(Q) = oR%(Q) & div D+1(02)
— rot Re-1(Q) & 3(4(Q) & div Da+1(Q)
Wir erhalten mit Hilfe dieser Zerlegungen ein erstes Resultat in der Elektro-Magneto—Statik, den

Satz 2.19
Seien Q2 C RN ein Aufengebiet mit LMKE und q € {0,...,N}. Dann existiert zu jedem

G e (D)t = Of{qﬂ(Q) N HIFL(Q)+ und  f€ OIO{'H(Q)L = DI Q) NnHITH Q)L
genau ein E € Ioiq_l(Q) N DY (Q) NHI(Q)L-1 mit
rot K =G und divk =f

Der Lisungsoperator ist stetig, d. h. es existiert eine von G, f und E unabhdngige Konstante ¢ > 0, so daf§

1E]o,-1.0 < ¢ (IGlo0.0 + /]

0,0,2)
gilt.

Desweiteren zitieren wir von PICARD aus [34] die folgenden beiden Resultate:



Dirk Pauly — Niederfrequenzasymptotik der Maxwell-Gleichung im Aufengebiet 27

Lemma 2.20
Seien q € {0,..., N} und Q C RY ein Aufengebiet, welches eine Lipschitz—Transformation eines Auflengebietes
mit glattem Rand sei.

o]

(1) Es existiert eine endliche Menge B1(Q) C ¢RY(Y), welche linear unabhdingig modulo rot R1~1(Q) ist, mit
|B‘1(Q)| = dim H*(Q) = d, und HI(Q) NBIYQ)T = {0}

Die Elemente von BY(Q) haben kompakten Triger in Q und ihre Orthogonalprojektionen auf HI(Q) in
oR%(Q) entlang rot RI~1(Q) bilden eine Basis der Dirichlet—Formen 3{4(Q).

(ii) Fir g # 1 existiert eine endliche Menge B1(Q2) C (D4(Q2), welche linear unabhingig modulo div DI+1(Q)
1st, mit
|BYQ)| = dimHY(Q) =d, und  HY(Q)NBIQ)" = {0}
Die Elemente von BY(Q) haben kompakten Triger in Q und ihre Orthogonalprojektionen auf H9(Q) in
oD?(QY) entlang div DIt1(Q) bilden eine Basis der Dirichlet—Formen H%(2) .

(iii) Es sei B1(Q) =: {b,..., bgq} . Dann exzistiert eine Konstante ¢ > 0, so daf fir alle E € R,(Q)NDL,(Q)
die Abschdtzung
dq

1Elo.-10 < ¢ (10t Eloo.a + |div Eloe.o + Y [(B.6)a] )
=1

gilt.
(iv) Fiir ¢ # 1 sei B1(Q) =: {v%,.. .,bgq}. Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, so daf8 fiir alle g # 1 und
E e RY,(Q)NDL,(Q) die Abschitzung

d

000 + div Elog0 + 3 [(E,6)al)
=1

|Blo.-1.0 < ¢ (ot £

gilt.
Wir erhalten ein weiteres statisches Resultat:

Satz 2.21
Seien ¢ € {0,...,N}, Q C RY ein Aufengebiet, welches eine Lipschitz—Transformation eines Auflengebietes
mit glattem Rand sei, und e,v € Vg’O(Q) . Desweiteren sei {hy}¢1,....q, eine Basis der Dirichlet-Formen

JHUQ) == oRI(Q) Ne~LoDU(Q)

deren Dimension dg nicht von € abhéingt (siche Lemma 6.5).
Dann ezistiert zu jedem v € C% und jedem

G e R Q) NHAQL  wnd  f € oDITHQ) N KN Q)

genau ein B € R1(Q) Ne 1DY(Q) mit

° rot E =G ,
° diveE = f ,
. (VE, he)a = Y fur {=1,...,d,4 . (2.28)

Dies bleibt auch richtig, wenn wir mit den Formen {b]} bzw. {bg} aus Lemma 2.20 die Bedingung (2.28) durch

o

(eE,ba =7 fir (=1,...,d, bzw., falls ¢ # 1, (E,bDyo =~¢ fir £=1,...,d,
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ersetzen. Die Losung hdngt stetig von den Daten ab, d. h. es existiert in jedem Fall eine von G, f, v und E
unabhdngige Konstante ¢ > 0, so dafl die Abschdtzung

Eloos < ¢ (IGloa + Ifloss + 1)
gilt.

Wegen Lemma 2.16 wissen wir schon, daff der Raum H9(€2) der harmonischen Dirichlet—Formen endlichdi-
mensional ist. Wir konnen seine Dimension sogar exakt angeben, sie wird ndmlich durch die topologischen
Eigenschaften des Gebietes (Betti-Zahlen) gegeben. Wir zitieren dazu von PICARD aus [30], siehe auch [26] und
[29] oder zur klassischen Theorie DUFF und SPENCER, [9] und [10], den

Satz 2.22
Seien g € {0,...,N} und Q C RY ein Aufengebiet mit globaler Segmenteigenschaft sowie By, . .., Bn die Betti-
Zahlen von 2. Dann sind die Dimensionen der Dirichlet—Formen gegeben durch

dim HY(Q) = Bn—q
Wir machen noch die

Definition 2.23
Wir sagen, ein Aufengebiet besitzt die ,statische Mazwell-Eigenschaft”, kurz SME, falls es die LMKE besitzt
und die Resultate des Lemmas 2.20 gelten.

Bemerkung 2.24
Die Voraussetzung in Lemma 2.20 und Satz 2.21, daf$ Q eine Lipschitz—Transformation eines Auflengebietes
mit glattem Rand sei, impliziert die LMKE fiir Q , siehe etwa [84]. Damit besitzt ein solches ) die SME.
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3 Regularitat

In den folgenden Kapiteln benotigen wir des 6fteren Regularititsresultate. Deshalb werden wir in diesem Kapitel
einige herleiten. Hierzu sei stets g € {0,..., N} beliebig. Zunichst bendtigen wir einige Dichtheitsaussagen:

Lemma 3.1
Fiir s € R und m € Ny liegt Cg™? dicht in RZ, RZ, DY, D¢, RIN DY, RIND?, H™? bzw. H™.

Zur technischen Vorbereitung definieren wir noch die komponentenweise Fourier—Transformation fiir g-Formen
mit Komponenten E; im Raum der temperierten Distributionen durch

F(E)(x) := Z Ej(z)da! , falls E(x) = Z Ey(x)da’

1€Z(q,N) I1€Z(q,N)
gilt. Hierbei sei die skalare Fourier—Transformation in L? mit ~ bezeichnet. Dann ist
F: L2 - L2
unitir und mit X' (z) := z sowie der bekannten Formel
gou = il xoq

fir skalare Distributionen erhalten wir die Formeln

. Fx = *F , (3.1)
. FOE) =il X F(E) | 9°F(E) = (—)Fx*E) | (3.2)
o F(rot E) =i RF(E) , rot F(E) = —1F(RE) ) (3.3)
o F(divE)=iTF(E) , divF(E) = —-1F(TE) ) (3.4)
. F(AE) = —r? - F(E) , AF(E)=-F(*-E) (3.5)
e JF(M(E,H))=iSF(E,H) ., M3F(E,H)=-iF(S(E,H)) (3.6)

Desweiteren konnen wir die Sobolev— bzw. Rotations— und Divergenz-Riume im Ganzraum charakterisieren:

o H™={Eel®:F(E)ely} =9, , meN, (3.7)
e RI={Fel>:RF(E)ecl>} =R (3.8)
. D?={Eel* :TF(E) e L>" "'} = D (3.9)

Die Rdume $? kénnen auch fiir s € R definiert werden. In diesem Sinne wollen wir auch H*? fiir s € R
einfiihren.
Mit partieller Integration und der Formel A = rot div + divrot erhalten wir leicht

A

vecT?  n=l

(3.10)

Aus den Charakterisierungen (3.7)—(3.9) und Bemerkung 2.2 (iv) sowie obiger Gleichung (3.10) bekommen wir
das folgende grundlegende Ergebnis durch Lemma 3.1 mit einem Dichtheitsargument.

Lemma 3.2
Mit dquivalenten (sogar gleichen) Normen gilt R N DY = HYY .

Nun wollen wir eine Transformation einfiigen:

Lemma 3.3
Sei € € Vg’l . Dann gilt mit dquivalenten Normen (in Abhdngigkeil von €)

R?Ne 'D?=H"
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Beweis:
Eine Inklusion ist trivial. Sei £ € RINe~1D?. Mit der Zerlegung

L?% = rot R~ @ (D7 = rot (R%;' NoD?,") ® ¢D*

aus Lemma 2.18 gelte
E=rot®+ ¥

Dann ist rot £ = rot ¥ und divV¥ = 0. Lemma 3.2 liefert
v eHY mit 19010y <c- ([¥]oo0ry +[rot Tloorn) < c- (|E]o0ry + [Tt Elgorn)
Wir erhalten e¥ € H? und

diverot® = diveE —divel e L**'  mit | diverot®|gopy < c- ([diveE]gory + [[¥]10r)

Wir definieren fiir ¢ = Z érda’ € A? die Operatoren Th,; und dp, ; punktweise durch
I€Z(q,N)

(h,; — Id) (¢’ :i-ter Einheitsvektor)

S| =

Thio() = Z or(z+h- ei) dz! , Opi =

I€Z(q,N)

und wenden die iibliche Beweistechnik bei elliptischer Regularitit (siehe z. B. Aamon, [[1], Kapitel 6 und 9])
an. Fiir ¢ € C>97" gilt:

(€6, rot @, rot )py = —(rot D, 0_}, ;€ TOL P)RN

—(rot ®,ed_p, ;rot p)py + (rot D, (0_p, ;&) T—p ;i rOt @) RN

= —(erot ®,rot d_p ;¢ )rv + (rot D, (6_p i€)T—p.; TOL P)RN
——

ecy it

= (diverot ®,d_p, ;)ry + (rot D, (6_p ;€)T_p ;i rOt Q)N

Mit den Abschitzungen

N
|6n,iufo,0ry < - Z 10nulo,0,m~

n=1
und

N
|7hi ot ufoory < c-[rotufoory <c- Z |0n]o,0 r~ )

n=1

die gleichméRig bzgl. h gelten, erhalten wir gleichméfig bzgl. ¢:

|(€6h,i rot @, rot CP>RN’ <c (|EJoor~ + |rot EJgory + |diveE]

N
O,O,]RN) : Z 10ne]0,0.rN
n=1

<c: (IEloor~ + 1ot Elg,ory + [ diveE]|

0.0&~) - (| Tot ofo.0ry + [ diveloorn)

Mit Lemma 3.1 wiihlen wir eine Folge (®,,),en € Co7% !, diein RY;'ND?," gegen ® € R%;'ND? " konvergiert.

Dann gilt auch 6y, ;®, —— 5,;P in R%;' N D" und wir bekommen

}<€5h’i rot ®, dp, ; rot q)n)RN’ = ‘<56h’i rot @, rot( 9Py, )>RN’
~——

ecgo,q*I

<c (IEloor~ + [ rot Eloory + [ diveEloory) - (Ir0t dn,i®nloory + | divon,i®nloor)

Im Grenzwert n — oo ergibt sich
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c- Hé}w' rot q’"%,o,RN < <55h,z’ rot @, 5h,i rot P)pn

<c- (|Efoory + |10t Elgory + |diveE]gorn) - (|6h,: rot @00y + [0, div B [o,0.rx)

=0
so dak wir mit einer Konstanten ¢ > 0 unabhéngig von h

”CS}M' rot ®

lo.ory < ¢ (IElo,ory + |10t Eloory + | diveE]qorn)

erhalten. Also ist rot ® € H? und

N
Z [0n rot @[o.0xv < - (1E]o,0,ry + |10t Elg0mn + | diveE]oor~)

n=1
Schlieflich ergibt sich E = rot ® + ¥ € H%? mit der Abschiitzung

I£]

[ ory < ¢ (IEloory + 1ot E

o0~ + [diveE]oory) < ¢ |Elgone—1pa

Korollar 3.4
Seien s € R und € € Vg’l . Dann gilt mit dquivalenten Normen (in Abhdngigkeit von €)

-1 1,
RINe'D? =HM

Beweis:
Sei E € RINe~'DY. Dann folgt (Erinnerung: p = (1 + Tz)%)

. p°E e L*1 ,
. rot(p°E) = p°rot E + sp* *RE € L»*!
o div(p’eE) = p*diveE + sp* *TeE e L2171 |

also p°E € RINe~'D?=HY und

lo°El

1oy S (HPSEHO,O,RN + H rot(p°E) Ho,o,RN + H diV(EpsE)HOORN)

nach Lemma 3.3. Mit 9,,(p°E) = p*0, F + sp* %X, E folgt dann E € H? und

IEl szv < c-lp°Ellory < ¢ (1Blosry + |10t Elo s gy + [ diveE]o s rr)
Bei den stéarker gewichteten Rdumen haben wir das

Korollar 3.5
Seien s e R, 7 >0 und e = 1d+€ € Vg’l . Desweiteren gelte firn=1,..., N

Oné = 0(r™h) fiir r — 00
Dann gilt mit dquivalenten Normen (in Abhdngigkeil von €)
RINe 'DI=H1

Beweis:

31

Sei E € RINe 'D? Cc RINe'DY. Dann folgt zuniichst E € HY aus Korollar 3.4 und wir miissen nur
noch 0, F € L§f1 fir n = 1,..., N zeigen. Mit Lemma 3.1 gilt (3.10) auch fiir H"%Formen. Daher gilt mit

@y :=1—n(t!r) fiir alle n und gleichmiRig bzgl. t € Ry :
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|0 (g2 - E) “o,s+1,RN = ”pSHa"(SDt - E) “o,o,]RN

C- <H8n(ps+1got ' E)HO,O,]RN + H(S + l)ps_anth . EH0707RN)

€HLL CH

c- (H rot(p* Tty - E)”O,O,]RN + || div(p® e 'E)”O’()}RN + e - E||0,s,1RN>

IN

IN

<c- (”‘Pt “Elo,sry + H rot(¢py - E)Ho,s+1,RN + ” div(epy - E)”o,sH,RN
+ || div(éyy - E)”o,s—&-LRN)
<o (I Bl + 10t By + 50600 E)]

N
+ Z Ham(@t - E) Ho,s+1—T7RN)
m=1

Da s+ 1—7 < s+ 1 ist, folgt fiir alle f € R, mit einer von s, 7 und ¢ abhingigen Konstanten ¢ > 0 die
Abschitzung

[ 2 I

N
2
= ”am(‘»pt - E) ”o,s+1—r,U(0,£) + Z ”6”1(% : E)||§,s+1—T,A(£)

m=1
<é- “am(‘Pt - E) H(Z),S,U(o,i) +(1+ 52)4 ’ ||3m(‘Pt - E) Hi,s-ﬁ-l,A(f)
<eé- ”am((?t - E) H;S’RN +(1+ 2?2)77— : ”am((ﬂt 'E)”(2)’3+1,RN )

so dak wir fiir ein hinreichend kleines § > 0 und ein entsprechendes  mit (1 +#2)"7 < §

N
Z ”a”(‘/’t 'E)||o,s+1,RN
n=1
<c- (|||§0t : Eml,s,]RN + || I'Ot((pt ! E)”075+1’RN + ” diV(é'gOt : E) H07s+1,RN>
<+ (REl s px + 110t Elo o1 v + [ diveElo op1 mn
N
Y ) T T XE o
n=1
+ ||n’(t*1r) ‘tilrilREHO,sH,Z(t,zt) + Hn/(tilr) 'tilri1T5EH0,s+1,Z(t,2t))

erhalten. Da in Z(t,2t) die Beziehung ¢t~ < 2r—! gilt, folgt mit Korollar 3.4 gleichmiiRig bzgl. ¢

N N
Z 10nElo,s+1,U0,6) < Z |9n (¢ - E)H073+17RN
n=1 n=1
<c- (”EHO,S,RN + | rot E||0,s+1,]RN + | div 5E”0,s+1,]RN)
Der Satz von der monotonen Konvergenz liefert fiir ¢ — oo schlieflich £ € HL9 und
N
> N0uElo 1y < ¢ (IBlosgy + 10t Elosri ey + [diveElosiary)
n=1
also insgesamt

I1El1sry < (|E]o,sry + |10t Elg s1,885 + | diveE]g oi1,ry)
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Satz 3.6
Seien €N, s € R und e € VI . Dann sind

Ecl? | rot E € H- V9P ypnd  diveE e H B!

aquivalent zu E € Hﬁ’q und es gilt gleichmdjig bzgl. E die Abschditzung

I£]

esmn < e (|B

lo,s,&v + [ T0t Ellg—1 s g + | diveE],—1 s rv)

Beweis:

Induktionsanfang (¢ = 1): Korollar 3.4

Tnduktionsschritt (£ ~ £+ 1): Seien ¢ € VI rot E € HY9t! und diveE € H24~!. Die Induktionsvor-
aussetzung liefert auf der Stufe ¢ zunichst £ € H%Y und die entsprechende Abschiitzung. Damit sind fiir alle
n=1,..., N die partiellen Ableitungen 9, F € Lf’q und es gelten

rot 9, € H MM sowie  div(ed, B) = 0, diveE — div ((0ne) E) € H, 1!
~——
€Cta

Wiederum liefert die Induktionsvoraussetzung auf der Stufe ¢ fiir allen =1,..., N

oEcHY  und  |0,E

"E,S,RN S c- (||anE|0,s,]RN + |” rot anEmffl,s,]RN + ‘” diV(EanE)|H€_LS7RN)

Folglich ist £ € H "% und es gilt gleichmiRig bzgl. E die Abschitzung

N
1Blerrony < ¢ (IBlomy + 3 10nElly oz )
n=1

<c- (IEle,sry + [l rot E|

£,s,RN + |H div EE‘"Z,S,]RN)

Die Induktionsvoraussetzung liefert nun die Behauptung. ]

Satz 3.7
Seien L €N, s € R, 7> 0 und e = Id+¢ € V. Desweiteren gelte fir alle |a| < ¢

9% = O(r~lohy fiir T — 00

Dann sind
Eecl?? | rotE€H "™  und  diveE € H !

dquivalent zu E € H%? und es gilt gleichmapig bzgl. E die Abschitzung
|Elesmy < ¢ (IElosmy + [0t Elg—y o1y + [ diveE]p—1 o1rv)

Beweis:

Korollar 3.5 liefert den Induktionsanfang. Der Induktionsschritt folgt dem Schema des Beweises zu Satz 3.6.
Wir miissen hier nur zusétzlich beachten, dafs die Gewichte der Normen mit der Anzahl der Ableitungen steigen
und dies durch die geniigend schnell fallenden Ableitungen von é kompensiert wird. ]

Mit diesen Ganzraumergebnissen erhalten wir nun direkt durch eine iibliche Abschneidetechnik die innere Regu-
laritét in beschrankten Gebieten. Unsere Ergebnisse liefern aber auch die innere Regularitét in Aufsengebieten,
welche wir zusammenfassen im
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Korollar 3.8
Seien { € N, s € R und 2 C Q CRY zwei Auflengebiete mit dist(Z,0Q) > 0.

(i) Ist ¢ € VIQ), so folgt aus E € L>Y(Q), rot E € HSLH(Q) und diveE € HE LV 1(Q) schon
E € HYY(Z). Desweiteren gilt mit einer Konstanten ¢ > 0 gleichmifig beziiglich E die Abschitzung

IElesz < ¢ (1Elosq+ rot Ele-1,s0 + [ diveE[e-1,s.0)

(ii) Ist e = Id+¢é € VI4(Q) mit einem 7 > 0 und

/\ 9% = O(r~loly fiir T — 00 ,
o<

so folgt aus E € L>9(Q), rot E € Hiﬁ’qH(Q) und diveE € Hﬁﬁ’q_l(Q) schon E € HY4(Z). Auferdem
gilt mit einer Konstanten ¢ > 0 gilt gleichmdflig beziiglich E die Abschétzung

|E

sz < ¢ (IElos,a + [rot Eli—1,s41,0 + | diveE]i—1 s41,0)

Beweis:
Mit einer Ausschneidefunktion ¢, welche ihren Trager in € hat und auf = konstant Eins ist, erfiillt die Form
¢ - E die Voraussetzungen von Satz 3.6 bzw. Satz 3.7. Damit folgt ¢ - E € H%? bzw. - E € H%?, also

insbesondere
EcHYZ) bzw. FEecHY(EZE) |

und eine kleine Induktion liefert die gewiinschte Abschitzung. |

Bemerkung 3.9
Durch den x—Operator erhalten wir alle obigen Resultate auch fir Riume der Form

p*RINDY  baw. p 'RINDY

Wir bendétigen in dieser Arbeit keine Randregularitit. Ergebnisse in dieser Richtung findet man z. B. bei KunnN
in [[17], Kapitel 4].
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4 Losungstheorie des zeitharmonischen Problems

In diesem Kapitel wollen wir eine zeitharmonische Losungstheorie (w # 0) zu dem Strahlungsproblem
(M +iwA)(E,H)=(F,G) , (E=0

entwickeln. Diese ist eine Verallgemeinerung der Resultate von PICARD, WECK und WITSCH in [37] und aus
der Diplomarbeit [24], die den klassischen Fall der Maxwellschen Gleichungen (N = 3 und ¢ = 1) behandeln,
wobel in der letzteren Arbeit stirkere Bedingungen an A und die rechten Seiten (F,G) gestellt werden. Wir
werden die Losungstheorie unter sehr schwachen Voraussetzungen an die Koeffizienten ¢, u und Daten (F,G)
entwickeln kénnen.

Auch in diesem Kapitel seien stets ¢ € {0,..., N} und Q C RY ein Aufiengebiet. Desweiteren seien

(e, 1) = Td+(2, 1) € VEO(Q) x VIO(Q)

zwei Transformationen, deren Abklingrate 7 > 0 noch niher festzulegen ist.

4.1 Der Losungsbegriff
Die Selbstadjungiertheit von M (vgl. (4.1)) liefert einen einfachen L?-Lésungsbegriff fiir nichtreelle Frequenzen:

Definition 4.1

Seien w € C\ R und (F,G) € L29(Q) x L2"Y(Q) . Dann lést (E, H) das Problem Max(A,w, F,G) , falls
() (B eRIQxDHQ)
(ii) (M +iwA)(E,H) = (F,G)

Fiir reelle Frequenzen miissen wir den Raum der Daten verkleinern und den Lésungsraum vergroferen, indem
wir in gewichteten Radumen Strahlungslosungen definieren.

Definition 4.2
Seien w € R\ {0} und (F,G) € L>9(Q) x L>(Q) . Dann lést (E, H) das Problem Max(A,w, F,G), falls

loc loc

() (B.H)eRL_,(@)xD (@)

(ii) (M +iwA)(E, H) = (F,G) )
(i)  (UTH+ B RE+ H) €127, (9) x L2 (@)

2
Bemerkung 4.3
Die obige Bedingung (iii) nennen wir ,Mazwellsche Strahlungsbedingung”, oder kurz ,Strahlungsbedingung”, denn
sie verallgemeinert die klassischen Sommerfeldschen Strahlungsbedingungen zur Mazwell-Gleichung

EANH-F ¢ Li_%(Q) und ENE+HE Li_%(Q)
(N =3 und g =1). Hierbei seien {(x) := £ und N das Wedgeprodukt im R .

Bemerkung 4.4
Andere Formulierungen der Strahlungsbedingung sind z. B.

1 r= T

—1 2,4 2,q+1
(r S+Id)(E,H)€L>i%(Q)><L>i% (Q) oder {rlR 1

| et @) <2y

Das vierte Kapitel beschéftigt sich im wesentlichen mit der Losungstheorie im Fall w € R\ {0} . Wir werden
— wie schon in der Einleitung erwihnt — mit Hilfe des Prinzips der Grenzabsorption eine Losungstheorie in ge-
wichteten L*~Réumen herleiten. Ein entscheidendes Hilfsmittel wird hierbei das Zerlegungslemma (Lemma, 4.6)
sein, welches den Nachweis sowohl des polynomialen Abklingens etwaiger Eigenlésungen als auch der a—priori—
Abschéatzung zur Durchfithrung der Grenzabsorption durch Riickspielung auf die entsprechenden Resultate der
skalaren Helmholtz—Gleichung im Ganzraum ermdglicht und uns dadurch in die Lage versetzt, L™°—Koeffizienten
€ und fi zuzulassen. Unter stirkeren Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an die Koeffizienten (CQ) gelingt es
sogar, das exponentielle Abklingen eventueller Eigenlésungen zu zeigen (vgl. mit [24]).

Ziel dieses Kapitels ist der Nachweis der Giiltigkeit einer Fredholmschen—Alternative im Fall w € R\ {0} . Wir
kénnen insbesondere endlichdimensionale Eigenrdume nicht ausschliefien.
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4.2 Losungstheorie fiir nichtreelle Frequenzen

Wie wir schon in der Einfiihrung auf Seite 10 gesehen haben, sind

idiv: DH(Q) c L*TH(Q) — L*9(Q)  und  irot: IO{‘J(Q) C L(Q) — L21T(Q)

zueinander adjungiert. Daher ist

M : RIQ) x DFIQ) € L2(Q) X LAQ) T2(0) x 120 (0) 1)
(E,H) — iATIM(E,H) =i(e"tdivH, p 1ot E)

mit .L>9(Q) := (L>9(Q), (e -, - )a) selbstadjungiert. Es folgt der

Satz 4.5
Es gibt zu jedem w € C\R und jedem (F,G) € L>1(Q)xL>7(Q) genau eine Lisung (E, H) zu Max(A, w, F, G) .
Der Lisungsoperator

L, : L¥(Q)xL>7Q) — L>»(Q) x L277H(Q)

(F,G) — (B, H)
ist stetig und es existiert eine Konstante ¢ > 0, so daf fir allew € C\ R
c
Lo £ ——
Il € e

gilt. Desweiteren gibt es eine Konstante ¢ > 0, so daf fiir alle (F,G) € L*9(Q) x L*7T(Q) und w € C\ R die
Abschitzung
1+ |w

< Tmw|

[£o(F. O gaoyxpasi o) < [(F, )00

erfillt ist.

Beweis:
Da (M +iwA)(E,H) = (F,G) & (iA'M —w)(E,H) = iA7}(F,G) und w in der Resolventenmenge von M
ist, setzen wir

(B,H) = (M—-w) '(iA"Y(F,G))

Dann gilt ||(M-w)™!| < |Imw|~!, wenn wir (M—w)~! als Operator von L29(Q) x , L2771 (Q) in sich auffassen,
sowie

(E,H) € RUQ) x D7™(Q)  wnd (M +iwA)(E, H) = (F,G)
Damit 16st (E, H) das Problem Max(A,w, F, G) und fiir den Lésungsoperator

L, =iM-w)IA"L o L*Q) x L*>*(Q) — L>»(Q)x L*>*(Q)

(FG)  — (B 42
folgt gleichméfig bzgl. w
Ll < —) gAY < =C
ol < =) 1A € i
Mit Hilfe der Differentialgleichung erhalten wir die zweite Abschéitzung. |

4.3 Ein Zerlegungslemma

Wie wir bereits erwdhnt haben, wollen wir die zur Durchfilhrung der Grenzabsorption notwendige a—priori—
Abschétzung und das polynomiale Abklingen der Eigenlosungen auf die entsprechenden Resultate der skalaren
Helmholtz—Gleichung im Ganzraum zuriickfithren. Diese Reduktion gelingt hier genauso wie im klassischen Fall
der Maxwell-Gleichung bei P1ICARD, WECK und WITSCH in [37] bzw. im Fall in der linearen Elastizitét, welcher
von WECK und WITSCH in [52] behandelt wurde, und wird durch das folgende Lemma ermdglicht.
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Lemma 4.6
Seienw € K e C\{0},t,s e Rmit0<se€R\Tundt <s<t+7 sowie p€ Ry mit RN\ Q C U(0,p) und
o :=n(p~'-r). Desweiteren sei (E,H) € RY(Q) x DI™(Q) eine Lisung zu

(M +iwA)(E, H) = (F,G) € L29(Q) x L>77(Q)

Dann gilt o .
(F,G) = ¢(F,G) + (Cap —iwAp)(E, H) € L2 x L2711

Zerlegt man diese Form mit Lemma 2.12 in
(F,G) = (Fr,Gp) + (Fp,Gg) + (Fs,Gs) € (0RZ x oDT) (oD x qRITH)+(87 x 8771) |

so gilt )
(F,G) = (Fp,Gg) + iM(Fg, Gs) € (DY x oRI*!

Damit erhdlt man fir (E, H) die Zerlegung
(E7H) = (1 - @)(E7H) + (ES,HS) + (E?7H?) + (EA7HA)
und eine Konstante ¢ > 0, die nicht von (E,H), (F,G) oder w abhingt, wobei

(i) (1—) (B, H)ecRL (Q) x DIHQ) und fir allet € R

VOX

[ = OB ) [gayemriioy < ¢ (1B g0+ 1B, 10)

(i) (B, H) = _i((FRvGD) + (Fs,Gs)) € R x DT ynd

H(ESaHs)HRg (F>é)

gt S|

0,s,RN ’
(i) (By,Hy) =F (1 +r) ' 1d-i9F(F,G)) € (H:N DY) x (HYT N oRIT™) und
(B, Bl g < e [(F GMlgpzm
(iv)  (Ea,Ha):= (E,H) — (Eg, Hg) € (H?? N oDY) x (HP*" 1 oRIMY) und fir alle T < t
lEas Bl ppn < e (IBa Ha)g g + 1B Ho), v )
Hierbei ist (B, ) = —5((FD, Gr) — Mo(E,H)) € (HM 1 DY) x (HM 1 RIT).

Dabei erfillen diese Formen die Differentialgleichungen

. (M +iw)p(E,H)=(F,G)

. (M +iw)(E,H) = (F,G)

o (M+iw)(Ea, Ha)=(1-iw)(Ey,Hy)

. (M 4+ 1)(Ey,Hs) = (F,G)

o (A4 W (Ea Hp) = —(1+w)(Es, Hy) 4+ (1 —iw)(F,G)

Auferdem haben wir fiir alle t < t und gleichmipig bzgl. A € K , (E, H) und (F,G) die folgenden Abschitzungen:

. [(F, ) an <

. [B, Gl < ( >||0,S,Q+H(E,H)HO,S_T,Q)

o ED | paeprtio < ¢ (IEG g0+ 1E My, o+ [(EasHa)gz0n)

o Or—in" 1S><EHHM<C (IE g0+ 1B,y + [ =072 ) (s Ha) g v )
o @+ (Es HA) g w S (IEG)gq+ 1By )
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Beweis:

Aus o(E, H) € R! x DI folgen (E, H) = (1 — ¢)(E, H) + ¢(E, H) und
Mp(E,H) =M (E,H) + Cuy,p(E,H) = —iwAp(E,H) + ¢(F,G) + Car,(E, H)
Hieraus erhalten wir mit Cpr, =n/(p~! - 7)p~tr=1S
(M +iw)p(E,H) = (F,G) e L¥ x L2t (4.3)
denn supp C’MW(E7 H) ist kompakt und ¢ + 7 > s. Mittels Lemma 2.12 zerlegen wir
(F,G) = (Fr,Gp) + (Fp,Gr) + (Fs, Gs) € (0R% x (DIT1)4(,D? x (RITH) (87 x 8§771)

Damit folgt aus (4.3)

iwp(E,H) = (Fp,Gr) — Mp(E,H) 4+ (Fr,Gp) + (Fs,Gs)

und wir haben

Satz 3.6

o (E,H) = ——((Fp,Gr) — Mp(E, H)) € (R{ NoD{) x (D{T' noR{T) H; 9 x Hj 1!

e (B, Hy)=——((Fs,Gp)+ (F5,Gs)) € R x D!

M(E,H) = Mp(E,H) — M(Ey, Hy) = —iw(E, H) + (Fp, Gg) + iM(FS, Gs)

(M +iw)(E, H) = (F,G) € (DI x (RIT!
Nun wollen wir mit der Fouriertransformation (M + 1)~(F,G) definieren und setzen daher
F(Ey, Hy) = (1+r*) " (1d—i9)F(F,G)

Da s > 0, ist dies wohldefiniert. Aus F(F,G) € L*7 x L*9% folgt zuniichst F(Ey, Hy) € LY x L9 und
mit (3.7)
(E(T,HF) S 5")‘{ X f)?+1 = Hl,q % Hl,q+1

Wegen (F,G) € L>9 x L2+ haben wir desweiteren F(F,G) € 91 x HIt!1 . Nun resultieren die Komponenten
von F(Es, Hy) aus denen von F(F,G) durch Multiplikation mit beschrinkten C*°~Funktionen. Hieraus folgt

(Vgl. z. B. [[58], Lemma 3.2, Seite 71])

F(Eg, Hy) € 51 x 9T
und somit (Eg, Hy) € L7 x L27"! sowie die Abschéitzung
|Es )l opn < - [(F Do v
Mit (3.6) berechnen wir
F(M +1)(Eg, Hy) = (1 4+ )71 Ad +i9)(Id —18)F(F,G) = (1 + r?) 1 1d +5*)F(F, G)

Aus divF = 0 und rot G = 0 folgen mit (3.3) und (3.4) TFF = 0 und RFG = 0. Daher ergibt sich (vgl.
Bemerkung 2.2)

TR O TR+ RT 0

K RT} sr(ﬁ,é):[ R xR i )

S2F(F,G) = {
Hieraus erhalten wir

F(M +1)(Ey,Hy) = F(F,G)  oder (M +1)(Eg,Hs) = (F,G)
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Aufierdem ist (Eg, Hy) € (RZN DY) x (DIt N oRI!) und mit Satz 3.6
(By,Hy) € (HY?N DY) x (HY?T N oRIT)
Schlieklich haben wir
(Ea,Ha) = (E,H) - (Bs, Hy) € (H* N oD{) x (Hy*™ noRIT)

und
(M +iw)(Ea,Hpa) = (1 —iw)(Eg, Hy) ,

so dafl Satz 3.6
(Ea, Ha) € (H? DY) x (H7 7" N gRIM)

liefert. Desweiteren erfiillt (Ea, Ha) die Helmholtz—Gleichung
(A+w?)(Ea,Ha) = (M —iw)(M +iw)(Ea, Ha) = (1 —iw)(M — iw)(Ey, Hy)
= —(1+w?)(Es,Hy) + (1 — iw)(F,G)
Die behaupteten Abschétzungen ergeben sich aus Satz 3.6 und der Stetigkeit der Projektionen in L2? auf ¢R?,
oD? bzw. 8¢. Man beachte hierbei, daf in jeder Norm
|M(Fs, Gs)|| < e - || (Fs, Gs) |

gilt, denn 8¢ x 87t ist endlichdimensional und M linear. |

4.4 Die a—priori—-Abschitzung
Als erstes zitieren wir eine a—priori-Abschétzung fiir den skalaren Helmholtz—Operator im Ganzraum [[52],

Lemma 7] (siehe auch IKEBE und SAITO, [14], sowie VOGELSANG, [[40], section 2}), némlich das

Lemma 4.7
Setent < —1/2, s € (1/2,1) und J € R\ {0} ein Intervall. Dann exzistiert eine Konstante ¢ > 0, so daf8 fir
alle w € Cy mit w?> =X 2> +ioh, A€ J, o€ (0,1] und alle f € L? die folgende Abschitzung gilt:

[+ )y + [ exp(= T A+ g < 0 1l
Wir benétigen noch das technische

Lemma 4.8 -
Fir alle t,t € R mit t <t und alle 0 > 0 existieren eine Konstante ¢ > 0 und ein Kompaktum K € Q, so daf
fiir alle u € L>Y(Q) die Abschitzung

luloz0 < ¢ luloo,x + 0 o
gilt.

Beweis:
Dat—t <0, gilt fiir hinreichend grofse § > 0

P2 Pt 112 - i
H“”gfﬂ = HptuH(),O,QﬂU(O,J) + ”pt quO,t,A(é) < c(2,1,6) - ”qu,O,QﬁU(Oﬁ) + (1 52)t . "u”at,A(é)
Wegen 6lim (1+ 52)54 = 0 erhalten wir die Behauptung. [ |

Wir erhalten eine a—priori-Abschétzung fiir den Maxwell-Operator:

Satz 4.9

Seien J € R\ {0} ein Intervall, t < —1/2, s € (1/2,1) und 7 > 1. Dann existieren Konstanten c¢,§ > 0 und
eint > —1/2, so daf fir alle w € C4 mit w?> = X2 +ioA, Ae J, o€ (0,1] und (F,G) € L>4(Q) x L>7(Q)
die folgende Abschitzung gilt:

|1£u(F,G)| R () x DI () T |28 + 1) Lu(F, ).

< (| + 1£6F.Ooo0nv0s)
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Beweis:

Beachte (1/2,1) NI = 0!

Wir wenden Lemma 4.6 (mit s = s, ¢ = 0 und (Fs,Gs) = (0,0), denn s < 1 < N/2) an und zerlegen (F,G),
(E,H) := L,(F,G) entsprechend. Dann erhalten wir

(Ea, Hp) € H>7 x H>7H!
mit -
(A +w?)(Ba, Ha) = —(1 + w?)(By, Hy) + (1 —iw)(F,G) =t (Fa,Ga) € L?? x L2

Aus der Selbstadjungiertheit von A : H>7 x H24+! ¢ L2 x L2t — 129 x L9 und wegen w? € C\ R
folgt
(A+w?*) " (Fa,Ga) = (Ea, Ha)

Wir wenden Lemma 4.7 komponentenweise auf (Fa,Ga) an und erhalten mit Lemma 4.6 gleichmékig bzgl.
(EA,HA) s (FA,GA) und w und durch

M (exp(—iAr)(Ea, Ha)) = exp(—iAr)(M —iAr~'S)(Ea, Ha)
die Abschitzung

H (EAaHA)”07t,RN + H (M - i)‘r_ls)(EA’HA)HO,S—LRN

< ([[(Ba Ha)l g + [ exp(=1X0) (Ea, Ha),,_y 2 ) (4.4)
<o [(FasGalgagn < ([EOpun+ 1B D], q)

Wir wollen aber den Term H(M —iwrT18)(Enx, HA)HO 1y abschétzen. Dazu bendtigen wir eine zusétzliche

Uberlegung. Die Resolventenabschiitzung liefert

alAl- ”(EA’HA)HO,O,RN S H (FA7GA)”0,0,RN (4.5)
und wegen
i A>0
=\l (1 A 2 1/4. exp(up/?) ) — " A
w =} ( +(0/)) exp(i(cp/2—|—7r)) A<0 , @ := arctan(o/\)
folgt |Rew| > |A[v/2/2 und somit |w 4+ A| > |A\|v/3/2. Mit dieser Abschitzung, (4.5) und
_)\_wQ—AQ oA
“ o wHA wtA
erhalten wir gleichméfig bzgl. w
|(M —iwr™'S)(Ea, Ha) ooy o < (M =iXeT ) (Ea, Ha)llg oy gn + ¢ 10 = Al [(Bas Ha)|lg oy
< H(M a i)\r_lS)(EA, HA)HO,sfl,RN tec- ‘)‘|_1 ’ H(FA> GA)HO,O,RN

Kombinieren wir dies mit (4.4), ergibt sich mit Lemma 4.6 gleichmifig bzgl. (E, H), (F,G) und w

(B, H @ T —iwr'S)(B, H

)”Rg(Q)ng“ )”0,571,9

<c (H (EA’HA)”O,t,RN + H (M - iwr_ls)(EﬁvHA)Ho,s—LRN + H(R G)Ho,s.,sz + H(E’H)”o,s—r,sz)

< (J(FOg o0+ 1E D], _.q)
und wegen A
(M —iwr 'S)(E,H) = —iw(E,H) —iwA(E,H) + (F,G) —iwr 'S(E, H)
schliefslich

”(E7 H)HR;?(Q)fo“(Q) + ”(r_ls + Id)(E7H)HO,s—1,Q sc (H(F’ G)”o,s,fz + ”(E7H)||O,S—T,Q)

Aufgrund der Monotonie der gewichteten Normen kénnen wir o. B. d. A. ¢ so nahe bei —1/2 und s so nahe bei
1/2 ansiedeln, dafs
l<s—t<T

gilt. Lemma 4.8 liefert dann die Behauptung. |
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4.5 Polynomiales Abklingen

Durch das Zerlegungslemma erzielen wir das polynomiale Abklingen sogar in dem Fall, daf A nur L°°~Eintrige
besitzt. Dies gelingt EIDUS in [13] (siehe auch [24]) im Spezialfall der klassischen elektromagnetischen Theorie
nur fir A mit C*~Eintriigen. In [37] wird das polynomiale Abklingen von P1CARD, WECK und WITSCH in
diesem Spezialfall auch fiir L°°~Matrizen ¢ und p mittels eines dhnlichen Zerlegungsresultates erzielt.

Wir zitieren zunéchst wieder von WECK und WITSCH aus [52] das

Lemma 4.10
Seien —1/2 <t <s—1und v € J € R\ {0} ein Intervall. Aus u € L} und (A +v*)u =: f € L2 folgt schon
u € H2_| und es existiert eine Konstante ¢ > 0, die nicht von u, f oder v abhingt, so dafi die Abschitzung

lull2,s—1ry < c- (”f"o.,s,RN + ”u"(l.,sz,]RN)

erfillt ist.
Wir gelangen zum

Satz 4.11
Seien w € J € R\ {0} ein Intervall, 1/2 < s € R\T und 7 > 1. Erfillt (E,H) € R_,(Q) x Dq;_ll(Q) die

Mazwell-Gleichung

(M +iwA)(E,H) =: (F,G) e L>1(Q) x L2 (Q)
so folgt (E,H) € RY_,(Q) x DIT1(Q) und es existieren von (E,H), (F,G) und w unabhingige Konstanten
¢, 6 >0, so daff die Abschdtzung

| a2 [E )00+ (B H

)||R371(Q)><Dgfi(ﬂ) <ec- ( 0,5,0 )”o,o,mU(o,é))
gilt.

Beweis:

Sei t > —1/2 mit (E, H) € RY(Q) x DIT1(Q). 0. B. d. A. nehmen wir t < s — 1 an.
1. Fall: t+1<s<t+rT

Wir zerlegen die Formen mit Hilfe von Lemma 4.6 und erhalten

(Ea, Hp) € H?? x H27H! mit (A +w?)(Ea, Hp) € oD x gRIT!

Lemma 4.10 liefert,
(Ea,Ha) € H?ﬂ X Hgffl

sowie mit einer Konstanten ¢ > 0 unabhiingig von (Ea, HA), (A + w?)(Ea, Ha) und w

H‘ (EAvHA)’Hz,stRN <c- (”(A + WQ)(EAvHA)Ho,s,RN + H (EA’HA)HO,sflRN)
Desweiteren ergibt sich aus Lemma 4.6
(E,H) € RI_, () x DI*{(2)

und die Abschétzung (0. B. d. A. 1 <7< 2)

|(B. i) qa_(oyxpitiey <€ (H (BasHa)osor v T IED g, 0+ (B, H)|]O7S_T7Q)
<ec- (H(A + W) (Ba, Ha) oy zv + [(FS @) + (B, H)”O’s_m)
<e (IF @y n+ 1B A, )

Da s —7 < s—1, liefert Lemma 4.8 die Behauptung.
2. Fall: s>t+r1
Mit o := TT_l > 0 wihlen wir £ e N, sodaf t + 7+ ({ — 1)ae < s <t + 7 + La gilt. Definieren wir dann fiir
k=0,...,¢
tr =t + ka und spi=t+1+k+Da=t+7+(k—1Da<s ,

so folgt
e +1l<sp<tp+T1
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Nun wenden wir wiederholt den 1. Fall an und erhalten schliefllich

(E,H) e R _,(Q) x D (Q)

so—1 se—1
Gilt s = sy, so sind wir fertig. Falls sy < s <t+ 7+ fa, definieren wir noch ty41 := sy — 1. Dann gilt
i1+ l=sp<s=tpp1+s—sp+1l=tpp1+s—t—(l+Da<tpp1+7—a<tp1+7
und zum letzten Mal mit dem ersten Fall
(B, H) € RY_,(?) x D*1(Q)

Die Abschatzung erhalten wir dann wie im ersten Fall. |

Bemerkung 4.12
Gilt in Satz 4.11 sogar (F,G) € L>4(Q) x L29(Q) fiir alle s € R, so folgt fiir alle s € R

(E,H) € RI(Q) x DITH(Q)
Dies ist 2. B. bei (F,G) € L22(Q) x L22"(Q) der Fall.

VOxX VOxX

4.6 Exponentielles Abklingen

Obwohl das exponentielle Abklingen der Eigenlosungen zum Beweis der Losungstheorie nicht notwendig ist,
werden wir es hier als Zugabe unter stirkeren Regularititsbedingungen an A beweisen. Wir iibertragen hier im
wesentlichen die Ergebnisse von EIDUS aus [13] (bzw. [24]), in denen der Fall der klassischen Maxwell-Gleichung
behandelt wird, auf ¢—Formen. Hierbei werden die gleichen Techniken zum Ziel fithren.

In diesem Abschnitt fordern wir zusétzlich

(e, 1) € C*1() x C*4F1(F)

mit beschrinkten Ableitungen fiir ein weiteres Aulengebiet = C . Man beachte hier, daf wir nach wie
vor das Abklingen nur von €, g und nicht von deren Ableitungen fordern. Desweiteren seien auch die Daten
entsprechend reguldr, d. h.

(F,G) € HpY(Z) x Hp T (=)
Lemma 4.13
Seien w € C\ {0} und (E,H) € R}

loc

= limy
(2) x DEEHE) mit

(M +iwA)(E,H) = (F,G)
Dann gelten mit (F,G) == (F,G) —iwA(E, H) in 2
() (B,H)eH(E) xHytt'(5)

loc loc

(i) divE=——divF wnd rotH=——r10tG |
w w

2 _ i = A ag2_ |rotdiv 0
(iii)) (A+w*)(E,H)= (M iw wD)(F,G) , wobei 0 := A — M* = { 0 divrot| -
Beweis:

(i) erhélt man mit einer iiblichen Abschneidetechnik und Satz 3.6 sowie Bemerkung 3.9.

Zunichst ist (M + iwA)(E, H) = (F, G) dquivalent zu
(M +iw)(E,H) = (F,G) —iwA(E,H) = (F,G) . (4.6)

Hieraus erhalt man (ii) durch Anwendung der Divergenz bzw. Rotation auf die erste bzw. zweite Komponente.
Wenden wir M — iw auf (4.6) an, erhalten wir

(M? +W?) (B, H) = (M —iw)(F,G)

divrot 0

2 _
Wegen M* = { 0 rot div

] = A — [ und (ii) ergibt sich hieraus (iii). |

Durch einfaches Nachrechnen erhalten wir das
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Lemma 4.14
Sofern die folgenden Operationen durchfihrbar sind, gelten fiir m € R:

2— N
(i) CV rm = @TWL—IX > CA.')”” = (2T8r — M)T"L
, , , . >
(ii) Crot,rm — @rm—lR , Cdiv,rm — @T’m,—lT , CM,W” — ﬁrm—ls
r r .
1
(iii) Caivrot,rm = (T(r*lTroteriv rflR) _ m(mij)r%TR)T,m
r r
1
(iii/) Crotdiv,rm = (%(TﬁleiV—FI‘Ot TﬁlT) — %T*QRT)TM,
1
(iv) Capm = (@(r_l(Trot +Rdiv) + (divr 'R 4 rot r_lT)) — %)TTH
r
O e (R[0T 0] [T 0y
v S =y 0 r~1Trot+divr—'R r2 r o TRI)"

Bemerkung 4.15
Ein Vergleich der A—Terme in obigem Lemma liefert die fiir sich interessante Formel

N-1

r

+20, =r 'Trot+r 'Rdiv+divr 'R+ rotr~'T

Hier ist 0, komponentenweise bzgl. kartesischer Koordinaten zu verstehen.
Nun definieren wir fiir m € R gewichtete Formen

(e,h):=r"(E,H) , (f,g) =r"(F,G)

und bestimmen, welche Gleichung sie in = 16sen. Aus Lemma 4.13 (iii) folgt nach Multiplikation mit ™ mit
Hilfe der Kommutatorrelationen aus Lemma 4.14
m(m+2— N)

(A+w2—|— -
,

)(e, h) — 2%&(6, h)

= (M —iw— iD) ((f,9) — iwA(e, h)) + (— Crpm + gCD,Tm)(F, Q)

- (M Ciw— iD - %r‘lS) ((f.9) —iwA(e,h)) (47)
i/m [r'Rdiv+rotr 1T 0 .2
+ w (7 [ 0 r‘lTrot—i-divr_lR} )<(f’ 9) —iwh(e,h)

_ i(MT—z [PBT TOR} )((7.9) — iwh(e. )

w r2
= (1.9)
Lemma 4.16
Seien w € R\ {0}, 7> 1 und (E,H) € RY_, (E) x D(’:}l(E) mit

2 2
(M +iwA)(E,H) = (F,G) € H>Y(Z) x HXTY(Z)  fiir alle s € R

und p, :=n(r—p+1). ) i
Dann folgt fir alle s € R und alle Aufengebiete = C E mit dist(Z,0Z) > 0
(E,H) € H}(Z) x HZ"(S)

Desweiteren gibt es fiir alle p,p’,£ € R mit p' > p und £ > 2 eine Konstante ¢ > 0 und eine nichinegative
Funktion 6 mit tlim 5(t) =0, so daf fiir alle m € R und o,p € Ry mit A(p) C Z die folgenden Abschitzungen
—00

gelten (C und 0 dirfen also von (E,H), (F,G), A, w, p,p’ und £ abhingen, aber nicht von m oder o ’)
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(ii)

(ii)

(iv)

(v)

Beweis:

Losungstheorie des zeitharmonischen Problems

r2

+ Z/ <ppr”’8a(e,h)‘2d}\‘
RN

la|=1

‘ —/RN o ( L +]0/2(“]\[_2))|(e,h)|2 dA

< [((F 0o (1)) | + ¢ mlp + 12t

r2

~(N-2) Y /RN 0ol 0% (e, 1) [* dA

lal=1

‘/RN gop(NwQ—F m(m+2—N)(N—2))|(e7h)’2 I\

+4m/ 0|0 (e, 1) d)\‘
RN

< ‘ Re <(f~a g)a‘ﬂ,ﬂ“ar(e, h)>]RN) +c- mQ(p + 1)27n+1

(F-2) ™M) <30 (mlp+ 027+ 30 [ grfor (et an

| <2

4
+/ Qor? !(f,g)lzdwr/ PP !(e,h)|2d)\)
RN RN T

((F. ) oo™ ))an | < 300) - (mlp+ 1)+ 3 [ o07[0%(e,h)[* dA
o

jal<1

+ ) /RN opr? |0°(f,9)|” d

jal<1
m4 2
+/RN eor? 2| (e, )| ar)

+c-o- Z/ <pprp|8a(e,h)’2d)\
RN

lal=1

+c-ot / goprp|(e,h)|2 d\
]RN

[Re (.0 pr0n(e))n| < 50)- (m2o+ 1020 4 30 [ gplor (e an

lo|<2

+ Y /RN 0o’ |0%(f,9)|” dA

lor<2

4
+ ) /RN eomrr |07 (e h)|” dr)

la<1

Nach Satz 4.11 bzw. Bemerkung 4.12 erhalten wir fiir alle s € R

(E,H) € RY(Z) x DIT(E)

und durch Korollar 3.8 sowie Bemerkung 3.9 fiir alle s € R

(E,H) € H}(S) x HZY(S)
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Damit sind (e, k) und (£, g) fiir alle m € R wohldefinierte Elemente von H>%(Z) x H24+1(Z)
Multiplikation von (4.7) mit ¢,7?(e, h) fiir p € R bzw. ¢,r0, (e, h) im RY—Skalarprodukt liefert

(3wt + 220 ) = 220 e g e)) = (oo (e

bzw.

<(A+w2 N W)(e,h) 2?:0T(e,h),g0pr8r(e,h)>RN = (£,3), @pr0n(esh))gn

Nun erhalten wir (i) bzw. (ii) aus (4.8) bzw. (4.9) durch partielle Integration und der Eigenschaft

supp Vo, C Z(p,p+1)

45

Wir bekommen die Abschétzung (iii), indem wir durch wiederholte partielle Integration die Ableitungen von
A(e, h) bzw. (f,g) wegschaufeln und das Abklingen von A bzw. die Integrierbarkeit von (f,g) ausnutzen. Bei
(iv) diirfen wir keine zweiten Ableitungen mehr auf (e, h) lassen, so daf§ wir in die Abschétzung ein o einfiigen
miissen, da wir kein Abklingen der Ableitungen von A verlangen. In der Abschitzung (v) tritt ein schwieriger

Term auf, ndmlich
Re <DA(6, h), ¢,ror(e, h)>RN = —Re (div ée, div(goprare»RN — Re (ot fih, rot(goprarh»RN
Der Anteil des ersten Summandens, der die grofsten Schwierigkeiten verursacht, ist

Re < div ée, p,r0, div 6>RN ,

denn wir kénnen hier nicht mehr partiell integrieren, da e nur zweimal schwach differenzierbar ist. Hier bestim-

men wir aus Lemma 4.13 (ii) mit Lemma 4.14
dive = Zp1Te — i(div fmrflT)f — (div fﬂrflT)ée
r w T T
und setzen dies ein, so daf wir den schwierigsten Term durch

1
Re < div ée, p,ro, div ée>RN = 5/ ©,pr0y| div el? d\
RN

behandeln kénnen, denn dieser 1dft sich nun mit zwei partiellen Integrationen einfach abschétzen. Der zweite

Summand Re ( ot jih, rot(¢,7d,h)) .y wird analog behandelt.

Durch partielle Integration und Approximation in Cg”?(E) erhalten wir das

Lemma 4.17
Fiir alle p € R eistiert eine Konstante ¢ > 0, so daf fir alle v € H>Y(2) und p mit A(p) C E
2

> / @pr?|0%ul* dA < c-/ rp( > 0%ul® + |Au|2) dX
|| =2 RY A(p) la|=1
gilt.

Kommen wir zur eigentlichen Abschétzung. Unser Ziel ist es, eine Exponentialreihe abzuschéitzen.

Alle Konstanten ¢ und die Funktion 0 hingen im folgenden nicht von m ab. Wir multiplizieren Lemma 4.16 (i)

fiir p = 0 mit N — 2, kombinieren dies geeignet mit Lemma 4.16 (ii) und erhalten

92
/ ¢p<2w2_m(N722)>‘(e,h)|2 d>\+4m/ g0p|8r(e,h)|2 d\
RN RN

<c- (‘<(f~a 9), ¢ple, h)>RN‘ + ‘ Re<(f, g)’¢9r67'(€vh)>RN‘ +mP(p+ 1)2m+1>

Dann schétzen wir mit Hilfe von Lemma 4.16 (iii) und (v) weiter ab:
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| el ax
]RN

<ec. (\<<f1 3). woles))gn | + | Re((F,9), 0pr0r (e, 1)y |+ m2(0 + 1)2m+1>

_9)2
+/ (pplim(N 2) (e, b)) dA (4.10)
RN T
Z/cpp|5‘eh d)\+2/<pp4‘aaeh|d>\
|a]<2 la|<1 "
+ Z/ gaprqﬁo‘ (f, g | d)\> +c-m (p+1)2m+1
|| <2

Nun schiitzen wir mit Hilfe von Lemma 4.17 die zweiten Ableitungen von (e, h) durch die ersten und A(e, h)
ab, setzen fiir A(e, h) die Gleichung (4.7) ein und erhalten fiir hinreichend grofse p

Z/ <pp|(9o‘eh

lo]=2
e (X [ enlrs wme+z/% o0 )
\a|<1 la|<2

+e-mt(p+1)*"

Dies setzen wir in (4.10) ein:

/%mWw
]RN

Z / #o(1 ’aa e.h)|” dr+ > / oo ( g)\aa(f,g)!2 dA) (4.11)

lal<1 la|<2

+c-mi(p+ 1)t

Fiir alle p € R liefert Lemma 4.16 (i) eine Abschitzung

Z/ goprp|8°‘eh’ dA
lal=1
2

m
<ec- P(] 4
_C/JRNSOPT(_'_TQ

(e m)[F dx -+ eomlp+ 124 4 [((F. ), 0o (em)gn|

so daf mit Lemma 4.16 (iv) fiir geniigend kleines ¢ und grofes p
Z/ gorplaaeh’ dA
=1

4
SC'/ saprp(um )|(e, h)| d\+c-m(p+1)2"P ¢ Z/ e [0%(f,g \ dA
RN r

o] <1

folgt. Wir setzen diese Abschitzung der ersten Ableitungen fiir die Werte p = 0 und p = —4 in (4.11) ein
(0. B.d. A sei0<p/ <l <2):

/%mWw
]RN

Sg(p).</w<pp( )eh dA+Z/ 0,m*r|0°(f,9)|° d )

la|<2

+c-m5(p+ 1)2m+1
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Fiir geniigend grofse p erhalten wir daher

/‘ <pp|(e, h)|2 d\
RN

S(S(p)</ﬂ§ ©p 8‘6 h d)\+ Z/ (pmr/’aa f.q ’ d/\)—|—c-m5(p+1)2m+1

|| <2

Beachten wir, daft supp (1 — gop) |A(p) C Z(p,p+1) gilt, so folgt unabhingig von m

/A(p)}(e,h)fcu
<d(p) - (/A() (e, h)| 2\ + z / 4r£]8a(f,g)|2d)\) +c-mP(p+1)2mt!

laf<2
Wir transformieren nun wieder auf (E, H) und (F,G) und bekommen schlieflich mit k := 2m das

Lemma 4.18
Sind die Voraussetzungen von Lemma 4.16 erfillt, so gilt fiir alle hinreichend grofien p unabhdngig von k € R

/ r*| (B, H)|? dA
Alp)

<5(p)-k8-(/A() 8B, H)[* dA + Z/ k0o (F, G d)\)+c K (p + 1)k
P

la|<2
Hieraus erhalten wir direkt das exponentielle Abklingen im

Satz 4.19
Seien w € R\ {0}, 7 > 1 und exp(tr) - (F,G) € H»4(Z) x H>9TY(2) fiir alle t € R sowie

(B,H)eR? ,(E)x DI () mit (M+iwA)(E,H)=(FQG)

1 _1
2 2
Dann folgt fir alle t € R und alle Aufengebiete = C E mit dist(Z,0Z) > 0
exp(tr) - (E,H) € H>(Z) x H*1T1(2)

Beweis:
Sei t € R beliebig. Wihlen wir p grof genug, so daf Lemma 4.18 anwendbar ist, liefert dieses fiir natiirliche
Zahlen K1 < Ks:

/ 2 dx

k
Z / k=SB, H)[? dA+ 6(p tZ/ kS"“\aO‘FG)\
Alp)

Kz
k K al<2 Al o, <ghrkpt

i, F
K
Py BlDo——
1 k
<(5(+1) " (p+1)
K k )
t 8tr) 2
<6 S 7/ K8 (B, H)[2 dA + 8(p Z/ Vo))
k=K (k=8 Jag laj<2”A0) k=K,
K>
51‘ +1
+c Z p ) (p+1)
k=K

Ko k+8

4 feY 2 5

<ilp) Y. ?/ k| (B, H)|* d\ + 6(p Z/ exp(8tr)rt|0*(F, G)|” d\ + ce™ Pt (p + 1)
k=k,—8 AP <2’ AP)
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Sei nun p so groR, dak etwa d(p) - 3 < 1/2 gilt. Dann erhalten wir

K> k
3 i/ r*| (B, H)|? dA
k)

Ki-1 k48
t
<dsp) /. B H) P dh+6(0) D / exp (8t + 1)r)|0*(F, G)|* dA
k=K, —8 (p) <27 Ale)

+ cexp (5t(p+ 1)) (p+ 1)

Die rechte Seite ist nun unabhfingig von K5, so dak der Satz von der monotonen Konvergenz
t
/ exp(tr) - |(E,H)|2 d\ < o0 ,d. h. exp (5 r)-(E,H) e L?9(2) x L27(2)
A(p)

liefert. Aus der Differentialgleichung bekommen wir fiir alle t € R
exp(tr)M(E,H) € L*(Z) x L27M(Z)
Mit
o M(exp(tr)(E,H)) = exp(tr)M(E, H) + texp(tr)r *S(E, H) € L*I(E) x L*9*1(2)

=exp(tr)(F,G) —iwexp(tr)A(E, H) + texp(tr)r 'S(E, H)
* div (exp(tr)eE) = exp(tr) diveE + texp(tr)r~'TeE

)

L exp(tr)div F 4 texp(tr)r~'TeE € L»171(2)
w
. rot (exp(tr)uH) = - exp(tr)rot G + texp(tr)r 'RuH € L*913(2)
w
folgt zuniichst durch Korollar 3.8 und Bemerkung 3.9 in einem Zwischengebiet Z mit 2 Cc = C 2
exp(tr)(E, H) e HY(2) x HY ()
Dies liefert

o M(exp(tr)(E,H)) € H"(E) x HMT(2)

o div (exp(tr)eE) € HY1(2) ,
. rot (exp(tr)uH) € HY2(5) ,
so dak wir mit dem selben Argument exp(tr)(E, H) € H>4(Z) x H>9t1(Z) erhalten. |

Bemerkung 4.20
Fiir (F,G) € L24(Z) x L2ITY(Z) liefert Satz 4.19 fiir alle t € R mit = := RN \ supp(F, G)

exp(tr) - (E, H) € H*(Z') x H*T(Z)

4.7 Polynomiales und exponentielles Abklingen der Eigenl6sungen

Um das polynomiale und exponentielle Abklingen der Eigenlosungen von Max(A,w,0,0) fir w € R\ {0} zu

beweisen, geniigt aufgrund der Vorarbeiten der letzten beiden Abschnitte der Nachweis, dafs diese Elemente von

Li‘il(ﬁ) x Li"iﬁl(ﬂ) sind. Dies wird im wesentlichen die Strahlungsbedingung liefern. Doch zuerst zu einem
2 2

technischen Lemma <Vgl. mit [[37], Lemma 2.9] von P1CARD, WECK und WITSCH):
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Lemma 4.21 .
Seien a, 3 € R mit @ < 3 und RN \ Q C U(0,a). Desweiteren seien (E,H) € RY(Q) x DI (Q) mit einem
teR und p € CO([a,ﬂ], C) gegeben. Dann gilt fir

v o [0, — C

o /ﬁ p(s) ds

max{a,o}
und mit & :=por, V:=4or

(®r 'RE, H) (a5 = (Vrot E, H)onu(0,8) + (YE, div H)onp (0,6
Beweis: 5
Sei (E, H) € C%(Q) x C7T1(Q) . ¢ ist auf [0, ] konstant gleich ¢ := / ©(s)ds, auf (a, 8) differenzierbar
mit 1" = —p und es gilt ¥(8) = 0. Mit dem Satz von Stokes erhalten wir daher

(Urot B, H)onu(o,8) + (YE, div H)onu (0,8
=cC- (rot .E7 H>QF‘|U(O,04) +c- <E, div H>QﬁU(O,a) + <\I/ rot E, H>Z(a,ﬁ) + <\I/E, div H>Z(a,ﬁ)

:C'/ LZ(E/\*F)'F<<I)T71RE7H>Z((1,[3)
S(0,c)
_ / v (E A +T) +c‘/ 5 (G(A)(E A )
5(0,a) 5(0,8)

Hierbei sei ¢, : S(0,7) — R die natiirliche Einbettung des Randes.
Mit Hilfe von Glittungsoperatoren (beachte supp E € Q!) erhalten wir fiir alle (E, H) € C;>%(92) x DT (Q)

1 .
<q)7' RE7H>Z(()¢,5) = <\I/ rot E, H>QF‘IU(O,B) + <\I/E’d1VH>Qf‘IU(O,ﬁ)

und schliefilich aufgrund der Dichtheit von C;”%(Q) in R} (), sieche Lemma 3.1, die behauptete Identitét fiir
alle (E,H) € RY(Q) x DI (Q). ]

Satz 4.22
Seien 7 > 1 und w € R\ {0} . Ist (E, H) Lisung zu Max(A,w,0,0), so folgt

(B,1) € () (R{(Q) Ne4DIR) x (DI (@) N LoRET ()
teR

Gilt desweiteren (¢, 1) € C*9(Z) x C*9Y(Z) mit beschrinkten Ableitungen fiir ein weiteres Aufengebiet Z C Q0
so liefert dies fiir allet € R

exp(tr) - (B, H) € (RI(Q) Ne'DI(Q)) x (DI1(Q) N~ RI(Q))
und fiir alle Aufengebiete = C = mit dis‘c(é7 0E) >0
exp(tr) - (E,H) € H>(2) x H*1T1(2)

Beweis:
Satz 4.11, Bemerkung 4.12, Satz 4.19, Bemerkung 4.20 und die Differentialgleichung M (E, H) = —iwA(E, H)
liefern die Behauptungen, falls wir

(B, H) € L2, (@) x L2 (@)

2

zeigen konnen, denn
rot R1(Q) C oRIT(Q) sowie div D9t (Q) c (DY(Q)
Die Strahlungsbedingung aus Definition 4.2 (iii) liefert fiir < 8 mit RN \ Q € U(0, ) ein t > —1/2, so dak

ﬁlirr;o ”TﬁlRE‘ + HHO,t,Z(aﬂ) <00
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gilt. Wir multiplizieren dies aus und erhalten

|r—*RE+H Ir ' REIS ;. z(a.p) + 1HIG ¢ 2008 + 2Re(®r ' RE, H) 7(a,5)

2
Ho,t,Z(a,B) -

mit ¢(o) := (1+02)! und ® := por. Lemma 4.21, die Differentialgleichung und die Symmetrie von ¢, u liefern
dann

(@r~'RE, H) 7(0.5) = (Y10t E, H)ornu(0,5) + (YE, div H)ornu(o,5)
= —iw(YuH, H)anu(o,p) +iw(VYE,eE)onu,s €1R

eR €R

Somit ist Re(®r ' RE, H) 7(a,5) = 0 und mit dem Satz von der monotonen Konvergenz bekommen wir im Limes
f— o0
H e LPH(Q)

Der zweite Teil der Strahlungsbedingung, r*TH + E € Li’zl(Q), liefert E € Li"il(Q), d. h.
2 2

(B, H) € L2, (@) x L274}(0)

2

4.8 Fredholmsche Alternative

Wir haben nun alle Hilfsmittel zusammen und Vorbereitungen getétigt, um die Losungstheorie zu reellen Fre-
quenzen (ungleich Null) zu beweisen. Das hier erreichte Resultat ist in seiner Struktur mit denjenigen von
WECK und WITSCH in [52] oder mit PICARD in [37] bzw. in der Diplomarbeit [24] vergleichbar und es werden
dieselben Methoden zum Ziel fithren. Wie schon angekiindigt wird uns das Prinzip der Grenzabsorption die
Losung liefern. Zur technischen Vorbereitung bendtigen wir das

Lemma 4.23 5
Seien (E,H) € R{

loc

(Q) x Dq+1(§) sowie p, :=1-—n(p~ ) und ®, := ¢, or. Dann gilt fiir alle p € Ry

loc

(rot B, ®,H)q + (®,E,divH)o = —(¢,(r)r'RE, H),,

Ist zusitdich (E,H) € R}(2) x DITH(Q) bzw. (E,H) € R}(Q) x DITH(Q) mit t,s € R und t + s > 0 bzw.
t+s>—1, so folgt
(rot E, H)q + (E, div H)g = 0

Beweis:

Wir haben (®,E, H) € RY

VOX

(Q) x pett (ﬁ) und damit

loc

0= (1ot(®,E), H),, + (®,E.,div H)g = (B, 10t E, H)q + (®,E,div H)q + (¢, (r)r ' RE, H),,

Sei nun (E, H) € R}(Q2) x DITH(Q) bzw. (E, H) € R}(Q) x DZ"1(Q) mit den entsprechenden Bedingungen an
t und s. Dann folgt mit dem Satz von Lebesgue

(rot E,®,H)q + (®,E,div H)q “==% (rot B, H)q + (E, div H)q
und
_ 1 1
(¢ (r)r RE, H) | = o (0 (o™ ) REH)

<ec- |<7‘71r71RE,H>A(p)’ <c-|E

p—00
0,5,4(p) —— 0

lo,t,4(0) - |1H|

Bemerkung 4.24

Fir (E,H) € RY(Q) x DIY(Q) bzw. RI(Q) x DI (Q) und (e, h) € RI(Q) x DI(Q) baw. RY(Q) x DIH(Q)
mitt+s>0 bzw. — 1 gilt

<M(EaH)7 (e7h)>£2 + <(E,H)7M(€, h>>Q =0
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Ein weiterer wesentlicher Bestandteil der Losungstheorie, welcher die Konvergenz bei der Grenzabsorption
generiert, ist die Maxwellsche Kompaktheitseigenschaft (So wollen wir sie im folgenden nennen.). Diese ist eine
lokale Eigenschaft des Gebietsrandes.

Definition 4.25
Ein Gebiet = C RY besitzt die ,Mazwellsche Kompaktheitseigenschaft”, kurz MKE, falls fiir alle ¢ € {0,..., N}
die Einbettungen

RY(Z) N DY(E) — L29(Z)
kompakt sind. Ein Gebiet = C RN besitzt die ,lokale Mazwellsche Kompaktheitseigenschaft”, kurz LMKE, falls
fiir alle g € {0,..., N} die Einbettungen

RI(Z) N D(Z) — L2(E)

loc

kompakt sind.

Zur MKE in beschriinkten Gebieten existiert eine reichhaltige Literatur. Zuerst wurde die H-Norm durch
die R? N D?Norm abgeschiitzt (Gaflneysche Ungleichung) und dann mit dem Rellichschen Auswahlsatz ar-
gumentiert. Dazu benétigt man relativ glatte Rander; siehe z. B. LEIs, [[20], page 157, Theorem 8.6]. Im

Fall ¢ = 0 ist sogar H? = R? = RN D°. In [44] gelang WECK erstmals ein Beweis der MKE fiir be-
schrénkte Gebiete mit nichtglatten Riandern (,Kegelgebiete”). Weitere Beweise der MKE finden wir bei PICARD
in [31] (,,Lipschitz—Gebiete”) und im klassischen Fall bei WEBER in [42] (,Kegelbedingung”) sowie WITSCH in
[57] (.Spitzenbedingung”). Ein Beweis der MKE (im klassischen Fall) fiir beschrinkte Gebiete, der die bisher
grofste Klasse von Réndern behandeln kann, wird von P1cARD, WECK und WITSCH in [37] gegeben, wobei im
wesentlichen die Techniken aus [44] mit denen aus [31] und [57] verkniipft werden.

Bemerkung 4.26
(1) Beschrinkte Gebiete mit Kegeleigenschaft, siehe [{4], oder Lipschitz—Gebiete, siehe [31], besitzen die MKE.
(ii) Die MKE bzw. LMKE st eine Eigenschaft des Gebietsrandes.

(iii) Seien e, € VI°(2) fiir alle g € {0,..., N} gegeben.
= besitzt genau dann die MKE bzw. LMKE, wenn fiir alle ¢ € {0,..., N} die Einbettungen

RY(Z)Ne,'DUE) — L*(E)  baw.  Lyl(E)

kompakt sind, d. h. die MKE bzw. LMKE 1ist unabhdngig von ¢, .
Desweiteren besitzt 2 genau dann die MKE bzw. LMKE, wenn fir alle g € {0,..., N} die Finbettungen

SRIHNDIE) = L2(E) b LE)

loc

kompakt sind, denn aus E € e;'RI(Z) N D(E) folgt ¢, € RY(ZE)Ne,DIU(E) und e, besitzt die gleichen
Figenschaften wie ¢4 selbst.

(iv) Fiir Aufengebiete = C RY sind dquivalent:

(a) = besitzt die LMKE.

(b) Fiir aller > 1o mit RN\ Z € U(0,7¢) besitzt ZNU(0,7) die MKE, d. h. fiir alle ¢ € {0,..., N} und
alle r > ro sind die Einbettungen

o

RY(ZNU(0,7)) NDY(ENT(0,7)) — L>Y(ENT(0,7))

kompakt.
(b') Fir alle r > ro mit RN \ 2 € U(0,7) und alle e, € VI°(2) sind fiir alle ¢ € {0,...,N} die
Einbettungen
RI(ENU(0,7) Ne,'DIENT(0,7)) — L>(ENU(0,7))
bzw.

e 'RY(ENU(0,7) N DYENT(0,7)) — L>(ENTU(0, 7))
kompakt.
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(c) Firallet,sc Rmitt <s undqe{0,...,N} sind die Finbettungen

[e]

R{(Z) N DI(E) — LY(2)

kompakt.
(¢') Fir allet,s € R mitt < s und alle e, € VI°(2) sind fir alle g € {0,..., N} die Einbettungen

bzw.

kompakt.

Als Reprasentanten der Argumentationen bringen wir die

Beweisskizze zu (iv), (a) < (c):

<: Eine in RY(Z) N DY(Z) beschréinkte Folge (E),)nen enthélt nach Voraussetzung (wir wihlen t < 0 =: s)
cine Teilfolge, die in L}/(Z) gegen ein E € L;%(Z) konvergiert. Dann folgt inshesondere E € L24(Z) und die
Konvergenz dieser Teilfolge in LIQ(;Z (Z) gegen E.

= Eine in RY(Z) N DY(E) beschrinkte Folge (E,)nen enthilt zunéchst eine Teilfolge, die schwach in L2%(Z),
sogar in RY(E)NDY(E), gegen ein F € L>9(Z), sogar £ € RY(Z)NDY(Z), konvergiert. Mittels einer Abschnei-
detechnik und der LMKE erhalten wir durch sukzessive Teilfolgenauswahl und Ubergang zur Diagonalfolge eine
Teilfolge (Exn)nen , die in LQ’Q(E) gegen dasselbe E konvergiert. Dann gibt es nach Lemma 4.8 zu beliebigem

loc

§ > 0 eine Konstante ¢ > 0 und ein Kompaktum K C Z, so daf gleichmifig bzgl. n

”E - Eﬂ'nHO,t,E <c- HE - ETrn”O,O,K +6 : "E - Eﬂn”O,s,E

n— 00 0 beschrankt

gilt. Wir erhalten fiir beliebige § € R

limsup |E — Ern|2, =<6 ,d h.  Enp —5E in LYYE)

n—oo

Zur Formulierung des Hauptresultates dieses Kapitels benoétigen wir noch die

Definition 4.27
Wir definieren

P:= {w e C\ {0} : Max(A,w,0,0) besitzt eine nichttriviale Losung. }
und fir w € C\ {0}
N(Max, A, w) := {(E,H) : (E,H) 16st Max(A,w,0,0).}

Bemerkung 4.28
Es gilt P C R\ {0} und fir w e C\R

N(Max, A, w) = N(M —w) = {(0,0)}
Wir sind am Hauptresultat dieses Kapitels angelangt, der Losungstheorie:

Satz 4.29
Sei 7 > 1 und Q besitze die LMKE. Dann gelten:

(i) Fir alle w € R\ {0} sind
N(Max, A, w) = N(M —w) € () (RE(Q) Ne~1DY(Q)) x (DIF(Q) N p~ LRI Q)
teR

endlichdimensional.
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(ii) P besitzt in R\ {0} keinen Hiufungspunkt.

(iii) Fir alle w € R\ {0} und zu jedem (F,G) € Li’i (Q) x Li?_l(Q) existiert genau dann eine Lisung (E, H)
2 2
von Max(A,w, F,G) , wenn fiir alle (e, h) € N(Max, A,w)

((F,G), (e,h)>Q =0 (4.12)
gilt. Die Losung kann so gewdhlt werden, daf fir alle (e, h) € N(Max, A, w)
(ME,H),(e,h)), =0 (4.13)
erfiullt ist und sie ist dadurch eindeutig bestimmt.

(iv) Der Lisungsoperator aus (iii), welchen wir wie denjenigen in Satz 4.5 auf L, taufen, bildet fir alle s > 1/2

und t < —1/2

(L29(Q) x L2771(Q)) N N(Max, A, w)*
stetig nach

(R{ () x D{TH(Q)) N N(Max, A, w)
ab, d. h. zu jedem w € R\ {0} und allen s, —t > 1/2 existiert eine Konstante ¢ = c(w,t,s) > 0, so daff
fiir alle

(F,G) € (L29Q) x L2971(Q)) N N(Max, A, w)*

die Abschdtzung

|£o(F.G <ec-|(FG

)HR;I(Q)ng“(Q) )HO,S,Q
gilt.

Hier bezeichne L, die Orthogonalitit bzgl. des (A -, - Yo—Skalarproduktes.

Beweis:

Das polynomiale Abklingen der Eigenlosungen haben wir schon in Satz 4.22 gezeigt.
Wiren (i) oder (ii) falsch, so existierten Folgen (we)een C R\ {0} und ((E,, Hy))
w22 L eR \ {0} und ((E,, Hy)) ey €in A-ONS wiire.

Im Fall (i) ist dies klar. Im Fall (ii) konnten wir o. B. d. A. wy # wy, fiir £ # k wihlen und mit Bemerkung
4.24 und dem polynomialen Abklingen der Eigenltsungen erhielten wir

ven © N(M = wy), so daf

i(wi — we)(A(Ee, Hy), (Ey, Hy)), = (M(Eq¢, Hy), (Ex, Hy)) o, + (B¢, Hy), M(Ey, Hy) ), = 0
#0

Durch Normierung der Eigenlosungen bekdmen wir ein A—ONS.
Als ONS konvergiert ((E¢, Hy)),_, schwach in L*9(Q) x L***!(Q) gegen Null. Desweiteren ist ((E, Hy))

m

LeN LeN

(RU(Q) Ne'oDY(Q)) x (DT Q) Np~ ' yRITHQ))
beschréinkt. Die LMKE liefert dann die Konvergenz einer Teilfolge ((Eﬂg,HWg))EEN in Li;g(ﬁ) X Li;gH(Q),
und zwar gegen (0,0) wegen der schwachen Konvergenz gegen (0,0). Fiir ein 1 < s € R\ I liefert Satz 4.11
gleichméRig bzgl. ((E[,Hg))eeN und (wy)een die Abschiitzung
2
1= <A(E7r€; Hﬂ'@)a (E‘n'[»Hﬂf)>Q <c- H(Eﬂ'é)HTrZ)HO’O’Q

S C- ||(E7r£7Hﬂ'Z)|

{—00 0

< ¢ |[(Bre, Hu)|

2 2
|0,s—1,9 0,0,Q2NU(0,5)

ein Widerspruch.
zu (iii): Zunichst ist (4.12) notwendig, denn fiir (e, h) € N(Max, A, w) folgt mit dem polynomialen Abklingen
aus (i) und Bemerkung 4.24

<(F7 G)7 (67 h)>Q = <(M + “‘}A)(Ea H)v (67 h)>Q = 7<(Ev H)v (M + iWA)(ev h) >Q =0

—_——
=0

Wenden wir uns nun dem Existenzbeweis mittels des Prinzips der Grenzabsorption zu. Seien dazu w € R\ {0}
und (F,G) € L27(Q) x L2971(Q), so dak
2 2

A ((F,G),(e;h)),, =0

(e,h)eEN(Max,A,w)
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gilt. Seien desweiteren (o¢)sen eine positive Nullfolge und ((Fy, Gr)), ., C L2%(Q) x L2771 (Q) eine Folge mit

einem s > 1/2 und

£eN

A ((Fi,Go). (e, h)), =0,

(e,h)eEN(Max,A,w)

so dak (Fy, Gy) Lo, (F,G) € L29(Q) x L>*T1(Q) . Dann definieren wir
wei=vVw+ioweCyp\R

. . {—o0 .
mit w? = w? + 10w und wy —— w sowie

(B¢, Hy) == Lo, (Fo, Gy) € ﬁq(Q) x DHQ)
die nach Satz 4.5 eindeutigen Losungen zu Max(A, wy, Fy, G¢), d. h. es gilt
(M +iweN)(Ee, Hy) = (Fy, Gy) . (4.14)
In Analogie zum Lemma 2.18 gelten auch die Zerlegungen (Wir bezeichnen hierbei @. als die orthogonale
Summe bzgl. des (¢-, - )o—Skalarproduktes!)
o« L29Q) = m G oDYQ) = sm D1 0DU(Q) (4.15)
o L2TH(Q) = div DI+2(Q) @,y LRITH(Q) = pdiv DIF2(Q) @, -1 (RIFLQ) (4.16)

Daraus folgt
L24(0) x L21*(0) = (rot Ri-1(Q) x div D72(Q)) @y A~ (,DY(Q) x Oﬁq+1(n))
= A(rot Re-1(Q) x div Dr2(Q)) @1 (4D(R) x oﬁq+1(9))
Mit Hilfe dieser Zerlegungen spalten wir unsere Felder auf:
o (B Hy) = (B} HY) + (B}, H) € (vot Re-1(Q) x div D72(0)) @4 A1 (oD7(9) x Of{qH(Q)) (4.17)

o (F,Go) = (F},G) + (F},G}) € A(rot Re-1(Q) x div Dr2(Q)) &1 (D) x Oﬁq+1(9)) (4.18)

Da rot R4=1(Q) x div D7+2(Q) C (RY(Q) x (D"1(Q), erhalten wir durch Einsetzen in (4.14)

M (B}, Hf) +iwA(Ey, Hy ) +iweA(EF, HY) = (F, Gy) + (F, G7)

In dieser Gleichung gehéren nun die unterstrichenen Summanden zu (D?(Q2) x (RIT1(Q) und die restlichen zu

A(rot IO{(I—l(Q) x div D‘1+2(Q)> , so dak sich (4.14) in die beiden Gleichungen

iweA(Ey, Hy) = (F},Gy)  und (M +iwA)(Ef, Hf) = (F7, G) (4.19)

aufteilt. Als Orthogonalprojektionen konvergieren die Formen (FJ', G}) fiir k = 1,2 und somit auch (E}, H})
in L*9(Q) x L*7"(Q) . Wir machen die zusitzliche Annahme

AV A B H),o<c (4.20)

t<—l >0  (eN

und werden am Ende des Beweises die zu (4.20) gegenteilige Annahme zum Widerspruch fiihren.

Sei nun ¢’ ein solches ¢ mit der Eigenschaft (4.20) . Dann ist auch ((E7, Hf))ZGN in L4(Q) x L5 (Q) und durch
(4.17) und (4.19) sogar in (RZ(Q) Ne~1oDY(Q)) x (DETH(Q) N~ oRET () beschriinkt. Die LMKE liefert
fiir ein beliebiges ¢ < t' eine Teilfolge ((E?rszTzre))zeNv die in L?’Q(Q) X L?’qH(Q) konvergiert. Mittels (4.19)
konvergiert ((EZ,, H72"€))Z€N dann auch in RY(Q2) x DgH(Q) und schlieRlich ((Ere, Hre)) oy in RE(Q2) x D‘tZH(Q)
gegen, sagen wir,

£eN

(B, H) € RY(Q) x DIT'(Q)
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Dies erfiillt
(M +iwA)(E,H) = (F,G)

Da die Eigenlosungen polynomial abklingen, erhalten wir fiir beliebige (e, h) € N(Max, A,w) und alle £ € N mit
Hilfe der Bemerkung 4.24

0= ((Fre,Gre), (e, h = —((Erey Hrp), (M +iwzeMN)(e, h =1 (W — W) (A(Ere, Hre), (e, h
((Fre, Gre), (e,h))g, ((Exe, Hre), ( eN)(e,h))g, =1 (@ne — w) (M Ere, Hre), (e, h)),
#0
und daher <A(E7r£,Hﬂ—g),(6,h)>Q = 0. Da <~,A(e,h)>Q fiir alle (e, h) € N(Max, A,w) ein stetiges lineares
Funktional auf L?’Q(Q) X L?"QH(Q) ist (polynomiales Abklingen), liefert dies

A (ME,H),(e,h)), =0 . (4.21)
(e,h)eN(Max,A,w)

Seien jetzt t < —1/2 und § < s mit § € (1/2,1) beliebig. Dann liefert Satz 4.9 Konstanten ¢,d > 0 und ein
t > —1/2, so dah fiir alle hinreichend grofen ¢ unabhingig von ¢, (Fre, Gre), (Ere, Hre) oder p > 0 die
Abschétzung

(B Hr)| )+ 1678 10, B i

R! (2nU(0,0)) x DI (U0,

<c (H(Fﬂ@ Gﬂ)”o,g,g + H(Eﬂ@?Hﬂ)”o,o,nmU(o,a)) <c- (H(Fﬂ’ GWZ)HO,S,Q + H (Exe, HTFZ)HO,O,QmU(o,é))

gilt. Bilden wir den Limes ¢ — oo, erhalten wir unabhéngig von p

H(E7 H) H RY (mU(o,p)) x DIt (QnU(oJ))) + H(T_IS +1d)(E, H>Ho,£,mU(o,p) (422)
< ([E Oy 0+ 1E Dy 000s) |
und mit dem Satz von der monotonen Konvergenz im Limes p — oo
I(E. )| gy xpoti( + 10718 +ID(E, H) | ;.
(4.23)

< (| o+ 1B D0 00000)

Hieraus folgen
(E,H) e RL_,(Q) x DL, (2)

2 2

und die Strahlungsbedingung

(r'S+1d)(E, H) € L2 1 () L2751(9Q)

2

Folglich 16st (F,H) das Problem Max(A,w,F,G). Die Wahl (Fy,Gy) := (F,QG) fiir alle £ € N liefert die
Existenz einer Losung zu Max(A,w, F,G). Durch (4.21) ist die Losung eindeutig bestimmt und dies definiert
einen Losungsoperator

L, : (Lié(n) X Liq%“(m) NN(Max, A, w)t — (f{g L3 (@) x quj%(fz)) N N(Max, A, w) s
(F, Q) — (E,H) Losung zu Max(A,w, F,G)

Es bleibt nur noch (4.20) zu zeigen. Dazu fiihren wir die gegenteilige Annahme

VoAV @B, > e

t<—1 >0 (eN

zu einem Widerspruch. Gilt dies, so gibt es ein ¢ < —1/2 und eine Folge

{—00
— X

((Be, He)) oy C REQ) x DEFHQ) mit  [|(Be, He) |,

Definieren wir

(Ee, Hy) = | (Ez,He)H(;iQ (Be,H;) und  (Fy,Ge) = | (ELHE)H(;;Q (Fe, Go)



56 Losungstheorie des zeitharmonischen Problems

so folgt || (Eqy, Hy)

Ho,t,Q =1 fiir alle £ € N und elirgc I(Fe, éf)”o,s,g — 0 sowie

(]\/[—i-inA)(Eg,f{g) = (Fg,ég)

Die obigen Argumente zeigen die Konvergenz einer Teilfolge ((Eﬂg, g”é))eeN in L? Q) x L2 (Q) mit einem
t < t gegen ein (E;f{le N(Max, A, w)** | welches Max(A,w,0,0) 15st. Damit ist (E,H) =

liefert von o¢, (Fre, Gre) oder (Ere, Hre) unabhéngige Konstanten ¢, > 0, so dafs

7
(0,0) und Satz 4.9

1= ” vty Hoe Ho £Q = <c ( H(Fﬂ@’ éﬂe)”[),s,ﬂ + ”(Eﬂe7 Hﬂ)Ho,o,QmU(o,a) )

£— 00 £— o0

0 —0

gilt, ein Widerspruch.
Damit haben wir die Giiltigkeit des Prinzips der Grenzabsorption gezeigt.
zu (iv): Seien —t,s > 1/2 gewihlt. Wir betrachten

Lo ¢ Du(Ly) — W(Ly)C Wi(Ly) = (RQ) x DITHQ)) N N(Max, A, w)*s
(F.G) — (E,H)

wobei
Dy(Ly,) = (L29(Q) x L2971(Q)) N N(Max, A, w)*

und (F, H) die aus (iii) eindeutige Losung zu Max(A,w, F, G) sei. Aufgrund des polynomialen Abklingens der
Eigenldosungen sind D4(L,) und W;(L,,) Hilbert—Rdume. Um die Stetigkeit von L, nachzuweisen, geniigt es
nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen, die Abgeschlossenheit von £, zu zeigen. Seien dazu

((Fg, Ge»@eN - DS(EW) und ((Eg, HZ))EEN C W(,Cw)

mit (Ey, Hy) := Lo,(Fs,Gy) Folgen, so dak ((F, Gr)) oy in L39(9) x L277H(Q) gegen (F,G) € Ds(L.,) und

L,
((Eg,Hg))ZeN n RY(Q) x DI (Q) gegen (E, H) € W,(L,,) konvergieren.
Wir miissen (E,H) = L, (F,G) zeigen.
Zunichst gilt
(M +iwA)(E,H) = (F,G)

Die Abschitzung (4.22) liefert fiir die Losungen (E¢, Hy) von Max(A,w, Fy,G,) ein t > —1/2 und fiir alle
t < —1/2 Konstanten ¢, > 0, die nicht von (Ey, H;) oder (Fy, G¢) abhéngen, so dak fiir alle p > 0

|(Ee, Hy)| )+ |(FS +1d) (B, Hy)

R?(QNU(0,p)) x DI (21U (0,p) HO,tA»QﬁU(O,p)

¢+ ([(Fes Gl w0 + 1B Hly 0 000, )

gilt. Die Grenziibergénge ¢ — oo und p — oo (in dieser Reihenfolge!) ergeben
(E,H) € W._1(Ly)

und die Strahlungsbedingung fiir (E, H). Also ist (E, H) die eindeutige Losung des Problems Max(A,w, F,G)
mit (E, H) € N(Max, A,w)**,d. h. (E,H) = L,(F,G). [ |
Bemerkung 4.30
Gilt supp A U (RN \ Q) € U(0, p) mit einem p > 0, so folgt fiir alle w € R\ {0} und (E, H) € N(Max, A, w)

supp(E, H) c QN U(0,p)
In diesem Fall lost (E, H) namlich in A(p) die Helmholtz—Gleichung

(A +w?)(E, H) = (0,0)

und muf somit nach der Rellichschen Abschdtzung (siehe LEIs, [/20], p. 59,]) in A(p) verschwinden. Geniigt

die Mazwell-Gleichung desweiteren dem Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit, so folgt

N(Max, A, w) = {(0,0)}
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Bemerkung 4.31
Seien w € P # 0 und dy(w) = dimN(Max, A, w) sowie {(ez,hg)}Zi(lw) eine Basis von N(Max, A,w). Dann
konnen wir zu gegebenem v € C%) eine Lisung (E, H) von Max(A,w, F,G) aus Satz 4.29 (iii) auch so
wdhlen, dafl

<A(E,H),(€g,hg)>Q:’yg 5 E:l,...,dq(w)

gilt. Auch hierdurch ist die Losung eindeutig bestimmdt.

Der Losungsoperator £, 148t sich noch wesentlich scharfer, als dies in Satz 4.29 (iv) geschehen ist, abschétzen.
Dies wollen wir im letzten Abschnitt dieses Kapitels festhalten.

4.9 Einige Abschitzungen des LGsungsoperators

Lemma 4.32
Seien 7 > 1, Q mit LMKE, s,—t > 1/2 und K € C; \ {0}. Dann gibt es Konstanten c¢,0 > 0 und ein
t>—1/2, so dap fiir alle w € K und (F,G) € (Li’q(Q) x L2771 (Q)) N N(Max, A,w)t die Abschitzung

Hﬁw(Fv G)HRg(Q)ng“(Q) + H (7'715 +1d) L, (F, G)Ho,f,n sc (H (F, G)”o,s,ﬂ + ”Ew(Fv G) Ho,o,mU(o,a))
gilt.

Beweis:

Wegen der Differentialgleichung geniigt es HEW(F ,G) Ho ; o und den Strahlungsterm abzuschétzen.

Da M selbstadjungiert ist, ist die operatorwertige Abbildung
L : C\R — B(L*(Q)xL>""(Q))
w o Ly,=iM-w)TtAT!

holomorph und insbesondere auf K € C \ R gleichméfig stetig. Nach Satz 4.5 gilt gleichméfig bzgl. w € K

c

[£u] <

| Im w|
Damit folgt gleichmifig bzgl. w € K und (F, Q) € (Li’q(Q) X Lg’qH(Q)) die Abschitzung
[0+ 7S +IDLL(E G 10

¢ ¢
<c HL‘W(F, G)Ho,o,sz < m : H (F,G) Ho,o,sz < m : H (F, G)Ho,s,sz

N&hern wir uns der reellen Achse, indem wir z. B. Frequenzen aus
K= {ze@+ 22 = )2 4ioh, AeJ, O<0<min{1,|/\|~ﬂ'/2}} . JeR\{0}

betrachten, liefert Satz 4.9 Konstanten ¢,6 > 0 und ein £ > —1/2, so daf gleichmifig bzgl. w € K und
(F,G) € L29(Q) x L>7T(Q) die Abschitzung

£ (F,G) ”Rg(Q)xD;I“(Q) +|(r71S + 1) Lu(F, G)”O,iﬂ <c: (H (F, G)“o,s@ + | £.(F,G) ”o,o,QmU(o,é))

gilt. Diese Abschitzung gilt auch fiir die Grenzabsorptionsldsung (siehe (4.23)) und somit gleichméfig bzgl.
w € K und (F,G) € (L29(Q) x L277(Q)) N N(Max, A, w)* . [

Unter schirferen Voraussetzungen an die Daten ergibt sich

Korollar 4.33 o

Seien 7 > 1, Q mit LMKE, s,—t > 1/2 und K @ C4 \ {0} mit KNP = 0. Dann gibl es Konstanlen ¢ > 0
und t > —1/2, so daf fiir alle w € K und (F,G) € DY(Q) x RIY(Q) die Abschitzung

||/3w(FvG TS 1) Lo (F, G)”o,f,g sc H (F G)”Dg(n)ng“(Q)

)| RI(Q)xDI () T I(r
gilt. Insbesondere ist der Operator

L. : DI(Q) x RTM(Q) — RY(Q) x DITL(Q)

S

bzgl. w € K gleichgradig stetig.
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Beweis:
Wenn die Abschiitzung falsch wire, gibe es zu s, —t > 1/2 und £ > —1/2 (aus Lemma 4.32) Folgen

hd (wn)nGN CK )

o ((FuGh),o C DU x RI(Q)

o

® ((Eran))nEN C Rg(Q) X Dg+1(Q) ) (En’Hﬂ) = £Wn (Fn’Gn) ’
mit
(B, Hy)| Re(@)x DI (@) T |(r=1S + 1) (B, Ha)|g 5o = 1
und
n—oo
| (B Go) | pagy xme+ 0

Nach Teilfolgenauswahl nehmen wir o. B. d. A. w, — w € K an. Der Differentialgleichung entnehmen wir
durch Differentiation
iw,diveE, =div F, , iw, rot uH, =rotG, ,

so daR wir die Beschrinktheit von (FE,, H,) in (f{f(ﬂ) Ne 'D{()) x (DgH(Q) N ,u_lfoi‘t”l(Q)) erhalten.

Die LMKE liefert eine Teilfolge, welche wir o. B. d. A. wieder mit (E,, H,) bezeichnen, die fiir alle < ¢ in
L?’q(Q) X L?’QH(Q) gegen ein

(B, H) € (RY(Q) Ne""DYQ)) x (DI (Q) N p ' RITH(Q))

konvergiert. Mit Lemma 4.32 gibt es zu beliebigem i< —1/2 ein i > —1/2 und ¢, > 0, so dak gleichméRig
bzgl. wy , (Fn,Gy) und (E,, Hy,)

(B Ho) e+ 178 + 10 Bl s < e (1Fs Gl [ ) oy

7% beschréankt

gilt. Damit erfiillt (E, H) die Strahlungsbedingung und es gelten (F, H) € R‘i_l(Q) X D'f_ll(ﬂ) sowie
2 2

n—oo n—oo

(M +iwA)(E,H) «—= (M +iw,A)(E,, H,) = (F,,Gp) — (0,0)

d. h. (E,H) € N(Max,A,w) = {(0,0)}. SchlieRlich liefert wiederum Lemma 4.32 ¢,§ > 0, so dak wir
gleichmifig bzgl. w, , (F,,G,) und (E,, H,)

1=|[(En, Hy)|| 1S +1d)(E,, H,

RI(Q)x DI (@) T I(r )Ho,m

n—oo

<c: (H (Fns Gn)”o,s,sz + H (En, Hn)”o,o,ssz(o,é)) —0

n— oo n-—oo

0 —0

erhalten, ein Widerspruch. [ ]

Als letztes Resultat dieses Kapitels wollen wir noch zeigen, daf sich die Resolvente sogar in der Operatornorm
stetig auf die reelle Achse fortsetzen lifst.

Satz 4.34
Seien 7 > 1, Q mit LMKE, s,—t > 1/2 und K € C; \ {0} mit KNP =0. Dann ist die Abbildung

L : K — B(DIQ)x RI(Q), RYQ) x DI ()

W — L,
gleichmafig stetig.

Beweis:
Wir definieren

e

B., = B(DI(Q) x RI*(Q), RY(Q2) x DI (Q))
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Fiir w, A\ € C\ R und (F,G) € L*%(Q) x L*»%(Q) liefert die Resolventenformel
M=) = M=-AN)=w=- A M-w) ' M=)
mit £, =i(M —w) 'A™? (siehe (4.2))

L Ew(FvG)fﬁ)\(FaG):i(w7/\)(Miw)il(MfA)ilAil(FaG) ;
o M(LL(F.G)— Lr(F,G)) = —i(w — NALy(F,G) — I AA(Lo(F,G) — L2(F,G))
— (- NAM =) (1A N ) A(E Q)

und daher gleichmiRig bzgl. w, A € K € C\ R (w— (M —w)~! ist auf K beschriinkt!)

H['w — L

By S[Lw = La]Boy < ¢ fw = A

Also ist L auf K sogar Lipschitz—stetig.
Nun miissen wir noch den Grenziibergang nach R\ {0} untersuchen. Sei also (wy,)neny C K mit w,, — w € R\{0}.
Dann miissen wir L, 27, L, in B+ zeigen, d. h.

/\ \/ /\ "‘Cwn - ﬁw Bs ¢ <9
6>0 m n>m
Nehmen wir das Gegenteil an, so gibt es ein § > 0 und Folgen
(wm)’rnEN CK ) ((Fm’Gm>)meN - DZ(Q) X Rngl(Q)

mit w,, — w und

H(Fnqu =1

)”Dz(n)sz“(Q)

sowie

||('Cwm - 'Cw)(Fm; Gm ) . (424)

)H RI(Q)xDITH(Q) >

Nach Korollar 4.33 existieren zu jedem f < —1/2 eine Konstante ¢ > 0 und ein ¢ > —1/2, so daf gleichmifig
bzgl. A € {w,wm} und (F,,, G,,) die Abschitzung

-1
H['/\(FW Gm)” RI(Q)xDITH(Q) + H(T S+ 1d)La(Frm, Gm)”o,ri,@ (4.25)
<c: ”(Fm’Gm)HDZ(Q)xR2+1(§2) =c
erfiillt ist. Damit sind
(emahm) = Ewm(FmaGm> ) Ew(Fm;Gm)
und
(Em7 Hm) = (‘Cwm - £w)(Fma Gm) = (ema hm) - £w(Fm7 Gm)
in ]?{g(Q) X DgH(Q) beschrankt. Mit G, € f{g“(ﬂ) folgt uH,, € Io{qj_lé (©) und wegen
(M 4+iwA)(Ep, Hy) = i(w — wm)ALy, (Fr, Gr) = 1w — wm)A(em, hm)
erhalten wir
. . . . W —Wm ;. m— 00 . 2.g—1
. iwdiveE,, =i(w — wy,)divee,, = divF,, —— 0 in L9773 (Q) ,
Wm
. . _ W — Wm m— 00 : 2,942
. iwrot uH,, = i(w — wy,) T0t phyy, = rot G, —— 0 in Lo (Q) ,
Wi
o (M+iwA)(Ep, Hy) ™= (0,0) in  LI9(Q) x L277Y(Q)
Somit ist ((Em, Hm)),,cy in (RI(Q)Ne'DI(Q)) x (u~'RIT(Q) N DI (Q)) beschrénkt und wir kénnen mit

Hilfe der LMKE eine fiir alle # < 7 in L;(Q) x L9 (Q) konvergente Teilfolge (B, Hypm) mit

(Ermy Hem) 2=2%: (B, H) € L9(Q) x L7TH(Q)
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auswihlen. Ferner folgt

(B, H) € (R%(2) Ne'oDY(Q)) x (1" oRE™(Q) N DL ()

und
(M +iwA)(E, H) = (0,0)

Desweiteren erfiillt (£, H) mit (4.25) die Strahlungsbedingung und es gilt

(E,H) € (RL_, (@) ne'DL_,(2)) x (u 4R, (2) 1 DL, ()

<-3 2 2 2

Also folgt (E, H) € N(Max, A,w) = {(0,0)} . Schlieflich bekommen wir

(Erm Hem) 7% (0,00 in RL(Q) x DEFY(Q) . (4.26)

Dat < —1/2 beliebig war, ist auch ¢ < —1/2 beliebig nahe bei —1/2, so daf wir ¢’ > ¢ annehmen diirfen. Dann
steht aber die Aussage (4.26) im Widerspruch zu (4.24) . [ ]
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5 Der Ganzraumfall

Wir tragen in diesem Kapitel Ergebnisse zusammen, die sich speziell nur auf den isotropen und homogenen
Ganzraumfall, d. h.
Q:=RY und A:=1d

)

beziehen. In diesem Fall bezeichnen wir den zeitharmonischen Lésungsoperator mit
L, statt L,

Wir kénnen dann mit Grundlésungen und Darstellungsformeln hantieren und durch , Trennung der Variablen”
die Losungen bestimmter Differentialgleichungen auf Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen zuriickfiih-
ren, welche dann sogar explizit gelost werden konnen.
Insbesondere werden wir zur Herleitung einer Darstellungsformel zur Maxwell-Gleichung die Grundlésung zur
skalaren Helmholtz—Gleichung verwenden, weswegen wir zunichst einige Eigenschaften dieser herleiten.
Sofern wir keine weiteren Einschrinkungen angeben sei in diesem Kapitel stets ¢ € {0,...,N}.
5.1 Die Grundl6sung zur Helmholtz—Gleichung
Die Grundlésung zum skalaren Helmholtz—Operator
A+ w? , we Ci\ {0} ,

im RV ist

Py (7) = Qo (|2]) mit o (t) = enw’t " HE (wt) , vi= —— )

wobei die Konstante ¢y nur von der Raumdimension abhiingt und H}(z) die erste Hankel-Funktion bezeichne,
welche eine Losung der Besselschen Differentialgleichung

2 +zu + (2 —1vHu=0
darstellt. Die Hankel-Funktion erfiillt (siehe z. B. bei MAGNUS, OBERHETTINGER und SONI, [[21], p. 67])

v

= L ()~ Bl (2) (5.1

und fiir ungerade Dimensionen N ist (siehe z. B. [[21], p- 72])

v—1/2
Hl(z) = 273 ~exp(iz) Z ezt , cgeC . (5.2)

Von nun an und bis zum Ende dieses Kapitels betrachten wir nur noch ungerade Raumdimensionen V.
Zunichst gelten durch Umsummierung und mit (5.1)

v—1/2
o el = etV explivn) Y @ Wi (53)

o o, (t)=—cnt' Nexp(iwt) Y cZié_e(wt)e . (5.4)
£=0

Wir wollen nun ¢, ,,(t) und ¢/, () abschétzen und um w = 0 in eine Taylor-Reihe entwickeln. Wegen Imw > 0
brauchen wir dazu nur die Funktion z — exp(iz) in der oberen Halbebene zu betrachten, wo sie mitsamt allen
Ableitungen beschrankt ist. Wir erhalten daher

Lemma 5.1 Seien v := (N —2)/2 und K € Cy . Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, die nur von N und K
abhingt, so daf fiir alle w € K und alle t € Ry sowie v € RY die folgenden Abschitzungen gelten:

e (Ja2N + |2 =)

x)| <
2)| < e (|l N ]| )

() e <c- @ N4tT) |®.,.,
(i) |el, @) <ec- N4ty |V,

(
(
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und

Lemma 5.2 -
Seien J € Ng und v := (N — 2)/2. Dann existieren Konstanten cj,c; € C und Funktionen Rest;, Rest;, so
daf firt € Ry und w € Cp die Entwicklungen

J
i Yor(t) = 2N ci(wt)? 4+ Resty(wt) - 37N . 7+ ,
3 J
=0
J
(ii) o, (1) =N D¢ (wt) + Resty(wt) - 27Nl
j=0

gelten. Hierbei sind die Funktionen Rest;(z) und P/{Egtj(z) gleichmdfig bzgl. z € C, beschrinkt und die
Schranken hingen nur von N und J ab.

5.2 Eine Darstellungsformel der Ganzrauml6sung

Wir wollen in diesem Abschnitt aus der Darstellungsformel zum skalaren Helmholtz—Operator eine entsprechende
Formel fiir den Maxwell-Operator finden. Wegen Bemerkung 4.30 gilt

N(Max, Id,w) = {(0,0)}

Damit ist L, auf ganz L2>’l X L2>’q;r1 definiert und wir kénnen uns zu w € C \ {0} und (F,G) € C> x ¢g7H!
2 2

die Lésung
(EaH) = Lw(Fv G)

anschauen. Satz 3.6 liefert
(E,H) e (Hi"ié NC>7) x (H2<7q_+%1 nCoodtt)
Nach Lemma 4.13 (iii) impliziert
(M+iw)(E,H) = (F,G)
die Gleichung
(A +w?)(E,H) = (M —iw- gm) (F,G) = (f,g) € C5 x CRott | (5.5)

Fiir die eindeutige Strahlungslésung (e, k) des Problems

. (A+w?)(eh) = (f9)
. (e.h) € HZ , x HZWS
o exp(—iwr)- (e, h) € H1>"i§ X H;’Z'El

2 2

folgt dann (E,H) = (e,h). Fiir nichtreelle Frequenzen w € C, \ R ist dies trivial, denn Satz 3.6 liefert
(E,H) € H*»? x H>9"! . Daher gilt dies auch fiir reelle Frequenzen w € R\ {0}, weil man die Lésungen beider
Strahlungsprobleme mit Hilfe der Grenzabsorption erhélt.

Die Darstellungsformel zum skalaren Helmholtz—Operator, welche wir z. B. bei LEIS in [[20], page 78/79,

Remark 4.28] finden, liefert dann fiir w € C \ {0} mit E = Z Erdaz’ und H = Z Hjda’
I€Z(q,N) JEI(g+1,N)
L EI:fI*(I)w,V ) IGI((],N) )
° HJ:gJ*(I)u,u R JGI(q+1,N)

Hierbei wollen wir die Faltung im R mit % bezeichnen, d. h. es gilt mit dem Operator ¥, f(y) := f(z —y)

® Ef(m) = <fla19zq)w,u >RN , Te I(q,N) ,
hd HJ(x):<gJ719xq)w,u >RN 5 JEI(Q—FLN)
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Fiir geeignete g—Formen e = Z erdz! und h = Z hydz' definieren wir die Faltung
IeZ(q,N) I€Z(q,N)

exh(x):= <6,19,ch >]RN mit Ih(y) = Z Iehr(y) dy!

1€Z(q,N)

Dann gilt

exh = Z er x h]

I€Z(q,N)
und desweiteren fiir geeignete Formen die partielle Integration
rot e x h(z) = (rote,¥,h gy = —(e,divi h)py = (6,9, divh gy = ex div h(z) . (5.6)

Definieren wir die speziellen Formen

L, =0y, da’ |
so konnen wir unsere Form (E, H) durch

E= Z f*@i’y-dxl und H= Z g*@i’,/d:c‘]
IeZ(q,N) JEZ(q¢+1,N)

darstellen. Transformieren wir wieder auf (F, Q) , erhalten wir mit (5.5)

o . s _ i . T . I
. E= Z (divG —iwF 5 rotdiv F) x @[, , - dz , (5.7)
I€Z(q,N)
. H= Z (rot F —iwG — L divrot G) x <I>$’V -dz’ . (5.8)
JEZ(q+1,N) w

Nun mdochten wir mit (5.6) partiell integrieren. Schauen wir uns z. B. den Term
(divG) x @],

an.
Da (F,G) kompakten Trager besitzt, spielt die Integrierbarkeit von ®,, , bei Unendlich zunichst keine Rolle.
Bei Null gilt nach Lemma 5.1

[Pop@)] <c P und V()| ey
d. h. ®,,,V®,, € L'(U(0,1)) . Mit der Abschneidefunktion

n(y) =n(n-lz—yl)

die
x

[Vénw)] = [’ (n-Je =yl n T S eon s ecfe -yl

|z —

erfiillt und somit
/l/}n : ﬁxq)w,u 9 Vl/}n : 7-917(1>w,u ) wn : v('&x@w,u) S Ll (U(Q’J, 1))

liefert, definieren wir

Gn=9Yn -G

Dann folgt mit (5.6) aus
(divGyp) * @ivy(;v) = G, * 10t @i)yy(x)

durch Grenziibergang n — oo und nach dem Satz von Lebesgue
(divG) * @iﬂy(x) = G xrot @L,V(x)

Benutzen wir diese partielle Integrationsregel in (5.7) und (5.8), erhalten wir die Darstellungen
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. E= Y (G* (rot @1 ) —iwF » L, — ~(div F) x (div cpfw)) et (5.9)
I€Z(q.N) v

o H= Y (Privel,)—iwGx®), - ~(10tG) (rot®],)) -da’ . (5.10)
JEI(q+1,N) w

Definieren wir zur Verschonerung der Notation konstante g— bzw. (¢ + 1)-Formen durch

A= > Arde’  , B:= Y  Byd’ fiir A,B;eC
I1€Z(q,N) JEI(g+1,N)

so konnen wir mit
App =0, - A und B,,=%,,-B

die Formeln (5.9) und (5.10) eleganter schreiben und zusammenfassen, denn es gilt dann

<(E7H)7 (AvB>>q_’q+1 = (E,A)q + (H,B)g+1

3 (G* (rot ® ) - Aj —iwF « ®L - Ay — —(div F) + (div @, ) ~AI) (5.11)
I€Z(q,N) w

+ Y (F* (divd?l ) By —iwG*®? - By — ~(rot G) * (rot &7, ,) - BJ)
JET(q+1,N) w

Wegen

Ay, = Z O, - Af da! = Z A - @f“, und damit rot Ay, = Z Aj -rot ‘I’f“,
I€Z(q,N) I€Z(q,N) I€Z(q,N)

erhalten wir aus (5.11) die Darstellung

((B,H),(A,B)), .,
=Gx (rot Ayp) + Fx (divBy,,) —iw(Fx A,y + G * By,,) (5.12)
L ((div F) % (div A, + (rot G) * (rot BW))
w

Definieren wir auf kanonische Weise fiir geeignete Formen—Paare die Faltung
(u,U) % (v, V)(z) =u*xv(z) +U*V(x) ,
so liefert dies schliefslich die kompakte Darstellungsformel

(B, H)(x),(A,B))

q,9+1

(5.13)
= (F,G)* (M —iw)(Ay, Boy)(z)

- i(div F,rot G) * (div A, ,,rot By, ) (x) , zeRY

Um auch Daten (F, &) ohne kompakten Tréger darstellen zu kénnen, benétigen wir das

Lemma 5.3
Seien 3 < N € N und b € L®(RYN x RN, C). Dann liefert der Integralkern |v — y|P - b(x,y) einen stetigen
linearen Operator von Lg nach L? , falls nur eine der folgenden beiden Bedingungen erfillt ist:

(i) p=s—t—N und —N/2<t<s<N/2
(i) p>-N/2 und s,—t>max{N/2,N/2+p}

Beweis:
(i) wird von MCOWEN in [[22], Lemma 1] und (ii) von WECK und WITSCH in [[53], Lemma 13] bewiesen. B

Wir bekommen den
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Satz 5.4

Seien 0 £w € K € Cy und s € (1/2,N/2) sowie t := s— (N +1)/2. Dann gilt fir alle
(F,G) € DI x RIH!

und alle konstanten Formen (A, B) € A? x A9 im Sinne von L? die Darstellungsformel

(Lo(F.C). (A, B)), .\,

= (F,G)x (M —iw)(Awy, Buy) — —(div F,rot G) * (div Ay, rot By,

i
w
Desweiteren ezistiert eine Konstante ¢ > 0, so daff fir alle 0 # w € K und alle (F,G) € DY x RI™ die
Abschdtzung

1 .
| Lo (F, G)”Rngg“ <c: (H(Fv G) Ho,s,RN + ol - |[(div F, rot G) Ho,s,RN)
gilt.

Beweis:
Wiihlen wir zu s € (1/2, N/2) und (F,G) € D? x RZ"! mit Lemma 3.1 eine Folge

((Fn,Gn)), oy € C x C2Y mit (F,,Gn) =5 (F,G) in  DIx R
so liefert zunéchst Satz 4.29 (iv) fiir t = s — (N 4+ 1)/2 < —1/2 die Konvergenz von
(Env Hn) = Lw(Fna Gn)

in RY x DIt gegen
(E,H) := L,(F,G) € R! x DI

Desweiteren kénnen wir mit der Darstellungsformel (5.13) fiir beliebige konstante ¢— bzw. (¢ + 1)-Formen A
bzw. B die Form (E,, H,) ausdriicken:

((En, H,), (A,B))

e (5.14)
= (Fp,Gpn) * (M — iw)(Awyl,, B, ) — ;(div F,,rot Gp) % (div A, . rot B, 1)
An z. B. (5.11) sehen wir, daf die auftretenden Faltungskerne im wesentlichen aus
Yy OT und 30;_’,) or
bestehen und sich diese mit Lemma 5.1 wie folgt abschitzen lassen:
’apw,(r) , goiu,(r)‘ <c- (rQ_N + 17N +r%) <c- (rl_N +r%)
Fiir s € (1/2,N/2) sindt=s— (N +1)/2 € (—N/2,—1/2) und —N/2 <t < s < N/2 sowie
pi= 1_2N =s5s—t—N
und nach Lemma 5.3 (i) sind Integraloperatoren mit Kernen der Gestalt
|z =yl b(z,y) (5.15)

stetig als Operatoren von L? nach L?. Fiir f := s — 1 gelten —N/2 <i<s<N/2undp:=1-N=s—t—N.
Wiederum sind nach Lemma 5.3 (i) Integraloperatoren mit Kernen der Gestalt (5.15) stetig als Operatoren
von Lg nach Ltg. Wegen t = s —1 > —1/2 > t und der Monotonie der gewichteten Normen liefern folglich
alle auftretenden Kerne stetige Integraloperatoren von L? nach L2 . Also konvergiert auch die rechte Seite von
(5.14) in L7, und wir erhalten die behauptete Darstellungsformel.

Wegen der Differentialgleichung geniigt es, || L, (F,G) Ho , g abzuschitzen. Nach Lemma 5.1 sind die relevanten
Faltungsoperatoren sogar gleichméfig bzgl. 0 # w € K lf)éschréinkt, so daft die Darstellungsformel die gewiinschte
Abschétzung

1 .
1B @ s < e (E G+ - [ Frrot G v

liefert. u

Bemerkung 5.5

Da sich die zweiten Ableitungen von ¢, , bei Null nur noch wie r—" verhalten, kénnen wir mit dieser Methode
in der Darstellungsformel nicht alle Ableitungen von (F,G) entfernen, denn dann wdire Lemma 5.3 nicht mehr
anwendbar.

N
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5.3 Niederfrequenzasymptotik im Ganzraum

Wir wollen nun mit Hilfe der Darstellungsformel und der Taylor-Entwicklung der Grundlosung die Niederfre-
quenzasymptotik explizit angeben.

Setzen wir die Taylor—-Entwicklungen aus Lemma 5.2 in die Darstellungsformel des Satzes 5.4 ein, erhalten wir
nach Umsortierung und komponentenweiser Auswertung

J
Lu(F,G) =Y (~iw) - ( J(F,G) + xp(divF,rotG))

2 (5.16)
1 —
+wltt. (Restw,J(F, G) + —Resty, s (div F, rot G))

Hierbei sind ®; und ¥; bzw. Rest,, ; und Iievstw, 7 Faltungsoperatoren mit Integralkernen der Gestalt

bi(z,y) - le—yP N j=0,...,0  bzw.  brest(z,y,w) - |z —yFNF (5.17)

Die Kernteile b;(z,y) sind beschriankt und unabhéngig von w. Desweiteren sind nach Lemma 5.2 die Kernteile
brest (2, Y, w) gleichmiRig bzgl. =,y € RY und w € C, beschriinkt.
Damit kommen wir zu folgender Asymptotik:

Lemma 5.6
Seien J € Ng und s > J+1/2 sowie t < min {s, N/2} —J—2. Dann gibt es zu j =0, ..., J beschrinkte lineare
Operatoren ®; und V; mit

$; € B(L2Ix L2 LY < LI und W, € B (L2 x L27T2 LYY x L0

und eine Konstante ¢ >0, so dap fir alle w € C4 \ {0} und alle (F,G) € DI x RIT! die Abschiitzung

J
|La(F.6) = Y (- 1wy @(F.G)+ = 1y, (divF,rotG))HOtRN
Jj=0 v
J+1 1 :
<ol (RO + i Erot G, )
gilt.
Beweis:

Die in (5.16) und (5.17) auftretenden Faltungskernteile b; bzw. brest héingen entweder gar nicht von w ab oder

sind gleichmafig bzgl. w € C4 \ {0} beschriankt. Damit miissen wir nur noch zeigen, daf Integralkerne der

Gestalt ‘

|x_y|1_N-"_‘7 ’ J:0a7J+1 )

stetige lineare Operatoren von L2 nach Lf erzeugen.

Halten wir s und ¢ fest und verkleinern J , so bleiben die Voraussetzungen erfiillt und wir brauchen weniger zu

zeigen. Daher geniigt es, den Fall j = J + 1, also den Kern
‘x _ y|2—N+J

zu betrachten (Das ergibt sich auch daraus, daf alle Kerne zu L., gehoren und fiir |z —y| > 1 mit j wachsen.).

Wir unterscheiden zwei Falle:

1. Fall, J < N —3: Hier wollen wir s und ¢ durch

—N/2<t<3<N/2

ersetzen, so daf
=J+2 und t<t<s<s

gelten. Dann folgt mit Lemma 5.3 (1) die Stetigkeit der betreffenden Faltungsoperatoren von Lg nach Ltg und
damit wegen der Monotonie der gewichteten Normen die Stetigkeit von L? nach Lt2 .

Fiir s < N/2 wihlen wir 5 := s und beachten f :==s —J —2 >t sowie t > J+1/2—J - 2= -3/2 > —N/2.
Gilt s > N/2 und t > —N/2, so setzen wir f := t und beachten 5 :=t+J +2 < N/2.

Bleibt noch der Fall s > N/2 und t < —N/2 zu betrachten. Hier wihlen wir ¢,5 € (—N/2, N/2) beliebig mit
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§—t=J+2; dies ist moglich, da J+2< N —-1< N.
2. Fall, J> N —2: Hier gelten
pi=J+2—-N>0>-N/2

und

<J41/2
p+N/2:J+2—N/2{;J: /[2<s ,

so dak die behauptete Stetigkeit aus Lemma 5.3 (ii) folgt. |

Korollar 5.7

Seien J € Ng, s > J+1/2 und t < min{s7N/2} —J =2 sowie ®;, V;, 5 =0,...,J, die Operatoren aus
Lemma 5.6. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, so daf fiir alle w € C \ {0} und alle (F,G) € L2 x 12!
mit der Zerlegung aus Lemma 2.12,

(F,G) = (Fp,GR) + (Fr,Gp) + (Fs,Gs) € (oD x oRI™) + (0RE x oDI™) + (82,8771)

die Abschdtzung

HL (F,G) i (—iw) - ®,(F,G)
j= . s
+§ —iw)! - ®;(Fr,Gp) + (FR’GD ;;} —iw)? - W;(div F, rot GS)‘ 0,¢t,RN
R (G ﬁ i oot Gl )
gilt.
Beweis:

Zunichst ist L, auf ganz L>? x L29"! wohldefiniert. Desweiteren kénnen wir Lemma 5.6 auf (Fp,Ggr) und

(Fs,Gs) anwenden. Wegen (Fgr,Gp) € (oRZ x (D) folgt
(M + lw)(FRa GD) = iw(FPw GD)

und mit s > J +1/2 > —1/2 erfiillt (Fr,Gp) auch die Strahlungsbedingung, so dafl wir

i
L,(Fr,Gp) = —;(FPH Gpb)

erhalten. Setzen wir diese drei Asymptotiken zusammen, liefert die Stetigkeit der Projektoren aus Lemma 2.12
die Behauptung. [ ]

5.4 Tiirme spezieller statischer Losungen
Wir wollen nun mit Hilfe des sphérischen Kalkiils fiir k, 0 € Ny ,,Tiirme” homogener Formen
jEDg:ﬁT und iRg:f’,l aus Cce (RN \ {0}) ,

die sich aus Radiuspotenzen und den sphérischen Eigenformen S¢ ,, und T

4 m Zusammensetzen, bestimmen, so

dafy
. rot *D2Y =0 , . divERITIO =0 : (5.18)
. dlviDg’m =0 , o rot iRg;}’“ =0 , (5.19)
. rot DLk = *RItLAI , o divERLIF =Fprk-l (5.20)
und damit auch M(EDEEF ERITLAY) — (£D24 =RITLF) gelten. Diese Tiirme sind schon von WECK und
WITSCH in [[53], p. 1503] angegeben, wir wollen sie aber zuniichst ein wenig genauer diskutieren. Dazu erinnern

und T4, sowie an wi™ ' = (¢+0)2 - (¢ + o) aus Kapitel 2 und kommen zur

a,m o,m

wir uns an die Eigenformen S¢
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Definition 5.8

Firqe{l,...,N —1} und k,0 € Ny sowie m € {1,...,ul} definieren wir die ,requliren Turmformen”
+ 2k ._ + 49k 2k+o : —1 <g—1 ’ .
b quf,'m E Olg T : ( - lwg pTg,nL + (q +2k + U) TSg,m) ’
° +Dg;i,2k+1 .— +ag,k . 7,,2kz+1+0 . %Tg;nl ,
. TR = @b 2T (g4 2k 4 0) T, +iwdTTESE )
+ pg+1.2k+1 . + gk  2k+1+0 =
b Ré,m = ag T . pSg,m
und
_ 2 — 2k—oc—N : —1 —1 =
. Dg’m’f =@ PR N (el pTE + (¢ +2k—0—N)7S2,.) ,
o _Dg—,_ni’zkﬂ — —ag,k . p2k+l-o—N -%Tg;,} :
- g2k ._ — _q,k ,2k—0—N ~g—1 c g—1xqq
hd Ra,m =T ' ((q +2k—o0— N) pTa,'m + 1Ws TSU’,’"L) )
— pq+1,2k+1 . — g,k 2k+1—0—N =Qq
i Ra,m =T ! pSa,m

Hierbei geniigen die Koeffizienten der Rekursion

+ q,k—1 _
Tk . — Qg —a?%.—1 +q20 .— 71
7 2k - (2k £ 20 £ N) ’ 7 ’ 7 20 + N
Fiir ¢ € {0, N} definieren wir die vier ,,Ausnahmeturmformen’
+ 10,2k .+ 0k 2k = Q0
° Dyi™ = Tay” ¥ (2k+ N) - 7'5071 ,
+ A N—-12k+1 _ + Nk _2k+1 ~pN-—-1
[ DO,l = ay’ T : TT071 ;
+pN2k .+ Nk 2k < N—1
i Ry i="Tag " (2k+ N) - pT Y .
+pl2k+l _ + 0k  2k+1 Q0
. Ry =Toy T - PSy,
und
— 102k . — 0k _2k-N - q0
. Dyi" = "Tag" o -2k - 750 4 ,
~ AN-12k+1 _ — Nk _2k+1-N -N—-1
° D071 =Ty . TTO)l ,
—pN2k . — Nk 2k—N <N —1
° Ry i="ap " r 2k - Ty ,
—pl,2k+1 . — 0k _2k+1-N Q0
. Ry =Ty T - PSp.1
Hier erfiillen die Koeffizienten die Rekursion
+ ¢,k—1
£,0k . @ —qd0 .1 a0 . 1
0 2k - (2k + N) ’ 0 ’ 0

Bemerkung 5.9

(i) Die Turmformen sind wohldefiniert, da N wungerade ist und der Nenner in der Koeffizientenrekursion
folglich nicht verschwinden kann.

(ii) Awuch bei geraden Dimensionen N > 4 ist die Rekursion fir die (+)—Formen stets und fir die (—)—Formen
bis k < N/2 wohldefiniert. Fir grifiere k miften wir im letzteren Fall mit zusdtzlichen logarithmischen
Radialfunktionen arbeiten.

Definition 5.10
Fiir Turmformen iDg:’fn bzw. TRY*®  aus Definition 5.8 definieren wir deren ,Homogenititsgrad” durch

o,m

k+o , =+

eahy et = {00

Desweiteren wollen wir k als ihre ,Hohe”, o als ihren ,Index” und m als ihren ,Zdhlindex” bezeichnen.
2 J b2a »
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Bemerkung 5.11
Die Turmformen *DZ*  bzuw. iRgilfn aus Definition 5.8 sind ihfifhomogen. Setzen wir alle nicht definierten

Terme Null, lassen sich diese Turmformen etwas kompakter schreiben:

o D2k = Eqlh . i E (—iwl oI + (¢ +*h2F) #82,.)
° iDg;éQk“ = Tk P Fa ~%T§;nl

. ERLK = Eq@k T (g4 FR2) HTO N 4 il 9 )

o FRIMT=Fagho sy

Die Koeffizienten geniigen der Rekursion

_ iag,k'—l a0 t a0 (_1)1+5q,o+5q,N
o T Ok (2k+20+N) o

c 20 + N
Man beachte, daf8 bei den Ausnahmeturmformen nur der Index (o,m) = (0,1) vorkommt und
7D8:(1) =0 sowie 7Ré\f’10 =0
gelten. Fiir die obige Koeffizientenrekursion erhalten wir mit der Gamma—Funktion I die expliziten Formeln

ak _ T(1+N/2+0) (S0t I'(1-N/2-o0)
Y TR Th+1+N/2+0) 2% + N me e T T (k+ 1 - NJ2— o)

+

Bemerkung 5.12
Die Rekursion bzw. explizite Darstellung der Ta2* zeigt, daf diese Koeffizienten fiir k — oo rapide gegen Null
gehen. Daher sind die Turmformen iDg:fn und iRg:’j;L mitsamt allen Ableitungen fiir alle a,b € Ry gleichmdfig

bzgl. © mit a < |x| < b und k,o,m € Ny beschrinkt.

Wir bekommen das

Lemma 5.13
Fiir alle q,k,0,m im Sinne von Definition 5.8 sind *D%* und £RI¥Y  Lésungen der Systeme (5.18)—(5.20).
Beweis:

Diskutieren wir z. B. die reguliiren Formen * D%k .

wir die Formeln (2.13) und (2.14) und haufig (2.21).

Da wir es mit homogenen Formen zu tun haben, benutzen

£p2k+1 1
. N 2 T
o divEDI;LH = E40k5 7] div p(rihzkHT Z’Tl)
T(r o 7-Ta7m)
— £ ak, TR 1 o — Div 0 0
Q5T [p 7] (q_1>/+ih§k+1 Div Tg;,}
=0
— ihik+1 =Ta—1
¢ rOtiDg_W?QkJrl = ia?k[ﬁ 7:] rot P T:th2L:+17: a,ml)
’ ’7'(7" 4 TT(;J,;VL)
= iaq’krih?’kﬂq[v o Rot ¢—1+ ihikﬂ 0
’ ’ 0 Rot Tg;nl

. _—
Ealky e (g + T2 pTIL) +iwsTl78Y,,)

_ *paq,2k
- Ra,m
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+1,2k . 1. _ 2%
st ya,2k + qkr= <1 -, P\T ho (71&)(1 lqu 1+(q/+ih )ngm)

® div Dazm =Tad"[p 7]div 42k 2k

T(r e (—iwd T pTIE 4 (¢ + FhiF) 752,

,71
:iagvkrihik—l[ 7‘] |:,:_D1V 0 :l |:(_1wq 1T<;1m1 :|

¢

*h2k  Div *h2k)se.

o2k
:iag,kr hZ 1( 1wq l(q _|_:|:h2k)_|_lwq 1 q _|_:|:h2k anL

4 2k PR
R ] o G (% iy Kt S T S = R )

. rot DL = Fad¥[p F]rot i ok ok

’ P (—iwIT T + (¢ + FhF) #54,,)

o,m

o [-Rot q+*n2*] [ —iwd T}
RN Rot | |(¢' ih?’f)sq

_ ( q T :I:h2k q+ :I:th) (wg—l)Q) . :tag,k . Tihik 1
— 2k(2k + 20 + N) - Falk . pse
{ a@k=1. SR sq0 o falls k> 1

T

2k
:tag,kr h;"—1

P53 m

yfalls k=0
{iRgf,,{v%l , falls k > 1

0  falls k=0

Analog beweisen wir die Formeln fiir qu’ und die Ausnahmetiirme. |

Bemerkung 5.14
Fir k=0,1 und alle 0, m gelten

AEDIY = ATREY =0

und daher liefert ein Vergleich mit den Potentialformen von Seite 21 fir g € {1,...,N — 1}

d _Dg:?n = (q + U) (20 + N) o’+2 m ’ b _Dg::n = g’ﬁl,m ’
_ — 1
d Rg:?n = ( + J) (20 + N) Qo’+2 m ’ b Rg':}n = g’+1,m ’
) 1 -1 2
° +Dg:9n =i(¢ +0)2 (20 + N)~ ng:f; , . +Dg:}n = ij’Hm ,
1 1 -1 1
. +R§1?n =—(¢g+0)2(20 +N) 2Pg;;§1 ; ° +R§;}n =3 NP:’ILfl”"

und fir ¢ € {0, N}

— 02 1 0,4 — N-1,1 N—-1,2

b Dy 5 _ NQO’I ) b Dy 4 =W11 )
_ LN,2 1 N4 —pll 1,1

d 01 T 5 NQ0,1 ’ * Foi =@ ’
£ 0,0 _ 0,4 L AN-1,1 1 o N—12

b Doy =—-1F) ) ® Dy 4 = NPM )
+ N0 N4 IS S

b RO 1 — PO,l ) L RO 1= Nplvl

Insbesondere sind fiir g € {1,...,N—1} die Formen ~ D%} und ~RLY, bzw. TDL) und T RLY, linear abhingig.
Wir schreiben in diesem Fall

D30 o~ —pe0 und tDLY = TRLY

a,m o,m o,m

Die Formen Q%7, A baw. Pa+2 . sind Linearkombinationen aus ~D%2 und ~R%?% bzw. TD%2 und +Rg:3n .

o,m o,m o,m
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Bemerkung 5.15
Die folgenden Bilder verdeutlichen die Tirme und definieren die Begriffe ,Rotations—" bzw. ,Divergenzturm”:

div / \, rot
rot N\ / div
4. Stock *Ra Dad
div / \, rot
3. Stock iDg;ﬁv?’ iRgﬁﬁB
rot N\, / div
2. Stock *Re2 +Da2,
div / \, rot
1. Stock iDg;évl :I:Rg:‘;i,l
rot \, / div
Erdgeschof iRg:(T)n o~ iDg:(T)n
Rotationsturm Divergenzturm

Die obigen Tirme sind in dieser Allgemeinheit nur fir g € {1,...,N — 1} definiert. In den Ausnahmefillen
q € {0, N} haben wir (Beachte _D(O):(lJ =0 und _Ré\f’lo =0/):

div N\, rot
rot \ / div
4. Stock iRé\f’f iDg:f
div \, rot
3. Stock =D Ryt
rot "\ / div
2. Stock iRé\f’f iDSf
div / N\, rot
1. Stock =Dyt *Ry}
rot "\ / div
Erdgeschofs iRé\f 0 iDg:(l)
Rotationsturm Divergenzturm

Bemerkung 5.16
Obwohl div ’R(l]} = 0 ist, emistiert kein D € D (RN \ {0}) mit divD = 7R(1):i . Entsprechend ezistiert trotz

loc
rot *Dé\ffl’l =0 kein R € Ryv. >(RV\ {0}) mit rot R = *Dé\jfl’l . Insbesondere gibt es zu 7R(1)ﬁ = QH keinen
Divergenz— und zu _Dé\fl_l’l = fol_m keinen Rotationsturm.
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Beweis:
Gébe es ein D € DE_(RV \ {0}) mit divD = _R(l):}, so hétten wir mit Bemerkung 5.14 und Lemma 2.9
einerseits

<r0t(r]+D87’?), _Réﬁ RN = < rot(n+D8:(1)) ,rot_D8f>RN = —<divr0t(n+D8:(1)), _D8:%>RN
—_—————
eyt (RN \{0})
1
0,0 — 10,2 0,4 0,4
= —(C"Do1: " Do)an = ~5 =N (CFo1 Qolt)an =1

und andererseits
(rot(ir"DE2), ~RiL) o = (rotlor" DRD),div D)y = —( ot rot (7 DY), Dy =0

einen Widerspruch. Analog folgt die Behauptung iiber den Rotationsturm mit Hilfe der Testform +Ré\j ’10 . n

Bemerkung 5.17
Aus Bemerkung 5.11 folgt p=DL2F! = 0 bzw. 7*RL2F = 0 und somit T DL2KT! = 0 baw. RE*RLZFT =0
aus (2.8) bzw. (2.7). Damit gelten nicht nur

div iDZ’)g,’fH =0 bzw rot iRg’EJfH =0 ,
sondern auch fir alle ¢ € C'(R) mit Bemerkung 2.2
div (o(r)*DL2+) =0 bzw rot (p(r)*REFT) =0
Nun mochten wir Skalarprodukte der Form
(COD5m " Dyi)aen > (CPRGm"Bi)en 5 (O D5 "Ry g

mit C' = Ca,, und 7 aus (1.31) diskutieren. Dazu ben&tigen wir zunéchst das

Lemma 5.18
Fiir z. B. (E,H) € C°9 x C>7"! ypd e € C7 gelten

(i) C = Ca .y =10t Cyiv,n + div Crot.yy + Crot,n div +Cliy 5, TOt ,
(ii) <Crot,17E; H>]RN = <E, Cdiv,nH>RN )
(iii) <CE, €>]RN = —<E, C€>RN
Beweis:

(i) folgt direkt aus der Definition des Kommutators und (ii) mit Bemerkung 2.2, denn

(Crot B, Hygn = (7 (r)r'RE, H)p = (B, (r)r'TH) = (E, CaiynH)g~
Mit (i), (ii) und partieller Integration erhalten wir (iii). |
Seien nun

u,ve{eDg:]fn:k‘,aENo Am=1,...,u9% A 96{—1—,—}}

(5.21)
U {eRg:]fn tk,oeNg Am=1,...,pd VL A g e {4_7_}}
mit
ok ) HE , falls k gerade (5.2
oo = pdtt | falls k ungerade :

Dann gilt mit dem Homogenitétsgrad h(u)

pu(r) = rh(“)pu(l) bzw. Tu(r) = Th(")Tu(l)
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und wir bestimmen mit Hilfe des Lemmas 2.4 und (2.18):
— (u, Cv)gy = (Cu, v)pr
= / “{Cu, V) () dr = / Nt <<pC’[)pu(r),pv(r)>SN,1 +(rC* Tu(r),Tv(r)>SN,1) dr
Ry
/Dh

/ PN- 1+h(v) Qh(u) +N— l)ﬁ/(r)rh(u)fl —|—ﬁ"(r)rh(u)> dr - <u,v>(1)
R

+

PN T ) O ((pu(1), po(1) g + (ru), To()) gy ) dr
(5.23)

d
PN (2 n&%r““+”%M“”+UV—UFW%W“”ywquT

= (o) = h(w) -Gy [ )2

Betrachten wir die Definitionen der Turmformen aus Bemerkung 5.11, so sehen wir, dak aufgrund der Ortho-
gonalitdt der Eigenformen T, und SZ,, der Ausdruck (u,v)) nur dann nicht verschwinden kann, falls mit
0,9 € {+,—} einer der folgenden Fille eintritt:

. u = eDg k , = ﬂDngn , k — ¢ gerade
. u = eRq " ; v= ﬁRZ:fn , k — ¢ gerade
. u= “’Dg’m : v="R2{, : k, ¢ gerade
. u = "Rg:m , v= 19Df§:fn , k, ¢ gerade

Etwas genauer:

. <Dqk 19qu >(1)750 V <R‘1’f 79R‘1’>(1)7’éo = o= A m=n A k—{gerade (5.24)

o,m?’ o,m’

o ("D&5."RiL) A0 v ("REy.DLL) A0 = o=7 Am=n A klgeade (5.25)

o,m’ o,m?’
Wir erhalten das

Lemma 5.19 R
Seien u und v requlire Turmformen mazimaler Hohe K und mazimalem Index Z . Desweiteren sei j in (1.32)
(zu beliebigen 0 < 1 < ro < 00) hinreichend grofl gewdhlt, etwa

i>N+242K+27

Dann gilt
(Cu,v)gy =0

aufler in den folgenden Spezialfillen:
o (CDEZE.PDIN.N#0 & o=

o,m?

vy, m 0-9
o (CURZE PRI ).~ #0 & c=vy,m=n,0-9=— und (k,0) € {(0,2),(1,1),(2,0)}
o (C'DINRE) oy #0 & o=v,m 69

Genauer erhdlt man in den Spezialfillen

. (C™DEE, DL Yo = —(CTDLL ~DIY )
—35s (k) =(0,2)
=(C ™ RLL, TREy oy = —(CTREN,, " RE)pn = 1 , (R, 0) = (1,1)
—EE (k0 = (2,0
und
. (C™DEY TRE Ny = —(CTDEY TR

.k + gt
<C RO’ m? DO’ m o,m’ o,m

-1 _
Von = —(CTREE ~DoLN | —i Y { 1 ’(k;



74 Der Ganzraumfall

Beweis:
Betrachten wir z. B. u:=?DZ% und v := ﬁDg:fL. Mit (5.23) und (5.24) bestimmen wir

(€D DI = (= ) (DES D) [ e g
YRy

o,m? o,m’ v,n
e (5.26)
= (gh]; - ﬁhf;) . 60N 6mn ' <9Dg7,]7€n’ ﬁDg:fn>(1) ’ / ﬁ/(T)TN_ZJr hot7h, dr
Ry
und haben desweiteren
(*DL¥ ﬁDg;m(l) #0 & k — ¢ gerade . (5.27)

Wann ist nun (5.26) von Null verschieden?

Wegen —) < —N —2—-2Z < N -2+ + 70 < N -2+ 2K +2Z < j und (1.32) ist das Integral in
(5.26) nur von Null verschieden, falls N — 2 4 %h* + "h’ verschwindet. Tm Fall 6 - 9 = + ist jedoch entweder
N-24+h*F ++h =N 24 k+04+20#00der N—2+ 0"+ hl =N—-2+4+k+/—-20-2N #0, da
k + ¢ nach (5.27) gerade und N ungerade ist. Fiir 6 - ¥ = — gilt

N-2+ b4 hl =N-2+ W+ hl=2+k+0=0 & (k0 <€{(0,2),(1,1),(2,0)}

Die gleichen Argumente gelten auch fiir (C?RZ% VRZL) . Im Fall der Skalarprodukte (C?DZ% YRLL) .
bzw. (CYRLY VDL, entfillt die Moglichkeit (k,¢) = (1,1), denn hier miissen nach (5.25) k und £ gerade
sein. Damit ist die wesentliche Aussage des Lemmas gezeigt.

Bestimmen wir nun noch die Werte der speziellen Skalarprodukte. Mit (5.26) erhalten wir z. B.:
- pa.k £ _ (—nk ¢ - pa.k £
(€7 Dgm: "Dy g = (Tho = "ho) - (" Dgi, " D) )

o,m o,m’ o,m

“a20 tadl. (w2 + (¢ + ~hY)(¢ +thl)) , (k.0) =(0,2)
(k_E_QU_N) : _Oég.+1’0 '+Oég+1’0 3 (kaf) = (171)
“a?t Fa2® . (Wi 2+ (¢ + "h2)(¢ +Thd)) , (k,0) = (2,0)

2(2+2;i_1\?)a(:]2\[,71_N) ! ((wgil)Q + (q, — 00— N)(q/ + 2 + 0)) = 7]\?::__50- ’ (k,f) = (Oa 2)
(_QU;;\])?\{W =1 " ; (k0) = (1,1)
2(2_2”:]\%(__20_1\[) ! ((wgil)Q + (q, + 2—0— N)(q, + U)) = *]%_;,_2(2 ’ (k‘,f) = (2a O)

Mit Lemma 5.18 ergibt sich dann (Die Skalarprodukte sind reell!)

(C™D&, " D& )an = —(CH D&, " DEL ) an
Analog beweisen wir die Behauptungen iiber die restlichen Skalarprodukte. |
Lemma 5.20

Lemma 5.19 gilt sinngemdf$ fir alle Turmformen, wenn man die Ausnahmen _Dg’? =0 und _Ré\fio = 0 beachtet.

Auferdem ergeben sich in den Spezialfillen fiir die Ausnahmeformen die Skalam;rodukte

. (C7 Dyt "Dy )gn = —(CTDGY, "Dyt g
=(C Ry, TR ) yn = —(CTRYY TR =11
und
. (C Ry, "Ry gy = —(C TRy, ™ Ryl )gw

— A N-1,1 N—-1,1 N-1,1 — nN—1,1
=(C Doy 7 Doy )pn = —(CT Dy, "Dy )y = —1
Bemerkung 5.21
Fiir Turmformen u,v kann (Cu,v)rn also nur dann von Null verschieden sein, wenn u und v verschiedene
Vorzeichen = und gleiche Indizes o und Zdihlindizes m besitzen. Zusédtzlich missen im Falle u = iDg:ﬁl und

v="FD% baw. u=*RLE und v =FREL, die Hohen (k, () zu {(0,2),(1,1),(2,0)} und im Falle u = *DZF,
und v = ¢R?;f;n bzw. umgekehrt sogar 2u {(0,2),(2,0)} gehdren.
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Am Ende dieses Abschnitts wollen wir nun noch ein zu Satz 2.8 dhnliches Entwicklungsresultat zeigen:

Satz 5.22
Seien K € N und 0 < r < 1o < 00 sowie (E,H) € Coo’q(Z(rl,rg)) x ooatl (Z(rl,rg)) in Z(r1,rs) eine
Lisung des Systems

. M¥(E,0) = (0,0) A divE =0
. MK (0, H) = (0,0) A rot H=0

)

Dann gelten in Z(r1,r2) mit eindeutigen Konstanten 'ef{’f.(, 'h.q,fl’K, ¢4 K patLE ¢ C und der gleichen Kon-
vergenz wie in Satz 2.8 die folgenden Darstellungen:

Dgf , falls ¢ = 0 und K gerade
1,1

R, falls g =1
0,0:.K 0.k Ad, 0,1 ’
e E= Z Com ” Doim SRR S
k<K—1, Dy, ™ , falls q = N — 1 und K ungerade
0e{+,-},0€No,
e;:h}“’:;ko 0 , sonst
~RLEK _
01 , falls ¢ = 0 und K ungerade
— A N-1,1 _
H = 0} q+1,K 6’Rq+17k Bq+1,K D071 ’ falls 9= N =2
° - Z Uo,m * lom + "\ - pN.K
k<K—1, Ry 1 , falls q = N — 1 und K gerade
0 »—},0€No,
S:Jrl}ug%(f 0 , sonst

Im Fall 0 < ry <19 =00 gilt mit einem s € R
(B.1) € (€9 (A(ra)) NL29(A()) ) x (€= (Ar)) NL24 (4(r0)))

genau dann, wenn alle Summanden der Gestalt Qng’fn und eRgﬁ,{vk , fiir die

hk > s — N/2
gilt, d. h. k40> —s—N/2 fiir0 =+ und k—o > —s+ N/2 fir 0 = — , verschwinden. Insbesondere treten im

Fall s > —N/2 nur Terme mit 0 = — auf. In diesem Fall kdnnen wir unsere Darstellungen etwas prizisieren:
_ngf( , falls ¢ = 0 und K gerade
und s < N/2 — K
_pll _ B
. E— Z 76%1( R kK . Ry , fallsq=1 und s < N/2 -1
K<K_1. o ' _Dé\’fl_l’K , falls g = N — 1 und K ungerade

o>stk—4

m=1,...,ud* und s < N/2 — K
0 , sonst

*R(l)’f , falls ¢ = 0 und K ungerade

und s < N/2 - K
7D(1)\,[1_1’1 ,fallsq=N—2und s < N/2 -1

. H = _hq+1’K . —Rq+1,k + ilq+1,K .
k<;1 Foom o 7Rév’1K , falls g = N — 1 und K gerade
sk N '
;jléfkuq?’“r’l und s < N/2 - K
0 , sonst
Beweis:

Da eine Form GDg:’fn bzw. QRg”’fn den Homogenitatsgrad eh]; besitzt, gilt
fDLr PRIY € L29(A(1)) & 2Pt N-1<-1 & W< -_N/2-5

k+o<—N/2—s | falls ) =+ (5.28)
k—o<N/2—s ,fallsf=— '
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Damit ist die Integrierbarkeit, der einzelnen Summanden geklart. Wie in Satz 2.8 konvergiert nun eine derartige
Reihe genau dann in L? | wenn alle Summanden zu L? gehdren. Dies liefert die Behauptungen des zweiten Teils
des Satzes. Kommen wir nun zum Beweis der eigentlichen Darstellung durch Induktion iiber K .
Induktionsanfang (K = 1): Sei E € C°(Z(ry,72)) mit rot E = 0 und divE = 0. Mit Satz 2.8, es gilt ja
AE =0, haben wir in Z(rq,r2)

E = Z azag,m ’ Pg:?]% + Z ﬁg,a,m ’ gﬁn . (529)

k,o,m k,o,m

(oder o(r)782T] ) fir ¢ € CF((r1,72),R), d. h. Be-

o—1m

Durch Testen der Rotationsfreiheit mit ¢(r)pTy_; ,
stimmung von
0= <r0t E, gp(r)pTg_lm>RN

durch partielle Integration und Einsetzen der Entwicklung (5.29), sehen wir o , . =53, =0, auker 335 ; .
Die Testfunktion ¢(r)pSd (oder o(r)pSe,,) liefert genauso of , . = 81, 5, = 0. Analoges Testen der

o—2,m
Divergenzfreiheit mit L,D(?“)vag:im (oder o(r)7SI7} ) ergibt of 5 = BY ym =0, auker B, ; . Entsprechend

o—1m
bekommen wir dann noch durch die Testfunktion ¢ (r)7T2_5 . (oder ¢(r)7T4,1) das Verschwinden von 8, ,,

und aj , ., welches ja schon bekannt ist. Schlieflich bleibt von (5.29) nur noch die Darstellung

1,1
Blii- Qi  falls g = 1
e 3 N— N-1,2 .
E = Z az,a,m . Pg,m + Zﬂgﬂ,m . ngL + 5271’11 Q14 , falls q= N -1
o,m o,m
0 , sonst

ibrig. Mit Bemerkung 5.14 liefert dies dann den Induktionsanfang fiir £ und somit auch fiir H, da H das
gleiche System auf der Stufe ¢ + 1 10st.
Induktionsschritt (K ~» K + 1): Betrachten wir z. B. E mit MX*(E,0) = (0,0) und divE = 0. Dann
erfilllt H :=rot E

M¥(0,H)=(0,0) und rotH =0

Die Induktionsvoraussetzung liefert die Darstellung

*Ré:f , falls ¢ = 0 und K ungerade
— A N-1,1 _
H = Z ORI+ ORatLk 4 fatl K Dy, ,fallsg= N —2
Nes o,m _
h<K—1. o Ré\f’lK ,falls g = N — 1 und K gerade
0e{+,—},0€No,
m=1,...,uL k1 0 , sonst
und mit dem Ansatz
7D8:{(+1 , falls ¢ = 0 und K ungerade
E = Z Ghzfi?‘ff . eDg:’fnﬂ 4 patLE _Dé\fl_l’K'H ,falls g = N — 1 und K gerade
k<K—
96{+7—},;éN0, 0 , sonst
7n:1,...,;¢2’k+1

erhalten wir fiire:= F — F

“DITY L fallsg=N -2

dive =0 und rote = paTLE .
0 , sonst,

Im Fall ¢ # N — 2 liefert der Induktionsanfang

*R(l)j ,falls g =1
e= Y tebl, DI +ert {oDYTY falls g =N -1
0e{+,-},0€No, 0 sonst
7

m:l,...,ug’u

und mit
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E=e+FE
_R[l):} yfalls g =1
= S gl 'Det et { DM fallsg= N -1
067;{:;1_} Zf?" 0 , sonst
_Dngﬂ'l , falls ¢ = 0 und K + 1 gerade
+ oo Ongtir - pek 4 Rt LDV ERETE S falls g = N — 1 und K + 1 ungerade
1<k<K,
0e{+,—},0€eNg, 0 , sonst

m:l,...,uZ’k
die Behauptung. Im Fall ¢ = N — 2 haben wir zunédchst nur
dive =10 und Ae=0

Wir erhalten wie im Induktionsanfang fiir e die Darstellung (5.29) und sehen mit den gleichen Argumenten, daf
die Divergenzfreiheit diese Darstellung auf

Bl Q11
_ § : N-2 N—-2k Z N-2 N—-2k )1, 1,1
€= ak,a,m ’ Pcf,m + ﬁk,a,m " YWo,m + 0
k=24, k=2,3,
o,m o,m

,falls g =1

, sonst

reduziert. Mit Bemerkung 5.14 und neuen Konstanten ist also

“REY O falls g=1
0 N—22 0y N—-2k | 21,2 0,1 >
€= Z Ck,om Da,m +e '
0<k<1, 0 , sonst

0e{+,—},0€Ny,

m:l,...,ufyv’z”“
Somit liefert E = e + E auch in diesem Fall die Behauptung.
Analog zeigen wir die Darstellung fiir H . |

Zur Verkiirzung der Notation in den folgenden Kapiteln bringen wir noch die

Definition 5.23
Fiir k,o € Ng und t € R definieren wir

+nak o T [k +opgk . T fEpak
° DLy, = Lin {*D%7 } , ° RE, = Lin { ngm} ,
+ma,k . +maq,k +mag.k . +mpaq.k
b D(T T @ ®a,m ’ i :Rrr T :Ra,m ’
1<m<ud” 1<m<pud A
+tmak . tqyq.k +pa,k +tqpq,k
¢ DL =D ’ ¢ RLY = DR ,
y<t y<t
[ ] L] [ ] [ ]
—me<K _ E : —mna.k _ } : —Na,k —p¢<K _ — g,k _ —pa.k
o Dt = ®'Y = ®§t+k’ 9 L4 :Rt L :R’y - Rgf-&-k
0<k<K, 0<k<K 0<k<K, 0<k<K
0<~y<t+k 0<~y<t+k

Hierbei sei die Orthogonalitit der Summen im Sinne des (-, -))-Skalarproduktes zu verstehen.

Bemerkung 5.24
Nach (5.28) haben wir fir alle m € Ny, da die Turmformen homogen sind,

EPTk EREF C L29(A(1)) & EpTh EREE  H(A(1)) N thh < —s — N/2 ,

d. h.
& k m, —mak —pak m,
TDLF TRLE H<,qg,k,% (A(1)) und DLF TRLE C H<quk+% (A(1))
Insbesondere sind ~DL* ~RL* gengu dann Teilmengen von HT"9(A(1)) , wenn o > k + s — N/2 gilt. Folglich
liegen die Mengen
—DQSJ{]{ und _qu’SZ{f
s—45

ST

in H?ng (A(1)), aber gerade nicht in HT"9(A(1)) .
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5.5 Spezielle Strahlungslosungen

Wir wollen in diesem Abschnitt spezielle Losungen der homogenen Maxwell-Gleichung in RY \ {0},
(M+lw)(E7H) = (030) ) wE (C-‘r \{O} s (530)

suchen, welche der Strahlungsbedingung geniigen. Mit Hilfe eines Separationsansatzes, also des sphérischen
Kalkiils, und der altbekannten Eigenformen S?,, und T}, werden wir die Bestimmung dieser Formen auf das
Losen der Besselschen Differentialgleichung zuriickfiihren. Wegen

(div E,rot H) = (0,0)
sind ' und H nach der Regularitatstheorie des dritten Kapitels C*°~Formen und mit Lemma 4.13 haben wir
(A+w?)(E,H) = (0,0)
Versuchen wir also zunéchst eine Losung des Systems
divE=0 und (A+wHE=0 (5.31)

zu finden. Diese beiden Formeln iibersetzen sich mit (2.3) und (2.6) zu

— Div 0 E
o PE| _

* P 7l LQ'H D7 Div} LE} =0
. b 7] _o [B+r2 Ry +7r2w? —2Div pE| 0

P 2 Rot B+r2Ry +r2w?| |TE| ~ ’

also in das System

o DivpE =0 , (5.32)
. =Dy pE+DiviE=0 (5.33)
e (B+r*(Ri+w®))pE -2DivtE=0 (5.34)
e 2RotpE+ (B+r*(Re+w?))TE =0 (5.35)

Die ersten zwei Gleichungen schlagen die folgenden beiden Ansétze vor:

1. Ansatz: pE =0 , TE:=e(r) -T2

o,m

2. Ansatz: pE == e,(r) - T4} , TE:=e(r)- S,

o,m

Diskutieren wir den ersten Ansatz. (5.32), (5.33) und (5.34) sind trivialerweise erfiillt. (5.35) wird zu

2.19
(2.19)

(B +7°2(R2 +w2)) e(r) - T1,=0 ( -+ TQ(RQ +w2)) e(r) - T1,=0

Mit (2.12) ist dies dquivalent zu der gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung
r?e’(r)+ (N =1 re(r)+ (rPw?+q(¢d —2) = Al) e(r) =0 ,

welche wir mit der Substitution

¢

e(r):==r"-plwr)

in die Gleichung
W22 (wr) + (204+ N -1 wr¢ (wr)

+(r*w? 4+ q(¢' —2) = AL+ {({+ N — 2)) p(wr) =0
iiberfithren. Setzen wir noch ¢ := wr und
20+ N—-1:=1 & ¢=1-N/2 ,
so erhalten wir die Besselsche Differentialgleichung

20" (t) + to' (t) + (2 —v2)p(t) = 0 , Ve :=N/2+0 . (5.36)



Dirk Pauly — Niederfrequenzasymptotik der Maxwell-Gleichung im Aufengebiet 79

Somit erfiillt E die Sommerfeldsche Strahlungsbedingung zur Helmholtz—Gleichung, falls ¢ eine Vielfache von
H,}U , der Hankel-Funktion erster Art zu v, , ist. Wir bekommen also eine erste Losung

Ebe .—pl=% |l (wr) -7T2

o,m Vo o,m

Im zweiten Ansatz ist (5.32) erfiillt und (5.33), (5.34) und (5.35) {ibersetzen sich in das System

/ d /
° rt—a I (rq ep(r)Tg;ll) + e, (r) Div S ,=0 ,

(B +72(Ry +w2))ep(r)Tg;n1 — 2Div eT(r)ng =0 ,
2Rot ep(r)Tg}Ll + (B +7"2(R2 —|—w2))eT (r)Sg,, =0 ,

welches sich mit (2.19), (2.20) und (2.21) zu dem Koeffizientensystem

. e, (r) +q'e,(r) + iwl e, (r)=0 , (5.37)
° 2Ry +w?)e,(r) — A te,(r) — 2wl te, (r) =0 , (5.38)
. 7?(Ra +w?)e, (1) — ke, (r) + 21wl te,(r) = 0 (5.39)

wandelt. Setzen wir nun (5.37) in (5.38) ein, erhalten wir mit (2.11) die Gleichung
7"2€Z(T) + (N +1)re,(r)+ (r2w2 —oa(c+N))ey(r)=0 ,
welche wieder mit der Substitution
ep(r) =17 p(wr) , ti=wr )
in die folgende Differentialgleichung tiberfithrt wird:
2" () + (2k+ N+ 1)t (t) + (£ + k(k+ N) — (o + N))p(t) =0

Die Wahl
2k+N+1:=1 = k=—-N/2

liefert uns wiederum die Besselsche Differentialgleichung (5.36) mit gleichem v, . Aus (5.37) kénnen wir dann

(¢ + k)p(wr) +wr ' (wr)

€r (7") = wgil
bestimmen. Wie wir ein wenig spéter an einem einfachen Argument sehen kénnen, erfiillt £ wiederum die Som-
merfeldsche Strahlungsbedingung zur Helmholtz—Gleichung, falls ¢ eine Vielfache von H, l}o ist. Man vergleiche

dies auch mit WECK und Wirscn, [[53], p. 1520]. Wir erhalten eine zweite Losung

i
—1
wa

2w . &
Emm =2

(HL (wr) - pTE + —— (N/2 = q) - HY (wr) +wr- (H] ) (@) - 752,

Definieren wir dann i
i
Hw = —rot B , n=12 ,
s w )

so gilt
rot B +iwHym =0

per Definition und desweiteren wegen div £ = 0 und (A + wz)Eg,‘jL =0

. i i .
divH}p = —divrot Bl = —AEYy = —iwEDy ,
. w : w . ;
d. h. die Formen
n,w n,w _
(EO':maHa,m) ’ n= 172 )

sind in der Tat Lésungen zu (5.30). Bestimmen wir H'y noch explizit:
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1w _ 1 lw _ 1 o —1[—Rot r'79Dr?] [pELY
e Hy,= " rot By = > [p #r { 0 o i
_i[v v] _1|—Rot rl=aD e 0
= p Tlr 0 Rot rl_%Hia (wr) T3,
T L P CTO R
= — T o s
LA iwlr= % HY (wr) - SZi!
q
=20 E, (Hi (wr) - 78211
w o :
i ~,
* E((N/z —q-1)-H, (wr)—wr-(H, ) (wr)) 'PTg,m)
R e I b L B
) Ham_ertEam w[p il { 0 Rot TEZ,
L et [FReE P ot (o) T
o 0 Rot s o Se
:i 7iw371T717%HV1 (wr)
w -

w2 ) B o) b (2, 0n)) ) 5SL,

i L 1 _{_N
:(_(Wg 1—|—wg_1(N/2—q)2)-r =Y HL (wr)
i
+F(N/2—q+q—zv/2+1)w-r—%
i 2 o 1-X 1\ .
s Lrut Y ) ) ) st

o,m

(H,) (wr)

UO’

= T (@) (N2 - ) Y (wr)
twre (HL ) (wr) +w?r? - (HL ) (w r)) 5S4

o,m

Setzen wir hier die Bessel-Gleichung (5.36) ein, folgt

H2 == (= + (= (V2= 0) = (a+0)(d +0))) - HY (@) 5SS,
WWe
=0
- ;u_l Pl -H,}U (wr) - PSE
Wo

An der expliziten Formel fiir H, 3:; sehen wir, dafs auch diese Form der Sommerfeldschen Strahlungsbedingung zur
Helmholtz—Gleichung geniigt, d. h. auch im zweiten Fall war die Wahl der ersten Hankel-Funktion berechtigt.

Alternativ kénnten wir die Formen (E}, H}'y ) auch finden, indem wir das Problem

o,m?

rotH=0 und (A+w?)H=0 (5.40)
losen. Analog zu (5.31) wiirde uns dies fiir die (¢ + 1)-Form H auf das System
o —RotpH +r9DritlrH=0 |
. RottH =0
. (B+r*(Ry4+w?®))pH —2DivtH =0

. 2Rot pH + (B+r*(Ry +w?))7H = 0

fithren, welches wir vollig analog zu (5.32)—(5.35) mit den folgenden beiden Ansitzen losen kénnten:

1. Ansatz: pH:=h(r)-S¢ , TH:=0

2. Ansatz: pH = hy(r) -T2 TH := h.(r) - Sg,tr%

,m )
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Fassen wir also zusammen: Definieren wir zu 0 € Ng und m = 1,... sowie v, = N/2 + o die Formen
° I~E(1,’7‘;il =Y Hylﬂ (wr)- 7T, ,
° H:]I},‘;,’l S (— wd - Hﬁg (wr) -%ng;j (5.41)
+i- ((N/z —(q+1))-H), (wr)+wr-(H, ) (w r)) : pT;,{m>
und
o B (gt on) T
Jri’((N/qu) ~Hyld(wr)+wr~(Hl}a)/(wr)) ~ng’m> , (5.42)
° H:]I?,;”n R e -Hig(wr) -psg}m ,

so sind fiir beliebige Konstanten c;, co € C die Formen

- (B HZw) € C4RN\ {0}) x C4P RN\ {0}) , n=12

o,m>

Losungen zu (5.30), die fiir w € C4 \ R exponentiell fallen und fiir w € R\ {0} der Strahlungsbedingung zur
Helmholtz—Gleichung geniigen. Insbesondere haben wir

exp(—iwr) - (Ere HMe) € H;‘i%(A(U) x HDTHH(A®L)

o,m?
2
also

(M —iwr™'8)(Ere, HMe) € Li‘i% (A(1)) x L2 (A(1)

o,m?
2

Del- (*iw—iwrils)(fEn’w Hg:‘;’) ’

(r'S +14) (Epy, Hy) € L27, (A1) x L7 (A1)
’ 2 2
Damit erfiillen diese Formen auch die Maxwellsche Strahlungsbedingung. Desweiteren sehen wir an (5.2), daff
gleichmafig bzgl. z € C, die Abschitzung
[H ()] < e (12172 + =)

gilt. Somit haben wir fiir v > 1/2, w € C und gleichméRig bzgl. r € (1,00)

~ 1-N
Hg':‘;)n’q+1 S c-roz

|H,}(wr)’ <cor? ,d. h. ’IE},‘,‘;

q7

Da die Ableitung der Hankel-Funktion fiir grofse Argumente dasselbe Verhalten zeigt wie sie selbst, bekommen
wir

|(IE"“’ H”‘”){ <c-rz n=1,2

o,my =So,m/ g+l — ’ ) )
und somit ) )
(B Hym) € L27, (A(1)) x L275(A(1))

o,m? <-1

Die Regularitdtstheorie liefert schliefslich fiir alle kK € N
TNL,W  TT,W k, k,q+1
(Epw Hyw) € H<ﬁ%(A(1)) x H2T (A1) : (5.43)

o,m?
2

Unser néchstes Ziel ist es, diese beiden L&sungen in Potenzreihen bzgl. w zu entwickeln. Nach MAGNUS,
OBERHETTINGER und SONI in [[21], p. 66] gilt

(2/2)2k+1/

Hl(z) = L (Jou(2) — e '™ J,(2)) mit Jo(2) = Z T
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der Bessel-Funktion. Dies liefert mit den Koeffizienten aus Bemerkung 5.11

2 -
1 _ i 1\et1/2 . . _N\k—- 0k | 2k—v,
H}, () =i(-1) Fi oo (D ast
k=0
+ 1(71)1’5*1/24*1/0 F(l - VG') (20_ + N)(71)1+6q,0+6q,N i(il)k Jraq’k‘ . 22k+1/a)
I'(l+v,) Pt 7
Damit erhalten wir die Darstellung
-5 HY (wr) = Byw ™ - (Z(* iw)2k —@k . p2hHI=N=o 4 a2 Z(* jw)2k Tk .r2k+1+a>
k=0 k=0

mit den Konstanten

v I(1-wv,)
=i (=12 und R = i20,47 T (—1)Ye /200t de N
ﬁo’ F(l*l/o—)( ) o [eg F(1+Vo.)( )
Schliefslich bekommen wir mit Bemerkung 5.11 die Reihendarstellungen
o0
N IE},‘;’% — B, Wl (Z(_iw)% —Qatlk . p2ktl-N—c Y,
k=0
o0
+ RITL 2 Z(_ jw)2k +atlk  p2ktlvo ng,m)
k=0
o0 oo
=B w7 (Y (—iw)® DRI 0 Y (—iw)? FDEZ)
k=0 k=0
5 o0
hd HZ’:L;;'L = ﬂa : Wliya . (Z(i iw)2k 7O‘g’k ' T2k‘+17N70 : [)Sg,m
k=0
(o)
+ Hg w2ve Z(_iw)Qk +ag,k . T2k+1+o‘ . pSgﬂn)
k=0
o0 o0
_ /60' . wl_”" . (Z(_iw)Qk . —Rg:i;rll,Qk—&-l + Kjg w2ug Z(_ iw)Qk . +Rg:|;$,2k-+1)
k=0 k=0
Definieren wir fiir ¢ € {0,..., N — 1} die Reihen
oo o0
o EJy =) (—iw)® TDERH 4 I WM Y (—iw)?F T DL (5.44)
k=0 k=0
i i/ — =
o HYs = —rotERs = S (D (—iw) TR 4 kTt Y (—iw) TR (5.45)
k=0 k=0
und
oo oo
o HZY =) (—iw)® TR 4 gl e N " (—iw)?h L T RITLT (5.46)
k=0 k=0
i | [ -
o B2 o= Davies = LS (ciw Dp e agee Y (i tos) (5.47)
k=0 k=0

so kénnen wir die Diskussion der Lésungen von (5.30) wie folgt zusammenfassen:

Bemerkung 5.25

Seienq e {0,....N—1},0€Ng,m=1,... undw € C.\{0} sowie v, := N/2+0 . Die Reihen (]Eg;,“,’“Hg;fn) ,
n = 1,2, konvergieren aufgrund der Konvergenzeigenschaften der Reihe der Hankel-Funktion gleichmdfig auf
kompakten Teilmengen von RN \ {0} und definieren dort C°-Formen. Desweiteren sind sie Losungen zu
(5.30), welche fir w € R\ {0} sowohl der Mazwellschen Strahlungsbedingung als auch der Sommerfeldschen
Strahlungsbedingung zur Helmholtz—Gleichung geniigen und fir w € C4 \ R exponentiell fallen. Insbesondere

gelten divEDy = 0 und rot Hpy = 0 sowie mit (5.41), (5.42) und (5.43) fiir alle k € N

o,m
ve—1 ~ ~
(B Hy) = =5 — - (B Hp) € HET, (A() x HETL (4(1)

o,m’ o,m?
o 2
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6 Elektro-Magneto—Statik

Wir wollen zunéchst die ,klassischen” Ergebnisse des Abschnitts 2.5 dahingehend verallgemeinern, daf wir
statische Maxwell-Probleme der Art

rot B =G , diveE = f , eF erfiillt endlich viele Nebenbedingungen (6.1)

in unserem Aufengebiet Q mit Daten aus L?(€) und Losungen in L2 | () diskutieren. Der wesentliche Teil dieses
Kapitels ist aber die Bereitstellung einer Losungstheorie zu (6.1), welche Daten in L2(Q) mit s > 1— N/2 zuléfit
und Losungen liefert, die bis auf endliche Summen spezieller statischer Ganzraumlosungen (Turmformen aus
Abschnitt 5.4) in L2_, (Q) liegen. Wir werden sodann eine Iteration eines speziellen statischen Lésungsoperators
angebenen, welche intensiv die Tiirme der Definition 5.8 bendtigt.

Sofern wir keine weiteren Einschrénkungen treffen, sei der Rang der Differentialformen ¢ € {0,...,N}. Zur
Entlastung der Darstellungen werden wir in diesem Kapitel immer die folgenden Voraussetzungen treffen:

(i) QCcRY, N > 3 ungerade, ist ein AuBengebiet mit SME und es gilt R™ \ Q € U(0, 7o) .
(ii) Desweiteren wihlen wir ry so grof, daf fiir alle ¢ die Tréger der Formen aus
EO3‘1(Q) und fiir ¢ # 1 BY(Q)
in U(0,7¢) liegen.
(iii) Zu den Radien r, :=2" - 79, n € Ny, sei die Ausschneidefunktion 7 aus (1.31) mit (1.30) fixiert.
(iv) (e,p) =T1d+(&, ) € VIO(Q) x VITE0(Q) 7> 0, sei einmal stetig differenzierbar mit
Oné, Opfr = O(r~177) ) n=1,...,N
Der Buchstabe 7 wird im folgenden stets dazu benutzt, diese Abklingrate von (£, i) anzugeben.

Solche Transformationen (g, u) wollen wir ,,7—konstant” nennen.

Bemerkung 6.1

zu (i): Die Bedingung ,N ungerade” bendtigen wir eigentlich erst am Schluff dieses Kapitels fir die Turmfor-
men, mit deren Hilfe wir einen statischen Lésungsoperator iterieren. Die SME von Q kann oft zur LMKE
abgeschwdicht werden. Manchmal bendtigen wir sogar gar keine spezielle Randeigenchaft.

zu (ii): Mit dieser Wahl von ro gilt stets

(Suppnﬂsupng)U(suppnﬂsuppb?):® s i,j=1,...,dg

zu (iv): Fir viele Resultate bendtigen wir die Differenzierbarkeit von (e, ) nicht und fir alle Ergebnisse brau-
chen (g, ) nur in A(ro) differenzierbar zu sein.
Ist eine Transformation T—konstant, so gilt dies auch fir ihre Inverse mit demselben T .

6.1 Leichte Verallgemeinerungen der klassischen Theorie

Lemma 6.2
Seien T > 0 und v = Id +0 eine T-konstante Transformation im RN . Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0 und
ein Kompaktum K €@ RY | so dap fiir alle E € RY, Nv=1D?, die Abschitzung

"E"L—LRN <c: (H rOtEHo,o,RN + [ div VE”O,O,RN + ||E||0,0,K)
gilt.

Beweis:
Fiir alle t > 1 ist nach Satz 3.7 F € Hig und es gilt die Abschitzung

||

1,—try < ¢ (|Blo,—try + |rot Elo 1y gy + | divvE]o1_¢ry) . (6.2)
Lemma 2.16 liefert ein Kompaktum K , so daf

|1Elo,—1rvy < c- (|rot E]

0,0,xN + | div E|

0,0,RV + ||EH0,(),I”<)

erfiillt ist. Mit dieser Abschdtzung und (6.2) fiir t = 1 erhalten wir
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[E -1z~ < e (Ixot Elo gz + | divvE]gozy + | div E|
<c (” rot Efg gy + | divrE|

0,0,RV + HE”o,o,f()
00N + [divIE]gory + HEHO,O,I"{)

N
o, 1-ran + D 9nElo,r2x)

n=1

<c: (" rot Eloory + |divvE|oory + [ Elgo z + |E

sowie mit (6.2) fiirt =14+7>1

”E”L—LRN <c- (" rOtE"O,O,RN + [ div VE"O,O,]RN + [ E]

0,0,K

+ 1Blo, -1~ + [0t Blo_r g + [ divvEly -z )
Lemma 4.8 liefert dann mit einem Kompaktum K D K die erste Behauptung. ]

Mit einer Abschneidetechnik erhalten wir

Lemma 6.3
Sei T > 0. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0 und ein Kompaktum K € RN | so daf$ fiir alle

Ee€R%,(Q)Ne'D,(Q)

die Abschdtzung
|1E

lo,—1.0 < ¢+ (Jrot Elo,,0 + |diveE]o0.0 + | Elo.o,0nk)
gilt.

Definition 6.4
Fir s € R definieren wir durch

HI(Q) = oRY(2) N e~ (DY)

die Raume der ,(gewichteten) Dirichlet-Formen” und bezeichnen ihre Dimension mit dys. Im Fall s = 0
schreiben wir in Analogie zu der Definition im Satz 2.21 auch .H1(Q) .

Wir erinnern an die Bezeichnungen aus Abschnitt 2.5 und erhalten das

Lemma 6.5
Im Fall s =0 ist die Dimension der Riume der Dirichlet—Formen unabhdngig von der Transformation, d. h.

dy = dyo = dim H(Q) = dim HI(Q)
Insbesondere ist -HI(Q) fir alle s > 0 endlichdimensional.

Beweis:
Betrachten wir mit einer weiteren 7—konstanten Transformation v den Projektor

T o JHUQ) — LHIQ)
E — TE ’

wobei mE die Orthogonalprojektion von E bzgl. (v-, -)q in L?9(Q) auf v~1,D?(Q) entlang rot lO{qfl(Q) sel
(siehe (4.15)). 7 ist wohldefiniert, denn

(1-7)E erotR-1(Q) C RI(Q) =  7E=FE—(1—1)E€oRIQ) Nv1oDUQ) =, HI(Q)
linear und stetig. Desweiteren ist 7 injektiv, denn
TE=0 &  Ee. Q) Nrot Re-1(Q) = {0}
Damit erhalten wir dim :H?(Q) < dim ,H?(Q) und durch Symmetrie sogar
dim . H(Q) = dim ,H(Q) * =" dim H(Q)
Nach Lemma 2.16 ist H?(£2) endlichdimensional und somit 7 sogar bijektiv. |

Mit Hilfe der LMKE und des Lemmas 6.3 erhalten wir das
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Korollar 6.6

Sei 7> 0. Dann ist < HL,(Q) endlichdimensional.

Wir kénnen die Helmholtz—Zerlegungen aus Lemma 2.18 verallgemeinern:

Lemma 6.7
Es gelten die folgenden (¢ -, - )q-orthogonalen Zerlegungen:

() L29(Q) = rot Ri-1(Q) ®. = 1,DU() = oR%() &, e~ Ldiv D1+1(12)

— e lrot R-1(Q) @. oDY(Q) = e~ oRI(Q) ®. div Di+1(Q)

(i) L29(Q) = rot R1-1(2) &, .H4(Q) &. e~ 'div De+1(Q)
ot B8 @, =1+ H(Q) &, v D)
Alle Abschliisse werden in L*1(Q) genommen.

Beweis:
(1) ist trivial. Wegen div Det1(Q) C (D%(Q) liefert (i)

e DY) = (oﬁqm) N 5’10Dq(ﬂ)) © e 1div DHL(Q) = . HY(Q) @ e~ Ldiv DIH1(Q)

und genauso

oD¥(§2) = (sfloﬁq(m M0D(9)) &. div Dr(Q) = 1, 131(Q) . div D 1(9)

Dies zeigt (ii).

Wir fixieren nun eine Basis
{h1,... ha, _,}

von .H? (), notieren aber dabei nicht ihre Abhéngigkeit von €.
Wir wollen jetzt das Analogon zu Lemma 2.16 (iii) zeigen.

Lemma 6.8

85

Seien 7> 0 und v € VE(Q) . Dann ezistiert eine Konstante ¢ > 0, so daff fir alle E € R, () Ne D, (Q)

die folgende Abschdtzung gilt:

dq,,1

|E]o,—1,.0 < c- (H rot Eloo. + | diveElooa+ Y |<V/)71E,pflhz>sz’>

=1
Erinnerung: p = (14 r?)'/2

Beweis:
Mit der LMKE und Lemma 6.3 kann der Beweis indirekt gefiihrt werden.

Analog zu Lemma 2.18 folgt

Lemma 6.9
Seien 7> 0 und v € Vg’O(Q) . Dann gelten

(i) rot R7(2) = rot Rex(€2) = rot RZ, () = rot (f{Q_ 1(2) 1D () N5 () )

(i) div D9(%2) = div Dioe(©2) = div D, (©) = div (D, (@) N e1oR%,(2) N T (@) )

Die Abschlisse werden wieder in LQ(Q) genommen und mit L, bezeichnen wir die Orthogonalitdt bzgl. des

(vp® -, p* - Ya—Skalarproduktes.
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Beweis:
Zeigen wir z. B. (i). Die andere Behauptung folgt mit dhnlichen Argumenten. Nach Lemma 3.1 (Der Fall eines

Aufsengebietes beweist sich vollig analog!) haben wir RZ (£2) e R7(Q),R? () und somit direkt

rot R¥(§2) = rot Rex(§2) = rot RZ, ()

Sei also G € rot I?{Q(Q) und (Ep)nen C l?{q(Q) eine Folge mit lim rot £, = G. Mit Lemma 6.7 (ii) zerlegen

n—oo

wir unsere Folge

B, =E*" + EX 4+ e 1B ¢ rot RI-1(Q) @, . HIU(Q) P e 'div DI+1(Q)

und sehen ]
E, — E* — EX = 7' EdY ¢ RYQ)Ne 1oDY(Q) N HIU(Q) =
sowie _
rote 'EW =rot B, 272 @ in L27(Q) )
d. h.

rot R9(Q) = rot (Rq(Q) Ne-1,D9(Q) N E%Q(Q)ie)
Trivialerweise gilt e ' EYY € L*4(Q) und somit die Zerlegung
e BN =E} + EL € HL (Q) Doy, JHL ()

Wir erhalten

E2=c'EW - E! ¢ RL,(Q)Ne oD (Q) N KL, ()2 (6.4)
und .
rot B2 = rote 'EIY =rot B, ©=2 G in L277H(Q) . (6.5)

Lemma 6.8 (i) liefert uns
|E2 — Elo,-1.0 < ¢ |rot B} —rot B, Jo00 ——0

folglich ist (E2),en eine L>?(€2)-Cauchy—Folge mit Grenzwert E € L*%(Q). Wegen (6.4) und (6.5) bekommen
wir aufserdem

EeR.,(Q)Ne oD, ()N KL, (1 und 1ot E=G

Wir kommen zum Hauptergebnis dieses Abschnitts, einer leichten Verallgemeinerung des Satzes 2.19:

Satz 6.10 R
Seien T > 0 und d, 1 stetige lineare Funktionale ¢f auf R ,(Q)Ne 1D (Q) mit

dq~,1

L @)n () Neh) = {0}
=1

sowie (7,0) € VE~0(Q) x VET0(Q) gegeben. Dann sind

Max. : RZ,(Q)Ne'DL,(Q) — Wa(Q)
E —  (diveE,rot E, p}(E), ..., 2 (E))
und .
Max : e 'RT,(Q)NDY,(Q) — Wa(Q)
E b (divE,roteE,api_l(sE),...,gogi‘fl(sE))

topologische Isomorphismen.
Hierbei sei W(Q) := (oD H(Q) N zHIH(Q)) x (oRITHQ) N ,HITH(Q)7) x Clar
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Bemerkung 6.11
Man kann z. B. oL (E) := (vp~ E, p~'hy)q mit v € VI (Q) wihlen.

Beweis:

Diskutieren wir Max. : Wohldefiniertheit, Stetigkeit und Injektivitdt sind klar. Nach dem Satz von der be-
schrinkten Inversen folgt die Behauptung, falls Max. surjektiv ist.

Seien dazu (f,G,~y) € W. Nach Lemma 6.7 und Lemma 6.9 gelten

£ €oDTH(Q) N pHITH Q)L = div De(Q) = div (D%, () N &R, ()

und

o

Ge OPO{‘I“(Q) N o, HIFHQ) e+ = rot f{q(Q) =rot (RZ,(Q)ne 'oD?,(Q)

Vg+1 -

d. h. es existieren
E. €D, (2 NeoRL,(2) und  E;€RL,(Q)Nne DL, ()

mit div £, = f und rot E; = G . Also 16st

E:=E;+¢'E, e RL,(Q)Ne DL, (Q)
das System R A
rot E =G , diveE = f

und wir diirfen zu £ noch beliebige Elemente aus .H% () addieren, ohne dies zu dndern. Wegen der Voraus-

setzungen ist
e o HL(Q) — Cdat
E  — (pXE),..., ¢l (E))

ein topologischer Isomorphismus. Daher liefert

E:=FE+ <p*1(7 — (pX(E),.. -w?“*(@))

die gesuchte Losung zu Max.E = (f, G, 7).
Wegen . Max = Max,-1 € ist auch dieser Operator ein topologischer Isomorphismus. ]

6.2 Statische Operatoren in Riumen mit grofien Gewichten

Lemma 6.12
Es gilt

und im Fall g ¢ {1, N — 1} sogar H1(Q) = .’J—Ciﬂ(ﬂ) .
2
Bemerkung 6.13
Insbesondere liegt H(Y) im Dualraum L>%(Q) von L>Y(Q), falls s > 1 — N/2. Fiir q ¢ {1,N — 1} gilt dies
sogar fir s > —N/2.

Beweis:
Nach Satz 5.22 gilt fiir ein E € H? 5 (Q)
2

7R(1)ﬁ yfalls g =1
E|A(m) = Z _eg:clr,m : _Dg:(rjn + éq71 : _Dé\fl_Ll s falls q = N -1 R
m:af.ﬁ.].?/lq’o 0 , sonst
d. h. mit Bemerkung 5.24 gilt E € Liqﬁil(ﬁ) und fiir ¢ ¢ {1, N — 1} sogar F € Li(lﬂ(ﬂ) [ ]
2 2
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Lemma 6.14
Fiir s > 1 — N/2 gilt mit Abschlissen in L>7(£2)

rot RZ1(Q) Urot R (92) U div DT (0) Udiv DETH(Q) ¢ Ho(Q)*
Hier bezeichne nach wie vor L das Senkrechtstehen in L>9(Q) , also im Sinne der L>9(Q)-L*9(Q)-Dualitit.

Beweis: 5
Fiir z. B. E € RZ}(Q) und H € H?() gilt mit Lemma 6.12 und Lemma 4.23

<rOtE,H>Q:—<E7diVH>Q:0 ,

d. h. ot RI”1(Q) € HIU(Q)*, also rot R71(Q) € HI(Q)L, denn H(Q)* ist ein abgeschlossener Unterraum
von L2%(Q) . Die anderen Inklusionen folgen analog. ]

Wir erinnern an Definition 5.23 und Bemerkung 5.14 und fiihren eine neue Notation ein:

Definition 6.15
Zu s € R definieren wir
q._ —n90 _ —pa,0 —. R4
DI = DS#% = RS?% =: R?

und die Ausnahmeformen

_R[l):} ,fallsgq=1und s > N/2 -1
Al = _Dé\fl_l’l Jfallsq=N—1und s > N/2 -1
{0} , sonst

sowie deren Erzeugnis A¢ := Lin A?.

Bemerkung 6.16
Der Indez s in DI charakterisiert nun nicht mehr einen Homogenitdtsgrad, sondern eine Integrierbarkeitsbedin-
gung. Es gelten dabei

DINL2I(A(1) ={0} wnd DIC Li’(lg (A(1))

sowie DI = {0} fir s < N/2. Da DI C C*9(RN \ {0}), folgt desweiteren fiir alle k € Ny
k,q
Dic H<g (AM)
Fiir die Ausnahmeform A% C C°9 (RN \ {0}) gelten AZ = {0} fir s < N/2—1 sowie
AINLII(A(1) ={0}  wnd  AZCHYL (A1)  firalle keNg

Die abzédhlbare Menge

T = {FDEF FRIN:ikoeNgAm=1,...}

o,m’

= {iDg:]:n-i_l,iRg’,ﬁ% : k‘,O’ (S NQ A m = 1,. } C Coo,q(RN \ {0})

ist in, sagen wir, L2 (RN \ {0}) linear unabhiingig. Ebenso ist die abzéhlbare Menge

loc

nTd = {n~iDg’k ,n-iRZ”’:ﬁH:k,UENO A mzl,...} CCOO"’(RN)

M

2,q
loc

in, sagen wir, L (ﬁ) linear unabhéngig. Wir flihren in LinnJ9 ein Skalarprodukt derart ein, daf nJ? eine
Orthonormalbasis dieses Vektorraumes wird. Wir wollen im folgenden fiir Teilmengen T¢ von T¢ Réume der
Form

UL(Q) := V;4(Q) + LinnT? (6.6)

betrachten, wobei z. B. V() = R{(Q)Ne~'DY(Q)  L7%(Q) sein kénnte, und diese mit einer Hilbert-Raum
Struktur versehen. Der Akzent liegt hierbei auf der Integrierbarkeit der Formen aus V;*(2). Man vergleiche
hier mit den Arbeiten von WECK und WiTscH, [[50], p. 1631] und [[53], p. 1511], PETER, [[25], S. 51], oder
BAUER, [[5], S. 39]. Dazu definieren wir in U/({2) ein inneres Produkt derart, daf
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e in V/(Q) das natiirliche Skalarprodukt beibehalten werde,
o in LinyT{ mit T/ := {E € T9: E ¢ L}?(A(1))} das LinnT9-Skalarprodukt definiert sei und
e V() auf LinnT? senkrecht stehe.
Dann haben wir (Orthogonalitit bzgl. dieses neuen Skalarproduktes!)
UL(Q) = VA(Q) + LinyT? = V4(Q) + LinpT? = V,4(Q) @ Lin nT?
Bemerkung 6.17
o UX(Q) ist genau dann ein Hilbert-Raum, wenn T! endlich ist.

o UL(Q) ist im folgenden Sinn unabhingig von der Ausschneidefunktion n : Ist & eine weitere Ausschneide-
funktion mit gleichen Eigenschaften (wie n), so gilt mengentheoretisch (mit verschiedenen Skalarproduk-
ten!)

VA(Q) @ LinygT¢ = V4(Q) @ LineTd

und die eine Menge ist genau dann ein Hilbert—Raum, wenn die andere einer ist. In diesem Fall ist die
Identitdt ein topologischer Isomorphismus zwischen ihnen, dessen Norm von 1 und & abhdngt.
Beachte: E4+nT =E+ (n—&)T +&T und supp(n — &) € Q2.

o Die Mengen nD? oder nD? & nA? sind z. B. solche Lin n‘j'g .
Nun kénnen wir beginnen, die ,,gewichtete” statische Losungstheorie aufzubauen.

Lemma 6.18
Seien p > 1o und E € L% (Q) eine Lisung zu AE = 0 in A(p) . Dann gibt es eindeutige Konstanten Br,om € C

. 2
mit

k
E|A(p) = Z ﬁk,a,m : g’,m

k,o,m
Dabei gelten fiir s > —N/2

(i) rotE e Liffl (A(p)) =  Brom=0 firt=24undoc<2+s—N/2 )
(i) divEeL25 ' (A(p) =  Browm=0 firlt=14undo<2+s— N/2

Im Fall ¢ = N — 1 muf in (i) die Bedingung { = 2,4 und entsprechend im Fall ¢ = 1 in (ii) die Bedingung
{=1,4 durch £ = 4 ersetzt werden.
Insgesamt folgt

E e L} (Q) @Dl @Al =L3(Q) @RI @ nAl |

falls (div E,Tot E) € Lifl_l(A(p)) X Liffl(A(p)) mit einem s > —N/2.

Beweis:
Das Lemma ist nur fiir s > N/2 — 1 interessant. Da E in A(p) eine Potentialform ist, liefert Satz 2.8

Elapy = D Brom Q¥

k,om

Mit Lemma 2.5 erhalten wir, von den Ausnahmen QH bzw. f{m im Fall ¢ =1 bzw. ¢ = N — 1 abgesehen,

2 +1,3 2 +1,1 . ~
d rot E|A(p) = Zﬁla,m : Qg+1,m + Z 64,0',m : Qg+17m mit 6k,a’,m =0 = ﬁk,ﬁ,m =0 3
o,m o,m
. A -1,3 A —-1,2 . A
o dvE| =3 Bromn - QU Y Browm - QU2 mit Buom =0 S Prom =0
o,m o,m

Desweiteren sehen wir mit Bemerkung 2.7, daf durch die zusidtzliche Voraussetzung

rot B € L2 (A(p))  bzw.  divE € L2 (A(p)) (6.7)
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alle Koeffizienten G o,m mit 0 <24+s—N/2und k = 2,4 bzw. k = 1,4 verschwinden miissen, aufser 1 1,1 bzw.
B2.1,1 im Fall g =1 bzw. ¢ = N — 1. Sind beide Bedingungen in (6.7) erfiillt, erhalten wir daher

Br,1,1° QH Jfalls g =1
E|A(p) = 263’0’7” . Qg’ffn + Z ﬁk om QU + ﬁ2,1,1 . Qi\ffl,z fallsg= N —1
om k=1,2,4,
o>2+s—N/2, 0 , sonst
m=1,...
B QH ,falls g =1
= Z Bs.0.m - Qg:?n + Z Br,o,m - Qg’,]fn + 408211 Qi]fm ,fallsg=N —1
oc<2+s—N/2, k=1,2,3,4,
*m+:1,.../ o>245— N/2 0 , sonst
m=1,.
eL2(A(p)
Folglich gilt in A(p)
Br,1,1 'ﬁQH Jfallsg=1
E=E— Y Bsom nQ%, =S Bor1-nQr; ? Lfallsg=N-1 €L2(A(p)
os2ismN/2, 0 , sonst

m=1,...
also E e L>9(Q) . Schlielich erhalten wir mit Bemerkung 5.14 sowie den Definitionen 5.23 und 6.15
E € L21(Q) @ nDY & nA?
]

Wir erinnern an I aus (2.27) und kommen im Fall homogener Medien zu einem ersten gewichteten statischen
Resultat:

Lemma 6.19
Set1—N/2<s¢1. Dann ist

loc

H — divH

DIV ((Rq+1< )ﬂDZﬂ(Q))@nqu“@nAq“)ﬂ oRTL(Q) —  (DY(Q) N H(2)*

ein stetiger und surjektiver Fredholm—Operator mit Kern
N(DIV) = H1 Q)

Beweis:
div und rot bilden Turmformen aus nR%"} @AY} auf Formen mit kompakten Triigern ab. Daher und mit

Lemma 6.14 sowie Bemerkung 6.16 ist DIV wohldefiniert, linear und stetig, denn 17qu+1 @ nAqH ist endlichdi-
mensional. Lemma 6.12 liefert
N(DIV) € HIy (@) = HTH(Q)
2

Andererseits folgt aus H € HIT!(Q) mit Lemma 6.18

H e 1297(Q) @ nRY] @ nA? und somit ~ H € (RIT1(Q) N DIT(Q) @ nRIT @ nAl

Folglich ist H € N(DIV), d. h. N(DIV) = He+1(Q).
Damit miissen wir nur noch die Surjektivitiit zeigen. Sei dazu F € ¢D4(Q)NH4(Q)L und F seine Nullfortsetzung
nach RY . Mit Hilfe des Lemmas 2.12 zerlegen wir

F = Fp + Fg + Fs € (D? + oR? + 8¢ (6.8)
und definieren (Erinnerung: C' = Cha )
f=Fp— > (Fp,"D&)pn-C DL, . (6.9)

o’<5717% ,
'm=1,...,ug+1
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Dies ist wohldefiniert, denn nach Bemerkung 5.24 gilt
DIl el?? & o<s—1-N/2

Im Fall s < 14 N/2 sind die Summen leer und im Fall s < N/2 gilt sogar f = Fp. Wir wollen nun Satz 2.14
anwenden und zeigen dazu

f € W(viv)
Mit Bemerkung 5.17 erhalten wir

VOX ?

C _D(‘f_’,}n = divrot (n_Dgzln) + rot div (n_DZ_’,}n) € oD?
—_————
=0

also f € oD4. Weiterhin folgt mit Lemma 5.19 fiir alle y < s —1— N/2und n = 1,..., pd*! (Hier bend&tigen
wir noch keine speziellen Eigenschaften von 7 geméaf (1.32) ! Man vergleiche mit Lemma 2.9 )

(. " DY) =0
Folglich erhalten wir mit Bemerkung 5.14 fiir 1 <¢ < N —1

feoDIn (FDEL )" =oDin (P12_)" = W(aiv)

) N
<s—1—%

Damit dies auch im Fall ¢ = 0 richtig bleibt, mufs f nach Satz 2.14 zusédtzlich noch auf 1 = *Dg:? senkrecht
stehen, falls s > N/2. Um das zu erreichen, miissen wir in diesem Ausnahmefall f in (6.9) durch

f =f - <FD’+D8:?>]RN 'C_Dgf
ersetzen. Dann gilt f € W (oiv) fiir alle ¢ und Satz 2.14 liefert ein
he DI noRIT =HYT mit divh=f
Der Ansatz
H:=n-h+o (6.10)

iibersetzt das System
divH =F und rot H =0

mit den Voraussetzungen und Lemma 6.14 in das System

o rot® = —rot(nh) € QRLZ(Q) N HIFE(Q)L |

VOX

e div® = F —div(nh) € oD N HI(Q)* C DT, (2) NHI(Q)*

IaniltF:Fundsomitfﬁr1§q§N—1

F —div(nh) = F — divh+div ((1 — n)h)
=f
:F_FD+diV ((1—77)h) + Z <FD7+Dg:}n>RN 'CiDg:}n, P

N
o<s—1—5,

1
m=1,...,ud"

also
L29(Q) > F —div(nh) — F + Fp = F — div(nh) — Fr — Fs

VOX

Dies bleibt auch im Ausnahmefall ¢ = 0 und s > N/2 richtig. Aufgrund des beschrinkten Trigers von Fg folgt
nun
F —div(nh) — Fgr € L24(Q)

VOX

Desweiteren liefert (6.8) und die Divergenzfreiheit von F'
Fr € oR? und divFg =0 in Q \ supp Fs
Wie im Beweis des Lemmas 6.12 oder mit Lemma 6.18 und Bemerkung 6.16 erhalten wir

Frel®, (Q)

N
<¥-1
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Schlieklich ist

(F — div(nh), —rot(nh)) € (ODi%—l(Q) N {]—(‘Z(Q)J—) x (o Rq+2(Q) N J-C‘H‘?(Q)J_)

und Satz 2.19 liefert ein ® € RZ1'(Q) N D4 (Q) mit
rot ® = —rot(nh) und div® = F — div(nh)

AuRerdem gilt in A(#) mit # > 79 und supp Fs C U(0,#)

rot® =0 und divd = F — Fp = Fr + Fs = Fr ,d. h. rotdiv® =0
Dies liefert
AB| ;=0 ,  (dive,rot ®) € L29(Q) x L2L(Q)
und Lemma 6.18 zeigt
® e L2 (Q) @RIt @ nATh) , also (Rq+1( )N DITH(Q) @ nRIT] @ AT

Damit hat der Ansatz (6.10) zum Ziel gefiihrt und

H=nh+® e (RI(Q) N DIT(Q) @ g1 © AL

ist die gesuchte Losung. |

Lemma 6.20
Sei 1 — N/2 < s¢1. Dann ist

ROT : ((R1,(9) NDIy() @Dl @ nAl ) NeDE(Q) — oRIFHR) N 3T ()
E — rot K
ein stetiger und surjektiver Fredholm—Operator mit Kern
N(ROT) = HY(Q)

Beweis:
Der Beweis erfolgt analog zum vorhergehenden, nur etwas einfacher, weil die Nullfortsetzung von

G € RTHL(0) N HIH ()

schon in gRI*! liegt, so dal wir keine Helmholtz—Zerlegung nach Lemma 2.12 bendtigen. Die Rollen der

Turmformen iDg }n werden hier von iRZ‘t}L ! {ibernommen und im zu ¢ = 0 und s > N/2 entsprechenden

Ausnahmefall ¢ = N — 1 und s > N/2 miissen wir nach Satz 2.13 auch die Orthogonalitét zu *x1 = +R0 ] mit
Hilfe der Form 7R0,1 gewdhrleisten. n

Nun mochten wir die Transformationen € und p in die Losungstheorie einbauen. Dazu ben&tigen wir einige
technische Vorbereitungen. Zunéchst konnen wir Lemma 6.18 verallgemeinern:

Lemma 6.21
Sei p > 1. Gilt fiir ein E € L% (Q) mit einem —N/2 < s ¢ 1
2

rot B € L2 (A(p)) und divE € L24' (A(p)) )
so folgt E € L29(Q) ® nDI @ nAl = L29(Q) & nRI & nAL .

Beweis: .
Sei ¢ :=n(r/(2p)) . Dann gilt pE € R? y (A(r¢)) N D? y (A(r)) und desweiteren
2 2

(div(pB), rot(vE)) € (DI (A(ro)) 1 367 (A(ro) ") x (R (Alro)) 1 37 (A(ro) )
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sowie 1 — N/2 < s+1¢1,das¢l. Auberdem besitzt A(rg) die SME. Eine Kombination von Lemma 6.19
und Lemma 6.20 liefert ein

ec€ (IO{Z (A(ro)) N DY (A(TQ))) & nD? e nAl mit rot e = rot(pFE) und dive = div(pE)
Demnach ist e — ¢ E eine Dirichlet-Form und mit Lemma 6.12 gilt e—¢E € H? , (A(ro)) = H?(A(rg)) . Setzen
2
wir nun e und @E durch Null nach ganz Q fort, liefert dies e € L>%(Q) @ nD? @ nA? und mit Lemma 6.18

e—pE el onDienA?  ,d.h. E=(1-¢)E+¢E—e+ecl?(Q)onD!onAl

Damit sind wir in der Lage, Transformationen ins Lemma 6.12 einzubauen.

Lemma 6.22
Sei 7> 0. Dann gilt
E}Ciﬂ(Q) = HY(Q) = Eg{iﬂ
2 2

und im Fall ¢ ¢ {1, N — 1} sogar -H1(Q) = Eﬂ{’i%(ﬁ) .

Bemerkung 6.23
Insbesondere liegt -H(Y) im Dualraum L>%() von L>9(Q), falls s > 1 — N/2. Fiir q ¢ {1,N — 1} gilt dies
sogar fir s > —N/2.

Beweis:

Ein E € .H? y () liegt nach Korollar 3.8 (i) in H"% (A(ro)) und in A(ro) sind
2 2

rotE=0 und  divE=-divéEeL¥% ] (A(r))

Wir kénnen o. B. d. A. 7 — N/2 ¢ I annehmen — andernfalls verkleinern wir 7 ein wenig — und erhalten mit
Lemma 6.21
E e Li’i’l (Q@enD! vy enAl y

Nach Bemerkung 6.16 ist nD? y @ nA? y C Li’gq(Q) mit s, := N/2— 8,1 — dg . n—1-
2 2
Im Fall 7 — N/2 > s, folgt E € Li’Zq(Q), ergo £ € JHZL, (Q), und der Beweis ist zu Ende.
Im Fall 7 — N/2 < s, folgt E € Lifﬂ(ﬁ) ,also B € H! v (Q). Wieder konnen wir o. B. d. A. 27 — N/2 ¢ 1T
2 2

annehmen und erhalten mit obigen Argumenten

Eell! (oDl ,onAl
2 2 2
Nach endlich vielen Wiederholungen erhalten wir E € L2<’zq (Q) und somit E € . HZL, (Q). [ |

Mit den Lemmata 2.16, 6.5 und 6.22 bekommen wir das

Korollar 6.24
Sei > 0. Dann gilt fir —-N/2<t<N/2-1

dim . K} (Q) = dim HI(Q) = d,
Im Fall g ¢ {1, N — 1} gilt dies sogar fir —N/2 <t < N/2.
Mit Lemma 6.22 erhalten wir das Analogon zu Lemma 6.14:

Lemma 6.25
Sei > 0. Dann gelten fiir s > 1 — N/2 mit Abschlissen in L2(Q)

rot R©“H(Q) Urot RTY(Q) € JH9(Q)Y  wnd  div D™ H(Q) Udiv DITH(Q) € .3€9(Q)*

Nun konnen wir die Transformationen in die bisherige Losungstheorie der Lemmata 6.19 und 6.20 einbauen.
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Lemma 6.26
Seien 1 — N/2 < s ¢ 1 und 7 > max{0,s — N/2} sowie T > —s. Dann ist

DIV, ¢ (('RIHQ N DI () @ nRI @ AT ) np TRENQ) —  oDI(@) N 9er(@)
— div H
ein stetiger und surjektiver Fredholm—Operator mit Kern
N(DIV,) = p~ ! -1 HTH(Q)

Beweis:
Der Beweis folgt den wesentlichen Ziigen des Beweises zu Lemma 6.19.

Wegen suppn C A(r) liegt ein nH € nRIT] @ AT insbesondere in H<’q+11 (A(ro)) . Die Voraussetzungen an
7 liefern
rot(unH) = rot(nH) +rot(inH) € L2 q+2 (@) c L2772(Q) (6.11)
————
ELTLT? ()

und somit ist DIV, wohldefiniert, linear und stetig. Mit Lemma 6.22 folgt uN(DIV,) C ,-1H?"*(Q). Nach
Korollar 3.8 (ii) gelten fiir H € p=!, 39+ (Q) C HLY (A(r0))
2
divH =0 ) rot H = —rot(aH) € Li’ng (A(ro)) C L2 (A(ro)) )
so daf Lemma 6.21 und die Bedingungen an 7
L HOHHQ) © (T RITH(Q) DI () © R @ nAlt]

liefern. Es folgt also uN(DIV,,) C ,-1HIT(Q), also

N(DIV,) = , -1 HTT(Q)

Damit fehlt nur noch der Nachweis der Surjektivitiit von DIV, . Sei F' € ¢D%(Q2)NH(Q)L . Wir folgen wortlich
den Schritten im Beweis zu Lemma 6.19 bis zum Ansatz (6.10). Das System

divH=F und rotuH =0
ibersetzt sich mit Lemma 6.25 in

o rotu® = —rot(unh) = —i'(r)r ' Rh — rot(finh) € ORZIE( ) NI ()L , (6.12)
e divd = F —div(nh) € DI NHIQ)* C OD‘;l_% Q) NHY(Q*F . (6.13)

Wie im Beweis zu Lemma 6.19 erhalten wir F' — div(nh) € Li"lﬂil(Q) und somit wegen T > —s
2

(F — div(nh), —rot(unh)) € (DY) N HY(Q)T) x ((RITZ(Q) N HIT2()F) . (6.14)
Die verallgemeinerte klassische Theorie aus Satz 6.10 sichert die Existenz einer Losung
® € ' RI(Q) N DLH(Q)

des Systems (6.12), (6.13).

Da nh € H9 mit den Voraussetzungen nh € u‘qu'H( ) N DZT1(Q) nach sich zieht, wéire der Beweis damit
beendet, wenn wir noch zeigten, dafs sich ® dem Definitionsbereich von DIV, entsprechend zerlegen lieffe. Mit
div® e Lz’q(Q) liefern dies aber Lemma 6.21 und die Voraussetzungen an 7, falls wir z. B.

rot ® € L29%%(A(r)) (6.15)

zeigen konnen.
Die Regularitiitstheorie aus Korollar 3.8 (ii) liefert ® € HMY™!(A(ro)), also rot ® € L>772(A(rg)) . Daher ist
(6.15) nur fiir s > 0 zu zeigen. Wegen

rot & = —rot(4®) — rot(unh) € L322 (A(ro)) = L2a+2 (A(ro)) (6.16)

min{7,s+7}
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ist nur noch der Fall 0 < 7 < s zu untersuchen und in diesem liefert Lemma 6.21 (Wir nehmen o. B. d. A.
7 ¢ I an!)
® e L29TH(Q) @ DIt @ nAalt]
Fiir s > N/2 und N/2 < 7 < s bekommen wir ® € L2<’q£_11((2) und mit (6.16) rot ® € L2ﬂ’q+2(A(r0)), also
2 2
o e Hzgi1<’4(740)) . DaT>s— N/2, liefert (6.16) rot ® € L29"*(A(ro)) .
Im letzten Fall 7 < min{s, N/2} gilt D] @ nAZ") = {0} und damit & € L>97'(Q). Wieder erhalten wir

T—1 =

® € H-4T' (A(ro)) und mit (6.16) rot ® € Lif;féﬂyﬁ} (A(ro)) . Nach endlich vielen Wiederholungen dieses Ar-

guments gilt entweder £7 > s oder £ > N/2. Mit obigen Argumenten folgt schlieklich rot ® € L2792 (A(ro)). m

Korollar 6.27
Seien 1 — N/2 < s ¢ 1 und 7 > max{0,s — N/2} sowie 7 > —s. Dann gilt

loc

DIV, ) = (REHQ) N p ' DIE(Q) @ nRE @ AT ) NoREE (@) = D(, DIV)

und
DIV : D(,DIV) — D%(Q)NHIQ)*
H — div pH

ist ein stetiger und surjektiver Fredholm—Operator mit Kern
N(,DIV) = uj{q+l(9)

Beweis:
Die Behauptung folgt aus dem vorherigen Lemma, falls wir

p~ ' D(DIV 1) = ((RZE(Q) N llegﬁ(Q)) onRt @ WA?ﬁ) NoRZT(Q)

loc

zeigen kénnen. Mit den Voraussetzungen an 7 ist das aber klar, denn

PRI @ AT © (RE@) 0 DI (@) @ gRE @ patt]

|

Entsprechend erhalten wir

Lemma 6.28

Seien 1 — N/2 < s ¢ 1 und 7 > max{0,s — N/2} sowie T > —s. Dann ist

ROT. : ((RE,(9) ne DL, (9)) &9DIL, @ndl ) neloDh (@) — oRE(Q) 030+ (@)
E — rot K
ein stetiger und surjektiver Fredholm—Operator mit Kern
N(ROTs) = sj{q(Q)
Beweis:
Analog zu den Beweisen der Lemmata 6.20 und 6.26. |

Korollar 6.29
Seien 1 — N/2 < s ¢ T und 7 > max{0,s — N/2} sowie 7 > —s. Dann gilt

' D(ROT.) = (=R, (9) N DYy () & yDI_y & 1A, ) NoDf,, () =: D(-ROT)

und
ROT : D(.ROT) — (RITI(Q)NHIT(Q)L
E — roteF

ist ein stetiger und surjektiver Fredholm—Operator mit Kern

N(.ROT) =1, 1 HIUQ)
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Beweis:

Wie Korollar 6.27. [}

Bemerkung 6.30
Es seien die Voraussetzungen des Lemmas 6.26 erfillt und zusdtzlich € und i zwei T—konstante Transformatio-
nen. Dann laft sich der Wertebereich von DIV, bzw. ROT. auch durch

oDIQ) NI(Q)E bz GRIFH(Q) N 3O (Q) 7
charakterisieren.
Beweis:

Die Wohldefiniertheit ist mit Lemma 6.25 klar. Im Beweis der Surjektivitdt von z. B. DIV, im Lemma 6.26
trite mit diesem Wertebereich nur an einer einzigen Stelle ein kleiner Unterschied auf. Hier wiirde (6.14) durch

(F — div(nh), — rot(umh)) € (6D7(2) N HI(Q)L) x (QRTH2(Q) N HI+2(Q)L)

ersetzt werden. Nach Lemma 6.7 ist dies aber dieselbe Menge wie die in (6.14), ndmlich unabhingig von €

div De+1(Q) x rot Re+1(Q)
Analog folgt die Aussage iiber ROT. . |

Unser néchstes Ziel ist nun, die Wertebereiche der Operatoren aus den Lemmata 6.26 und 6.28 und den zugeho-
rigen Korollaren verschieden zu charakterisieren und auf diverse Arten Injektivitit zu erzwingen. Dazu wollen
wir zundchst an die speziellen Formen aus Lemma 2.20

BIQ) = {B0,....55 ) und  BUQ)={bl,....b% }
erinnern und einige weitere Eigenschaften dieser beweisen.
Lemma 6.31
Es gelten
SHUQ) NBYUQ) = {0} wnd firq#£1  HUQ) N BYQ) = {0}
Die Orthogonalprojektionen der Formen aus ]%q(ﬂ) auf cHIU(Q) in oRYUQ) entlang rot RI=H(Q) bzgl. des
(e, - Ya—Skalarproduktes bilden eine Basis der Dirichlet—Formen ;39(1) .

Ebenso bilden fiir ¢ # 1 die Orthogonalprojektionen der Formen aus €1 BY(Q) auf cHI(Q) in e 1oDY(Q) ent-

lang e~ div D9+1(Q) bzgl. des (¢ -, - )o-Skalarproduktes eine Basis der Dirichlet-Formen -39(Q) .
Die Abschliisse werden stets in L>9(Q) genommen.

Beweis: N 5 .
Wir zerlegen die Formen b] € ¢R%,, () C (RY(2) gemif Lemma 6.7 in

VOX

bl =By + hy € ot R-L(Q) @, (HIQ) ,  C=1,....d,
Dann ist {hy : £ = 1,...,d,} eine Basis von .H%(f?), denn die Menge {h,} ist nach Lemma 2.20 linear
unabhéngig. Fiir ein E € .HI(Q2) N ﬁq(Q)J—E folgt mit Lemma 6.25
0= (eE,b))o = (B, Pr)o +(eE, hu)o
=0

also folgt £ = 0. Analog zeigen wir die zweite Behauptung. |



Dirk Pauly — Niederfrequenzasymptotik der Maxwell-Gleichung im Aufengebiet 97

Lemma 6.32
Sei s € R. Dann gelten mit Abschlissen in L27(%)

divDT Q) UdivDITH(Q) € BYQ)E  wnd firq#1  rot RTL(Q) Urot RIH(Q) € BI(Q2)*

sowie mit Abschliissen in L>(Q)

(o)

div Da+1(Q) = (D(Q) N . HY(Q) = (DY(Q) NBYQ)*+

und fir g # 1

rot RI-1(Q) = oR(02) N . HI(Q)*e = oRI(Q) N BI(Q)*

Beweis:
Die ersten beiden Behauptungen sind trivial.
Lemma 6.7 liefert

o

oDY(Q) N HI(Q) = div De+1(Q) € (DU(Q) NBIYQ)L |

so dak nur noch die andere Inklusion zu zeigen ist. Zerlegen wir dazu ein F € (D?(Q) N B(Q)* nach Lemma
6.7 in -
F=f+FEedivDt(Q) ® H(Q) ,

so folgt E = F — f € H9(2) NB(Q)+ = {0} nach Lemma 2.20 (i) und damit F = f.
Analog erhalten wir die vierte Behauptung. |

Die Wertebereiche von DIV, und ROT, lassen sich auch mit Hilfe der Formen B9(Q2) und BY(Q2) charakterisieren.
Dies liefert das

Korollar 6.33
Es seien die Voraussetzungen des Lemmas 6.26 erfillt. Dann gelten

(e}

oDZ() N HU(Q)" = oDI(Q) N HU(Q) = (DI(Q) NBI(Q)*

und im Fall g # 1

oRE() N HI(Q) = gRI(Q) N HI(Q) = RI(Q) N BI(Q)*

Beweis:

Die jeweils ersten Gleichheiten haben wir schon in Bemerkung 6.30 gezeigt. Zum Beweis der jeweils zweiten
Gleichheiten kénnen wir mit Lemma 6.32 die gleichen Argumente wie im Beweis zu Bemerkung 6.30 benutzen.
Damit sind die obigen Mengen jeweils verschiedenen Charakterisierungen der Wertebereiche der Operatoren
DIV, und ROT, . |
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6.3 Verallgemeinerte Elektro—Magneto—Statik

Satz 6.34
Seien s € (1 — N/2,00)\ I, 7 > max{0,s — N/2}, 7 > —s und desweiteren

D(Max?) := (R'_,() Ne"'D_, () @ nDI_, ®nAL_,

sowie
D(:Max?) := (5_1Rg—1(9) n Dg—l(Q)) SR AT = 5_1D(M3ngl)
dq
Weiterhin seien d, stetige lineare Funktionale 0% auf D(Max?) mit -39 () N ﬂ N (%) = {0} gegeben.
=1
Dann sind
Max? : DMaxl) — wa()
E —  (diveE,rot B, p}(E), ..., 2 (E))
und
Max? : D(:Max?) — wa()
E —  (divE,roteE, ¢! ,(¢E),..., ", (cE))

topologische Isomorphismen.
Hierbe: sei

W) = (DIL(Q) N HITL(Q)L) x (QRIH(Q) N HIHL(Q)L) x Ca
Bemerkung 6.35

(i) Seien v € Vg’o(Q) und A eine T—konstante Transformation auf ¢—Formen sowie {ghg}jil zu 0 € {e,\}
Basen von ¢J9() . Dann sind fir s >2— N/2 2. B.

¢L(B) = (vE,chi)a  ,  wi(E):=(eE\ha  oder  @l(E):= (AE,\he)a
eine geeignete Wahl fiir o° .

(ii) Desweiteren sind z. B.

Ye(E) = (eE,b))a  oder firq#1  ¢L(E):=(E,b})a
eine geeignete Wahl fiir @ﬁ .
(iii) Mit Korollar 6.33 kénnen wir die Wertebereiche der beiden obigen Operatoren verschieden darstellen.

Beweis:

Mit Korollar 6.27 und Lemma 6.28 sehen wir, daf Max? stetig und wegen der Voraussetzungen injektiv ist.

Nach dem Satz von der beschrinkten Inversen ist Max? dann ein topologischer Isomorphismus, wenn wir seine
Surjektivitit nachweisen kdnnen. Seien dazu Daten

(f,G,v) € WI(Q)

gegeben. Eine Kombination von Korollar 6.27 und Lemma 6.28 liefert ein E € D(Max?) mit rot £ = G und
diveFE = f und zu diesem F konnen wir noch beliebige Dirichlet—-Formen aus .H9(2) addieren, ohne daran
etwas zu dndern. Wegen der Voraussetzungen ist

2 Ej—((I(Q) - C
E E— (@;(E),,cpgq(E))

ein topologischer Isomorphismus. Daher definiert
Ei= B+ 97 (v = (6HE), ..., 02(E)))
die gesuchte Losung zu Max?E = (f,G,~).

Mit den Voraussetzungen an 7 gilt ;Max? = Maxz_l €. Dabher ist auch dieser Operator ein topologischer Iso-
morphismus.
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Fir s > 2 — N/2 gilt D(Max]) C Li"ll_ﬂ(Q) . Daher sind mit Lemma 6.22 und Bemerkung 6.23 die Skalarpro-
dukte in Bemerkung 6.35 (i) wohldefiniert und eine geeignete Wahl. Die Kompaktheit der Triger der Formen

b7 und b} und Lemma 6.31 liefern dies auch fiir die Skalarprodukte in (ii). [ |

Eigentlich sind wir an einer statischen Losungstheorie fiir den Operator M interessiert. Desweiteren wollen wir
den zugehorigen Lisungsoperator iterieren. Dabei werden wir die Turmformen des fiinften Kapitels benttigen,
von denen in der bisherigen Losungstheorie nur die Erdgeschosse aufgetaucht sind. Deswegen werden die
siterierten Losungen” mit wachsenden Tiirmen beliebig schlecht integrierbar. Da wir aber stets Dirichlet—
Formen heraustesten miissen, macht es keinen Sinn, die Losungstheorie weiter mit Orthogonalititsforderungen

bzgl. der Dirichlet—Formen zu formulieren. Wir sind also gezwungen, die Formen in B?(Q2) bzw. BY(f2) zu
nutzen, da diese kompakte Triger besitzen. Dadurch miissen wir allerdings auf die Behandlung des Falles ¢ = 0
verzichten.

Von nun an wollen wir den globalen Voraussetzungen noch eine weitere hinzufiigen und den Rang der Formen
auf

770
beschranken. Weiterhin fiihren wir die Bezeichnungen
FUQ) = e 1DL () NBYQ)  und  GITH(Q) == poREL (Q) N BT Q)1 (6.17)

und im Spezialfall der Identitét
FUQ=F@)  und G =GN @)
sowie einen weiteren Wertebereich
WI(Q) := (L2 H(Q) N FIH(Q)) x (L2FH(Q) N GTTH(Q)) x C

ein. Damit konnen wir aus dem vorherigen Satz und der zugehdrigen Bemerkung durch Spezialisierung unmit-
telbar folgern:

Satz 6.36
Seien ¢ #0, s € (1 — N/2,00) \ I und 7 > max{0,s — N/2} sowie T > —s. Dann sind
Mar, : DMaxl) — W)
E — (diveE,rot E, <5E,b'f)g,...,<5E,bgq>Q)
und
JMay = D(Max®)  — WatL(Q)
H — (divH,rot,uH, </,LH,b(11+1>Q,...,<ILLH,b3—:+11>Q)

topologische Isomorphismen.
Kommen wir nun zum statischen Losungsbegriff in der

Definition 6.37
Sei q £ 0. Wir sagen, (E, H) lést das Problem

MaX(A, 0, f; F, Gv g, Ca 5)
zu Daten

(f.F,G,g) € Lp 1 (Q) x Lp4(Q) x Lpd™H(Q) x Lp?™2(Q)  wnd () € C x Clorr

loc loc loc loc

falls
(B, H) € (L27 x () NR{, () Ne™ D, () x (L2 (2) N 'REEH(Q) N DI ()
und
. rot E =G , diveE = f , (eE, b)) = , 0=1,...,d, ,
e JdivH=F |, rotpH=g , (WH, BTN =¢ ,  £=1,...,ds

gelten.
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Satz 6.36 liefert, sofort den

Satz 6.38
Seien ¢ # 0 und 7 > N/2 — 1. Dann existiert zu allen

(f,G,¢) € (Li‘jjl%(g) NFIH Q) x (L2 (Q)NgTTH(Q)) x C%

N
>1-X

und allen
(F.g,€) € (L3]_x (@) N FUQ) x (L2175 (9 ngr2(Q)) x Cln

N N
>1-X >1-4

genau eine Losung

(B,H) € (R, (@)D (@) x (u'REF (@) 1 DI (@)

q
N
>— >—4

des Problems Max(A, 0, f, F, G, g,(, &) und diese hingt stetig von den Daten ab.

6.4 Iteration eines statischen L&sungsoperators

Wir wollen nun in diesem vorletzten Abschnitt dieses Kapitels eine weitere Generalvoraussetzung einfiihren und
den Rang der Formen noch weiter auf
I<q¢g<N-2

beschrénken. Aus Satz 6.36 erhalten wir durch weitere Spezialisierung unmittelbar den

Satz 6.39
Seien s € (1 — N/2,00) \ I und 7 > max{0, s — N/2} sowie 7 > —s. Dann sind
R0T. : ((RL,()Ne DL (@) @D, ) NFHQ) — L27(Q)NgrHi(@)
E — rot B/
und 3
D9v, ¢ ((FRIO) N DI@) o Rt NGEI@) — L2(@) FI0)
H — divH

topologische Isomorphismen.

Bemerkung 6.40

Man beachte, daf hier die Ausnahmeform nAl_| bzw. T)Aévfll nicht mehr auftritt. Der Grund dafir ist die
Zugehdrigkeit von D(ROT.) zu FL(Q) bzw. diejenige von D(DIV,) zu GIT1(Q). Wegen der Beschrimkung
1 < ¢ < N —2 missen wir dies fir ROT. im Fall ¢ = 1 und fiir DIV,, im Fall ¢ = N — 2 zeigen. Den Beweis
hierzu liefern wir in einem allgemeineren Zusammenhang in den Lemmata 6.53, 6.55 und den Bemerkungen
6.54, 6.56 nach.

Aus diesen beiden Operatoren setzt sich ein statischer Maxwell-Lésungsoperator Lo mit
Lo(F,G) := (ROT'G, DIV, 'F) (6.18)

fiir (F,G) € (Li’q(Q) NF1(Q)) x (Li’qH(Q) N G771 (1)) zusammen, der unseren Zwecken geniigen wird. Nach
dem Vorbild der Arbeiten von WECK und WITSCH, [50] und [53], wollen wir

L:=ALg (6.19)
mehrfach anwenden, um die Niederfrequenzasymptotik des zeitharmonischen Losungsoperators £, des Problems
(M +iwA)(E,H) = (F,G) , weCy\ {0} ,

zu bestimmen, denn die Form dieser Differentialgleichung schldgt zur Approximation eine Neumannsche Reihe
des zugehorigen statischen Lésungsoperators £ vor.

Die Inversen
Laiv = Laivy = pDIV,"  und  Liog = Lrop 1= eROT.! (6.20)

haben schon wechselseitig verwandte Definitions— und Wertebereiche

L29Q)NFYQ) und  LPMH(Q) N GTHQ) ,



Dirk Pauly — Niederfrequenzasymptotik der Maxwell-Gleichung im Aufengebiet 101

so dafs wir hoffen, L,o¢Lqgiv und Lgiv Lot bilden zu koénnen. Allerdings ist es dazu notig, Lgiy und Lyop S0 zu
verallgemeinern, daf sie auch auf Turmformen angewandt werden kénnen.
Hierzu fithren wir die folgende Schreibweise ein:

. ={(k,o,m,0): (k,o) e Ng Ame{l,....u2*} A0 e {+ -1} (6.21)
. ={(l,7,n,0): (L,y) ENF Ane{l,... . d Y AV e {+,-}} (6.22)

Zul = (k,o,m,0) €Jsei D! := D2, und entsprechend R .= YRITLE falls J = (€,v,n,9) € J.

Fiir endliche Teilmengen J bzw. J der Indexmenge J bzw. J sei
nDY(J) :=Lin{nD?: I €T}  bzw.  pRITYF) :=Lin{nRI" : J € J}

Desweiteren wollen wir fiir s € R und K, L € Ny spezielle Indexmengen

K
0% = {(k,o,m,—) €T DI ¢ 12} , I =]k

S

bzw.
Jo={(tyn ) €den R ¢ LI Q) Fh = U 2
definieren. Mit Bemerkung 5.24 lassen sich diese Indexmengen niher durch

. gk — {(k‘om )eﬁ:kgKAagerk—N/?} , (6.23)
o St ={(yn,-)€d:l<LAy<s+L-N/2} (6.24)

angeben. Erinnern wir an Definition 5.23 und Bemerkung 5.24, erhalten wir
nD(IK) = n—ﬂagfg bzw.  nRITI(SE) = n—ﬂzgjgﬁ : (6.25)
Mit dem Verweis auf Definition 6.15 und Bemerkung 6.16 stellen wir auferdem
nD4(30) =nD?  bzw.  pRIT(F2) = nRIT! (6.26)
fest. Fiir I := (k,o,m,0) € J bzw. J := ((,y,n,9) € J sei
I :=(k+1,0,m,0) €] bzw. Jioi={l+1,y,n0) €]
und weiterhin fiir Teilmengen J bzw. J von J bzw. ﬁ
Jy:={I;:Tel}ycd baw. Jo:={J, :Jegic
Auflerdem wollen wir den ,;Homogenitétsgrad” eines Index I := (k,o,m,0) € JUJ durch

h; :=%%  und durch  hy:=maxh,
Ied

den ,maximalen Homogenitatsgrad” einer Indexmenge J C Jjug festlegen. Mit diesen Schreibweisen kénnen wir
nun Satz 6.39 verallgemeinern.
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Lemma 6.41 A
Seien s € (1 — N/2,00) \ T und 00 # I eine endliche Teilmenge von J mit mazimalem Homogenititsgrad hy , so

dafs
nD(J9) NL24(Q) = {0}

Weiterhin sei 7 > max{0,s — N/2,s + N/2+ hy} und 7 > —s.
Dann gibt es zu jeder Form F € (Lz’q(Q) ®nD(7)) N F4(Q) der Gestalt
F=F.+Y f-9D} mit F.el2(Q) und £,€C
1e7
genau ein
& (17 RIL(Q) N DI (@) @ nRTH () @ iR (T4)) NGI (@)
mit
divH=F
Fiir t < min{N/2,—1 — N/2 — hy} und t < s —1 liegt dieses H in L>""(Q) und hat die Form

H=H,_1+ Y g/ Ry +> £ -nRE
Jegg_l Ied

mit Hy_1 € u_qu'H( )N DZE(Q) und g7 € C. Desweiteren bildet der hierdurch definierte Losungsoperator
(L29(Q) @ nDI(J)) N FU(RQ) stetig nach L7(Q) ab.

Bemerkung 6.42

Mit den obigen Bezeichnungen und wegen der Voraussetzungen an die Abklingrate T erhalten wir
H:=pH e ((R‘J*l( ) N pDI(Q) @RI ) @ n:RqH(m) ngrH(Q)

mit div ,u_lﬁ — F. Dieses H hat die Gestalt

H=H,,+ Z g nRIT + ZfI . T}R?jl
Jed%_, I€d

mit Hyy = pHooo+ S g inRS™ + 3 £ imRITH € RITHQ) nuDITH(@)
Jed®_, Ied

Beweis:
Sei F'= F, + Y f;-nD} € (L2%Q) & yD(J)) N FUQ) = (DLQ) & nDU(J)) N FU(Q). Wegen der Grund-
Ied

voraussetzung (ii) auf Seite 83 stehen Formen, die einem Faktor 7 enthalten, immer auf B4(Q) bzw. B?(Q)

senkrecht. Insbesondere folgt nD?, Fy € BY(Q)+. Mit dem Ansatz

_h+Zf[ URQ+1 ,
Ied

der wegen der Eigenschaft (5.20), d. h. div R?;H = D% der Turmformen geeignet erscheint, iibersetzt sich das
System H € Gt () und div H = F in das folgende:

o dthZF—Zf]-diV(nR?jl):Fs_ZfI'CdivnR = fe L2YQ) N FI

Ied 1€l
e rotpuh= Zfl rot ManH) = g€ grt?
€9
° ph € BITH(Q)+

Die letzte Bedingung folgt aus /M;R?jl € BT Q)1 . Bemerkung 5.24 liefert fiir alle I € J

1 1 ~ 1 2 2 s
rot(pnRy; ") = Crory RY +rot(anRiT) € L2TY | (@) CLI"*(Q)
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daT>s5+N/24 hy > s+ N/2+h;. Wir erhalten folglich ¢ € L>7"%(Q) N G9t2. Nach Satz 6.36 wird das
obige System von

hi=,Mar ' (f,9,0) € (b 'RIT{(Q) NDIT(Q) &nRIT] @ nAlT]

geldst. Damit ist die Losung (Man beachte nRITT = nRITL(GO_)) N

H=h+) tr-nR{" € ((u’lRﬁf}(Q) NDIT(Q) @RI @nAT © an+1(J+)) ngI(Q)
Ied

gefunden und diese ist aufgrund ihrer speziellen Gestalt eindeutig. Da H € gg“(Q), zeigen wieder Lemma
6.53 und Bemerkung 6.54, daft die Ausnahmeform nAi,V__ll im Fall ¢ = N — 2 nicht auftritt. |

Ganz entsprechend erhélt man das

Lemma 6.43 R
Seien s € (1 — N/2,00) \ T und O # J eine endliche Teilmenge von J mit mazimalem Homogenititsgrad hy , so

dafs
nRIT(@) NLITHH(Q) = {0}

Weiterhin sei T > max{0,s — N/2,5 + N/2+ hy} und 7 > —s.
Dann gibt es zu jeder Form G € (L277(Q) @ nRIT1(9)) N GI+1(Q) der Gestalt
G=Gs+ ZgJ . anIJH mit G, € Li’q“(Q) und gseC
Jed

genau ein
o

E e ((RI,(®) eI (@) @nDIOL,) & 9D1(3,)) N FE(R)
mit
rot B =G
Firt <min{N/2,-1 - N/2 —hy} und t < s — 1 liegt dieses E in L79(Q) und hat die Form

E=E. 1+ Y f-nD{+> g5 0D},

Ie19 Jed

mit Es_1 € R?_1 () Ne™'D?_,(Q) und £; € C. Desweiteren bildet der hierdurch definierte Lisungsoperator
(L291(Q) @ nRIH(F)) N GITL(Q) stetig nach L79(Q) ab.

Bemerkung 6.44
Mt den obigen Bezeichnungen und den Voraussetzungen an 7 erhalten wir

[e]

Ei==E € ((eR1_,(@) N DL, () @ 7D*(92_,) @ nDI(34) ) N FU(Q)

mit rote 'FE = G . Dieses E hat die Gestalt

B=Boy+ Y fronDi+ Y gsonDl,

Iel1% Jed

mit B, 1 =eBo 1+ Y £1-énDi+ > gy-énD% €eRI () NDI,(Q).
Ie1%_, Jea

Wir definieren fiir endliche Teilmengen J bzw. J von J bzw. Ej
Fi(9) := (L2YQ) @ nD9(J)) N FU(NQ) bzw. GIT(J) = (L2TH(Q) @ nRITHI)) NGITH Q) . (6.27)

Die vorherigen beiden Lemmata und Bemerkungen liefern eine Losungstheorie fiir ein verallgemeinertes stati-
sches Maxwell-Problem.
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Definition 6.45 X
Seien s € (1 — N/2,00)\ I und O # J eine endliche Teilmenge von J sowie O # J eine endliche Teilmenge von

d, so dafs
nDUI) NLTNQ) = {0} wnd R NLITTHQ) = {0}

Desweiteren sei T > max{0,s — N/2,5+ N/2+4 hy,s + N/2+hg} und 7 > —s.
Wir sagen, daf8 (E, H) das ,perallgemeinerte statische Mazwell-Problem” zu Daten

(F,G) € F1() x GI*1(3)
I5st, wenn
() e ((RL,(Q0DI (@) @nDI(00,) @ 9D13,)) N FLQ)
H e (R Q) 0 DI (@) @ gRIT (@) @ a7  nGIt @)
(ii) otE=G , divH=F
gelten.

Satz 6.46
Das verallgemeinerte statische Mazxwell-Problem ist stets eindeutig l6sbar. Die hierdurch definierten Abbildungen
(F,G) — (E,H) und (F,G) — AN(E,H) = (¢E, pnH) liefern zwei stetige lineare Operatoren

Lo : FII)xGIYG) — (571FZ—1(32—1 U3+)) X (ﬂingﬂ(éfJg—l UJ+))
(F,G) — (E,H)
und
L:=ALo : FiI)xGIM () — (F{,(02,034)) x (Ggﬂ(gg—l Udy))
(F,G) — A(E, H)

Bemerkung 6.47
Die ,Turmanteile” der verallgemeinerten statischen Mazwell-Operatoren kann man genauer beschreiben. Fiir

F=FS+ZI’I~77D‘II und G:Gs+ZgJ~nR3+1
Ied Jed

hat z. B. die Losung (E,H) = L(F,G) die Form

E=E . +E+Y g;-nD%  und H=H, +H+Y fr-nR
Jed IeJ

mit (Es_1, Hy_1) € L2, (Q) x L2%YQ) und (F, H) € nD9(T°0_,) x nRIt1(J0_,).

In der in Satz 6.46 vorliegenden Form kann £ nun iteriert werden. Wegen der ,Nebendiagonalform” des statischen
Maxwell-Operators ist es notwendig, das Ergebnis fiir gerade und ungerade Potenzen von £ zu unterscheiden.
Dazu miissen wir eine weitere Schreibweise einfiihren: R

Fir j € Ng und I := (k,0,m,0) € I bzw. J := ({,v,n,9) € J sei

I = (k+j,0,m,0) bzw. Jj = {+j4,v,n,9)
und weiterhin fiir Teilmengen J bzw. J von J bzw. é
Jj = {IJ :IEJ} bzw. 3]’ = {JJ :JEH}

Fiir gerade j gelten dann I; € J bzw. Jj € J und J; C J baw. d; C J, hingegen I; € J baw. Jj € J und J; C g
bzw. J; C J fiir ungerade j.
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Satz 6.48 P
Seien j €N, s € (j — N/2,00)\ T und J x J eine endliche Teilmenge von J x J, so daf

nDII)NLII(Q) = {0}  wnd  NRITI)NLITTH(Q) = {0}
Desweiteren sei
7 > max{0,s — N/2} und T>j—1-—35
sowie T > s+ N/2+hy, falls T# 0, und 7> s+ N/2+hy, falls 3 # 0.

Dann ist

(F1_, (051 01)) x (G Ud)  falls § gerade

£ FI0) < G (9) —
(Fg_j(ﬂff;1 Uﬂj)) X (Ggf}(ﬁ?ﬁ;l Ujj)) , falls j ungerade
wohldefiniert und ein stetiger linearer Operator, dessen Wertebereich in L29(Q) x L7 (Q) mit
t<s—3j und t<N/2—j+1 sowie t < —j — N/2 —max{hy, hy} L fallsTUT # 0,
liegt.

Bemerkung 6.49

Auch bei hiheren Potenzen L7 wvon L ist nach Bemerkung 6.47 klar, wie die Turmformenkomponenten auf
Turmformenkomponenten abgebildet werden. Weiterhin zeigt diese Bemerkung, daf$ die neu hinzukommenden
Turmformen aus an(ﬁfjj_l) und nﬂ%q“(ﬁfj;l) der folgenden Rekursion gentigen:

(F, Q) besitze die Gestalt aus Bemerkung 6.47. Hat (E,H) := L7(F,Q) die Gestalt

(E,H):(Es_j,Hs_j)Jr( S el Y hJ-nR3+1)

1egsict Jegsit
(Z fr- nD?j , Z gy anljjﬂ> , falls j gerade
Ied Jed
+

(Z gJ- 7]D3j, Zf[ -nR}I;rl) , falls j ungerade
JEd Ie’

mit (Es—j, Hs_;) € Lifj(Q) X Lifjﬂ(ﬂ) , so besitzt (B, H) := L(E,H) = LITY(F,G) die Form

(E,ﬁ) = (Es—j—laHs—j—1)+ ( Z é1~77D?, Z ;LJ‘ﬂR?’l)

S JeIT,

<Z gJ - 77DLq,JJr1 , Z fr- nR‘};Tl) , falls j gerade
JEJ Ied
+

(Zf] . 77DLIIJ+17Z g7 - nR‘}ﬁl) , falls j ungerade
Ieg Jed

mit (Ey_;_1,Hs_j_1) € L1

s i1 () x L2 (Q) . Hierbei gelten fir I € 1577 und J € Hsgjj_l

s—j—1 s—j
(3]:;7/[4r und ht]:ét]+
Wir wollen einen Spezialfall des letzten Satzes, J = J = (), noch extra notieren:

Korollar 6.50
Seien j €N, s€ (j—N/2,00)\[,t<s—j,t<N/2—j+1 und 7 > max{0,s — N/2} sowieT >j—1—s.
Dann ist

L0 (L29(Q) N FUQ)) x (L27THQ) N gIH(Q) — (FI_, (9377 1) x (GIF1(337 )

s—j s—j

ein stetiger linearer Operator, dessen Wertebereich in L2(Q) x L>7T(Q) liegt.
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6.5 Statische Operatoren zweiter Ordnung

In diesem letzten Abschnitt wollen wir wieder alle ¢ € {0,..., N — 1} zulassen und N diirfte auch gerade sein.
Es bleibt noch zu zeigen, daf in den Ausnahmefillen des Satzes 6.39 sowie der Lemmata 6.41 und 6.43 die
Ausnahmeform nAl ; bzw. nAiV__ll nicht auftritt. Zu diesem Zweck definieren wir (vgl. mit Definition 6.15
und Bemerkung 6.16)

_Dgf yfallsg=0 A s> N/2 -2

. DI = *DZ’_SéJk "Ryl L fallsg=1As>N/2-1 ,
N :
{0} , sonst
“REY Jallsg=N—-1A s> N/2—2
o RITL = 73%?:1&514— DTN fallsg=N-2As>N/2-1
N :
{0} , sonst

und beweisen

Lemma 6.51
Seien s € [1,00) \ I und 7 > max{0,s — N/2}. Dann ist

Adgv + (XI_y(Q) ®9D?_y) NeDL () — oDI(Q) N HIQ)*L

E e — divp~lrot E
ein stetiger und surjektiver Fredholm—Operator mit Kern N(Agiy) = HI(S) .
Hierbei sei X1(Q2) := {E ¢ IO{‘S’(Q) NDYQ) : pu~'rot E € DILI(Q)}.
Beweis:

Der Beweis erfolgt analog zu den Beweisen der Lemmata 6.19 und 6.20 bzw. 6.26 und 6.28, daher werden wir

viele Argumente abkiirzen.
Ein F € D?_, erfiillt
divE =0 und divrot E =0

Zusammen mit den Voraussetzungen an 7 liefert dies die Wohldefiniertheit von Ag;, . Natiirlich ist Ag;y linear
und stetig. Mit Lemma 6.18 ist H?(Q) C N(Agiy) und fiir ein £ € N(Agiy) C X?,(22) haben wir andererseits
mit Lemma 4.23
0= (divp trot E,E)q = —(u~'rot E,rot E)q ,
——

enati(Q)

d. h. B € HL, () = HI(Q), also HI(Q) = N(Agiv) - Bleibt noch die Surjektivitit zu zeigen. Sei dazu
F € oDY(Q) N HI(Q)*
und F seine Nullfortsetzung nach RY . Mit Hilfe des Korollars 2.9 gilt

fi=F— > a;'(F, P& )y - CQY,, € W(a)

{=1,...,4,
U<S—% s
m=1,...

und Satz 2.10 liefert ein e € H>%, mit Ae = f. Der Ansatz

E=n-et+yp
fiihrt uns mit Lemma 6.14 zu dem System
. divp = —divne € (DI J(Q) N HITH ()L, (6.28)
o divptrotp=F —divu ' rotne € (DY(Q) N HI(Q)* . (6.29)

Da wir s > 1 vorausgesetzt haben, kdnnen wir uns der klassischen Theorie bedienen. Satz 2.21 (mit H:=F,
G:=0, f:=F—divptrotne,y:=0, v:= ¢ und den Ersetzungen q ~ ¢+ 1, & ~ ,u_l) liefert ndmlich ein

Lemma 6.32
C

He NDqul(Q) N Oﬁqul(Q) N - 9—(‘1“(9)%—1 O}o{q+1(Q) N j‘Cqul(Q)J‘
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mit divp ' H = F — divu~ ! rot ne. Mit Satz 2.19 finden wir zu diesem H ein

p€eRL(Q)NDL(Q) mit divp = —divnge  und rotp = H
Somit ist ¢ € X?,(12) eine Losung des Systems (6.28), (6.29) und damit eine Lésung E des Systems
divE=0  und divptrot E=F

gefunden. Es fehlt noch der Nachweis ihrer speziellen Gestalt, d. h. E € D(Agiy) -
Da ne € X?_,() trivialerweise gilt, bleibt nur noch ¢ zur Diskussion. Zunéchst haben wir mit Korollar 3.8 z.

B. p € H*¢ (A(ro)) und daher gilt in A(rg) mit g~ =1d i

div i~ rot ¢ + rot div p = F — div = ! rot e — rot div ne = F — Ane — div firot ne
=F- A((U - 1)6) — Ae —divﬂrotne
=f
= A((—me) —divirotne+ 37 o (P ) CQEL
t=1,...4,
o'<5—%,
m=1,...
folglich
Ap = A((1 —n)e) — div irot(ne + ¢) + Z a; ' (F, Pg,’fn>RN ) CQ‘Z,”fn
0=1,..4,
0’<s—%,
m=1,

Im Falle kompakter Storungen £ und ﬁ besitzt Ag also einen kompakten Trager und es gilt dive € Lifl_ 1(Q) .
Mit Lemma 6.18 und Bemerkung 5.14 erhalten wir daher

¢ e L2, (Q) o ,DI_, und damit auch peX! Q) a,D,

Man beachte, dafs hier die Integrierbarkeitsbedingung an rot ¢ fehlt. In diesem Fall wire der Beweis beendet.
Falls i und i keine kompakten Triger besitzen, kénnen wir zunéchst ein Analogon zu Lemma 6.21 beweisen,
daf ndmlich aus

Ec LQ_’"%(Q) ,  divEeL2 N (A(p)) und  divrot E € L29(A(p))

schon ¢ € Lfo Qe n®3—2 folgt. Um dies zu zeigen, bendtigen wir dieses Lemma nur im Fall y = Id.
Mit dieser Kenntnis liefern uns
E e X% ,(Q)nH>!(A(ro))
und das System R ,
divE=0 , divietE=F—divarot E€Lyf ., (A(r))
mit dergleichen ,Hochhangel”™-Technik wie im Beweis von Lemma 6.26 in endlich vielen ,,7—Schritten” schlieflich
EeX! (@) e,Di,

Damit ist der Beweis beendet. [ ]

Analog zum vorherigen Lemma erhalten wir

Lemma 6.52
Seien s € [1,00) \ I und 7 > max{0,s — N/2}. Dann ist

Ar t (YTL(Q) @ gRIEL) NoREV Q) —  oRIFI(Q) N H7H ()

H e — rote~tdiv H
ein stetiger und surjektiver Fredholm—Operator mit Kern N(A,o) = HITH(Q) .
Hierbei sei YT™'(Q) == {H € RIV(Q) N DIH(Q) : eV div H € R%, ()}
Unser urspriingliches Anliegen in diesem Abschnitt war, die Ausnahmeform nAl_; bzw. nAi,V__ll im Satz 6.39

und in den Lemmata 6.41, 6.43 auszuschliefen. Dies liefern die folgenden abschlieffenden Lemmata und Bemer-
kungen:
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Lemma 6.53
Seien 1 < g < N—-2,s€[l,00)\I undJ eine endliche Teilmenge von J mit mazimalem Homogenititsgrad h, ,
so daf

nDI(T) NLI(Q) = {0}

Weiterhin sei 7 > max{0,s — N/2} und 7 > —s sowie 7 > s+ N/2+ hy, falls T # (.
Dann gibt es zu jeder Form F € (L2%(Q) @ nD(J)) N F4(Q) der Gestalt

F=F,+ Zf[ -nDY mit F, e Li’q(ﬂ) und freC

Ied
ein R
E e X () ®nDI_, ®nDI(Jy)
mit
divp 'rot E=F
Dieses E hat die Form
E=E, ,+E+)Y f,-9D}, , E.,eX!l,Q , FEepdl,
Ied

Beweis:
Wir folgen der Grundidee des Beweises zu Lemma 6.41. Zur Lésung des Problems

divp~'rot E=F =F,+» f;-nD} (6.30)
1€l
machen wir nun aber einen Ansatz zweiter Ordnung

E::e—i—ZfI-anz
I€ed

Wegen divrot Df = D{ iibersetzt sich dieser Ansatz mit =" = Id +/i in

divp trote = F — Zf; divp? rot(nDf, )
Ied

=F.— Y f1-CaivrotnD}, — > _ £ - divfirot(nD})) =: f € FI(Q)
Ied 1e7

(6.31)

Die Kompaktheit des Tragers des Kommutators Caiyrot,, und die Voraussetzungen an 7 sowie Korollar 6.33
liefern

feL?(Q)NFIQ) = D) NHI(Q)T = W (Agiy)
Mit Lemma 6.51 erhalten wir eine Losung e € (X?_,(Q) @ nD?_,) N DL (Q) zu (6.31) und somit ist eine

loc

Losung E der gewiinschten Gestalt zu (6.30) gefunden. |

Bemerkung 6.54

Nun, kénnen wir das Auftreten der Ausnahmekomponenten nAY 7' im Fall = N — 2 in Satz 6.39 und Lemma
6.41 ausschlieflen. Da diese lediglich fiir s > N/2 auftauchen kann, zeigt nimlich das obige Lemma fiir solche
s (sogar fir 1 <q < N —2und s € [1,00) \I), daf H := p~'rot E die eindeutige Lésung des Problems

1 e (' REFOQ) DI () @ gRI L) @ g I,)) NGINQ)  und  divH = F

ist.

Beweis:

Lemma 6.53 liefert fiir 1 < g < N —2 (also insbesondere fiir ¢ = N —2), s > N/2 und zu F' = F, + Zf[ -nDf
Ied

ein

Ee (X, @nD!_,@nDi(Jy)) mit  divp 'rot E=F
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und der F entsprechenden Gestalt. Mit (6.25) gilt nD?(I5",) = 7]*DZ’_§21_E und wegen der Beziehung
nDY €L}y = gRYTeLPH!

folgt (3€)+ = 91 und damit (fir € = 0) 955, =90 , 0T , =799 ,U (4% ,)4 . Somit besitzt E mit Konstanten
el el e € Cund E;_2 € X?_,(Q) die Gestalt

E=FE. 5+ Y, e7-nDi+ > eh-nD} +  e-n Ry,  +> £1-nDf

€% . T35 nur fiir g=1As>N/2+1

Da D? fiir I € 79_, und Ro | rotationsfrei sind und desweiteren rot D = = R%™" sowie rot Df = Rq+1 R‘}II
fiir J € J% ; und I € J gelten, erhalten wir mit einem H,_; € RqH(Q) N uDIt(Q)

rotE = Hy_1 + Z el 7)R3+1 + Z fr -T;Rfvjl €Gr(Q)

Jed%_, I€ed
Mit H := p~!rot E gilt div H = F und die Voraussetzungen an 7 liefern schlieklich
i e (' RITHQ) 1 DI (@) @ nRT (@) © nR (1)) N G (@)

H enthilt also insbesondere im Fall ¢ = N — 2 keine Ausnahmekomponente nAN 7! n

Ganz entsprechend erhalten wir noch

Lemma 6.55
Seien 1 <qg< N—-2,s¢€[l,00)\I und J eine endliche Teilmenge von J mit mazimalem Homogenititsgrad hy ,
so dafs
NRT(I) N LI (Q) = {0}
Weiterhin sei 7 > max{0,s — N/2} und 7 > —s sowie T > s+ N/2+ hy, falls J # 0.
Dann gibt es zu jeder Form G € (qu“(Q) ® nRITL(F)) NGITH(Q) der Gestalt

G=Gs+ Z gJ -nR3+1 mit G, € L277(Q) und gsjeC

Jeg
ein _
H e Y5 (Q) & nRI; & nRTT(3,)
mit
rote 'divH =G
Dieses H hat die Form
H=H, o+H+Y g/ nRYY ,  Ho,eY(Q) ,  HenRlf
Jeg

Bemerkung 6.56

Der letzten Bemerkung entsprechend konnen wir das Auftreten der Ausnahmekomponenten nAl_| im Fall ¢ = 1
in Satz 6.39 und Lemma 6.48 ausschliefen. Da diese lediglich fiir s > N/2 auftauchen kann, zeigt ndmlich das
vorherige Lemma fir solche s (sogar fir 1 < ¢ < N —2 und s € [1,00) \ 1), daf E := e ' div H die eindeutige
Losung des Problems

e((f{fi_l(ﬂ)ﬂs‘lDz_l(Q)) &DIIL) ©yDY(3,)) NFUQ)  wnd  r0tE =G

ist.
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7 Niederfrequenzasymptotik

Nun sind wir im Hauptkapitel dieser Arbeit angekommen. Wir beginnen mit Folgerungen aus der Darstel-
lungsformel im Ganzraumfall und kénnen zunéchst Null als Haufungspunkt von P ausschlieffen. Desweiteren
kénnen wir sofort zeigen, dal fir gewisse (F,G) die Losung L, (F, G) von Max(A,w, F, G) fiir w — 0 gegen die
eindeutige Losung Lo(F, G) von

Max(A,0, F, G) := Max(A, 0,0, F, G, 0,0,0)

konvergiert. Wir sind aber zun#chst nicht in der Lage, irgendwelche Aussagen iiber die Konvergenzordnung
zu machen. Ahnliche Ergebnisse erzielt PICARD in [32] im Fall der klassischen Maxwell-Gleichung und unter
starkeren Voraussetzungen an die Daten.

Um die Konvergenzordnung angeben zu kénnen, diskutieren wir dann die Approximation der Lésung fiir kleine
Frequenzen durch eine ,yerallgemeinerte Neumannsche Reihe”. Hier werden degenerierte , Korrekturoperatoren”
auftreten, die nur aus Losungen spezieller statischer Probleme bestehen. Wir fiithren den Ideen von WECK und
WiTscH in [50] bzw. [53] folgend den ,Raum der reguléren Konvergenz” ein, auf dem der Lésungsoperator durch
die Neumannsche Reihe ohne Korrekturoperatoren bis zu einer bestimmten Ordnung approximiert wird. Diesen
Raum werden wir dann durch Orthogonalitétsrelationen charakterisieren kénnen und zeigen, dak er endliche
Kodimension besitzt und ein abgeschlossener Unterraum des Datenraumes ist. Die Projektoren auf diesen Raum
werden dann die endlich vielen Korrekturoperatoren erzeugen, mit denen dann die verallgemeinerte Neumann-
sche Reihe definiert werden kann, welche unsere Losung bis zu einer vorgegebenen Ordnung approximiert.
Diese Konvergenz zeigen wir zuerst in lokalen Normen und unter der stérkeren Voraussetzung, dafs die Trans-
formationen € und p kompakte Stérungen der Identitit sind. Mit der Ganzraumasymptotik aus dem fiinften
Kapitel sind wir dann in der Lage, zu gewichteten Normen iiberzugehen. Wir kénnten dann sogar zeigen, daf
alle auftretenden Operatoren auch mit € und i, die keine kompakte Triger besitzen aber hinreichend schnell
fallen, definiert werden kénnen. Die Lésungsoperatoren mit den kompakten Stérungen approximieren dann die
allgemeineren Losungsoperatoren in der Operatornorm. Dies liefert dann mit einem allgemeinen Prinzip im Fall
der Helmholtz—Gleichung bzw. der linearen Elastizitit in [50] bzw. [53] die Asymptotik auch in dem Fall der
nichtkompakten Stérungen. Bei der Maxwell-Gleichung ist dieser Schluf leider nicht mehr ohne weiteres durch-
fithrbar und die Frage nach der Asymptotik bleibt im Fall nichtkompakter Stérungen des Mediums ungeklart,
gleichwohl wir eine positive Antwort erwarten.

Wir benutzen weiterhin die Generalvoraussetzungen (i)—(iv) aus dem vorherigen Kapitel. ,,N ungerade” set-
zen wir nun stets voraus, weil sonst unsere asymptotischen Entwicklungen durch das Auftreten logarithmischer
Terme zu kompliziert wiirden.

Auflerdem wollen wir nun den Rang der Formen generell auf

(v) 1<g<N-2

beschrinken. Da das (zeitharmonische) Maxwell-Problem fiir ¢ € {0, N — 1} dquivalent zu skalaren Helmholtz—
Problemen ist, verzichten wir auf diese Fille, zumal sie h&ufig die Behandlung von Sonderféllen erzwingen
wiirden. Durch die Benutzung der Formen B?"*(Q) schliefit sich der Fall ¢ = 0 sowieso aus.

Desweiteren werden wir die Voraussetzung (iv) zu der folgenden verschirfen:

(iv') suppéUsupp it € Q. Wir kénnen und werden dann ry immer so groff withlen, daf
supp € Usupp iz C U(0, 7o)
gilt. Insbesondere gilt dann auf supp#n immer € = Id und p = Id.

Viele Resultate gelten aber auch unter der schwicheren Voraussetzung (iv). Wir werden dies bei den ent-
sprechenden Ergebnissen anmerken. Wie im letzten Kapitel geniigt dann jeweils die Differenzierbarkeit der
Inhomogenititen € und i in A(rg). Insbesondere konnten wir bei Voraussetzung (iv’) ginzlich auf Differen-
zierbarkeitseigenschaften von € und [ verzichten.

Wir fiihren hier schon ein J € Ny ein, welches die maximale Ordnung fiir asymptotische Entwicklungen angibt.
In Abhiingigkeit von diesem J und N muf dann j in (1.32) geniigend groft gewihlt werden. Es geniigt (und dies
wollen wir stets ohne weiteren Kommentar voraussetzen) z. B.

(vi) J>4J+ 1)+ N
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7.1 Folgerungen aus der Darstellungsformel und einfache Niederfrequenzasym-
ptotik

Wir definieren fiir » € R, die Menge
Cir={weCi:lw <r}
Mit einer Abschneidetechnik liefert Satz 5.4 zunichst das

Lemma 7.1
Seien @ >0, s € (1/2,N/2) und t :== s — (N + 1)/2. Dann ezistieren Konstanten c¢,p > 0, so daf fir alle
weCpz\ {0}, alle

S

(F,G) € (L2(2) N DI(A(ro) ) x (L277(Q) N RE (A(ro)) )
und alle Losungen (E, H) zu Max(A,w, F, G) die Abschitzung

(B, H) ”Rg(g)xng“(n) sc (H(F, G) ”o,s,Q +||(&, H) H0,0,QOU(O,p) + w7 - [[(div F, rot G)”O,S,A(rg))
gilt.

Bemerkung 7.2

Das obige Lemma bleibt auch richtig, wenn wir die Grundvoraussetzung (iv') wieder zu (iv) mit 7 > (N +1)/2
abschwachen. Es geniigt sogar, daf$ die Ableitungen von € und [i nur mit der Rate T statt T + 1 abklingen.
Desweiteren gilt dies Lemma fiir alle ¢ € {0,...,N}.

Beweis:
In Anlehnung an die Bemerkung beweisen wir das Lemma in diesem allgemeineren Fall.
Seien (E, H) eine Losung von Max(A,w, F,G) und (E, H) die Nullfortsetzung von n(E, H) nach RY . Diese

g+1 : l,q 1,q+1
x D_T,, sogarin HZ, x H_T,
2 2 2

erfiilllt dann auch die Strahlungsbedingung, liegt entsprechend in Rq<

und 16st o o 2~ ~
(M +iw)(E,H) =n(F,G) + Cay(E,H) —iwA(E,H) =: (F,G) e DI x RI™ |

denn 7 > (N +1)/2 > s+ 1/2 und (F,G) € DI(A(rg)) x RIT(A(ro)) . Damit gilt (E,H) = L,(F,G) (L,
ist der Losungsoperator des zeitharmonischen homogenen Ganzraumproblems aus Kapitel fiinf.) und Satz 5.4
liefert eine von w, (F',G) oder (F, H) unabhingige Konstante ¢ > 0, so daf die Abschitzung

(&, ) Ho,t,]RN <ec (“ (£, é)Ho,s,RN + |wl ™" |(div £, vot é)Ho,s,]RN) (7.1)
erfiillt ist. Desweiteren liefern die Differentialgleichungen in A(ro)
iwdiveE =div F , iwrot uH =rot G (7.2)

und in RN

iwdiv E = div F , iwrot H = rot G . (7.3)

Kombinieren wir dies mit (7.1), erhalten wir

H(E’ H)”(),t,ﬂ <c- (H(F’ G)”(),S,Q + H(E’ H)HO,(J,QOU(O,TQ) + ”(E’ H)Ho,sffr,sz + ”(div E,rot g)Ho,s,RN)

Den vierten Summanden der rechten Seite schitzen wir weiter ab

(div E, ot H) HO,S,RN
< e+ (1B )y o o ey + I(iv Bxot H)g o0 )
< (B )l 00y + iV EE Tt BH) [, oo+ o]~ (v B 10t G )
< (B D)o 0 i 0rmy T NE o sy + 1l (v Fxot @) airoy)

Wir setzen diese Abschétzung in die vorherige ein, benutzen Korollar 3.8, die Differentialgleichung und nochmals
(7.2) und erhalten

(&, H)Ho,t,a <c: (H (F, G)Ho,s,a + (&, H) Ho,s—T,Q + w7t |(div F, xot G)”o,s,A(m))
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Wegen 7 > (N +1)/2, also s — 7 < t, liefert Lemma 4.8 ein p > 0 mit

1B ) o0 < e (IE Dl 0+ 1D g 0, + 17 Ny Erot @l )

und die Differentialgleichung zeigt schlieflich die Behauptung. |

Wir wollen an dieser Stelle einen neuen ,Datenraum”

Reg?®(Q) == (L27(Q) N F1(Q)) x (L277H(Q) N GTH ()
o o 7.4
= (,D4(Q) NBI(Q)") x ((RITH(Q) NBITH(Q)) (74)

einfiihren. Die Bezeichnung wird erst spéter in Definition 7.7 ndher begriindet.
Mit Hilfe des obigen Lemmas erhalten wir den

Satz 7.3

Null ist kein Haufungspunkt von P . Insbesondere kann sich P dann in ganz R nicht hdufen und es existiert ein

©>0,s0 dafPNCyy=0. Somit ist L, fiir alle w € C1 5\ {0} auf ganz Li‘i(Q) X L2>’3+1(Q) wohldefiniert.
2 2

Seien desweiteren s € (1/2,N/2) und t :=s — (N +1)/2. Dann gelten:
(i) Es gibt Konstanten c und 0 < © < @, so dafl fir alle w € C4  \ {0} und alle

(F.G) € DY(Q) x RITH(Q)
die Abschdtzung

[€o(F G0 < (IF. g g+ o7 (v Erot @),

d dq+1

+lwl 7Y KE, 2?)52\ +lwl 7> (G, b§+1>sz|)

=1 =1
gilt. Insbesondere ist gleichmdfig bzgl. w € Cy 4 \ {0} und (F,G) € Reg?’(Q) die Abschitzung

|£o(F.G <c-||(F.G

o0 Mo,s0

erfillt, d. h. L, ist bzgl. w € C1 g \ {0} gleichgradig stetig. Die | - |o,.o—Norm auf den linken Seiten
kann auch durch die natiirliche Norm in

(R{(2)ne""DY(Q) x (u 'R () n DI ()
ersetzt werden.

(ii) Gelten fiir eine Nullfolge (wn)nen C Cy o \ {0} und eine Folge ((F,,G)) C DI(Q) x f{g“(Q) die

neN
Konvergenzen
. (Fn,Gp) === (F,G)  in L29(Q) x L29H(Q) |
o —iw, N(divF,, ot Gp) 25 (f, 9) i L277HQ) x L2T2(Q) ,
o —iwy, HFn, b)) o 5 ¢ in C fir (=1,...,d, ,
. —iw HG,, b 222 g, in C fir £=1,....dg1

s0 konvergiert

(Buy Hy) o= Lo (Fu,G)  in (RYQ) N DIQ)) x (p'RITH(Q) 0 DIT()

t

fiir alle t < t gegen

(B, H) = (Mo (£,G. ). My ' (F.g.6))
die eindeutige Losung des statischen Problems Max(A,0, f, F,G,g,(, &) aus Satz 6.86 bzw. 6.38. Ins-
besondere konvergiert fir w € Cy 4 \ {0} und (F,G) € Reg?’(Q) die Lisung L,(F,G) fir w — 0 in
RI(Q) x DgH(Q) fiir alle t < t gegen Lo(F,G) (siehe (6.18)), die eindeutige Lésung des statischen
Problems Max(A,0, F, G) .
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Bemerkung 7.4

(i) Dieser Satz gilt auch, wenn wir (iv') durch (iv) mit 7 > (N + 1)/2 ersetzen und die Ableitungen von &
und (i nur mit der Rate T abklingen.
Desweiteren bleiben alle Aussagen fiir g # 0 richtig.

(ii) Wir wollen im weiteren Verlauf der Arbeit dieses & aus dem obigen Satz fizieren und auferdem nur noch
Frequenzen w aus Cy ; betrachten. Wegen PN Cy, = 0 ist L, dann auf ganz Li"i (Q) x Li’iﬂ(Q)
2 2
wohldefiniert.

Beweis:

Wir wollen den Beweis Bemerkung 7.4 (i) entsprechend in diesem allgemeineren Fall durchfiihren.
Wire 0 ein Haufungspunkt von P oder die Abschétzung in (i) falsch, so gébe es eine Nullfolge (wy,)nen C C1\{0}

und eine Folge von Daten ((Fn,Gy)), o C (DL(Q) x IO{Z‘H(Q)) NN(Max, A, wp,) = mit | L, (Fn, Gn), o =1
und

n—oo

¢ ||(Fn7G”)||0,s7Q —0 ,

o wal Tt [[(div Fpyrot G|y, — 0,

. a1 [(Fos o] 27200 fir £=1,....d,
. wa| 71 (G I o] B2 0 fiir L= 1,10, dggs

Definieren wir (Ey,, Hy,) := Ly, (Fn, Gr) , so schliefen wir aus der Differentialgleichung
(M 4+ iw,A)(E,, H,) = (Fp, Gy)

zuniichst iw, (diveE,, rot uH,) = (div F},,rot G,,) und erhalten

n—oo

—0 sowie ” (diveE,,rot uH, 270 . (7.5)

|M(En, i)y, 0 o0
Damit ist (E,, Hy) in

(RY(®) Ne'DIQ) x (0 ' RE (@) N DI (@)
beschrénkt und die LMKE liefert eine Teilfolge, welche wir wieder mit ((Ey, H,)), _ bezeichnen wollen, die
fiir alle £ < ¢ in L?’q(Q) X L?’qH(Q) konvergiert. Wegen (7.5) konvergiert sie sogar in

o

(RI(Q) N='DYQ)) x (1~ 'RIFI(Q) N DIT(Q))

und zwar gegen ein
(B, H) € HUQ) x p~ !, HITH(Q)

Dat=s—(N+1)/2¢€ (—-N/2,—1/2), kénnen wir o. B. d. A. £ > —N/2 annehmen und Lemma 6.22 liefert
(E,H) € . HIQ) x p~ !, 1 HITH(Q)
Desweiteren sehen wir fiir £ =1,...,d,

0 22 | |71 (B, 6| = |wnl ™ - | (div Ho, )0+ iwn (e B, b | = | (B, b o] 222 (B, b)al
—_————

=0

d. h. E € BY(Q)*+, und analog H € B?"'(Q)1+ . Mit Lemma 6.31 erhalten wir (E, H) = (0,0) und Lemma
7.1 liefert schlieklich von n unabhingige Konstanten ¢, p > 0, so dak die Abschitzung

1= H (EnaHn)Ho,t,Q

n—oo
0

<o ([P Gl + ol ™+ [V Frrot Gl s+ B Bl g i) “

gilt, ein Widerspruch.
zu (ii): Nach (i) ist (En, H,) in (R{(Q) Ne 'D{(Q)) x (u 'RIT(Q) N DIT(Q)) beschrinkt. Daher und
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wegen t = s — (N +1)/2 € (—=N/2,—1/2) kénnen wir mit der LMKE eine Teilfolge auswihlen, die wir wieder
mit ((En, Hy)), .y bezeichnen, so daf

n—oo

(En,H,) “==: (E,H) in  L2%Q) x L277H(Q)
fiir alle £ € (—N/2,t) gilt. Aus der Differentialgleichung
M(Ey, Hy) +iwgA(E,, Hy) = (Fn, Gp)
und wy, — 0 sowie den Voraussetzungen folgern wir

* M(E,, H,) == (F,G) in L29(Q) x L2 (Q)

n—oo

o (diveE,,rot uH,) == (f,g) in L>7HQ) x L293(Q)
und z. B.fir £ =1,...,dg41

i i

(Hpn, b7 g = — (rot By, b7 g ——

Wn ~———— Wp
=0

(G, bt hg =2 ¢,

sowie analog (¢E,, b{)o I G firl=1,..., d, . Damit ist (E7 ﬁ) ein Element von
(RE_x(@ne'D? (@) x (b 'RIy () NDLy ()

und 16st das System

° rot E =G , ° divH =F ,
° diveE = f , o rot uH = g ,
s <5E7bz>Q:<€ 3 gzla"'vdq ’ i <:U’-H7bz+1>ﬂsz ) k:]-v"'iqurl

Da 7 > N/2 — 1 und dieses System

(f, F,G,qg)
€ (L27HQ) N FT7HQ)) x (L2YQ) N FU(Q)) x (L2THQ)NGIT(Q)) x (L292(Q) N GrT2(Q))

impliziert, ist (E, H) nach Satz 6.38 die eindeutige Losung (E, H) des Problems
Ma’X(A’ 07 f’ F7 G7 g7 C? 6)
Da der Grenzwert (E, H) = (E, H) eindeutig ist, mufk schon die ganze Folge ((En, Hn))nGN in L2<§(Q) xLifH Q)

gegen diesen konvergieren. |

Korollar 7.5
Seien die Voraussetzungen des Satzes 7.3 erfillt und die Operatorenrdume

B.s = B(Reg?®(), RY(Q) x DIT'())

definiert. Dann sind | L]

B... gleichmdfig bzgl. w € Cy & (also auch fiir w = 0) beschrinkt und die Abbildung

L - (C+,@ - Bs t

.
w — L,

ist fir alle t < t gleichmdfig stetig.
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Bemerkung 7.6

(i) Die Behauptungen des Korollars bleiben auch mit B, ; := B(Reg?’(9), L79(Q) x Lf’ﬁl(Q)) richtig, denn
HLUJ”B : < "£w|BS i

(ii) Wie bei dem letzten Lemma und Satz, gelten die obigen Resultate auch, wenn wir nur ¢ # 0 fordern und
(iv') durch (iv) mit 7 > (N +1)/2 ersetzen. &, ji und deren Ableitungen miissen lediglich mit der Rate T
abklingen.

Beweis:

Mit Satz 7.3 gilt PN Cy, = 0, also sind £, fir w € Cyz \ {0} auf L>9(Q) x L>9T(Q) und damit auch
L wohldefiniert. Desweiteren sind nach Satz 7.3 (i) und Satz 6.39 (siehe (6.18)) [L. [z, gleichméRig bzgl.
w € C4 beschrankt. Wir miissen somit nur noch die Stetigkeit von L nachweisen. Satz 4.34 liefert die
Stetigkeit von L auf C4 ; \ {0}, so daf nur noch die Stetigkeit im Nullpunkt zu zeigen ist.

Die gegenteilige Annahme (Man vergleiche mit dem Beweis zu Satz 4.34.) liefert ein 6 > 0, eine Nullfolge
(wn)nen C C.o\ {0} und eine Datenfolge ((Fy,Gy,)) C Reg?%(2) mit [(Fn, Gn = 1 sowie zugehorige
Folgen von Lésungen

neN )”O,S,Q
L4 (enahn) = ﬁw" (Fn;Gn) 3
L4 (én7i1n) = »CO(FnaGn) y

so daf fiir alle n

> q+1 =
Rg(Q)XD; ()

gilt. Dann sind (e, h,) nach Satz 7.3 (i) und (é,, h,) nach Satz 6.39 und damit auch

(Ena Hn) = (671,7 hn) - (éwu hn)

gleichmiikig bzgl. n in (R{(Q) Ne~'D{(Q)) x (v 'R (Q) N DI (Q)) beschrinkt. Es gilt sogar

(enshn)s (Enshn), (B, Hy) € (RUQ)Ne D)) x (p~ R (Q) N DITHQ))

Die LMKE liefert eine in L2J(9) x L2 (Q) konvergente Teilfolge von ((E”’H”)>neN’ welche wir wieder

((En, H”))n cy Dennen. Fiir diese Teilfolge (sogar fiir die urspriingliche Folge) gilt

M(En7 Hn) = — iwnA(en, hn) n—ee, (O, 0) in L?’q(Q) % L?’qul(Q)

o

und deshalb konvergiert diese Teilfolge sogar in (R%,(Q)Ne~1oD%,(Q)) x (1~ oRL(Q) N DL () gegen ein
(B H) € 3G (@) > u™h MGy () P2 5 0(0) x " umn HTH(Q)

~ o

Desweiteren haben wir per Definition (é,,k,) € B4(Q)*< x B¥"(Q)1+ und wegen der Beziehung

o

iwnA(ena hn) = (Fna Gn) - M(ena hn) S Bq(Q)l X Bq-‘_l(Q)L

(o]

folgt die gleiche Orthogonalitiit auch fiir (e,, hy,) . Daher gilt (E,,, H,,) € B4(Q)< x B4 (Q)+ und dies vererbt
sich zu

(B, H) € BIQ)* x BI+ ()

Nach Lemma 6.31 muf (E, H) folglich verschwinden. Da ¢ < t, steht dies aber im Widerspruch zu (7.6) und
damit zur Annahme. |

Nun kénnen wir mit der eigentlichen Niederfrequenzasymptotik beginnen.
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7.2 Der Raum der regulidren Konvergenz und Projektoren auf diesen

Wir wollen nun rekursiv spezielle Datenriiume definieren. Dazu benutzen wir die Definition von Reg?%(Q2) in
(7.4) als Rekursionsanfang und nennen diesen den ,Raum der reguliren Konvergenz O—ter Stufe”. Mit Hilfe
des Korollars 6.50 kommen wir zu folgendem Rekursionsschritt:

Definition 7.7
Seien J € N und s € (J — N/2,00) \ 1. Wir definieren fir j = 1,...,J den ,Raum der reguliren Konvergenz
j—ter Stufe” durch die Rekursion

Reg?”(Q) := {(F,G) € Reg?’ ' (Q) : L7(F,G) € Reg?’,(Q)}
Bemerkung 7.8

(i) In obiger Definition konnten wir den Rekursionsschritt auch durch
Reg?/ () := {(F,G) € Reg?’ ' (Q) : L/(F,G) € L2%(Q) x L2771(Q)}
ersetzen.

(ii) Der Raum der reguliren Konvergenz Reg?”(Q) ist dadurch charakterisiert, dap fir (F,G) € Reg?’ (Q)
bei keiner Iterierten L7 (F,G), j =0,...,J, Turmformen n~ D% oder n~ RITHE quftreten.

o,m v,n

(iii) Nach Korollar 6.50 kénnen wir fir j = 0,...,J die Riume der reguliren Konvergenz j—ter Stufe auch
dann einfihren, wenn wir die Voraussetzung (iv') zu (iv) mit

7 > max{0,s — N/2} und T>J—-s5-1
abschwdchen.

Nun kénnen wir zeigen, da$ auf Reg?? (Q) fiir £,, die ,yerallgemeinerte Resolventenformel”, wie sie fiir (M —w) ™!
in C\ R gilt, bis zur Ordnung J erfiillt ist. Damit kdnnen wir dann nachweisen, daft £, durch die ,iibliche

Neumannsche Reihe” bis zur Ordnung J approximiert wird.

Satz 7.9
Seien J € Ng und s € (J+1/2,00) \ 1. Dann gelten fir alle w € Cy 4 \ {0} und alle (F,G) € Reg??(Q) die
Gleichungen

J—-1
Lo(F,G) =) (—iw) LoLI(F,G) + (-iw)’ L,L*(F,G)
j=0
J
=) (—iw)LoLI(F,G) + (—iw)? (L, — Lo) LI (F,G)
0

J

und fir s € (J+1/2,J + N/2)\ I sowiet < t:=s—J — (N +1)/2 gleichmifig bzgl. (F,G) € Reg??(Q) die
Abschdtzungen

J—

Q) o) =Y (it B6)| = 0(wl) [(EO]..

sy

[

J

Il
=)

M-

Il
o

(ii) HL‘W(F,G)— (—iw)fzzocj(F,G)H )

_ I
0i0 o(jwl) ” (F, G)HO,S,Q

J

Bemerkung 7.10
Auch hier konnen wir die Voraussetzung (iv') zu (iv) mit

7> max {(N +1)/2,s — N/2}

abschwdchen.
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Beweis:
Fiir (F,G) mit

LI(F,G) € Reg??,(Q) C L’ig Q) x L‘iq;l(@) . §=0,...,3
ist £,L7(F,G) nach Satz 4.29 wohldefiniert. Damit ist auch

J—1
(B, H) =Y (—iw) LoL)(F,G) + (—iw)  LLLY (F,G) (7.7)

=0

wohldefiniert und wegen s > J+1/2 > J+1— N/2 kénnen wir nach Korollar 6.50 £ sogar (J + 1)-mal iterieren

und sehen
J

(B, H) =Y (—iw)/ LoLI(F,G) + (—iw)’ (L, — Lo)L(F,G) . (7.8)
=0

(E, H) ist ein Element von fo{‘i_% () x Dq<+_1% (©) und erfiillt die Strahlungsbedingung. Wir beachten M Ly = Id
und (M +iwA)L, = Id, wenden (M + iwA) auf (7.7) an und erhalten (M + iwA)(E,H) = (F,G), also
(E,H)=L,(F,G).

Fiir s € (J+1/2,J+ N/2)\ L gilt s —J € (1/2,N/2). Daher kénnen wir Satz 7.3 (i) auf L7 (F,G) € RengJ(Q)
anwenden und erhalten fiir den Korrekturterm L£,L7(F,G) in (7.7) gleichmifig bzgl. w € C; 4 \ {0} und
(F,G) € Reg?? (Q) die Abschitzung

[£aL!(FG)]o, 0 < - [£7(F.0)| sc &6

)||O,t79 - |0,S—J,Q — )”0,579 ’

denn nach Korollar 6.50 ist £7 stetig. Mit Korollar 7.5 kénnen wir in (7.8) den entsprechenden Korrekturterm
(L, — Lo)L? (F,G) wiederum gleichmifig bzgl. w € Cy 4 \ {0} und (F,G) € Reg?? (Q) durch

H(Ew - £0)£J(F7 G)”o,t”,sz <L - '/30"334‘5 ’ HﬁJ(Fv G) HO,st,Q R '/30"334‘5 H(R G)”o,s,sz
—_——
w0
abschétzen. (7.7) und (7.8) liefern dann die behaupteten Abschétzungen. ]

Wir wollen nun Reg??(Q) durch Orthogonalitiitsbedingungen charakterisieren und sodann Projektoren auf
diesen konstruieren. Diese ermdéglichen uns dann den Zugang zur exakten Bestimmung der Niederfrequenza-
symptotik auf Reg?%(Q) .

Lemma 7.11
Fiir o € Ng und (m,n) € {1,...,p9} x {1,..., 44"} sind die ,speziellen wachsenden Dirichlet-Formen”

° E,pm = (1d —Sﬁaxs_lima;e)n +D§1?,1 ,
o Hy,p :=(ld—,Ma ", Mar)n T RIO

wohldefiniert und diese sind die eindeutigen Lisungen der folgenden statischen Probleme:

hd Eom € E%i,ﬂ, N Bq(Q)LE ) Eom — +Dg’(7)n € Liq v (€2)
2 [eg ) y -5
_ 1 2, 1

. Hypn €(p 1M719{it%70(ﬂ)) NBY Q) | H,n,—TRINO € L>‘i+%(9)

Bemerkung 7.12

(i) Wir benutzen hier einerseits Max, bzw. ,IMax als formale Abbildung und andererseits imazcs_l bzw. #Smax_l
als die Inverse des Operators aus Satz 6.36.

(ii) Awuch dieses Lemma bleibt richtig, wenn wir die Voraussetzung (iv') durch (iv) mit

T>0 und T>N/2-1

ersetzen.
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Beweis:

Wir fiithren den Beweis wieder im allgemeineren Fall der Voraussetzung (iv).

Die Eindeutigkeit der statischen Probleme ist durch Lemma 6.22 und Lemma 6.31 gesichert. Wir miissen nur
noch die Wohldefiniertheit der Formen F ,,, bzw. H, , zeigen, denn aus

Mar.Esm = (0,0,0) bzw. yMar Hy , = (0,0,0)

folgt Eom € HL y _(Q) NBYUQ) bzw. H,, € (M—l,ﬂﬂ{q:ﬂ () NB Q)+ und damit die Exi-
2 2
stenz der statischen Probleme, weil der Definitionsbereich der Operatoren Max, bzw. ,Mar in Li"iﬂ (Q) bzw.
2

L29(Q) liegt.

N
>—%

—0

Wegen Grundvoraussetzung (ii) (suppn Nsuppb] = @) folgt mit Bemerkung 5.24

Mar.nt DLY = (div(en™ DLY)),rot(ntDLY),0)

o,m o,m o,m

= (Caiv,y T DLy, + div(énT DLV ), Crory ™ DY, 0)

LA, ()N FID) x (L247() 1gTH(E) x {0}

Dat>o,glt —c —N/2+7+1>1— N/2 und damit

Maxr.n"DEY, e W 4 (Q)

N
>1-X

Mit 7 > N/2—1 (vgl. mit Satz 6.38) sind dann nach Satz 6.36 Wax;lﬁﬁaxgnJng:?n und somit E, ,, wohldefiniert.
An dieser Stelle wollen wir anmerken, daf fir 7 > s+ o0+ N/2 -1

Max.n* Diy, € WI(Q) (7.9)
gilt.
Ein analoges Argument liefert auch die Wohldefiniertheit der Formen H, ,, . |
Lemma 7.13

Seien J,0 € Ny, (m,n) € {1,...,p9} x {1,..., 2"} und s € (J+1— N/2,00) \ I sowie j € {0,...,J}. Dann
sind J Iterationen von L auf den Formen E, ,, und H, , wohldefiniert und es gelten fiir gerade j

. LIN(Ey m,0) — n(T DL O)G(Dg_j_l(ﬂ)@n@qwﬁj )) x {0}

o,m? s—j—1

o« LA Hy) — (0, RE) € {0} x (R, (Q) @ nRr T (3, )

s—j—1 s—j—1

sowie fir ungerade j

o LIA(Eppm,0) — (0, *RIFLI) € {0} x (R, (Q) @ qRH (I )

s—j—1 s—j—1

. LIN0, Hyp) — (T DL,0) € (DI_;_,(Q) @ DU, _)) x {0}

o,n’ s—j—1

)

Desweiteren haben wir

(@) x L2 ()

<70'7j7%

LI N(Eqm,0), L7A(0, Hy ) € 121

70’7]‘7%
und somit
LIN(Eym,0), L7A0, H, ) € L24(Q) x L2ITH(Q) & t>o0+j+N/2

Genauer: Es existieren eindeutige Konstanten 57’0", C.j’g" € C und eindeutige Formen

o o

el € (eRY_;,_,(Q))NDI_,_(NBYQ)* baw. hl € (uDT_ ()N RO () N B

s—j—1 s—j—1 s—j—1
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so daf$ fiir gerade j

[ ] EJA( o,m» )_T]( Z §J7U"L' )+(€‘(77'm70) )
IGUS j—1

o LIA0,Hyp) =00, RV + Y 7" (0, R + (0,1,
Jegsd

s—j—1

und fir ungerade j

o LMEpm,0)=n0, R+ Y 7m0, RS +(0,0],,)

Jeazl,
o LIN0,Hop)=n(tD%I,0)+ Z 7" - n(DE,0) + (el ,,0)
1eIsd. |

gelten.
Bemerkung 7.14
(i) Dieses Lemma gilt ebenso, wenn wir die Voraussetzung (iv') zu (iv) mit
T>0+s+N/2-1 und T>J-—s
lockern.

(ii) Nach Bemerkung 5.17 gelten fir ungerade j < J sogar

o LIAN(Egm,0) = n(0,"REY) € {0} x GITL_ (377,,)

a]le]l

. LIN0,Hy ) — n(tDLY,,0) € F_ i 1( >io1) x {0} ,

o,n’
denn nT RITLI st rotations— und nt D3I divergenzfre.
o,m o.n g

(iii) Weiterhin geniigen die Koeffizienten der Rekursion

j+l,o0,v _ #j,0,v <j _

° C 7 , Iei”; s v=m,n ,
J+1 oV __ J,0.V _

. E = (7 , J e 35 -1 s v=m,n

und damit auch

Jj+2,0,v _ #j0,v _

o & 7 , I e f]s i s v=m,n ,
j+2,0,v j,o,v _

. C =(J , Jeﬂsjl s v=m,n

Beweis:

Wir beweisen die Behauptungen wieder im allgemeineren Fall der Grundvoraussetzung (iv).

Wenn wir zeigen konnen, daf £ auf A(E, ,,0) baw. A0, H, ,,) anwendbar ist, folgen die Behauptungen bzgl.
der Darstellungen mit Satz 6.48 sowie Bemerkung 6.49 und diejenigen bzgl. der Integrierbarkeit mit Bemerkung
5.24, da die Tiirme TDZJ, und TRIYM die Integrierbarkeit bestimmen.

zu Ey ,, : Nach Lemma 7 11 mit (7 9) und Satz 6.36 sowie (6.26) haben wir

Egm € (7'DI_, () @0 DS, ©nD1(00_,) @ nAl_, ) N FX(Q)
nur fir

s>N/2

Da T >0+ s+ N/2—1, liefert Bemerkung 5.24

eEom € (D3—1<Q) @t DL, @ nDI(I_,) & Al 1) N FI(Q)

nur fir
s>N/2
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Trite die Ausnahmeform A?_; hier nicht auf (vgl. mit Satz 6.39, Lemma 6.41, Bemerkung 6.42, Lemma 6.43
und Bemerkung 6.44), so wiirde

ABon,0) = (£Egm; 0) € FL_ ({(0,0,m, )} UT_, ) x {0}

gelten und £7 wire nach Satz 6.48 auf A(E, ,,,0) anwendbar.
Zeigen wir also noch, daf auch im Fall s > N/2 und ¢ = 1 die Ausnahmeform nicht vorkommt. Dazu machen

wir den Ansatz
U I +R2 1
om n o,m + U(T,m )

um eine Losung des Problems

2 x (@)

1 q: 2,1 2
rote " divUy ., =0 , Usm — TR, € L>,%

zu finden. Dies fiihrt zur Bestimmung einer Losung des Problems

rote  divug, = —rote M divyTRZL, . uem €127 ,(Q) . (7.10)

2

Nun gilt aber mit Bemerkung 5.24 und der Voraussetzung 7 > o+ s+ N/2 — 1

-1 3: .+ p2,1 _ + p2,1 21+ p2,1 2,2 2,2
rote” " divnT Ry, = Crotaiv,y ' By Hrotédivy™ Ry, €L<_o_%+7+1(9) C Ly7(9Q)

und somit
rot e~ ! div 77+R311n € oR3(Q) N H2(Q)F = W(Aror)

Lemma 6.52 liefert hierzu eine Form }
Uom € Y7 5(Q) @ ,R2_,

mit (7.10). Dann ist (vgl. mit dem Beweis zur Bemerkung 6.54)

Egm =divUsm € (Di_1(Q) ®n™ DY, @ nD' (9%, 1)) N FH(Q)

und
_1F 2 1 £ ) 2,1
e Egm € HL_x_,(QNBHQ)T T Eom - D, L (Q)
d. h. 5’1Eg7m = 5 m nach Lemma 7.11. Damit besitzt ¢, p, fiir alle ¢ tatséichlich keine Ausnahmekompo-
nente A7, .
Analog zeigen wir die Behauptungen iiber H, ,, . |

Wir wollen an dieser Stelle unsere Schreibweise fiir Indexmengen erweitern und definieren fiir k, ¢, K, L € Ny

o =% ., 95f= Ujk :

seR
e d.o=Ua . &= UaZ
seR

Diese neuen Indexmengen sind einfach
fJ<K {(k;fy,, )Ej:kgK} und H<L {(K’y,, )EQ:ESL}

Korollar 7.15
Seien J,0 € Ng und (m,n) € {1,...,pd} x {1,...,pZ} sowie j € {0,...,J}. Dann ezistieren eindeutige
Konstanten £°7°, ("7 € C, so daf$ auf suppn fir gerade j

o LIN(Egm,0)=("DL1,,0)+ Y  &7™-(D}0)
Iels’

° £7A(0, H,.,.) = (0, +R(qT7+nl 7 Z C] on Rz—&-l)
JeIS
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und fir ungerade j

o LIAN(Esm,0)=(0,"RI)+ > ¢F7™(0,RST)
Jedsl

o LA, H,p)= ("D, 00+ > &7 (D},0)
I1€9sd

gelten. Diese Reihen haben dasselbe Konvergenzverhalten wie diejenigen aus Satz 2.8 bzw. Satz 5.22, d. h.
sie konvergieren gleichmdfig auf suppn mitsamt allen Ableitungen auch nach Multiplikation mit beliebigen r—
Potenzen. Die Konstanten &7 und (77 sind hierbei dieselben wie diejenigen in Lemma 7.13, wann immer
sie gemeinsam auftreten.

Beweis:
Wir zeigen die Darstellung fiir ein gerades j und L/A(E, ,, 0)|suppn. Die anderen drei Formeln erhalten wir
dann analog.

Zunéchst einmal gilt fiir (F,0) :== LIA(E,.,,0) in Q
divE=0 und (MAY)TYE,0) =(0,00
d. h. in suppn
divE=0 und M/TYE,0)=(0,0)
Fiir J+ N/2 < s ¢ T gilt nach Lemma 7.13

E:=FE—-"*tD%, Z o™ . ple 121 ;—1(suppn) C Lzﬂ’(il(suppn)
2

sm
Iejs j—1

und ) }
div =0 und M'T!(E,0)

supp 7

= (07 0)

supp 7

J,0,m

Also liefert Satz 5.22 mit eindeutigen Konstanten &: € C die Darstellung

- (6.28) J,0om | 1y
E — E é-]; U Dq N E &rm . D
suppn ) by I I
0<£<y, TeISIN\ISI .|
y>s—j—1-&+¢, s—d-
1<v<pdt
und damit die Behauptung. [ ]

Unser Nahziel ist nun die Charakterisierung von Reg? ‘](Q) durch Orthogonalitétsbedingungen. Einen ersten
Schritt dorthin machen wir im

Lemma 7.16
Seis € (2—N/2,00)\ I und (F,G) € Reg?®(Q) besitze die Darstellung

EO(FvG):<E7H)+ Z el'n(D?v0)+ Z hJ'n(O’RZ—H)

Ie1% Jedv_,
mit (E,H) € (f{g,l(ﬂ) Ne™'DI_,(Q)) x (u *1Rq+1(§z) N D‘;*}( )) und er,hy € C.
Dann gelten fiir alle I = (0,0,m,—) €3 | und J = (0,v,n,—) € 3°_,
(i) <(F7 G)7 (Ea,ma O)>Q = y
(ii) <(F7 G)v (O»H'y,n)>Q = 5
(iii)  ((F.G), LoA(Eqm, O)>Q =ej ,
(IV) <(F7 G) »C() (0» v, n)>Q - hJ

Bemerkung 7.17
Hier geniigt es, 7 > 2(s+ 1) in (1.32) zu wdihlen.
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Beweis:
Wenden wir uns zuerst den Dirichlet—Formen (E, ,,,0) zu.
Fiir (0,0,m,—) € 3%_; gilt s > o + 1+ N/2, so daR wir nur Gewichte s mit

s>1+N/2
betrachten brauchen. Nach Lemma 7.13 sind
B € M, () CoR%,,1(Q)  und  LoA(Eym,0) € {0} x DIE(Q) (7.11)
Damit sind alle auftretenden Skalarprodukte wohldefiniert. Mit Lemma 4.23 und Lemma 7.11 erhalten wir
(M(E,H), (E,,,m,O)>Q = (divH,Esm)o =0
und kénnen so
(P, @) By 0))g = (MLo(F, G), (Eq, 0))q,
= > er (Mn(D%,0), (Egm,0))+ Y By (Mny (0,RY), (Esm,0)),
Iel9_ —

1 =0 JEd =M(D3, 0)
= hJ . <M277(D3+a0)7 (Ea,m70)>ﬂ - Z <]\/[CM 77( J+ ,0), (Eo,m70)>Q
Jedl Jedl

bestimmen. Da der Kommutator Cyy, kompakten Tréger besitzt, verschwinden alle Summanden der zweiten
Summe mit partieller Integration. Fiir J = (0,v,n,—) € §J%_; gilt in der ersten Summe

divnD§ = divy DZ; =
nach Bemerkung 5.17 und somit M277D?,+ = Aan+ = CDng . Wir erhalten daher

<(F7 G)7 (Ea,m70)>g = Z hy- <C(D?]+7O)7 (Eo,ma0)>ﬂ

Jedl_,

Mit Satz 6.48, Bemerkung 6.49 und Korollar 6.50 ist unter den Voraussetzungen auch LoL(F, G) wohldefiniert
und besitzt die Darstellung

LoL(F,G) = (E*,H?)+ Y  e7-n(D},0)+ >  1nj-n(0,RY™)

1eI=t, Jegst,

mit (B2, H?) € (R?_,(Q) Ne'D?_,(Q)) x (p 'RIF5(Q) N DIF(Q)) und e?,h% € C. Desweiteren gelten fiir
I1€3% und Jeg?

— 2 _
=ey und ey, =hy

2
n7,

Es folgt A~'M(E?, H?) € (R?_; () Nne DI _1(Q)) x (u “1RIL Q)N D1(Q)) und mit (7.11) sowie Lemma
4.23 erhalten wir

(MA"YM(E?, H?), LoA(Ey 1, 0)), = —(M(E?, H?), (Eqym,0))

0 = —(divH? Eym)a =0

Q
Damit bestimmen wir

<(Fv G)al:OA(EJ,mvo)>Q = <MA_1M‘C0‘C(Fa G)7£0A(Eo,m70)>g
= Y &7 - (M’n(D{,0),LoA(Egm,0))g+ Y b7 (M?n(0,RT), LoA(Esm,0)),

1e7=t, =0 Jed=t,
= > 03 (MPn(0, RS, LoA(Egm, 0)) + Y b7, - (Mn(0, RI), LoA(Bom,0))
Jedo_, 1€19_,

denn J=', = 39 ,Ugl , = 3% ,U(99 ). Wie zuvor gilt ]V[%(O,REH) = An(O,R(}jl) = C(O,R?jl) nach
Bemerkung 5.17 und desweiteren M2n(0, R%™) = M?*nM(Dj, ,0) = MM?n(DF, ,0) = M*Chr,,(D3, ,0), also

M?n(0, RY) = MC(DF, ,0) — M?Cy,,(D5, ,0) wiederum mit Bemerkung 5.17. Durch partielle Integration
folgt dann

(MC(D, ,0), LoA(Eg,m,0)), = —(C(DF, ,0), (Es,m, 0))q
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und durch zweifache partielle Integration verschwinden alle Summanden der Gestalt

<M2CM,,,(D3+ ,0), LoA(Egm, 0)),,

Wir erhalten daher

((F,G), LoA(Eom, 0)),,

== > 05 {(C(D5_,0),(Eom,0))+ > b7, -(C(0,RI), LoA(Eqm,0)),,
Jed%_, Ieg?_,

Fassen wir die Ergebnisse bis hierher zusammen: Fiir (0,0, m, —) € J9_, gelten

[ ] <(F‘7 G), (Ea,m70)>Q = Z hJ : <CD3+an',m>Q )
Jed0_,
o ((F,.G),LoA(Eom,0))y == > 15-(CDY Esm)a
Jedl_,
+ Y ni, - (CO0,RIT), LoA(Egm, 0)),,
IeJ9

s—1

und véllig analog fiir (0,7,n,—) € 4%,

b <(F7G)7(OaH'y,n)>Q: Z eI'<CR?jl7H’y,n>Q 5
Ie79
o ((F,G),LoA0,Hyn))y=— > e (CRI Hyn)o
Ie1?_,
+ Y e, -(C(DY,,0), LoA0, Hyn)),,
Jed?_,

Alle auftretenden Integrale erstrecken sich nur noch {iber supp V7, so dal wir fiir
(Eo',m7 O) ) EOA(EU',’NH 0) 9 (07 H’y,n) 9 £OJX(O7 Hw,n)

die Entwicklungen aus Korollar 7.15 einsetzen kénnen. Mit den Orthogonalitatseigenschaften aus Lemma 5.19
(mit K=1und Z>s—1-N/2,d. h. j > N+2+2+42s—2— N =2(s+ 1)) sehen wir

(CDY ., Egm)a = (CR Hyn)o =0
und
<C(07R?jl)vﬁOA(Ea,va)>Q = 51,(O,o,m,7) 3 <C(D3+a0)7EOA(OaH'y,n)>Q = 6J,(0,'y,n,f)
Dies ergibt schlieflich fiir I = (0,0,m,—) € J9_,
L4 <(Fa G)a(EUJn70)>Q =0 )
o ((F,G),LoA(Egm,0)), =07 =e1
und fiir J = (0,7v,n,—) € 3%,

b <(F7 G)’(OaH%n)>Q =0 ’
o ((F.G),LoA(0,Hyp)), =€, =hy
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Lemma 7.18
Seien J € N und s € (J4+ 1 — N/2,00) \ 1. Dann gilt fir (F,G) € Reg?®(Q)

(F,G) € Reg?? (Q) =

A ((F,G), L A (B s 0)) g 1 = ((F.G), LA, Hy ) ) 0 = 0

(lc,o,m)e@g"] R
(,y,n)e0THY

Hierbeir seien

07 = {(k,o,m) eNj:k<J—-1ANo<s—N/2—k—1A1<m<pul}
und (-, - )a.a das (A-, - )q—Skalarprodukt.
Bemerkung 7.19

(i) Wegen der obigen Charakterisierungen ist Reg?” () ein abgeschlossener Unterraum von Reg?°(Q) und
L29(Q) x L297H(Q).

(ii) Die Indexmengen lassen sich durch

017 = {(k,a,m) € {0,...,T — 1} x Ng x N: LFHIA(E, ., 0) € L24(Q) x L2TH(Q)}
bzw.
QU = L(t,y,n) €{0,...,J — 1} x Ny x N: LFIA(0, H, ,) € L24(Q) x L27TH(Q)}
charakterisieren.
Beweis:

Die Charakterisierung der Indexmengen folgt mit Lemma 7.13.

Den Rest wollen wir durch Induktion {iber J beweisen:

Induktionsanfang (J =1): Fiir (F,G) € Reg?’(Q) sehen wir mit Lemma 7.16 und den dortigen Bezeichnun-
gen

(F,G)EReg‘sl»l(Q) — /\ e;=h;=0
1€3%_,,
Jeg® |
= A ((F,G). LA, 0))gy 5 1 = ((F.G), LA, Ho )} o+ =0

(O,U,m)e@g’l S
(0,7,m)€0I+H1

denn ©%! = {(0,0,m) : (0,0,m,—) € 9%_, } und 41! = {(0,7,n) : (0,7,n,—) € J9_, }.
Induktionsschritt (J~J+1): Per Definition ist

Reg?? Q) = {(F,G) € Reg?? () : LI*1(F,G) € Reg?’; ()}
= {(F,G) € Reg?”?(Q) : L7(F,G) € Reg™';(Q)}
so dak nach Induktionsanfang (F,G) € Reg?*1(Q) genau dann gilt, wenn
(F,G) € Reg?”(Q)

A N (LN F.G), LA(Egm,0))g 41 = (L7 (F,G), LA, Hoyn))g 2 =0
(o, U'm)E@s 3
(0,7,n)€07t L1

erfiillt ist. Aus £7(F,G) € RengJ (Q) folgt insbesondere
LoL'H(F,G) € R?_;(Q) x DIT3(Q)

und mit Lemma 7.13 gilt
AT'LPA(E,m,0) € RT () x {0},
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denn (0,0,m) € O impliziert ¢ <5 —1—J — N/2, also s +1—J > 0 + 2+ N/2. Lemma 4.23 liefert

(LY (F,G), LA(Egm,0)) = (LoLIHF,G), MA™ L2A(Ey. 1, 0))

= —<£J_1(F, G), £2A(Eo,m7 O>>

QA1 Q
QA1

und wir erhalten induktiv
<£J(F7 G)7 LA(EG'.,ma 0)>Q,A—1 = (71).] ! <(F7 G)a £J+1A(Ea,ma O)>Q,A—1
Analog ergeben dhnliche partielle Integrationen

<£J (F7 G)’ EA(Ov H’Y,")>Q,A*1 = (_1)J ’ <(F’ G)’ £J+1A(0’ H'Yv")>SZ,A*1

Daher erhalten wir
(F,G) € Reg?(Q) = (F,G) € Reg?(Q)

A A (F,G), L7 N (B, 0)) g 1 = ((F, G), L7 A0, Hoy )y = 0
(0,0,m)€0L;
(077>n)€®zt‘1f1
und die Induktionsvoraussetzung fiir RegS’J(Q) liefert schlieflich die Behauptung. |

Nun wollen wir explizit Projektoren auf Reg?” (Q) angeben und suchen dazu eine duale Basis zu den Formen
LYA(Ey 1, 0)  und  LA0,H, )
Wir definieren noch zu £ = ALy den Linksinversen—Operator
M= MA™! (7.12)

sowie

Regd 0. () == (LZL(Q) N F1(Q)) x (LZL(Q) ngr(Q)) (7.13)

und kommen zum

Lemma 7.20
Zu o € Ng und (m,n) € {1,...,ud} x {1,..., ul*t} definieren wir

€o,n = U_Dfi';i ) hom = n_Rgﬁ,}’l
Fiir diese C*°-Formen und {,k € Nqy gelten
o LEM* ey, 0) = ME(egn,0) € Regi’ong_l(Q) ,

o LEMETH0, hom) = MU0, hom) € Reg?, ()
2

und
M“_Q(eo,nv 0), M“_Q( Um) € Regvox(Q)

sowie fir s € ({ — N/2,00) \ I
M2 (eg,0,0); M0, hom) € Regl ()

Beweis:
Nach Bemerkung 5.17 gelten div e, , = 0 und rot by, = 0. Mit Bemerkung 5.24 folgt daher

(eo',THO) k) (07 ham) e Reg<N+ (Q)

Weiterhin bestimmen wir

] M(eg.n,0) = M(egn,0) = (0, RLLY) + Cary (D5, 0) € Reg<N+ @ (7.14)
hd ./\/12(60’,“0) = Mz(err,na O) C( Dg iw ) = OMJ](O Rgtzl O) + MCM,??( a'}zv O) (7'15)
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und
o M(0, by ) = (" DL2,,0) + Carn (0, RIT) € Regq<’ +U(Q) , (7.16)
o M*0,hom) = M*(0,hgm) = C(0, " RLY) = Chyp( D(,?n,o) + MChy,, (0, RET) (7.17)

Somit folgt fiir alle £ € Ny
supp M“*2(e,.pn,0) Usupp MT2(0, hy.m) C supp Vi ,

also
MZ+2(€0,na ) Mz+2(0 hU m) € Regvox(Q)

Nach Satz 6.48 bzw. Korollar 6.50 sind also beliebig viele Iterationen von £ auf diesen Formen wohldefiniert.
Aufgrund der kompakten Trager erhalten wir fir £ > 2

LM ey, 0) = M (e5.,,,0)  und  LMYFE0, by ) = MO, hgm) - (7.18)

Desweiteren haben die Formen (€5,,,,0), (0, hg,m) und mit (7.14), (7.16) auch M(eyn,0), M(0, hy ) die rich-
tige Gestalt, so dak (7.18) mit Korollar 6.50 auch fir ¢ = 0,1 folgt. Per Induktion gilt dann fiir alle ¢,k € Ny

LEM ey, 0) = ME(eqn,0) und  LEMFT0, hy ) = MU0, hom)

Mit diesen Gleichungen und wegen der kompakten Triger von M3 (e, n,0) und M?(0,hy ) erhalten wir fiir
alle £ € Ng und s € (£ — N/2,00) \ T schlieflich

M*2(e5.0,0), MF2(0,hg ) € Reg?!(Q)

Lemma 7.21
Seien K, Z € No. Dann gelten fiir allec € {0,...,Z} und k € {—1,..., K} sowie alle ({,~) € N2 und geeigneten
Indizes m,n

e (M ) 0
. <M€+2(ewo,ck+1A 0, Hy ) = (1" 0kt Oor O
M Naas = (D Ohe 0oy - Ommn
) 0

Bemerkung 7.22
Hierbei gentigt es, ] > N +4+2(K + Z) in (1.32) zu wdhlen.

Beweis:
Aufgrund des kompakten Tréigers von M? (e, ,, 0) folgt fiir alle £ € Ny mit partieller Integration und (7.15)

SEL = (M2 (e, 0), LS A(Eg i, 0)) = (A" M) A M (e4,0, 0), LKA, 1, 0))

= (=1)" - (C(" D%, 0), M LY A (Eg . 0))

v,

QA1 Q

Q

Wegen ML =1d und M (E, ,,0) = (0,0) verschwindet Sﬁ:f/ fiir £ > k+ 2. Hingegen erhalten wir fiir £ < k+ 1

Sfj:f;:(_l)/ (C(~ D2, 0), LA (E, 1, 0))

v,n? Q

und dieses Skalarprodukt kann nur fiir gerade k + 1 — £ von Null verschieden sein. Da sich das Integral nur iiber
supp V7 erstreckt, kénnen wir die Reihenentwicklungen aus Korollar 7.15 fiir L¥t1=¢A(E, ,,,0) einsetzen und
sehen mit Lemma 5.19 auch in diesen Féllen

Saiy =
Mit denselben Argumenten muft sodann

5”5,5 = <M€+2(€v,n70)7£k+1A(0’HUvm)>Q,A*1
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fiir £ > k 4 2 verschwinden. Im Fall ¢ < k + 1 ergibt sich wie oben
Sk = (=1)" - (C("D%,,,0), LF A0, Ho ) ),

y,n?

Dieses Skalarprodukt kann nun aber nur dann nicht verschwinden, wenn k + 1 — ¢ ungerade ist. Wieder diirfen
wir die Reihendarstellung aus Korollar 7.15 fiir LFF1=¢A(0, H, ) einsetzen. Hier tritt aber nun genau im Fall
k = ¢ ein Term auf, ndmlich *DZ! . dessen Skalarprodukt mit C'~ D27, nach Lemma 5.19 nicht verschwindet.
Es folgt also ~

555 = (_1)2 : <C(_D%7 0)7 (+Dg:]:n+1_[70)>g = (_1)£ . 616,5 : 50,7 : 5m,n
Die Behauptungen iiber

(MT2(0, hey ), LA (E g, 0)) und (M0, hy,,), LETIA0, Hy ) )

QA1 QA1

zeigen wir analog. [ ]

Satz 7.23
Seien J €N und s € (J+1— N/2,00)\ 1. Dann gilt

Reg?(62) = Reg? (@) + 129
mit
Y27 .= Lin {M**?(es 1, 0), MH2(0, Ry ) 2 (K, 0,m) € OTFHT A (£,7,n) € ©27}

Genauer: Jedes (F,G) € Reg?(Q) laft sich eindeutig in

(F, G) = (Frega Greg) + (FT7 GT)
mit (Freg, Greg) € Reg? (Q) und (Fy,Gy) € T4 zerlegen. Dabei sind

(Fr.Gr)i= Y (0 ((FG)L L A By 0) g - M*2(0.h,0)
(k,a,m)e@g"]
+ > (—1)F - ((F,G), L A0, Hy ) )y o1 - M2 (e0,m,0)
(k,a,rrL)E®g+1’J

und (Freg, Greg) == (F,G) — (Fy,Gx).
Bemerkung 7.24

(i) Die Riume Y%7 sind endlichdimensionale Teilriume von (Cg~%(€2) x Cgo’qH(Q)) N Reg?? (Q) und die
Projektoren (F,G) — (Fr,Gy) bzw. (F,G) — (Freg, Greg) stetig.

(ii) Hier wire die Wahl j > 2(s+ J 4 1) in (1.32) hinreichend.

Beweis:
Nach Lemma 7.20 gilt
T¢I ¢ Reg?? ()

VOX

Fiir (F,G) € Reg?®(Q) folgt daher (Freg, Greg) s (Fr,Gr) € Reg?’(Q). Mit Lemma 7.21 erhalten wir fiir alle
(k,o,m) € ©47 und (¢,7v,n) € OI+1J

{(FPr,Gv), LM A(Ey m, 0)) = {((F,G), L N(E, 1, 0))

QA1 QA1

und

((Pr,Gxr), LTUA(0, H,y ) = {((F,G),LYA(0, H, )

0,A-1 0,A-1
Damit folgt fiir alle (k,o,m) € ©%7 und (¢,7v,n) € ©I+1J

<(Freg7Greg)7£k+1A(Ea,ma0)> = <(Freg7Greg)7£€+1A(0aH'y,n)> =0

QA1 QA1
und daher (Fieg, Greg) € Reg?”? (Q) nach Lemma 7.18. Wir erhalten

Regg*O(Q) - Regg’J(Q) + TZ’J - Regg’o(ﬂ) , also Regg’o(ﬂ) = Regg’J(Q) + Tg’J
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Somit bleibt nur noch die Direktheit dieser Summe zu zeigen. Sei dazu
(F.G) = Y from M e0m,0) + > grom M0, ho ) € Reg?? (Q) 0TS
(k,o,m)e@1thY (k,o,m)e0
ein Element des Schnittes. Wir wenden £ an und bekommen mit Lemma 7.20
L(F,G) € Reg’ 71 (Q) € L2, (Q) x L2471 (Q)
= Y from M ewm, 0+ Y grom  MEFY0, ko)
(k,o,m)e@1TH7 (k,o,m)€01"7

Fiir k > 0 besitzen die Formen M**1(e, ,,,,0) bzw. M**1(0, h, ,,,) kompakte Triger. Mit (7.14), (7.16) gilt fiir
k = 0 hingegen

M(ea,’rruo)7 M(O, hg,m) c L2’q (Q) X L27(I+1 (Q)

<Z+o <F+o
und desweiteren

M(ea,myo), M(O, ho,m) ¢ L2ﬂ7q+U(Q) % L2=q+1(Q)

S+o
Wir erhalten somit
M(eqm;0), M(0,hom) & L34 (Q) x LYHTHQ)
denn (0,0,m) € O bzw. (0,0,m) € ©%7 impliziert per Definition N/2 + o < s — 1. Da die Formen
M(egm,0) bzw. M(0, he,m) linear unabhingig sind, miissen die Koeflizienten
£0,0,m bzw. 80,0,m
verschwinden. Wiederholen wir dieses Argument mit £7(F, Q) fiir j = 2,...,J, so erhalten wir schlieklich fiir
alle (k,0,m) € 1T bzw. (k,0,m) € 097
from =0 bzw. 8k,o,m =0

Damit ist Reg?” (2) N Y%7 = {(0,0)} und der Beweis beendet. |

Nun haben wir alle Hilfsmittel zusammen, um die Asymptotik anzugehen.

7.3 Niederfrequenzasymptotik in lokalen Normen

Wir wollen zunéichst zwei neue Bezeichnungen einfiihren. Fiir K € Ny U {—1} definieren wir den Operator

K
Lok =Ly~ (miw)Lott | K>0 Lo _1:=L,
k=0
und desweiteren ein neues O—-Symbol O’ mit folgender Bedeutung:
Fiir die drei Symbole J' € {J —1,J}, ' € {t,t} und O’ € {0, o} sei das Tupel
@.0,0) = J - 1,¢t,0) ,fallsJ =J -1
(J,t,0) yalls Y =7

definiert.
Wir erhalten das

Lemma 7.25 }
SeienJ € Ng, s € (J+1/2,J+N/2)\l undt < t:=s—J—(N+1)/2. Dann gilt gleichmdfig bzgl. w € C4 ;\{0}
und (F,G) € Reg?°(Q) die Abschitzung
ch,J,(F, G)— Y (W ((F.G) LM A B 0)) s 1 Lok M0, )
(k,a,m)G@g"]
- Z (IW)k<(F7 G)a£k+1A(07Ha,m)>Q_A71 '»Cw,J’koQ(ea,m70)‘
(hmm)é@frl“l

= 0'(uf") - |16

0,¢/,0

)HO,S,Q
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Beweis:
Mit Satz 7.23 zerlegen wir (F,G) € Reg??(Q) in

(F,G) = (Freg, Greg) + (Fr, Gr) € Regl”? () + 127
und erhalten mit Satz 7.9 gleichméfig bzgl. w und (Freg, Greg)
HEw,J’(Freg’Greg)”o,t',Q = O,(|W|J) ’ H(Frevareg)HQs,Q
Nach Bemerkung 7.24 folgt daraus
HEw,J’(Fa G) - ﬁw,J’(FTvGT)Ho,t/,Q = O/(|W|J) ’ H (F7 G)Ho,s,sz ’
so dals wir nur noch fiir £ < J — 1 die Asymptotik der speziellen Formen
M2 (61,00 und M0, ko)
zu bestimmen haben. Nach Lemma 7.20 gilt
MEF2 (e m,0), MFF2(0,ho ) € Regl®(Q)
so daf Satz 7.9 und Lemma 7.20
o LM (e m,0) = (—iw) Lo LEM 2 (66,1, 0) = (—iw) LoMP(€gm,0)
o Lop M0 hom) = (—iw)* L, LEME (0, kg 1n) = (—iw)FLLMP(0, hom)
liefern. Wir erhalten dann fir 1 < k< J -1

J’

. L3 M2 (e.1m,0) = Lo k1t M (e0.m,0) + Y (—iw)! LoLIMF (e 1, 0)
j=k
J’ ) )
= (i) LuMP(eg.m, 0) + Y (—iw) LoLI™F M (e5,m, 0)
j=k

= (_iw)kﬁw J/— kM (ea'nu )
und analog

° £W7J/Mk+2(0,ho—1m) = (—IW)kL: Ji— kM ( U'm)
|

Wegen des vorherigen Lemmas miissen wir nur noch fir w € C; o\ {0},0<k<J—-1lundo <s—N/2-1
die Asymptotik der speziellen Formen

w,J’ — kM (eama ) und w,J’— kM ( U'm)

bestimmen. Hierzu bedienen wir uns einer Technik, welche von WECK und WITSCH in [47], [48] und [49]
entwickelt worden ist und ihre ganze Starke dann in [50] bzw. [53] zeigen konnte. Die Idee ist,

L,M?*(e5.m,0) und L, M0, m)

mit den speziellen Ganzraumstrahlungslosungen des Abschnitts 5.5 zu vergleichen, um dadurch die richtigen
statischen Terme ihrer asymptotischen Entwicklungen identifizieren zu kénnen. Hierbei ist wesentlich, daft die
Storungen € und f in € und p kompakte Triger besitzen.

’ zu L, M (eg.m,0): ‘ Nach Bemerkung 5.25 16st die Form

(Eye, HL%,) € HX (A1) x HE9G(A(1))

a,m’ 2 2
aus (5.44), (5.45) die homogene Gleichung
(M +iw)(EL%, HL2,) = (0,0)

o,m’
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und erfiillt die Strahlungsbedingung. Damit erfiillt auch

D(ELS, HLS,) € XY, (@) < HE4(9)

o,m’ o,m 3
die Strahlungsbedingung und 16st
(M +iwA)n(Eyy, Hys) = (M +iw)nEs HYS) = Cay(Eps, HyS)

o,m’ o,m’ o,m’

also gilt
[fw C]\/I,’r](

Aufgrund des kompakten Trigers der Form Cp,(~ D21, 0) haben wir

Lo HYS) = n(ELS HYS) (7.19)

Ew(M+iWA)CJV[J](7Dg:1n7O) = CMJ?( Do }mo)

und folglich
EwMCM,n (7 D

Mit (7.15) erhalten wir dann
LoMP(e6m,0) = LoMCury(TDEY,0) + L,Chry (0,7 REHY)
"2 Car(TDE1,0) + LoCrry (0,7 RELC) —iw(T Dy, 0))
= M(eom, 0) = (0, RELLO)
FiwLuCury( — 2(0,7RIEE) — (CDES,0))

(7é9) M(emmv O) - 77(07 _Rg—tv}b70) - lwn(E’clftfr}na Hl p )

0) = (Id — iwLy,)Car(~ D

000 0)

) (7.20)

q,1
o,m)

= M(eom,0) —iwn(~ DL, ,0)
+iw(LoCary —n) ((EF5 Hy) — (0,7 REL®) = (CDE},.0))

O (B, HL%) = 20, RIEE) - (7D1,.0))

Nach Lemma 7.20 gelten
n(~ DL

o,m’ )

LoLM?(eg.m,0) sowie M(egm,0) = LoM?(eg.m,0)
und dies liefert mit der vorherigen Rechnung kombiniert
LoaM2(eqm:0) = iw(LuCrry — ) (RS HYS) = = (0.7 RELY) = (CDE1,.0))

Setzen wir nun die Reihenentwicklungen aus (5.44) und (5.45) ein, sehen wir, daf gerade jeweils der erste Term
der (—)-Reihe von E}% bzw. HL% wegfillt, und erhalten

Lo MP(egm,0) =iw(LuCrry — 1) (Z(* iw)? . (DT ) 4 = > (=i (0,7 R+ 1.2k
k=1 w k=1
I W YT (W) (FDEAFL0) + kI W YT (—iw) - (0,7 REL))
k=0 k=0

Erinnern wir uns an v, = N/2 4+ o und

r'(l—v,)

_1 I/<,-+1/2
P(1+VJ)( )

Ko 1= kI =120,47

so konnen wir die obige Gleichung etwas kiirzer schreiben:

[M]8

wlM (eo'm7 ) (n_ﬁwa,n>( (_iw)2k<M_iw)(_Dg’3,l§+l,O>

o~
Il

! (7.21)

+ ke V27 (2 1w) (M — fw) (T DL, 0))
k=0
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Diese Reihen konvergieren fiir w € C4 5 \ {0} und in RY \ {0} lokal gleichmiikig und somit insbesondere in
L21 (ﬁ) X Li;g“ (ﬁ) . Folglich konvergieren die Reihen Ci, Y ... wegen der Kompaktheit des Trégers von

loc

Oty fiir alle s € R in L29(Q) x L29M(Q) | so dak die Stetigkeit von £,, die Konvergenz der Reihen

‘cwC]VI,n Z = Z‘CWCMW .

in Li’g%(Q) X Li"i’? (Q) liefert. B
Sei €}, ein beschrinktes Gebiet mit supp Vn C Q}, € 2. Wir betrachten

(f> g) = CM,U(M - iw)(iDgﬁr]erlv 0) = (Cdiv,niRnglL’Zky - iwcrot,niDg:?qff-i_l)
Mit Bemerkung 5.17 gelten

div f = —divytD%2—1 = und rot g = iwrot pT RITL2F — 1,0y, nquH 2k

ag,m ag,m a,m

Weiterhin steht (f,g) wegen supp(f,g) C supp Vn auf B4(Q) x B (Q) senkrecht und alle | - |o.s.o-Normen
fiir (f,g) sind mit ||(f,g) |0 0.0 dquivalent. Beachten wir noch, dafs supp Crot,, beschrinkt ist, so folgt mit

Bemerkung 5.12 und aus Satz 7.3 (i) gleichméfig bzgl. k und w (sogar bzgl. o, m)

(s, g>||0,o,nb <e (1.9l 0+ [Crorn* REL*],00)

<o (1 P83 g v+ BER )

IN

Cc

und damit auch gleichméhig bzgl. k und w

(7 = LoCrt) (M —iw)(FDEHL0)] o, S €

Fiir K > J erhalten wir dann aus (7.21)

K-1

’ wlM (eam7 ) (n_EwCMn (Z _lw )(_D31%€+170)
k=1
K—1
g w2 ST (—iw) (M —iw) (T DR, 0)
k=0 0,0,94
<ec Z |w|2k <ec- |w|2K
k=K
Wir wollen an dieser Stelle eine neue Schreibweise einfithren und definieren:
ulv = lu —v]o0.0, <c-|w|f gleichmikig bzgl. weCip\ {0}
Mit dieser neuen Notation haben wir also bis hierher
K-1
LoaM2(€m,0) % " (—iw)® (1 — LoChry) (M —iw)(TDEZH1 0)
k=1
ol (7.22)
N Z (—iw)?* (n— LoChrry) (M — iw)(+ngfnk+1, 0)
k=0

gezeigt. Nun steckt das einzig unbekannte w—Verhalten nach (7.22) in den Termen
Lo,Cnn(M —iw)(FDEZT,0)

Zur niheren Untersuchung dieser Ausdriicke sehen wir mit Cypz,, = M?n — nM? = MCuy + CrryM und
Bemerkung 5.17
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L,Cnry(M —iw)(FDLEF 0) = L,Cpp2 ) (FDEET0) — Lo, (M +iw)Cayy (FDE2E 0)

o,m o,m

= L,C(EDLEH0) — Lo,(M +iwA) Capp(FDLEEH0)

kompakter Tréger!
_ + 2k+1 + nq,2k+1
= L,C(TDL,0) = Cpr (DL, 0)

und somit fiir k € Ny
(= LuCary) (M = iw)(EDE241,0) = —£,C(EDEA,0) + (M — iw)y(*DE%+10) . (7.29)
Fir k > 1 gilt
MP(EDE2H,0) = MPn(FDE2,0) = Cupe (FDE2H,0) + n(F D21, 0)

= C(* DL 0) + n(*DL2F1,0) € Regl0(Q)

loc
Also kénnen wir nach Satz 6.48 £? auf M?n(* DZ2k+1 0) anwenden und erhalten, da auch
(D2, 0) € Reglh () (7.24)

loc

nach Bemerkung 5.17 gilt,
n(*DF5,0) = L2(C(DLH,0) +0(* D37, 0)
Wegen (7.24) ist £ sogar auf n(*DZ2¥~! 0) wohldefiniert, so daR wir
(DL, 0) = L2O(EDIT,0) + L29(*DE7 ", 0)

bekommen. Eine Induktion zeigt

k
n(iDg,’%lf-‘rl’ 0) _ ZEQZC(iDg,’%c+3—22’ 0) + £2kn(iDq,1 0) ,

o,m’
=1
woraus wir

k
n(FDL T, 0) = A (FDLI,0) = Y LoLP T O(F DI, 0) + LoL* (¥ DYy, 0)

o,m?
(=1
und

k
Muy(*DLIFE 0) = A7 My(*DL2 0) = " LoL T2 C(EDE2T720) + Lo L2~ 2n(* D2}, 0)
=1

ableiten. Dies zusammen liefert schliefflich fiir £ > 1

(M —iw)n(*DLIT,0) = LoL*2n(*DE},,0) —iwlo L 'n(*DE},,0)

o,m’ o,m’
k (7.25)
+ Z (ﬁoﬁQé_2C(iDg’%i€+3_2é, 0) _ iw£0£2€—1 C(iDg’if—H)’_%, O))
=1
Setzen wir diese Formel in (7.23) und all dies zusammen in (7.22) ein, erhalten wir
LoaMP(e.m,0) % —S; + Sy + Siyp + ko NP2 (= S+ S+ Sf)) 20

+ Ko wN+2‘7< — L,O(TDEL 0) + (M — iw)n(t DLL o))

o,m? o,m?
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mit

K—1

o Sfi=> (—iw*L,c(tDEZT0)
k=1
K—-1

o SE= N (miw) (coz%*%(iDg;;,O) fiwcoc%*ln(iDgﬁn,O)) :
k=1
K—-1 k

o Sﬁl — Z (—iw) 21@2 (ﬁ 26— 2C iDq72k+3 20 ,0) — iw£0£2€*10(iDg%€+3*2l,O))
k=1 =1

Offensichtlich gilt
2K -1

St = > (—iw)kLoLt (DLl 0) (7.27)
k=2

In den Doppelsummen Sﬁl substituieren wir zunéichst j(¢) := k — ¢ + 1 und erhalten
k
St = Y0 D (= iw)? (LoL2FNC(EDENT0) — iwLoL2E I C(E D2, 0))

Nun vertauschen wir die Summationsreihenfolge, ersetzen k durch ¢ := k—j und benennen des Variablenpérchen
(4,4) wieder in (k, £) um. Dies ergibt

K-1 K—k—1
st = 3 (—iw)* Y (—1w VAL L2C(EDEZH 0) + (- iw)%*lﬁOc%*lC(iDgf,’f“,0))
k=1 £=0
K-1 2K 2k—1
= (—iw) (—iw) eﬁoﬁec(iDg’,%ﬂH»O)
k=1 =0
und wir sehen
K—1
Sf - SE, = Z (—iw) Loy 2x -2k 1C(iDg’$’]f“70)
k=1

Es gilt C(*D22k+10) € Reg? (Q) und damit auch fiir alle £ > 1 und j < 2K sowie 5 € (2K — N/2,00) \ I
nach Lemma 7.18 ‘
C(*DLIH,0) € Regl’ (),

denn fiir alle (£,7y,n) mit ¢ < 2K folgen mit den Reihenentwicklungen aus Korollar 7.15 und mit Hilfe von
Lemma 5.19 wegen 2k +1 > 3

<C(iDgfff“,0),EZA(EWI,O»Q,AA = <C(iD§1i§+1,O),LZKA(O,HV,H)>527A71 -0
Insbesondere haben wir fir 1 <k < K -1
C(EDE2H10) € Reg?? ()

so dak Satz 7.9 (i) gleichmékig bzgl. w (und k, o, m)

|Lonr-2k1CEDERT0) g0, <o w72 [CEDETT )50 < e w72
und daher -
+ +
SI _SIII ~ (070)

liefert. Beachten wir noch n(~D%1,,0) = (eg,m,0) = L2M?(es,m,0) nach Lemma 7.20, so erhalten wir aus

(7.27) ’
2K—-1

Sip= > (—iw)" LoLM?(eg,m,0)

k=2
und damit aus (7.26) und (7.27)
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Ew,2K71M2(eo,ma 0) - Ew,1M2(eJ,mv O) - Sﬁ

iy N (Sf = LLC(FDELL0) + (M —iw)n(* DY}, 0))
2K-1

= g N2 (N7 (—iw) Lol A(F DELL0) = LuO(FDELL0) + (M —iw)n(*DEL,.0))
k=2

Fiir ein beliebiges N 3 j < J 4 1 ergibt sich schlieflich durch die Wahl eines K € Ny mit 2K > j

) j—N—-20—1
Lo i1 M2 (€, 0) & kg wN+2‘7< 3 (—iw)FLoLh 2t DLl 0)
k=2 (7.28)
~ LLC(* D, 0) + (M = iw)n(*DE},, 0)

Nun wollen wir diese Terme noch néher identifizieren. Da n(*D%,,,0) € Reg??(Q) nach Bemerkung 5.17 gilt,
liefern die Gleichung
Mn(*DE,,,0) = Cary (D1, 0) + (0, F REF)

o,m> o,m?

und Satz 6.48

LoMn(TDLL 0) =n(TDLL  0) oder LMn(tDE},.0) =n(TDE,,.0) ) (7.29)

o,m? o,m> o,m?

Alternativ konnte man sich dies auch durch

LoMn(*DE;,,0) = n(F DL, 0) € (FL_x (2) NBY(Q)*) x {0} = {0} x {0}
iiberlegen. Mit (7.29) kdnnen wir die letzten beiden Summanden aus (7.28) mit in die erste Summe aufnehmen,
und es folgt

) j—N—20—1
Lo j1M?(e6,m,0) X kg wN”"( > (—iw)* AT L Mp(tDE,,0)
k=2

—iwATILMy(FDEL 0) + A" My (DL 0) — £,0(T D! o)) (7.30)

j—N—-20—1
- wN+2<f( 3 (—iw)f AT LMy (PDEL,0) - L,C(FDEL, 0))
k=0
Da C(t* D% 0) € Reg?? (Q), kénnen wir mit Korollar 6.50

,m> VOX

(0,h) := —LoC(* DL1,,0) + Mny(* DL}, 0)

o,m?
betrachten und sehen
e M(0,h) = —=C(*D&y,,0) + M?*n(* DL, 0) = (0,0)

. rot uh = 0 + rot prot 77+Dg’)}n = rotrot 77+Dg"}n =0 ,

also

he (u 3y (@) NBITH@)

—0

Desweiteren gilt
h—*RITO € L27 ()

o,m >,%

Mit Lemma 7.11 haben wir folglich

(0, Hy.mm) = (0,h) = —LoC(T DLy, 0) + My(TDZ;., ., 0)

o,m>

bzw.

Mu(* D22, 0) = A(0, Hym) + LC(* D21, 0)

o,m»
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Schlieklich bekommen wir durch Einsetzen dieser Gleichheit in (7.30)

) j—N—-20—-1
Lo 1M (€0, 0) 2 ki w27 (137 (—iw) ATILEA(O, Ho)
k=0
Jj—N—-20-1
+ Y (iw) Lol C(t D, 0) - L.O(TDEL0))  (731)
k=0
j—N—-20-1
= R¢g wN+2U( Z (_1W)kA71£kA(07 Ha',m,) - £w7j7N726710(+Dg:717170))
k=0

’ zZu E(A,J\/lQ(O7 hom) ‘ Benutzen wir hier die Reihenentwicklungen der Formen

(E2» H2“) e H (A1) x HZ I (A1)

o,m’ ~~o,m 1

aus (5.47), (5.46) und richten unsere Diskussion nun auf die Formen (0,*RZ}121) | so liefern vollig analoge
Argumente wie zuvor bei £,M? (e, m,0) die Abschiitzung

£w,j—1M2(0; ho,m)

J N+2 RS kA—1pk 1,1 (7.32)
L0277 (W) AT LA B 0) = Lunjon-20-1C(0, TREY))

k=0

Halten wir die Ergebnisse bis hierher in einem Lemma fest:

Lemma 7.26 -
Fir alle N3 j < J+ 1 und alle geeigneten Indizes o, m sowie alle beschrinkten Teilgebiete ), € € gelten die

folgenden Asymptotiken:

(1) Ly j 1M (e5m,0)
L gt (j_Nig_l( 1) AT L0, Hy ) — Lo j n—201C(T DL 0))
= HUWN+20-‘A-ZJTJ]\’:W::§U_1

(ii) Lo i1 M?(0, ho )
L gawNt2o (jNi“(_ 1) A LEA(Eg,m, 0) = Lo j—N—24-1C(0, *R?,f;}l))
_. HO_WN'FQO'Bi—UN::::QOU—l

Wir erhalten das

Lemma 7.27 B
Seien J € Ng und s € (J+1/2,J 4+ N/2)\ L. Dann gilt fir alle beschrinkten Teilgebiete 4, € Q gleichmdifig

bzgl. w € Cy o \ {0} und (F,G) € Reg?°(Q)

leoa By = 3 (i) o ((FG) L5 A (B, 0)) gy B

(k,om)€0],

- Z (_ iw)N+ka,a<(F7 G)v £k726+1A(0a Ha’,m)>Q A-1 Ai:;%ik

& 1
(k,o,m)e®df! o

=0 () - [(ED]y . 0

H0,0,Q})

Hierbei seien Kj o = i2k=204N o und O = {(kz,a, m)eEN3:20<k<jAl1<m< ug_} .
Insbesondere gilt fir j < min{J, N}

Lo j—1(F, G)”o,o,ﬂb = O(jwl’) - I(F. G)”o,s,ﬂ
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Beweis:
Setzen wir die Asymptotiken aus Lemma 7.26 fiir j := J' — k + 1 in die Abschitzung des Lemmas 7.25 ein,
ergibt sich
[coa (F.GY = 30 ) ko 2 (F,G), £ A (B, 0))g o1 - B2
(k,o,m)c©7
= > (W) RN ((FG), LA, Ho ) )y - AL G
(k,a,m)E@Z+1‘J

= O(lwl!) - |(F.G

0,0,Q

)HO,S,Q
und (1w)*rewN+20 = g, i2FF200N (_§)N+k+29  Die Summation in z. B. ©%7 erstreckt sich hierbei iiber
0<k<I-1 , 0<o<s—N/2—-k-1 , 1<m<pul

und wird ferner durch die Bedingung
k4+20+N<J

eingeschrinkt, denn Terme hoherer Ordnung wandern in den O’~Term. Also wird nur {iber
e 0<k<J-N

, denn J+1/2<s<J+N/2 ,

! _ ! _
° Ogogmin{sfﬁfkfl,‘] N k}:J N-Fk
2 2
o 1<m<yud
summiert. Wir vertauschen nun die Summation iiber k und o, d. h.

0<20<J —-N , 0<k<J -N-20 , 1<m< pl ,

ersetzen dann k durch ¢ := k + 20 und vertauschen wiederum die Summation bzgl. ¢ und ¢. Taufen wir ¢
wieder auf k, so erhalten wir die erste Behauptung. Da

C(* D, 0), C(0, T RIL) € Reglii (@) (7.33)

ist nach Satz 7.3
L,C(*DEL.0), L,C0, 7RI 2 (0,0) also AL, ., BLym X (0,00 . (7.34)
Der erste Teil des Lemmas liefert somit die zweite Behauptung. ]

Wir benutzen im folgenden oft ohne Kommentar das folgende Eindeutigkeitsresultat fiir asymptotische Ent-
wicklungen:

Lemma 7.28
Seien w € Ry , K € Ny und xg,...,xrx Elemente eines normierten Raumes X . Gilt gleichmdfig bzgl. w € C
mit 0 < |w| < @ die Abschitzung

K
|2t ] =)
k=0

so verschwinden alle xy, .
Nach den Definitionen aus Lemma 7.26 gelten

A =Xk (W)~ LoxC(TDEE 0)  und B =YE (W) - £,,C0,TRZTLY) (7.35)

w,o,m o,m o,m? w,o,m o,m o,m
mit Polynomen

k k
XE (W) =) (—iw)' AT LA, Hyn)  und YE (W) =) (= iw) AT LA (Egm, 0) (7.36)
=0 £=0

vom Grad k in w (und ¢—(g+ 1)-Formen als Koeffizienten). Mit (7.33) liefert eine Anwendung von Lemma 7.27
fiir j — 1,7y eNound n=1,...,ud™" sowie v = 1,..., u? auf

(F,G):=C(*D%),0) und (F,G):=C(0,"RI}M)

v,n
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die Asymptotiken
Ew’j_lCﬁDq’l 0)

s
Lo(miw)V e ST (W) R (VYR (W) — Lo oo n—kC(0, T RIELD))
e(géi’i )N (7.37)
(i) Y (miw)apTm e (XN TR W) — Lo jo1-n—kC(T DL, 0))
&,
und

£w7j_10(0,+R?¥:1’1)
LN Y (Ciw) R (YN TR W) = Lugo1i-n—kC(0, T RE))

(5{2707m)
€0! | (7.38)
P Y (CiwtalTm - (K@) — Ly kC(DEY 0))
(k,o,m)
€olt
Hierbei sind
k,om s —20
i BD,’y,n ‘= Kk,o * <C(+D371L70)7£k 2 +1A(EU~,"“O)>Q,A*1 ’ (739)
k,om | __ s —20
hd Doy = Kk <C(+D’Z,1L7O)v‘ck : +1A(O7 H"vm)>Q7A—1 ’ (7'40)
BRI e (CO TR, LA (B 0y (741)
° a%:{,:} = Ko - <C 07+R?YTV1’1),£k720+1A(07Ha,m)>Q At (742)

Somit gibt es Polynome X7~ !(w) und Y47} (w) vom Grade j — 1 in w (und g—(q + 1)-Formen als Koeffizienten),
so daf _ .
Loj—1C(TDLL0) A X Nw)  und  Lo,;-1C(0, TRILM) L Y7 (w)

v
gelten. Wegen

L, ;C(*DLL,0) L £, ;1C(*DZL,0) und entsprechend L., ;C(0,*RIM) 4 £, 5 ,C(0, 7 RILM)

y,n?

hingen die Koeffizienten von X{fnl (w) und @%;} (w) nicht von j — 1 ab. Es existieren also Formen

Xt Y e L2YQ) x L2 Q)

vy,mo S y,v loc loc
so dafs
, i1
o A, AN M) -X ) w) =) (—iw) XL, (7.43)
| o
o B, AV Nw) -V w) =) (—iw)t Y, (7.44)
=0
gelten. Ein Vergleich mit (7.37) und (7.38) zeigt
Lo, ;1C(tDZL0), Lo;-1C(0, 7 RIM) L (0,0) (7.45)
fiir 1 < j < N und daher
X!, =ATLNO0Hy ), YL, =ATILIA(E, L, 0) (7.46)

fiir £=0,..., N —1. Die iibrigen Koeffizienten Xf;m und Y7, kann man rekursiv aus (7.37), (7.38) bestimmen.
Es folgen nédmlich fir j —1 > N

X w) = (iw)N - 3 (i) B0 (Y ™V M w) = YV W)

(E;cnm)
€d1_
J N N - Nk _k,om i—1-N—k wi—1-N—k (7.47)
+(=iw)¥ Y (—iw)apZh e (X, (W) =X (@)
(k,o,m)
coItt

j—1—-N
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VW) = (i) - 3 (—iw)fasrm . (YN ) - TN R (W)

(ZCVG-’m)

€05 1 _n

FEiY e Y (il (RN @) - T W)
(k,o,m)
S

Mit (7.36) und (7.43), (7.44) und durch Koeffizientenvergleich sehen wir daher, daf die Formen Xf; ns
¢ > N der Rekursion

. W =ATILINO Hy ) = Y BT YENTE - N T XN R
(k,o0,m) (k,o,m)
YN cbIt
VLA - Y SR Y el X
(k,o,m) (k,o,m)
€6!_ €&ty

geniigen. Mit diesen Darstellungen folgt
X!, Y, eLin{AT" LN, Hy ), AT LOAN(E,,,,0) )
ULin { XS NF YENE (k,o,m) € Oy A (k,5,mm) € Oy
C Lin {A~'LA(0, H, ), A LOA(E,,,0)} ULIn{ X}, Y. tk+20 <(— N}

und daher per Induktion

X@

yom

VY, € Lin {A~'L°A(0, H, ), AT LOA(E,,,,0)}
ULin {A™'L*A(Eym,0), AT LFA(0, Hy ) s k420 < £ — N}

Auflerdem erfiillen diese Koeffizienten—Formen trivialerweise
0o _ 0 _
MX., =MY,, = (0,0)

und fir ¢ < N -1
-1 | -1 6 _ o1
ATMX =X, und ATMYS, =Y,
Eine Induktion zeigt diese Gleichungen auch fiir alle £ > N .
Wir erhalten insgesamt das Hauptresultat dieses Abschnitts

Satz 7.29
Seien J € Ny, s € (J+1/2,00) \ T und desweiteren die Koeffizienten—Formen X'

y,n o’

(7.48)

é ..
Yy, fir

(7.49)

(7.50)

(7.51)

(7.52)

(7.53)

é ..
w,fur€727§J—N

und n = 1,..., 2t sowie v =1,...,pud rekursiv durch (7.46), (7.49), (7.50) bestimmt. Weiterhin seien fiir

(F,G) € L?q(Q) X L2 Q) und j =0,...,J — N die ,Korrekturoperatoren”
Fj(F, G) = Z lik7g<(F, G),£k720+1A(Ea,7naO)>Q A1 : Yaj,:nk
(k,a,m)e(:);{

+ Z "ik"7<(F7 G)ﬂﬁk_2g+lA(07Ha,m)>Q A1 ng,_ﬂf
(k,a,m)eég'*'l

definiert. Dann gilt fiir alle beschrinkten Teilgebiete Q, € Q und w € Ci; \ {0} sowie gleichmifig bzgl.

(F,G) € Reg??(Q) die Asymptotik

J —N
‘Cw,J’(Fa G) - Z (_iw)N+j : Fj(F’ G)H = O/(|W|J) ’ ”(F’ G)HO,S,Q

0,0,2
=0 U8 0p
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Bemerkung 7.30
Wegen (7.52), (7.53) und mit I'_1(F,G) := (0,0) erfillen die Korrekturoperatoren

A'MT(F,G) =T;_1(F,G)
und mit (7.51) gilt
T;(F,G) € Lin {A"' L*A(Ey. 1, 0), AT LFA(0, H, ) 2 b+ 20 < )
Damit sind die Korrekturoperatoren
T; : L29(Q) x L277(Q) — Lin {A LYA(E, 1, 0), AT LRA(0, H,y ) 2 k420 < 5}
stetig und degeneriert.

Bemerkung 7.31
Mit Hilfe der Darstellungen aus Korollar 7.15 von L¥A(E, ,,,0), LFA(0, H, ) und der Orthogonalititseigen-

schaften aus Lemma 5.19 lifit sich die rekursive Definition der Koeffizienten—Formen Xf,n, Yf,l, noch etwas

detaillierter beschreiben. Wir sehen ndmlich an (7.39), wenn wir k — 20 > 0 beachten, daf ﬁg‘;ﬁz fir ungerade

k—20+ 1, also gerade k, verschwindet. Fiir gerade k — 20 + 1, also ungerade k , ergibt sich hingegen nach
Korollar 7.15 und Lemma 5.19

k,oom __ . ¢k—20+1,0,m
BT = —hna €2
Dementsprechend erhalten wir
Qhom _ 0 fiir k ungerade
D,y,n — k—2041,0,m ..
—Kk,o '5(177%—) fir k gerade
und analog
gham _ 0 fiir k ungerade
Ryy,v — k—20+41,0,m .
—Kjo C(L%Vﬁ) fiir k gerade
sowie
kom )0 fir k gerade
Ryy,v — k—20+4+1,0,m .
—Kk,o - C(l,-y,u,—) fiir k ungerade

Damit erhilt die Rekursion (7.49), (7.50) die folgende mehr explizite Gestalt

4 — k—2041,0,m —N—k
o X', = ATLIN0,H, ) + Z Kby + YLk

YoM —)
(k‘,a,m)e@z_N
k ungerade

k—20+1,0,m {—N—k
+ 5 /{k,ag(l,%m_) : Xo,m )
~qi1
(k:,oym)E@;LN
k gerade

° Yé = AilﬁzA(E%y, 0) + Z Hk7(7<-k720+1,0,m . Ye,N,k

Vv Ly,v,-) o,m
(k,a,m)eé‘;f}\,
k gerade

i Z Hk,ng_ZUH’U’m . X{-N—k

L,y,v,—) a,m
(k,o,m)e®ITL
k ungerade
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Beweis:
Seio. B.d. A. s € (J+1/2,J+4 N/2)\ 1. Setzen wir die Asymptotiken (7.43), (7.44) in die Abschitzung aus
Lemma 7.27 ein, erhalten wir

J' —N—-k
HL%J/(F,G)f 3 S 1)V kg (F.G), L5727 A (E s 0)) gyt - Vi
(kﬁa,m)eég,iN £=0
J —N—k

_ —iw)N T, (F,G), LF20 N0, H 1, - X, H
Z (—iw) Kk, <( ,G), (0, Ho, )>Q,A*1 T 0,0,

= OI(|W|J) : ”(E G)Ho,s,sz

Mit der neuen Variablen j(¢) := £+ k und der Summationsreihenfolge j, k, o, m erhalten wir die Behauptung
des Satzes. An der Definition der Korrekturoperatoren und mit (7.51) sehen wir desweiteren

I(F,G) e Lin{X. ¥ Y ¢ (k,o,m) € é?“ A (6,v,n) € C:);I}

CLin{X}, Yr +k+20<j}
C Lin {A™'L*A(0, Hy ) , A LYA(Eg 0, 0) : k420 < j}
ULin {AT'LA(E,,,0), AT LIA0, Hy 5) sk +20 < j A L+2y<k— N}

C Lin {A™'LA(0, Hyn) , A" LPA(E, 1, 0) t b+ 20 < 5}
und mit (7.52), (7.53) iiberzeugen wir uns noch von
A'MT(F,G)=T,_1(F,G)

Dies zeigt die Behauptungen in Bemerkung 7.30. |

7.4 Niederfrequenzasymptotik in gewichteten Normen
Satz 7.32

Seien J € Ng mit J' > 0 und s € (J+1/2,00) \ I sowie t < min{s, N/2} —J — 2. Dann gilt fir w € C4 5\ {0}
und gleichmdpig bzgl. (F,G) € Reg?%(Q)

J’ J—-N
[eotr.6) = Y10y oL/ (F.G) = 3 (—10)™H Ty (R.6)| =0 (wl?) - (RG]
j=0 j=0 b

Beweis:
Seien w € C, 5 \ {0}, (F,G) € Reg?’(Q) und (F, H) := L,(F,G). Dann erfiillt

q q+1
n(E,H) S R<_% X D<_l

2

die Strahlungsbedingung und 16st
(M+1w)n(EaH): (M+lwA)77(E7H):n(FvG)+CAT,n(EaH> :(77+Cﬂl,n£w)(F7G) = (fag) . (754)

(Hier und im folgenden denken wir uns oft ohne Kommentar Formen durch Null in den RY fortgesetzt.) Also
gilt 7(E, H) = Ly (f, g) oder auf Reg??(Q) (sogar auf L29(Q) x L>9"1(Q))

nLy = Lo,(n1d+ChpLy) . (7.55)

Die Divergenzfreiheit von I und Rotationsfreiheit von G liefern weiterhin A(E, H) € oD% _, () x Oqujl Q)
2

und daher ’

div E| 0 , rot H| 0 : (7.56)

suppn suppn

Mit (7.54) folgen (f,g) € D? x RI™! sowie

(div f,rot g) = iw(divnE, rot nH) "= iw(Caiy B, CrotnH) = —iwZy(E, H) . (7.57)
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Mit (7.54), (7.55) und den Operatoren ®;, ¥, aus Lemma 5.6 erhalten wir

nLu(F,G) = Loy (f, g +Z—1w ,9) + \If(dlvf,rotg)) ,
wobei p
Loy (fi9) == Lu(f,9) — Z(—iw)j (‘I‘j(f, g) + i\llj(div 1, rotg))
j=0

sei. Setzen wir (7.54) und (7.57) ein, ergibt sich

b J
L, (F,G) = Lo,y (f, g +Z —iw)®,n(F,G) —|—Z —iw)!S;L,(F,G)

j=0 j=0

mit den Operatoren
Sj = CI)jC]Wm + \I/jZn

Definieren wir Operatoren X; durch

J J
Z(—iw)j K= Z(—lw Lold + Z N”
7=0 3=0

sowie fir J < J

J _ J-N ‘
L= Lo =) (W)X = Loy — Y (—iw)N.Ty
j=0 j=0

und benutzen diese Notationen in (7.58), so folgt

J’ J J—j
NLu(F,G) =Y (—iwy®m(F,G) =Y > (—iw)ThS;K(F, G)
7=0 7=0 k=0
J/
= Loy (f,9)+ ) (—iwyS,LE 5 (F,G)
=0
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(7.58)

(7.59)

Beachten wir, daf die Koeffizienten der Differentialoperatoren Cys, und Z, kompakte Tréger besitzen, liefert

Lemma 5.6 gleichmakig bzgl. w und (f, g) bzw. (F,G)

’ 1 .
HLw,J’(fvg)H(),t,RN <c lwTF (H(f’ g)HO,s,RN + o | (div f,rot g) HO,S,RN)

<c w1 (B Oy g+ [CvalolF.G)g
<o (G g g0+ 1£aE Do suppon)

Daher folgt mit Satz 7.3 (i) gleichméfbig bzgl. w und (F,G)

|Zwar(F 9l < € ol (B G o = O () - [(F, G

N T HZnﬂw(F’ G)HovszN)

Desweiteren erhalten wir wegen der Stetigkeit der Operatoren ®; und ¥; von L2 nach L? sowie mit Satz 7.29

gleichmifig bzgl. w und (F, G)

HS Lw = (F’ G)”o,t,RN sc: Hﬁw Jr— (F’ G)”o,o,suppvn - o/(|w|Jij) ’ H (F’ G)”o,s,ﬂ

Kombinieren wir diese beiden Abschétzungen mit (7.59) und summieren in der Doppelsumme um, so bekommen

wir
J/

HnEW(F,G)Z(uu) (@m(F.G) +Zskgcj HF.G))

=0 k=0

0,t,RN

= 0'(lwl”) - [(F, G)
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Da mit Satz 7.29 auch fiir jedes beschrinkte Gebiet Qy, € Q gleichmiRig bzgl. w und (F, G)

Hn‘CEiJ’(Fa G) H070,Qb = O/(|W|J) ’ H (F7 G) HO,S,Q
gilt, erhalten wir sogar auf Reg?’(Q) die Identititen
J
Ky =em+ Y SiKie o, j=0...3 |

k=0
und somit gleichmifig bzgl. w und (F, Q) die Abschiitzung

[ncla (F.G = 0'(|”) - (£ Do,

Moz

Mit Satz 7.29 kénnen wir noch || (1—77)£?i 5 (F.G abschétzen und dies liefert, schlieflich die Behauptung. B

Moo
Wir konnen (mit den Notationen des obigen Beweises) Satz 7.32 noch ein wenig verschirfen.

Korollar 7.33
Es seien die Voraussetzungen des Satzes 7.32 erfullt und J' > 1 sowie w € C1 ; \ {0}. Dann ist

(o)

X5 Reg?%(Q) — (R{(Q) x DI(Q)) N A~ Reg!* ()
stetig und es gilt die Abschitzung

X _ J
H/JW,J'HB<Regg‘o(m’ﬁg(mwzﬂ(m) = 0'(|wl")

Bemerkung 7.34
Die Behauptungen des vorherigen Korollars gelten im Fall ' = 0 ebenso, wenn wir RE(Q) x DITH(Q) durch
RY(Q) x DIY(Q) und die Bedingung

t < min{s, N/2} —J -2 durch t <min{s,N/2} -J—-2 A t<-—N/2
ersetzen.

Beweis:
Beachten wir MLy =1d und A™*MT'; =T;_ sowie [_; = 0, erhalten wir fiir 1 <¢<J’

MLY (F,G) = —iwALY, (F,G)
und desweiteren
MLY o (F,G) = M(L,(F,G) — Lo(F,G)) = —iwAL,(F,G)

Im Fall J/ > 1 liefert Satz 7.32 fiir s € (J+1/2,00)\Iund ¢t < min{s, N/2} —J—2bzw. § € (J—-1+1/2,00)\I
und £ < min{3, N/2} —J +1—2
® ”[:SJC,J’(F’ G)”O,t,ﬂ = O/(‘MJ) ) H(Fv G)”o,sﬂ J

® HMEZC,J’(F’ G)Ho,t”,sz <c-fwl- Hﬁuji(Jfl)’(F’ G)Ho,t",sz = |wl- O/(|W|J_1) ) H(E G)”o,g,sz

Wihlen wir 3 := s und # := ¢+ 1, erhalten wir folglich die Behauptungen des Korollars. Fiir J' = 0 ist entweder
J=J=0o0derJ=J—-1=0. Mit s € (J+1/2,00) \ I sowie t < min{s, N/2} —J — 2 und ¢t < —N/2 konnen
wir dann sowohl Satz 7.32 als auch Satz 7.3 anwenden und erhalten

® H'C?UC,O(F’ G)”o,t,sz = O/(|w|J) ‘ H(R G)”o,s,sz J
° ||M£2,<70(F, G)”o,t,ﬂ <c-fwl- | Lo(F, G>||O,t,Q =0'(jwl”) - I(F. G)”o,s,ﬂ

Damit ist auch die Bemerkung bewiesen. |
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7.5 Differenzierbarkeit der Resolvente im Nullpunkt

Mit den Resultaten des letzten Abschnitts erhalten wir sofort die Differenzierbarkeit von £, in der Operatornorm
im Nullpunkt. Genauer:

Satz 7.35
Seien s € (3/2,00)\ I, t < min{s, N/2} —3 und t < —1/2. Dann ist die Abbildung

L : Cio — B(Reg?(Q), RYQ) x DIT(Q))

w — L,

im Nullpunkt einmal stetig differenzierbar und besitzt dort die Ableitung

L) = %}L(O) = —iLoALy

Bemerkung 7.36
Hier geniigt es, 7 > 8+ N in (1.32) zu wdhlen.

Beweis:
Fiir J’ = J = 1 sind die Operatoren L, , Lo und LoALg in (siehe Korollar 7.5)

B, = B(Reg?’(9), R{(2) x DI ()
wohldefiniert und damit liefert Korollar 7.33, da die Korrekturoperatoren I'; erst fiir J' > N > 3 auftreten,

Hﬁw — Lo +iwloALy HBs,t = 0(|w|) R

also
w—0

Hi(gw — Lo) +1LAL | =o(1) <=0

s,t
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