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4.  Physikalische Grundlagen

4.1 Kinematik 

In der hier wiedergegebenen Theorie wird Materie als Kontinuum betrachtet: Kontinuumsmechanik. Sie beschreibt einen materiellen Körper W als eine Menge von Elementen X, die auch materielle Punkte genannt werden:

W = ( X (



(4.1)

Damit der Körper W einer mathematischen Beschreibung zugänglich gemacht werden kann, wird er umkehrbar eindeutig auf ein Gebiet des dreidimensionalen Raumes E3 abgebildet, d.h. jedem materiellen Punkt  X ( W wird umkehrbar eindeutig ein Punktraum  P (  E3 zugeordnet. Wenn in diesem Punktraum E3 ein Bezugssystem, bestehend aus einer Orthonomalbasis

ei                      
i  =  1,2,3

(4.2)

und einem Bezugspunkt o ( E3, gewählt wird, so kann der Punktraum E3 mit dem durch obengenannte Annahmen erzeugten Vektorraum V3 identifiziert werden. Damit kann nun jedem Raumpunkt und folglich auch jedem materiellen Punkt X eindeutig ein Ortsvektor x  zugeordnet werden :

x = c ( X )



(4.3)

Diese mit c bezeichnete Abbildung heißt Konfiguration des Körpers W. Durch sie wird jedem Punkt ein Zahlentrippel aus dem dreidimensionalen reellen Zahlenraum R3 zugeordnet. Die Zahlen 

xi  = x ei              
i = 1,2,3


(4.4)

werden als kartesische Koordinaten des Vektors x in bezug auf das gewählte Koordinatensystem genannt. Eine zeitlich stetige Folge von Konfigurationen in Abhängigkeit von der Zeit t heißt Bewegung eines materiellen Körpers W. Zur Beschreibung einer Bewegung wird ein Bezugskoordinatensystem eingeführt. Die Bezugskonfiguration dient zur Kennzeichnung der Punkte X ( W und bildet diese auf den Ortsvektor  X  ab:

X =   co (X)



(4.5)

Analog dazu heißt die Abbildung der materiellen Punkte X zur Zeit t die Momentankonfiguration:

x =    ct   (X)



(4.6)

Für die Abbildungen co und ct muß gefordert werden, daß diese umkehrbar, differenzierbar und umkehrbar differenzierbar sind. 

                                                  Bezugskonfiguration
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Abb. 4.1. Bezugssysteme                                                                Momentankonfiguration

Die Bewegung eines Körpers läßt sich als Abfolge der Abbildungen der materiellen Punkte X auf die Bezugslage und der Abbildung der Bezugslage auf die Momentanlage auffassen (Abb.4.1):

x = ct ( X) = ck ( X, t ) = ck ( co ( X , t )



(4.7)
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In dieser Arbeit erfolgt die Beschreibung der Bewegung der materiellen Punkte eines Körpers im weiteren mit dem in der Kontinuumsmechanik üblichen Lagrange´schen Bezugssystem. Weitere können das Euler´sche oder das konvektive Bezugssystem sein [12]. Im Lagrange´schen Bezugssystem (Abb.4.2) sind die Koordinaten an den materiellen Punkten befestigt und bewegen sich folglich mit den materiellen Punkten translatorisch und rotatorisch durch den Raum. Durch die Verwendung orthogonaler, rechtwinkliger kartesischer Koordinaten werden keine kovarianten und kontravarianten Komponenten bezüglich der Tangenten – Basisvektoren benötigt [13] . 

Abb. 4.2.Lagrange Bezugssystem mit orthogonalen kartesischen Koordinaten. 

Mit dem Deformationsgradienten F kann die infinitesimale Umgebung eines materiellen Punktes X in der Bezugskonfiguration auf die infinitesimale Umgebung in der Momentankonfiguration abgebildet werden. Dazu werden die Ableitungen des Ortsvektors x der Momentankonfiguration nach dem Ortsvektor X der Bezugskonfiguration als Deformationsgradient F definiert:

dx = F dX



(4.8)
oder:

F = dx / dX = Grad x



(4.9)

Mit Hilfe des Deformationsgradienten F ist es auch möglich, die materiellen Flächen- , bzw. Volumenelemente in der Momentankonfiguration ( da bzw. dv) abzubilden:

dA  =  det  F ( FT )-1 dA



(4.10)
dv  =   det  F  dV



(4.11)

Aus 4.11 ist ersichtlich, daß eine Bewegung isochor, d.h. volumenerhaltend, genau dann ist, wenn gilt:

det  F = 1



(4.12)


Unter Benutzung des Satzes von der polaren Zerlegung läßt sich der Deformationsgradient F eindeutig in einen orthogonalen Tensor R und in einen positiv definiten symmetrischen Tensor U  bzw. V zerlegen. [14]

 F =  R U  = V R



(4.13)
Die Tensoren U  bzw. V heißen rechter, bzw. linker Streckentensor. Aufgrund der Orthogonalität von R muß auch R RT = 1 gelten. Da der Deformationsgradient F auch Anteile aus der Starrkörperrotation (4.13) enthalten kann, ist es notwendig, ein Formänderungsmaß festzulegen, welches zusammen mit einer konstitutiven Beziehung die Beanspruchung eines Körpers beschreibt. Hierfür kann die Differenz der Quadrate eines Linienelementes in der Bezugs – und in der Momentankonfiguration Verwendung finden:

ds2  –  ds02  = Ds2 = dx dx – dX dX



(4.14)

mit:
ds  : Linienelement in der Momentankofiguration


ds0 : Linienelement in der Bezugskonfiguration


Ds : Differenz der Quadrate eines Linienelements

Wenn Gleichung 4.15 gilt:

Ds = dx dx  - dX dX    ( 0



(4.15)

dann weist der Körper eine Dehnung auf, die sich für ein Linienelement durch die Beziehung angeben läßt:

Ds2  = ds2 – ds02 = 2 eij dXi dXj



(4.16)
Die Größen eij werden Dehnungen genannt. Sie repräsentieren Winkel. bzw. Längenänderungen. Aus 4.9 und 4.15 folgt mit dem Einheitstensor I :

Ds2  = ½ ( F FT – I ) dX dX 



(4.17)

Der die Dehnung beschreibende Tensor wird Green– Langrange´scher Dehnungstensor E genannt. Er ist als zweifacher Wert der in 4.15 und 4.16 dargestellten Tensordifferenz bekannt und läßt sich durch den Deformationsgradienten darstellen:

E =  ( FT F – I )



(4.18)

Wenn man vom Verschiebungsvektors u anstatt von den Ortsvektoren des Punktes X bezüglich der verschiedenen Konfigurationen ausgeht, so kann der Verschiebungsvektor  u durch formale Substraktion der Ortsvektoren x und X gewonnen werden:

u = x – X = c t (X)  - c0 (X)



(4.19)

Bildet man schließlich den Verschiebungsgradienten H mit 4.19:

H  =  Grad u  =  Grad (  x – X )

                           Grad x  - Grad X



(4.20)

Unter Beachtung von 4.8 gelangt man schließlich zu den Gleichungen:

H =  F  - I    bzw.    F =  H + 1 



(4.21)

Mit 4.21 läßt sich der Green – Langrange´sche Dehnungstensor durch den Verschiebungsgradienten darstellen:

E  = ½ ( H + HT  + H HT )



(4.22)

Der linke, bzw. rechte Cauchy – Green´sche Dehnungstensor B  bzw. C  kann mit Hilfe von F bzw. H definiert werden:

B = V2 = F FT = I  + H + HT + HHT



(4.23)

C = U2 = FTF = I + H + HT + HTH = 2E + I



(4.24)

Diese Dehnungstensoren haben die Eigenschaften [15]:

dX C  dX  =  (dx) 2



(4.25)

dx B-1 dx  =  (dX)2



(4.26)
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KINETIK
Zur Herleitung der Bewegungsgleichungen wird von einem elastischen, deformierbaren Körper, der sich unter dem Einfluß äußerer Kräfte im Gleichgewichtszustand befindet, ausgegangen. 

An einem aus diesem Körper herausgeschnittenen Teilkörper werden an den Schnittflächen Spannungskräfte derart angebracht, daß sein Gleichgewicht erhalten bleibt. (Abb. 4.3.) 

Abb. 4.3. Spannungsvektor am Teilkörper.

Für den hier zu betrachtenden Fall der Elastostatik soll eine zeitunabhängige Belastung vorausgesetzt werden (stationärer Vorgang). Es sei dabei t der an der Oberfläche G des Körpers W in der Momentankonfiguration wirkende Randspannungsvektor, der außer von der Lage des zugehörigen Punktes X der Oberfläche, auch von dem Normaleneinheitsvektor n der Oberfläche G abhängt. Wenn ferner f die an den Körperpunkt X in der Momentankofiguration gebundene Volumenkraft ist, so lauten die Bedingungen für das Kräfte- (4.27) und Momentengleichgewicht (4.28) am Körper W:
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W       G

mit :


dW : infinitesimales Volumenelement


dG    : infinitesimales Volumenelement
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W          G
Mit dem Integralsatz von Gauß [13,14], der das Volumenintegral über der Divergenz eines Vektorfeldes mit dem Fluß dieses Vektorfeldes durch die Fläche, die das Volumen einschließt, verknüpft, kann ein Oberflächenintegral in ein Volumenintegral überführt werden:
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(4.29)

W        G

mit :


v  :  Vektor, z.B. Verschiebungs, oder Geschwindigkeitsvektor


u :   Vektor – Differenzialoperator ( Nabla – Operator ) 
Gleichung 4.28 umgeformt:
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(4.30)
W         G
durch den Vergleich mit 3.27 erhält man die Beziehungen:

t  =  n T



(4.31)

f  =  - div T



(4.32)

mit:


T   :   Cauchy´scher Spannungstensor


n   :    äußere Normale auf ein Flächenelement in der Momentankonfiguration

Die Gleichung 4.32 wird als 1. Cauchy´sche Feldgleichung für stationäre Vorgänge bezeichnet. Ausgehend von 4.28 und 4.30 läßt sich zeigen, daß der Spannungstensor T symmetrisch ist [14]:

T  =  TT




(4.33)

Wird die Bewegung in der Bezugskonfiguration beschrieben, dann erhält man als neue Cauchy´sche Feldgleichung für stationäre Vorgänge:

f0  =  Div  T0




 (4.34)

mit:


f0  :  Volumenkraft in der Bezugskonfiguration


T0 :  1. Piola – Kirchoff´scher Spannungstensor

Durch die lineare Abbildung  4.25 läßt sich ein weiterer Spannungsvektor darstellen:

t0  =  T0 n0




(4.35)

mit:


n0  :  äußere Normale auf ein Flächenelement in der Bezugskonfiguration


t0  :  1. Piola – Kirchoff´scher Spannunsvektor 

Ausgehend von der Betrachtung der resultierenden Kraft auf ein Flächenelement in der Momentan- und Bezugskonfiguration:

t da  =  t0  dA



(4.36)

lassen sich die beiden Spannungstensoren T und  T0 ineinander überführen. Mit Gl. 4.31 und 4.35 folgt :

n T da  =  n0 T0 dA



(4.37)

und mit:

da   =  da/n



(4.38)

dA  =   dA/n0



(4.39)

mit Gl. 4.10 erhält man schließlich:

T0  = det  F T (FT)-1



(4.40)

T0 FT  =  F T0



(4.41)

Die Komponenten des 1. Piola – Kirchhoff´schen Spannungstensors T0 sind auf die Tangentialvektoren im verformten System bezogen, werden aber in Kraft pro unverformter Einheitsfläche gemessen. Aus der Transformation (4.40) folgt die Unsymmetrie des 1. Piola – Kirchhoff´schen Spannungstensors (4.41). Damit ist die Verwendung von T0 in Materialgesetzen erschwert. Die Symmetrisierung von T0 kann durch die Transformation

S  =  F-1 T0  = det F F –1 T ( F T ) –1



(4.42)

erreicht werden. Der Spannungstensor S wird 2. Piola – Kirchhoff´scher Spannungstensor genannt. Er ist symmetrisch und von Bedeutung, weil er dem Green-Langrange´schen Dehnungstensor E arbeitskonform zugeordnet ist. Beide Tensoren bestimmen Zustandsgrößen bezüglich der Bezugskonfiguration. Sie sind für Arbeits- und Extremalprinzipe von Bedeutung.
4.3 MATERIALGLEICHUNGEN
Als „Material“ im Sinne der Kontinuumsmechanik soll ein mathematisches Modell verstanden werden, welches das mechanische Verhalten von in der Natur vorkommenden oder technisch angewandten Stoffen unter genau definierten äußeren Bedingungen näherungsweise beschreibt. Die Notwendigkeit von Materialgleichungen ergibt sich aus der Tatsache, daß z.B. die Cauchy´schen Feldgleichungen (4.32) und (4.34) an keinerlei Voraussetzungen über Materialeigenschaften gebunden sind.

Die Feldgleichungen können beispielsweise für verschiedene Materialien gelten, die aber unter denselben äußeren Kräften in der Realität völlig verschiedene Bewegungen erfahren würden. Die Gleichungen, die den notwendigen Zusammenhang (bei Beschränkung auf Feststoffe) zwischen den an einem Körper angreifenden Spannungen und dessen Bewegungen herstellen und damit die Eigenschaften des Materials, aus dem dieser Körper besteht, beschreiben, heißen Materialgleichungen. Für eine physikalisch sinnvolle Formulierung mechanischer Materialgleichungen müssen drei grundlegende Forderungen erfüllt sein [15, 16]:

1. Prinzip des Determinismus:

Das Prinzip besagt, daß der momentane Spannungszustand an einem materiellen Punkt X nur von den momentanen und den vergangenen Deformationsereignissen, d.h. von der gesamten Bewegungsgeschichte, abhängt.

2.Prinzip der lokalen Wirkung:

Dieses Prinzip besagt, daß der Spannungszustand eines materiellen Punktes X nur von der Geschichte des Deformationsgradienten F am materiellen Punkt X bestimmt ist. Ein Material, welches diesem Prinzip genügt, heißt „einfaches Material“[15].

3.Prinzip der materiellen Objektivität:

Dieses Prinzip besagt, daß die in einer Materialgleichung formulierten Eigenschaften eines Materials unabhängig vom gewählten Bezugssystem sind. Folglich muß sich eine objektive Größe (Skalar, Vektor, Tensor) beim Wechsel des Bezugssystems von S nach S so transformieren, daß sich die durch die objektiven Größen beschriebenen Eigenschaften der Körper nicht ändern. Wenn

R  =  R RT  = I

einen die Rotation  verkörpernden orthogonalen Tensor darstellt, dann lauten die Transformationsbeziehungen objektiver Größen:

t ( S )  
=  
t ( S )

t ( S )  
=  
R t ( S )


(4.44)

T ( S )  
= 
R T ( S ) R

Für eine Materialgleichung fordert dieses Prinzip nur die Objektivität des Spannungstensors T, schließt aber die Verwendung nicht objektiver Größen (z.B. Geschwindigkeitsvektor         a = dx/dt ) nicht aus.

Die Erfüllung aller drei Forderungen führt auf die Materialgleichung des einfachen Stoffes:

                   (
T (X , t)  =  F [F ( X, t-s), X]


(4.45)

                 s = 0

mit:             (
T (X , t)  =  F [F ( X, t-s), X]    
tensorwertiges Funktional der gesamten
Deformations-


                 s = 0                        
geschichte, wobei s = 0 den momentanen Zeitpunkt und




s = ( den absoluten Anfangszeitpunkt darstellt.

Diese Materialgleichung vermittelt für alle X (  W einen Zusammenhang zwischen dem gegenwärtigen Spannungszustand T ( X, t ) und der gesamten Deformationsgeschichte bis zum momentanen Zeitpunkt t. Wird weiterhin homogenes Materialverhalten gefordert, so vereinfacht sich Gl. 4.45 zu 4.46:

                          (
T (X , t)  =  F [F ( X, t-s)]


(4.46)

                 s = 0

Betrachtet man nur eine spezielle Klasse einfacher Stoffe, nämlich die der Festkörper und setzt weiterhin isotropes Material voraus, so lautet die Materialgleichung für einfache, homogene und isotrope Festkörper [17]:

                                               (
T (X , t)  =  f [B ( X , t ) ]  +  F [B ( t ), G ( s )]


(4.47)

                                             s = 0

mit:

  (
  F [B ( t ), 0]   =  0


(4.48)

s = 0

Hierbei sind:

f ( B ) : eine isotrope tensorwertige Tensorfunktion,

  (
  F [B ( t ), G ( s )]   
tensorwertiges Funktional der Deformationsgeschichte G ( s ) und

s = 0


des linken Cauchy – Green – Tensors B ( t ).

Die Materialgleichung 4.48 zeigt, daß sich die Spannungen zum Zeitpunkt t aus einem rein elastischen Teil, der nur vom gegenwärtigen Deformationszustand relativ zur Bezugskonfiguration und aus einem Nachwirkungsanteil, der außer vom gegenwärtigen Deformationszustand auch von der ganzen Deformationsgeschichte G(s) beeinflußt wird, zusammensetzen. Vernachlässigt man nun die gesamte Deformationsgeschichte, so gelangt man zur Materialgleichung für homogene, isotrope, elastische und einfache Stoffe in der Form:

T  = f ( B )
(4.49)

Aus Gl. 4.49 ist ersichtlich, daß der Cauchy´sche Spannungstensor T für ein Material, welches den oben genannten Eigenschaften gehorcht, nur eine isotrope Tensorfunktion des linken Cauchy – Grennschen Dehnungstensors B ist.

4.4 Stoffgesetze Elastomer

Während für z.B. Stahl für sehr viele Berechnungen, eine lineare Beziehung zwischen der Spannung und Dehnung verwendet werden kann, ist dies bei Elastomeren nur für die wenigsten Berechnungen möglich. Elastomer ist ein außergewöhnlicher Werkstoff. Während der Verarbeitung verhält es sich wie eine hoch zähflüssige Flüssigkeit. Nach der Querverkettung der Polymerketten, die während der Vulkanisation stattfindet, kann der Elastomer sehr starken Dehnungen ausgesetzt werden, die elastisch und reversibel sind. Während z.B. Stahl bereits bei einer Dehnung von 0,2 den elastischen Bereich verläßt und bei bereits ca. 30% Dehnung reißt, kann Elastomer ohne Probleme bis zu 300% reversibel gedehnt werden.[18] Die besonderen Eigenschaften von Elastomer sind:

· Spannungs – Dehnungs Verhältnis ist stark nichtlinear.

· Elastomer ist praktisch inkompressibel.

· Enorme Dehnungen können erreicht werden, ohne das Material zu zerstören.

· Elastomer verhält sich viskoelastisch. Deren Verhalten ist zeit – und temperaturabhängig.[19]

· Alle Eigenschaften von Elastomer sind stark zeit- und umgebungsabhängig. Z.B. durch das Entweichen von sog. „Weichmachern“ aus der Elastomermischung verliert Elastomer, selbst wenn, oder gerade dann, wenn es nicht belastet wird, an Elastizität. [20,21]

· Bei zyklischer Belastung kann die Beziehung Spannung / Dehnung zeitverschoben sein, die Anwendung komplexer Funktionen ist notwendig.

Schon sehr früh bestand der Wunsch nach der Möglichkeit der mathematischen Beschreibung der Werkstoffgesetze von Elastomeren. Die komplizierten Vorgänge, die sich bei der Verformung von Elastomer im molekularen Bereich abspielen, sind jedoch bis heute nicht gänzlich erforscht. Aus diesem Grund wurden einige Theorien entwickelt, die auf dem rein empirisch – deduktiven Weg versucht haben, eine mathematische Beschreibung der Werkstoffgesetze des Elastomers zu erreichen.

4.5 Materialgleichungen für Elastomere

Vernachlässigt man unter den in Kapitel 4.3 gemachten Annahmen die Zeiteffekte elastomeren Materials, so kann als Ausgangspunkt die Materialgleichung Gl.4.49 für die Beschreibung von Elastomeren herangezogen werden. Eine spezielle Materialgleichung für Elastomere muß wesentliche Aussagen bezüglich des elastischen Stoffverhaltens von Elastomeren enthalten. Sie soll einerseits so allgemein sein, daß alle mit der angewandten Theorie beschreibbaren Effekte wiedergegeben werden können [15]. Sie soll andererseits so speziell sein, daß sie die Stoffeigenschaften durch wenige, in technisch realisierbaren Versuchen experimentell bestimmbare Parameter darstellen kann. Da die Gleichung Gl.4.49 nur die Abhängigkeit des Spannungstensors T von bestimmten kinematischen Größen angibt, aber nicht die Art des Zusammenhangs zwischen Spannung und Dehnung festlegt, müssen weitere Konkretisierungen des Materialgesetzes Gl.4.49 vorgenommen werden. Durch diese Konkretisierungen gelangt man dann zu einer speziellen Materialgleichung, die gegenüber der Materialgleichung Gl.4.49 bestimmte Einschränkungen aufweist. Die für Elastomere vorausgesetzte Inkompressibilität ist eine solche Einschränkung. Eine Möglichkeit ein Materialgesetz für homogene, isotrope, elastische und inkompressible Stoffe zu erhalten, besteht in der asymptotischen Approximation der Materialgleichung Gl.4.49 nach den Dehnungen. Hierbei können beliebige Genauigkeiten in der Approximation durch die Vorgabe der Ordnung n eines zu definierenden Dehnungsmaßes erzielt werden. 

Eine weitere Möglichkeit zur Herleitung einer speziellen Materialgleichung für Elastomere besteht in der Definition der Spannungs - Dehnungs - Beziehungen über eine Dehnungsenergiefunktion W. Diese ist entweder vorgegeben, oder muß durch Versuche ermittelt werden. In den folgenden Kapiteln werden die verschiedenen Wege wiedergegeben, die alle das gemeinsame Ziel haben, die tatsächliche Beziehung zwischen der Dehnung und der Spannung von Elastomer – Material, mathematisch zu beschreiben.
4.6 Theorie von Mooney

Die früheste, wichtige Entwicklung einer phänomenologischen Theorie von großen, elastischen Verformungen, die auch später eine große Rolle für die weiteren Entwicklungen gespielt hat, war die Theorie von Mooney (1940). Die Theorie von Mooney wurde auf den folgenden Annahmen basiert [22]:

· Elastomer ist inkompressibel. 

· Elastomer ist zumindest im ungespannten Zustand isotropisch. 

· Das Hooke´sche Gesetz gilt für die einfache Scherung.

Von diesen Annahmen sind die ersten zwei sehr nah an den experimentell ermittelten Werten. Von der zweiten Annahme weiß man, daß die Hooke´schen Gesetzte nur näherungsweise bis zu relativ geringen Dehnungen gelten (siehe auch Meßwerte der Spannungs / Dehnungskurven).

Basierend auf diesen Annahmen entwickelte Mooney ( einzig und allein auf mathematischen Annahmen basierend ) die Symmetrie berücksichtigend, auf folgende Weise die  Dehnungsenergie – Funktion für Elastomere.

Aus der Definition Gl.4.8 folgt für ein Volumenelement dx, dy, dz mit den dazugehörigen Dehnungen: 
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für die durch die Spannung sx hervorgerufene Energie ergibt sich aus:
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erweitert auf alle Dehnungen ergibt sich für die im Volumen, durch Dehnungen gespeicherte Energie W:
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und für die Hauptachsen 1,2,3:
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       (V)

Unter der Annahme Hooke´schen Materials ergibt sich:

W =  [image: image15.wmf].
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            (V)

Mooney entwickelt für die Dehnungsenergiefunktion [22]:

W = C1(e12  +  e22  + e32 – 3)  +  C2 (e1-2  +  e2-2  +  e3-2 – 3)
(4.55)

Welche die beiden Elastizitätskonstanten C1 und C2 beinhaltet. 

Für den Fall einfacher Scherung sind die Dehnungskoeffizienten durch:

e3 = 1/e1
(4.56) 

e2  =  1

gegeben. Eingesetzt in Gl. 4.55 ergibt sich:

W = (C1 +  C2) (e12 + 1 / e12  – 2) =  (C1 +  C2)2
(4.57)

Wobei

= e1 - 1 / e1
(4.58)

Die Schubspannung ist gegeben durch die Ableitung:

ty = dW / dy  = 2(C1 +  C2)
(4.59)

Was mit dem Hooke´schen Gesetz übereinstimmt und das Schermodul darstellt, welches 

G =  2(C1 +  C2)      beträgt.
(4.60)

Für eine einfache Dehnung oder einachsige Pressung ergibt sich mit 

e22 = e32 =  1 / e1  
(4.61)

eingesetzt in die Gl. 4.32 die Beziehung:

W = C1(e12 + 2 / e1 – 3)  +  C2 (e1-2 + 2 e1 – 3)
(4.62)

Die Ableitung ergibt die Kraft pro Einheit des ungedehnten Bereiches:

f = 2 (e - e-2 ) (C1 + C2 / e )
(4.63)

Die entsprechende, tatsächliche Spannung ergibt sich zu:

S = 2 (e2 – 1/ e) (C1 + C2 / e )
(4.64)
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Aus der Arbeit von Gumbrell, Mullins und Rivlin (1953) kann man entnehmen, daß die Kraftgleichung sehr nah an den experimentell ermittelten Werten liegt [23], und daß das Verhältnis C2 / C1 im Bereich zwischen 0,3 und 1,0 liegt. Auf der anderen Seite zeigt sich für die gleichmäßige, zweiachsige Dehnung ( die der einachsigen Pressung äquivalent ist ) daß die Konstante C2 annähernd gleich Null sein müßte [24].

Abb.4.4. Meßwerte für einfache Dehnung und einachsige Pressung [25]. ( l im englischsprachigen Raum entspricht unserem e ) 

Dieses Mißverhältnis wird bei der Betrachtung des Ausdrucks der Daten von Rivlin und Saunders [25] für einfache Dehnung und einachsige Pressung, deutlicher. Im Bereich, wo 1/e <1 ist, entspricht Mooney einem Verhältnis von C2 / C1 von zirka 0,8. Im Bereich der Pressung wo 1/e >1 ist, ist C2 annähernd gleich Null (Abb.4.4).

Es ist wichtig festzustellen, daß die extrapolierte Mooney – Kurve für Dehnung, verfolgt bis zu einem Wert von 1/e = 12, einen Wert ergeben würde, der etwa dem zehnfachen der gemessenen Werte entsprechen würde. Wenn man die Werte für Pressung und Dehnung zusammenfaßt, die sich durch die Mooney – Theorie ergeben, stellt man fest, daß diese Theorie nicht effektiver ist, als die bis dahin existierenden. 

Einachsige Pressung ist nur einer der sehr vielen möglichen Fälle und es ist festzustellen, daß die Mooney – Theorie als eine generelle Beschreibung der Elastomereigenschaften nicht geeignet ist.

Eine weitere und weit mehr fundamentale Schwierigkeit zeigt sich bei einem Vergleich der experimentell ermittelten Werte und der Annahme von Mooney. Die aufgenommenen Werte zeigen auch bei einfacher Scherung Abweichungen von der Linearität, die ähnliche Größenordnungen haben, wie die Messungen bei reiner Dehnung.

Die grundlegende Behauptung von Mooney war aber, daß für den Fall einfacher Scherung, das Hooke´sche Gesetz gültig sein sollte. Basierend auf dieser (offensichtlich) nicht richtigen Annahme, hatte Mooney versucht, die Nichtlinearität für andere Belastungsfälle zu beschreiben. Logischerweise kann eine falsche Annahme nicht zu einer für alle Fälle gültigen Lösung führen.

4.6.1 Rivlin´s Gleichung

Um eine generell gültige Beschreibung der mechanischen Eigenschaften von Elastomeren zu erreichen, ist es notwendig, eine Funktion für die Dehnungsenergie W zu finden, die für den reinen, homogenen Dehnungsfall gültig wäre.

Rivlin [26] hat 1948 das Problem mit rein mathematischer Betrachtungsweise angegriffen und hat die allgemeinste, gültige Form gewählt, um die Dehnungsenergie – Funktion zu untersuchen.

Für seine grundlegendsten Untersuchungen ist Rivlin davon ausgegangen, daß der Elastomer inkompressibel ist und daß er zumindest im entlasteten Zustand isotrop ist. Die Annahme, daß der Werkstoff isotrop ist, bedingt, daß die Energiefunktion W in den drei Dehnungsrichtungen symmetrisch sein muß, also in e1,   e2, e3.
Des weiteren wird sich das Vorzeichen der Dehnungsenergie nicht umkehren, wenn sich zwei Vorzeichen von e umkehren würden, entsprechend der Drehung des Körpers um 180°. Deswegen argumentierte Rivlin, müsse die Energiefunktion nur von den ebenen Kräften von e abhängen. Die drei einfachsten Funktionen, die diese Bedingung erfüllen, sind die folgenden:

I1 = e12  +  e22 + e32
I2 = e12e22 + e22e32 + e32e12
(4.65)

I3 = e12e22e32

Jede weitere, kompliziertere Funktion von e, die die oben genannten Bedingungen erfüllt, kann durch Therme der oberen drei Formen ausgedrückt werden.

Die Bedingung für die Erfüllung der Inkompressibilität, oder für die Erhaltung des Volumens führt zu der Gleichung:

I3 = e1e2e3  = 1
(4.66)

Diese wiederum erlaubt es, die beiden ersten in die Form zurückzuführen:

I1 = e12  +  e22  +  e32
I2  =  1/e12   + 1/ e22  + 1/ e32
(4.67)

Nur zwei der Invarianten Ii können als unabhängige Variablen betrachtet werden, die durch die drei Dehnungen bestimmt werden. Bei einem inkompressiblen Medium ergibt sich die dritte aus der Bedingung für Inkompressibilität.

Demnach sollte die Energiefunktion für inkompressible, isotropische, elastische Werkstoffe durch die folgende Gleichung zu beschreiben sein:

        00

W=    Cij (I1 –3) i  (I2 –3) j
(4.68)

      i =0  j=0

Die Klammerwerte von  (I1 –3)   und  (I2 –3) stellen sicher, daß die Energie W im spannungslosen Zustand ( wo  I1  =  I2  = 3 ) gleich Null ist (Abb.4.5).

Solange keine weiteren Erkenntnisse vorhanden sind, weder von Messungen, noch von irgendwelchen Struktur-, oder Molekular- Theorien, gibt es keine Möglichkeit, diese Funktion auf bestimmte Werte zu begrenzen, oder die Konstanten eines bestimmten Werkstoffes zu bestimmen.

Rein aus mathematischer Betrachtung, sollten die Glieder der niedrigen Ordnungen bei der Funktion die größte Bedeutung haben. Das erste Glied, mit i = 1  und   j = 0 ergibt:

W= C10 ( I1 –3 ) = C10 ( e12  +  e22  +  e32 – 3 )
(4.69)

was auch dem Ergebnis der Gl.31 entspricht.

Das zweite Glied ergibt sich mit i = 0  und   j = 1   zu

W= C01 ( I2 –3 ) = C01 ( 1/e12  + 1/ e22  + 1/e32 – 3 )
(4.70)

Die Summe beider ersten Glieder entspricht der Mooney Gleichung: Gl.4.55.

Die Kombination dieser beiden Glieder ergibt die Funktion zu

W = C10 (I1 –3) + C01 (I2 –3)

Rivlin kommt zu der Korrektur der Mooney – Formel, indem er eine Konstante hinzufügt. Weil die Spannungen nur aus den Änderungen von W, also von deren Ableitung abhängt, hat die Konstante keine große physikalische Bedeutung.

W = A + C1 (I1 –3) + C2 (I2 –3)
(4.71)

Obwohl diese Formel eine recht gute Übereinstimmung mit gemessenen Werten bis zu einer Dehnung von 100% erreicht, hat sich herausgestellt, daß die Gl.4.71 nur unzureichend zur Beschreibung der Verpressung von Elastomer dienen kann. Außerdem kommt es zum Versagen des Modells nach Mooney – Rivlin, bei sehr hohen Dehnungen, im Bereich wo die Verfestigung des Werkstoffes Elastomer Einfluß auf die Spannungs / Dehnung – Kurve nimmt.

Die Untersuchungen von Tschoegl [27] haben ergeben, daß das Hinzufügen der Glieder höherer Ordnungen in die Mooney – Rivlin Gleichung, das Übereinstimmen des Modells mit den experimentell ermittelten Werten verbessert.

Mooney – Rivlin Gleichung mit drei Thermen:

W = C10 (I1 –3) + C01 (I2 –3)  + C11 (I1 –3)(I2 –3)
(4.72)

In sehr vielen Quellen werden die Gleichungen von Mooney und Rivlin zitiert, viele weitere Quellen untersuchen experimentell das Verhalten verschiedener Elastomere und deren Nachbildung mit Hilfe der M – R Gleichung. [27,28,29] und viele andere. Die meisten FEM – Software Pakete machen sich die Mooney – Rivlin – Gleichung zunutze.

Mit der Modifikation nach [30] ergibt sich die James – Green – Simpson Gleichung [31],[32]:

W = C10 (I1 –3) + C01 (I2 –3)  + C11 (I1 –3)(I2 –3) + C20 (I1 –3)2 + C30 (I1 –3)3
    (4.73)

Nach [33] und [34] können die Hauptspannungstensoren durch die folgenden Beziehungen ausgedrückt werden:

t1  =   [image: image16.wmf].
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Daraus ergibt sich, daß die Spannung / Dehnungs Beziehung von der partiellen Ableitung der Energiefunktion nach den drei Invarianten abhängt (dW / dIi).

Für den Fall inkompressiblen Materials (wodurch nur zwei der Ii Invarianten voneinader unabhängig sind), und der Umformung mit dem hydrostatischen Druck p :

t1  = [image: image17.wmf].
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(4.75)
und analog für die anderen Spannungen. Ein einfacher Weg, den Druck außer Betracht zu ziehen, ist es, die Beziehung als Differenz der Spannungen zu betrachten. Durch Einsetzen ergibt sich die folgende Beziehung:
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(4.76)
Für den speziellen Fall einfacher Dehnung, mit e1 = e ; e2 = e3 = e-0,5 und t2 = t3 = 0 ergibt sich für die Hauptspannung. (Mit t1 = s1  e):
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Für den speziellen Fall der Scherung, mit e1 = e ; e2 = 1 ; e3  = e-0,5 und t3 = 0 ergibt sich für die Hauptspannungen:
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Für den Fall symmetrischer, zweiachsiger Dehnung (oder einachsigen Drucks) mit e1 =  e2 = e ; e3  = e-2 und t3 = 0 ergibt sich für die Hauptspannungen:
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Es zeigt sich, daß die beste Methode zur Ermittlung der Materialkonstanten der zweiachsige Spannungsfall ist, bei dem die beiden Dehnungen unabhängig voneinander variiert werden können. Entsprechende Versuchsaufbauten werden in [35], [36] und [37] beschrieben.
Die Gleichungen nach Mooney – Rivlin mit höheren Ordnungen sind zwar in der Lage, die im Experiment ermittelten Werte genauer anzugleichen, doch liefern sie außerhalb des experimentell ermittelten Bereiches zum Teil völlig irrationale Werte, die physikalisch nicht erklärt werden können.[38] 

Abb.4.5. Abhängigkeit zwischen den Invarianten für einfache Belastungszustände. [39]
4.6.2 Yeoh Modell

Als Folgerung aus der Untersuchung von Gregory [39,40] die besagte, daß die partielle Ableitung der Energiefunktion nach dem zweiten Invariant I2 stets kleiner ist, als die nach dem ersten, hat Yeoh [39] die Bedingung postuliert, daß:
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Dieses Postulat, obwohl an sich nicht exakt, vereinfacht die Mooney – Rivlin Gleichung wesentlich und führt zu der Gleichung dritter Ordnung und ergibt das Yeoh Modell:

W = C10 (I1 –3) + C20 (I1 –3)2 + C30 (I1 –3)3
(4.82)

Die Besonderheit dieses Modells besteht darin, daß hier nur die Glieder mit j=0 berücksichtigt werden. Der Vorteil dieses Modells besteht darin, daß sehr große Dehnungen sehr gut abgebildet werden können, und daß die experimentell ermittelten Werte mit den gerechneten Werten für viele Belastungszustände übereinstimmen. Dieses Modell ist allerdings nur bedingt dafür geeignet, an Modellen angewendet zu werden, bei denen nur geringe (in Elastomermaßstäben gerechnet) Dehnungen auftreten.

Ein weiterer Vorteil des Modells nach Yeoh ist die Tatsache, daß zur Ermittlung der Materialkonstanten lediglich ein Lastzustand untersucht werden muß. 

Bei allen anderen Modellen, die auf der Mooney – Rivlin Gleichung basieren, müssen mindestens zwei Belastungszustände untersucht werden, um die beiden Therme: [image: image30.wmf]d
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 separieren zu können. Weil die Therme für jeden Belastungszustand voneinander abhängig sind, kann man aus keinem einzelnen Belastungszustand beide Unbekannte ermitteln. Die aufwendigen Versuchsaufbauten z.B. [41] können durch eine einfache Zugprobe ersetzt werden.

4.7 Hypothese von Valanis - Landel

In [42] argumentierten Valanis und Landel, daß die Formel nach Mooney – Rivlin unnötig kompliziert ist und stellten die Hypothese auf, daß die Dehnungsenergiefunktion durch die folgende Gleichung beschrieben werden kann :

W  =  g1 e1 +  g2 e2  +  g3 e3
(4.83)

Im Symmetriefall sind die Funktionen gi für alle Hauptdehnungen identisch. Die Symmetrie basiert auf der Annahme isotropischen Materialverhaltens. Für den Fall des inkompressiblen Werkstoffs gilt wiederum: e1e2e3 = 1 . 

Die Hypothese wurde durch Peng und Landel weiterentwickelt [43] und die folgende Funktion wurde aufgestellt:

g(ei) = [image: image32.wmf].
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(4.84)
Wobei EA den Anfangs  E – Modul darstellt. Obwohl diese Form für Finite Elemente Programme besonders interessant ist, weil nur eine einzige Materialkonstante ermittelt werden muß, wird sie nur sehr selten benutzt. Nach [28] wird dieses Modell in dem Software – Paket TEXPAC benutzt.

4.8. Ogden´s Funktion der Dehnungsenergie

Von Ogden [41] wurde die folgende Dehnungsenergiefunktion vorgeschlagen:
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Für den Sonderfall n = 1 ; a1 = 2 ; ergibt sich Hooke´sches Materialverhalten. 

Für den Sonderfall n = 2 ; a1 = 2 ; a2 = -2 ergibt sich die Mooney – Rivlin Gleichung. 

Das Modell wird in der Software ABAQUS angewandt. 

Ogden stellt eine weitere Bedingung für die Konstanten auf:

ap mp > 0
(4.86)

Ogden rechnete für die Werte eines ungefüllten, NR Elastomer die folgenden Werte:

a1 = 1,3
a2 = 5,0
a3 = - 2,0
(4.87)

m1 = 0,618 MPa
m2 = 1,18 kPa
m3 = - 9,81 kPa
(4.88)

Ähnliche Werte für einen weiteren Elastomer wurden von Jones und Treloar [36] gefunden:

a1 = 1,3
a2 = 4,0
a3 = - 2,0
(4.89)

m1 = 0,69 MPa
m2 = 0,001 MPa
m3 = - 12,2 kPa
(4.90)

4.9. Kompressible Elastomermischungen

Zusätzliche Erweiterungen der Funktion von Ogden wurden z.B. durch Storakers [43] für kompressible Materialien gemacht. Bei z.B. stark gefüllten Elastomermischungen kann die Bedingung der Inkompressibilität nicht erfüllt werden. Es hat sich z.B auch herausgestellt, daß viele Elastomere bei dreiachsiger Zugbelastung die Inkompressibilitätsbedingung nicht erfüllen. Ein weiterer besonderer Fall sind Elastomermischungen mit Lufteinschlüssen (oder allgemeiner: Gaseinschlüssen). (Typisch: Neoprenanzüge) Auch hier verhält sich der Elastomer nicht isochor, wobei anzumerken ist, daß hierbei eigentlich die Mischung Elastomer / Gas gemeint ist.

Auf diese Fragestellung wird hier nicht näher eingegangen, für den in dieser Dissertation untersuchten Fall ist die Näherung, daß der Elastomer inkompressibel ist, absolut ausreichend. Für experimentelle Untersuchungen sei hier z.B. die Abhandlung von Blatz und William genannt [45].

4.10 Zyklische Belastungen

[image: image82.wmf]
Ebenso sei hier nur angedeutet, daß für zyklische, hochfrequente Belastungen des Elastomers die Beziehung zwischen Spannung und Dehnung nicht mit realen Zahlen auszudrücken ist.

Die Dehnung eilt der Spannung vor. Es ist die Entwicklung einer komplexen Beziehung zwischen Spannung und Dehnung notwendig. Im Gegensatz zu den  bekannten Formeln für das statische Dehn – und Schubmodul:

Abb. 4.6. [46] Sinusförmige Dehnung des 

Elastomers und die zeitverschobene 

Spannung.  
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Werden im Fall zyklischer Belastung die komplexen Werte G* und E* eingeführt [47]:

G*  =  [image: image36.wmf]t
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Mit G* = G´+ jG´´ = /G*/ ejd und t* = t ejwt und g* = g ejwt
(4.93)
Wobei G´´ der komplexe, G´der reele Anteil ist. 

Analog für den Dehnmodul:

Mit E* = E´+ jE´´ = /E*/ ejd und s* = s ejwt und e* = e ejwt
(4.94)

Mit w = 2pf.  (Kreisfrequenz). d ist der Phasenverschiebungswinkel zwischen der komplexen Spannung und der komplexen Dehnung [48].  Mit Hilfe dieser komplexen Funktionen lassen sich z.B. Hystereseverluste (Verlustafktor tan d =  G´´/G´ = E´´ / E´) berechnen. Zahlreiche Quellen beschreiben die Berechnungen und die experimentelle Prüfung der Elastomereigenschaften. [49-53], u.a.
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Weil in dieser Dissertation der quasistatische Fall untersucht werden soll, wird auf das Thema nicht weiter eingegangen.

Abb.4.7 Hystereseschleife (nichtelliptisch bei den 

meisten Elastomeren).  

4.11 Molekulare Theorien der Elastomerverformung

Die bisher erörterten Theorien für die Dehnungsenergiefunktion des Elastomers basierten alle auf rein mathematischen Annahmen. Die Angleichung der rein deduktiv entwickelten Formeln an den tatsächlichen Werkstoff Elastomer geschieht dann über das Experiment, bei dem die Werkstoffkennwerte ermittelt werden, um die Gleichungen anzupassen. 

Die einzige Theorie, die auf physikalischen Annahmen basiert, stammt von Kuhn [54] und wird von Treloar [55] ausführlich dargestellt.
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Hierzu muß zunächst die chemische Zusammensetzung des Elastomers betrachtet werden: Naturkautschuk, oder unvulkanisierter Elastomer, besteht im wesentlichen (die besonders im Naturkautschuk vorhandenen anderen Beistoffe, wie z.B. Proteine und Wasser werden hierbei nicht berücksichtigt) aus einer losen Ansammlung langer Molekülketten der Form (C5H8)n, die auch innerhalb des Moleküls über keine hohen sekundären Bindungskräfte verfügen. Um die jeweilige Bindung ist eine Rotation möglich.

Abb.4.8. Rotation im Elastomermolekül um die 

jeweilige Bindung. [55]
Dabei ist das Molekulargewicht der Elastomere extrem hoch. Ein typischer Wert für das Gewicht eines Elastomermoleküls liegt in der Größenordnung  von 350.000 [56]. 

Im unvulkanisierten Elastomer sind die Ketten nicht chemisch miteinander verbunden. Weil die Moleküle in den meisten Elastomeren nur schwach polar sind, sind die Kräfte zwischen den Molekülketten nur gering. Die Moleküle sind lediglich durch van der Waals Kräfte miteinander verbunden.[57,58] Daraus resultiert die Tatsache, daß beim unvulkanisierten Elastomer schon bei sehr kleinen Dehnungen bleibende Verformungen stattfinden, wenn die Belastung länger anhält; manche Elastomermischungen sind vor der Vulkanisation sogar spröde. 

Die für Elastomere typische, bis zu extrem hohen Dehnungen praktisch perfekt vorhandene Elastizität entsteht erst nach der Vulkanisation. Während der Vulkanisation (nach [59] entdeckt durch Charles Goodyear ) werden, die zuvor nicht chemisch miteinander gebundenen Moleküle durch z.B. Schwefelbrücken miteinander gekoppelt. 

4.11.1 Durchschnittliche Länge eines Elastomermoleküls

Damit sind die drei Forderungen von Treloar für die Entwicklung seiner Theorie für den Elastomer erfüllt:

· Vorhandensein von langkettigen Molekülen, mit frei rotierenden Verbindungen innerhalb des Moleküls

· Schwache Kräfte zwischen den einzelnen Molekülen (van der Waals)

· Brücken zwischen den Mollekülen, an einigen (wenigen) Stellen des Moleküls

Treloar berechnet für hohe Zahlen von n die durchschnittliche Länge r eines langkettigen Moleküls, gemessen als Abstand zwischen dem ersten und dem letzten Kohlenstoffatom (C1 – C5 gem. Abb. 4.5) zu:
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wobei l die Bindungslänge ist, und F der Valenzwinkel. ( p-F ) wird durch den Winkel Q ersetzt. 
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Für den Fall des 4 – wertigen Kohlenstoffatoms beträgt der Winkel Q = 70,5°. Eingesetzt in die Gleichung 4.71:
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Damit wird deutlich, daß der Abstand von Molekülende zu Molekülende proportional zu der Wurzel der Polymeranzahl ist. Damit ist aber lediglich der Betrag des Abstandes gegeben. Für die tatsächliche Lage P(x,y,z) des zweiten Molekülendes, unter der Annahme, daß das erste Molekülende den Koordinatenursprung (0,0,0) darstellt, folgt für die Wahrscheinlichkeitsfunktion p(x,y,z) nach [60]:

p(x,y,z) dx dy dz = [image: image44.wmf].

.

b

3

p

3

e

.

b

2

(

)

x²

y²

z²

dxdydz


(4.98)

[image: image85.png]i

W anm atimnbk Aie LI



Die Funktion gibt die Wahrscheinlichkeit dafür an, daß das zweite Molekülende im Volumen der Größe dx dy dz liegt. (Abb.4.9) Wobei b = 3/2 n l 2 . Weil die Gleichung der statistischen Verteilung nach Gauß [61] folgt, wird die Theorie oft als „Gaußsche Netzwerktheorie“ bezeichnet.

Abb.4.9. Wahrscheinlichkeitsfunktion p(x). 
  Das Ausdrücken der Funktion als Produkt der einzelnen Funktionen ist in dem Fall nur eine Näherung, die nur für den Fall  r << l gilt:
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Dies würde bedeuten, daß die Wahrscheinlichkeit der Lage in x völlig unabhängig von der Lage in den anderen Richtungen ist. Dies gilt, wie offensichtlich, nicht ganz exakt: Für den Fall des vollständig in z.B. z – Richtung gedehnten Moleküls, muß die Wahrscheinlichkeit der Ausdehnung in den beiden anderen Richtungen zwangsläufig gleich Null sein.

Abb.4.10. Wahrscheinlichkeitsfunktion P(r). 
Die Tatsache, daß daraus resultiert, daß die wahrscheinlichste Lage in der jeweiligen Achsenrichtung bei Null liegt, bedeutet nicht automatisch, daß die größte Wahrscheinlichkeit der Endenlage die ist, daß beide Enden koinzident sind. Die Wahrscheinlichkeit der Lage des zweiten Molekülendes (wobei das erste im Ursprung liegt) resultiert aus der Bedingung:

P(r) dr  = [image: image46.wmf].
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Die Funktion P(r) beschreibt die Wahrscheinlichkeit, wonach das zweite Molekülende in der Kugelschale 4pr2 liegt (Abb.4.10). Die Funktion für den mittleren Abstand ergibt sich zu:
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Die Richtigkeit dieser Theorie für Ketten, bei denen die Anzahl der rotierbaren Bindungen ausreichend groß ist, ist auch, unabhängig der jeweiligen, geometrischen Form der Ketten gegeben. [55]

4.11.2 Dehnung eines Kettenmoleküls

Aus dem ersten Satz der Thermodynamik folgt für die Änderung der inneren Energie dU eines abgeschlossenen Systems:

dU = dQ + dW
(4.102)

Wobei Q die durch das System absorbierte Wärme ist und W die am System von außen geleistete Arbeit. Aus dem zweiten Satz der Thermodynamik folgt für die Entropieänderung dS des Systems:

T dS = dQ
(4.103)

Eingesetzt in Gl 4.77 folgt:

dU = T dS + dW oder umgeformt: dW = dU - TdS
(4.104)

Für die freie Energie F nach Helmholtz [62] gilt:

F = U – TS
(4.105)

Für eine Änderung bei konstanter Temperatur folgt:

dF = dU – T dS
(4.106)

nach Gleichsetzen der Gleichungen 4.106 und 4.104 folgt bei konstanter Temperatur:

dF = dW
(4.107)

Für die Energieänderung gilt dann, wenn man nur die von außen angebrachten Kräfte f und Drücke p berücksichtigt:

dW =  f dl – p dV
(4.108)

Für den Fall des Elastomers (inkompressibel) kann die Volumenänderung dV mit guter Näherung zu Null angenommen werden. Damit folgt, daß die freie Energie nur vom ersten Therm abhängt. Es sei ein Molekül gegeben, von dem ein Ende im Koordinatenursprung (0,0,0) liegt und das andere sich im kleinen Volumen dt befindet, welches um den Punkt P im Raum liegt . Dabei liegt P im Abstand r vom Ursprung. Es gibt viele Möglichkeiten, wie die Form des Moleküls aussehen kann, um die o.g. Bedingung zu erfüllen. Wenn die Rotation um die jeweiligen Atome frei ist, muß die innere Energie U des Moleküls für alle möglichen Formen, die die o.g. Bedingung erfüllen, identisch sein. Nach Helmholtz [62] ist die Entropie proportional zum Logarithmus der Anzahl möglicher Konfigurationen eines Systems für einen vorgegebenen Zustand. Die Anzahl möglicher Formen (Gestalten) für das Molekül ist direkt proportional zu der Wahrscheinlichkeitsdichte nach Gleichung 4.98. Damit ist die Entropie s des Moleküls gegeben durch:

s = k ( ln p(x,y,z) dt)  oder  s = k ( ln (const.) – b2r2 + ln dt)
(4.109)

Mit konstantem Volumen dt folgt:

s = c – k b2 r2
(4.110)

Aus Gleichung 4.108 folgt nun für die Energieänderung aufgrund einer Längenänderung dr der Kette der Länge r, mit Gl 4.107 und Gl.4.110:
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Für den gedehnten Fall werden die Koordinaten (x,y,z) des zweiten Endes des Moleküls als Beziehung zwischen der Dehnung und den ursprünglichen Koordinaten (x0,y0,z0) ausgedrückt:

x = e1 x0   ;       y = e2 y0  ;       x = e3 x0   
(4.112)

Damit folgt für die Entropie s im gedehnten Zustand:
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Unter der Annahme gleichen Molekulargewichtes für alle Moleküle des gesamten Systems ergibt sich die Gesamtentropieänderung zu (Gl. 4.114):
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Mit:
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Wobei die Richtungen der jeweiligen Vektoren r0 zufällig sind, ohne Bevorzugung einer der Koordinaten. Damit resultiert:
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eingesetzt in Gleichung 4.114:

dS = [image: image67.wmf].
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Mit:
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folgt die Dehnungsenergie W = - TDS (Gleichung 4.119):

W =  [image: image70.wmf].
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Für den Schubmodul G ergibt sich damit:

G = NkT =  [image: image72.wmf].
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Mit MM der Molekülmasse (in der Gleichung die durchschnittliche Masse), r = Dichte, R = universelle Gaskonstante.

Als erste Näherung war diese Formulierung in der Lage, die Eigenschaften von Elastomeren zu beschreiben. Es ergeben sich jedoch zum Teil auch starke Abweichungen:

· bei geringen Dehnungen tendieren die Spannungen unter die theoretisch ermittelten Werte zu fallen,

· bei starken Dehnungen tendieren die Spannungen dazu, die theoretisch ermittelten Werte bei weitem zu übersteigen.

Obwohl einige weitere Verfeinerungen des Modells unternommen worden sind, obwohl Korrekturfaktoren für Fehler in den Zwischenbindungen der Moleküle berücksichtigt wurden [63] (lose Enden, etc.), obwohl die Anzahl der Zwischenbindungen pro Molekül (die entscheidend für die Dichte der Ketten pro Volumen N ist) berücksichtigt wurde [64], konnte keine befriedigende Erklärung für die Abweichungen gefunden werden [65].

Dieses Modell ist das einzige, daß zumindest theoretisch nicht auf eine experimentelle Untersuchung der Materialkonstanten angewiesen ist. 

Alle anderen Modelle sind von einer Messung einer Spannungs / Dehnungs Kennlinie abhängig. Wie solche Werte aufgenommen werden, und wie daraus die Materialkonstanten für die Stoffgleichungen errechnet werden, wird im nächsten Kapitel erläutert.
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