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1 Einleitung

Sei ¢ eine Primzahlpotenz und F, der endliche Korper mit ¢ Elementen. Ist F'/F,
ein algebraischer Funktionenkorper iiber IF, mit genauem Konstantenkorper Fy,
so bezeichnen wir g = ¢g(F) als das Geschlecht von F//F, und N = N(F) als die
Anzahl der rationalen Stellen von F/F,. Nach dem Satz von Hasse-Weil gilt

N(F) < q+1+29,/3.

Wie Thara bemerkte, kann diese Schranke wesentlich verbessert werden, falls ¢
grofs ist im Verhaltnis zu ¢. Sei dazu

N,

q

(9) := max{N(F) | F/F, ist vom Geschlecht g}

und sei

A(g) :== limsup Nq—(w.

g—00 qg

Dann gilt die sogenannte Drinfeld-Vladut Schranke

Alg) < vE-1.

Ist ¢ ein Quadrat, so gilt sogar

Alg) = a1 1)

[Tha] und [Tsf-Vla-Zin].

Dieses Ergebnis hat nun grofse Bedeutung fiir die Codierungstheorie im Bezug
auf die Existenz guter langer Codes. Wir erinnern dazu an die folgenden Begriffe.
Ist ¢ C I} ein [n, k, d]-Code, so bezeichnet man mit R = R(C) := k/n die Rate
von C' und mit § = §(C) := d/n den relativen Minimalabstand von C'. Sei ferner

V, = {(8(C), R(C)) €[0,1]*| C ist ein Code iiber F,}

und U, C [0,1]? die Menge der Haufungspunkte von V. Nach Manin gibt es eine
stetige Funktion oy : [0, 1] — [0, 1], so dak gilt

Uy={(0,R)|0<d<1und 0 <R < ()}

Weiter ist a,(0) = 1, a4(6) = 0 fiir 1 —1/¢g < § < 1, und q, ist monoton
fallend auf dem Intervall 0 < 6 < 1 — 1/¢. Mit Hilfe von Goppas Konstruktion
algebraisch-geometrischer Codes erhalten wir nun die folgende untere Schranke
fiir a,. Sei A(q) > 1, dann ist

ay(0) > (1 - Alg) ") — 9 2)
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fir 0 < § < 1— A(q)~" [Stil]. In dem Fall, dak ¢ ein Quadrat ist, liefert (2)
zusammen mit (1)

0,(5) > (1 - ﬂl_ 1) 5

fir 0 <6 <1—(,/g—1)7". Das ist die sogenannte Tsfasman-Vladut-Zink Schran-
ke. Leider beweist dieses Resultat nur die Existenz und gibt keine explizite Kon-
struktion dieser Codes.

1996 haben Garcia und Stichtenoth zwei Funktionenkorpertiirme gefunden
|Gar-Stil|, |Gar-Sti2|, die die Drinfeld-Vladut Schranke auch erreichen. Diese
Tiirme haben eine explizite und einfache Beschreibung. Fiir die Konstruktion der
auf diesen Funktionenkdrpertiirmen basierenden Codes braucht man jedoch die
Bestimmung einer Basis des Vektorraums L(rP), der die sdmtliche Funktionen
mit Polen nur an der Stelle P und Polordnung < r enthélt.

Im Hauptteil dieser Arbeit beschreiben wir einen neuen Ansatz zur Aufstel-
lung eines Algorithmus, um explizit Basen der Riume £(r P) in einem der Garcia-
Stichtenoth-Tiirme zu bestimmen.

Wir untersuchen auch die Automorphismen dieser Funktionenkdrper und ge-
ben einen neuen Beweis dafiir, daft der erste von Garcia-Stichtenoth angegebene
Funktionenkdrperturm die Drinfeld-Vladut-Schranke erreicht.

An dieser Stelle mochte ich mich bei Henning Stichtenoth bedanken. Ohne seine
Geduld und Hilfe hitte diese Arbeit nicht entstehen kénnen.

Ich bedanke mich auch bei meinem Vater fiir alles, was er mich gelehrt und
fiir meine Ausbildung getan hat.



2 Vorbereitungen

Mt einem Funktionenkorper meinen wir im folgenden immer eine
Korpererweiterung F/K vom Transzendenzgrad 1, so daff [F : K(z)]
endlich ist, fiir v transzendent tiber K. Fir die grundlegenden Begriffe
der Theorie der Funktionenkorper verweisen wir auf [Stil].

In diesem Abschnitt fiihren wir die Bezeichnungen ein und erinnern an manche
grundlegende Ergebnisse, die wir spater brauchen werden. Im folgenden werden
wir folgende Bezeichnungen benutzen:

K =Tp - der endliche Korper der Kardinalitit ¢2.

F, E, Fy, Fy, Fy, ... - algebraische Funktionenkorper einer Variablen iiber K.
P(F) - die Menge aller Stellen von F/K.

vp - die zu P € P(F') zugehorige diskrete Bewertung.

g(F) - das Geschlecht von F/K.

Op - der Bewertungsring der Stelle P € P(F).

icp(A) - der ganze Abschluf eines Unterrings A C E in E.

Q -Qi={ye K |y"+~v=0}.

94 - =0\ {0}

Sei E/F eine endliche separable Funktionenkorpererweiterung (iiber K), P €
P(F) und P’ € P(E) eine Stelle von E, die iiber P liegt. Dann bezeichnen wir:

e(P'| P) - der Verzweigungsindex von P’ iiber P.
f(P"| P) - der relative Grad von P’ iiber P.

d(P'| P) - der Differentenexponent von P’ iiber P.
Diff(E/F) - die Differente von E/F.

Wir schreiben fiir z,y € F und P € P(F)
z=y+ O(1) an der Stelle P,

wenn vp(x —y) > 0.

Wir erinnern an einige Fakten iiber den zweiten Funktionenkdrperturm F =
(Fy, F1, Fy, ...) von Garcia und Stichtenoth |Gar-Sti2|. Dieser Turm ist wie folgt
definiert:

Fo =Fp(x9) und, fir n>1, F, =F, 1(z,),

wobei z,, die folgende Gleichung erfiillt.

i

S

q _ —1
Ty + T = ——
Ty, +1

—_

Der néchste Satz beschreibt das Verhalten von Stellen in den Erweiterungen
F,/F,_1, siche |Gar-Sti2, 3.3|.
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Satz 2.1

i) Sei P € P(F,) ein Pol von xy oder eine Nullstelle von xo — «, fiir a € Q.
Dann ist P vollverzweigt in der Erweiterung F,/Fy. Der Differentenexpo-

nent d(P) von P bzgl. F,/F,_ ist gegeben als d(P) = 2(q — 1).

ii) Sei R € P(F,,) eine Stelle, die weder ein Pol von xq, noch eine Nullstelle
von xog —y fir alle v € Q = Q*U{0} ist. Dann ist R unverzweigt in F, | Fy.

iii) Es gibt genau eine gemeinsame Nullstelle Pén) VON T, ... ,Tp. Si€ ST un-
verzweigt in der Erweiterung F,/Fy.

Definition 2.2 Fiir n > 0 definieren wir
S .= {P e P(F,) | zo(P) = 0},
und, fiir 1 <t <n,
S = {P e S™ | 3,(P)=ac QY.
Es gilt insbesondere:
gn) — U St(n) U {Pén)}.
1<t<n
Satz 2.3 Sei P € S" V. Dann gilt

i) fir 1l <t<n/2 ist die Stelle P voll verzweigt in F, /F, 1 und unverzweigt
in F,,/K(z,). Der Differentenezponent d(P) von P in F,/F, 1 ist gegeben
als d(P) = 2(q — 1);

i) fir n/2 <t <mn ist P unverzweigt in F,/F,_;.

Wir werden auch einige Tatsachen iiber Ganzheitsbasen bendtigen (siehe
[Chev, IV, §8]):

Lemma 2.4 Sei E/F eine endliche Funktionenkirpererweiterung vom Grad n.
Sei T C P(F) eine Untermenge von P(F'). Dann ist (y1, ... ,7v.) eine Ganzheits-
basis von icg((\pep Op) tber (\per Op genau dann, wenn sie eine Ganzheitsbasis
fir icg(Op) tber Op fir alle P € T ist.

Lemma 2.5 Sei E/F eine endliche separable Funktionenkdrpererweiterung vom
Grad n = [E : F|. Fir P € P(F), sei Ogp der ganze Abschlufi von Op in E.
Sei weiter (o, ... , o) eine Ganzheitsbasis fir P und By, .., B, € Ogp. Dann
ist (B, ..., Bn) eine Ganzheitsbasis fir die Stelle P genau dann, wenn

vp(Aay, ... ,a)) =vp(A(Br, .., Fn))-

Dabei bezeichnet A(ov, ... , ) die Diskriminante von (o, ... , o).



Lemma 2.6 Sei E/F eine endliche separable Funktionenkdrpererweiterung vom
Grad n := [E : F|, P € P(F) eine Stelle von F. Sei ferner (aq,...,qy,) eine
Ganzheitsbasis fir P, dann gilt

UP(A(ala"- 7an)) = Z d(Q|P)f(Q|P)
QEP(E)
QP

Nach Satz 2.1 besitzt das Element xy im Funktionenkoérper F), genau einen
Pol, den wir mit P bezeichnen. Wir beschreiben nun unser Vorgehen fiir die
Konstruktion einer Basis des Vektorraums L(rPég )).

Definition 2.7 Sei Py bzw. P, die Nullstelle bzw. der Pol von z( in Fy. Wir
definieren

Op = {z € Fy |vp(z) > 0 fiir alle P € P(Fy) \ { Py, Pw}} = K|zo, 25"]

und, fiir n > 1, sei
On = iCFn (Oo)

Fiir n > 0 definieren wir
Rn = iCFn(OPO)-

Die Idee unserer Konstruktion ist es, Ganzheitsbasen fiir O,, iiber Oy bzw. fiir
R, iiber Ry zu finden, siehe §§ 3 und 4. Daraus kann man dann wegen

OnN R, = | JLrPY)

r>0

Basen der Rdume E(TPO(Q)) erhalten, fiir alle » > 0 und n > 0.
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3 Ganzheitsbasis tliber B

In diesem Abschnitt konstruieren wir eine Ganzheitsbasis von R,, iiber Ry.

Lemma 3.1 Sei E/F eine galoissche Erweiterung vom Grad n := [E : F] und
(u,...,uy,) eine Ganzheitsbasis fir P € P(F). Seien w, z1, ... , 2z, € E Elemente
mit den Figenschaften

1
vpr(w) =0, vpr(z) > 5 vpr (Auy, ...y uy)),
fir alle Fortsetzungen P' € P(F,,) von P und 1 <i <n. Dann ist

(wuy + 21, ... , WUy + 25)

eine Ganzheitsbasis an der Stelle P.

Beweis.
Seien o7, ... , 0, die verschiedenen Automorphismen von E/F. Sei ) € P(E) eine
Fortsetzung von P in E. Wir setzen m = vg(A(uy, ... ,u,)); dann gilt

Awuy + 21, ..., wuy +2,) = det (o5(wuy) + 04(2))° =
= det(o;(wu;))* = Ngp(w)?-det(u,. .., u,)*> mod Q™

da 0i(z;) € QUzI" und 2([%2] + 1) > m + 1. Nach der Dreiecksungleichung be-
kommt man

vg (A(wuy + 21,. .., wup + 2,)) = v (A(ur, ... ,uy)).

Die Behauptung des Lemmas ergibt sich nach Lemma 2.5.
g

Insbesondere, wenn die Basis aus Potenzen eines Elementes besteht, gilt fol-
gendes:

Lemma 3.2 Sei (1,u,...,u™ ") eine Ganzheitsbasis fiir P € P(F), 2 € E ein

FElement mait

1
vpr(2) > i'Upl(A(l,U, coou™h),

fir alle Stellen P'|P in E. Dann ist
(Lutz,...,(u+2)""1

eine Ganzheitsbasis an der Stelle P.
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Beweis.
Sei Q|P eine Fortsetzung von P, dann gilt fiir jedes 1 <i<n—1

: : 1
vo((z +u)' —u') > vg(z) > 5 vo(Aur, ..., up)).
Nach Lemma 3.1 ist dann (1,u + z,..., (u+ 2)""!) eine Ganzheitsbasis in P.
|

Sei n > 0. Wir bemerken, daf

ist (siehe [Stil, II1.2.6]). Deswegen sind wir, als néchstes, interessiert an Ganz-
heitsbasen in F,/F, ; fiir Stellen @ € S(=1)_ Bevor wir aber die allgemeine
Situation beschreiben, wollen wir ein paar Lemmata vorausschicken, die wir spé-
ter fiir die Konstruktion der Ganzheitsbasis benutzen werden.

NS
\Vx‘__/
N N
N
N Y
\/\jz \qu(q)/x%\;(q)/\/

K(zot—n

Abbildung 1:

Lemma 3.3 Sei (Q € SZ-(") mit 1 <i<n/2 und ;(Q) = a € QF, dann gilt:

vo(z) = g fir alle 0 <t <7,
vo(x;)) = 0,

vQ (.73@ - a) = qn—i’
vo(zy) = —¢" ' firalle i <t <n.



Beweis.

Die Verzweigungsindizes der Einschrénkung von @) in den Erweiterungen K (x;, x;41)
tiber K (x;), bzw. K(x;41) sind in Abbildung 1 gegeben. Daraus kann man leicht
die Behauptung des Satzes ablesen. ad

Lemma 3.4 Sei () € S](-n) mit n/2 < j<nund z;j(Q) =a € Q. Dann gilt:

vo(z)) = ¢', firalle 0<t<j,
(.73]) = 07‘

vg(z; —a) = ¢,
vo(r)) = —q¥7', firalle j<t<n.

Beweis.
Die Verzweigungsindizes der Einschriankung von () sind gegeben wie in folgender
Abbildung:

Abbildung 2:

Die Behauptung des Satzes folgt dann aus Abbildung 2.
d

Nun beschreiben wir Ganzheitsbasen von Stellen P € S™ 1Y in der Erweite-
rung F,/F, ;.

Lemma 3.5 Sei P € S™ V. Dann gilt:

i) (1 Lo ,mq%l) ist eine Ganzheitsbasis in F,,/ F,, 1 fir alle P € U St("fl).

n
1<t<n/2
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i) Fir P e S™Y mitn/2 <t<nist

2 2
x R
<l,xn+ L ,...,(:rn—l— L )q 1>
Tot—n Tot—n
eine Ganzheitsbasis in F,, [/ F, ;.
i) (1,2,,... 297" ist eine Ganzheitsbasis in der Erweiterung F,/F,_1 an der

Stelle P" V.

Beweis.
i) Sei P € U1§t<n/23t(n71), dann ist P voll verzweigt in F,/F, | und i ist ein
lokaler Parameter in P. Es folgt nach [Stil, II1.5.12|, daf (1, i, e ,xq%l) eine
Ganzheitsbasis fiir P in F,/F,_; ist. !

i1) Sei nun P € S it z(P) = a € Q*. Wir haben nach [Gar-Sti2, 3.4]

a2
VQ (ZL‘n + ) Z 0
Tot—n

fiir jede Fortsetzung @ € P(F,,) von P. Dann gilt

2 2
x; ( « (2 — a)(xy + a))
vol\T, + = v X, + +
© ( Tot—n ) @ ( Tot—n ) Tot—n
> min{0, vg(z — @) — vo(v2 1)} =

= min{0,¢"' —¢* "} =0.

>

Das bedeutet, daf das Minimalpolynom

2! 2 2q
w(T):Tq+T—( nol g T )
1

2

des Elementes x,, + i iiber F,,_; die Koeffizienten in Op hat. Wir bemerken,
Tot—n

dak die Stelle P unverzweigt in F),/F,_; ist. Daher gilt

2

vp<1/)'(xn+ T )):0:d(@|P)

Lot—n

fiir alle @ | P, und die Behauptung folgt nach [Stil, 111.5.10].
i1) Man kann leicht sehen, dafs
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Dann liegen alle Koeffizienten des minimalen Polynoms

q
xn—l
$(T) =T+ T — —"=L_
1

von x,, iiber F,_; in (’)Po(n_l). Ahnlich wie in 7), da die Stelle Po("_l) unverzweigt
in F,,/F,_ ist, gilt

op(¢'(wn)) =0 =d(@| ")
fiir alle @ | P. Nach [Stil, II1.5.10] ist (1,2, ... ,22" ') eine Ganzheitsbasis an der
Stelle "V, O

Definition 3.6 Wir bezeichnen

2
Ly

Yn =

Toin
n/2<j<n ~ 2T

Im néchsten Theorem beschreiben wir Bedingungen, die uns eine gemeinsame
Ganzheitsbasis fiir alle Stellen @ € S™= zu konstruieren ermdglichen.

Theorem 3.7 Sei w € F,, mit folgenden Figenschaften:

i) vo(w~+ x, +yn) > q(qg — 1), fir alle Q € S mit1 <t < n/2;

1 2 n
i) UQ(w+—+yn— i )>0,f1'jralleQ€S§)mitn/2§t<n;
Tn Tot—n

1
i) vo(w+— +y,) >0, fir alle Q € SE U {PM}.
T

n

Dann st

n n

eine Ganzheitsbasis in der Erweiterung F,/F,_, fiir jedes Q € S™=1.

Beweis.
Es folgt sofort aus Lemma 3.2, Lemma 2.6 und Lemma 3.5.
g
Nun wollen wir ein Element w, das den Bedingungen aus Theorem 3.7 geniigt,
explizit beschreiben. Zuerst miissen wir aber ein paar Zwischenresultate beweisen.

Definition 3.8 Fiir 1 < 5 < n definieren wir
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und fiir [ := [231], n/2 <t < n, setzen wir
2 q—1 2
T z;  +1
wi= -1, ut:zi(t )
Ty Tp—1Tn

Lemma 3.9 FEs gilt:

i) vo(u) >0, fir alle Q € Uicicny SZ-(n),

vo(u) <0, fir alle @ € U, s<j<n SJ(-"),
vpén)(u +1) =0, falls char(K) # 2.

i) Fir 3 <t<n
vg(ug) > 0, fir alle Q € s
vg(uy) < 0, fiir alle @ € S™ '\ (St(n) US,SR)),
vo(u, +1) =0, fir alle Q € S falls char(K) # 2.

Beweis.
i) ® Sei z;(Q) = a € Q" mit 1 < i < n/2. Wir schreiben u als
@D @
(D) @+ 1)

und wenden das Lemma 3.3 an:

n

vo(u) = ZUQ(xg—lﬂ)— > gt +1) =

j=1+1
— qnfi o (q o 1)(qn7i71 4 _}_qnfl) + (q o 1)(qnfl71 4+ 1) —
= 2¢"'—1>0.
e Fiir Q € S™ mit 2;(Q) = o € Q* (n/2 < j < n) gilt nach dem Lemma 3.4:
vo(m) =0

und folglich
vo(m) = ¢ — (=@ "+ 47" =

= ¢—(¢-D(d " +.. .+ ") =
= D) = P,

Das impliziert vg(u) = —vg(m,) = —¢% " < 0.

o Fiir P" gilt
vpm (U +1) = vpm (@' + D)@+ 1)+
T ) (@ 1) =

n
= Upm (2 + Z xffl + hohere Potenzen) =0,
i=1
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falls char(K) # 2.
it) ® Sei z,(Q)) = a € Q* mit n/2 <t < n, dann gilt nach Lemma 3.4

n—1

vo(u) = volzr —a)—(¢—1) Z vz — a) —vo(zn) =

= ¢+@-D(" " +...+FT) + >0

e Ferner sei Q € S™ mit 7;,(Q) = a € Q*, 1 <i < t. Wir betrachten zuerst
den Fall 1 <i < n/2 <t Esgilt

vo(mn1) = ¢" = (¢-1)(" "+ +q) =
= ¢(""=¢""+q=gq
und folglich ist
vo(ur) = 2vg(x?™" + 1) — vo(mo1) — volzn) = —2(¢ — 1)¢" "t —¢—1 <0,
Im Fall 1 < n/2 <i<tgilt
UQ(Wn—l) — qz’ o (q o 1)((]2i7(i+1) .+ q2i7(n71)) —
= — 4 = gL
Dann ist
vg(ur) = 2vg(x]™" +1) = vo(ma-1) — vo(ua) =
— _2((] o 1)q2i—t _ q2i—n+1 + q2i—n < 0.
Sei nun @ € S™ mit 2;(Q) = a € Q*, t < j < n, dann hat man

n—1

volur) = =Y wo(af™' +1) —vg(zy) =

=7

= - (qj — (=D (¢ "+ 4T - qu‘”> =
= (¢ =+ g7 =TT =T — T <0,

Fiir Pén) ist es leicht zu sehen, dak v, (u;) = —¢™ < 0.
0
o Schlieflich, fiir @ € SI mit ,,(Q) = a € O gilt

volug+1) = vQ((ngl +1)% + Wn,lxn) —

= UQ((xgil + 1)2 +am,—1 + anl(l‘n — a)) =
= vo((1+a) + (rn — a)mp_1 + R(21,... ,25-1)) =0,

(falls char(K) # 2) wobei R(z1,...,x,—1) ein Polynom in Klxy,... ,z,_1] ist
und R(0,...,0) = 0. Das beweist das Lemma. 0
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Lemma 3.10 Fir Q € S™, n/2 <t <n gilt

2

vo(@n) > —", vQ(i) > —¢" und vQ(xit_n) > —¢".
Insbesondere hat man
Vpo (Tn) = ¢"
und, fir Q € 5§ U{P™M},
volyn) = 2¢l" %) — g2l

Bewess.

1
Es ist klar fir z,, und —.
xn

Die Bewertungen des Elementes z,, + il (n/2 <t <mn)bei @ € S™ lassen
T2t—n
sich mit Hilfe des Lemmas 3.3 und 3.4 berechnen:

Vg =
Lot—n

(—2q”_t + g2 falls Q € Sl(") und 1 <1 <2t —n<t<mn

—2q", falls Q € SI.,;

—2¢" "t — ¢® % falls Q € Sl(n) und 1 <2t —n<l<n/2<t<n;

—2¢%t —? " falls Q € Sl(n) und 1 <2t —n<n/2<1<t<n

v

—g?m, falls Q € S\™;
2¢" — ¢*", falls Q € Sl(n) und 1 <2t—n<t<l<m

—2¢?t — @22 falls Q € Sl(n) und 1 <n/2<1<2t—n<t<n;

2¢8 — ¢? ", falls Q = Po(n).

\
2

In jedem Fall ist also UQ< T > > —q".

Lot—n

Schlieklich, fiir @ € SY” U {P™} ist die Folge

72 N
v ? — (2(]7, —q zfn>
( ¢ (x2ln> > [2H]<i<n—1 [ ]<i<n—1

monoton steigend. Das beweist, dafs

vol(yn) = 2¢l" 5] — g2l
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Definition 3.11 Wir definieren

&= (1J1ru)

und, fir n/2 <t <mn,
1
nt T (1+ut)

Lemma 3.12 Sei T/K ein Funktionenkorper, und T'y, Ty seien disjunkte Teil-
mengen von P(T). Sei weiter z € T mit

qn+1 qn+1

1
’X'_(x%+xn+1> ’

qn+1

vp(2) >0 ,  firalle PeTy,
vp(z) <0 ,  firalle P €Ts.

1
Wir bezeichnen z := ——. Dann gilt
1+2

vp(Z—1)>0 , firalle PeTy,
vp(z) >0 ,  firalle P €Ty

Bewezs.
Fir P € I'; hat man

—Z
UP(Z—l) :Up(1+z) > 0.

Ahnlich ist fiir P € Ty
vp(Z) = —vp(z) > 0.

O

Korollar 3.13 Sei char(K) # 2. Man hat fir die Elemente &, ny (n/2 <t <mn)

und x:
)
vo(E—1) > "™ | fiir alle Q € U1§i<n/25§n),
UQ(f) > qn—l—l . fir alle Q € Un/2§j§m5v](_1z)7
vpe (€) = 0;

i) firn/2<t<n

L i alle Q € S,
ML giralle Qe S® (57 US(),
ve(n:) =0 ,  firalle Q€ S,
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iii)

vo(x —1) > ¢"*" | firalle Q€ ST(L”) U {Po(n)},
vo(x) > ¢" ,  firalle Q€ u;?;llsi(")

Beweis.
Wegen Lemma 3.9 und Lemma 3.13 geniigt es, die Aussage nur fiir x zu beweisen.

Wir haben
q
vo(x — 1) = qn+1UQ( o T I

ﬁ) > ¢t fiir alle Q € 5’7(1") U {P()(n)};
Tn Tn

und
vo(X) = =" g (al + 2, + 1) > ¢", fiir alle Q € UM 5™

O
Lemma 3.14 Sei T/F, ein Funktionenkdrper und T';, (1

junkte Teilmengen von P(T). Sei z; € T und r; € Z, (1
(1 < j < m) Elemente in T mit den Figenschaften

< m) seien dis-
< m). Seien w,

ININ

vp(w;j —1)>r;—s , firalle P €Ty,
vp(w;) >r—s , firalleP ely, i #j,

wobei s = min; j{vp(z) | P € T';}. Wir bezeichnen z = — ijzj. Dann ist
j=1

vp(z + 2;) >, firalle PeT;(1<i<m).

Beweis.
Sei P € I';. Dann gilt

vp(z + 2) —vp E:U)Jz]%—zZ —UP< ijz]> > 1.

J#i

0
Nun konnen wir das in Theorem 3.7 erwdhnte Element explizit beschreiben.

Satz 3.15 Das Element

w: = —xn<§+ > m)—xl—n(er > m)—

n/2<t<n n/2<t<n
22
- yn(§+x+ > m)+ > ( . )m
n/2<t<n n/2<t<n 2t=n

erfillt die Bedingungen von Theorem 5.7.
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Bewes.
Wir schreiben das Element w in der Form

1 1 2
w:—(xn—l—yn){—(a—l—yn)x— Z (wn+a+yn—(xn+xit_n)>nt.
n/2<t<n

und priifen die Bedingungen des Theorems 3.7.
Es folgt aus Lemma 3.10, 3.13 und 3.14

i)
vo(w+z, +ya) > " —¢" > q(g—1), firalle Qe |J S,
1<i<n/2
ii)
2

1 X n
VoW + — + Ty + Yy — ——) 2 " —¢" >0, firalle Qe |J S
Tp Tot—n .
n/2<j<n

Fiir Q € SY U {P{™} gilt

UQ(w+xi+yn) ==

1 x?
:UQ(_(xn+yn)§_(i_i_yn)(x_l)_ Z (xn+x_+yn_xt )77t>2
nj2<t<n n 2t—n
> min{2¢"5] — @ZF ) —gn 4 gn1y falls @ = B >0
~ | min{vo(ya) + ¢* L, —¢" + ¢" L, vg(ya)}, falls Q € STV ’

d.h. das Element w erfiillt die Bedingungen des Theorems 3.7.
d

Nun betrachten wir den Fall char K = 2. Wie wir im Satz 3.15 gesehen haben,
erfiillt das Element

w:i o= —$n(f+ Z Ut)—xl—n(X‘i‘ Z 77t)—

n/2<t<n n/2<t<n
2
- yn(§+x+ > m)+ > (:cn+x . )m
n/2<t<n n/2<t<n 2t-n

die Bedingungen von Theorem 3.7, sobald wir die Elemente &, 17, (n/2 <t < n)
und Y mit den Eigenschaften
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vQ(f_— 1) > g"tt,  fiir alle Q € U1§i<n/25i(n)>

(3)

ii) firn/2<t<n

vo(i — 1) > ¢+, fiir alle Q € S\,
vo(ne) > ¢tt,  fiir alle @ € S™ '\ St(n),

iii)

UQ(X — 1) > q"+1, fiir alle @ € 57(171) U {P()(n)}’
vo(x) > ¢, fiiralle Q € U?z_fsi(n)

haben. Wir definieren sie wie folgt:

Definition 3.16 Fiir 1 <[ <n, a € Q0* bezeichnen wir

1 1
V,a ‘= (xl - Oé) (ZL‘% T, + xn); Wy, = 14 ,Uzna+1
und
£:= Z Zwl,a, Ny = Z wy,o (n/2 <t <n),
1<l<n/2 a€Q* acQ*
_ 1
X Wl +

Lemma 3.17 Die Elemente &, 17, (n/2 <t < n) und X erfiillen die Bedingungen

(3), (4), (5).

Um das zu beweisen, brauchen wir folgendes Lemma:

Lemma 3.18
1 B 1
Th + Ty BEQ%—B'
Bewess.
Wir haben
L f()
BGan_B .73%—{-.73”’

fiir ein f(x,) € Klz,| mit deg f(z,) < q.
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Sei a € €2, dann gilt

1+Zin:a f(xn)

peq n 5 - HﬂEQ(xn _6)
Ba pe

und folglich

Andererseits gilt

> 1@ -5 = (H(xn—ﬁ))lz (22 +2,) = 1.

YEQ BEN BeN
B#y

Dies impliziert

[[(@=8)=rl)=1,
i

fiir alle « € Q. Da deg f(x,) < ¢ und |Q| = ¢, bekommen wir f(x,) = 1.

O
Beweis des Lemmas 3.17.
Wir schreiben das Element v; , in der Form
Vo = (T — @) (Z ! +x )
t,a = (Tp — n | -
Ben Ty — 6
Jetzt sieht man, dafs
vg(v,a) >0, fir Q€ Sén) mit 24(Q) = «,
vo(va) <0, fir Q€ S™ mit 2,(Q) # a.
Dann gilt fiir w; , nach Lemma 3.12
vo(wi,o — 1) > ¢ fiir Q € St(n) mit 4(Q) = «,
vo(weq) > ¢", fiir Q € S™ mit 2,(Q) # «.
Fiir x gilt die Aussage nach Korollar 3.13.
O

Nachdem wir eine Ganzheitsbasis fiir R, iiber R,_; berechnet haben, kann
man leicht eine Ganzheitsbasis fiir R, iiber Ry erhalten, indem man Produkte von
Basiselementen bildet. Dazu benétigen wir das folgende Lemma, dessen Beweis
trivial ist.



20 3 GANZHEITSBASIS UBER P,

Lemma 3.19 Firl <i <n sei (wgi), . ,wéi)) eine Ganzheitsbasis von R;/R;_.
Dann bilden die Elemente

[T, 1<ii<q
1=1

eine Ganzheitsbasis von R,/ Ry.
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4 Ganzheitsbasis aufserhalb £, und P,

In diesem Abschnitt konstruieren wir eine Ganzheitsbasis fiir O,, iiber Oy. In
anderen Worten, wir finden eine Ganzheitsbasis in F,/F; fiir alle Stellen @, die
weder ein Pol noch eine Nullstelle von xq sind.

Unsere Konstruktion basiert auf folgendem Satz ([Stil, I11.3.4]):

Lemma 4.1 Sei F/K ein Funktionenkorper, E/F sei eine endliche separable
Funktionenkdrpererweiterung vom Grad n. Sei R ein ganzabgeschlossener Unter-
ring von F mit Quotientenkérper F. Ist (z1,...,2,) eine Basis von E/F mit

zi € icg(R) und (27, ... ,z%) seine duale Basis, dann gilt:

iRzi Cicg(R) C iRz;‘
i=1 1=1

Lemma 4.2 Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0, und L = K(«) mit
a’+a€eK und L:K]=q=p".
Dann ist (1, ... ,a%"") die duale Basis zur Basis (1 +a% ', a?7% ...  a,1).

Beweis.
Das Minimalpolynom von « iiber K ist

o(T) =T+ T —~ € K[T).

o(T) = (T —a)(TT  +aT 2+ ...+ af*T + (1 + a71)),

und nach [Stil, TIL.5.10] ist (1 + a4 ', a2, ... ,a,1) die duale Basis zu Basis
(1,a,...,a971). O

Lemma 4.3 Seien M /L und L/K separable Korpererweiterungen von endlichem
Grad. Seien (ay,...,as) bzw. (B1,...,0:) Basen von M/L bzw. L/K. Wir be-
zeichnen (af, ..., af) bzw. (Bf,...,5;) ihre duale Basen. Dann ist

fajBll<i<s 1<j<t)

die duale Basis von
{a; |1 <i<s, 1<j<t}

in der Erweiterung M /K.
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Beweis.
Wir bezeichnen mit Trps/z, Trp g und Try i die Spurabbildungen bzgl. M/L,
L/K und M/K; dann haben wir fiir 1 <i,k < sund 1< j, 1<t

Trayx ((0ily) (i By)) = Troyu ((8;8)) Trayn(euay)) =
Tk ((Bi6)0ik) = by,

wobei ¢;; das Kronecker Symbol bezeichnet.
[l
Wir kommen nun zuriick zu dem Funktionenkorperturm F = (Fy, Fy, F, . ..)
aus §2.

Definition 4.4 Wir definieren

Uy = (xg_l + 1)(x'f_1 +1)
Uy, = (xg_l + 1)3:‘{_2

und, fiir 2 <1 <n,

Uy g-1 = 1.

Sei
Eni={v=(,...,1p)|0<y;, <qg—1}.

Firv = (v,... ,v,) € &, setzen wir

n
Uy ‘= | | Uy, p; -
i=1

Lemma 4.5 Die Familie (u, |v € &,) ist eine Basis von F, /Fy. Ihre duale Basis
(uj v € &,) ist gegeben durch

n
1
* 1243
v qg—1 A
L

Beweis.
Dies folgt offensichtlich aus Lemma 4.2 und 4.3. O

Lemma 4.6 u, € O, fir allev € &,.
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Beweis.
Die Elemente u,, lassen sich in der Form u, = (24 "+1) f(zy,... ,2,) beschreiben,
mit Polynomen f(xy,...,z,) € Klxy,...,z,].

Sei @) € P(F,,) mit Q N Fy # Py, Ps. Dann gilt:
i) Ist QN Fy keine Nullstelle von xg_l +1, dann ist @ kein Pol von z1, ..., z, (ein
Pol von x; muf entweder ein Pol von z, oder eine Nullstelle von zf + zy sein).
Daraus folgt, daf f(xy,...,x,) € Og und daher u, € Oy,.
it) Ist @ N Fo eine Nullstelle von xp — o mit o € Q*, dann ist vg(zl " + 1) = ¢"
und vg(z;) = “J fiir 1 < j < n. Es folgt

vQ(ug)ZCJ”—(q—l—vl)Q”’l—(q—l—Vz)q”’Z—---—(q—l—vn)Z
>q"—(q—1)(¢" "+ P+ 1) =1,

d.h. Uy € OQ.
Wir bemerken, daf
On= [] 0q
QEP(Fr)
QNFo# Po,Pso
(siehe |Stil, II1.2.6]). Das beweist das Lemma. O

Lemma 4.7

n

O, CZOOU +1ZKx0,xo]Hx’i’i.

Vegn Vegn 1=1

Bewers. Nach Lemma 4.6 ist

> Ouy, C Oy

veén

Dann folgt die Behauptung des Lemmas aus Lemma 4.1.
g
Im néchsten Theorem werden wir eine Ganzheitsbasis von O,, iiber O, =
K[y, z5"] ausrechnen.

Theorem 4.8

Op = O+ (z8 +1) Z OOH:&

O¢V€£n =1

Beweis. Sei z € O,,. Nach Lemma 4.7 gilt
N fu

O |t

vee, T+l =1

mit einem N € Z und Polynomen f,(zy) € K|xy).
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Sei Q € P(F,) mit vg(zd "+ 1) > 0. Dann gilt vo(zf ' + 1) = ¢" und

n n

vo([ ) = =S g™ .

i=1 =1

Diese Werte sind paarweise inkongruent modulo ¢".
Wegen vg(z) > 0 und vg(z5 ™) = 0, folgt

N

|

N

o +1

0
fiir alle v # 0. Das impliziert (20 " +1) | fo(wo) und (x4 " +1)?| f,(20) fiir v # 0.
Daraus folgt, dafs

und

0, C O+ (zd " +1) Z Oy ﬁx;’

0#veln 1=1

Die inverse Inklusion liefert uns das Lemma 4.6. O

Korollar 4.9 Fiir alle P # P,, Py, bilden die Elemente

1, firv=20

(8 D[, 2%, firv=(v1,...,vn) #0

eine Ganzheitsbasis an der Stelle P. Ihre duale Basis (w}, |v € &,) ist gegeben als
(2 4+ 1) Yy, firv =20

) @8+ 1), firv#0.

Bemerkung 4.10 Fiir den Ring
Q, = U L(rPM™)

r>1

gilt Q,, C O, (siehe Abschnitt 2), d.h. jedes z € Q,, kann geschrieben werden, als

2= gu(wo)w,

vesy
mit g, (z9) € K[xg, 25']. In anderen Worten,

gg(%)l“g S K[!Eo] fiir ein a € N.
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Wir wollen den Exponenten a abschétzen.

Lemma 4.11 Sei ) € P(F,

~—

eine Fortsetzung von Py. Dann gilt

v

vo(u,) > —(¢" ' = 1) fiir alle v € &,.

Beweis.
Zuerst betrachten wir den Fall vg(x,) > 0. Dann vg(x;) > 0, fiiralle0 <i < n—1,
und folglich vg(u,) > 0.

Sei nun @ € P(F,) mit vg(z,) < 0. Da vg(xy) > 0, existiert genau ein j
(1 <j<n-—1),sodak Q eine Nullstelle von z; — @ mit @4~* +1 = 0 ist. Dann ist
vo(z;) > 0 fiir 0 <4 < j, und vg(zj4;) > —¢" ! fiir 1 <i < n—j. Das liefert
uns

vo(u,) > (¢ =" 2+ ¢" P+ ... +1) =—(¢" = 1).

[l
Lemma 4.12 Jedes z € Q,, kann in der Form
z =gy @Y (ho(:ro) () Y h,,(xO)HxZ'-’i>
0£VEEs i=1
dargestellt werden, mit Polynomen h,(zo) € K|xo).
Beweis.
Wir schreiben z € Q,, als
2= gu(wo)wy,
veEy
mit g, (zp) € K[xg, 24 '].
Sei ) € P(F,) eine Fortsetzung der Stelle P, p € &,. Dann gilt
vo(w;,) = vg(u,), wegen Korollar 4.9.
Weiter ist
vo(2wy) = vo(zuu) > vo(u,) > —(¢" ' = 1),
und folglich gilt
vzl 71wZ) > 0.
Das liefert uns
Upy (Tan/Fo(zxgn_ 71w;)) =Up (xg”— 71Tan/Fo(sz)) = UPo(xgn_ 719#(330)) > 0.

Da g,(7¢) € K|z, z5"], bekommen wir

n—1_
2y Tgu(o) € Klxo)-
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Bemerkung 4.13 Wir bezeichnen als ¢ den Fiihrer der Weierstrak-Halbgruppe
von P und setzen s = ¢+ q". Ist eine Basis von E(SPCEZ?)) mit paarweise
verschiedenen Polordnungen gegeben, dann ist es leicht zu sehen, wie man eine
Basis des Vektorraums [,(TPCSZ} )) fiir ein beliebiges 7 > 0 konstruieren kann. Man
multipliziert mit entsprechender Potenz von .

Der Fiihrer ist bekannt (siehe [Pel-Sti-Tor, 2.1]), er ist < ¢"*'. Also wird es

ausreichen, den K-Vektorraum £((q"™ + ¢" — 1)P{) zu konstruieren, um alle
Vektorrdume E(TPCEZ? )) explizit beschreiben zu konnen.

Theorem 4.14 Jedes z € L((¢"" + ¢" — 1)P) kann, in der Form

z:%w”l(@ww+uzuﬁ>EZhd%ﬂﬁﬁ?

0#veely i=1

geschrieben werden, wobei h,(xy) € K|xy] Polynome vom Grad
"' +q—1, firv=0

deg h, <
g hulzo) < "', firv#0

sind.

Beweis.
Sei z € L((¢"™ + ¢" — 1)P§2>) C Q,. Nach Lemma 4.12 existieren Polynome
hy(zo) € Klxo], sodak

p= g @Y (hg(xo)+(xg_1+1) 3 hz(%)l—[fcz-”i)
1

0#vEE, i=

Fiir 0 < ¢ < n gilt v, (z;) = —¢"~*. Daher sind die Werte

P

n n
e ([ ) = = Yowa™
i=1 i=1
paarweise inkongruent modulo ¢”. Dann folgt wegen

vpe (2) 2 = (" +¢" - 1),

dals

n—1

op (g T Pho(20)) 2 —g" — ¢ + 1
= ("' = 1)¢" — ¢"deghy(zo) > —¢" —¢" +1
= ¢"'—1- deg ho(xo) > —q
= deghy(zo) < ¢ l+q—1.
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Ahnlich erhalten wir fiir v #0:
o (5™ 41 e [[o) 2~ 4t - )

= (qn—l o l)qn o ((] o 1)qn o qn deghg(xo) o Viqn—i Z _(qn+1 +qn o 1)
i=1

= ¢ —q— deghy(r0) > —(q+ 1)+ ¢ "1+ > vig"™)
i=1
= ¢ ' +1>degh,(z) + 1
= degh,(zp) < ¢" "

O

Bemerkung 4.15 Als néchstes fiir die Bestimmung einer Basis des Vektorraums
L(rP) braucht man eine Basis des Durchschnitts

OnNR, =] L(rPY)

r>0

tiber Oy N Ry = K|x]. Danach kann man die Elemente einer solchen Basis nach

steigender Polordnung bei P sortieren und dadurch eine Basis von E(TPO(Q ))
erhalten.
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5 Ein anderer Funktionenkorperturm

In [Gar-Stil] wurde ein anderer als der in §§ 2—4 betrachtete Funktionenkorper-
turm iiber F,2 untersucht, und es wurde gezeigt, dak auch dieser die Drinfeld-
Vladut-Schranke erreicht. In diesem Abschnitt prisentieren wir einen neuen Be-
weis fiir diese Tatsache.

Der in |Gar-Stil| untersuchte Turm & ist gegeben durch F = (F, Fy, F, .. .)
mit

F1 = K(ZL‘l)
und fiir n > 1 ist
Fn+1 = Fn(zn—l—l);
wobei z,4; die Gleichung
ZTL

q _ g+l - o
g1 F Znpr =28, mit x, = " (6)
n—1

erfiillt. Wir setzen z,,1 = x,112, in (6) und sehen, daf

1

q _
A R ol | 1 = Tn-
Tn

Wir definieren den Turm 7 = (73,75, T3, ...) durch
T, :=K(xy,...,z,)

mit der Gleichung

Ty +xi+1F =x; fir 1<i<n-—1;
i

dann gilt also T; = F;.
Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist:

Theorem 5.1 Der Funktionenkdrperturm T erreicht die Drinfeld- Viadut-Schranke
tiber B2, d.h.

N
AT) = lim 9(T;)

Zur Vorbereitung des Beweises wollen wir folgenden Satz vorausschicken, den
wir spater noch mehrfach benutzen werden.

Satz 5.2 Sei der Funktionenkérper F = K (y, z) durch die Gleichung

1

definiert. Dann gilt:
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i) Die Erweiterung F/K (y) ist galoissch und

[F: K(y)] =[F: K(z)] = ¢

ii) Die Funktion y hat einen einzigen Pol Py, in F'; die Stelle Py, ist vollver-
zweigt in F/K(y).

iii) Die Funktion z hat eine einzige Nullstelle Qo in F. Diese Stelle Qg ist
vollverzweigt in F/K(z).

i) Die Stelle Qo N K (y) ist voll zerlegt in F/K(y). Sind Qo, Ry, ..., R4y die
samtliche Erweiterungen von Qo N K (y) in F, dann sehen die Hauptdiviso-
ren der Funktionen y und z in F' wie folgt aus:

(Y) =Qo+Ri+...+ Rym1 — ¢Px,

(2) =qQo — Ry — ... — Ry — Pu. (8)

v) Die Stelle Py, ist die einzige Stelle in F, die iber K(y) verzweigt ist. Ihr
Differentenexponent in der Erweiterung F'/K (y) ist

d(Py) = ¢* +q — 2.

vi) Die Stelle Qq ist die einzige Stelle in F, die tber K(z) verzweigt ist. Ihr
Differentenezponent in F/K(z) ist gleich

d(Qo) =¢" +q—2.

Bewets.
Das Polynom

o(T) =T + Tﬁ e K(y)[T]

ist irreduzibel iiber K (y); daher ist ¢(7") das Minimalpolynom von z in der Er-
weiterung F/K(y), und der Pol von y ist vollverzweigt in F'/K(y), sieche [Stil,
I11.1.14]. Insbesondere ist [F': K(y)] = q.

Die Nullstellen des Polynoms

AT) = ()" + (1)~ o)

sind von der Form (z + ), wobei o € 2. Sie sind alle verschieden und liegen im

Korper F. Das bedeutet, da die Erweiterung F'/K (y) galoissch ist.
Das Element y hat folgendes Minimalpolynom in F/K (z):

B(T) =T =T 127 — 2.
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Wir wenden den Satz [Stil, II1.1.14| wieder an und finden, daf z eine einzige
Nullstelle @)y in F' besitzt. Diese ist in F/K(z) vollverzweigt. Damit sind die
Aussagen 1), i7) und 7ii) bewiesen.

Nun beweisen wir die Aussage iv). Wir setzen u := zy. Die Gleichung (7) ist
dann dquivalent zu

ul +u =yt (9)

und es gilt
qur,, (u) = vp, (U +u) = (¢ + 1)ve, (y).
Daraus folgt
vl (Y) = —q, vp(u) =—(¢+1)

und schlieflich vp_(z) = —1.
Ahnlicherweise bekommen wir aus (7) mit Hilfe der Dreiecksungleichung

o (9) = v = 1) = gy (5 ) = van(2) = (4 = 1vigu(o).

denn vg,(2) = ¢ und vg,(y) < ¢. Also ist vg,(z) = qug,(y) und folglich v, (y) =
1. Das bedeutet, dak die Stelle ()y unverzweigt in F//K(y) ist.
Da @)y vollverzweigt in F/K (%) ist, gilt deg (Q)y) = 1. Wir benutzen die Tat-
sache, dafs die Erweiterung F//K (y) galoissch ist. In diesem Fall gilt
q=[F: K(y)] = e(Qo)[(Qo)r =7

(siehe [Stil, II1.7.2]), wobei r die Anzahl der Erweiterungen von Qo N K (y) in F'
ist. Also ist die Stelle Qo N K (y) voll zerlegt in F//K (y) und der Hauptdivisor des
Elements y ist gleich

(y):QO+R1+...+Rq_1—qPOO.

Zu iv) bleibt es nur noch zu zeigen, dak vg,(z) = —1, fir 1 <7 <n —1. Da
(o die einzige Nullstelle von z in F' ist, gilt vg,(z) < 0 und

vr (2 = y) = qug,(2).

Schliefslich bekommt man aus (7)

qur,(2) = vr, (2" — y) = v, (2) — (¢ — g, (y)
und
URi(Z) = _URi(y) =—-L

Zu v). Sei P € P(F)\{Px,Qo, R1,... ,Rs_1}. Wir zeigen, dak die Stelle P
unverzweigt in F/K(y) ist. In der Tat:
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das Minimalpolynom ¢(7') von z iiber K (y) hat Koeffizienten in Op, dann folgt
nach [Stil, I11.5.10]

0 < d(P) < op(¢/(2)) = vp (yi) 0

Nach dem Dedekind’schen Differentensatz (siehe [Stil, II1.5.1]) ist P unverzweigt
in der Erweiterung F'/K (y).
Nun berechnen wir den Differentenexponenten der Stelle Py, in F'/K (y). Das

Element t := 1/z ist ein lokaler Parameter von P,,. Sein Minimalpolynom ist
gleich
41 1
o(T)=T1-T""— — —.
yi oy
Wir wenden den Satz [Stil, II1.5.12] an und erhalten
1 1
AP = e (F) =vn (5 ) =+ a2

Der Beweis von vi) geht dhnlich. Das Element y ist ein lokaler Parameter von
(o und sein Minimalpolynom iiber K(z) ist ¢)(T"). Dann gilt wieder nach dem
Satz |Stil, I11.5.12]

d(Qo) = vo, (V' (y)) = v ("y" %) =" + ¢ — 2.

Der Turm 7 = (11,...,T,) hat folgende Eigenschaften:

Satz 5.3
i) [T K(z;)] = ¢!, fiir alle 1 <i <n.

ii) Sei P € P(T,) ein Polvon xy inT,. Dann ist P auch ein Pol der Funktionen
To, T3, ..., Ty. Die Stelle P ist vollverzweigt in T, /11 und unverzweigt in
T,/ K (x,). Der Differentenexponent d(P) von P beziglich der Erweiterung
T,/T, 1 ist gegeben durch

d(P) =q¢*+q— 2.

iii) Ist R € P(1,) eine Stelle, die weder ein Pol noch eine Nullstelle von xy ist,
dann ist R unverzweigt in T,,/T}.

Beweis.

Sei P € P(T,,) ein Pol von x;. Die Einschrankung von P auf T} ist vollverzweigt
in 75/T) und nach dem Satz 5.2 ein einfacher Pol von z5. Das Element xs hat
ein einzigen Pol in K (x5, x3). Er ist vollverzweigt in K (x5, x3)/K (x2) und ist ein
einfacher Pol von z3. Per Induktion bekommt man dann heraus, daf P ein gemein-
samer Pol von z,,...,x, ist und die Verzweigungsindizes der Einschrankungen
von P in den Erweiterungen K(z;, x;11)/K(x;) (bzaw. K(x;, xip1)/K(xi41)) wie
in Abbildung 3 gegeben sind.
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Iy \
ATATNATAY

Abbildung 3:

Die folgenden Aussagen ergeben sich aus Satz 5.2 und der obigen Abbildung:
i) P ist vollverzweigt in T;,/T) mit dem Verzweigungsindex ¢"~'.

)
i) [T, : K(z;)] =¢" ! fiiralle 1 <i < n.

iii) P ist unverzweigt in 7,,/ K (z,,).

iv) Der Differentenexponent von P in der Erweiterung T, /7T, ist

d(P)=q¢*+q—2.

Sei jetzt R € P(T,), und R sei weder ein Pol noch eine Nullstelle von ;.
Per Induktion kann man leicht mit Hilfe von Satz 5.2 sehen, dals R auch we-
der ein Pol noch eine Nullstelle von z; fiir alle 1 < ¢ < n — 1 ist. Nun zeigt
der Satz 5.2,dak R unverzweigt in allen Einschrénkungen K (x;, x;11)/K(z;) und
K(z;,x;41)/K(x;41) ist. Folglich ist R unverzweigt in den Erweiterungen 7,/ K (z;)
firallel <i<n-—1.

O
Nach obigem Satz bleibt noch das Verhalten der Nullstellen des Elementes
x1 in der Erweiterung 7),/7T,_; zu untersuchen, um den Grad der Differente
Diff(7,,/T7) bestimmen zu kénnen.
Nach dem Satz 5.2 bekommen wir folgende Moglichkeiten fiir eine Nullstelle
Q € P(T,) von z:

a) @ ist eine gemeinsame Nullstelle von zy, xo, ... , 2.
b) Es existiert ein ¢, 1 <t < n mit

i) @ ist eine gemeinsame Nullstelle von z1, ... , 2y,
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ii) @ ist gemeinsamer Pol von zy4q,... ,Z,.

(Wir bemerken, daf die Bedingung: Q) ist Nullstelle von x; und Pol von x;q
beide 7) und i) impliziert.)

Im Fall a) hat die Einschrankung von @ in K(x;,x;;,) iiber K(z;) (bzw.
K(z;;1)) die folgenden Verzweigungsindizes:

FRTATaRTAY

Abbildung 4:

Es folgt dann, daf @) unverzweigt in T, /77 ist. Aukerdem ist @) vollverzweigt
in der Erweiterung 7, /K (z,), und @ ist die einzige gemeinsame Nullstelle von
T1yeew 3Ty

Im Fall b) sehen die Verzweigungsindizes der Einschrinkung von @) in den
Korpern K (x;, x4 1, T;42) folgenderweise aus:

AT AT
TaTaTaTaTay

$t+1 $t+2 $t+3

Abbildung 5:

Leider ist es unmdoglich, die Verzweigungsindizes von () in der Erweiterungen
T,/K(z;) aus diesem Bild fiir alle ¢ zu bestimmen. Was ist insbesondere der
Verzweigungsindex der Einschrédnkung von @) in

K($t71,$t;$t+1,$t+2)/K($t71;$t,$t+1)7
Satz 5.4 Firl < k <t—1 definieren wir Ey := K(xy_g, ... ,Tyx) und Hy =

Ex(z1541)- Ist Q € P(Hy) sowohl eine Nullstelle von x;, als auch ein Pol von
Tiy1, dann ist die Stelle QQ unverzweigt in Hy/Ey.
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\/\/
\/\/\/
\/W%\/\/
\/\/\/\/\/

fEt lafL't $t7$t+1

NATATATATAY

:Et+1 fEt+2 $t+3
Abbildung 6:

Beweis.
Die eingekreiste (D in der Abbildung 6 ist das Ziel unseres Beweises. Die anderen
Verzweigungsindizes von () erhélt man daraus unmittelbar.

Fiir 1 <t <n —1, bezeichnen wir u;,, := 244124 Dann gilt fiir jedes z € E

Hy = E(uip11 — 2).
Das Minimalpolynom des Elementes w41 — 2z liber Ej ist
p(1) =T+ T = (affy — (' + 2)).
Wegen vg (¢ (uirr+1 — 2)) = vg(1) = 0, bleibt es nur zu zeigen, daf ein z € Ej
mit
00 ((urrisr = 2)7 + (Ursrss — 2)) = vo(afiy — (27 +2)) 2 0

existiert, siehe [Stil, II1.5.10].
Fiir 2; und w1 haben wir vg(u;11) = 0 und vg(z;) > 0. Dann folgt aus der

Gleichung

g+1
H (wesr — ) = ugyy + wp = 2,

(Y]
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dals ein @ € Q* mit vy (ur41 — ) > 0 existiert.
Wir beweisen durch Induktion iiber k die folgende Aussage:

adtl \1 adt!
(Ut+k+1 - > + (Ut+k+1 - > = 0(1).

Ut41—k Ut41—k

. aitl
Daraus folgt dann insbesondere, daf w1 — T T O(1).

Fiir £ = 1 hat man H; = E}(us12), und es gilt an der Stelle Q:

udt!
(w1 — )T + (uppr — @) = wlpy + Uy = xf“ - xflﬂ -
t—1
_ M - 1 Ol
ug_l 1 t t t

Weiter ist

(1—uf™" +O)) = (w41 — ) =

Upp1 — = Uy
=u{(1—uf" + O(uf)),

und folglich

1

——— =, (1 +uf T+ OW]) =u  +uyt + O(). (10)
U411 — &
Andererseits gilt an der Stelle ():

(upr —a@)?+a?  af

qg—1 - g1
Uy + 1 Uppy — 1

q —
Upyg + Ut =

+ o). (11)

Wir schreiben uf, | +1 = (uz1 —a)h(usy1), wobei h(us41) ein Polynom vom Grad
q — 2 ist. Differenzierung dieser Gleichung ergibt:

—uf i} = h(u) + (s — a)h' (),

und folglich ist h(a) = —a?"2 Da
l—ah(a)=1—a(—a?™?) =1+a?' =0,
bekommen wir:

al Oﬂ(l — ah(ut+1)) + aft! — art! + 0(1) (12)

q—1 - q—1 _ —
Uy +1 Uy +1 Uppr — Q@ Uy — Q




Endlich liefern (10), (11) und (12) (da (a4t!)? = a?™!) das Ergebnis:

q " Lowm="" 4o
Ujo + Uppo = + = + =
2 e u;ﬂ:ll +1 Upp1 —
adt™\? et
_ ( ) + 9 Lo,
Uy Uy

Sei nun k£ > 2, so haben wir an der Stelle Q:

ul Upt i
q S t+k _ + _
Upy iy T Uthkt1 = Ty = 11 ()t
ufty + Ug i

= U/t+k(1 — (U/t_i_k)qil + O(u;‘gk))
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Da vg(urr) = vo(@iikTiik—1) < 0, ist @ eine Nullstelle des Elementes utjrlk.

Dann gilt:
Ug g F Uk = U + O(1).
Andererseits hat man an dieser Stelle:

Ug+1 k
U aop T Utrz—k = P
t+1 k +

Da vg (uir1-k) > 0 ist, gilt

Upyo—f = Ug+1_k(1 Ut+1 kT O(ut—i—l k))

und

ut_+12 k= ut+1 k(l + ut+1 kT O(Ut+1 k)) = Ut_fkk + “t_+117k +O(1).

Nach Induktionsannahme ist

adt!

+ O(1),

Utk =
Ut+2—k

dann liefern (13), (14) und (15)

e
Uf oy F Uk = g + O(1) = - +0(1) =
adtl \ 1 adt!
= ( > + + O(1).
Ut41—k Ut41—k

Das beendet den Beweis des Satzes.

= Ugﬂ—k(l ut—l—l s O(Ut+1 k)

(13)

(14)

(15)

O

Der nichste Satz ist eine direkte Folgerung von Abbildung 6,Satz 5.3 und

|Gar-Sti2, 1.2].
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Satz 5.5 Sei 1 <t <n und Q € P(T,) eine Stelle in T,, mit folgenden Eigen-
schaften:

- @ ist gemeinsame Nullstelle von x1, ..., Ty;
- Q ist gemeinsamer Pol von xyyq, ..., %y.
Dann gilt:
i) Ist n < 2t, dann ist Q unverzweigt in der Erweiterung T, /T, ;.

ii) Fir 2t < n ist Q ist vollverzweigt in T, /Ty, und fir 2t < s < n ist Q
unverzweigt in T,,/ K (xy).

iii) Ist 2t < n, dann ist der Differentenexponent d(Q)) von Q in der Erweiterung
T./T, 1 gleich

d(Q) =¢*+q—2.
Satz 5.6 Fir 1l <t <2, definieren wir die Menge

X; :={Q € P(T,,)| Q ist sowohl eine Nullstelle vonz; als auch ein Pol von x;,1}

und den Divisor

A=) @,

QeEXy
dann gilt
deg Ay = (g — 1)g" L.

Bewezs.
Nach dem Satz 5.2 sind die Hauptdivisoren von z; und ;1 in K(x;, 2441) als

(xt) =@+ REI) + ...+ qu_l) — qP,
(Te11) = qQr — Rﬁ” = qufl) — P,

gegeben. Dann existiert fiir jede Stelle @) aus X; ein 1 <17 < ¢ —1 so, daf
QN K (x4, 741) = ngi)-

Aus Satz 5.4 und Abbildung 5 kann man sehen, daf der Verzweigungsindex der
Einschriinkung von @ in der Erweiterung Ty;/K (4, 11) gleich ¢'~! ist. Da die
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Stelle @ vollverzweigt in T,, /Ty, ist (siehe Satz 5.5), ist deg Q) = deg (Q N Tyy).
Also gilt:

3:11 deg ConTQt/K(It,th)(RS))

deg Ay = == s =
T [T s K (4, w411)]deg (R
_ = _
q— 1 th—Q B
= ( qt)l = (q - 1)qt 1'

O

Lemma 5.7 Fiirn > 2 ist der Grad der Differente Diff(T,,/T,,—1) der Erweite-
rung T, /Tn_1 gleich

deg DfF(T, /T, 1) = (¢ +q — 2)g'"> .

Beweis.
Wir bekommen aus Satz 5.4 i), ii), Satz 5.5 und Satz 5.6:

deg DIff(T, /T 1) = (" +¢—2)+ > _(¢— )¢ (¢ +q—-2)

t=1
= (" +q¢-2)0+(¢FT-1)) = (" +q—-2)¢F .

Jetzt betrachten wir Stellen vom Grad 1 im Funktionenkorper 7,,/K.

Lemma 5.8 Fir a € K bezeichnen wir mit R, € P(T) die Nullstelle von x1 — «
inTy. Sei S:={R, € P(T1) |« € K*}. Dann ist jede Stelle R € S wvoll zerlegt in
allen Erweiterungen T, /Ty.

Beweis.
Sei R € S. Wir beweisen die folgende Aussagen durch Induktion {iber n.

i) R ist voll zerlegt in T, /T}.

ii) Fiir jede Stelle R’ € P(T,), die iiber R liegt, gibt es ein oo € K * so, dak R’
eine Nullstelle von z, — « ist.

Fiir n = 1 sind die Behauptungen trivial.

Wir nehmen an, dal sie fiir n gelten. Sei R’ € P(T},) eine Stelle, die iiber
R € S liegt, d.h. es existiert ein @ € K* so, dals R' eine Nullstelle von z, —
« ist. Weiter gilt 7,41 = T, (2, 41), wobei x,,; eine Nullstelle des irreduziblen
separablen Polynoms

o(T)=T9+T-

pr T, € OR/ [T]
Tn
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ist. Das Restklassenpolynom von ¢(T') ist gleich

1q (Ta)!+ (Ta) — o) =

:é. [T @a-v).

-1
7eTrK/]Fq(aq+1)

G(T) =T+ T a=

i1

Dann behauptet das Kummer’sche Theorem (siehe [Stil, I11.3.7]), dak R’ voll
zerlegt in der Erweiterung 7,,/T,, 1 ist und es fiir jede Stelle R" € P(7T},41), die
iiber R’ liegt, ein € K* gibt so, dakt R"” Nullstelle von z,,; — 3 ist.

g

Wir kénnen nun den Beweis von 5.1 fiihren.

Beweis.
Wir betrachten den Unterturm 7' = (17,73, T3,...) von T, wo T) := Ty, ; fiir
alle n > 1. Nach |Gar-Sti2, 2.4 gilt A(T) = A(7"). Wegen der Drinfeld-Vladut-
Schranke ist A(7") < ¢ — 1, und es geniigt zu zeigen, daf

NT) >q—-1.

Wir wenden den Satz [Gar-Sti2, 2.7| auf den Turm 7" an. Dann gilt mit den
Bezeichnungen D, := deg Diff (1},41/1},) und D, | := deg Diff(T} ., /T}):
D, = deg Diff(Ton1/Ton—1) = Dopt1 + [Tont1 : Ton]Dop =
= (" +¢-2)¢" +a(¢" +¢—2)¢" " =2(¢" + ¢ - 2)¢" = ¢D,,.

Also sind die Voraussetzungen des Satzes [Gar-Sti2, 2.7] mit e = ¢~! erfiillt, und
wir erhalten

21— ¢~ Ne*(¢* — 1) _ _@=D-1) _
20 +q-2)g+ (1 —-q¢H*(-2) ¢+q—-2-q+1

MT) >
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6 Automorphismen

Wie wir in §2 gesehen haben, ist der durch die Gleichung

xq

_ 16
i1 +1 (16)

Yty =

definierte Funktionenkoérper F' = K(x,y) (wobei ¢ eine Potenz der Charakteri-
stik von K ist) von besonderem Interesse. In diesem Abschnitt wollen wir die
Automorphismengruppe von F'/K bestimmen.

Sei K ein algebraischer Abschluf des Korpers K und F'/K die Konstanten-
korpererweiterung von F/K mit K. Wir setzen voraus, dak das Geschlecht g > 2
ist. Dann ist die Automorphismengruppe G von F/K endlich. In unserem Fall
bedeutet das, dafs

g=(¢—1)*>2

ist, d.h. ¢ > 3 (siehe |Gar-Sti2, 3.8|).
Zuerst bestimmen wir die Gruppe G(Ps) aller Automorphismen von F/K,
welche P,,, den Pol von x in F', fest lassen. Dazu brauchen wir folgendes Lemma:

Lemma 6.1 Die Elemente 1,z,... 297" y(297" +1) bilden eine Basis des Vek-
torraums L((¢* — ¢+ 1) Px).

Beweis.
Es wurde in [Pel-Sti-Tor, 3.2| gezeigt, dak fiir alle ¢ > ¢* — ¢ gilt:

dim(cPy) =c+1—g.

Wir setzen ¢ = ¢2 — ¢+ 1 ein und bekommen fiir die Dimension des Vektorraums
L((¢* —q+1)Px)

dim((¢* —q+1)Px)=¢ —q+1+1—(¢g—1)*=¢q+1.

Nach [Gar-Sti2, 3.2] haben die Hauptdivisoren in F' der Elemente z — c, y —
(a, v € Q) folgende Gestalt:

(x) = 2{:697 — qPy,
veN
(x —a) = qP,—qPy, fir ac

(y=7) = qQy—Po— Y Pa, fiir y€Q

aeN*

Wir zeigen, daf die Elemente 1,z,... 297", y(z%"! + 1) linear unabhiingig sind
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und alle in £((¢? — ¢ + 1) Py,) liegen. In der Tat:

(@) = i) Qy—iqPu > —(¢" —q+1)Py, fiir 0<i<q—1,

veN
W@ +1) = ¢Qo—Po— D> Patq D> Pa— (¢’ = )P =
ae* ac*
= Qo+ (¢—1) > Po— (¢ —q+1)P .
aeN*

Da diese Elemente verschiedene Polordnungen in P., haben, sind sie linear un-
abhéngig. a

Satz 6.2 Die Kardinalitit von G(Ps) ist
| G(Px) [=4(g = 1).
Auferdem hat jedes 0 € G(Px,) die Gestalt:

o(x) = ax,

o(y) = ax+b, wobeiacF,,beQ.

Bewezs.
Sei 0 € G(Px). Da o die Stelle P, fest lafst, ist

o(L((¢" —q+1)Px)) = L((¢° — ¢+ 1)Px).

Wir bemerken, dak jedes Element der Folge 1,z,... 291 y(27 ' + 1) eine echt
kleinere Polordnung als das folgende hat. Deshalb bekommt man:

o(x) = cx+d,
oly(x® ' +1)) = ay(x?® ' +1)+ P(x),
wobei a,¢,d € K,a # 0,¢ # 0 und P(x) € K|x] mit deg P(z) < ¢ — 1. Daraus
folgt
ay(z4 1 +1) + P(x)
(cx +d)1=1 + 1

o(y) =

(17)

Nun setzen wir die Ausdriicke fiir o(z) und o(y) in die Gleichung (16) ein.

alyi(z9 '+ 1)1+ P(x)?  ay(a” '+ 1)+ P(z)  (cx+d)?
((cx +d)yr=t 4 1)4 (cx +d)r=1+1  (cx+d)1+1
al(z?! 4 1)1 a(z?™t+1) (cx + d)?

TMavdit+s © Meawrdrirl (@rdrirl

((cx +]::i()f)1 + 1>q a <(c:r +]ji()f)1 + 1) <




43

o o Jrd )T (s dt )" (18)
Y Y at- Yzl 4 1)t ga(gel 4 1)

<(cx(—ci—xd—;‘1(_i2q—i— 1 <(cx +]Zi()le + 1>q a <(cx +]Zi()le + 1>>

Jetzt liefert uns der Koeffizientenvergleich von (16) und (18):

((cz+ ) + 1) = a1 @ +1)17! & (19)

((cx)q—l + (qfl) (cx)q”d +..+ (qzl) (cx)dq*2 Lol 4 l)qfl _

q—2
=a (2t + 1)L
Wieder bekommen wir nach Koeffizientenvergleich bei 2° und '

2% 0 (dTM 4+ 1) =t
b (1] )edt A (d + 1)172 = 0.

Daa#0, ¢ # 0, ist d = 0 und (19) kann als
(Tt t 4 1) T =gt 2t 1)t

geschrieben werden. Daraus folgt a?~! = ¢?=! = 1, was insbesondere bedeutet,
dak a,c € F;, und die Gleichung (18) vereinfacht sich zu der Form:

. _c zd 1 P(x) \! P(x)
AR AR ((ﬁ) +(ﬁ>>
Dann folgt durch Vergleich mit (16):
a=c und P(x)=0bx""1+1), mit be Q.
Zusammen mit (17) erhélt man schlieflich:

o(z) = ax,
ay(xt +1) +b(z4 1 + 1)

T 1 1 =azx +b.

o(y) =

g
Nachdem wir die Gruppe G(Ps) berechnet haben, kénnen wir die ganze Au-
tomorphismengruppe von F'/K bestimmen. Wir gehen folgenderweise vor:
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Zuerst zeigen wir, daf die Stelle P, nur auf endlich viele Stellen von F' mit
Hilfe eines Automorphismus o € G = Aut (F/K) abgebildet werden kann. Das
impliziert, da der Index (G : G(Px)) endlich ist. Schlieslich werden wir fiir jede
Restklasse einen Vertreter genau beschreiben.

Die Stellen von F'/K, die von P,, und den Nullstellen von z — a (a € ) in
F verschieden sind, sind die Stellen Puy:

r—>a, y —>b.

Dabei durchliuft a alle Elemente von K\ und b durchliuft bei festem a alle
Nullstellen von

q

bl+b=——.
+ a?=t +1

Das Element x — a ist ein Primelement von P, ;, und y — b hat P, als Nullstelle.
Wir untersuchen nun die Polzahlverteilung der Stellen P, ;. Wir betrachten
folgenden kanonischen Divisor

W = (dz) = —2(2)0 + Diff(F/ K (z)).
Mit Hilfe von [Gar-Sti2, 3.2] bekommen wir

W ==2qPu +2(q—1) Y Pa+2(q—1)Px=—2Pu+2(¢—1) Y _ P

aeN* aeN*

Lemma 6.3 Die Zahl k ist genau dann eine Fehlzahl von P,;, wenn es ein Ele-
ment z € L(W) gibt mit vp, ,(2) =k — L.

Bewets.
k ist eine Fehlzahl von P, genau dann, wenn

L((k—1)Pup) = L(k Pyp).
Dies ist nach Riemann-Rochschen Satz gleichbedeutend mit
LW = (k—1)Pop) C LW =k Pyp).
Weil P, ; nicht in W auftritt, ist das gerade die Behauptung des Lemmas. ad

Lemma 6.4 Seia € K\Q, b € K eine Nullstelle des Polynoms T+ T — ﬁ
Dann 1st . _ _

22z —a)'(y — b)’

Bap = {

’ a1 +1

eine Basis des Vektorraums L(W).

[0<i,j<q-2]
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Zuerst bestimmen wir die Hauptdivisoren der Funktionen z — ¢ und y — b. Aus

[Gar-Sti2, 3.2| sehen wir, daf

(x —a) = Z P,.—qPx
cq+c:aqfig+l
und

(y_b):Pa,b+Aa,b_Poo_ Zpaa

aeN*

wobei A, > 0 ein Divisor mit deg A,, = ¢ und vp, (Aap) = 0.
Wir zeigen jetzt, dak vp, ,(Aap) = 0. Es gilt

=0+ (g =)= =
Y Y Coatl4l a4l
1 al al T —a
S S e —
| (‘r a1 aq—1+1> | Q).

wobei () ein Polynom in K{z] ist. Da

q q !
xq —_ aixq_l —_ ai
at=t +1 at=t+1) |, _,

2q—2

q
a -2 _ a

— =—#0
ar T+ 1" at=t 41 70,

=qa? ! — (¢ —1)
ist z = a keine Nullstelle des Polynoms (). Daraus folgt

0y — ) = vp, (@ —a) = L.

Nun kénnen wir den Hauptdivisor berechnen:

(2 00

zit+1

= (¢—i-2)) Qy—(¢—i—2)qPs+

YEQ

+i Y Puc—iqPx + jPup+jAup—iPx—3 Y Pa—

cq+c:aq37§+1 ac)*
—q Y Pat(g—1)qPs = i Y, Pact(g—i—2)) Qy+
ac* cq+c:aqil—(i+1 vEN
+jPup+ jAus + (=) Pu—(g+7) Y Pa2>
ac)*

> 2Poo_2(q_1)zpo¢-

acN*
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Also liegen die Elemente

P2~ a) (y b
xit+1

Y

fir 0 <i, j <q—2,in L(WV).
Man kann leicht sehen, daf sie linear unabhéngig sind (sonst wére y Nullstelle
eines Polynoms iiber K(z) vom Grad < q). Da dim L(W) = ¢g(F) = (¢ — 1),

folgt, dak B, eine Basis von L£L(W) ist. O
Korollar 6.5 Seia, b€ K, a ¢ Q und b+ b= # Dann ist die Zahl q eine
Fehlzahl fiir die Stelle Pyy,.

Beweis.

Nach Lemma 6.4 liegt das Element = (mq“i(fl D" in £(W), und es ist

P e~ a)(y — By
xdt +1

,UPa,b( ):q_]‘

Dann folgt aus Lemma 6.3, dak ¢ eine Fehlzahl von P, ist. Den Rest erhélt man
sofort aus Lemma 6.4.
g
Nun kénnen wir die volle Automorphismengruppe G von F//K bestimmen.

Theorem 6.6 Sei F' = K(x,y) durch y? +y = = o - definiert und nicht ellip-
tisch. Dann operiert die Gruppe Aut (F/K) transitiv auf den Stellen P, P, und
Q~, mit o € Q*, v € Q. Die Ordnung von Aut (F/K) ist

|G |=2q | G(Pw) |=2¢°(¢ = 1).
Auferdem hat jedes o € Aut (F/K) die Gestalt:
1)
o(x) = az,
o(y) =ay+0b, wobei a€F,, beQ,

oy

c

—+d, wobei ce€F,, d,veQ,
x

)
—~
<
~—
I
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iii)

o(y) =ey+ f, wobei ecFy, feQ, aecQ

Beweis

Wir betrachten die Konstantenerweiterung F/K von F/K. Nach |Gar-Sti2, 3.2]

hat die Stelle P, die Zahl ¢ als Polzahl. Andererseits ist ¢ nach Korollar 6.5 eine

Fehlzahl von P, fiir alle a € K\, d.h. es existiert kein 0 € G mit 0(Py,) = P,y.
Nun geben wir einen Vertreter fiir jede Restklasse von G modulo G(Px,) an.
Sei v € . Wir definieren

1 1
oy(x) = m, o(y) = T
0. ist ein Automorphismus von F//K, da
1 1 ztl41 1
q - - 4T _ _
03 (y) +oy(y) =+ —=—— R
1
_ 1 __ = _ oy ()1 .
W=""+W—-7) o tl o)t +1
Dabei bildet o, die Stelle Py, auf ), ab.
Schlieflich bildet die Abbildung
x

die Stelle P auf die Stelle F, fiir jedes o € 2" ab, und sie ist ein Automorphismus
von F'/K, denn

alz?

oa(x)? B a—0)7 alr? B
Oa(r)i71+1 % +1 ot gt a—a) d ol —ad
alzd 74
- = — — 1 — q )
alrd—1 4+ o1 — x‘l(aq—l + 1) -1 41 vty Oa (y) + 0q (y)

Man sieht, daf jedes o € Aut (F/K) auch ein Automorphismus von F/K ist,

wegen ) C K. Das bedeutet Aut (F/K) = Aut (F//K), und der Satz ist bewiesen.
O
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6 AUTOMORPHISMEN
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