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SymbolverzeichnisVariablenA AmplitudeA(s) frequenzabhängige Verstärkung eines Operationsverstärkersa(t) Amplitude eines modulierten TrägersÂ� E�ektivwert der Amplitude des modulierten Trägers a�(t)A�(!) Amplitude des �-ten modulierten Trägers (Fouriertransformierte)a�(t) Amplitude des �-ten modulierten Trägersan Koe�zienten eines volldigitalen ��-Modulators an den Integrator-eingängenAn n-ter Koe�zient der Partialbruchzerlegung von HPLL(s)$An Approximation der Hessematrix einer Funktion bei ~xna1;biq Verstärkungsfaktor des ersten Integrators in einem Biquada2;biq Verstärkungsfaktor des zweiten Integrators in einem BiquadB0 Verstärkungs-Bandbreite-Produkt eines Operationsverstärkersbn Koe�zienten eines volldigitalen��-Modulators am Eingang der Sum-mierstelleb1;biq Verstärkung des ersten Rückkopplungspfades in einem Biquadb2;biq Verstärkung des zweiten Rückkopplungspfades in einem BiquadC Kapazität�C=C relative Änderung einer KapazitätCint gesamteKapazität eines passivenRC-Schleifen�lters bei Typ-II-PLLsCox spezi�sche Kapazität des Gate-OxidesCn Kapazität im Zweig n�Cn=Cn relative Änderung der Kapazität im n-ten ZweigEhe;PLL;T(t) Einhüllende der Sprungantwort der Fehlerübertragungsfunktion ei-nes PLLsEhe;PLL;2;T(t) exponentiell abfallende Einhüllende der Sprungantwort der Fehler-übertragungsfunktion eines PLLs 2. OrdnungF Rauschüberhöhungsfaktor eines Transkonduktors�f Frequenzdi�erenzq�f2 Störfrequenzmodulationf(~x) Zielfunktion allgemeinfb Bitratefb mittlere BitrateFdeg Rauschüberhöhungsfaktor des resistiv degenerierten Transkonduk-



SYMBOLVERZEICHNIS xiiitorsfref ReferenzfrequenzFSCP Rauschüberhöhungsfaktor beimTranskonduktor mit source-gekoppeltemTransistorpaar�fsp FrequenzablageFVCO Rauschzahl des freilaufenden VCOsF1=f(!) Beitrag des 1=f -Rauschens zum RauschüberhöhungsfaktorFkBTabs Beitrag des thermischen Rauschens zum Rauschüberhöhungsfaktorgm Transkonduktanz eines TransistorsGm Transkonduktanz eines Transkonduktors�Gm=Gm relative Änderung der Transkonduktanz eines TranskonduktorsGm(ûLO) Groÿsignaltranskonduktanz (beschreibende Funktion) des nichtlinea-ren zur Rückkopplung verwendeten Transkonduktors in einem LC-OszillatorGm;+;deg Transkonduktanz des positiven Zweiges des resistiv degeneriertenTranskonduktorsGm;�;deg Transkonduktanz des negativen Zweiges des resistiv degeneriertenTranskonduktorsGm;0;deg Transkonduktanz des resistiv degenerierten Transkonduktors für uin =0Gm;0;SCP Transkonduktanz eines Transkonduktors mit source-gekoppeltemTran-sistorpaar bei uin = 0Gm;CMFB Transkonduktanz der Di�erenzverstärker in der Ausgangsgleichtakt-regelungGm;deg;nom Transkonduktanz des resistiv degenerierten Transkonduktors, wennkeine Bauelementwertschwankungen vorliegenGm;deg(uin) Eingangsspannungsabhängige Transkonduktanz des resistiv degene-rierten Transkonduktorsgm;L;deg Transkonduktanz des Lasttransistors im resistiv degenerierten Trans-konduktorgm;L;SCP Transkonduktanz des Transistors in der Last eines Transkonduktorsmit source-gekoppeltem TransistorpaarGm;SCP(uin) Eingangsspannungsabhängige Transkonduktanz eines Transkonduk-tors mit source-gekoppeltem Transistorpaargm;Tr+;deg Transkonduktanz des Transistors am positiven Eingang des resistivdegenerierten Transkonduktorsgm;Tr+;SCP Transkonduktanz des Transistors am positiven Eingang des Trans-



xiv SYMBOLVERZEICHNISkonduktors mit source-gekoppeltem Transistorpaargm;Tr�;deg Transkonduktanz des Transistors am positiven Eingang des resistivdegenerierten Transkonduktorsgm;Tr�;SCP Transkonduktanz des Transistors am negativen Eingang des Trans-konduktors mit source-gekoppeltem Transistorpaargmbs;Tr+;deg Bulk-Source-Transkonduktanz des Transistors am positiven Eingangdes resistiv degenerierten Transkonduktorsgmbs;Tr�;deg Bulk-Source-Transkonduktanz des Transistors am positiven Eingangdes resistiv degenerierten Transkonduktorsh(~x) Gleichheitsrestriktion einer restringierten nichtlinearenOptimierungs-aufgabeH(s) ÜbertragungsfunktionH(~xr;TS;max(~xr)) Dem Vektor der relativen Polorte s1;PLL;r(~xr) zugeordneter minima-ler Betrag der Phasenübertragungsfunktion bei einer Frequenzablage�fsp und gegebener maximaler Ausregelzeit TS;maxH1(s) Übertragungsfunktion des ersten nichtidealen Integrators in einemBiquadH2(s) Übertragungsfunktion des zweiten nichtidealen Integrators in einemBiquadHact(s) Übertragungsfunktion der kaskadierten Biquads im Schleifen�lterhact(t) Impulsantwort der kaskadierten Biquads im Schleifen�lterH 0LF(s) Ergebis der Multiplikation der Schleifen�lterübertragungsfunktion ei-nes Typ-II-PLLs mit sHLF(s) Übertragungsfunktion eines Schleifen�lters (allgemein)Hmax maximal zulässiger Betrag der Phasenübertragungsfunktion eines PLLsbei einer FrequenzablageHOL(s) Übertragungsfunktion des o�enen Regelkreises (des PLLs)Hpar(s) Übertragungsfunktion eines Netzwerkes parasitärer BauelementeH 0PLL(s) skalierte Phasenübertragungsfunktion eines PLLsHPLL(s) Phasenübertragungsfunktion des PLLsHpre(!) Übertragungsfunktion eines Preemphase�lters zur Frequenzmodula-tion von ��-Fractional-N -Frequenzgeneratorenhpre(t) Impulsantwort eines Preemphase�lters zur Frequenzmodulation von��-Fractional-N -FrequenzgeneratorenHq(z) rauschformende Funktion eines volldigitalen ��-ModulatorsHbiq;n(s) Übertragungsfunktion des n-ten Biquads im Schleifen�lterhe;PLL;2;T(t) Sprungantwort der Fehlerübertragungsfunktion eines PLLs 2. Ord-



SYMBOLVERZEICHNIS xvnungH 0e;PLL;T(s) Sprungantwort der skalierten Fehlerübertragungsfunktion eines PLLs(Laplacetransformierte)h0e;PLL;T(t) Sprungantwort der skalierten Fehlerübertragungsfunktion eines PLLshe;PLL;T(t) Sprungantwort der Fehlerübertragungsfunktion eines PLLshe;PLL;N;T(t) Sprungantwort der Fehlerübertragungsfunktion eines PLLs N -ter Ord-nungH 0e;PLL(s) skalierte Fehlerübertragungsfunktion eines PLLsHe;PLL(s) Fehlerübertragungsfunktion eines PLLsHLF;2(s) Übertragungsfunktion eines Schleifen�lters eines PLLs 2. OrdnungHLF;3(s) Übertragungsfunktion des Schleifen�lters eines PLLs 3. OrdnungHLF;RC(s) Ergebnis der Multiplikation der Transimpedanz eines passiven RC-Schleifen�lters mit CintsHOL;2(s) Übertragungsfunktion des o�enen Regelkreises eines PLLs 2. Ord-nungHOL;3(s) Übertragungsfunktion des o�enen Regelkreises eines PLLs 3. Ord-nungHPLL;2(s) Phasenübertragungsfunktion eines PLLs 2. OrdnungHPLL;3(s) Phasenübertragungsfunktion eines PLLs 3. OrdnungHPLL;N(s) Phasenübertragungsfunktion eines PLLs N -ter Ordnungi2n;1=f=�f Rauschleistungsdichte eines durch 1=f -Rauschen verursachtenRauschs-stromIBIAS Strom im Arbeitspunkt eines TranskonduktorsiCMFB(t) Von der Ausgangsgleichtaktregelung berechneter KorrekturstromIp LadungspumpenstromIC(s) Strom in eine Kapazität (Laplacetransformierte)In(s) Strom im Zweig n (Laplacetransformierte)IBIAS;CMFB Strom im Arbeitspunkt der AusgangsgleichtaktregelungIBIAS;SCP Strom imArbeitspunkt eines Transkonduktors mit source-gekoppeltemTransistorpaarIBIASdeg Strom im Arbeitspunkt des resitiv degeneriertenICMn Störung des Ausgangsgleichtaktesid+;deg Drain-Strom im Transistor am positiven Eingang des resitiv degene-rierten Transkonduktorsid�;deg Drain-Strom im Transistor am negativen Eingang des resistiv dege-nerierten TranskonduktorsId0 Prozessabhängiger Parameter zur Berechnung des Stromes von NMOS-



xvi SYMBOLVERZEICHNISTransistoren in schwacher InversionIin;biq(s) Strom am Eingang eines Current-Mode-Biquads (Laplacetransfor-mierte)Iin;int(s) Strom am Eingang eines Current-Mode-Integrators (Laplacetransfor-mierte)Iin;RC(s) Strom in ein passives RC-Filterin;1=f(t) durch 1=f -Rauschen verursachter Rauschsstromi2n;M1deg=�f Rauschleistungsdichte des Rauschstromes des Transistors am positi-ven Eingang des resistiv degenerierten Transkonduktori2n;M3deg;1=f=�f Rauschleistungsdichte des den 1=f -Anteil beschreibenden Rauschtro-mes des Lasttransistors im resistiv degenerierten Transkonduktori2n;M3deg=�f Rauschleistungsdichte des Rauschstromes des Lasttransistors im re-sistiv degenerierten Transkonduktori2n;out;biq=�f Rauschleistungsdichte des Rauschstromes amAusgang eines Current-Mode-Biquadsi2n;Gm;+;1=f=�f Rauschleistungsdichte des den 1=f -Anteil beschreibenden Rausch-stromes am positiven Ausgang des Transkonduktorsin;Gm;+(t) Rauschstrom am positiven Ausgang eines Transkonduktorsi2n;Gm;+=�f Rauschleistungsdichte des Rauschstromes am positiven Ausgang ei-nes Transkonduktorsin;Gm;�(t) Rauschstrom am negativen Ausgang eines Transkonduktorsi2n;Gm;�=�f Rauschleistungsdichte des Rauschstromes am negativen Ausgang ei-nes Transkonduktorsin;Gm(t) Rauschstrom am Ausgang eines Transkonduktorsi2n;Gm;min=�f minimale Rauschleistungsdichte des Rauschstromes am Ausgang ei-nes Transkonduktorsi2n;Gm=�f Rauschleistungsdichte des Rauschstromes am Ausgang eines Trans-konduktorsi2n;m=�f Rauschleistungsdichte des m-ten Rauschstromes im Biquadin;m(t) Rauschströme im Biquadi2n;RTr=�f Rauschleistungsdichte des durch den Degenerationswiderstand ampositiven Eingang des resistiv degenerierten Transkonduktors verur-sachten RauschstromesIout;biq(s) Strom am Ausgang eines Current-Mode-Biquads (Laplacetransfor-mierte)Iout;int(s) Strom am Ausgang eines Current-Mode-Integrators (Laplacetrans-formierte)



SYMBOLVERZEICHNIS xviiK gröÿtes mit endlicher Bitanzahl darstellbares Wort�K=K Fehler der Gleichanteilsverstärkung eines Biquads�Kn=Kn Fehler der Gleichanteilsverstärkung des n-ten Biquads im Schleifen-�lterk(t); k Frequenzsteuerwort eines FrequenzgeneratorsK(z) Frequenzsteuerwort eines Frequenzgenerators (z-Transformierte)k0 Frequenzsteuerwort zur Einstellung der Trägerfrequenz bei FMkB Boltzmannkonstantekd Verstärkung im EmpfängerkFM Verstärkungsfaktor zur Einstellung des Frequenzhubes eines FM-SignalsKint Integratorkonstante eines Schleifen�lters eines Typ-II-PLLsKLF Gleichanteilsverstärkung eines Schleifen�lters eines Typ-I-PLLsKPD Verstärkung des PhasendetektorsK 0PD Verstärkung eines PFDs bei ausgerastetem PLLKPLL Hilfsgröÿe beim Au�nden des Bezugsortes, der für eine gegebeneKombination relativer Polorte die Ausregelzeit minimiertKsynth Verstärkung eines Frequenzgenerators vom Steuereingang k zur Fre-quenz !LOks Verstärkung im SenderKVCO VCO-VerstärkungKbiq;n Gleichanteilsverstärkung des n-ten Biquads im Schleifen�lterkFM1 1. Verstärkungsfaktor zur Einstellug des Frequenzhubes bei Zwei-Punkt-Simulation mit einem ��-Fractional-N -FrequenzgeneratorKint;2 Integratorkonstante des Schleifen�lters eines Typ-II-PLLs 2. Ord-nungKint;3 Integratorkonstante eines Schleifen�lters eines Typ-II-PLLs 3.Ord-nungKz11;0 Residuum von Z11(s) bei s = 0K 0z11;0 skaliertes Residuum von Z11(s) bei s = 0Kz11;n Residuum von Z11(s) bei s = s1;z11;nK 0z11;n skaliertes Residuum von Z11(s) bei s = s1;z11;nKz11 Residuum von Z11(s) bei s =1K 0z11 skaliertes Residuum von Z11(s) bei s =1KF Koe�zient des 1=f -RauschensL InduktivitätL(�fsp) Phasenrauschen am Ausgang des Frequenzgenerators bei einer Fre-



xviii SYMBOLVERZEICHNISquenzablage �fspL��(�fsp) aquivalentes Phasenrauschen zur Beschreibung der Fractional Spurseines ��-Fractional-N -Frequenzgeneratorsl(Hmax) Faktor im Produkt sN(~xr;Hmax) � m(~xr)l(Hmax)Lbiq(�fsp) Beitrag eines Biquads im Schleifen�lter zum Phasenrauschen amAusgang eines FrequenzgeneratorsLCMsens Länge des Lasttransistors ist der AusgangsgleichtaktregelungLdB(�fsp) Phasenrauschen am Ausgang des Frequenzgenerators bei einer Fre-quenzablage �fsp in dBc/HzLmax(�fsp) maximal zulässiger Wert für das Phasenrauschen am Ausgang einesFrequenzgenerators bei einer Frequenzablage �fspLmin minimale Gatelänge in einem CMOS-ProzessLVCO(�fsp) Phasenrauschen eines freilaufenden VCOsLL;deg Länge der Lats-Transistoren beim resistiv degenerierten Transkon-duktorsLL;SCP Länge der Lasttransistoren imTranskonduktor mit Source-gekoppeltenTransistorpaarLTr;deg Länge der Transistoren am Eingang des resistiv degenerierten Trans-konduktorsLTr;SCP Länge der Transistoren im Source-gekoppelten Transistorpaarm Modulationsindex�M(!) Fouriertransformierte des variablen Anteils des zeitvarianten Modu-lus eines Frequenzteilers (bei Fractional-N -Frequenzgeneratoren)�m(t) variabler Anteil des zeitvarianten Modulus eines Frequenzteilers (beiFractional-N -Frequenzgeneratoren)m(~xr) Faktor im Produkt sN(~xr;Hmax) � m(~xr)l(Hmax)M(t) Modulus des FrequenzteilersM0 Unterer Modulus eines Dual-Modulus-Frequenzteilers, mittlerer Mo-dulus eines Multi-Modulus-FrequenzteilersMDC Gleichanteil des zeitvarianten Modulus des Frequenzteilers (bei Frac-tional-N -Frequenzgeneratoren)MV Modulus eines VorteilersMV Modulus eines dem einstellbaren vorgeschalteten nicht einstellbarenTeilersMd;�(!) Signal am Ausgang des Mischers im �-ten Empfänger (Fouriertrans-formierte)md;�(t) Signal am Ausgang des Mischers im �-ten Empfänger



SYMBOLVERZEICHNIS xixN Ordnung eines FrequenzgeneratorsN1(!) Störung am Referenzschwingungseingang eines PLL-basierten Fre-quenzgenerators (Fouriertransformierte)N2(!) Störung am Ausgang eines PLL-basierten Frequenzgenerators (Fou-riertransformierte)Nbiq Anzahl der Biquads im Schleifen�lternF auf den Eingang zurückgekoppeltes Wort in einem volldigitalen ��-ModulatornN Prozessabhängiger Parameter zur Berechnung des Stromes von NMOS-Transistoren in schwacher InversionNopt Optimale Ordnung des PLLsNTr Anzahl der Transkonduktoren, die an den Eingang eines Current-Mode-Integrators angeschaltet sindNT Frequenzverhältnis zwischen ausgegebener Frequenz !LO und Refe-renzfrequenz !ref des Frequenzgenerators�NT Höhe einer sprunghaften Änderung des Frequenzverhältnisses NTzwischen ausgegebener Frequenz und Frequenz am Ausgang des Fre-quenzteilers�nT(t) Auslenkung des Frequenzverhältnisses zwischen ausgegebener Fre-quenz und Frequenz am Ausgang des Frequenzteilers um NT�nT;! Auslenkung des Frequenzverhältnisses zwischen ausgegebener Fre-quenz und Frequenz am Ausgang des Frequenzteilers um NT�nT;s Auslenkung des Frequenzverhältnisses zwischen ausgegebener Fre-quenz und Frequenz am Ausgang des Frequenzteilers um NT (Lapla-cetransformierte)nm Rauschsignale im BiquadnM Steuerwort für einen Multi-Modulus-Frequenzteilern2M=�f Leistungsdichte des Steuerwortes eines Multi-Modulus-Frequenzteilersn2m=�f Rauschleistungsdichte des m-ten Rauschsignals im BiquadNM (z) Steuerwort für einenMulti-Modulus-Frequenzteiler (z-Transformierte)Nkom;max MaximaleAnzahl komplexerPolpaare einer Phasenübertragungsfunk-tion N -ter OrdnungNkom Anzahl der komplexen Polpaare der Phasenübertragungsfunktionn2out;biq=�f Rauschleistungsdichte am Ausgang des Biquadsnxs;� Anzahl der Quantisierungsstufen für das Signal xs;�(t)OF (n) Überlaufsignalisierung eines Addierers nach dern n-ten AdditionP (z) Polynom in z



xx SYMBOLVERZEICHNISPAQ Pegel der Amplitudenquantisierungsnebenwellen bezogen auf die Trä-gerleistungPLF(s) Zählerpolynom der Übertragungsfunktion des Schleifen�lters einesPLLsPPLL(s) Zählerpolynom der Phasenübertragungsfunktion eines PLLsPPT Pegel der Phasenrundungsnebenwellen bezogen auf die Trägerleistungp�q Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion des variablen Anteils des Quanti-sierungsfehlers im volldigitalen ��-ModulatorP�;n;LO Leistung der Phasenstörung am Ausgang eines Frequenzgeneratorspn;LF n-ter Koe�zient des Zählerpolynoms der Phasenübertragungsfunk-tion eines PLLspn;LF n-ter Koe�zient des Zählerpolynoms der Übertragungsfunktion desSchleifen�lters eines PLLsq Quantisierungsfehler in einem volldigitalen ��-ModulatorQ Güte eines Resonators, Güte einer biquadratischen Funktion�q variabler Anteil des Quantisierungsfehlers eines volldigitalen ��-Modulators�q2=�f Leistungsdichte des Quantisierungsfehlers in einem volldigitalen ��-ModulatorQ(z) Quantisierungsfehler in einem volldigitalen ��-Modulator (z-Trans-formierte)qDC Gleichanteil des Quantisierungsfehlers in einem volldigitalen ��-Modulatorqe Ladung eines ElektronsQLF(s) Nennerpolynom der Übertragungsfunktion des Schleifen�lters einesPLLsQPLL(s) Nennerpolynom der Phasenübertragungsfunktion eines PLLsQC Güte eines KondensatorsQL Güte einer SpuleQn Güte des n-ten Biquads im Schleifen�lterQLF;n Güte des n-ten Pols des Schleifen�ltersqn;LF n-ter Koe�zient des Nennerpolynoms der Übertragungsfunktion desSchleifen�lters eines PLLsqn;PLL n-ter Koe�zient des Nennerpolynoms der Phasenübertragungsfunk-tion eines PLLsr WortbreiteR Widerstand



SYMBOLVERZEICHNIS xxi�R=R relative Änderung eines Widerstandesrakk Wortbreite des Akkumulators in einem Akkumulator-Fractional-N -FrequenzgeneratorRCMFB Eingangswiderstand der AusgangsgleichtaktregelungrDAC Wortbreite am Eingang eines DACsRDA Innenwiderstand des Eingangsdi�erenzverstärkersRL Innenwiderstand der LastRout Ausgangswiderstand eines TranskonduktorsRTr Linearisierungswiderstand im resitiv degenerierten TranskonduktorRC Widerstand zur Modellierung der Verluste eines KondensatorsRL Widerstand zur Modellierung der Verluste einer Spulern Wortbreite des Steuerwortes für einen Multi-Modulus-FrequenzteilerRn Widerstand im Zweig n�Rn=Rn relative Änderung des Widerstandes im n-ten Zweigrq Wortbreite des Quantisierungsfehlers in einemvolldigitalen��-Modulatorr�� Wortbreite am Eingang eines volldigitalen ��-Modulatorss Parameter einer Laplacetransformiertens1 PolstellesLO(t) normierte Spannung am Ausgang des FrequenzgeneratorssN BezugsortsN(~xr;Hmax) Bezugsort, der für eine gegebene Kombination relativer Polorte dieAusregelzeit minimiertsref(t) Referenzsignal eines FrequenzgeneratorssT(t) Signal am Ausgang des Frequenzteilerss0;LF;2 Nullstelle des Schleifen�lters eines PLLs 2. Ordnungs0;LF;3 Nullstelle eines Schleifen�lters eines PLLs 3. Ordnungs0;LF Nullstelle des Schleifen�lters eines PLLss0;par parasitäre Nullstelles0;PLL;r relative Nullstelle der Phasenübertragungsfunktion der PLLss0;PLL Nullstelle der Phasenübertragungsfunktion des PLLss0;z11;n n-te Nullstelle von Z11(s)s1;1 Pol des ersten nichtidealen Integrators in einem Biquads1;2 Pol des zweiten nichtidealen Integrators in einem Biquads1;LF;n n-ter Pol des Schleifen�lters eines PLLss1;LF Pol eines Schleifen�lters eines PLLss1;par parasitäre Polstelle~s1;PLL;r;opt Vekrot optimaler relativer Polorte



xxii SYMBOLVERZEICHNIS~s1;PLL;r Vektor der relativen Polstellen des PLLss1;PLL;n;r n-te relative Polstelle des PLLss1;PLL;n n-te Polstelle der Phasenübertragungsfunktion des PLLs�s1;PLL;n Verschiebung der n-ten Polstelle eines PLLss01;PLL;n Pole der skalierten Phasenübertragungsfunktion eines PLLs~s1;PLL Vektor der Polstellen des PLLss1;z11;n n-te Polstelle von Z11(s)sd(t) Empfangenes Signalsin;biq(t) Signal am Eingang eines BiquadssLO;d;�(t) normiertes Signal amAusgang des Frequenzgenerators im �-ten Emp-fängersLO;s;�(t) Signal am Ausgang des Frequenzgenerators im �-ten SendersN;opt optimaler BezugsortsN(~xr; TS;max) Bezugsort, der für eine gegebene Kombination relativer Polorte dieFractional Spurs bei einer Frequenzablage minimiertsout;biq(t) Signal am Ausgang eines Biquadssr;n relativer Polort auf der reellen AchseSs;�(!) Gesendeter modulierter Träger am �-ten Sender (Fouriertransfor-mierte)ss;�(t) Gesendeter modulierter Träger des �-ten Sendersss(t) Gesendetes SignalS��n;LO;1=f (!) durch 1=f -Rauschen verursachter Beitrag zur Phasenstörung amAus-gang eines FrequenzgeneratorsS��n;LO;diskret(!) Frequenzdiskreter Anteil des Leistungsdichtespektrumg der Phasen-störung am Ausgang des FrequenzgeneratorsS��n;LO;DSB(!) Leistungsdichte der Phasenstörung (Zweiseitenbandde�nition) amAus-gang eines FrequenzgeneratorsS��n;LO;kontin (!) FrequenzkontinuierlicherAnteil des Leistungsdichtespektrums der Pha-senstörung am Ausgang des FrequenzgeneratorsS��n;LO(!) Leistungsdichte der Phasenstörung (Einseitenbandde�nition) amAus-gang eines FrequenzgeneratorsSssLO;diskret(!) Frequenzdiskreter Anteil des Leistungsdichtespektrum des Signalsam Ausgang des FrequenzgeneratorsSssLO;kontin(!) Frequenzkontinuierlicher Anteil des Leistungsdichtespektrum des Si-gnals am Ausgang des FrequenzgeneratorsSssLO(!) Leistungsdichtespektrum des Signals am Ausgang des Frequenzgene-rators



SYMBOLVERZEICHNIS xxiiiSNR Signal-zu-Rausch-Verhältnist ZeitT SendedauerTabs absolute TemperaturTr=f GatterlaufzeitTsende zur Datenübertragung zur Verfügung stehende Zeit während einesZeitschlitzesTslot Dauer eines ZeitschlitzesTS Ausregelzeit eines FrequenzgeneratorsT̂S Schätzwert für die Ausregelzeit eines FrequenzgeneratorsT 0S Ausregelzeit eines PLLs mit skalierter PhasenübertragungsfunktionTn Dauer des n-ten Überlau�mpulses im Akkumulator-Fractional-N -FrequenzgeneratorT�m Periode des zeitvariantenModulus�m(t) bei Akkumulator-Fractional-N -FrequenzgeneratorenTS;2 Ausregelzeit eines PLL-basierten Frequenzgenerators 2. OrdnungTS;3 Ausregelzeit eines PLL-basierten Frequenzgenerators 3. OrdnungTS;?;n Zeitpunkte zu denen die ausgegebene Frequenz eines Frequenzgene-rators in ihren Toleranzbereich hinein- oder herausläuftTS;max Maximal zulässige AusregelzeitTS;min;Nkom;a minimaleAusregelzeit eines PLLs mit komplexem s1;PLL;r;1 undNkomkomplexen PolstellenpaarenTS;min;Nkom;b minimale Ausregelzeit eines PLLs mit reellem s1;PLL;r;1 und Nkomkomplexen PolstellenpaarenTS;min;Nkom minimale Ausregelzeit eines PLLs mit Nkom komplexen Polstellen-paarenTS;min minimal erreichbare Ausregelzeit bei gegebenen Fractional Spurs beieiner Frequenzablage �fspTS;N(~xr) den relativen Polorten zugeordnete und auf die Einheit s normierteAusregelzeit für sN = 1s�1TS;N;N auf die Einheit normierte Ausregelzeit eines PLLs mit N -fachem Polfür sN = 1s�1TS(~xr;Hmax) dem Vektor der relativen Polorte s1;PLL;r(~xr) zugeordnete minimaleAusregelzeit bei gegebenem Maximalwert Hmax der Phasenübertra-gungsfunktion bei einer Frequenzablage �fspu2n;1=f=�f Rauschleistungsdichte einer durch 1=f -Rauschen verursachtenRauschs-spannung
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SYMBOLVERZEICHNIS xxviiRN�1 abbilden, wenn die Pole des Schleifen�lters reell sein müssenxs;�(t) zu übertragendes Tiefpasssignal am �-ten SenderXs;�(t) zu übertragendes Tiefpasssignal am �-ten Sender (Fouriertransfor-mierte)~xNkom;a(~s1;PLL;r) Funktion, die dieNkom komplexen Polstellenpaare und die N�2Nkomreellen Pole unter den s1;PLL;r;n dem RN�1 zuordnet, wenn s1;PLL;r;1reell ist~xNkom;b(~s1;PLL;r) Funktion, die dieNkom komplexen Polstellenpaare und die N�2Nkomreellen Pole unter den s1;PLL;r;n dem RN�1 zuordnet, wenn s1;PLL;r;1komplex istykom;n SchlupfvariableyLF;n Schlupfvariableyreell;n Schlupfvariablez Parameter einer z-TransformiertenZ Anzahl der durch einen Frequenzteiler gezählten ImpulseZLF(s) Transimpedanz des Schleifen�lters (CPPLL)ZL(!) Lastimpedanzzsp Wert von z bei der Frequenzablage �fspZgnd Impedanz zwischen dem Ausgangsknoten und dem 0-V-Potenzialdes Transkonduktors im Modell zur Berechnung des Regelfehlers derAusgangsgleichtaktregelungZLF;nom(s) Nominale Transimpedanz des Schleifen�lters eines PLLsZLF;RC(s) Transimpedanz eines passiven RC-Schleifen�ltersZmn Transimpedanz von Tor n nach mZnn Eigenimpedanz am Tor nZUDD Impedanz zwischen dem Ausgangsknoten und der Versorgungsspan-nung des Transkonduktors im Modell zur Berechnung des Regelfeh-lers der AusgangsgleichtaktregelungGriechische Buchstaben� Proportionalitätskonstante�comp Maÿzahl für den Ein�uss der Bauelementwertschwankungen auf dieAmplitude der Transimpedanz des Schleifen�lters eines PLLs�Tr Maÿ für die Stärke der Inversion der Transistoren am Eingang desresitiv degenerierten Transkonduktors�comp Maÿzahl für den Ein�uss der Bauelementwertschwankungen auf dieLage der Pole des Schleifen�lters eines PLLs
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Kapitel 1EinleitungDrahtlose digitale Kommunikationssysteme sind zum festen Bestandteil des Alltags gewor-den. In [3] werden einige aufgezählt: Genannt werden u. a. das mittlerweile weltweit verwen-dete System der Groupe Speciale Mobile (GSM) für Mobilfunk, Wireless Local-Area Net-works (WLANs) wie das Bluetooth-System zur kostengünstigen und einfachen Einbindungbeliebiger Geräte (z. B. Digitalkamera) in digitale Datennetze und Systeme zur drahtlosenIdenti�kation von Objekten (RFID, [4�6]). Nicht erwähnt wurden Systeme, deren Marktein-führung noch bevorsteht, wie UMTS, das das GSM-System ablösen soll [7] oder ZigBee zurkostengünstigen und einfachen Vernetzung von Geräten mit geringem Kommunikationsbe-darf und hohen Anforderungen an die Stromaufnahme eines Transceivers (z.B. drahtlosvernetzte Sensoren) [8].Ein wirtschaftlicher Erfolg drahtloser digitaler Kommunikationssysteme war ohne preis-werte, kleine und stromsparende Kommunikationsgeräte nicht denkbar und wird es auchnicht sein. Daher wird ein Gerät angestrebt, das im wesentlichen aus wenigen (am bestenaus einem einzigen) kostengünstig herstellbaren monolithisch integrierten Schaltkreisen be-steht. Durch die Verfügbarkeit immer besserer mikroelektronisch integrierter Spulen und dieständig zunehmenden Transitfrequenzen kann die CMOS-Techologie heute dazu beitragen,möglichst viele Teilsysteme der Geräte auf einem einzigen Chip bereitzustellen [9]. So istein Ein-Chip-Transceiver, also eine Kombinations aus Sender (TRANSmitter) und Empfän-ger (Receiver), für Bluetooth sind bereits kommerziell verfügbar [10]. Die Machbarkeit vonGSM-Empfängern in CMOS wurde demonstriert [11].Drei Teilsysteme bilden gemeinsam einen monolithisch integrierten Transceiver. Das ersteist der Empfänger, der das an den Klemmen der Antenne verfügbare Signal verstärkt unddurch Mischung mit einem Referenzsignal sLO(t) in einen niedrigen Frequenzbereich ver-schiebt. Ein Analog-Digital-Umsetzer (ADC) bestimmt dann eine digitale Repräsentation1



2 1. Einleitungdes empfangenen Signals und führt diese einer digitalen Signalverarbeitungseinheit zu. DerEmpfänger ist umso besser, je kleiner seine Rauschzahl und je gröÿer seine Linearität ist. DieRauschzahl ist die gewichtete Summe der Rauschzahlen der Einzelkomponenten, wobei dasgröÿte Gewicht dem Low-Noise-Ampli�er (LNA) am Eingang des Empfängers zugewiesenwird. Es wurde gezeigt, dass die Rauschzahl eines induktiv degenerierten CMOS-LNAs [12]durch steigende Transitfrequenzen (unter Vernachlässigung des Gatewiderstandes und desohmschen Widerstandes vorhandener integrierter Spulen) beliebig nahe an die theoretischeUntergrenze von 1 herangeführt wird. Bei der Berechnung der Linearität erhält der ADCdas gröÿte Gewicht, und ein hochlineares Schaltungskonzept ist das des Bandpass ��-ADCs [13], das wegen der Verfügbarkeit exzellenter Analogschalter besonders gut in CMOSrealisierbar ist.Das zweite Teilsystem ist der Sender. Er hat die Aufgabe, mit Hilfe des ReferenzsignalssLO(t) aus einem niederfrequenten ein hochfrequentes Signal zu erzeugen und dieses überdie Antenne abzustrahlen. Seine Realisierung ist in CMOS wegen des geringen gm=Id-Verhältnisses der Transistoren [9] schwieriger. Die kritische Kenngröÿe des Senders ist derWirkungsgrad des Leistungsverstärkers (Power-Ampli�er,PA). Besonders geringeWirkungs-grade werden bei Modulationsverfahren ohne konstante Hüllkurve des gesendeten Signalerreicht, weil hier gleichzeitig die Anforderung an die Linearität des PAs sehr hoch ist. HoheWirkungsgrade können leichter bei Modulationsverfahren mit konstanter Hüllkurve erreichtwerden. Für das FSK-Verfahren als Beispiel für ein solches wurden bereits CMOS Sendermit einer Ausgangsleistung von 25dBm demonstriert [14].Das dritte Teilsystem ist der Frequenzgenerator, der das Referenzsignal sLO(t) zur Verfü-gung stellt. Er nimmt im Transceiver eine Schlüsselrolle ein, weil ohne ihn sowohl Sender alsauch Empfänger (zumindest die heute üblichen und oben beschriebenen Überlagerungsemp-fänger) funktionslos sind. Unabdingbar war daher, dass dessen Integrierbarkeit in CMOS-Technologie in [15�18] und vielen weiteren Verö�entlichungen gezeigt wurde. Verbesserungenmüssen aber weiterhin angestrebt werden, da sie sich gleich systemweit auswirken. Ob einigeAnforderungen an Sender und Empfänger überhaupt erfüllt werden können hängt nämlichdavon ab, wie gering die Nebenbandaussendungen, die sich aus Nebenwellen und Phasen-rauschen zusammensetzen, und die Ausregelzeit der Generatoren sind. Aus diesem Grundwurden sogar Empfänger- und Senderarchitekturen entwickelt, die nur mit einem bestimm-ten Frequenzgenerator denkbar sind. So muss zum Beispiel ein Wideband-IF-Empfängersein Referenzsignal aus einem auf einem breitbandigen PLL basierenden Wideband-PLL-Frequenzgenerator [19] erhalten. Das Gegenteil sind schmalbandinge und dennoch modu-lierbare PLL-basierte ��-Fractional-N-Frequenzgeneratoren [20, 21], die für CMOS einenoch gröÿere Relevanz erreicht haben, da sie äuÿerst stromsparende und einfache Sender



3erlauben, wenn das für CMOS besonders günstige FSK-Verfahren verwendet wird.Der ��-Fractional-N -Frequenzgenerator gibt starke Nebenwellen, sogenannte FractionalSpurs 1 aus. Diese werden mit Hilfe eines starken Störsignals am Ausgang des Phasende-tektors modelliert. Auch bei anderen Frequenzgeneratoren können dort solche Störungengemessen werden. Mit Hilfe eines Schleifen�lters wird versucht, sie daran zu hindern, zumAusgang des Generators zu gelangen und dort Verunreinigungen des Spektrums des ausge-gebenen Signals (z.B. Fractional Spurs) zu verursachen. Ist die spektrale Reinheit trotzdemungenügend, kann die Bandbreite des Filters verringert werden. Dadurch wird aber dieAusregelzeit erhöht, und häu�g ist gleichzeitig eine geringe Ausregelzeit und eine hohe Qua-lität des ausgegebenen Signals gefordert. Die Anforderungen, die in einigen standardisiertendrahtlosen digitalen Kommunikationssystemen an Phasenrauschen und Ausregelzeit gestelltwerden sind so, dass die nach dem heutigen Stand der Technik vorhandene Grenze desMachbaren erreicht wird (z.B. bei Bluetooth: 225�s Ausregelzeit und -120dBc/Hz@3MHzPhasenrauschen). Bei einer weiteren Verschärfung droht der Frequenzgenerator zum Fla-schenhals des gesamten Kommunikationssystems zu werden.In dieser Arbeit wird ein neuartiger Lösungsansatz für dieses Problem untersucht: Die Idee,nicht die Bandbreite zu veringern, sondern die Ordnung der Schleifen�lter zu erhöhen, wurdebisher nicht wissenschaftlich betrachtet. Hier stellt sich heraus, dass durch die zusätzlichenPole neue Freiheitsgrade gewonnen werden, die bei konstanter Unterdrückung der Störsigna-le eine drastische Verringerung der Ausregelzeit und umgekehrt erlauben. Ein für Bluetoothgeeigneter ��-Fractional-N -Frequenzgenerator mit einer Schleifen�lter-Ordnung von fünfkann zum Beispiel bei einer Referenzfrequenz von 8MHz unter Vernachlässigung von Bau-elementwertschwankungen und thermischem und 1=f -Rauschen eine Ausregelzeit unterhalbvon 30�s, eine Störfrequenzmodulation von 3KHz und ein zur Modellierung der FractionalSpurs dienendes äquivalentes Phasenrauschen von -186dBc/Hz@2,5MHz aufweisen! Die da-durch motivierte systematische Vorgehensweise beim Entwurf PLL-basierter Frequenzgene-ratoren hoher Ordnung wird entwickelt und beschrieben. Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:In Kapitel 2 wird zunächst die Aufgabenstellung konkretisiert. Die Abwägung zwischenspektraler Reinheit und Ausregelzeit wird quantitativ formuliert. Beim Vergleich verschie-dener Schaltungsalternativen werden die Vorteile PLL-basierter Frequenzgeneratoren dessogenannten Typs II deutlich.In Kapitel 3 wird dann der Entwurf von ��-Fractional-N -Frequenzgeneratoren des Typs1In manchen Verö�entlichungen über den ��-Fractional-N -Frequenzgenerator wird der periodische Cha-rakter seiner Nebenbandaussendungen ignoriert, so dass fälschlicherweise von Phasenrauschen gesprochenwird. Nur bei einemDithering des ��-Modulators sind die Nebenbandaussendungen echtes Phasenrauschen.



4 1. EinleitungII mit Schleifen�ltern hoher Ordnung auf Blockschaltbildebene beschrieben. Es wird vorge-schlagen, durch eine numerische Optimierung Ausregelzeit und Fractional Spurs zu mini-mieren. Beide werden direkt durch die Phasenübertragungsfunktion und nur indirekt durchdie Übertragungsfunktion des o�enen Regelkreises PLLs bestimmt. Für die numerische Op-timierung ist es daher wesentlich e�zienter, die Eigenschaften des PLLs auf die Pole derPhasenübertragungsfunktion als auf Verstärkung und Phase der Übertragungsfunktion deso�enen Regelkreises zurückzuführen. Hilfreich ist es auÿerdem, die erstgenannten durcheinen Bezugsort und relative Polorte auszudrücken. Die genaue Vorgehensweise wird de-monstriert. Die bei der Optimierung erhaltenen Ergebnisse werden dann mit Hilfe einesgenaueren Modells, das auch Nichtidealitäten wie zum Beispiel den Ein�uss von Bauele-mentwertschwankungen enthält, veri�ziert. Zwar werden die Ausregelzeiten und die Neben-bandaussendungen nun deutlich höher liegen als oben erwähnt. Die gröÿere Emp�ndlichkeitgegen die untersuchten Nichtidealitäten wird aber durch die Vorteile bei höherer Ordnungimmer noch so stark überkompensiert, dass praktisch keine Störsignale am Ausgang desPhasendetektors mehr zum Ausgang des Frequenzgenerators gelangen.Die verwendeten Schleifen�lter hoher Ordnung weisen eine Besonderheit auf: Damit diehinzugewonnenen Freiheitsgerade optimal ausgenutzt werden, müssen sie Blöcke enthalten,die die biquadratische Funktion realisieren (sogenannte Biquad-Filter oder kurz Biquads).Da die Biquads in einer völlig neuen Anwendung eingesetzt werden müssen, werden be-sondere Anforderungen an ihr Rauschen, ihre Linearität und ihre Stromaufnahme gestellt.Die sogenannte Gm-C-Schaltungstechnik eignet sich daher zu ihrer Realisierung in CMOS-Technologie. Transkonduktoren nehmen dabei eine zentrale Rolle ein. In Kapitel 4 wirdeine Vorgehensweise beim Entwurf von Voltage-Mode-Gm-C-Schleifen�ltern und geeignetenTranskonduktoren vorgeschlagen.In Kapitel 5 werden die erhaltenen Ergebnisse zusammengefasst und ein Ausblick auf dieZukunft gegeben.



Kapitel 2Aufgabenstellung und Lösungsvorschläge2.1 Datenübertragung mit Frequenzgeneratoren mit ge-störter PhaseEin Frequenzgenerator ist eine Schaltung, die bei der Lösung folgender Aufgabenstellungder Nachrichtentechnik eingesetzt wird:Mehrerer Sender � erzeugen reellwertige Tiefpasssignale xs;�(t) mit den Grenzfrequenzen!g;�, die von Empfängern � rekonstruiert werden müssen, so dass dort ein mit dem Symbolxd;�(t) bezeichnetes Signal vorliegt. Idealerweise ist xd;�(t) � xs;�(t). Die gesendeten undempfangenen Signale xs;�(t) beziehungsweise xd;�(t) seien zunächst auf einen an dieser Stellenoch nicht festzulegenden Wert normiert. Ihre physikalische Repräsentation ist ebenfallsnoch nicht festgelegt. Als Übertragungsweg von den Sendern zu den Empfängern dient einKanal K. Dabei treten folgende Schwierigkeiten auf:� Wesentliche Anteile der Signale xs;�(t) und xs;�(t) mit � 6= � überlagern sich sowohlim Zeit- als auch im Frequenzbereich.� Die Übertragungsfunktion des Kanals hat Bandpasseigenschaften und nimmt auÿer-halb seines Durchlassbereiches !g;ch;u < ! < !g;ch;o, insbesondere bei den Frequenzender zu übertragenden Signale ! < !g;� < !g;ch;u nur kleine Werte an. Das Signal xs;�(t)würde beim Durchlaufen des Kanals übermäÿig stark gedämpft.� Den den Kanal durchlaufenden Signalen werden Störsignale überlagert, die hinreichendstarke Signalanteile bei Frequenzen ! < !g;� besitzen.5



6 2. Aufgabenstellung und LösungsvorschlägePSfrag replacementsxs;1(t)xs;2(t)xs;�(t) xd;1(t)xd;2(t)xd;�(t)Kss(t) sd(t)Mod DemAbbildung 2.1: Modulation und DemodulationZur Lösung dieses Problems wird eine Transformation gesucht, die jedem Signal xs;�(t) einSignal ss;�(t) zuordnet, so dass� ss;�(t) ein Bandpasssignal mit der unteren und oberen Grenzfrequenz !g;�;u bezie-hungsweise !g;�;o ist,� die Signale ss;�(t) und ss;�(t) mit � 6= � sich im Frequenzbereich nicht mehr überlap-pen, also !g;��1;o < !g;�;u < !g;�;o < !g;�+1;u; (2.1)Die ss;�(t) können nun zu einem Signal ss(t) aufsummiert werden. Dadurch wird amEnde des Kanals ein Signal sd(t) (bei einem Kanal ohne Verzerrungen, Dämpfung undRauschen wäre sd(t) = ss(t)) gemessen, aus dem durch Bandpass�lterung die Signalesd;�(t) (idealerweise sd;�(t) = ss;�(t)) gewonnen werden.� die zu übertragenden Signale ss;�(t) im Durchlassbereich des Kanals liegen:!g;ch;u < !g;�;u < !g;�;o < !g;ch;o (2.2)� die Signale xs;�(t) aus den Signalen ss;�(t) eindeutig rekonstruiert werden können.Die Lösung ist Modulation eines Trägersignals. Bei der drahtlosen digitalen Datenkommu-nikation wird stets ein cosinusförmiger Trägerss;�(t) = a�(t) cos f!c;�t+ ��(t)g (2.3)verwendet. Es soll� a�(t) Amplitude,



2.1 Datenübertragung mit Frequenzgeneratoren mit gestörter Phase 7� ~��(t) := !c;�t+ ��(t) Phase (im Bogenmaÿ, Einheit ist rad!),� !�(t) = d~��dt Momentanfrequenz und� !c;� Trägerfrequenzdes modulierten Trägers heiÿen.Die Information über xs;�(t) kann in der Phase (Frequenz) oder in der Amplitude enthaltensein. Im ersten Fall spricht man von Phasenmodulation (Frequenzmodulation) oder im Falleeines digitalen zu übertragenden Signals von Phasentastung, PSK (Frequenztastung,FSK).Im zweiten Fall wird die Modulationsart Amplitudenmodulation oder Amplitudentastung,ASK genannt.Die Aufgabe des Frequenzgenerators ist es, eine Signalspannung uLO(t) zur Verfügung zustellen. Es ist uLO(t) = ûLO cos (�LO(t)) (2.4)und durch Normierung auf die Amplitude ûLO erhält man das normierte Ausgangssignal desFrequenzgenerators sLO(t) = cos(�LO(t)); (2.5)aus dem sich leicht der modulierte Träger gewinnen läÿt. Im Idealfall ist�LO;ideal(t) = ~��(t) = !c;�t+ ��(t) (2.6)Tatsächlich aber wird �LO(t) = !c;�t+ ��(t) + �n;LO(t) (2.7)erhalten, wobei �n;LO(t) eine Störung der Phase und!LO(t) = ddt�LO(t) (2.8)die Momentanfrequenz am Ausgang des Frequenzgenerators ist.Die Störung der Phase behindert die Übertragung von xs;�(t) durch Amplitudenmodulationoder Frequenzmodulation.2.1.1 AmplitudenmodulationDie Situation bei Amplitudenmodulation (Amplitudentastung) mit Hilfe eines gestörtenTrägersignals ist in Abbildung 2.2 mit Hilfe eines Modelles dargestellt. Das Signal xs;�(t)
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PSfrag replacements
xs;�(t) ss;�(t)ks kdcos(�LO;s;�(t))ss;1(t) ss;2(t) ss;�(t) cos(�LO;d;�(t)) xd;�(t)md;�(t)�Abbildung 2.2: Modell der Amplitudenmodulation oder Amplitudentastungwird im Sender mit dem Signal sLO;s;�(t) multipliziert (=gemischt) oder � im nachrichten-technischen Sprachgebrauch � dem Träger aufmoduliert. Bevor es jedoch über den Kanalübertragen übertragen wird, wird es durch Multiplikation mit einem Faktor ks in das Si-gnal ss;�(t) überführt (verstärkt). Die Verstärkung muss erfolgen, weil die Kanäle in derdrahtlosen digitalen Kommunikation eine Dämpfung haben. Diese ist so groÿ, dass nach derÜbertragung über den Kanal das Signal im Empfänger erneut verstärkt werden muss, dadie Verstärkung im Sender nicht ausreicht. Der Verstärkungsfaktor im Empfänger heiÿt kd.Die Phase am Ausgang des Frequenzgenerators des �-ten Senders wird als �LO;s;�(t) bezeich-net und ist �LO;s;�(t) = !c;�t+ �n;LO;s;�(t) (2.9)Dabei ist �n;LO;s;�(t) die Phasenstörung des Frequenzgenerators am �-ten Sender. Damitwird das gesendete Signalss;�(t) = a�(t) [cos!c;�t cos�n;LO;s;�(t)� sin!c;�t sin �n;LO;s;�(t)] (2.10)mit a�(t) = ksxs;�(t). Unter der Voraussetzung �n;LO;s;�(t) << 1rad wird sin�n;LO;s;�(t) ��n;LO;s;�(t) und cos�n;LO;s;�(t) � 1, so dassss;�(t) � a�(t) [cos!c;�t� sin (!c;�t)�n;LO;s;�(t)] : (2.11)Im folgenden soll der E�ekt einer Phasenstörung im Frequenzbereich untersucht werden. DerEinfachheit halber sei angenommen, die Signale a�(t) und �n;LO;s;�(t) seien fouriertransfor-mierbar. Dieses ist auf jeden Fall so, wenn ja�(t)j und j�n;LO;s;�(t)j nach oben beschränktsind und a�(t) = 0 für � T=2 < t < T=2 (2.12)und auÿerdem �n;LO;s;�(t) = 0 für � T=2 < t < T=2 (2.13)



2.1 Datenübertragung mit Frequenzgeneratoren mit gestörter Phase 9gilt, wobei T als Sendedauer bezeichnet werden soll. Ein realer Sender wird mit Sicherheitnur während einer beschränkten Zeit senden können, so dass die obigen Annahmen nichtunvernünftig sind. Die Sendedauer beginnt frühestens mit dem ersten Einschalten und endetspätestestens, wenn er durch Alterung defekt geworden ist und durch ein neues Gerät ersetztwird.Für die Fouriertransformierte des gesendeten modulierten Trägers, bezeichnet als Ss;�(!)wird gefunden: Ss;�(!) = 12�A�(!) �[��(! + !c;�) + ��(! � !c;�)�j2�n;LO;s;�(! + !c;�) + j2�n;LO;s;�(! � !c;�)� : (2.14)Dabei ist sind A�(!) und �n;LO;s;�(!) die Fouriertransformierten von a�(t) beziehungsweise�n;LO;s;�(t) Die Multiplikation des Signals a�(t) mit einer idealen cosinusförmigen Schwin-gung im Frequenzbereich entspräche einer Faltung mit zwei Dirac-Stöÿen und damit einereinfachen Verschiebung der Fouriertransformierten A�(!) im Frequenzbereich. Dem Ergeb-nis einer solchen idealen Frequenzumsetzung wird aber nun ein Störsignal überlagert. Diesesergibt sich aus einer weiteren Faltung von A�(!) mit einem im Vergleich zum Dirac-Stoÿbreitbandingen aus �n;LO;s;�(!) gewonnenen Signal. Durch die Phasenstörung wird das zuübertragende Signal im Frequenzbereich verschmiert.In vielen Fällen ist die Bandbreite von A�(!) sehr viel kleiner als die von �n;LO;�;s(!). Eswird daher A�(!) � 2�Â��(!) (2.15)modelliert, so dassSs;�(!) = Â� ���(! + !c;�) + ��(! � !c;�)� j2�n;LO;s;�(! + !c;�) + j2�n;LO;s;�(! � !c;�)� ;(2.16)wobei Â� der E�ektivwert des Signals a�(t) ist und zuÂ� =s 1T Z T=2�T=2 a2�(t)dt (2.17)berechnet werden soll. Die Zulässigkeit dieser Näherung muss aber anhand von Simulationenfür den Einzelfall geprüft werden.Der Frequenzgenerator verursacht sogenannte Nebenbandaussendungen (im Englischen be-zeichnet als 'spurious emissions'). Diese sind eine Funktion der im folgenden als Ablage vom



10 2. Aufgabenstellung und LösungsvorschlägeTräger (engl. 'o�set') bezeichneten Gröÿe �fsp = (! � !c;�t)=2�. Damit sie von anderenFrequenzdi�erenzen �f unterschieden werden kann, wird sie in dieser Arbeit mit dem In-dex 'sp' versehen, der auf 'spurious emissions' hinweist. Während das gewünschte Signala�(t) cos!c;�t mit zunehmender Ablage von der Trägerfrequenz schnell abfällt, haben dieihm überlagerten Nebenbandaussendungen �n;LO;s;�(t) sin(!c;�t) bei hohen Frequenzablagennoch immer Signalanteile. Diese können die Kommunikation zwischen einem Sender undeinem Empfänger stören, die den selben Kanal aber eine andere Trägerfrequenz !c;� mit� 6= � nutzen.Im Empfänger wird umgekehrt das Signal ss(t) = Â� cos!c;�t eines anderen Senders zudem zu empfangenden überlagert. Durch Mischung mit dem nicht idealen Signal aus demFrequenzgenerator, sLO;d;�(t) = cos(�LO;d;�(t)), entsteht das Signal md;�(t). Zur Berechnungvon md;�(t) wird der Einfachheit halber ein verzerrungs- und rauschfreier Kanals angenom-men, der zu dem keine Dämpfung aufweist, so dass ss(t) = sd(t). Ein realer Kanal verursachtweitaus mehr Schwierigkeiten. Der Ein�uss der Phasenstörung, im Empfänger bezeichnet als�n;LO;d;�(t), auf die Leistungsfähigkeit des Empfängers bleibt aber durch diese Vereinfachungqualitativ der gleiche. Das Signal am Ausgang des Mischers wird somd;�(t) = kd �Â� cos!c;�t+ Â� cos!c;�t� [cos!c;�t� sin (!c;�t)�n;LO;d;�(t)] : (2.18)Dessen Fouriertransformierte, bezeichnet als Md;�(!), existiert unter der Voraussetzung�n;LO;d;�(t) = 0 für � T=2 < t < T=2; (2.19)so dass die Fouriertransformierte �n;LO;d;�(!) von �n;LO;d;�(t) existiert, und enthält auÿerdem gewünschten Anteil kd�Â��(!) einen ungewünschten Signalanteil bei ! = 0:Md;�(! = 0) = kd��Â��(!)+Â�4 j [�n;LO;�;d(!c;� � !c;�)� �n;LO;d;�(!c;� � !c;�)��n;LO;d;�(!� + !�) + �n;LO;d;�(�!� � !�)] � (2.20)Die ungewünschte Komponente ist proportional zur Amplitude des begleitenden Signals A�und zur Fouriertransformierten der Phasenstörung. Störungen der Phase des Frequenzge-nerators bewirken also eine geringere Fähigkeit des Empfängers, Sendesignale mit von dergewünschten verschiedenen Trägerfrequenz zu unterdrücken. Man spricht von verringerterSelektivität.Oben wurden nur fouriertransformierbare Signale betrachtet. Im allgemeinen muss aberkeine Fouriertransformierte für a�(t), �n;LO;s;�(t) und �n;LO;d;�(t) existieren. Insbesondere



2.1 Datenübertragung mit Frequenzgeneratoren mit gestörter Phase 11PSfrag replacements !
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�2A��(! � !c;� + !c;�)��A�4 �n;LO;�;s���A��(!) b)Abbildung 2.3: Ein�uss einer Phasenstörung bei Amplitudenmodulation oder -tastung, a)beim Senden b) beim Empfangenkönnen Rauschprozesse zu �n;LO;s;�(t) und �n;LO;d;�(t) beitragen, für die keine Fouriertrans-formierte sondern nur eine spektrale Leistungsdichte angegeben werden kann. Rauschssigna-le aus stationären Rauschprozessen wurden ausgeschlossen, indem angenommen wurde, dieSignale sein nur innerhalb der Sendedauer T von null verschieden. Die Verallgemeinerungder Ergebnisse erfordert daher, dass die Sendedauer T über alle Grenzen verlängert wird.Die mittlere Leistung einer Phasenstörung eines Frequenzgenerators im Intervall �T=2 <t < T=2 soll als P�;n;LO bezeichnet werden und läÿt sich nach dem Parseval'schen Theoremdurch P�;n;LO = 1T Z T=2�T=2 �2n;LO(t)dt = 12� Z 1�1 j�n;LO(!)j2T d! (2.21)berechnen. Dabei wird j�n;LO(!)j2 als Energiedichte der Phasenstörung bezeichnet. Läÿtman in einem Gedankenexperiment die Sendedauer T über alle Grenzen wachsen und wählt�n;LO(t) so, dass die Leistung P�;LO;n dennoch konstant bleibt, wird aus der Phasenstörung



12 2. Aufgabenstellung und Lösungsvorschlägeein Leistungssignal und die Gröÿe j�n;LO(!)j2=T geht in eine Leistungsdichte, bezeichnetals S��n;LO ;DSB(!), über. Dabei kennzeichnet der Index 'DSB', dass die Zweiseitenbandde-�nition gemeint ist, S��n;LO;DSB(!) also für positive und negative Frequenzen de�niert ist.In der Schaltungstechnik wird aber meist die Einseitenbandde�nition verwendet, und diezugehörige Leistungsdichte soll im folgenden als S��n;LO(!) bezeichnet werden und wird zuS��n;LO(!) = 2S��n;LO;DSB(!) (2.22)berechnet.Im allgemeinen ist�n;LO(t) = �n;LO;kontin(t) + n=1Xn=1 �̂n;LO;n cos(!�;n;LO;nt+  �;n;LO;n) (2.23)Dem Term �n;LO;kontin(t) und dem zweiten Term aus Gleichung (2.23) sollen spektralen Lei-stungsdichten, bezeichnet als S��n;LO;kontin (!) beziehungsweise S��n;LO;diskret(!), zugeordnetwerden. Der Term �n;LO;kontin(t) soll weiterhin so gewählt werden, dass die spektrale Lei-stungsdichte S��n;LO;kontin(!) frequenzkontinuierlich ist und der frequenzdiskrete Anteil vonS��n;LO(!) voll in S��n;LO;diskret(!) enthalten ist.In Abbildung 2.4 ist das Leistungsdichtespektrum des Ausgangssignal des Frequenzgenera-tors sLO(t), bezeichnet als SssLO(!), angegeben. Wegen (2.11) enthält dieses ebenfalls so-wohl einen frequenzkontinuierlichen als auch einen frequenzdiskreten Anteil, bezeichnet alsSssLO;kontin(!) beziehungsweise SssLO;diskret(!), festgestellt. Der frequenzdiskrete Anteil wirdals Nebenwellen (englisch: 'spurious tones' oder kurz 'spurs')bezeichnet. Aus (2.23) gehthervor, dass sie auf periodische Vorgänge zurückzuführen sind. Wenn der frequenzkontinu-ierliche Anteil auf einen Rauschprozess zurückzuführen ist, ist die De�nition des Begri�esPhasenrauschen L(�fsp) gültig. Phasenrauschen ist eine Funktion der Frequenzablage vomTräger �fsp. und de�niert durchL(�fsp) = 11Hz 2̂A2� 12� !c�+2�(�fsp+0:5Hz)Z!c;�+2�(�fsp�0:5Hz) SssLO;kontin(!)d!� 2SssLO;kontin (!c;� + 2��fsp)A2� (2.24)Weiterhin ist L(�fsp) � 12S��n;LO;kontin (2��fsp) (2.25)Phasenrauschen wird gemessen, indem bei einer Frequenzablage �fsp die Leistung desRauschsignals innerhalb eines Frequenzbandes von 1Hz Bandbreite gemessen und mit der



2.1 Datenübertragung mit Frequenzgeneratoren mit gestörter Phase 13Leistung Â2�=2 des Trägers in Verhältnis gesetzt wird. Es wird darauf hingewiesen, dassL(�fsp) wegen der in dieser Arbeit getro�enen De�nition (2.24) dann noch mit der Einheit[L(�fsp)] = s versehen werden muss. Es ist üblich, das Phasenrauschen logarithmiert in derEinheit dBc=Hz ('deciBells below carrier') anzugeben, alsLdB(�fsp) = 10 log [L(�fsp) � 1Hz] � dBc=Hz: (2.26)
PSfrag replacements SssLO (!)

!!LO
gewünschtes SignalSssLO;kontin(!)SssLO;diskret(!)

Abbildung 2.4: Das Leistungsdichtespektrum am Ausgang des Frequenzgenerators mit Pha-senrauschen und Nebenwellen ('spurs')2.1.2 FrequenzmodulationNeben der verringerten Selektivität und der Störung der Kommunikation von Sendern undEmpfängern, die benachbarte Trägerfrequenzen verwenden, greifen Phasenstörungen beiFrequenz- und Phasenmodulation direkt auf das Signal-zu-Rausch-Verhältnis der Phase oderder Frequenz des modulierten Trägers durch.Es ist zum Beispiel vorteilhaft, die Datenkommunikation mit Hilfe der Frequenzmodulationso wie in Abbildung 2.5 dargestellt durchzuführen. Unter Modulation des Trägers wird hiernicht die Multiplikation von sLO;s;�(t) mit xs;�(t) verstanden. Darum wird auch nicht zwin-gend ein Mischer gebraucht und die dargestellte Schaltung benötigt potenziell wenig Strom.Es muss aber darauf hingewiesen werden, dass ein frequenzmodulierter Träger auch anderserzeugt werden kann � und wird, wenn zum Beispiel kein geeigneter Frequenzgenerator zurVerfügung steht.
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Frequenz-generator �xs;�(t) xd;�(t)ss;1(t)ss;2(t) ss;�(t) Demo-dulationks kdk0+kFM ss;�(t)k(t)Daten Einstellung derTrägerfrequenzFrequenzmodulierter Trägerzu übertragen
Abbildung 2.5: Frequenzmodulation oder Frequenztastung mit Hilfe eines modulierbarenFrequenzgeneratorsIm Beispiel wird jedoch ein als modulierbar bezeichneter Frequenzgenerator verwendet. MitModulierbarkeit ist gemeint, dass dessen ausgegebene Frequenz !LO(t) nicht nur mit Hilfeeines Steuereingangs, der mit einem Steuerwert, bezeichnet als k(t), belegt wird, bis aufden Störanteil d�n;LO(t)=dt näherungsweise wertkontinuierlich eingestellt werden kann. DieÜbertragungsfunktion, die !LO(t) und k(t) verknüpft, beschreibt darüber hinaus keinerleifrequenzabhängige Dämpfung oder Phasenverschiebung. Die durch den Frequenzgeneratorerzeugte Frequenz !LO(t) ist bei einem solchen Aufbau mit der Momentanfrequenz !�(t)des modulierten Trägers bis auf einen Störanteil identisch, und diese berechnet sich durcheine a�ne Abbildung zu!�(t) = !LO(k = 0) +Ksynthk(t) + ddt�n;LO(t); (2.27)wobei !LO(k = 0) die für k(t) = 0 ausgegebene Frequenz und Ksynth die Verstärkung desFrequenzgenerators ist.Um eine Frequenzmodulation durchzuführen, wird das Signal xs;�(t) zunächst mit einemFaktor kFM multipliziert, um den Frequenzhub am Ausgang des Frequenzgenerators, be-zeichnet als �!FM, einzustellen. Unter der Vorraussetzung, dass xs;�(t) zwischen -1 und 1schwankt ist �!FM = kFMKsynth: (2.28)Bei cosinusförmigem xs;�(t) wird darüber hinaus ein Modulationsindex m mitm = �!FM!g;� (2.29)de�niert, wobei !g;� die Frequenz von xs;�(t) ist. Bei FM und FSK ist es wichtig, den Fre-quenzhub beziehungsweise den Modulationsindex zu kontrollieren, da hierdurch die Band-breite des ausgesendeten Signals beein�usst wird.



2.2 Ausregelzeit 15Das mit kFM multiplizierte Signal wird der Konstanten k0 aufaddiert, die benötigt wird,um die Trägerfrequenz !c = !LO(k = 0) + k0Ksynth einzustellen. Anschlieÿend wird esin den Steuereingang des Frequenzgenerators gegeben, sodass die Momentanfrequenz desmodulierten Trägers !�(t) = !c;� + kFMKsynthxs;�(t) + ddt�n;LO(t) (2.30)wird. Das Signal-zu-Rausch-Verhältnis der Frequenz istSNR = k2FMK2synthxs;�(t)2(d�n;LO(t)=dt)2 (2.31)Dabei sind xs;�(t)2 und (d�n;LO(t)=dt)2 die Varianzen des Datensignals beziehungsweiseder Ableitung der Phasenstörung. Analog zur Frequenzmodulation enthält ein Signal-zu-Rausch-Verhältnis bei der Phasenmodulation die Varianz der Phasenstörung. Mit Hilfe desParseval'schen Theorems werden die Varianzen berechnet und als Störphasenmodulationq��2 =s 12� Z !2!1 S��n;LO(!)d! (2.32)oder Störfrequenzmodulationq�f2 =s 18�3 Z !2!1 !2S��n;LO(!)d!: (2.33)bezeichnet. Dabei sind !1 und !2 die untere und obere Grezfrequenz des Nutzsignals xs;�(t)und werden durch die Anwendung vorgegeben.2.2 AusregelzeitDa die Trägerfrequenz !c;� nur selten vor dem Entwurf von Sendern und Empfängern,sondern meist kurz vor Beginn ihrer Kommunikation hinreichend genau festgelegt wird,muss die ausgegebene Frequenz !LO(t) des Frequenzgenerators einstellbar sein. Neben denNebenbandaussendungen ist darum die Ausregelzeit eine weitere wichtige Eigenschaft desFrequenzgenerators. Typischerweise wird gefordert, dass die ausgegebene Frequenz mit einerrelativen Genauigkeit, bezeichnet als �LO, der Soll-Frequenz !c entspricht, sodass����!LO � !c;�!c;� ���� < �LO (2.34)



16 2. Aufgabenstellung und LösungsvorschlägeAls Ausregelzeit TS soll in dieser Arbeit die Zeit, die der Frequenzgenerator nach Bekannt-gabe von !c;� benötigt, um !LO gemäÿ (2.34) einzustellten, bezeichnet werden. Streng ge-nommen ist dieser Begri� nur dann richtig, wenn die Frequenz !LO tatsächlich geregegeltwird, wie beim PLL basierten Frequenzgenerator. Die wörtliche Übersetzung des in die-sem Zusammenhang im Englischen verwendeten Begri�es Settling Time, Einschwingzeit, istaber mehrdeutig, so dass auch beim direkten digitalen Frequenzgenerator von Ausregelzeitgeredet wird.Der Begri� Ausregelzeit wird in Abbildung 2.6 noch einmal graphisch erklärt. Zu erkennenist die von einem Frequenzgenerator ausgegebene Momentanfrequenz !LO(t) gegenüber derZeit. Der Ausregelvorgang beginnt, nachdem der Frequenzgenerator durch Änderung seinesSteuerwertes k angewiesen wurde seine Frequenz nach !c;� zu ändern. Dieses geschiehtin dem dargestellten Fall nicht sprunghaft sondern in einem Ausregelvorgang. Dieser istbeendet, wenn !LO(t) zum letzten mal in einen Bereich der Höhe 2�!c;� hineingelaufenist. Die Dauer des Ausregelvorganges wird als Ausregelzeit TS bezeichnet. Nicht bei jedemFrequenzgenerator sieht der Ausregelvorgang so wie in Abbildung 2.6 dargestellt aus. Einesprunghafte Frequenzänderung ist z.B. beim direkten digitalen Frequenzgenerator möglich.Daher ist der Begri� der Ausregelzeit dort problematisch. Weiterhin muss beachtet werden,dass der Frequenzgenerator mit dem dargestellten Ausregelvorgang nicht im Sinne der obenangegebenen De�nition modulierbar ist.Die Ausregelzeit muss abgewartet werden, bevor Daten übertragen werden können. DerDaten�uss vom Sender zum Empfänger wird daher stets durch Sendepausen unterbrochen,wenn die zwischen Sender und Empfänger vereinbarte Trägerfrequenz !c;� gewechselt wird.Am Beispiel des Mobilfunkstandards 'Bluetooth' für kurzreichweitige Datenkommunikationwerden die Auswirkungen deutlich.In 'Bluetooth' ist zwischen Sendern und Empfängern ein Frequency-Hopping Spread-Spectrum-Datenübertragungsverfahren vereinbart. Der Datenstrom wird auf Zeitschlitze lverteilt. Jeder Zeitschlitz ist Tslot = 625�s lang und jedem Zeitschlitz wird eine Trägerfre-quenz !c;�;l zugeordnet. Im ungünstigsten Fall ändert sich !c;�;l mit jedem Zeitschlitz. EinDatensignal wird dem Träger nur während der ersten Tsende = 366�s aufmoduliert. Die dar-au�olgende Zeit muss dazu genutzt werden, die neue Trägerfrequenz !c;�;l+1 zu berechnenund den Frequenzgenerator einzustellen.Es sei fb die Anzahl der Bits, die pro Zeiteinheit auÿerhalb der Sendepausen vom Sender zumEmpfänger übertragen wird. Die mittlere Bitrate während der Dauer eines Zeitschlitzes istdiejenige, welche tatsächlich das über einen längeren Zeitraum übertragbare Datenvolumen
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PSfrag replacements

!LOrad�s�1
tsTSs

Beginn des Ausregelvorgangs!c;�rad�s�12�!c;�

Abbildung 2.6: Zur De�nition der Ausregelzeit TSbegrenzt und berechnet sich zu fb = fbTsendeTslot = 0; 58fb: (2.35)Es stehen also weniger als 60% von fb zur Verfügung.Unter der Annahme bei der Entwicklung von Datenübertragungsverfahren nach demFrequency-Hopping Spread-Spectrum-Verfahren sei die Ausregelzeit TS für die Wahl vonTsende maÿgeblich, sodass Tsende � Tslot � TS (2.36)führt bei konstanter Dauer der Zeitschlitze eine niedrigere Ausregelzeit zu höheren mittlerenBitraten. Eine wichtige Aufgabe ist es daher, die Ausregelzeit der Frequenzgenerators geringzu halten.



18 2. Aufgabenstellung und Lösungsvorschläge2.3 Arten von FrequenzgeneratorenIm folgenden werden verschiedene alternative Frequenzgeneratoren miteinander verglichen.Grundsätzlich kann jede der vorgestellten Schaltungen die günstigste sein, wenn nur ge-eignete Anforderungen an Frequenz, Ausregelzeit und Nebenbandaussendungen des Fre-quenzgenerators vorliegen. Die oben beschriebene abstrakte Aufgabenstellung muss daherkonkretisiert werden. Aus diesem Grund wurden der frei zugänglichen Literatur einige An-forderungen an für die drei sehr weit verbreiteten drahtlosen digitalen Kommunikationssy-steme 'Bluetooth', GSM900 und DCS1800 geeignete Frequenzgeneratoren entnommen undin Tabelle 2.1 zusammengefasst. Bei allen Systemen liegt die zu erzeugende Frequenz imMi-krowellenbereich (300MHz - 3GHz). Die Modulationsverfahren GFSK und GMSK sind vonder Frequenztastung FSK abgeleitet. Daher wird hier ein modulierbarer Frequenzgeneratorwie in Abbildung 2.5 dargestellt gewünscht.Tabelle 2.1: Beispiele für Anforderungen an Frequenzgeneratoren ('Bluetooth',GSM900 undDCS1800)Standard Bluetooth GSM900 DCS1800Modulationsart GFSK [22] GMSK [20] GMSK [20]Trägerfrequenz fc = !c=(2�) 2401MHz bis 2479MHz [22] 890MHz - 960 MHz [1] 1710MHz - 1880 MHz [1]Phasenrauschen L@�fsp -80dBc@500kHz, -120dBc@3MHz [15,23] -121dBc@600kHz [1] -121dBc@600kHz [1]Ausregelzeit TS 225�s [22] 287 �s [1] 287 �s [1]Frequenzgenauigkeit �LO 30 ppm (70 kHz) [22] 100 ppm [16] 100 ppm [16]Störfrequenzmodulation q�f2 18,6 kHz [15] - -Störphasenmodulation q��2 - 1:9� [20] 1:9� [20]Bei den hier verglichenen Schaltungskonzepten soll davon ausgegangen werden, dass� 1GHz < !LO=2� < 10GHz� L(�fsp = 2:5MHz) < �125dBc� q�f2 < 20kHz� �LO < 30ppmgefordert wird. Auch sollte der Frequenzgenerator modulierbar sein.2.3.1 Direkte Digitale ErzeugungDas Blockschaltbild des direkten digitalen Frequenzgenerators (DDFS) nach dem Tabellen-verfahren ist in Abbildung 2.7 dargestellt. Er besteht aus einem Summierer, einem Register,



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 19einem ROM, einem DAC und einem Tiefpass�lter. Sein Eingangssignal ist das Taktsignalsref(t) der Kreisfrequenz !ref. Das Eingangssignal ist das digitale Steuerwort k. Die Wort-breiten des Registers, des ROMs und des DACs seien gleich und mit r bezeichnet. Es istk 2 f0; 1; 2; : : : ; 2rg. Die Schaltung bietet zum einen den Vorteil einer sehr kleinen Ausre-gelzeit. Weiterhin können alle Blöcke mit dem Signal sref(t) getaktet werden.Bei jedem Taktimpuls des Signals sref(t) wird entweder der Inhalt des Registers um denWert k erhöht oder bei einem Überlauf auf ein Wert nahe Null zurückgesetzt. Am Ausgangdes Registers entsteht so eine Sägezahnschwingung, die mit Hilfe des ROMs in eine cosinus-förmige Schwingung umgerechnet wird. Der DAC und das Tiefpass�lter erzeugen aus demdigitalen Ausgangssignal des ROMs das gewünschte analoge Signal sLO(t).Auÿer demTabellenverfahren sind noch andere Verfahren zur digitalen Erzeugung von sLO(t)denkbar. Die Umrechnung des Ausgangssignals des Registers in eine cosinusförmige Schwin-gung könnte zum Beispiel mit Hilfe eines CORDIC-Algorithmus, oder auf Basis einer Ap-proximation des Cosinus durch eine abgebrochene Taylorreihe anstelle des ROMs erfolgen.Solche Schaltungsblöcke müssten dann aber mit einem Signal getaktet werden, das eine weithöhere Frequenz als !ref besitzt und würden deswegen mehr Strom verbrauchen oder wärensogar gar nicht realisierbar.Die Frequenz, die der Frequenzgenerator ausgibt, wird zu!LO = k2r!ref (2.37)berechnet. Die Di�erenz zwischen zwei für benachbarte k ausgegebene Frequenzen heiÿtFrequenzau�ösung !res und wird zu !res = !ref2r (2.38)berechnet. Weiterhin muss k2r < 12 (2.39)sein, damit das Abtasttheorem erfüllt ist. Eine Änderung des Frequenzsteuerwortes k be-wirkt eine Änderung der ausgegebenen Frequenz zum Zeitpunkt des darau�olgenden Takt-impulses.Selbst dann, wenn die Rauschen und Nichtlinearität des DACs auÿer acht gelassen werden,wird das ausgegebene Signal von Störungen überlagert. Typischerweise werden sogenannteAmplitudenquantisierungs- (AQ-) und Phasenrundungsnebenwellen (PT-) ausgegeben [24].Die Pegel der ersten können durch PAQ � (�6r + 3)dBc und der zweiten durch PPT �(�6r + 7)dBc abgeschätzt werden.



20 2. Aufgabenstellung und LösungsvorschlägePSfrag replacements k + Register cos�ROM DACsref (t) sLO(t)Abbildung 2.7: Direkter digitaler FrequenzgeneratorDamit direkte digitale Frequenzgeneratoren für Mobilfunkanwendungen unmittelbar nutz-bar würden, müsste der Entwickler gleichzeitig extrem hohe Taktraten !ref (2��5GHz für!LO = 2� � 2; 5GHz) und Wortbreiten r der digitalen Bausteine zur Verfügung stellen; dabeimuss bedacht werden, dass im ROM schlimmstenfalls 2r Speicherplätze vorzusehen sind.Gleichzeitig muss die Leistungsaufnahme des Generators gering sein.In Tabelle 2.2 sind die technischen Daten einiger direkten digitalen Frequenzgeneratoren,über die in jüngeren Verö�entlichungen berichtet wird, aufgelistet. Die Wortbreite wurdeteilweise je nach Komponente des Frequenzgenerators unterschiedlich gewählt. Daher wirdjeweils die Wortbreite des DACs rDAC angegeben. Die maximale Referenzfrequenz über-schreitet nicht 600 MHz. Frequenzen im GHz-Bereich sind überhaupt noch nicht direktdigital erzeugt worden.Tabelle 2.2: Einige direkte digitale FrequenzgeneratorenLiteraturstelle Jahr Technologie rDAC fref = !ref=2� Leistungsaufnahme[25] 1995 0,5�m-CMOS 10 55 MHz 45mW@2V[26] 2000 0,35�m-CMOS 16 160 MHz 1,2W@3,3V[27] 2000 0,35�m-CMOS 9 80 MHz 8,2mW@3,3V[28] 2001 0,35�m-CMOS 9 268 MHz n. A.[29] 2001 0,35�m-CMOS 12 100 MHz / 500 MHz 9,6mW@3,3V / n.A.[30] 2001 0,35�m-CMOS 12 100 MHz 35mW@3,3V[31] 2002 0,25�m-CMOS 11 300 MHz / 600 MHz 240mW@2,5V / n.AWird unterstellt, die Referenzfrequenz sei proportional zu 1=Lmin, wobei Lmin die minima-le Gatelänge in der verwendeten CMOS-Technologie ist, lassen sich die oben erhaltenenErgebnisse aber vielleicht auf zukünftige Technologien übertragen. Der beste Frequenzgene-rator aus einem solchen Betrachtungswinkel wäre dann der in [29] beschriebene, da bei ihmdas Produkt aus Referenzfrequenz und minimaler Gatelänge maximal ist. Das bedeutet,dass die vorhandene Technologie besonders gut ausgenutzt wurde. Möglicherweise kann aus



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 21dieser Verö�entlichung geschlossen werden, dass mit einer in der Zukunft geplanten 0,07�m-Technologie eine Referenzfrequenz von !ref = 2�2; 5GHz und ein DAC mit einer Wortbreitevon 12 bit verwendet werden können. Der Frequenzbereich von GSM900 könnte also ge-rade erreicht werden. Es sei angenommen, der direkte digitale Frequenzgenerator solle fürGSM900 eingesetzt werden.Die Frequenzau�ösung beträgt bei dem oben vorgeschlagenen Frequenzgenerator mit r =12 und !ref = 2� � 2; 5GHz !res = 2� � 610kHz. Der Frequenzgenerator muss aber in derLage sein, alle in GSM900 zulässigen Trägerfrequenzen zu erzeugen. Der Kanalabstand, alsodie Di�erenz zwischen zwei benachbarten zulässigen Trägerfrequenzen, beträgt in GSM9002� � 200kHz, so dass nur jede dritte Trägerfrequenz erzeugt werden kann. Die Wortbreitemuss noch um mindestens 2 bit erhöht werden. Der Entwurf des Frequenzgenerators würdedadurch noch etwas schwieriger.Weiter erschwert würde der Entwurf des Frequenzgenerators, falls Modulierbarkeit gefor-dert würde. Hier muss darauf hingewiesen werden, dass bei dem Frequenzgenerator ausAbbildung 2.5 sowohl k als auch xs;�(t) wertkontinuierlich sind. Beim direkten digitalenFrequenzgenerator ist aber k wertdiskret (Ksynth = !res), so dass auch xs;�(t) wertdiskretsein muss, obwohl ein wertkontinuierliches Signal gefordert ist. Damit xs;�(t) einem sol-chen wenigstens möglichst nahe kommt, muss es mit möglichst vielen Quantisierungsstufenquantisiert werden. Die Anzahl der Quantisierungsstufen für xs;�(t), bezeichnet als nxs;� ,berechnet sich zu nxs;� = 2�!FM!res : (2.40)Dabei ist �!FM der Frequenzhub in GSM. Da dieser �!FM � 2� � 38kHz und damit nochkleiner als der Kanalabstand ist, aber wesentlich mehr als eine Quantisierungsstufe für dasSignal xs;�(t) benötigt werden, muss die Frequenzau�ösung noch einmal erhöht werden. Esentsteht eine technische Herausforderung, die bisher noch nicht gelöst wurde.Frequenzen oberhalb von !LO = 2�1; 25GHz wären darüber hinaus mit einer 0,07�m-CMOS-Technologie nicht direkt digital synthetisierbar.Wegen der oben beschriebenen Schwierigkeiten werden Frequenzen imGHz-Bereich nicht di-rekt digital erzeugt. Stattdessen wird ein digitaler Generator mit niedriger Referenzfrequenzverwendet, dem wie in Abbildung 2.8 dargestellt eine Schaltung, bestehend aus zwei Mi-schern, zwei Phasenschiebern und einem analogen Frequenzgenerator, nachgeschaltet wird.Die gesamte Anordnung wird als Zweischritt-Frequenzgenerator mit direktem digitalen Fre-quenzgenerator bezeichnet.Dieser sorgt zwar für die Frequenzumsetzung in den angestrebtenBereich. Jedoch treten nun vorher nicht vorhandene Schwierigkeiten auf [32]: Am Ausgang



22 2. Aufgabenstellung und Lösungsvorschlägeder Mischer werden Signale bei Spiegelfrequenzen zu unterdrücken sein, die Leistungsahmeder Schaltung wird bedingt durch die groÿe Anzahl der Schaltungsblöcke im Vergleich mitspäter vorgestellten Varianten hoch sein.PSfrag replacements DDFS 90�90� + sLO(t)AnalogerFrequenz�generatorAbbildung 2.8: Zweischritt-Frequenzgenerator mit direktem digitale Frequenzgenerator2.3.2 Freilaufender spannungsgesteuerter OszillatorDie direkte digitale Erzeugung von Frequenzen im Mikrowelle-Bereich ist sehr schwierig.Als bessere Alternative hierzu verbleibt die analoge Schaltungstechnik. Schaltungen, dieSchwingungen sLO(t) analog erzeugen können, sind Oszillatoren.Ein Schaltungsprinzip eines Oszillators muss sich in eine tatsächliche CMOS-Schaltung um-setzen lassen; geeignete Bauelementemüssen vorhanden sein. Weiterhin genügt es nicht, bloÿSignale einer festen, hinreichend groÿen Frequenz zur Verfügung zu stellen. Die ausgegebeneFrequenz !LO(t) muss einstellbar sein.Weite Verbreitung in den angestrebten Anwendungen �ndet der in Abbildung 2.9 angegebe-ne LC-Oszillator. Er besteht aus einem verlustbehafteten Resonanzkreis und einem Trans-konduktor mit der Groÿsignaltranskonduktanz Gm(ûLO) (vergl. [33], Beschreibungsfunktion� 'describing function'), dessen Aufgabe es ist, die Verluste im Resonanzkreis währendder Schwingung zu messen und auszugleichen. Die Kapazität des Kondensators ist durchdie Steuerspannung uLOC(t) einstellbar. Daher wird der Oszillator als spannungsgesteuerterOszillator (VCO) bezeichnet. Zuletzt ist ûLO ist die Amplitude der Spannung uLO(t) amAusgang des Oszillators.Laut Barkhausenkriterium [34] wird die Schaltung dann mit stabiler Amplitude schwingen



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 23können, wenn Gm(ûLO) = 1R: (2.41)Für die Schwingfrequenz wird gefunden:!LO(t) = 1pLC (2.42)PSfrag replacements C R L GmuLOC(t) uLO(t)Abbildung 2.9: Spannungsgesteuerter OszillatorAnzumerken ist, dass in Abbildung 2.9 ein stark vereinfachtes Modell des Resonanzkreisesangegeben ist, das nur für Frequenzen in der Nähe von !LO gültig ist. Es kann wie in Abbil-dung 2.10 dargestellt erhalten werden, indem die Spule vereinfachend als verlustfreie Spulemit einem parallel geschalteten Widerstand RL modelliert wird. Dieses Modell ist ebenfallsnur in der Nähe von !LO gültig. Für eine breitbandige Modellierung benötigt man auÿer ei-nem zusätzlichen Serienwiderstand noch weitere Kondensatoren und Widerstände [35]. DasKondensatormodell wurde ebenfalls zu einem in der Nähe von !LO gültigen Modell verein-facht, indem einem verlustfreien Kondensator ein Verlustwiderstand RC parallel geschaltetwurde (siehe Abbildung 2.10). Durch diese Modellierung kann der Verlustwiderstand R sehrleicht zu R = RLRCRL +RC (2.43)berechnet werden.Die Güte einer Spule wird als QL bezeichnet und durchQL = RL!LOL; (2.44)



24 2. Aufgabenstellung und Lösungsvorschläge
PSfrag replacementsC RC RL LAbbildung 2.10: Zur Entstehung des Resonanzkreismodellesberechnet. Hier muss darauf hingewiesen werden, dass bei der Modellierung der Spule durcheine Serienschaltung aus Widerstand und verlustfreier Spule eine andere De�nition der Gütegültig ist. Als QC wird die Güte eines Kondensators bezeichnet, und diese wird durchQC = !LORCC (2.45)berechnet. Die Güte des Schwingkreises heiÿt Q und wird zuQ = � 1QC + 1QL��1 (2.46)berechnet.Eine gröÿere Schwierigkeit ist die Realisierung monolithisch integrierter Spulen in CMOS.Typischerweise werden spiralförmig verlaufende Leiterbahnen als Spulen verwendet (sieheChip-Foto, Abbildung 2.11). Schwer beherrschbar sind die in das leitfähige CMOS-Substratinduzierten Wirbelströme, die Kapazitäten der groÿ�ächigen Wicklung gegen das Substratund die sich hieraus ergebende Eigenresonanz, sowie die in�uenzierten Ströme im Substrat.Daher können die Güten nicht beliebig groÿ werden. Typische Werte liegen im Bereich5 < QL < 10 für !LO = 2� � 2; 45GHz. Untersuchungen zu integrierten Spulen �nden sich inunter anderem in [1,36�39].Als einstellbare Kapazität läÿt sich die Kapazität einer MOS-Struktur nutzen. Diese ist amÜbergang von Anreicherung zur Verarmung und dann wieder am Übergang von Verarmungzu Inversion spannungsabhängig. Die Güte eines solchen MOS-Varaktors, liegt bei QC =50 � � � 100 [40], sodass die gesamte Güte des Schwingkreises näherungsweise die Güte derSpule ist. Typische Bauelementwerte, die sich mit mikroelektronisch integrierten Spulenund Varaktoren erreichen lassen, sind beispielsweise L = 2nH beziehungsweise C = 2pF,sodass !LO = 2� � 2; 5GHz.
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Abbildung 2.11: Am Fraunhofer IMS in Duisburg gefertigte mikroelektronische Spule mitL = 2; 2nH und QL = 6 bei 2,45GHzDer Widerstand im Modell des Schwingkreises wird bei einer Güte Q = 6 zu R = Q!LOL =185
. Damit wird Gm = 5; 4mS. Die Transkonduktanz eines einzigen Transistors reicht alsoaus, um den Schwingkreis vollständig zu entdämpfen.Der so aufgebaute spannungsgesteuerte Oszillator (VCO) ist aber ohne weiteres nicht dazugeeignet, als Frequenzgenerator eingesetzt zu werden. Typischerweise liegt die Genauig-keitsanforderung �LO an !LO in der Gröÿenordnung einiger ppm. Dagegen stehen Bauele-mentwertschwankungen im Prozentbereich. Darüber hinaus können Signale auf die Knotendes Oszillators übersprechen. Diese verursachen Zieh- und Mitnahmee�ekte [41, 42] � dieSchwingfrequenz versucht der Frequenz der eingekoppelten Signale zu folgen.2.3.3 PLL basierter FrequenzgeneratorZwar ist ein VCO ohne weiteres in der Lage, Signale hinreichend groÿer Frequenz zu er-zeugen. Jedoch ist seine Steuerspannungs-Frequenzkennlinie, also die Abbildung von seinerSteuerspannung uLOC(t) zur ausgegebenen Frequenz !LO(t), nur ungenau bekannt, sodass!LO(t) nicht mit der geforderten Genauigkeit eingestellt werden kann. Abhilfe scha�t derPLL basierte Frequenzgenerator.
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PD

PSfrag replacementsuref(t) uLO(t)Ip hLF(t)
NT1 VCOuLOC(t)uPD(t)uT(t)Abbildung 2.12: Blockschaltbild des PLL-basierten Frequenzgenerators.Der PLL-basierte Frequenzgenerator arbeitet wie folgt: Das Signal uLO(t) der ungenau be-kannten Frequenz !LO am Ausgang des VCOs wird in einen Frequenzteiler geführt. Diesererzeugt daraus an seinem Ausgang ein Signal uT(t) der Frequenz !T = !LO=NT. Im Phasen-oder Phasen- und Frequenzdetektor (PD/PFD) wird das Ausgangssignal des Teilers mitdem Referenzsignal uref(t) der Frequenz !ref verglichen.Die niederfrequenten Signalanteile am Ausgang des PDs/PFDs [43] nehmen monoton mitder Phasendi�erenz �d(t) = �ref(t)� �LO(t)=NT zu, während das PLL einrastet. Die hoch-frequenten Signalanteile enthalten keine Information und wirken nur störend. Das Schlei-fen�lter unterdrückt sie daher und läÿt nur die Information über die Phasendi�erenz zumEingang des VCOs gelangen.Die Phasendi�erenz am PD/PFD und damit das Steuersignal des VCOs uLOC(t) nehmen zu,wenn das Signal am Ausgang des Frequenzteilers dem Referenzsignal nachläuft. Es nimmtab, wenn die Schwingung am Ausgang des Teilers dem Referenzsignal vorauseilt. Die Fre-quenz am Ausgang des VCOs, also auch des Teilers, ist (in erster Näherung) proportionalzum Steuersignal, so dass bei geeigneter Dimensionierung von VCO, Frequenzteiler, Pha-sendetektor und Schleifen�lter die Phasendi�erenz auf einen konstanten Wert und damit!LO = NT!ref: (2.47)geregelt wird.Eine hierfür vorgesehene Steuereinrichtung kann das Frequenzverhältnis des FrequenzteilersNT einstellen. Auf diese Weise kann sie bei einer Änderung der Trägerfrequenz die Momen-tanfrequenz am Ausgang des Frequenzgenerators beein�ussen.



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 272.3.3.1 Dynamik und Stabilität des PLLsWeicht die Phasendi�erenz �d(t) hinreichend wenig von einem durch den Phasendetektorvorgegebenen Arbeitspunkt ab, wird das PLL mit Hilfe des aus der Literatur [43, 44] be-kannten Basisbandersatzschaltbildes des PLLs aus Abbildung 2.13 modelliert. Die FunktionHPLL(s) = �LO(s)NT�ref(s) = KPDHLF(s)KVCO= (NTs)1 +KPDHLF(s)KVCO= (NTs) (2.48)wird Phasenübertragungsfunktion des PLLs genannt. Dabei sind �LO(s) und �ref(s) die La-placetransformierten von �LO(t) beziehungsweise �ref(t). Weiterhin ist KPD die Verstärkungdes Phasendetektors, KVCO die Verstärkung des VCOs und HLF(s) die Übertragungsfunk-tion des Schleifen�lters im Laplace-Bereich. Die Laplacetransformierte von �d(t) soll �d(s)heiÿen.Die Phasenübertragungsfunktion beein�uÿt sowohl die Nebenbandaussendungen als auchdie Ausregelzeit des PLLs. Es muss beachtet werden, dass HPLL(s) laut Gleichung (2.48)nicht die Übertragungsfunktion vom Referenzschwingungseingang des Phasendetektors zumAusgang des VCOs sondern zum Ausgang des Frequenzteilers ist. Diese De�nition erspartSchreibarbeit bei der später durchgeführten Berechnung der Nebenwellen und der Ausregel-zeit.Die Funktion HOL(s) = KPDHLF(s)KVCONTs (2.49)heiÿt Übertragungsfunktion des o�enen Regelkreises des PLLs. Die Frequenz !u mitjHOL(j!u)j = 1 (2.50)heiÿt Durchtrittsfrequenz. Es muss \HOL(j!u) > �� (2.51)sein, damit das PLL stabil ist. Der Winkel�R = � + \HOL(j!u) (2.52)heiÿt Phasenreserve und muss positiv sein.2.3.3.1.1 Ausregelvorgang Soll der Frequenzgenerator die ausgegebene Frequenz!LO(t) ändern, wird das Frequenzverhältnis des Frequenzteilers geändert. Vor der Ände-rung sei es NT, nach der Änderung NT + �NT. Bei hinreichend kleinem �NT und �d(t)



28 2. Aufgabenstellung und LösungsvorschlägePSfrag replacements HLF(s) KVCOs�ref(s) �LO(s)+� KPD 1N T�d(s)
Abbildung 2.13: Basisbandersatzschaltbild des PLL-basierten FrequenzgeneratorsPSfrag replacementsTex-Ersetzung hLF(t) KVCOtR�1 !d(� )d�!ref(t) !LO(t)+� KPD 1NT+�nT(t)!d(t) uLOC(t)y(t) Abbildung 2.14: Modellierung des PLLs bei Änderung des Moduluswird in einigen Lehrbüchern vorgeschlagen [34, 44], den darau�olgenden Ausregelvorgangzu berechnen, indem die Variation des Frequenzverhältnisses durch eine Variation der Re-ferenzfrequenz um !ref�NT=NT modelliert wird.In Abbildung 2.14 ist das Basisbandersatzschaltbild eine PLL-basierten Frequenzgenera-tors angegeben, bei dem das Frequenzverhältnis des Frequenzteilers nicht konstant belassenwird, sondern um den Wert NT herum um ein sehr kleines �nT(t) ausgelenkt wird. Da zurBerechnung der Ausregelzeit die Momentanfrequenz über der Zeit berechnet werden muss,sind als Ein- und Ausgangssignale des Frequenzgenerators nun die Frequenzen !ref und !LOgewählt worden. Das Schaltbild aus Abbildung 2.14 kann leicht aus dem in Abbildung 2.13angegebenen Schaltbild berechnet werden, denn die Frequenzen sind die Ableitungen derPhasen !ref(t) = d�ref(t)=dt, !LO(t) = d�LO(t)=dt beziehungsweise !d(t) = d�d(t)=dt.Es sei angenommen, die Änderung des Modulus �nde zum Zeitpunkt t = 0 statt. Vorherwar das PLL eingeschwungen, so dass für t < 0 !d(t) = 0 ist. Sowohl eine Änderungder Referenzfrequenz um (�NT=NT)!ref als auch ein Sprung von �nT(t) um �NT zum



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 29Zeitpunkt t = 0 bewirken einen Sprung von !d(t) um (�NT=NT)!ref . Anschlieÿend wirddas PLL die Frequenz !d(t) wieder auf Null regeln.Die Frequenz !d(t) kann als Zustandsvariable in einem linearen Di�erenzialgleichungssy-stem, das das PLL beschreibt, betrachtet werden. Da das Frequenzverhältnis des Frequenz-teilers nur um ein sehr kleines �NT geändert wurde, ändert sich dieses Di�erenzialglei-chungssystem auch nur wenig. Da die Zustandsvariable !d(t) sowohl unmittelbar nach demSprung der Referenzfrequenz als auch nach dem Sprung von �nT(t) den gleichen Wertannimmt, werden auch die Ausregelvorgänge ungefähr gleich aussehen.Das PLL verhält sich für hinreichend kleine Sprünge des Frequenzverhältnisses �nT(t) wieein lineares zeitinvariantes System. Es sei �nT;s(s) die Laplacetransformierte von �nT(t).Da sich solche Änderungen genauso auswirken wie Änderungen der Referenzfrequenz um!ref�nT(t)=NT wird die Laplacetransformierte des Frequenzfehlers !d(t), bezeichnet als
d(s) 
d(s) = !ref�nT;s(s)NT (1�HPLL(s)) (2.53)Zur Vereinfachung der Schreibweise soll eine Fehlerübertragungsfunktion des PLLs de�niertwerden als He;PLL(s) := 1 �HPLL(s): (2.54)Bei einem Sprung von �nT(t) um �NT zum Zeitpunkt t = 0 wird�nT;s(s) = �NTs (2.55)Damit wird 
d(s) = !ref�NTNT 1sHe;PLL(s): (2.56)Weiterhin sei die einzustellende Frequenz als !c = (NT+�NT)!ref bezeichnet. Dann ist derrelative Frequenzfehler am Ausgang des Frequenzgenerators im Zeitbereich����!LO(t)� !c!c ���� = ����!LO(t)=(NT +�NT)� !c=(NT +�NT)!c=(NT +�NT) ���� = ����!d(t)!ref ���� (2.57)Um die Ausregelzeit des PLLs zu berechnen wird daher zunächst die Antwort der Fehler-übertragungsfunktion auf einen Einheitssprung, he;PLL;T(t), berechnet. Anschlieÿend wirdvon den Lösungen der Gleichung�����NTNT he;PLL;T (TS;?;n)���� = �LO (2.58)die gröÿte, TS = max(TS;?;n) als Ausregelzeit bestimmt. In Abbildung 2.6 sind die TS;?;n dieSchnittpunkte der Frequenz !LO(t) mit den Grenzen des um die Frequenz !c zentriertenBereiches der Breite 2�LO!c.



30 2. Aufgabenstellung und Lösungsvorschläge2.3.3.1.2 PLL 2.Ordnung In Lehrbüchern [34,43,44] wird dem PLL 2. Ordnung einehohe Bedeutung beigemessen. Die Ordnung der Übertragungsfunktion des Schleifen�lterseines PLLs 2. Ordnung ist 1. In Tabelle 2.3 sind alle rationalen Schleifen�lterübertragungs-funktionen 1. Ordnung, bezeichnet als HLF;2(s) angegeben, die zu einem stabilen PLL 2.Ordnung führen. Da die Schleifen�lterübertragungsfunktionen rationale Funktionen sind,muss wegen Gleichung (2.48) auch die Phasenübertragungsfunktion eines PLLs 2. Ordnung,bezeichnet als HPLL;2(s), eine rationale Funktion der FormHPLL;2(s) = !20 1 + �0ss2 + 2�!0s+ !20 : (2.59)sein. Sichtbar wird dieses, nachdem eine der Schleifen�lterübertragungsfunktionen 1. Ord-nung in (2.48) eingesetzt und der Ausdruck auf der rechten Seite von (2.48) mit dem Nennerder Schleifen�lterübertragungsfunktion und mit s erweitert worden ist. Wenn das Schleifen-�lter eine Nullstelle, bezeichnet als s0;LF, hat, muss auch die Phasenübertragungsfunktioneine Nullstelle haben, so dass �0 = 1s0;LF : (2.60)Andernfalls hat die Phasenübertragungsfunktion keine Nullstelle und es wird�0 = 0: (2.61)Die Gröÿen !0 und � werden als Eigenfrequenz beziehungsweise Dämpfung des PLLs be-zeichnet. Wie sie berechnet werden, ist ebenfalls in Tabelle 2.3 angegeben.Es gibt (auch bei höherer Ordnung) Schleifen�lter, die keinen oder einen Pol bei s = 0 ha-ben. Die PLLs werden in Abhängigkeit der Anzahl der Pole des Schleifen�lters bei s = 0 alsTyp-I- beziehungsweiseTyp-II-PLL bezeichnet. Schleifen�lter von Typ-II-PLLs zweiter Ord-nung sind durch eine Nullstelle s0;LF und eine Integratorkonstante Kint charakterisiert. BeiTyp-I-PLLs weisen die Schleifen�lter dagegen eine Gleichanteilsverstärkung KLF, einen Pols1;LF und keine oder eine Nullstelle auf, die dann als s0;LF bezeichnet wird. Bei Typ-II-PLLskann die Nullstelle aus Stabilitätsgründen nicht vermieden werden. Haben die Schleifen�ltervon Typ-I-PLLs dagegen keine Nullstelle, kann das PLL zwar stabil sein, es stehen aber nurdie zwei Freiheitsgerade s1;LF und KLF zur Einstellung der zwei Parameter !0 und � mitHilfe zweier Entwurfsgleichungen zur Verfügung. Bei festgelegter Eigenfrequenz und Dämp-fung sind so auch s0;LF und KLF eindeutig festgelegt. Möglicherweise ist das Schleifen�lterdeswegen schwer realisierbar. Wird dem Schleifen�lter eine Nullstelle hinzugefügt entstehtein zusätzlicher Freiheitsgrad, sodass die Parameter des Schleifen�lters bei festem !0 und� unterbestimmt sind, und es können möglicherweise leichter zu realisierende Schleifen�ltergefunden werden. Der Nachteil einer Nullstelle sowohl bei Typ-I- als auch bei Typ-II-PLLs



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 31(auch bei höherer Ordnung) ist aber, dass der Betrag der Schleifen�lterübertragungsfunktionjHLF(j!)j bei höheren Frequenzen je Dekade um 20dB weniger fällt, so dass hochfrequenteStörungen am Eingang des Schleifen�lters schlechter unterdrückt werden.Es kann auch eine Fehlerübertragungsfunktion des PLLs zweiter Ordnung He;PLL;2(s) ange-geben werden. Zu dieser wurde die Sprungantwort zuhe;PLL;2;T(t) = exp(��!0t)(sin�!0p1� �2t� �p1 � �2 � !0=s0;PLL�2 � 1 + cos�!0p1� �2t�)(2.62)berechnet. Die Sprungantwort he;PLL;2;T (t) ist eine exponentiell abklingende Schwingung miteiner Einhüllendenden, bezeichet als Ehe;PLL;T und berechnet zuEhe;PLL;2;T = A exp(��!0t) (2.63)mit A =vuut �p1� �2 � !0=s0;LF�2 � 1 !2 + 1: (2.64)Die Ausregelzeit kann damit durchTS � � 1�!0 ln� NT�NT �LOA � (2.65)nach oben abgeschätzt werden. Sie wächst logarithmisch mit abnehmender maximaler Fre-quenzabweichung �LO und zunehmendemrelativen Frequenzsprung�NT=NT. Für eine worst-case Berechnung der Einschwingzeit muss daher immer der gröÿtmögliche auftretende Fre-quenzsprung herangezogen werden.Die für das PLL 2. Ordnung erhaltenen Ergebnisse lassen sich verallgemeinern, weil sichKLF, Kint, s0;LF, und s1;LF so �nden lassen, dass die Übertragungsfunktion des o�enenRegelkreises von PLLs höherer Ordnung in der Nähe der Durchtrittsfrequenz !u durch dieeines PLLs zweiter Ordnung möglichst gut angenähert wird. Für ! << !u ist jHOL(j!)j >>1 und deswegen HPLL(j!) � 1, und für ! >> !u ist HPLL(j!) � jHOL(j!)j � 0 und zwarunabhängig davon, welches Schleifen�lter verwendet wird. Da für ! � !u HPLL(j!) durch(2.59) angenähert werden kann, ist in sehr grober Näherung die Übertragungsfunktion einesPLLs N -ter Ordnung HPLL;N(j!) � HPLL;2(j!); (2.66)so dass auch die Sprungantwort der Fehlerübertragungsfunktion durchhe;PLL;N;T(t) � he;PLL;2;T(t) (2.67)angenähert werden kann. Sehr genaue Zahlenwerte, beispielsweise für die Ausregelzeit, kön-nen aber durch die beschriebenen Näherungen nicht bestimmt werden [44].



32 2. Aufgabenstellung und LösungsvorschlägeTabelle 2.3: Schleifen�lterübertragungsfunktionen und Koe�zienten der ihnen zugeordnetenPhasenübertragungsfunktionHLF;2(s) !0 � �0;PLLKLF 11+s=s1;LF q s1;LFKPDKLFKVCONT 12q s1;LFNTKPDKLFKVCO 0KLF 1+s=s0;LF1+s=s1;LF q s1;LFKPDKLFKVCONT 12 �q s1;LFNTKPDKLFKVCO +qKPDKLFKVCOs1;LFNT � 1=s0;LFKint 1+s=s0;LFs qKPDKintKVCONT 12s0;LFqKPDKintKVCONT 1=s0;LF2.3.3.1.3 Störungen An verschiedenen Punkten werden Störungen in das PLL ein-gespeist. Dem Ausgangssignal wird deswegen ein Störanteil �n;LO(!) aufaddiert. GleicheStörsignale an unterschiedlichen Einspeisepunkten greifen unterschiedlich auf den Ausgangdes PLLs durch. Exemplarisch sollen an dieser Stelle eingangs- und ausgangsbezogene Stö-rungen, N1(!) und N2(!), untersucht werden, die � wie in Abbildung 2.15 dargestellt �vor dem Phasendetektor beziehungsweise nach dem VCO eingefügt werden.
-

PSfrag replacements
�ref(!) KVCOj!HLF(j!) �LO(!) =NTHPLL(j!)�ref(!)+�n;LO(!)�d(!)+� KPD 1N TN1(!) N2(!)Abbildung 2.15: Störsignale im PLL-basierten FrequenzgeneratorWie sich leicht zeigen läÿt, wird der Störanteil des Ausgangssignals durch�n;LO(!) = NTHPLL(j!)N1(!) +He;PLL(j!)N2(!) (2.68)berechnet. Die Übertragungsfunktion HPLL(j!) ist immer eine Tiefpassfunktion, die Fehler-übertragungsfunktion He;PLL(j!) ist immer eine Hochpassfunktion. Das eingangsbezogeneStörsignal wird also durch das PLL tiefpassge�ltert, das ausgangsbezogene Störsignal wirdhochpassge�ltert. Der Durchgri� des eingangsbezogenen Störsignals auf den Ausgang istzudem noch proportional zu NT. Es wird durch das PLL also verstärkt. Bei konstantem!LO und konstanter Störung N1(!) erscheint es daher sinnvoll, die Referenzfrequenz !refmöglichst hoch zu wählen.



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 33Niederfrequente Störsignale am Ausgang werden durch das PLL unterdrückt. Ein typischesdeartiges Störsignal am Ausgang ist das Phasenrauschen des freilaufenden VCOs. Innerhalbder Bandbreite des PLLs spielt dieses eine schwächere Rolle. Weit auÿerhalb der Bandbreitewerden die Nebenbandaussendungen durch das Phasenrauschen des freilaufenden VCOsdominiert.Es existieren 3dB-Eckfrequenzen !3dB;PLL und !3dB;e;PLL der Phasenübertragungsfunktionund der Fehlerübertragungsfuktion, de�niert durchjHPLL(j!3dB;PLL)j = 1p2 (2.69)beziehungsweise jHe;PLL(j!3dB;e;PLL)j = 1p2 : (2.70)Das Signal N2(!) habe wesentliche Signalanteile in der Nähe der Frequenz !n mit !n >>!3dB;PLL und !n >> !3dB;e;PLL. Es greift daher stark auf den PLL-Ausgang durch und zwarumso stärker, je kleiner !3dB;e;PLL ist.Das Signal N1(!) habe ebenfalls Signalanteile in der Nähe der Frequenz !n. Es greift umsoschwächer durch, je kleiner die Eckfrequenz !3dB;PLL ist.Eine Schar von Phasenübertragungsfunktionen H 0PLL(j!; �) mit unterschiedlichen Eckfre-quenzen läÿt sich durch Skalierung mit einem reellen Skalierungsfaktor �H 0PLL(s) = HPLL(�s) (2.71)aus der Funktion HPLL(s) mit bekannten Eckfrequenzen erzeugen. Die Sprungantwort derFehlerübertragungsfunktion H 0e;PLL(s) = 1 � H 0PLL(s) im Laplace-Bereich soll H 0e;PLL;T(s)heiÿen und berechnet sich zuH 0e;PLL;T(s) = 1sH 0e;PLL(s)= �� 1�sHe;PLL(�s)� (2.72)Laut Ähnlichkeitssatz der Laplacetransformation wird die Sprungantwort im Zeitbereich,bezeichnet als h0e;PLL;T(t) h0e;PLL;T(t) = �� 1�he;PLL;T(t=�)�= he;PLL;T(t=�); (2.73)und damit wird die Ausregelzeit, die für H 0PLL(s) gefunden wirdT 0S = TS� : (2.74)



34 2. Aufgabenstellung und LösungsvorschlägeHingegen werden die Eckfrequenzen!03dB;PLL = �!3dB;PLL; (2.75)!03dB;e;PLL = �!3dB;e;PLL: (2.76)Soll das eingangsbezogene Störsignal N1(!) stärker unterdrückt werden, muss also das PLLlangsamer werden. Soll das ausgangsbezogene Störsignal N2(!) unterdrückt werden, mussdas PLL schneller werden.2.3.3.2 PhasendetektorEs sei uPD;DC(�d) der Gleichanteil der vom Phasendetektor ausgegebenen Spannung. Er wirdgewonnen, indem auf die Eingänge des Phasendetektors zwei Signale mit gleicher Frequenzgeschaltet werden, deren Phasen aber um ein konstantes �d voneinander abweichen. An-schlieÿend wird die Ausgangsspannung uPD(t) des Phasendetektors über eine Periode einesder Eingangssignale gemittelt.Der Phasendetektor gibt einen Bereich vor, innerhalb dessen die Phasendi�erenz �d(t) undder Gleichanteil uPD;DC wenigstens näherungsweise a�n miteinander verknüpft sind. Verläÿtdie Phasendi�erenz diesen Bereich rastet das PLL aus. Liegt anschlieÿend die ausgegebeneFrequenz !LO innerhalb des sogenannten Ziehbereiches, wird die Frequenzdi�erenz währendeines Ziehvorgangs solange verkleinert, bis die Phasendi�erenz wieder in den zulässigenBereich gerät und das PLL einrastet. Ein Ziehvorgang dauert sehr viel länger als durch(2.58) vorhergesagt und muss daher vermieden werden. Der Phasendetektor muss hierfürgeeignet ausgewählt werden.In Tabelle 2.4 werden verschiedene Phasendetektoren miteinander verglichen. Die SpannunguPD(t) am Ausgang des Phasendetektors schwankt im Bereich uPD;min < uPD(t) < uPD;max.Der PFD, aufgebaut aus zwei D-Flip-Flops und einem UND-Gatter, eignet sich am bestenfür die Verwendung in einem Frequenzgenerator, da das Ausgangssignal über einen Bereichvon 4� linear mit dem Phasenfehler am Eingang zusammenhängt. Darüber hinaus, ist beiausgerastetem PLL das Ausgangssignal des PFDs anders als bei den anderen Phasende-tektoren der Frequenzdi�erenz an seinem Eingang in erster Näherung proportional [43].Deswegen kann der Ziehbereich eines PLLs mit PFD leicht sehr groÿ werden.Soll der Ziehbereich maximiert werden, muss die Übertragungsfunktion des Schleifen�ltersmit einem Pol bei s = 0 versehen werden, so dass HLF(s) die DarstellungHLF(s) = 1sH 0LF(s) (2.77)



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 35Tabelle 2.4: Arten von Phasendetektoren und ihre Ausgabe als Funktion der Phasendi�erenzBlockschaltbild ÜbertragungsfunktionPSfrag replacements uref(t)) uT(t) uPD(t)PSfrag replacements �� 0 �u PD;DCuPD;minuPD;max �dMultipliziererPSfrag replacementsuref (t)uT(t) = 1 uPD(t)PSfrag replacements
�2� �� 0 � 2�u PD;DCuPD;minuPD;max �dXORPSfrag replacementsuref (t)uT(t) � 1� 1 uPD(t)PSfrag replacements
�4��2� 0 2� 4�uPD;minuPD;maxu PD;DC �dRS-Flip-Flop

+

-

PSfrag replacements
uref (t)uT(t))1 DD QQ &QQ updnreset uPD(t)PFD

PSfrag replacements
�4��2� 0 2� 4�uPD;minuPD;maxu PD;DC �d



36 2. Aufgabenstellung und Lösungsvorschlägemit H 0LF(s = 0) 6= 0 erhält. Es seien 
ref(s) und 
LO(s) die Laplacetransformierten derMomentanfrequenzen!ref und !LO. Der Gleichanteil der Spannung amAusgang des PFDs istnun durch die Proportionalitätskonstante K 0PD mit der Frequenzdi�erenz an seinem Eingang!ref � !LO=NT verknüpft, so dass (Rechnung aus [43] entnommen)
ref(s)� 
LO(s)=NT = NTNT +KVCOK 0PDHLF(s)
ref(s)= NTNT +KVCOK 0PDH 0LF(s)=s
ref(s)= NTsNT +KVCOK 0PDH 0LF(s)s
ref(s) (2.78)Die Referenzfrequenz vollführe zum Zeitpunkt t = 0 einen Sprung der Höhe �!ref, sodass
ref(s) = �!ref=s ist. Nach hinreichend langer Zeit wird der Frequenzfehler am Eingang desPFDs wieder Null sein, dennlimt!1 f!ref(t)� !LO(t)=NTg = lims!0�s NTsNT +KVCOK 0PDH 0LF(s)s
ref(s)�= lims!0�s NTsNT +KVCOK 0PDH 0LF(s)�!�= 0: (2.79)Da �! theoretisch beliebig groÿ sein darf, ist der Ziehbereich eines PLLs mit dem genanntenSchleifen�lter ebenfalls theoretisch unendlich groÿ. In schaltungstechnisch realisierten PLLswird er jedoch durch den begrenzten Durchstimmbereich des VCOs begrenzt.PLLs, deren Schleifen�lter einen Pol bei s = 0 haben, werden als Typ-II-PLLs bezeichnet.Da sie aus jedem beliebigen Anfangszustand heraus einrasten, sind sie als mikroelektronischintegrierte PLLs weit verbreitet.PSfrag replacements IpIpPFD R1C1updn VCOuref(t) uLO(t)uT(t) NT1Abbildung 2.16: Charge Pump PLL zweiter OrdnungSehr leicht läÿt sich ein Typ-II-PLL wie in Abbildung 2.16 dargestellt realisieren. Mit Hilfeder Ladungspumpe wird die Spannung am Ausgang des PFDs zunächst in einen Strom



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 37umgewandelt. Die Impedanz der Reihenschaltung aus R1 und C1, ZLF = (R1C1s + 1)=sC1übernimmt dann die Funktion der Schleifen�lterübertragungsfunktion. Zusätzlich wandeltsie aber den Strom wieder zurück in eine Spannung. Es wird gefunden [45]HPLL(s) = IpZLF(s)KVCO=(NT2�s)1 + IpZLF(s)KVCO=(NT2�s) (2.80)Wegen der Ladungspumpe wird das PLL als Charge-Pump-PLL (kurz CPPLL) bezeichnet.Im eingeschwungenen Zustand des PLLs besitzt das Ausgangssignal des PFDs Signalanteilegroÿer Leistung bei hohen Frequenzen [1, 34]. Diese werden durch ein Schleifen�lter ersterOrdnung häu�g zu wenig unterdrückt. Sie gelangen an den Steuereingang des VCOs, dersie in der Form referenzschwingungsbedingter Nebenwellen ausgibt. Das PLL aus Abbildung2.17 ist mit einem Schleifen�lter zweiter Ordnung ausgestattet, das bei zu dem Filter ersterOrdnung gleicher Durchlasscharakteristik im niedrigen Frequenzbereich besser in der Lageist, hochfrequente Signale zu unterdrücken. Es wird daher in vielen Verö�entlichungen alsSchleifen�lter für das Typ-II-CPPLL vorgeschlagen [15,46,47]PSfrag replacements IpIpPFD R1C1updn VCOuref(t) uLO(t)uT(t) NTC21Abbildung 2.17: Charge Pump PLL dritter Ordnung2.3.3.3 Fractional-N-TechnikenIm Basisbandersatzschaltbild wird der Frequenzteiler als analoges System modelliert, dasdie Phase �LO(t) am Ausgang des Frequenzgenerators durch einen Wert NT dividiert. Tat-sächlich kann kein existierender Frequenzteiler �LO(t)=NT aus dem ausgegebenen SignaluLO(t) = ûLO cos(�LO(t)) analog berechnen.Eine denkbare schaltungstechnische Realisierung eines Frequenzteilers ist in Abbildung2.18 angegeben. Normalerweise würde diese Realisierung aus Gründen der Signalverarbei-tungsgeschwindigkeit nicht gewählt. Sie eignet sich aber besonders gut zur modellhaften



38 2. Aufgabenstellung und LösungsvorschlägeBeschreibung des Teilers. Schnellere Schaltungsalternativen sind in der Literatur angege-ben [1, 44, 48, 49]. Diese verhalten sich bezüglich ihrer Ein- und Ausgangssignale identischzur angegebenen Schaltung.Die Eingangssignale des Teilers sollen als uT;in(t) und M bezeichnet werden. Dabei heiÿt Mauch Modulus des Teilers. Das Ausgangssignal heiÿt uT;out(t). Nur bei einem sogenanntenInteger-N -Frequenzgenerator kann es im günstigsten Fall möglich sein, dass M = NT unduT;in(t) = uLO(t) beziehungsweise uT;out(t) = uT(t), also der Modulus des Teilers mit demgewünschten Verhältnis zwischen ausgegebener und Referenzfrequenz entspricht und derEingang des Teilers mit dem VCO beziehungsweise der Ausgang mit dem Phasendetektorverbunden wird.Im dargestellten Teiler wird zunächst aus dem sinusförmigen Eingangssignal mit Hilfe ei-nes Schwellwertentscheiders eine Impulsfolge generiert. Die Impulse werden dann in einemImpulszähler gezählt. Dieser ist mit einemRücksetzeingang versehen (Reset). Das Ausgangs-signal des Impulszählers ist die Anzahl der seit dem letzten Rücksetzen gezählten Impulse Z.Ein Rücksetzen erfolgt, wenn mit Hilfe einer Vergleicherschaltung festgestellt wurde, dass dieAnzahl der gezählten Impulse Z gleich dem Modulus M ist. Die Vergleicherschaltung zeigtdann durch einen High-Pegel an ihremAusgang an, dass mit dem nächsten Zählimpuls Z aufden Wert Z = 1 zurückgesetzt werden muss. Das Ausgangssignal der Vergleicherschaltungwird gleichzeitig als Ausgangssignal des Teilers, bezeichnet als uT;out(t), verwendet.PSfrag replacements uT;in(t) ImpulszählerResetAnzahl der gezählten Impulse Z MVergleicherZ = M? uT;out(t)Abbildung 2.18: Denkbare schaltungstechnische Realisierung eines Frequenzteilers. Nur beiInteger-N kann M = NT sein.Die schaltungstechnische Realisierung des Teilers ist etwas leichter, wenn nicht mit einemeinstellbaremModulusM , sondern mit einem festen Modulus, bezeichnet alsMV, verglichenwird [44,50], insbesondere wennMV eine ganzzahlige Zweierpotenz ist. Möglicherweise wird



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 39ein Teiler mit einstellbarem Modulus das Signal der sehr hohen Frequenz fLO überhauptnicht mehr verarbeiten können. In diesem Fall wird dem einstellbaren ein nicht einstellbarerTeiler vorgeschaltet, so dass sich ohne weiteres nur Frequenzen!LO =MVM!ref (2.81)erzeugen lassen. Der Teiler mit festem Modulus soll als Vorteiler bezeichnet werden. Fallsungünstigerweise ein solcher verwendet werden muss, ist also nicht NT =M sondern NT =MVM mitMV � 2.Das Frequenzverhältnis NT ist bei konstantem Modulus stets mindestens ganzzahlig. Imschlechteren Fall ist NT sogar ein ganzzahliges Vielfaches des ganzzahligen Modulus desVorteilers MV. Frequenzgeneratoren, bei denen der Modulus während der Erzeugung einerkonstanten Frequenz konstant bleibt, werden als Integer-N-Frequenzgeneratoren bezeichnet.Der Modulus des einstellbaren TeilersM hat beim Integer-N Frequenzgenerator die gleicheFunktion wie das Steuerwort k beim direkten digitalen Frequenzgenerator. Genauso wiebeim direkten digitalen Frequenzgenerator kann daher auch beim PLL-basierten Frequenz-generator eine Frequenzau�ösung berechnet werden. Diese ist die Di�erenz zwischen zweifür benachbarte M ausgegebenen Frequenzen und berechnet sich zu:!res =MV!ref: (2.82)Die Frequenzau�ösung ist gröÿer oder gleich der Referenzfrequenz. Genauso wie beim digi-talen Frequenzgenerator darf sie höchstens so groÿ wie der Kanalabstand sein. Wird Modu-lierbarkeit gefordert, muss sie noch kleiner sein.Eine kleine Frequenzau�ösung erfordert eine kleine Referenzfrequenz. Diese bringt mehrereNachteile mit sich:� Bei konstanter ausgegebener Frequenz führt eine kleine Referenzfrequenz zu einemhohen Frequenzverhältnis NT. Eventuell vorhandene eingangsseitige Störsignale imPLL werden aber wegen Gleichung (2.68) um NT verstärkt [34].� Die Bandbreite des PLLs muss alleine schon wegen der referenzschwingungsbedingtenNebenwellen sehr viel kleiner sein als die Referenzfrequenz. Eine in [45] durchgeführteStabilitätsanlayse weist nach, dass darüber hinaus aufgrund von Abtaste�ekten imPFD, Stabilität nur bei Bandbreiten, die sehr viel kleiner als die Referenzfrequenzsind, gewährleistet ist. Bei einer kleinen Bandbreite wird das PLL aber langsam. DerAusregelvorgang wird verlängert.



40 2. Aufgabenstellung und LösungsvorschlägeAus den oben genannten Gründen darf das Frequenzverhältnis NT zwischen ausgegebenerFrequenz und Referenzfrequenz in vielen Anwendungen nicht ganzzahlig sein. SogenannteFractional-N-Frequenzgeneratoren lösen dieses Problem. Sie bedienen sich der Tatsache,dass das PLL, wie in Abschnitt 2.3.3.1.1 beschrieben, mit einem Ausregelvorgang, also nurträge, auf Änderungen des Modulus des einstellbaren Teilers reagiert. Bei Fractional-N -Frequenzgeneratoren wird der Modulus des einstellbaren Teilers nicht konstant belassen.Stattdessen wird er einer geeigneten Sequenz M(t) folgend zu dicht aufeinander folgendenZeitpunkten sprunghaft geändert. Die Zeitpunkte liegen so dicht beieinander, dass demPLL nach einer Änderung des Modulus keine Zeit gewährt wird, die Frequenz vollständigauszuregeln. Es gibt stattdessen eine nur wenig um einen Mittelwert herum schwankendeFrequenz aus. Im Leistungsdichtespektrum des Ausgangssignals des Frequenzgenerators liegtbei diesem Mittelwert ein Dirac-Stoÿ. Die verbleibenden Schwankungen zeigen sich in Formvon Nebenwellen, sogenannter Fractional Spurs.Die Amplitude der Fractional Spurs hängt von ihrer Lage und dem Betrag der Phasen-übertragungsfunktion ab. Um dieses zu zeigen, müssen die sprunghaften Änderungen desModulus wie schon bei der Berechnung des Ausregelvorgangs in Abschnitt 2.3.3.1.1 durchÄnderungen der Referenzfrequenz modelliert werden (siehe auch z.B. [51]). Weiterhin wirdder Modulus durch seinen Gleichanteil, bezeichnet als MDC und einen variablen Anteil,bezeichnet als �m(t) dargestellt: M(t) =MDC +�m(t): (2.83)Die Abweichung von NT, �nT(t), wird dann�nT(t) =MV�m(t) (2.84)Der variable Anteil �m(t) ist bei den im folgenden vorgestellten Fractional-N -Frequenzgeneratoren periodisch. Darum läÿt sich eine Fouriertransformierte von �m(t) an-geben, die aus Dirac-Stöÿen bei Vielfachen der Grundfrequenz von �m(t) besteht, und als�M(!) bezeichnet wird. Die Fouriertransformierte von �nT(t) soll als �nT;!(!) bezeichnetwerden und die des Phasenfehlers am Eingang des PFDs berechnet sich zu (mit Hilfe derGleichungen (2.53) und (2.54))�d(!) = 
d(!)j! = !refj! �nT;!(!)NT He;PLL(j!) = !refj! MV�M(!)NT He;PLL(j!); (2.85)wobei 
d(!) die Fouriertransformierte der Frequenzdi�erenz am Eingang des PFDs ist. Dengleichen Phasenfehler erhält man bei dem in Abbildung 2.15 dargestellten PLL, wenn eineStörquelle am Eingang des PLLs mitN1(!) = !refMV�M(!)jNT! (2.86)



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 41verwendet wird. Die Fouriertransformierte der Phasenstörung am Ausgang des Frequenzge-nerators wird damit (siehe Gleichung (2.68))�n;LO(!) = NTN1(!)HPLL(j!) = !refHPLL(j!)MV�M(!)j! (2.87)Die in Gleichung (2.68) enthaltene Proportionalität der Phasenstörung zu NT ist in Glei-chung (2.87) nicht mehr enthalten. Die Amplitude der Fractional-Spurs ist also nicht mehrproportional zu NT. Die später durchgeführte genauere Untersuchung von Gleichung (2.87)zeigt zwar, dass bei konstanter ausgegebenener Frequenz !LO zwar noch immer eine höhereReferenzfrequenz, also ein kleineresNT, zu kleineren Nebenbandaussendungen führt. Jedochkann mit anderen Maÿnahmen eine deutlich stärkere Reduktion der Nebenbandaussendun-gen erreicht werden.Indem die Änderungen des Modulus durch Änderungen der Referenzfrequenz modelliertwerden, wird das PLL linearisiert, d.h. ein nichtlineares System wird durch ein linearesangenähert. Der Fehler dieser Näherung ist bei der Berechnung der Nebenwellen akzeptabel.Bei der Berechnung der ausgegebenen Frequenz und des Frequenzverhältnisses NT mussaber bedacht werden, dass die geforderte Frequenzgenauigkeit �LO sehr klein ist. Auch einkleiner Fehler bei der Berechnung von NT kann nicht toleriert werden. Deswegen gilt auchnicht grundsätzlich NT = MVMDC! Das Frequenzverhältnis NT lässt sich aber auf andereWeise leicht berechnen, weil ein stabiles PLL stets versucht, den Phasenfehler am �d(t)Eingang des PFDs auf einen konstanten Wert zu regeln. Die Frequenz !LO am Ausgang desFrequenzgenerators ist diejenige, bei der �d(t) im Mittel weder zu- noch abnimmt, sondernum einen konstanten Wert herum schwankt.Es ist bekannt, dass auÿer dem Frequenzteiler noch weitere Nichtlinearitäten im PLL exi-stieren: Der PFD kann eine sogenannte Dead-Zone besitzen. Das heiÿt: bei kleinen Beträgender Phasendi�erenz j�d(t)j hängt der Gleichanteil seines Ausgangssignales uPD;DC nicht mehrvon �d(t) ab. Weiterhin ist die Ladungspumpe asymmetrisch; bei geschlossenem Schalter'up' �ieÿt ein anderer Strom in das Schleifen�lter hinein als bei geschlossenem Schalter 'dn'heraus. Wie in Simulationen gezeigt wurde [46,52] können diese Nichtlinearitäten anders alsdie des Frequenzteilers einen Ein�uss auf die Leistung der Fractional Spurs haben. Im fol-genden wird aber angenommen, durch schaltungstechnische Maÿnahmen sei die Dead-Zonedes PFDs und die Asymmetrie der Ladungspumpe hinreichend klein, so dass ihr Ein�ussvernachlässigt werden kann.In allen in dieser Arbeit angegebenen Berechnungsvorschriften für Fractional Spurs ist stetsder Modulus MV eines dem einstellbaren Teiler vorgeschalteten Vorteilers enthalten. Einsolcher Teiler muss aber nicht vorhanden sein. Soll ein Frequenzgenerator mit Hilfe der an-



42 2. Aufgabenstellung und Lösungsvorschlägegegebenen Vorschriften untersucht werden, der keinen Teiler mit festemModulus verwendet,muss MV durch 1 ersetzt werden.Im folgenden sollen zwei Fractional-N -Frequenzgeneratoren, nämlich der Akkumulator-Fractional-N-Frequenzgenerator [53] und der ��-Fractional-N-Frequenzgenerator [54] mit-einander verglichen werden:2.3.3.3.1 Akkumulator-Fractional-N-Frequenzgenerator Das Blockschaltbild ei-nes Akkumulator-Fractional-N -Frequenzgenerators ist in Abbildung 2.19 angegeben. Beidiesem wurde aus Darstellungsgründen wurde kein Vorteiler verwendet. Bei anderenAkkumulator-Fractional-N -Frequenzgeneratoren kann aber durchaus ein solcher vorhan-den sein. Der Teiler mit einstellbarem Modulus besitzt nur zwei zulässige Moduli, M0 undM0 + 1, und wird deswegen hier als Dual-Modulus-Frequenzteiler bezeichnet. Welcher derbeiden Moduli gerade verwendet wird, hängt von der Spannung uOF (t) seiner Steuerleitungab. Die Steuerleitung des Frequenzteilers ist mit der Überlaufsignalisierung eines Akkumu-lators verbunden, dessen Blockschaltbild in Abbildung 2.20 angegeben ist. Das Taktsignaldes Akkumulators ist im dargestellten Fall die Spannung am Ausgang des Dual-Modulus-Frequenzteilers. In der Literatur können sowohl Fractional-N -Frequenzgeneratoren gefun-den werden, bei denen das Taktsignal die Referenzschwingung ist als auch solche, bei denender Akkumulator durch die Schwingung am Ausgang des Teilers getaktet wird (vergl. [54]und [44]).Der Akkumulator besteht aus einem Register und einem Addierer mit Überlaufsignalisie-rung. Bei jedem Taktimpuls des Signales uT(t) wird der Inhalt des Registers entweder um kerhöht oder bei einem Überlauf auf einen Wert nahe Null zurückgesetzt. Ein Überlauf �ndetstatt, wenn die Summe aus dem im Register gespeicherten Wert und dem Steuerwort kgröÿer als K ist. Es ist K = 2rakk, wobei rakk die Wortbreite des Registers und des Addierersist.Im folgenden soll die Vorgehensweise bei der Berechnung der Nebenwellen eines Akkumulator-Fractional-N -Frequenzgenerators dargestellt werden. Hierzu wird angenommen, die Taktim-pulse von uT(t) seien durchnummeriert und mit n bezeichnet, n 2 f0; 1; 2; : : : g. Ob zumZeitpunkt des n-ten Taktimpulses ein Überlauf stattgefunden hat oder nicht soll mit Hil-fe der Variablen OF (n), die die Werte 1 beziehungsweise 0 annehmen kann, ausgedrücktwerden.Das Signal �m(t) ist periodisch. Seine Periode istT�m = 1fref KGV(k;K)k : (2.88)



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 43PSfrag replacements PFDuref (t)sLO(t) zLF(t)IpIp VCOupdnuT(t)k M0=M0+1Überlaufsignalisierung uOF (t)
uLO(t)Dual-ModulusFrequenzteilerAkkumulator 1Abbildung 2.19: Akkumulator-Fractional-N -Frequenzgenerator. Das Taktsignal für den Ak-kumulator kann auch die Referenzschwingung sein.

+kPSfrag replacements Addierer mitÜberlaufsignalisierungÜberlaufsignalisierung uOF (t)
uT(t)RegisterAbbildung 2.20: AkkumulatorDabei steht KGV(k;K) für das kleinste gemeinsameVielfache der Zahlen k und K. Genauerist �m(t) = �MDC +M0 +0@KGV(k;K)Xn=0 OF (n) � rect�t� tnTn �1A � 1Xl=�1 �(t� lT�m) (2.89)mit Tn = ( M0+1fLO für OF (n) = 1M0fLO für OF (n) = 0 (2.90)



44 2. Aufgabenstellung und Lösungsvorschlägeund tn = 12Tn + n�1Xm=0Tm (2.91)Die Fouriertransformierte von �m(t) berechnet sich nun zu�M(!) = 2�� (�MDC +M0)+0@KGV(k;K)Xn=0 OF (n) � Tnsi�!Tn2 � exp (�j!tn)1A 2�T�M 1Xl=�1 ��! � l 2�T�M�(2.92)Da �M(!) aus einer Reihe von Dirac-Stöÿen besteht, wird der Frequenzgenerator auÿerdem gewünschten Signal Nebenwellen ausgeben. Wegen (2.87) sind diese um so schwerer zuunterdrücken, je näher sie am Träger liegen.Im allgemeinen ist K immer eine ganzzahlige Zweierpotenz. Um auf eine grundsätzlicheSchwierigkeit bei Akkumulator-Fractional-N -Frequenzgeneratoren hinzuweisen, wird im fol-genden aber davon abgewichen: Für fref = !ref=(2�) = 10MHz und K = 20 sowie undfref = !ref=(2�) = 10MHz und K = 80 wurde �M(!) berechnet und in Abbildung 2.21dargestellt. Jeder Dirac-Impuls wird dabei durch einen Punkt, dessen Helligkeit ein Maÿfür die Höhe des Impulses ist, repräsentiert. Zu erkennen ist, dass für K = 20 eine gröÿereFrequenzablage der Nebenwellen zu erwarten ist. Weiterhin muss festgestellt werden, dassihre Lage und Leistung grundsätzlich nicht nur eine Funktion von K sondern auch einestarke Funktion von k ist.
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2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 45Im allgemeinen liegen die Frequenzablagen bei Vielfachen von 1=T�m. Für einige ungünstigek ist T�M = K=fref. Bei einem Akkumulator-Fractional-N -Frequenzgenerator wird deswe-gen ein Kompromiss zwischen Ausregelzeit und Nebenwellen umso schwieriger zu �ndensein, je mehr verschiedene Frequenzen er erzeugen muss. Der Grund hierfür ist, dass beizunehmendem K Dirac-Impulse mit groÿer Amplitude in �M(!) bei immer niedrigerenFrequenzen auftreten.Die Amplituden der Nebenwellen beim Akkumulator-Fractional-N -Frequenzgenerator kön-nen so hoch sein, dass es notwendig ist, hinter der Ladungspumpe einen Kompensations-strom in das Schleifen�lter einzuspeisen. Dieser kann für sich alleine genommen ebenfallsmit Hilfe einer Störung N1(!) am Eingang des PLLs in Abbildung 2.15 modelliert werden.Liegt beides vor, ein variierender Modulus und ein Kompensationsstrom, erhält man zweiStörungen am Eingang des PLLs. Der Kompensationsstrom muss nun so gewählt werden,dass die Vorzeichen beider Störungen in jedem Augenblick einander entgegengerichtet unddie Beträge gleich groÿ sind, so dass sie sich exakt zu Null addieren. Eine solche Vorge-hensweise ist besonders in mikroelektronisch integrierten PLLs bedenklich, weil hier groÿeBauelementwertschwankungen vorliegen, und es daher eine Herausforderung ist, den Kom-pensationsstrom mit der erforderlichen Genauigkeit einzustellen.Das Frequenzverhältnis zwischen ausgegebener und Referenzfrequenz ist beim AkkumulatorFractional-N -Frequenzgenerator NT =MV�M0 + kK� (2.93)Bei diesem Frequenzverhältnis ist das Integral der Frequenz am Ausgang des Frequenzteilersüber eine Periode T�m der Sequenz M(t) genau gleich dem Integral der Referenzfrequenzüber diese Zeit. Gäbe es zwischen beiden Integralen eine Abweichung würde mit jedemZyklus vonM(t) die Phasendi�erenz zwischen dem Referenzsignal und dem Ausgangssignaldes Teilers zunehmen. Genau das zu verhindern, ist aber der Zweck eines PLLs.2.3.3.3.2 ��-Fractional-N-Frequenzgenerator Das Problem, dass Fractional Spursum so schwerer zu unterdrücken sind, je mehr Frequenzen ein Frequenzgenerator erzeugenkann ist bei dem ��-Fractional-N -Frequenzgenerator aus Abbildung 2.22 weniger ausge-prägt.Im wesentlichen wird das Blockschaltbild des ��-Fractional-N -Frequenzgenerators aus demdes Akkumulator-Fractional-N -Frequenzgenerators dadurch gewonnen, dass der Akkumula-tor durch einen volldigitalen ��-Modulator dritter Ordnung ersetzt wird. Zudem teilt derFrequenzteiler nun nicht mehr nur durch die Moduli M0 oder M0 + 1, sondern durch einen



46 2. Aufgabenstellung und LösungsvorschlägePSfrag replacements uref(t) PFD zLF(t) VCOM0 + nM��Modulator
uLO(t)updn

k Modulus-Auswahl nMuT(t)
IpIp Multi-ModulusFrequenzteiler1Abbildung 2.22: ��-Fractional-N -Frequenzgeneratorvon mehreren aus dem Bereich M0 � x=2 � M � M0 + x=2 � 1. Dabei ist x die Anzahlder zulässigen Moduli. Der Frequenzteiler wird alsMulti-Modulus-Frequenzteiler bezeichnet.Am Eingang des ��-Modulators liegt das Frequenzsteuerwort k der Wortbreite r��. AmAusgang liegt das Steuerwort nM für den Multi-Modulus-Frequenzteiler mit der Wortbreitern, wobei x = 2rn . Der ��-Modulator benötigt ein Taktsignal. Dieses mal wurde das Refe-renzsignal als Taktsignal gewählt. Es gibt aber auch Varianten, bei denen der ��-Modulatordurch den Ausgang des Frequenzteilers getaktet wird (Vergl. [54] und [52]).Ein mögliches Blockschaltbild des volldigitalen ��-Modulators ist in Abbildung 2.23 ange-geben. Dargestellt ist ein sogenannter Single-Loop-��-Modulator dritter Ordnung. Dieserbesteht aus drei zeitdiskreten Integratoren, die jeweils aus einem Register und einem Ad-dierer gebildet werden. Jedem der drei Integratoren ist eines der Verstärkungsglieder a1, a2oder a3 vorgeschaltet. Die Integratoren mit den vorgeschalteten Verstärkungsgliedern wer-den kaskadiert, und von den Integratorausgängen wird mit Hilfe einer Summierstelle diemit den Koe�zienten b1, b2 und b3 gewichtete Summe gebildet. Die Wortbreite am Ausgangder Summierstelle ist r��, und die rn Bits mit der höchsten Signi�kanz (engl. 'Most Signi-�cant Bits', MSBs) bilden das Wort am Ausgang des ��-Modulators nM . Die übrigen Bitsniedriger Signi�kanz (engl. 'Least Signi�cant Bits', LSBs) werden verworfen. Die Anzahlder verworfenen Bits soll als rq bezeichnet werden. Das Wort nM wird durch Anhängen vonNullen wieder zu einem Wort der Wortbreite r��, bezeichnet als nF, aufgeweitet. Dieseswird mit dem Frequenzsteuerwort k verglichen und Di�erenz zwischen beiden wird in die
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Abbildung 2.23: Blockschaltbild eines volldigitalen ��-ModulatorKettenschaltung der Integratoren und Verstärkungsglieder geführt. Die Ordnung eines ��-Modulators ist gleich der Anzahl der verwendeten Integratoren. Da hier drei Integratorenverwendet werden, ist die Ordnung drei.Nach der Summierstelle im volldigitalen��-Modulator werden die Bits niedriger Signi�kanzverworfen. Auf diese Weise wird aus einem fein quantisierten Signal ein grob quantisiertes ge-wonnen. Aus einem anderen Betrachtungswinkel heraus wird einem fein quantisierten Signalein zusätzlicher Quantisierungsfehler q hinzugefügt. Der Quantisierungsfehler ist bei einem��-Modulator eine Zufallsgröÿe, wenn das Eingangssignal k eine Zufallsgröÿe ist. Bei kon-stantem k wird der Quantisierungsfehler periodisch und sein Leistungsdichtespektrum beibestimmten Frequenzen in Diracstöÿen konzentriert sein. Bei einem ��-Modulator ersterOrdnung existiert ähnlich wie beim Akkumulator ein starker Zusammenhang zwischen Lageund Leistung dieser Töne und dem konstanten Eingangswert k [55]. Ist die Ordnung des ��-Modulators gröÿer als eins, ist zum einen dieser Zusammenhang schwächer. Zum anderen ist



48 2. Aufgabenstellung und Lösungsvorschlägedie Periodendauer des Quantisierungsfehlers länger. Sein Spektrum besteht daher aus vielendicht beieinander liegenden Dirac-Stöÿen. Bei Betrachtung mit einem Spektrumanalysatormit grober Frequenzau�ösung kann der Quantisierungsfehler wie ein weiÿes Rauschen ausse-hen. In [55] wird er sogar als 'nearly random' oder 'seemingly random' bezeichnet. Es mussaber beachtet werden, dass er nicht wirklich zufällig ist.Der variable Anteil �m(t) des Modulus des Frequenzteiler ist gleich dem variablen Anteildes Wortes am Ausgang des ��-Modulators nM und im Zeitbereich nur noch durch eineSimulation der Schaltung aus Abbildung 2.23 zu �nden. Darum sind Lage und Amplitudeder Fractional Spurs nicht analytisch vorhergesagbar. Wegen der langen Periodendauer desQuantisierungsfehlers und seiner pseudozufälligen Eingenschaften können die Spurs aberdurch eine in dieser Arbeit als äquivalentes Phasenrauschen bezeichnete Gröÿe modelliertwerden. Das äquivalente Phasenrauschen, im folgenden durch das Symbol L��(�fsp) reprä-sentiert, eignet sich dazu, die Gesamtleistung aller Fractional Spurs bezogen auf die Leistungdes Trägers innerhalb eines ganzen Frequenzbandes zu berechnen, indem L��(�fsp) überdie Bandbreite des Bandes au�ntegriert wird. Ist das Band so breit, dass sehr viele Fractio-nal Spurs in es hineinfallen, wird eine gute Näherung erhalten. Da die Einheit der Leistungder Spurs bezogen auf die Trägerleistung 1 ist, muss die Einheit des äquivalenten Phasen-rauschens [L��(�fsp)] = s sein.In Abbildung 2.24 ist das z-Bereichs-Modell eines volldigitalen ��-Modulators angege-ben. Die z-Transformierte des Quantisierungsfehlers q sei als Q(z) bezeichnet. Die z-Transformierte von k heiÿe K(z), und die des Ausgangssignals nM sei NM(z). Der Vorgangdes Quantisierens im digitalen ��-Modulator unterscheidet sich von dem im analogen inzweierlei Hinsicht. Zum einen ist bei einem analogen ��-Modulator der Quantisierungsfeh-ler gleichanteilsfrei. Dagegen wird beim dargestellten digitalen ��-Modulator das Signalam Ausgang der Summierstelle durch das Verwerfen der LSBs stets abgerundet, so dass derQuantisierungsfehler einen negativen Gleichanteil, bezeichnet als qDC, hat. Weiterhin än-dert sich durch das Verwerfen der LSBs die Signi�kanz der übrigen Bits im Steuerwort nMum die Wortbreite des Quantisierungsfehlers rq. Das bedeutet, dass nM das 2�rq -fache desAusgangssignales der Summierstelle ist. Zur Vollständigen Modellierung der Quantisierunggehört daher hier das Proportionalitätsglied mit der Verstärkung 2�rq im Ausgangszweig.Aus dem Blockschaltbild in Abbildung 2.24 läÿt sich ablesen wie groÿ der Durchgri� vonQ(z) auf den Ausgang des Modulators ist. Unter der Voraussetzung, dass k = 0, also K(z) =0, wird die z-Transformierte des Ausgangssignals nM , bezeichnet als NM (z)NM(z) = 2�rqHq(z)Q(z) (2.94)
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NM (z)Q(z) 2�rqAbbildung 2.24: z-Bereichs-Modell eines volldigitalen ��-Modulatormit Hq = (z � 1)3(z � 1)3 + a1b1(z � 1)2 + a1a2b2(z � 1) + a1a2a3b3 (2.95)Der Gleichanteil von Q(z) wird für z = 1 gefunden. Aus (2.95) kann geschlossen werden, dassder Gleichanteil qDC des Quantisierungsfehlers gar nicht an den Ausgang des ��-Modulatorsgelangt.Der Quantisierungsfehler q ist kein Zufallssignal. Näherungsweise soll er aber als ein solchesmodelliert werden. Weiterhin ist q wertdiskret. Die Wortbreite rq ist aber sehr groÿ. Dahersoll q im folgenden wie ein wertkontinuierliches Signal behandelt werden. Dem Gleichanteilvon q, qDC, wird ein variabler Anteil überlagert, der als �q bezeichnet werden soll. Der varia-ble Anteil liegt bei sehr groÿen rq ungefähr im Intervall ]�2rq�1j2r1�1[. Es sei angenommen,er sei dort gleichverteilt. Das bedeutet, eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, bezeichnet



50 2. Aufgabenstellung und Lösungsvorschlägeals p�q(�q) für den variablen Anteil kann wie folgt angegeben werden:p�q(�q) = ( 12rq für � 2rq�1 < �q < 2rq�10 sonst : (2.96)Dann wird die Leistung des variablen Anteils des Quantisierungsfehlers�q2 = Z 1�1�q2p�q(�q)d�q = 2rq12 (2.97)Weiterhin sei der Quantisierungsfehler als ein Rauschsignal modelliert, das im Frequenzbe-reich zwischen 0 und fref=2 gleichverteilt ist. Dann wird die spektrale Leistungsdichte desQuantisierungsfehlers �q2�f = 2rq6fref : (2.98)Die spektrale Leistungsdichte des Ausgangssignals des ��-Modulators wirdn2M�f = 2�2rq�q2�f jHq(z)j2 = 16fref jHq(z)j2 (2.99)Trotz der unterschiedlichen Mechanismen, die beim analogen und digitalen ��-Modulatorzu einen Quantisierungsfehler führen, ist die spektrale Leistungsdichte der Signale am Aus-gang gleich.Über die Koe�zienten a1, a2, a3, b1, b2 und b3 besteht die Möglichkeit, die spektrale Lei-stungsdichte n2M=�f einzustellen. Für sehr kleine Frequenzen steigt diese mit 60dB/dec. Dasist darauf zurückzuführen, dass Signalanteile von q bei kleinen Frequenzen sehr stark unter-drückt werden. Darum sind die Signalanteile von nM bei sehr kleinen Frequenzen auch sehrgering. Aus einem anderen Blickwinkel betrachtet, wird die Leistung des Quantisierungs-fehlers q durch den ��-Modulator zu groÿen Frequenzen hin verschoben. Das Problem,dass Spurs nahe am Träger unterdrückt werden müssen, ist deswegen beim ��-Fractional-N -Frequenzgenerator weniger schwierig zu lösen als beim Akkumulator-Fractional-N -Frequenzgenerator. Das Einfügen eines Kompensationsstromes ist beim ��-Fractional-N -Frequenzgenerator nicht nötig. Die geringe Leistung des Steuersignales des Frequenzteilersbei geringen Frequenzen ist der gröÿte Vorteil des ��-Fractional-N -Frequenzgenerators ge-genüber dem Akkumulator-Fractional-N -Frequenzgenerator.Ein ��-Modulator zweiter Ordnung verhält sich wie ein ��-Modulator dritter Ordnung,bei dem a3 = b3 = 0 ist. Aus (2.95) kann erkannt werden, dass dann nur ein Anstieg derLeistungsdichte n2M=�f von 40dB/dec möglich ist. Deswegen sind die Spurs nahe am Trägerhöher. Im allgemeinen steigt das Leistungsdichtespektrums bei kleinen Frequenzen mit jederErhöhung der Ordnung um zusätzliche 20dB/dec. Je höher die Ordnung des ��-Modulators



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 51ist, desto besser wird daher der Frequenzgenerator. Bei einem Single-Loop-��-Modulatorist es aber sehr schwierig, die Koe�zienten so zu �nden, dass der Modulator stabil ist,wenn die Ordnung gröÿer als drei ist. Daher wurde hier ein Modulator dritter Ordnungvorgeschlagen.Mit Hilfe der Gleichungen (2.87) und (2.25) wird das äquivalente Phasenrauschen, bezeichnetals L�� [56,57]: L��(�fsp) = jHPLL(j2��fsp)j2 M2V(2�fref)2 jHq(zsp)j212fref(2�)2�f2sp� jHPLL(j2��fsp)j2 M2V�2 jHq(zsp)j23fref ��1 � z�1sp ��2 (2.100)Dabei ist zsp = exp(j2�(fsp=fref)) und fref = !ref=(2�). Hier muss angemerkt werden, dassbei konstanter Frequenz !LO die Leistung der Fractional Spurs proportional zu NT abernicht zu N2T ist.Damit (2.100) mit Hilfe von (2.87) nachvollzogen werden kann, muss davon Gebrauch ge-macht werden, dass ��1� z�1sp ��2 � �(4�)2�fsp!ref �2 : (2.101)Auf diese Weise wird (2.100) in die gleiche Form wie in [21, 52] gebracht. Dort liegt einzeitdiskretes Modell des Frequenzgenerators zugrunde, das neben dem zeitkontinuierlichenexistiert. Zeitdiskrete Modelle berücksichtigen, dass der PFD die Phasendi�erenz �d(t) nichtzeitkontinuierlich misst, sondern abtastet. Sie sind zum einen geeignet, um zusätzliche An-forderungen an das Schleifen�lter herzuleiten, deren Erfüllung die Stabilität des PLLs sicher-stellt [45]. Weiterhin ist die numerische Untersuchung zeitdiskreter Modelle sehr einfach.Der ��-Modulator gibt einen Gleichanteil xk=K aus, wobei K = 2r��. Würde ein andererGleichanteil ausgegeben, wäre der Mittelwert des Eingangswertes der Integratoren von Nullverschieden, so dass diese sich immer weiter au�aden würden. Dieses wird aber durch dienegative Rückkopplung verhindert. Weiterhin wird im dargestellten FallNT =MV�M0 + xkK � : (2.102)Dass die Nebenbandaussendungen von ��-Fractional-N -Frequenzgeneratoren in FractionalSpurs konzentriert sind, erscheint in manchen Anwendungen unerwünscht. Daher wird inder Literatur über den Versuch, mit Hilfe eines sogenannten Dithering, ein echtes Zufallssi-gnal am Ausgang des ��-Modulators zu erzeugen, berichtet. Würde dieses gelingen, wärendie Nebenbandaussendungen ein echtes Phasenrauschen und keine Fractional Spurs, die mit



52 2. Aufgabenstellung und LösungsvorschlägeHilfe eines äquivalenten Phasenrauschens beschrieben werden. Unter Dithering ist das Ein-speisen eines echten Zufallssignales in den digitalen ��-Modulator zu verstehen. Dieses kannzum Beispiel geschehen, indem eines oder mehrere der LSBs in den Registern zu zufälligenZeitpunkten verfälscht werden. Die Beobachtung dabei war, dass entweder trotz Ditheringnoch Spurs im Ausgangssignal des Frequenzgenerators feststellbar waren [52] oder dass dasDithering so stark war, dass die Nebenbandaussendungen signi�kant angestiegen sind [58].2.3.3.4 Der ��-Fractional-N-Frequenzgenrator als FrequenzmodulatorEs wird vorgeschlagen, einen Fractional-N -Frequenzgenerator wie in Abbildung 2.5 darge-stellt als Frequenzmodulator einzusetzen, so dass in einem Sender für frequenzmodulierteSignale kein Mischer mit hohem Stromverbrauch benötigt wird. Bei dem Frequenzgenera-tor aus Abbildung 2.5 ist aber der Steuerwert k wie auch xs;�(t) wertkontinuierlich, wäh-rend beim Fractional-N -Frequenzgenerator das Steuerwort k wertdiskret ist. Soll er als Fre-quenzmodulator eingesetzt werden, muss ein wertdiskretes Signal xs;�(t) verwendet werden.Dieses nähert ein wertkontinuierlichen Signal mit einem besonders geringen Quantisierugs-fehler an, wenn möglichst viele Quantisierungsstufen verwendet werden. Die Anzahl derQuantisierungsstufen nxs;� wird um so gröÿer, je kleiner die Frequenzau�ösung !res ist. Der��-Fractional-N eignet sich sehr gut als Frequenzmodulator, da ein kleines !res sehr leichterhalten werden kann.Beim ��-Fractional-N -Frequenzgenerator ist die spektrale Reinheit des ausgegebenen Si-gnals eine weniger starke Funktion der Frequenzau�ösung als beim Akkumulator-Fractional-N -Frequenzgenerator. Die Frequenzau�ösung ist die Di�erenz zwischen zwei für benachbartek ausgegebene Frequenzen und berechnet sich beim ��-Fractional-N -Frequenzgenerator zu!res = MVxK !ref (2.103)DaK beim��-Fractional-N -Frequenzgenerator leicht erhöht werden kann, indem die Wort-breite r�� im ��-Modulator groÿ gewählt wird, ist leicht eine sehr feine Frequenzau�ösungerzielbar. Durch die Erhöhung von K verschlechtert sich die spektrale Reinheit des ausge-gebenen Signals nur wenig.Die Modulierbarkeit erfordert aber nicht nur eine feine Frequenzau�ösung. Zusätzlich wirdnoch verlangt, dass ein modulierbarer Frequenzgenerator sein Eingangssignal k weder fre-quenzabhängig dämpft noch frequenzabhängig verzögert. Im folgenden sei angenommen,das Steuerwort k des ��-Fractional-N -Frequenzgenerators aus Abbildung 2.22 werde, wiein Abbildung 2.5 dargestellt, aus dem zu übertragenden Datensignal xs;�(t), der Propor-tionalitätsfaktor kFM und dem Wort zur Einstellung der Trägerfrequenz k0 berechnet. Es



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 53sei Xs;�(!) die Fouriertransformierte von xs;�(t). Das zu sendende Signal xs;�(t) sei so nor-miert, dass es zwischen -1 und 1 schwankt. Weiterhin sei das frequenzabhängige Übertra-gungsverhalten des ��-Modulators vernachlässigt. Auÿerdem sei die Frequenz �!LO(t) mit�!LO(t) = !LO(t) � !c als momentane Frequenzauslenkung bezeichnet, wobei !c die Trä-gerfrequenz ist. Ihre Fouriertransformierte soll �
LO(!) heiÿen.In Abbildung 2.5 liegt ein variierendes k vor. Ein solches führt laut (2.102) zu einem va-riierenden Frequenzverhältnis NT und dieses kann wie in Abbschnitt 2.3.3.1.1 beschriebendurch eine variierende Referenzfrequenz modelliert werden. Aus dieser Modellierung erhältman unter Vernachlässigung von Fractional Spurs und frequenzabhängigem Übertragungs-verhalten des ��-Modulators�
LO(!) = �!FMXs;�(!)HPLL(j!): (2.104)Dabei ist �!FM der gewüschte Frequenhub und berechnet sich zu �!FM = kFM!res.Da HPLL(j!) eine Tiefpassfunktion ist, wird am Ausgang des Frequenzgenerators anstelleder gewünschten Frequenz �!FMXs;�(!) die tiefpassge�lterte Version des zu übertragendenSignals xs;�(t), �!FMXs;�(!)HPLL(j!), erhalten. Die Bandbreite von HPLL(j!) muss füreine ausreichende Unterdrückung der Fractional Spurs gering gewählt werden. Dagegen mussxs;�(t) breitbandig sein, damit eine hohe Datenrate erzielt wird. Es gehen also wesentlicheAnteile von xs;�(t) verloren, wenn keine zusätzlichenMaÿnahmen ergri�en werden. Diese sindsogenannte Modulationstechniken und werden in Preemphasetechnik und Zweipunkttechnikunterteilt.
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uref(t) PFD zLF(t) VCOM0+nM��Mod. uLO(t)updnk Modulus-Auswahl nMuT(t) IpIpMulti-ModulusFrequenzteiler 1Preemphase�lterhpre(t)k0kFMxs;�(t) +Abbildung 2.25: Preemphasetechnik zur FrequenzmodulationDie Preemphasetechnik wird in Abbildung 2.25 dargestellt. Das Frequenzsteuerwort k wirdwie in Abbildung 2.5 als Summe aus dem Produkt aus Datensignal xs;�(t) und Proportiona-litätsfaktor kFM und k0 berechnet. Der Proportionalitätsfaktor kFM dient zur Einstellung des



54 2. Aufgabenstellung und LösungsvorschlägeFrequenzhubes und das Wort k0 zur Einstellung der Trägerfrequenz. Das Steuerwort k wirdaber nicht direkt in den ��-Modulator eines ��-Fractional-N -Frequenzgenerators geführt,sondern zuvor mit einem Preemphase�lter vorge�ltert. Dieses hat die Impulsantwort hpre(t).Die Schwierigkeit bei der Preemphasetechnik besteht darin hpre(t) geeignet zu wählen. Essei Hpre(!) die Fouriertransformierte von hpre(t). Wenn nunHpre(!) = 1HPLL(j!) (2.105)ist, wird �!LO(t) = �!FMxs;�(t); (2.106)wobei �!FM = kFM!res ist. Es wird also genau das gewünschte Ergebnis erhalten. Al-lerdings ist HPLL(j!) stets durch zufällige Bauelementwertschwankungen beein�usst undnicht unbedingt hinreichend genau bekannt. Weicht Hpre(!) aufgrund von Bauelementwert-schwankungen von 1=HPLL(j!) ab, wird das Übertragungsverhalten des modulierbaren Fre-quenzgenerators ungewünschterweise frequenzabhängig, und die Qualität des ausgegebenenSignals verschlechtert sich. In [21] wird demonstriert, wie dieses Problem mit Hilfe der SC-Schaltungstechnik gelöst wird.Die Zweipunktmodulation ist in Abbildung 2.26 stark vereinfachend dargestellt. Hier wirddas Signal xs;�(t) an zwei Punkten in das PLL eingespeist. Das Steuerwort k wird in bekann-ter Weise aus xs;�(t), dem Wort k0 zur Einstellung der Trägerfrequenz und einer Propor-tionalitätskonstante, hier bezeichnet als kFM1 berechnet. Zusätzlich wird das Signal xs;�(t)aber mit einer zweiten Konstanten, uFM2 multipliziert und vor dem VCO eingespeist. Essei darauf hingewiesen, dass kFM1 die Einheit [kFM1] = 1 besitzt, während uFM2 die Einheit[uFM2] = V besitzt. Die Fouriertransformierte der Frequenzauslenkung berechnet sich hierzu �
LO(!) = (kFM1!resHPLL(j!) + uFM;2KVCOHe;PLL(j!))Xs;�(!); (2.107)wobei He;PLL(s) die Fehlerübertragungsfunktion des PLLs und KVCO die VCO-Verstärkungist. Hier muss erreicht werden, dasskFM1!res = uFM2KVCO = �!FM (2.108)ist. Dann wird �
LO(!) = �!FM (HPLL(j!) +He;PLL(j!))Xs;�(!); (2.109)und aus der De�nition für die Fehlerübertragungsfunktion (2.54) folgt, dass am Ausgang desFrequenzgenerators die gewünschte Frequenz �
LO(!) = �!FMXs;�(!) erhalten wird. Die



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 55Schwierigkeit hier besteht aber darin, dass KVCO Bauelementwertschwankungen unterworfenund daher uFM2 schwierig einstellbar ist.Ein Frequenzgenerator mit Zweipunktmodulation wird beispielsweise in [20] beschrieben.
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xs;�(t) ++ Abbildung 2.26: Zweipunktmodulation2.3.3.5 Ausregelzeit eines ��-Frequenzgenerators dritter OrdnungBei der Berechnung des Ein�usses des Quantisierungsfehlers des ��-Modulators aufdie Fractional Spurs eines ��-Fractional-N -Frequenzgenerators wird eine eingangsbezo-genes Störsignal verwandt. Zusammen mit den Ausführungen aus Abschnitt 2.3.3.1.3folgt daraus, dass die Fractional Spurs von langsam einschwingenden ��-Fractional-N -Frequenzgeneratoren kleiner sind als die von schnellen.Es soll überprüft werden, in welcher Gröÿenordnung die Ausregelzeit eines ��-Frequenzgenerators liegt. Eine geeignetes Blockschaltbild des PLLs soll aus den bisher indieser Arbeit vorgestellten ausgewählt werden. Das PLL muss wegen der vorhandenen Bau-elementwertschwankungen aus jedem Anfangszustand heraus einrasten können. Weiterhinmüssen die Fractional-Spurs, die durch den ��-Modulator dritter Ordnung verursacht wer-den hinreichend gut unterdrückt werden.Ein Einrasten aus einem beliebigen Anfangszustand heraus kann nur mit einem Typ-II-PLL möglich sein. Damit die Fractional Spurs hinreichend gut unterdrückt werden, mussdie Ordnung des PLLs hoch genug sein: Der Faktor jHq(zsp)j2=j1 � z�1sp j2 aus Gleichung(2.100) wächst mit zunehmender Frequenzablage �fsp mit etwa 40dB/dec. Deswegen muss



56 2. Aufgabenstellung und LösungsvorschlägejHPLL(j2��fsp)j2 auÿerhalb der PLL-Bandbreite mindestens um 40dB/dec fallen; andern-falls würden die Nebenbandaussendungen mit zunehmender Ablage vom Träger zunehmenund es wäre sehr schwierig, Anforderungen an sie einzuhalten. Die Phasenübertragungsfunk-tion eines Typ-II-PLLs hat mindestens eine Nullstelle. Ihr Betrag fällt daher bei gröÿerenFrequenzablagen um 20(N � 1) dB/dec, wobei N die Ordnung des PLLs ist. Daher mussdie Ordnung N mindestens 3 sein, damit die Nebenbandaussendungen wenigstens nicht mitzunehmender Ablage vom Träger ansteigen.Bei einem PLL dritter Ordnung kann die genaue Ausregelzeit nur in Ausnahmefällen ana-lytisch bestimmt werden. Dagegen liegt eine Formel zur analytischen Bestimmung der Aus-regelzeit von PLLs zweiter Ordnung durch Gleichung (2.65) vor. In Abschnitt 2.3.3.1.2 wirddarauf hingewiesen, dass sich die Sprungantworten von PLLs ähneln, deren Übertragungs-funktion des o�enen Regelkreises HOL(j!) sich in der Nähe ihrer Durchtrittsfrequenz !u inBetrag und Phase ähnlich sind. Daher wird im folgenden zusätzlich überprüft, ob sich dieAusregelzeit eines PLLs dritter Ordnung durch die Ausregelzeit eines PLLs zweiter Ordnungmit ähnlichem Betrag und ähnlicher Phase der Übertragungsfunktion des o�enen Regelkrei-ses in der Nähe der Durchtrittsfrequenz hinreichend genau annähern läÿt.Zunächst wird ein PLL dritter Ordnung entworfen: Die Übertragungsfunktion des Schlei-fen�lters zweiter Ordnung eines PLLs dritter Ordnung soll hierzu als HLF;3(s) bezeichnetund zu HLF;3(s) = Kint;3s 1 + s=s0;LF;31 + s=s1;LF (2.110)berechnet werden. Dabei ist Kint;3 die Integratorkonstante des Schleifen�lters, s0;LF;3 unds1;LF sind die Nullstelle beziehungsweise die Polstelle des Schleifen�lters. Die Übertragungs-funktion des o�enen Regelkreises des PLLs dritter Ordnung, HOL;3(s) berechnet sich nunzu HOL;3(s) = Kint;3KPDKVCONTs2 1 + s=s0;LF;31 + s=s1;LF (2.111)Nun müssen die Lage der Polstelle, der Nullstelle, die Verstärkung des Phasendetektors,die Integratorkonstante und die VCO-Verstärkung festgelegt werden. Der Faktor NT kannnicht festgelegt werden, da der Frequenzgenerator verschiedene Frequenzen ausgeben kön-nen muss. Allerdings läÿt sich ein Mittelwert für NT angeben, und da das Frequenzbandin dem die zu synthetisierenden Frequenzen liegen verglichen mit dessen Mittenfrequenzsehr schmal ist, werden die relativen Abweichungen von diesem kleiner sein als die durchBauelementwertschwankungen bedingten Abweichungen aller anderen Parameter des PLLs.Zu allererst werden der Pol und die Nullstelle relativ zur Durchtrittsfrequenz festgelegt.



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 57Anschlieÿend wird das Produkt aus KVCO, Kint;3 und KPD als Funktion der Durchtritts-frequenz und dem mittleren Frequenzverhältnis NT so bestimmt, dass bei der gewünschtenDurchtrittsfrequenz der Betrag von HOL;3(j! = j!u) den Wert Eins annimmt. Dadurchist es möglich, die Übertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises, hier bezeichnetals HPLL;3(j!), für alle ! nur aus !u zu berechnen. Mit Hilfe von Gleichung (2.100) kanndann bei gegebener Anforderung an das äquivalente Phasenrauschen zur Beschreibung derFractional Spurs !u gefunden werden.Die Nullstelle s0;LF;3 und der Pol s1;LF werden hier so gewählt, dass die Phasenreserve beider Durchtrittsfrequenz �R = �+\HOL;3(j!u) bei etwa �=3 liegt. Gemäÿ einer Empfehlungaus [1] wird hierzu s0;LF;3 = !u3 (2.112)s1;LF = 3!u (2.113)gesetzt. Damit wird Kint;3KPDKVCO = 3!2uNT (2.114)und wegen (2.48) wird HPLL;3(s) = !2u 3s+ !us3 + 3!us2 + 3!2us+ !3u= 1 + 3s=!u(1 + s=!u)3 : (2.115)In Abbildung 2.27 ist der Betrag der auf der imaginären Achse ausgewerteten Übertra-gungsfunktion gegen j!=!u dargestellt. Gleichung (2.100) kann nun nach ! = 2��fspaufgelöst werden. Für einen bestimmten ��-Modulator und MV = 2 wurde gefunden,dass 0; 347 � 10�3 < jHPLL;3(j2��fsp)j < 0; 715 � 10�3 für 5MHz < fref < 40MHz und�fsp = 2; 5MHz. Das äquivalente Phasenrauschen, das die Fractional Spurs beschreibt, solldort bei �125dBc/Hz liegen. Auf diese Weise wird erreicht, dass die Gesamtrauschleistungin dem Frequenzband, 2; 5MHz < �fsp < 3; 5MHz, mehr als 65dB unter dem Träger liegt.Die im 'Bluetooth'-Standard vorgegebene Anforderung an Nebenbandaussendungen wür-de so um mindestens 5dB übertro�en. Aus den für die Übertragungsfunktion berechnetenBeträgen folgt, dass 65 < 2��fsp=!u < 95.Die Ausregelzeit wird mit Hilfe der oben beschriebenen Methoden abgeschätzt. Dazu wirdzunächst eine Übertragungsfunktion zweiter OrdnungHOL;2(s) = KPDKVCOKint;2NTs2 �1 + ss0;LF;2� ; (2.116)



58 2. Aufgabenstellung und Lösungsvorschläge
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Abbildung 2.27: Betrag der Phasenübertragungsfunktion des in [1] vorgeschlagenen PLLsdritter Ordnungdie HOL;3(s) in der Nähe von s = j!u annähert, berechnet. Unter Annäherung sei hierverstanden, dass die Übertragungsfunktionen der o�enen Regelkreise bei der Durchtrittsfre-quenz gleich sei, und dass beide Schleifen�lterübertragungsfunktionen die gleiche Nullstellebesitzen: s0;LF;2 = s0;LF;3 =: s0;LF (2.117)Die Gleichung HOL;3(j!u) = �35 + j 45 = HOL;2(j!u) (2.118)führt durch Koe�zientenvergleich aufKVCOKPDKLFNT!2u = 35 (2.119),!0 = r35!u (2.120)s0;LF = 34!u (2.121),� = 23r35 : (2.122)



2.3 Arten von Frequenzgeneratoren 59Dabei sind !0 und � Eigenfrequenz beziehungsweise Dämpfung eine PLLs und werden mitHilfe von Tabelle 2.3 berechnet. Obwohl HPLL(s) nur reellwertige Pole hat, ist � < 1, sodassdie Phasenübertragungsfunktion zweiter Ordnung ĤPLL(s), die die tatsächliche Funktionannähern soll, ein komplexes Polstellenpaar hat.Für eine Frequenzgenauigkeit von �LO = 20ppm, und einen Frequenzsprung am Ausgang desPLLs von 2400 MHz nach 2480 MHz, sodass NT=�NT = 30, wird mit Hilfe von Gleichung(2.65) gefunden: TS;2 � 19; 171!u ; (2.123)also 79�s < T̂S < 115�s.Es muss erwähnt werden, dass der Fehler der Näherung sehr groÿ ist. Zum Vergleich wurdedie Antwort der Fehlerübertragungsfunktion eines PLLs mit der Übertragungsfunktion drit-ter Ordnung HPLL(s) aus (2.115) numerisch bestimmt und die Gleichung (2.58) numerischgelöst. Es wurde gefunden, dass TS;3 � 12; 3!u (2.124)und damit 51�s < TS < 74�s. Ein mögliches Ausrasten des PLLs wird dabei noch vernach-lässigt. Der relative Fehler, hier de�niert durch (TS;2 � TS;3)=TS;2, liegt dennoch bei etwa55%. Der relative Fehler wird geringer, wenn der maximale zulässige relative Frequenzfeh-ler gröÿer wird. Bei einem �LO von 200ppm liegt der Vorhersagefehler der Ausregelzeit bei42%. Ein Fehler von nur etwa 20% wird erhalten, wenn anstelle einer maximalen relativenFrequenzabweichung von 20ppm �LO = 2 �10�3 gefordert würde. Die Ursache dafür, dass dieoben vorgeschlagene Näherung für die Ausregelzeit von Frequenzgeneratoren sehr ungenauist, ist also die geringe geforderte maximale Frequenzabweichung. Selbst wenn sich das Aus-regelverhalten eines PLLs hoher Ordnung durch das Ausregelverhalten eines PLLs zweiterOrdnung mit einem nur geringen Fehler annähern läÿt, ist noch nichts gewonnen: Ein sehrkleiner Fehler bei der Berechnung des Ausregelvorgangs führt zu sehr groÿen Abweichungenin der berechneten Ausregelzeit, da �LO sehr klein ist. Geeignete Methoden zur Berechnungder Ausregelzeit müssen daher später noch gefunden werden.Bisher wurde ein mögliches Ausrasten des PLLs vernachlässigt. In Abbildung 2.28 ist dage-gen der realistische simulierteAusregelvorgang eines PLLs dritter Ordnung mit 2��fsp=!u =88 dargestellt. Die Referenzfrequenz wurde zu fref = 16MHz gewählt. Nach 50�s wird derModulus des Frequenzteilers geändert, damit die ausgegebene Frequenz sich von 2401 MHzauf 2479 MHz ändert. Erwartet würde eine anschlieÿende Ausregelzeit von 108�s (genä-hert) oder 69�s (numerische Rechnung). Tatsächlich aber wird TS = 170�s gefunden. Da



60 2. Aufgabenstellung und Lösungsvorschlägedie bei einer schaltungstechnischen Realisierung der Frequenzgenerators vorhandenen Bau-elementwertschwankungen die Ausregelzeit sogar noch verlängern können, lieÿe sich die in'Bluetooth' vorgegebene Anforderung an die Ausregelzeit höchstens knapp einhalten. DerGrund hierfür ist das Ausrasten des PLLs � der sich anschlieÿende Ziehvorgang dauertlänger als ein Einrastvorgang.
0.5 1 1.5 2 2.5

x 10
−4

2.4

2.41

2.42

2.43

2.44

2.45

2.46

2.47

2.48

2.49
x 10

9

PSfrag replacements f LO(t)=! LO(t)=(
2�)[MHz]

t=sAbbildung 2.28: Ausregelvorgang eines PLLs dritter Ordnung2.4 ZusammenfassungZwei einander entgegengesetzte Anforderungen müssen eingehalten werden, damit ein be-stimmter Frequenzgenerator in einem für Anwendungen der drahtlosen digitalen Telekom-munikation geeigneten Sender oder Empfänger eingesetzt werden kann. Zum einen müssensowohl die Leistungsdichte als auch die Leistung des Phasenrauschens innerhalb bestimmterBänder und die Leistung eventuell vorhandener Nebenwellen begrenzt werden. Zum ande-ren existiert eine maximal zulässige Ausregelzeit des Generators. Daneben ist es von Vorteil,wenn Möglichkeiten zur Erzeugung frequenzmodulierter Signale bereits durch den Generatorbereitgestellt werden.Dem Entwickler stehen verschiedene Schaltungsalternativen zur Verfügung. Die Eigenschaf-ten dreier wichtiger Frequenzgeneratoren sind in Tabelle 2.5 zusammengefasst. Dabei be-



2.4 Zusammenfassung 61zeichnet '2-Schritt-DDFS' einen Zweischritt-Frequenzgenerator mit direkt digitalen Fre-quenzgenerator aus Abbildung 2.8. Mit 'Komplexität' soll die Anzahl der verwendeten Schal-tungsblöcke bezeichnet sein. Gezählt werden dabei PFD, Filter, VCO, Frequenzteiler, Ak-kumulator, ��-Modulator, Mischer, Phasenschieber, Addierer, DAC und ROM. Tendenziellwerden Schaltungen umso mehr Leistung aufnehmen, je höher ihre Komplexität ist.Tabelle 2.5: Stärken(+) und Schwächen(�) alternativer FrequenzgeneratorenKomplexität Modulierbarkeit Nebenwellen Phasenrauschen Ausregelzeit2-Schritt-DDFS - + - + +Akkumulator-Fractional-N + - - + -��-Fractional-N + + - + -Ein Maÿ für die Güte des Frequenzgenerator soll die Anzahl der in Tabelle 2.5 angegebenenStärken (+) sein. Demnach wäre der ��-Fractional-N -Frequenzgenerator genauso 'gut' wieder 2-Schritt-DDFS-Frequenzgenerator. Welche Schaltung zum Einsatz kommt hängt vonder Anwendung ab.Der Nachteil des Zweischritt-Frequenzgenerators ist seine hohe Komplexität und, damit ver-bunden, die zu erwartende hohe Stromaufnahme. In Anwendungen in denen die Ausregelzeitnicht sehr wichtig ist, wird daher der ��-Fractional-N -Frequenzgenerator verwendet. Dasoben aufgeführt Beispiel 'Bluetooth' zeigt aber, dass es Anwendungen gibt, in denen dessenAusregelzeit kaum noch ausreicht. Die Stromaufnahme der Endgeräte ist hier aber auch einVerkaufsargument.Eine deutliche Reduktion der Ausregelzeit erlaubt es dem Schaltungsentwickler an-statt eines stromhungrigen 2-Schritt-DDFS-Generators einen schnellen ��-Fractional-N -Frequenzgenerator einzusetzen.Es werden einige Techniken zur Reduktion der Ausregelzeit in der Literatur vorgeschlagen:� Dynamische Bandbreite des Schleifen�lters: Während des Ausregelvorganges sind hö-here Fractional Spurs zugelassen. Deswegen wird die Bandbreite des Schleifen�ltershier kurzzeitig erhöht. Der Nachteil des Verfahrens ist, dass ein zusätzlicher Schal-tungsblock vorgesehen werden muss, der geeignete Steuersignale für das einstellbareSchleifen�lter zur Verfügung stellt. Ein solches Verfahren wird � allerdings in [59]nicht im Zusammenhang mit ��-Fractional-N -Techniken � in [59], [50] und [60] vor-geschlagen.� Vorsetzen der VCO-Steuerspannung und äquivalente Techniken: Aufgrund der unge-nauen Kenntnis der Steuerspannungs-Frequenzkennline des VCOs ist es immer noch



62 2. Aufgabenstellung und Lösungsvorschlägemöglich, die ungefähre Änderung der Steuerspannung durch den Ausregelvorgangzu predizieren. Wird diese mittels eines AD-Umsetzers und einer Summierstelle dermomentanen Steuerspannung hinzuaddiert, beschleunigt dieses den Ausregelvorgang.Äquivalent hierzu ist die Verschiebung der Steuerspannungs-Frequenzkennlinie desVCOs mit Hilfe dem Resonanzkreis zuschaltbarer Kondensatoren wie in [17,61]. Auchhier müssen Schaltungsblöcke vorhanden sein, die geeignete Steuersignale bereitstellen.� Verbesserter PFD: Ein sogenannter Extended Range PFD (ERPD) wird in [62] vor-geschlagen. Dieser ist über einen noch gröÿeren Bereich linear und vermeidet so einAusrasten des PLLs� Verwendung von Typ-I-PLLs: Typ-I-PLLs schwingen im allgemeinen schneller ein alsTyp-II-PLLs. Der Ausregelvorgang wird bei letzteren dadurch verlängert, dass auÿerdem Frequenzfehler !d = !ref � !LO=NT zusätzlich der Phasenfehler �d zu Null ge-regelt werden muss. Allerdings muss beim Entwurf eines Typ-I-PLLs berücksichtigtwerden, dass der Ziehbereich nicht mehr unendlich groÿ ist. Dennoch muss das PLLaus jedem praktisch möglichen Anfangszustand heraus einrasten können. Ein Typ-I-PLL mit geringer Ausregelzeit wird ebenfalls in [62] vorgestellt. Ein schneller, nichtmodulierbarer, Integer-N -Frequenzgeneratoren basierend auf einem Typ-I-PLL �ndetsich in [23]� Modi�kation des Schleifen�lters: Eine Untersuchung zum Ein�uss der Topologie einesSchleifen�lters maximal zweiter Ordnung auf die Ausregelzeit eines PLLs mit ein-gangsbezogenen Störsignalen (siehe Abschnitt 2.3.3.1.3) �ndet sich in [63]. Es werdenkeine Schleifen�lter höherer Ordnung berücksichtigt. Weiterhin wird davon ausgegan-gen, dass die Pole des Schleifen�lters auf der reellen Achse angeordnet sein müssen.Diese Arbeit weist nach, dass eine Methode, die Ausregelzeit zu verringern, die Erhöhungder Ordnung des Schleifen�lters ist. Zwar sind in der Literatur schon viele ��-Fractional-N -Frequenzgeneratoren vierter Ordnung vorgestellt worden [1,52,64,65]. Jedoch liegen beidiesen stets alle Pole des Schleifen�lters auf der reellen Achse, so dass das PLL theoretischals passives RC-Filter realisiert werden könnte.Die Pole des Schleifen�lters eines optimalen PLLs müssen � wie sich im folgenden zeigt� auch im komplexen liegen dürfen. Weiterhin sind noch wesentlich höhere Ordnungen alsvier anzustreben: Dann werden keine Schaltungsblöcke auÿer dem PFD, dem Schleifen�lter,dem VCO, dem Frequenzteiler und dem ��-Modulator notwendig sein, um Anforderungenan Ausregelzeit und Phasenrauschen gleichzeitig leicht zu erfüllen. Das gefundene PLL istein Typ-II-PLL, sodass ein unendlich groÿer Ziehbereich erreicht wird.



Kapitel 3Modellierung, Analyse und Optimierungvon Frequenzgeneratoren hoher OrdnungIn Kapitel 2 wurde der PLL basierte Frequenzgenerator vorgestellt. Ein besonderer Schwer-punkt waren ��-Fractional-N -Frequenzgeneratoren, die eine feine Frequenzau�ösung be-sitzen und durch den Einsatz von Modulationstechniken zum wichtigsten Teilsystem ei-nes CMOS-Senders für FSK-Signale werden. Die wichtigsten Schaltungsblöcke eines ��-Fractional-N -Frequenzgenerators sind der Frequenzteiler, der Phasendetektor, das Schlei-fen�lter und der spannungsgesteuerte Oszillator (VCO). Aus ihnen läÿt sich zunächst dieÜbertragungsfunktion des o�enen Regelkreises des PLLs HOL(s) und danach die Phasen-übertragungsfunktion (des geschlossenen Regelkreises) HPLL(s) des PLLs berechnen.Die wichtigsten Eigenschaften eines ��-Fractional-N -Frequenzgenerators sind seine Aus-regelzeit und seine Fähigkeit, Fractional Spurs zu unterdrücken. Diese hängen direkt vonder Phasenübertragungsfunktion HPLL(s) (de�niert vom Referenzschwingungseingang zumAusgang des Frequenzteilers) aber nur indirekt von der Übertragungsfunktion des o�enenRegelkreises und letztenendes der Eigenschaften der Schaltungsblöcke ab. In diesem Kapitelsoll eine Vorgehensweise zum Entwurf von ��-Fractional-N -Frequenzgeneratoren vorge-stellt werden, die zunächst nur dem Zweck dient, die Phasenübertragungsfunktion HPLL(s)optimal zu gestalten. Erst nachdem dieses gelungen ist, lässt sich sehr leicht eine Über-tragungfunktion des o�enen Regelkreises HOL(s) �nden, die die optimale Phasenübertra-gungsfunktion realisiert. Im letzten Schritt werden dann die Blöcke des Frequenzgeneratorsgestaltet.Das besondere an den vorgestellten Phasenübertragungsfunktionen ist, dass ihre Ordnungsehr hoch ist. Zunächst soll in einer Motivation demonstriert werden, wie sich die Erhöhungder Ordnung eines Systems günstig auf seine Eigenschaften auswirken kann.63



64 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher Ordnung3.1 MotivationEine typische Anforderung an einen zu entwickelnden Frequenzgenerator könnte sein, dassdas äquivalente Phasenrauschen zur Beschreibung der Fractional Spurs bei einer bestimm-ten Frequenzablage �fsp auf einen Wert L��(�fsp) < Lmax(�fsp) abgefallen ist. WegenGleichung (2.100) darf der Betrag der Phasenübertragungsfunktion jHPLL(j2��fsp)j dorteinen Maximalwert Hmax nicht überschreiten.Gegeben sei nun ein PLL der OrdnungN mit der (nicht durch ein Typ-II-PLL realisierbaren)Phasenübertragungsfunktion (zum Ausgang des Frequenzteilers)HPLL(s) = 1(1 + s=sN)N (3.1)Dieses PLL hat einen N -fachen Pol bei der Frequenz sN. Seine Lage kann mit Hilfe desFrequenzverhältnisses NT, der Verstärkung des Phasendetektors KPD und des VCOs KVCO,sowie der Schleifen�lterübertragungsfunktion HLF(s) eingestellt werden. Wegen Gleichung(2.74) wird die Ausregelzeit TS = TS;N;NsN (3.2)Dabei wird TS;N;N gefunden, indem die Ausregelzeit, die für sN = 1s�1 berechnet wird undauf die Einheit s (Sekunden) normiert wird. Die Einheit von TS;N;N ist 1; TS;N;N ist eineFunktion von N .Damit die Ausregelzeit des PLLs minimal ist, muss der N -fache Pol des PLLs sN möglichstweit vom Ursprung entfernt werden. Dadurch nimmt HPLL(j2��fsp) aber zu, so dass dieFractional Spurs in der Nähe der Frequenzablage �fsp steigen. Hat jHPLL(j2��fsp)j denmaximal zulässigen Wert erreicht, darf sN nicht mehr weiter vom Ursprung weg verschobenwerden, so dass die Ausregelzeit minimal ist. Es sei sN so gewählt, dass jHPLL(j2��fsp)j =Hmax und die Ausregelzeit somit minimal ist.sN = 2��fspqH�2=Nmax � 1 (3.3)Der N -fache Pol sN der Phasenübertragungsfunktion darf dann beliebig weit vom Ursprungs = 0 entfernt werden, wenn nur die Ordnung N groÿ genug ist.Die Sprungantwort der Fehlerantwort der Fehlerübertragungsfunktion heiÿthe;PLL;N;T(t) = N�1Xk=0 (sNt)kk! exp(�sNt); (3.4)



3.1 Motivation 65und die Ausregelzeit kann durch Lösung von (2.58) gefunden werden.Die Ausregelzeit als Funktion der PLL-Ordnung N , der Frequenzgenauigkeit �LO, des re-lativen Sprunges des Frequenzverhältnisses �NT=NT und des Maximalwertes der Übertra-gungsfunktion Hmax ist nicht analytisch sondern nur numerisch bestimmbar. QualitativeVorhersagen über den Ein�uss der genannten Gröÿen lassen sich daher nur auf der Grund-lage von Näherungsrechnungen und einer groÿen Zahl numerischer Berechnungen tre�en.Die Ausregelzeit soll durch die Gruppenlaufzeit �gr(!) = �d\HPLL(j!)=d! angenähertwerden: Auf einen hinreichend schmalbandingen modulierten Träger a(t) cos!ct antwortetdie Phasenübertragungsfunktion nämlich mit einemmodulierten Träger, dessen Einhüllendegegenüber a(t) um �gr(!c) verzögert ist, a(t + �gr(!c)) jHPLL(j!c)j cos (!ct+ \HPLL(j!c)),wenn a(t) ein ideales Tiefpasssignal in dem Sinne, dass A(!) = 0 für j!j > !g, ist [66]. DerEinheitssprung u(t) ist ein modulierter Träger mit der Trägerfrequenz !c = 0. Allerdings ista(t) kein ideales Tiefpasssignal. Im folgenden wird überprüft, ob dennochTS ?� �gr(!c = 0) (3.5)ist. Hierzu wird die Gruppenlaufzeit �gr(! = 0) als Funktion von N und Hmax berechnet.Anhand numerischer Ergebnisse wird gezeigt, dass Gleichung (3.5) ungültig ist. Dennochhaben �gr(! = 0; N;Hmax) und TS einige gemeinsame Eigenschaften.Für die Phase der Phasenübertragungsfunktion wird\HPLL(j!) = �N arctan !sN (3.6)und für die Gruppenlaufzeit�gr = � dd! (\HPLL(j!)) = NsN � 11 + !2=s2N (3.7)gefunden. In Anlehnung an das Beispiel aus Kapitel 2, Abschnitt 2.3.3.5 wird angenommen,dass der maximaleBetrag der Phasenübertragungsfunktion imBereich 0; 347�10�3 < Hmax <0; 715 � 10�3 liegt. Für hinreichend kleine N ist in guter NäherungH�2=Nmax >> 1: (3.8)So ist zum Beispiel für N = 5: 18; 1 < H�2=Nmax < 24; 2. Damit wird Gleichung (3.3) zusN � 2��fspH1=Nmax: (3.9)und �gr(! = 0) � N�!spH1=Nmax (3.10)



66 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher OrdnungDie genäherte Gruppenlaufzeit als Funktion von N hat ein Minimum Nopt, das sich alsNullstelle der Ableitung von �gr(!) nach N �nden läÿt. Es istNopt = � lnHmax (3.11)Für N < Nopt ist es immer möglich die Gruppenlaufzeit durch eine Erhöhung der Ordnungzu verringern. Für N � Nopt verschlechtert die erhöhte Ordnung das Ausregelverhalten.Auÿerdem nimmt Nopt umso gröÿere Werte an, je kleiner Hmax ist, also je schwieriger diePhasenrauschanforderung zu erfüllen ist. Im gegebenen Beispiel ist 7; 3 < Nopt < 8; 1, dieoptimale Ordnung ist also gröÿer als drei, wie in Kapitel 2 vorgeschlagen.In Abbildung 3.1 sind die durch numerische Lösung von (2.58) bestimmten Ausregelzeitenals Funktion der Ordnung N und des maximal zulässigen Betrages der Übertragungsfunk-tion Hmax bei einer Frequenzablage �fsp = 2; 5MHz angegeben. Es wurde eine Frequenzge-nauigkeit von �LO = 20ppm und ein relativer Frequenzsprung der Höhe �NT=NT = 1=30angenommen. Wie die Gruppenlaufzeit sinkt die Ausregelzeit zunächst mit zunehmendemN . Die Abzisse ihres Minimalwertes Nopt nimmt mit abnehmendem Hmax wie vorhergesagtmit lnHmax linear zu. Je kleiner die Fractional Spurs sein müssen, desto gröÿer wird dieoptimale Ordnung. Sie liegt für 0; 0001 < Hmax < 0; 01 im Bereich 14 < Nopt < 22, fürHmax = 0; 3 � 10�3 und Hmax = 0; 7 � 10�3 bei Nopt = 21 beziehungweise Nopt = 19.Die Näherung 3.5 sagt den Ein�uss von Hmax auf TS und Nopt qualitativ richtig voraus.Die genauen Zahlenwerte von Nopt sind jedoch falsch. Ein Vergleich zwischen den numerischbestimmten Ausregelzeiten und den Gruppenlaufzeiten zeigt, dass die Ausregelzeiten fürN < 10 etwa um einen Faktor 10 gröÿer sind. Dass sie eine Funktion von �LO und �NT=NTsind, ist ebenfalls nicht anhand der Gruppenlaufzeiten zu erkennen.Das PLL mit der genannten Übertragungsfunktion läÿt sich für N < Nopt bezüglich seinerAusregelzeit deutlich verbessern, indem seine Ordnung erhöht wird. Es ist jedoch aufgrundder Anordnung der Pole und der Nullstellen nicht als Typ-II-PLL realisierbar. Es bleibtzun untersuchen, ob die Abbildung 3.1 zu entnehmende Verringerung der Ausregelzeit fürrealisierbare PLLs ebenfalls erreichbar ist. Hierzu müssen zunächst die Einschränkungen,denen ihre Pol- und Nullstellenkon�guration unterworfen ist, gefunden werden. Eine Me-thode, ihre Ausregelzeit richtig vorherzusagen, muss existieren. Die PLLs müssen für jedeOrdnung im Sinne eines Optimierungskriteriums optimiert werden. Durch einen anschlie-ÿenden Vergleich der Ergebnisse für unterschiedliche Ordnungen muss gezeigt werden, dass��-Fractional-N -Frequenzgeneratoren mit Schleifen�ltern höherer Ordnung in Bezug aufFractional Spurs und Ausregelzeit leistungsfähiger sind.



3.2 Pol- und Nullstellenkon�guration von Typ-II-PLLs 67
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Abbildung 3.1: Ausregelzeit TS gegen Ordnung N eines (nicht realisierbaren) PLLs mitN -fachem Pol3.2 Pol- und Nullstellenkon�guration von Typ-II-PLLsEs seien ab sofort nur noch die als Typ-II-PLLs typischen Charge-Pump-PLLs betrachtet.Hier liegt keine Schleifen�lterübertragungsfunktion sondern eine Schleifen�ltertransimpe-danz ZLF(s) vor. Weiterhin existiert eine Ladungspumpe mit dem LadungspumpenstromIp.Der Vorteil von Typ-II-PLLs in Verbindung mit dem PFD als Phasendetektor ist ihreFähigkeit aus nahezu jedem Anfangszustand heraus einzuschwingen. Ihr Nachteil ist dieStabilitätsanforderung, die sich daraus ergibt, dass die Übertragungsfunktion des o�enenRegelkreises HOL(s) = KVCONTs Ip2�ZLF(s) (3.12)einen zweifachen Pol bei s = 0 hat. Die Phase der Übertragungsfunktion des o�enen Kreisesist daher für ! = 0: \HOL(j! = 0) = ��. Damit das PLL stabil sein kann, muss aber diePhasenreserve �R = \HOL(j!u)+� positiv sein. Dieses kann nur erreicht werden, wenn dieÜbertragungsfunktion des Schleifen�lters eine Nullstelle besitzt.Pol- und Nullstellenkon�gurationen von Schleifen�ltern, die die Stabilität des geschlossenenRegelkreises sicherstellen lassen sich aber sehr einfach �nden. Hierzu werden die Übertra-



68 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher Ordnunggungsfunktion des PLLs und die Transimpedanz des Schleifen�lters durch ihr Nenner undZählerpolynom dargestellt:ZLF(s) = PLF(s)QLF(s) = p1;LFs+ p0;LFqN�1;LFsN�1 + qN�2;LFsN�2 + � � �+ q1;LFs (3.13)HPLL(s) = PPLL(s)QPLL(s) = p1;PLLs+ p0;PLLqN;PLLsN + qN�1;PLLsN�1 + � � �+ q0;PLL (3.14)Wegen (3.12) und (3.13) ist die Phasenübertragungsfunktion vom Referenzschwingungsein-gang zum Ausgang des FrequenzteilersHPLL(s) = HOL(s)1 +HOL(s)= KVCOIp=(2�NTs) � PLF(s)=QLF(s)1 +KVCOIp=(2�NTs) � PLF(s)=QLF(s)= KVCOIp=(2�NT) � PLF(s)sQLF(s) +KVCOIp=(2�NT) � PLF(s) (3.15)Ein Koe�zientenvergleich ergibt nun, dasspn;LF = 2�NTKVCOIpqn;PLL für n = 0; 1 (3.16)pn;PLL = qn;PLL für n = 0; 1 (3.17)qn�1;LF = qn;PLL für n = 2; : : : ; N (3.18)Die Koe�zienten des Zähler- und Nennenpolynoms des Schleifen�lters sind vollständig durchdie Pole des PLLs bestimmt. Mit Hilfe der im Anhang vorgestellten numerischen Verfahrenlassen sich die Pole des Schleifen�lters aus ihnen bestimmen.Die Nullstelle der Phasenübertragungsfunktion ist die Nullstelle des Schleifen�lters unddeswegen ebenfalls vollständig durch die Pole der Phasenübertragungsgunktion bestimmt.Die Kenntnis der Polstellen vonHPLL(s) reicht also aus umHPLL(s) für jedes s zu berechnen.Unter Vernachlässigung einiger Nichtidealitäten (wie Dead-Zone des PFDs und Asymme-try der Charge Pump) bestimmt die Phasenübertragungsfunktion HPLL(s) die FractionalSpurs eines Fractional-N -Frequenzgenerators direkt. Weiterhin bestimmt sie die Ausregel-zeit des Frequenzgenerators. Sie selbst hängt wiederum ausschlieÿlich von den Polen derPhasenübertragungsfunktion ab (da ihre Nullstelle bei festgelegten Polen automatisch fest-gelegt wird). Damit hängen die Fractional Spurs und die Ausregelzeit von Fractional-N -Frequenzgeneratoren ausschlieÿlich von den Polen der Phasenübertragungsfunktion vomReferenzschwingungseingang zum Ausgang des Frequenzteilers ab.Die Pole der Phasenübertragungsfunktion charakterisieren also in erster Näherung zweiwichtige Eigenschaften des PLL-basierten Fractional-N -Frequenzgenerators vollständig. Ei-ne vernünftige Vorgehensweise beim Entwurf des Frequenzgenerators sieht daher vor, dass



3.3 Ausregelvorgang PLL basierter Frequenzgeneratoren hoher Ordnung 69zu allererst die Pole der Phasenübertragungsfunktion vomReferenzschwingungseingang zumAusgang des Frequenzteilers geeignet festgelegt werden.In Abschnitt 2.3.3.1.3 wurden die Auswirkungen einer Skalierung der Phasenübertragungs-funktion mit einem Skalierungsfaktor � auf die Ausregelzeit und auf die Fähigkeit des Fre-quenzgenerators, eingangsbezogene Störsignale � die zur Modellierung der Fractional Spursverwendet wurden� zu unterdrücken, beschrieben. Die dargestellte SkalierungH 0PLL(j!; �) =HPLL(j�!) entspricht einer Multiplikation der Pole des PLLs mit 1=�. Es wird vorgeschla-gen, die Polstellenkon�guration des PLLs mit Hilfe eines Bezugsortes auf der reellen AchsesN und hierzu relativen Polorten s1;PLL;n;r auszudrücken:s1;PLL;n = sNs1;PLL;n;r; (3.19)wobei mit s1;PLL;n der n-te Pol der Phasenübertragungsfunktion bezeichnet werden soll. DerBezugsort sN auf der reellen Achse bekommt dabei die Einheit s�1, während die relativenPolorte die Einheit 1 haben. Die in Abschnitt 2.3.3.1.3 beschriebene Skalierung läÿt sich nundurchführen, indem nur der Bezugsort verändert wird, die relativen Polorte aber konstantbelassen werden. Das bedeutet, dass die Fractional Spurs bei zunehmendem sN zunehmen,während die Ausregelzeit abnimmt.3.3 Ausregelvorgang PLL basierter Frequenzgeneratorenhoher OrdnungDie Phasenübertragungsfunktion vom Referenzschwingungseingang zum Ausgang des Fre-quenzteilers eines auf einem Typ-II-PLL N -ter Ordnung basierenden Frequenzgeneratorshat eine Nullstelle, bezeichnet als s0;PLL, und N Polstellen, bezeichnet als s1;PLL;n. Aus(3.15) kann weiterhin abgelesen werden, dass HPLL(s = 0) = 1 ist. Eine Darstellung vonHPLL(s) muss daher sein: HPLL(s) = 1 + ss0;PLLQNn=1 1 + ss1;PLL;n (3.20)Eine im Rahmen dieser Arbeit entstandene Methode zur Berechnung des Ausregelvorgangesund zur Abschätzung der Ausregelzeit unter der Voraussetzung, dass das PLL nicht ausra-stet, beruht auf einer Partialbruchzerlegung der Phasenübertragungsfunktion der FormHPLL(s) = 1 + ss0;PLLQNn=1 1 + ss1;PLL;n = NXn=1 An1 + ss1;PLL;n : (3.21)



70 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher OrdnungDie Voraussetzung dafür, dass die Partialbruchzerlegung wirklich die Form (3.21) hat, ist,dass s1;PLL;n 6= s1;PLL;m für n 6= m: (3.22)Die An berechnen sich dann zu An = 1 � s1;PLL;ns0;PLLQNm=1m6=n 1� s1;PLL;ns1;PLL;m ; (3.23)und die Antwort der Fehlerübertragungsfunktion heiÿt:he;PLL;T(t) = NXn=1 An exp(�s1;PLL;nt): (3.24)Die Ausregelzeit läÿt sich nun durch numerische Lösung von (2.58) �nden. Abbildung3.2 zeigt die so gefundenen genauen Zahlenwerte für die Ausregelzeit TS eines PLLs mits1;PLL;1 = s�1;PLL;2 = (1 + j5)s�1 und s1;PLL;4 = 1; 1s1;PLL;3 als Funktion von s1;PLL;3.Zu erkennen ist, dass die Ausregelzeit keine stetige Funktion ist! Stetigkeit ist aber eineVoraussetzung für die Anwendbarkeit der hier zum Einsatz kommenden numerischen Opti-mierungsverfahren [67,68].
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Abbildung 3.2: Vergleich zwischen geschätzter und tatsächlicher Ausregelzeit eines PLLs mits1;PLL;1 = s�1;PLL;2 = (1+j5)s�1 und s1;PLL;4 = 1; 1s1;PLL;3 (Ausrasten wird vernachlässigt).



3.3 Ausregelvorgang PLL basierter Frequenzgeneratoren hoher Ordnung 71Die Unstetigkeit entsteht, weil he;PLL;T(t) keine monoton fallende Funktion von t ist, sondernlokale Maxima besitzt. Fällt die gröÿtmögliche Lösung von (2.58), TS, mit einem solchen Ma-ximum zusammen, bewirkt eine geignete kleine Verschiebung �s1;PLL;n der n-ten Polstelleeine Verkleinerung von he;PLL;T(TS). In diesem Fall ist TS keine Lösung von (2.58) mehr undin der Nähe be�nden sich keine weiteren Lösungen, so dass die Ausregelzeit sich sprunghaftändern muÿ.Es wird vorgeschlagen die Ausregelzeit mit Hilfe einer monoton fallenden Funktion abzu-schätzen. Als Schätzwert T̂S für TS soll eine obere Grenze für die Ausregelzeit dienen. Wegender Dreiecksungleichung ist nämlichjhe;PLL;T(t)j � NXn=1 jAn exp(�s1;PLL;nt)j = NXn=1 jAnj exp (�<fs1;PLL;ngt) =: Ehe;PLL;T(t)(3.25)Die geschätzte Ausregelzeit soll dann durch numerische Lösung vonEhe;PLL;T(T̂S) = �LO NT�NT (3.26)gefunden werden. In Abbildung 3.2 wird die geschätzte Ausregelzeit mit der tatsächlichenverglichen. In dem dargestellten Fall ist die Genauigkeit der Schätzung sehr hoch.Damit allgemeinere Aussagen über die Genauigkeit der Schätzung möglich sind, sei ange-nommen, die Polstellen seien nach aufsteigendem Realteil sortiert, sodass<fs1;PLL;ng � <fs1;PLL;n+1g: (3.27)Das Verhältnis des n-ten Summanden in der Summe aus (3.26) zum ersten berechnet sichzu vn(t) = ����AnA1 ���� exp [(�<fs1;PLL;ng+ <fs1;PLL;1g) t] ; (3.28)nimmt also mit zunehmender Zeit t exponentiell ab, wenn <fs1;PLL;ng > <fs1;PLL;1g. EineVoraussetzung für die Genauigkeit der Schätzung ist dassvn(TS) << 1; (3.29)was zum Beispiel der Fall ist, wenn die maximale relative Frequenzabweichung �LO hinrei-chend klein ist.Es sollen zwei Fälle unterschieden werden: a) s1;PLL;1 und s1;PLL;2 bilden ein komplexesPolstellenpaar; b) s1;PLL;1 ist reell. Wegen (3.29) wirdhe;PLL;T(TS) � ( 2 jA1j exp(�<fs1;PLL;1gTS) cos(=fs1;PLL;1gTS + \A1) im Fall a)jA1j exp(�s1;PLL;1TS) im Fall b) ;(3.30)



72 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher Ordnungwobei \A1 = arctan=fA1g=<fA1g Weiterhin wirdEhe;PLL;T(TS) � ( 2 jA1j exp(�<fs1;PLL;1gTS) im Fall a)jA1j exp(�s1;PLL;1TS) im Fall b): (3.31)Im Fall a) ist Ehe;PLL;T(TS) also die Einhüllende der gedämpften Schwingung he;PLL;T(TS)(Vergl. Abbildung 3.3). Der Fehler der Schätzung T̂S�TS ist nun nicht gröÿer als eine halbePeriode �==fs1;PLL;1g. ImFall b) sind Ehe;PLL;T(TS) und jhe;PLL;T(TS)j sogar ungefähr gleich.Die Schätzung T̂S ist dadurch genau.Aus numerischen Gründen darf Ehe;PLL;T(t) aber nicht grundsätzlich durch (3.31) berech-net werden. Die Vorraussetzung für die Genauigkeit (3.29) ist nämlich nicht in jedem Fallgegeben. Für =fs1;PLL;1g ! 1 geht zum Beispiel jA1j ! 0. Die Ausregelzeit würde dahermit Hilfe von (3.31) weit unterschätzt und nicht überschätzt. Ein numerischer Algorithmuszur Minimierung der Ausregelzeit wird daher versuchen =fs1;PLL;1g so groÿ wie möglich zumachen und so die Genauigkeit der Schätzung verringern.Für die später gefundenen optimierten PLLs nimmt vn(TS) aber sehr kleine Werte an, sodass TS � T̂S (3.32)angenommen werden darf.Stets kann die Gleichung (3.2) verwendet werden, um TS aus einer Ausregelzeit TS;N, die fürsN = 1s�1 gefunden und auf die Einheit s normiert wurde, bei unveränderten s1;PLL;n;r. fürbeliebige sN zu berechnen. Das PLL schwingt deswegen umso schneller ein, je gröÿer sN ist.Ein Ausrasten des PLLs wird mit Hilfe der sogenannten Pull-out-range �!PO [43] vorher-gesagt. Sie wird berechnet, indem zunächst der Phasenfehler am Eingang des PFDs�d(t) = !ref�NTNT Z t0 he;PLL;T(� )d�= !ref�NTNT NXn=1 Ans1;PLL;n (1 � exp(�s1;PLL;nt)) (3.33)= !refsN �NTNT NXn=1 Ans1;PLL;n;r (1� exp(�sNs1;PLL;n;rt)) : (3.34)bestimmt wird. Das PLL rastet genau dann nach einer Änderung des Frequenzverhältnisses�NT aus, wenn der Betrag des Phasenfehlers j�d(t)j 2� überschreitet, also wennj!ref�NT=NTj�!PO > 1 (3.35)
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he;PLL;T(t)Abbildung 3.3: Sprungantwort der Fehlerübertragungsfunktion eines PLLs mit s1;PLL;1 =s�1;PLL;2 = (1 + j10)s�1, s1;PLL;3 = s�1;PLL;4 = (1; 2 + j8)s�1 und s1;PLL;5 = 1; 4s�1 imVergleich mit der oberen Grenze Ehe;PLL;T(t):mit �!PO = sN 2�max ���PNn=1 Ans1;PLL;n;r (1� exp(�sNs1;PLL;n;rt))��� : (3.36)Bei gegebenen relativen Polorten ist die Pull-out-range proportional zur Bezugsgröÿe sN.Ein Ausrasten des PLLs läÿt sich bei groÿem sN leichter vermeieden als bei kleinem. Auchunter diesem Gesichtspunkt bedeutet eine Erhöhung von sN eine Beschleunigung des Aus-regelvorganges.3.4 Optimierung von PLLs höherer Ordnung3.4.1 Numerische OptimierungDamit die Freiheitsgerade, die durch die hinzugekommenen Pole bei Frequenzgeneratorenhoher Ordnung entstehen, ausgenutzt werden, müssen Optimierungsmethoden eingesetztwerden. Von der Wahl des hierzu notwendigen Optimierungskriteriums hängt im Allgemei-



74 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher Ordnungnen die optimale Lage der Polstellen ab. Die gewählten Optimierungskriterien enthalten dieAusregelzeit und die durch den ��-Modulator verursachten Fractional Spurs.Eine Polstellenkon�guration, die die Ausregelzeit minimiert, existiert nur, wenn eine Ober-grenze für das in Kapitel 2, Abschnitt 2.3.3.3.2, eingeführte äquivalente PhasenrauschenL��(�fsp) zur Beschreibung der Fractional Spurs eines��-Fractional-N -Frequenzgeneratorsbei einer Frequenzablage �fsp, bezeichnet als Lmax(�fsp), vorgegeben ist. Wegen (2.100) istfür hinreichend groÿe �fsp das äquivalente PhasenrauschenL��(�fsp) / s2N�2N ; (3.37)wächst also monoton mit demBezugsort sN. Eine Polstellenkombination, die die Ausregelzeitminimiert, bewirkt, dass die Anforderung an die Fractional Spurs gerade noch mit einemGleichheitszeichen erfüllt ist, also L��(�fsp) = Lmax(�fsp). Solange nämlich L��(�fsp) <Lmax(�fsp) darf sN erhöht werden, und wegen (3.2) wird die Ausregelzeit kleiner, kann alsovorher nicht minimal gewesen sein.Umgekehrt existiert eine minimale Leistung der Fractional Spurs bei eine Frequenzablage�fsp nur, wenn eine Obergrenze für die Ausregelzeit TS;max vorgegeben ist. Wiederum istfür die optimale Polstellenkon�guration TS = TS;max, da andernfalls Gleichung (3.2) eineErhöhung der Ausregelzeit zulieÿe, die zu einer Verringerung der Fractional Spurs führt.Folgende Optimierungskriterien sollen im folgenden untersucht werden:1. Minimierung der Ausregelzeit TS bei vorgegebenem äquivalenten Phasenrauschen (vor-gegebenen Fractional Spurs) bei einer Frequenzablage �fsp, L��(�fsp) = Lmax(�fsp)2. Minimierung des äquivalenten Phasenrauschens L��(�fsp), also der Fractional Spurs,bei vorgegebener Ausregelzeit TS = TS;max.Die Kriterien sind sogenannte restringierte Nichtlineare Optimierungsaufgaben (NLO). Üb-licherweise werden sie gelöst, indem die Lagrange-Gleichungr~xf(~x(~s1;PLL)) = �r~xh(~x(~s1;PLL)) (3.38)gleichzeitig mit der Gleichung h(~x(~s1;PLL)) = 0 (3.39)gelöst wird [67]. Dabei ist ~x(~s1;PLL) eine umkehrbare Funktion, die den Vektor derim Allgemeinen komplexwertigen Polstellen der Phasenübertragungsfunktion ~s1;PLL =(s1;PLL;1; : : : ; s1;PLL;1) auf RN abbildet, die Umkehrfunktion heiÿe ~s1;PLL(~x). Weiterhin ist



3.4 Optimierung von PLLs höherer Ordnung 75f(~x(s1;PLL)) die zu minimierende Gröÿe, Ausregelzeit TS oder äquivalentes Phasenrauschen(Fractional Spurs) L��(�fsp), und h(~x(s1;PLL)) eine di�erenzierbare Funktion, die genaudann Null wird, wenn die geforderte Nebenbedingung, äquivalentes Phasenrauschen (Frac-tional Spurs) oder Ausregelzeit, eingehalten wird. Die Gleichungen (3.38) und (3.39) bildenein transzendentes Gleichunssystem der Dimension N + 1 mit den Unbekannten s1;PLL;nund �. Der Versuch, es analytisch zu lösen, wurde unternommen, blieb aber erfolglos.Da das Gleichungssystem (3.38), (3.39) nicht analytisch gelöst werden kann, muss ein nume-risches Verfahren angewandt werden. Im allgemeinen sind hierzu numerische Lösungsverfah-ren für restringierte NLO, wie die in [67] angegebenen, anzuwenden. Es gelingt aber, genaudie hier vorliegenden restringierten NLO in unrestringierte NLO mit nur N�1 Unbekanntenzu überführen und so indirekt zu lösen. Die Anzahl der bei der Minimierung benötigten Aus-wertungen von f(~x) ist dadurch reduziert, so dass diese Methode gewählt wurde. Möglichwird diese Vereinfachung, weil die Polstellen des PLLs durch einen Bezugsort und relativePolorte ausgedrückt wurden:3.4.1.1 Minimierung der AusregelzeitDer Bezugsort sN, der für eine gegebene Kombination relativer Polorte, bezeichnet als~s1;PLL;r(~xr) = (s1;PLL;1;r; : : : ; s1;PLL;N;r), die Ausregelzeit TS minimiert, wobei ~xr eine um-kehrbare reellwertige Funktion der komplexen ~s1;PLL;r ist, heiÿe sN(~xr;Hmax). Die Ausre-gelzeit ist minimal, weil sN nicht mehr weiter vergröÿert werden darf. Ansonsten würdendie Fractional Spurs, beschrieben durch das äquivalente Phasenrauschen L��(�fsp), ihrenMaximalwert, beschrieben durch Lmax(�fsp) überschreiten. Daher wird sN(~xr;Hmax) gefun-den, indem zunächst Gleichung (2.100) für L��(�fsp) = Lmax(�fsp), also für Gleichheit dertatsächlichen Fractional Spurs mit den maximal zulässigen, nach H2max = jHPLL(j2��fsp)j2aufgelöst wird. Anschlieÿend wird das Au�nden von sN(~xr;Hmax) auf die Bestimmung vonNullstellen eines Polynoms, bezeichnet als P (z), zurückgeführt. Hierzu wird der Betrag derPhasenübertragungsfunktion vom Referenzschwingungseingang zum Ausgang des Frequenz-teilers mit Hilfe des Bezugsortes sN, der relativen Polorte s1;PLL;n;r, einer relativen Nullstelles0;PLL;r und einer Hilfsgröÿe KPLL ausgedrückt:jHPLL(j2��fsp)j2 = K2PLL ����� j2��fsp=sN + s0;PLL;rQNn=1 j2��fsp=sN + s1;PLL;n;r �����2,H2max NYn=1 ����j 2��fspsN + s1;PLL;n;r����2 �KPLL ����j2��fspsN + s0;PLL����2 = P ��fspsN �= 0; (3.40)



76 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher Ordnungwobei KPLL = QNn=1 s1;PLL;n;r=s0;PLL;r und s0;PLL;r gefunden wird, indem für sN = 1s�1 ausden relativen Polorten die Nullstelle des PLLs berechnet und durch die Einheit s�1 dividiertwird. Die Einheit von s0;PLL;r ist 1. Wegen����j2��fspsN + s1;PLL;n;r����2 =�2��fspsN + =fs1;PLL;n;rg+ j<fs1;PLL;n;rg��2��fspsN + =fs1;PLL;n;rg � j<fs1;PLL;n;rg�(3.41)und ����j2��fspsN + s0;PLL;r����2 = �2��fspsN + js0;PLL;r��2��fspsN � js0;PLL;r� (3.42)ist P (�fsp=sN) ein Polynom in �fsp=sN und unter Kenntnis von �fsp kann sN =sN(~xr;Hmax) mit Hilfe eines Algorithmus zum Au�nden der Nullstellen von Polynomengefuden werden.Die minimal erreichbare Ausregelzeit für eine bestimmte Kombination relativer Polstellensoll TS(~xr;Hmax) = TS;N(~xr)sN(~xr;Hmax) (3.43)heiÿen. Dabei wird TS;N(~xr) berechnet, indem die Ausregelzeit für sN = 1s�1 bestimmt unddurch die Einheit s dividiert wird. Die Einheit von TS;N ist 1, während die Einheit von sNs�1 ist. Das NLO 1 wird gelöst, indem TS(~xr;Hmax) minimiert wird.Im nächsten Schritt muss eine geeignete Funktion ~xr(~s1;PLL;r) gefunden werden. Diese darfnur reelle Elemente haben.Unter den s1;PLL;n;r be�nden sich komplexe Polpaare, beschrieben durch ihre (reelle) Dämp-fung �r;l und ihre (reelle) Eigenfrequenz !r;l, an den Orten �r;l � j!r;l und reelle Pole, be-zeichnet als sr;m, mit 1 � l � Nkom und 1 � m � N � 2Nkom, wobei Nkom die Anzahl derkomplexen Polpaare ist. Es existieren also die ingesamt N reellen Freiheitsgerade sr;l, �r;mund !r;m.Eine Lösung des Optimierungsproblems sei der Vektor der Polstellen, dargestellt als~s1;PLL;opt = sN;opt~s1;PLL;r;opt= 1�sN;opt � �~s1;PLL;r;opt (3.44)



3.4 Optimierung von PLLs höherer Ordnung 77mit einem reellen Faktor �. Jedes reelle Vielfache �~s1;PLL;r;opt der relativen Polorte istwiederum eine Lösung von NLO 1. Eine zusätzliche Gleichung, z.B.<fs1;PLL;1;rg = 1 (3.45)ist notwendig, damit das NLO eine eindeutige Lösung hat. Durch die Einschränkung (3.45)wird a) �r;1 = 1; (3.46)wenn s1;PLL;1;r zu einem komplexen Polpaar gehört oder b)sr;1 = 1; (3.47)wenn s1;PLL;1;r reell ist. Dadurch wird einer der Freiheitsgerade entfernt. Da jetzt nur nochN � 1 Freiheitsgerade existieren, ist die Anzahl der Funktionsauswertungen, die ein nu-merischer Minimierungsalgorithmus bis zur Erfüllung eines Abbruchkriteriums durchführenmuss, reduziert. Z. B. benötigt eine numerischeGradientenauswertung nun nur noch 2(N�1)und nicht mehr 2N Auswertungen von TS(~xr;Hmax).Wegen (3.27) muss nun <fs1;PLL;n;rg � 1: (3.48)Durch Substitution der <fs1;PLL;n;rg durch Schlupfvariablen ykom;l und yreell;m, sodass�r;l = 1 + y2kom;l (3.49)sr;m = 1 + y2reell;m (3.50)werden die Ungleichungsrestriktionen (3.48) automatisch erfüllt.Es wird vorgeschlagen, die Funktion ~xr : C N ! RN�1 wie in Tabelle 3.1 beschrieben fall-unterscheidend zu bilden. Die numerische Minimierung der Ausregelzeit wird dann durch-geführt, indem für jedes Nkom 2 f0; : : : ; Nkom;maxg zunächst die AusregelzeitenTS;min;Nkom;a = minfTS(~xNkom;a)g (3.51)und TS;min;Nkom;b = minfTS(~xNkom;b)g (3.52)und anschlieÿend TS;min;Nkom = minfTS;min;Nkom;a; TS;min;Nkom;bg (3.53)bestimmt werden. Zuletzt wird das Minimum über alle AusregelzeitenTS;min = minfTS;min;NkomjNkom 2 f0; : : : ; Nkom;maxgg (3.54)zur minimalen Ausregelzeit. Dabei ist Nkom;max die maximale Anzahl komplexer Polpaarebei einer Ordnung N .



78 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher OrdnungTabelle 3.1: Die Funktion ~xr für die Fälle a) s1;PLL;1;r gehört zu einem komplexen Polpaarb) s1;PLL;1;r ist reell Fall a) Fall b)Bezeichnung derFunktion ~x ~xNkom;a (~sNkom;a ) ~xNkom;b(~sNkom;b)Bezeichnung derUmkehrfunktion ~sNkom;a (~xNkom;a ) ~sNkom;b(~xNkom;b)Elemente xn von ~x xn = 8>><>>: ykom;(n+1) für 1 � n � Nkom � 1!r;(n�Nkom+1) für Nkom � n � 2Nkom � 1sr;(n�2Nkom+1) für 2Nkom � n � N � 1 xn = 8>><>>: ykom;n für 1 � n � Nkom!r;(n�Nkom) für Nkom + 1 � n � 2Nkomsr;(n�2Nkom+1) für 2Nkom + 1 � n � N � 13.4.1.2 Minimierung der Fractional SpursDie Minimierung der Fractional Spurs bei einer Frequenzablage �fsp ist wegen (2.100)identisch mit der Minimierung der Phasenübertragungsfunktion jHPLL(j2��fsp)j. Der füreine Kombination relativer Polorte zu wählende Bezugsort sN(~xr; TS;max) wird hier gefunden,indem zuerst TS;N(~xr) bestimmt wird. Hierzu wird zunächst (3.26) numerisch (zum Beispielmit Hilfe einer Intervallschachtelung) für sN = 1s�1 gelöst. Die Gröÿe TS;N(~x) ist dann dienumerische Lösung von (3.26), die durch die Einheit s dividiert wurde. Es wird dannsN(~xr; TS;max) = TS;N(~xr)TS;max (3.55)und H(~xr;TS;max(~xr)) = ����� 1 + j2��fsp=(sN(~xr; TS;max)s0;PLL;r)QNn=1 1 + j2��fsp=(sN(~xr; TS;max)s1;PLL;n;r)����� (3.56)gesetzt, wobei TS;max die maximal zulässige Ausregelzeit ist.Analog zur Minimierung der Ausregelzeit werden Minimierungen von H(~xr; TS;max) für dieFälle Nkom 2 f0; : : : ; Nkom;maxg und die Fälle, dass s1;PLL;1;r komplex oder reell ist, durch-geführt. Anschlieÿend wird das Minimum über alle für eine Ordnung N gefundenen Minimabestimmt.Wegen des Ähnlichkeitssatz der Laplace-Transformartion sind die für eine Frequenzablage�fsp und eine Ausregelzeit TS;max gefundenen relativen Polorte identisch mit denen, diefür �f 0sp = ��fsp und T 0S;max = TS;max=� gefunden werden. Durch eine einzige numerischeOptimierung wird also gleich eine ganze Reihe von NLO gelöst.3.4.1.3 Ableitungsfreie und ableitungsabhängige MinimierungsverfahrenNachdem das restringierte NLO in ein einfacher zu lösendes unrestringiertes überführt wor-den ist, muss ein geeignetes numerischesMinimierungsverfahren ausgewählt werden.Welches



3.4 Optimierung von PLLs höherer Ordnung 79das ist hängt von den Eigenschaften der Zielfunktionen ab. Im folgenden werden Verfahrenaus zwei verschiedenen Verfahrensklassen miteinander verglichen.Numerischen Minimierungsverfahren berechnen eine Folge ~xn, die gegen die Abzisse ~xopteines lokalen Minimums einer Zielfunktion f(~x) konvergiert. Sie können danach unterteiltwerden, ob sie dabei auf ihre Ableitungen zurückgreifen oder nicht. Bei den ableitungs-abhängigen Verfahren gelten die Newton- und Quasi-Newton-Verfahren unter bestimmtenVoraussetzungen als besonders leistungsfähig. Sie verwenden die Hessematrixr2f(~xn) odereine Approximation der Hessematrix $An [67] zur Bestimmung der Abstiegsrichtung ~dn, inder nach dem nächsten geeigneten Punkt ~xn+1 = ~xn + �~d gesucht wird.Ein typisches ableitungsfreies Verfahren ist das Verfahren von Nelder und Mead, von demerwartet wird, dass es den Newton- und Quasi-Newton-Verfahren auf solchen Funktionenüberlegen ist, deren Hessematrix r2f(~x) stark variiert [68]. Eine weitere Stärke des Verfah-rens ist, dass der Algorithmus in kurzer Zeit in ein Computer-Programm umgesetzt werdenkann [69].Die Minimierung der Ausregelzeit ist aber sehr rechenintensiv. Es muss daher überprüft wer-den, ob der für die Programm-Entwicklung eines Quasi-Newton-Minimierers erforderlicheAufwand gerechtfertigt ist. Ein Quasi-Newton-Minimierer ist der BFGS-Algorithmus [67],der auf Basis der Gradientenfolge rf(~xn) die Approximation An berechnet, so dass keineAbleitungen zweiter Ordnung von f(~x) berechnet werden müssen. Die Gradientenberech-nung geschieht hier näherungsweise auf der Basis von Zielfunktionsauswertungen.In Tabelle 3.2 sind die Minimierungsergebnisse und die Anzahl der hierfür benötigten Aus-wertungen der Zielfunktion f(~x) = TS(~xr;Hmax) (inklusive der für die Gradientenauswer-tungen benötigten) angegeben. Als Nelder-Mead-Minimierer wurde der in MatLab imple-mentierte verwendet. Der BFGS wurde auf Basis von [70] entwickelt die genaue Imple-mentierung ist dem Anhang zu entnehmen. Dargestellt sind die Ergebnisse für den FallL��(2; 5MHz) = �135dBc/Hz, N = 7, Nkom = 0. Dass der Nelder-Mead-Algorithmus we-sentlich schneller schneller gegen das Minimum von TS;min � 11; 0�s konvergiert ist auf zweiUrsachen zurückzuführen:� Die Hessematrix variiert sehr stark.� Die näherungsweise Gradientenberechnug erfordert 2N Zielfunktionsauswertungen.Ein besseres Verfahren zur Gradientenberechnung wurde nicht entwickelt.Wegen seiner in diesemFall guten Konvergenzeigenschaftenwurde der Nelder-Mead-Algorithmuszur Optimierung von PLLs hoher Ordnung eingesetzt.



80 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher OrdnungTabelle 3.2: Optimierungsergebnisse und -aufwand: Vergleich zwischen BFGS und Nelder-Mead (NM) Anzahl Funktionenauswertungen TS;min (NM) TS;min (BFGS)10 28; 3�s 28; 0�s100 18; 0�s 18; 1�s200 13; 4�s 17; 9�s300 11; 1�s 16; 5�s800 11; 0�s 12; 1�s3.4.1.4 Festlegung eines StartwertesEin grundsätzliche Problem bei der Minimierung von Zielfunktionen mit Hilfe numerischerVerfahren ist, dass nur ein lokales Minimumgefunden wird. Ein lokales Minimumist aber nurunter bestimmten Vorraussetzungen, wenn es z.B. das einzige und die Zielfunktion konvexist, notwendigerweise ein globales Minimum. Obwohl die im folgenden erzielten Ergebnissezwar sehr gut sind, ist es daher möglich, dass noch günstigere relative Polstellen ~s1;PLL;rexistieren.Welches lokale Minimum gefunden wird hängt von dem Startwert ~x0 der Folge ~xn ab. Diesermuss dem Minimierungsalgorithmus übergeben werden. Um nach möglichen unterschiedli-chen lokalen Minima zu suchen, wurde die Minimierung mehrfach wiederholt und jeweils derStartwert von einem Zufallszahlengenerator erzeugt. Es wurde dafür gesorgt, dass die reinreellen relativen Polorte sr;m und der Realteil der komplexen Polpaare �r;l im Intervall ]1; 10[und der Imaginärteil !r;l der komplexen Polpaare im Intervall ]0; 10[ gleichverteilt sind. Bei10 Minimierungen wurden gleiche Ergebnisse erhalten, sodass die Vermutung, dass in die-sem Bereich nur ein einziges lokales Minimum existiert, erhärtet aber nicht bewiesen wurde.3.4.2 Ergebnisse der Numerischen OptimierungIm folgenden werden einige Ergebnisse numerischer Optimierungen PLL basierter ��-Fractional-N Frequenzgeneratoren vorgestellt. Die Verbesserung ihrer Eigenschaften durcheine Erhöhung ihrer Ordnung werden deutlich. Durch eine Erhöhung der Referenzfrequenz,mit der sie verglichen wird, kann bei weitem nicht so eine geringe Ausregelzeit bei gleichzeitighoher Unterdrückung der Fractional Spurs erreicht werden.



3.4 Optimierung von PLLs höherer Ordnung 81Weiterhin wird gezeigt, dass die relativen Polorte bei beiden NLO unabhängig von demgenauen Hmax oder TS;max gleich gewählt werden müssen. Es wird gefolgert, dass universelleoptimale relative Polorte existieren, die auch eine besonders geringe Störfrequenz- oder-phasenmodulation bewirken.Zuletzt wird untersucht, wie sich eine Anforderung, dass das Schleifen�lter ein passivesRC-Filter sein muss, auf die Ausregelzeit auswirkt. Ein Verfahren zur Berechnung seinerBauelementwerte wird vorgestellt.3.4.2.1 Minimierung der AusregelzeitDie Ergebnisse einer Minimierung der Ausregelzeit bei konstanten Fractional Spurs bei einerFrequenzablage �fsp sind in Abbildung 3.4 angegeben. Dargestellt wird die Ausregelzeitgegen die Referenzfrequenz und die Ordnung des Frequenzgenerators. Das den FractionalSpurs zugeordnete äquivalente Phasenrauschen bei �fsp = 2; 5MHz liegt bei -125dBc/Hz.Es wurde ein Vorteiler mit MV = 2 verwendet und die geforderte Frequenzenauigkeit ist�LO = 20ppm. Der relative Frequenzsprung hatte eine Höhe von �NT=NT = 1=30.Die Ergebnisse sind in dem Sinne idealisiert, dass ein eventuelles Ausrasten des Frequenzge-nerators vernachlässigt wurde. Die erzielbaren minimalen Ausregelzeiten hängen weiterhinvon der Wahl der Koe�zienten des ��-Modulators ab und die dargestellten Ergebnisse sinddaher nur beispielhaft.Dennoch können zwei Methoden erkannt werden, die Ausregelzeit zu verringern: Wie wegen(2.100) erwartet, darf bei konstanten Fractional Spurs der Betrag der Phasenübertragungs-funktion jHPLL(j2��fsp)j und deswegen sN erhöht werden, wenn die Referenzfrequenz freferhöht wird. Darum sinkt die Ausregelzeit. Eine Verachtfachung der Referenzfrequenz führthier allerdings nur zu einer Reduktion um weniger als 30%.Sehr viel wirksamer ist die Erhöhung der Ordnung der Phasenübertragungsfunktion. Durcheine Erhöhung von N = 3 nach N = 4 sinkt die Ausregelzeit bei fref = 10MHz von ca.60�s auf weniger als 20�s. Durch eine Erhöhung auf N = 5 wird sie ein weitere Mal nahezuhalbiert. Bei der höchsten untersuchten Ordnung N = 7 wird die geringste Ausregelzeit vonca. 6�s erreicht.Noch deutlicher werden die Vorteile von Phasenübertragungsfunktionen hoher Ordnung beiBetrachtung der Pull-out-ranges in Abbildung 3.5. Dargestellt wird die berechnete Pull-Out-Range im Vergleich mit der minimal notwendigen �!d = !ref�NT=NT. Während füreine PLL dritter Ordnung und fref > 6MHz Ausrasten überhaupt nicht vermieden werdenkann, ist bei einem PLL siebenter Ordnung für fref < 34MHz sichergestellt, dass die von
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86 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher Ordnungda l(z) eine monoton wachsende Funktion ist.Bis auf einen konstanten positiven Faktor sind beide zu minimierenden Zielfunktionen gleichund deswegen werden auch gleiche relative Polorte erwartet. In Abbildung 3.8 wird dieseErwartung bestätigt. Dargestellt werden die relativen Polorte, die die Fractional Spurs ineinem Frequenzbereich 300kHz< �fsp <2,5MHz bei einer Ausregelzeit von TS = 20�s undeiner Frequenzgenauigkeit von � = 20ppm minimieren. Trotz der groÿen Variation derFrequenzablage kann erneut nur eine schwache Variation der relativen Polorte gefundenwerden und sie sind nahezu identisch mit denen aus Abbildung 3.7.
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3.4 Optimierung von PLLs höherer Ordnung 87Spurs ab gröÿten ist.
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88 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher OrdnungPhasenrauschens aus Gleichung (2.100) gemäÿ (2.33) und zum anderen durch Zeitbereichs-simulationen von Frequenzgeneratoren bestimmt. Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.10angegeben. Zu erkennen ist, dass die vorgeschlagenen Polstellen bei konstanter Ausregelzeiteine umso kleinere Störfrequenzmodulation zulassen, je gröÿer die Ordnung des Frequenzge-nerators ist. Die Unterschiede zwischen der simulierten und der berechneten Störfrequenz-modulation sind darauf zurückzuführen, dass die (frequenzdiskreten) Fractional Spurs durchein frequenzkontinuierliches Rauschen modelliert wurden.
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90 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher Ordnung3.4.3 PLLs hoher Ordnung mit passivem Schleifen�lterFür die optimalen relativen Polorte wird mit Hilfe von (3.18) gefunden, dass unter denPolen des Schleifen�lters komplexe Polstellenpaare sind. Im Rahmen einer Literaturrecher-che [2, 18, 21, 52, 63�65, 71, 72] wurden jedoch nur Verö�entlichungen über solche Schleifen-�lter gefunden, deren Pole auf der reellen Achse liegen müssen. Diese erscheinen auf denersten Blick als für mikroelektronische Realisierungen besonders attraktiv, weil sie sich (mitEinschränkungen) als passive RC-Filter realisieren lassen.Bei Untersuchungen von PLLs mit passivem RC-Schleifen�lter wurde festgestellt, dass ihreAusregelzeit bei der bisher untersuchten Anforderung, 1; 1�10�4 < Hmax < 7; 2�10�4, deutlichhöher ist als die von solchen mit aktivem Schleifen�lter. Die passiven Schleifen�lter selbstwerden jedoch weniger rauschen und führen bei hoher Ordnung noch immer zu einer gutenUnterdrückung des Quantisierungsrauschens des ��-Modulators bei gleichzeitg geringerAusregelzeit. Ein Netzwerksyntheseverfahren zur Berechnung der Bauelementwerte von RC-Filtern hoher Ordnung wird daher vorgestellt.3.4.3.1 Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher Ordnung mit passivemSchleifen�lterBei der Optimierung von PLLs hoher Ordnung mit passivem RC-Schleifen�lter ist eineFunktion ~xr = ~xpass(~s1;PLL;r), die die benötigte Zuordnung von C N nach RN�1 übernimmt,leicht zu �nden, denn die Pole des o�enen Regelkreises sind reell. Die Schleifen�lterübertra-gungsfunktion soll in folgender Form dargestellt werden:ZLF(s) = 1Cints 1 + s=s0;LFQN�2n=1 1 + s=s1;LF;n (3.67)Bei den später vorgestellten passiven Schleifen�ltern ist Cint die Summe aller verwende-ten Kapazitäten. Aus der Darstellung der Schleifen�lterübertragungsfunktion in Gleichung(3.13) wird sie zu Cint = lims!0 sQLF(s)PLF(s) = q1;LFp0;LF (3.68)berechnet. Die Nullstelle s0;LF berechnet sich zus0;LF = p0;LFp1;LF : (3.69)Weiterhin besitzt dass Schleifen�lter auÿer dem Pol bei s = 0 die reellen Pole s1;LF;n, die dievon Null verschiedenen mit (�1) multiplizierten Nullstellen von QLF(s) sind. Diese seien sosortiert, dass s1;LF;n � s1;LF;1 und 1 � n � N �2. Die Elemente xpass;m von ~xpass sind dann



3.4 Optimierung von PLLs höherer Ordnung 91die den s1;LF;n mit n � 2 zugeordneten Schlupfvariablen yLF;n = 1 + (s1;LF;n=s1;LF;1)2, dieauf s1;LF;1 normierte Nullstelle des Schleifen�lters s0;LF=s1;LF;1 und die Variable xpass;N�1wurde zu xpass;N�1 = KVCOIpCintNT QN�2n=1 s1;LF;ns0;LF s1�N1;LF;1 (3.70)gewählt.Aus den ~xpass zugeordneten Parametern der Übertragungsfunktion des o�enen Regelkreiseswerden dann nach dem oben angegebenen Verfahren die Pole s01;PLL;o, 1 � o � N , einerPhasenübertragungsfunktion H 0PLL(s) berechnet. Durch eine Normierung auf <fs01;PLL;1gentstehen die s1;PLL;r;n(~xpass) = s01;PLL;n=<fs01;PLL;1g.Dem Nelder-Mead-Algorithmus muss ein Startwert ~xpass;0 angegeben werden. Aus diesemberechnet er Folge ~xpass;p, die gegen die Abzisse des Minimums ~xpass;opt konvergiert. DerStartwert muss so gewählt werden, dass die Phasenreserve �R;0 der ihm zugeordneten Über-tragungsfunktion des o�enen Regelkreises positiv ist. Für N � 7 fallen alle Pole des o�enenRegelkreises auf die reelle Achse, wenns1;PLL;r;n = 3; 2n�1; (3.71)was mit Hilfe von (3.18) überprüfbar ist. Es wird vorgeschlagen, das den diesen s1;PLL;r;nzugeordnete ~xpass als Startwert ~xpass;0 zu verwenden. Für alle weiteren ~xpass;p bleibt diePhasenreserve positiv, weil Nelder-Mead-Algorithmus dafür sorgt, dass TS(~xpass;p;Hmax) einemonoton fallende Folge ist. Durch ein Annähern der Phasenreserve an Null würde abers1;PLL;1 beliebig nahe an die reelle Achse heranwandern und wegen (3.26) die Ausregelzeitbeliebig groÿ.Die theoretische Schwierigkeit, die weiterhin besteht, ist, dass numerische Minimierungs-verfahren nur unter bestimmten Voraussetzungen das absolute Minimum der Zielfunktion�nden. Theoretisch können die nach obiger Vorgehensweise gefundenen Minima der Aus-regelzeit nur lokal sein. Um die Vertrauenswürdigkeit der Ergebnisse zu Erhöhen wurdeeine weitere Optimierung nach dem Verfahren von Hestenes und Powell [67] zur restringier-ten Minimierung der Zielfunktionen TS(~xNkom;a;Hmax) und TS(~xNkom;b;Hmax) durchgeführt.Als Startwerte werden die Abzissen der unrestringierten Minima der Zielfunktionen ver-wandt. Das Verfahren berechnet aus diesen eine Folge ~xNkom;a;n beziehungsweise ~xNkom;b;n,so dass der Betrag einer Nebenbedingung h(~xNkom;a;n) oder h(~xNkom;b;n) gegen Null undTS(~xNkom;a;n;Hmax) beziehungsweise TS(~xNkom;b;n;Hmax) gegen einen Minimumgehen. So wirdermittelt, wie weit die Ausregelzeit gegenüber TS;min;Nkom;a und TS;min;Nkom;b mindestens er-höht werden muss, damit die Pole des Schleifen�lters reell werden.
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PSfrag replacements TSs frefHzAbbildung 3.11: Kleinste erreichbare Ausregelzeit gegen die Ordnung des PLLs N und dieReferenzfrequenz fref bei einem äquivalenten Phasenrauschen von �125dBc@2,5MHz undMV = 2, wenn ein passives RC-Schleifen�lter gefordert ist. Ausrasten wird vernachlässigt.Hier wiederum besteht ein ungelöstes Problem darin, dass die Nebenbedingung geeignetformuliert werden muss. Zum einen muss sie zu Null werden, sobald die Pole des Schleifen-�lters auf der reellen Achse liegen. Zum anderen müssen h(~xNkom;a) und h(~xNkom;b) zweimaldi�erenzierbar sein. Ohne dass der Nachweis über zweimalige Di�erenzierbarkeit gelingtwurde h = N�2Xn=1 Q2LF;n1 + � jQLF;nj (3.72)mit � > 0 ausprobiert, wobei QLF;n = =fs1;LF;ng=<fs1;LF;ng die Polgüten der Pole desSchleifen�lters sind. Die Minimierung verlief erfolgreich und die minimalen Ausregelzeitenwaren bei beiden beschriebenen Optimierungen identisch.Aus den Ergbnissen in Abbildung 3.11 ist zu erkennen, dass auch bei Schleifen�ltern mitausschlieÿlich reellen Polen eine Erhöhung der Ordnung zu einer Verringerung der Ausregel-zeit führt. Eine Erhöhung auf N > 5 lohnt im Gegensatz zu Schleifen�ltern mit komplexenPolstellenpaaren aber kaum. Insgesamt sind bei Schleifen�ltern mit reellen Polen für je-de Ordnung die erzielbaren Ausregelzeiten jeweils gröÿer. Während komplexe Polpaare desSchleifen�lters bei einer Referenzfrequenz von 8MHz und einer Ordnung N = 7 eine Ausre-



3.4 Optimierung von PLLs höherer Ordnung 93gelzeit von 7�s erlauben, liegt TS im Falle reeller Pole nur wenig unterhalb der 20�s.Die Pole der o�enen Übertragungsfunktion sind zwar reell, unter ihnen sind aber noch immermehrfache Pole. Wird das Schleifen�lter durch ein passives RC-Filter realisiert, dürfen diePole aber nicht mehrfach sein. Die optimalen Schleifen�lter können also nur angenähertwerden. Daher wird erwartet, dass die Ausregelzeiten von realisierten PLLs mit passivemSchleifen�lter noch etwas höher sind.3.4.3.2 Netzwerksynthese passiver Schleifen�lterIn Übereinstimmungmit den oben genannten Ergebnissen wird in einigen Verö�entlichungenzu einem Schleifen�lter dritter Ordnung [2, 50, 52, 64, 65] geraten. Tatsächlich kann selbstein Schleifen�lter vierter Ordnung bei hohen Anforderungen noch Vorteile bringen. DasSchaltbild eines Schleifen�lters der Ordnung N � 1 ist in Abbildung 3.12 angegeben.Da die Ordnung des Schleifen�lters hoch ist, ist die Ordnung der Funktion, die den verwende-ten Bauelementen dessen Pole zuordnet hoher Ordnung und analytisch schwer handhabbar.Es muss daher ein übersichtliches und e�zientes Verfahren zur Berechnung der Bauelement-werte existieren. In [2, 65] wird zum Beispiel vorgeschlagen, die Pole einer Kettenschaltungvon RC-Tiefpässen durch die Pole der einzelnen Tiefpässe anzunähern. Diese Näherung giltallerdings nur für die Einschränkungen1 << Rn+1Rn + CnCn+1 (3.73)an die Bauelementwerte benachbarter Bauelemente [2].Wegen (3.73) wird in dieser Arbeit vorgeschlagen, zunächst eine Gröÿe vcomp einzuführen,die ein Maÿ für die Genauigkeit des in [2, 65] vorgeschlagenen Näherungsverfahren ist. Essei: vcomp := Rn+1Rn + CnCn+1 (3.74)Je gröÿer vcomp ist, desto genauer wird die Näherung Es ist aber nicht bekannt, wie groÿvcomp mindestens sein muss, damit die Transimpedanz ZLF(s) des Schleifen�lters hinreichendgenau mit der spezi�zierten übereinstimmt. Die Gröÿe vcomp darf trotz dieser Unsicherheitnicht beliebig groÿ gewählt werden, da sonst ungünstige Bauelementwerte erhalten werden.Ein (theoretisch) exaktes Verfahren zur Berechnung der Bauelementwerte von passivenSchleifen�ltern hoher Ordnung wird im folgenden vorgestellt. Eine Einschränkung an dieBauelementwerte wird hier nicht vorgenommen:



94 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher OrdnungWird, wie in Abbildung 3.13 dargestellt, die an das Schleifen�lter angeschaltete Ladungs-pumpe zusammenmitR1 und C1 als mit der InnenimpedanzR1+sC1 behaftete Spannungs-quelle der Spannung Up = Ip(R1 + 1=sC1) modelliert, wird [73]Uout;RC(s) = Up(s)Z21(s)Z11(s) = IpZLF(s); (3.75)sodass ZLF;RC(s) = �R1 + 1sC1� Z21(s)Z11(s) : (3.76)Dabei sind Z11(s) = Up(s)Iin;RC(s) = R1 + 1sC1 + Z 0(s) (3.77)die aus Sicht der idealen Spannungsquelle in das Schleifen�lter eingesehene Impedanz, wobeiZ 0(s) = Uin;RC(s)Iin;RC(s) (3.78)und Z21 = Uout;RC(s)Iin;RC(s) (3.79)die Transimpedanz von der idealen Spannungsquelle zum Ausgang des Schleifen�lters.PSfrag replacements C1R1 C2R2 C3R3 CN�2RN�1 CN�1Abbildung 3.12: Struktur eines passiven Schleifen�lters für PLLs.Die Transimpedanz Z21(s) und die Impedanz Z11(s) haben dieselben Polstellen, aber un-terschiedliche Nullstellen. Die Nullstellen von Z21(s) sind die Frequenzen, bei denen Serien-zweige der dargestellten Leiter leerlaufen oder Zweige von den Knoten nach Masse kurzge-schlossen werden. Die einzige Nullstelle von Z21 wird daher bei s = s0;z21 = 0 gefunden. DieImpedanz ist in der Form Z11(s) = Kz11 QN�1n=1 s + s0;z11;nsQN�2m=1 s+ s1;z11;m (3.80)
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Abbildung 3.13: Zur Berechnung der Bauelementwerte des Schleifen�lters.darstellbar [73]. Dabei ist s0;z11;n < s1;z11;n < s0;z11;n+1 (3.81)Die Pole des Schleifen�lters sind mit den Nullstellen von Z11(s) identisch:s0;z11;n = s1;LF;n (3.82)Die Impedanz wird durch PartialbruchzerlegungZ11(s) = Kz11 + Kz11;0s + N�2Xn=1 Kz11;ns+ s1;z11;n= � K 0z11 + K 0z11;0s + N�2Xn=1 K 0z11;ns+ s1;z11;n! ; (3.83)wobeiK 0z11 willkürlich festgelegt wird, wohingegen Kz11 = �K 0z11 zunächst unde�niert bleibt.Dabei ist � eine noch nicht festgelegte reelle positive Zahl.



96 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher OrdnungDie Nullstelle des Schleifen�lters ist die Nullstelle der Admittanz der Serienschaltung vonR1 und C1 s0;LF = s0;PLL = 1R1C1 (3.84)Bei seiner Synthese werden zunächst C1 und R1 festgelegt, so dass (3.84) erfüllt ist. DiePolstellen des Schleifen�lters sind die Nullstellen der Impedanz Z11(s). Die Polstellen derImpedanz können willkürlich festgelegt werden, so dass (3.81) erfüllt ist, z.B.s1;z11;n = 12 (s0;z11;n + s0;z11;n+1) : (3.85)Anschlieÿend wird � so gefunden, dass zum einenKz11;0 > 1C1 ; (3.86)zum anderen Kz11 > R1 (3.87)ist. Zum Beispiel: � = max�10R1K 0z11 ; 10C1K 0z11;0� (3.88)Anschlieÿend wird (3.77) nach Z 0(s) aufgelöst und das Nenner- und Zählerpolynom vonZ 0(s) bestimmt. Die Bauelementwerte können durch eine Kettenbruchentwicklung [73] vonZ 0(s) so gefunden werden, dass die Nullstelle und die Pole von ZLF(s) an den gewünschtenStellen liegen. Durch Skalierung von Netzwerkfunktionen [73] können die Bauelementwerteso gefunden werden, dass der Betrag jZLF(s)j den gewünschten Wert annimmt.Zum Vergleich wurden für ein Schleifen�lter mit der ÜbertragungfunktionZLF;RC(s) = 3; 9 � 1022(95 � 103s�1 + s)(14; 4 � 106s�1 + s)(3; 8 � 106s�1 + s)(2; 6 � 106s�1 + s)s
s�3 (3.89)die Bauelementwerte genau und näherungsweise berechnet. Für die Näherungsrechnung wur-de Rn+1=Rn = 5 gesetzt und weiterhin festgelegt, dass RnCn < Rn+1Cn+1, sodass vcomp > 10ist. In Tabelle 3.3 sind die so erhaltenen Bauelementwerte angegeben und in Tabelle 3.4 diedurch die Näherungsrechnung erhaltenen Pole des Schleifen�lters angegeben.Es sei angenommen, das Schleifen�lter oder Teile davon sollen mikroelektronisch integriertwerden. Weiterhin sei angenommen, der mikroelektronische Herstellungsprozess stelle einehochohmige Schicht zur Verfügung, sodass Widerstände im Bereich einiger 100k
 auf kleinerChip�äche realisiert werden können. Auÿer der Kapazität C1 sind dann alle Bauelemente



3.4 Optimierung von PLLs höherer Ordnung 97Tabelle 3.3: Bauelementwerte des Schleifen�lters, nach [2] genähert und genau berechnetNäherung Genauer WertR1 269
 268
R2 1; 35k
 2; 41k
R3 6; 37k
 6; 15k
R4 33k
 238k
C1 38nF 39nFC2 280pF 43pFC3 38pF 30pFC4 2pF 1; 2pFfür eine mikroelektronische Realisierung geeignet. Bei dem durch Näherungsrechnung ge-fundenen Schleifen�lter ist jedoch die gesamte mikroelektronisch zu realisierende KapazitätC1 + C2 + C3 deutlich gröÿer als bei dem genau berechneten. Das ist darauf zurückzufüh-ren, dass (3.73) erzwingt, dass Cn mit abnehmendem n stärker als exponentiell anwächst.Bei dem genau berechneten Schleifen�lter existiert eine solche Einschränkung nicht, sodassgünstigere Bauelementwerte gefunden werden. Das genau berechnete Schleifen�lter kann aufkleinerer Chip�äche realisiert werden. Als Freiheitsgerade, die eine weitere Verbesserung desVerfahrens erlauben, können übrigens der Parameter � und die Polstellen s1;z11;n von Z11(s)dienen. Tabelle 3.4: Pole des Schleifen�lters, nach [2] genäherts1;LF;1 15; 5 � 106s�1s1;LF;1 4; 5 � 106s�1s1;LF;1 1; 7 � 106s�1Aus den Polen des genäherten Schleifen�lters in Tabelle 3.4 wird deutlich, dass die Nähe-rungsrechnung nicht nur ungünstige Bauelemente sondern zusätzlich ungenaue Pole erzeugt.Bei der Realisierung des passiven Schleifen�lters in CMOS muss berücksichtigt werden, dassin vielen Technologien nur sehr schlechte Materialien zur Herstellung von Widerständen zurVerfügung stehen. Diese haben einen geringen Widerstandsbelag aber einen vergleichswei-se hohen Kapazizätsbelag zum Substrat. Streng genommen sind in solchen Technologien,die Widerstände Rn im Schleifen�lter nicht vorhanden. Statt ihrer werden verteilte RC-Filter erhalten. Bei geringen Frequenzen lassen sich diese in erster Näherung noch durch



98 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher Ordnungein �-Ersatzschaltbild aus zwei parasitären Kapazitären und einem Widerstand modellie-ren, und die parasitären Kapazitäten müssen mit den Kapazitäten Cn verrechnet werden.Bei höheren Frequenzen reicht ein �-Ersatzschaltbild aber nicht mehr zur Modellierung derWiderstände aus. Die Funktion des Schleifen�lters muss daher durch Simulationen unterBerücksichtigung eines genaueren Ersatzschaltbildes der Widerstände überprüft werden. Eswird darauf hingewiesen, dass auÿer passiven Widerständen auch noch aktive Widerständeexistieren. Diese sind Zweipole, die sich wie Widerstände verhalten, aber mit Hilfe aktiverBauelemente realisiert wurden. Auch solche können zur Realisierung der Widerstände Rnverwendet werden.3.5 Veri�kation3.5.1 Modell des FrequenzgeneratorsDie Vorteile PLL-basierter Frequenzgeneratoren hoher Ordnung wurden mit Hilfe eines starkvereinfachten Modells gefunden:� Der Frequenzteiler wurde bezüglich der Änderungen des Modulus linearisiert. Tatsäch-lich ist die Funktion 1=(M +�M) keine a�ne Funktion von �M .� Der PFD wurde als zeitkontinuierlicher Verstärker modelliert. Es sind auch Modellebekannt, die berücksichtigen, dass der PFD die Phasendi�erenz an �d an seinem Ein-gang nur abtasten kann. Auf diese Weise können Instabilitäten vorhergesagt werden,die auftreten, obwohl die Phasenreserve des o�enen Regelkreises positiv ist [45,46,74].� Ungenauigkeiten der Übertragungsfunktion des o�enen Regelkreises wurden ver-nachlässigt. Sie entstehen durch die Variation von NT in Folge der Änderun-gen von !c, durch Bauelementwertschwankungen und durch die Nichtlinearität desSteuerspannungs-Frequenzkennlinie des VCOs. Weiterhin ist bekannt, dass Nichtidea-litäten von PFD und Charge Pump einen erheblichen Ein�uss auf die Fractional Spurshaben. Wenn auÿerdem das Schleifen�lter komplexe Pole hat, muss dieses eine akti-ve Schaltung sein, und die aktiven Bauelemente verursachen auÿer den gewünschtenPolen und Nullstellen parasitäre bei hohen Frequenzen.Damit nachgewiesen wird, dass Frequenzgeneratoren hoher Ordnung für den Einsatz inCMOS-Transceivern für drahtlose digitale Datenkommunikation geeignet sind, müssen Si-mulationen mit Hilfe eines genaueren Modells durchgeführt werden. Eine ungeeignete Vor-gehensweise ist allerdings ein vollständiger Entwurf des Frequenzgenerators einschlieÿlich



3.5 Veri�kation 99des Komponentenentwurfes und dessen Simulation mit Hilfe eines geeigneten Zeitbereichs-simulators wie z.B. SPECTRE.Diese dauert sehr lange, weil die Spannungen und Ströme im VCO und im Frequenzteilernoch bei der n-ten Harmonischen der auszugebenen Frequenz n!LO(t) relevante Signal-anteile besitzen. Wegen des Shannon'schen Abtasttheorems müssen je Schwingung dahermindestens 2n mal alle Spannungen und Ströme im gesamten Frequenzgenerator berechnetwerden. Dagegen können aufgrund der in PFD, Ladungspumpe und Schleifen�lter messba-ren Signale bereits die oben getro�enen Aussagen veri�ziert oder falsi�ziert werden. Diesebesitzen Signalanteile bei Frequenzen, die sehr viel kleiner als !LO(t) sind, und erforderndeswegen weniger Berechnungsvorgänge als durchgeführt werden.In Abbildung 3.14 ist das Blockschaltbild eines PLL-Modells, das für die Simulation mitZeitbereichssimulatoren wie SPECTRE, AHDL oder Simulink geeignet ist, dargestellt. Esbesteht aus einem Zeitbereichsblock und einem Phasenbereichsblock. Während im Zeitbe-reichsblock die Ein-und Ausgangssignale von PFD, Ladungspumpe und Schleifen�lter ge-nau nachgebildet werden, wird im Zeitbereichsblock lediglich die Phase am Ausgang desFrequenzteilers durch �T(t) = tZ0 KVCOM(� )uLOC(� )d� (3.90)berechnet. Aus dieser wird das Signal am Ausgang des Frequenzteilers im Zeitbereich zusT(t) = sign(sin(�T)) (3.91)berechnet. Der Berechnungsaufwand wird nun nicht mehr durch die Vorgänge im VCO undim Frequenzteiler bestimmt.Mit dem Ziel, den Ein�uss von Bauelementwertschwankungen und parasitären Polen undNullstellen vorherzusagen, wurde das Modell zunächst in ein Simulink-Programm umge-setzt. Zur Modellierung des PFDs wurden die dort angebotenen logischen Fuktionsblöckeverwendet. Sein Schaltbild orientiert sich an dem in [34] und auch in Tabelle 2.4 vorgeschla-genen. Aus numerischen Gründen kann der PFD in der Simulation nur funktionieren, wennniemals eine steigende Flanke am Reset-Eingang gleichzeitig mit einer steigenden Flanke amTakteingang der verwendeten Flip�ops auftritt. Aus diesem Grund wurde jedem logischenFunktionsblock ein ideales Verzögerungsglied mit der Verzögerung Tr=f = 1ns nachgeschal-tet. Das Modell der Ladungspumpe bildet die Di�erenz aus den Signalen 'up' und 'dn' undmultipliziert sie mit Ip.
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Abbildung 3.14: Modell zur schnellen Berechnung der niederfrequenten im Frequenzgenera-tor auftretenden Signale3.5.2 Ein�uss von BauelementwertschwankungenAuÿer den aktiven Bauelementen enthält das Schleifen�lter lediglich Widerstände und Kon-densatoren. Da sN in der Gröÿenordnung einiger 10 � 103s�1 liegt, ist sNL bei mikroelektro-nisch integrierten Spulen mit L < 100nH weniger als einige m
. Sie können deswegen keinenmessbaren Beitrag zur Transimpedanz des Schleifen�lters leisten. Für die Bauelementwert-schwankung des n-ten Widerstandes oder Kondensators �Rn=Rn beziehungsweise �Cn=Cnsoll angenommen werden, dass �R1R1 = �R2R2 � � � =: �RR (3.92)



3.5 Veri�kation 101und �C1C1 = �C2C2 � � � =: �CC (3.93)Die Annahme, dass alle Widerstände und Kondensatoren jeweils der gleichen Bauelement-wertschwankung unterworfen sind, ist dadurch gerechtfertigt, dass die Widerstands- undKapazitätsbeläge der in CMOS zur Herstellung passiver Bauelemente verwendeten Schich-ten innerhalb der Abmessungen eines einzigen Chips nur wenig von Chip zu Chip dagegenstark ändern.Es sei angenommen, die in [73] angeführten Aussagen zur Skalierung von Netzwerkfunktio-nen passiver Filter sein auch für aktive Filter gültig. In diesem Fall wird die tatsächlicheImpedanz des Schleifen�ltersZLF(s) = (1 + �comp)ZLF;nom� s1 + �comp� ; (3.94)wobei ZLF;nom(s) die nominale Transimpedanz, also die für �comp = �comp = 0 erwartete,wenn auÿerdem keine parasitären Pole und Nullstellen vorhanden sind, ist, und�comp = �RR (3.95)�comp = ��C=C +�R=R +�C�R=(RC)(1 + �C=C) (1 + �R=R)� ���RR + �CC � : (3.96)Die Gültigkeit von (3.95) und (3.96) für die hier verwendeten Schleifen�lter muss in Kapitel4 noch gezeigt werden.Eine Untersuchung des vorgestellten Modells mit �0; 5 < �comp < 0; 5 und �0; 5 < �comp <0; 5 wurde durchgeführt. Die Frequenz des Referenzsignals betrug 8MHz. Durch die Einstel-lung von NT = 309; 875 wurde sichergestellt, dass die zu Beginn einer Zeitbereichssimulationdie vom Frequenzgenerator ausgegebene Frequenz 2479MHz ist. Anschlieÿend wurde durcheinen Sprung von NT um �NT = �9; 75 ein Ausregelvorgang des PLLs ausgelöst, derfür eine Dauer von 240�s beobachtet wurde. Nachdem die Ausregelzeit das letzte Mal ineinen 100kHz (�20 ppm) breiten Bereich, zentriert um die neue auszugebende Frequenz von2401 MHz, eingedrungen war, wurde das PLL als eingeschwungen betrachtet. Während derletzten 60�s des Beobachtungszeitraums wurden die Abweichung der ausgegebenen Momen-tanfrequenz !LO(t) zur auszugebenden Frequenz aufgezeichnet. Aus ihr wurde die Störfre-quenzmodulation berechnet. Da die Berechnung der Störfrequenzmodulation automatisierterfolgte, konnte allerdings nicht erkannt werden, ob der Frequenzgenerator 60�s vor Endeder Simulation bereits eingeschwungen war. Überschreitet die Ausregelzeit 180�s sind daherdie gefunden Störfrequenzmodulationen sehr viel höher als die tatsächlichen.



102 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher OrdnungAls nominale Ausregelzeit TS;nom soll diejenige, die für �comp = �comp = 0 erwartet wird,wenn auÿerdem keine parasitären Pole und Nullstellen der Schleifen�lterübertragungsfunk-tion vorhanden sind, bezeichnet werden. Sie war TS;nom = 25�s. Weiterhin war MV = 2. Dienominale Ausregelzeit wurde wegen der geringen zu erwartenden Störfrequenzmodulationgewählt. Hierbei wurde berücksichtigt, dass auÿer dem ��-Modulator weitere Komponen-ten zu den Nebenbandaussendungen beitragen und umso schwieriger zu entwickeln sind, jegeringer ihr Beitrag sein darf. Allerdings wird die geringe Störfrequenzmodulation durcheine geringe Pull-out-range erkauft.In Tabelle 3.5 sind die Pull-out-ranges für unterschiedliche N angegeben. Für N = 5 ist�!PO = 2�30 � 103s�1, während am Ausgang des Frequenzteilers ein Sprung von �!d =2�26 � 103s�1 erwartet wird. Bei N = 6 sind der tatsächliche Frequenzsprung und die Pull-out-range sogar ungefähr gleich groÿ. Wegen der geringen Reserve ist zu erwarten, dass dasPLL unter Ein�uss der Bauelementwertschwankungen zum Ausrasten neigt.Tabelle 3.5: Pullout-Range bei TS;nom = 25�sN �!PO4 2�37 � 103s�15 2�30 � 103s�16 2�25 � 103s�1In Abbildung 3.15 sind die so gefundenen Ausregelzeiten als Funktion von N ,�comp und�comp angegeben. Zu erkennen ist, dass die Emp�ndlichkeit gegen Bauelementwertschwan-kungen mit zunehmender Ordnung N zunimmt. Für alle untersuchten Ordnungen existiertein Bereich, in dem die Ausregelzeit 200�s übersteigt. In diesem Bereich, kann das PLL fürN = 5 und N = 6 sogar instabil werden. Bei vierter Ordnung wird die Störfrequenzmodula-tion für groÿe positive �comp und �comp so groÿ, dass die Genauigkeitsanforderung für !LO(t)nie eingehalten werden kann, so dass das PLL ebenfalls als nicht eingeschwungen betrachtetwird.Die Ausregelzeiten aus Abbildung 3.15 müssen im Zusammenhang mit der Störfrequenzmo-dulation aus Abbildung 3.16 gesehen werden. Zwar existiert für das PLL vierter Ordnungein groÿer Bereich, innerhalb dessen die Ausregelzeit kleiner als 40�s ist. Die Störfrequenz-modulatation überschreitet dort aber sogar 20kHz. Für N = 5 und j�compj < 0; 2 undj�compj < 0; 2 wird wegen des Ausrastens zwar eine Ausregelzeit von maximal 70�s erreicht.Dafür bleibt die Störfrequenzmodulation aber unterhalb von 11 kHz. Wesentlich kleinereStörfrequenzmodulation um den Preis einer erhöhten maximalen Ausregelzeit erhält man



3.5 Veri�kation 103für N = 6.Die Fractional Spurs bei einer Frequenzablage von �fsp = 2; 5MHz wurden nicht aus denSimulationsergebnissen extrahiert. Stattdessen wurde es mit Hilfe von Gleichung (2.100)abgeschätzt. Selbst bei extremen Bauelementwertschwankungen von j�compj < 0; 5 undj�compj < 0; 5 ist sichergestellt, dass für N = 4 nicht mehr als -125dBc/Hz, für N = 5nicht mehr als -146dBc/Hz (!!) und für N = 6 weniger als -166dBc/Hz (!!!) durch den ��-Modulator verursacht werden. Für N > 4 spielt dieser also keine Rolle mehr. Nur noch dierestlichen Komponenten des Frequenzgenerators beein�ussen die Nebenbandaussendungen.
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106 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher Ordnung3.5.3 Ein�uss parasitärer Pole und NullstellenAuÿer durch die gewünschten Polen und Nullstellen wird die Transimpedanz durch zusätz-liche durch parasitäre Bauelemente verursachte bei hohen Frequenzen beein�usst. Damitein Ein�uss solcher parasitären Pole und Nullstellen nachgewiesen werden kann, wurde dieSchleifen�lterübertragungsfunktion mit der willkürlich gewählten Übertragungsfunktion ei-nes Netzwerkes parasitärer BauelementeHpar(s) = (1 + s=s0;par)(1 + s=(1; 1s0;par))(1 + s=s1;par)(1 + s=(1; 1s1;par)) (3.97)multipliziert, und die Eigenschaften des Frequenzgenerators wurden durch Simulation be-stimmt.In Abbildung 3.17 wird die Ausregelzeit des Frequenzgenerators gegen s0;par und s1;pargezeigt. Besonders ungünstig sind solche Fälle, in denen nur die Nullstellen oder nur diePole des PLLs nahe an der reellen Achse sind. Sind beide nahe an der reellen Achse hebenschwächen sie sich in ihrenWirkungen gegenseitig, so dass die Vergröÿerung der Ausregelzeitmoderat bleibt. Dennoch sollte s0;par > 2�15 �106s�1 und s1;par > 2�15 �106s�1, damit keineAuswirkungen bemerkbar sind.
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108 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher OrdnungUntersuchungen der Störfrequenzmodulation wurden ebenfalls durchgeführt. Sie schwankteaber als Funktion der parasitären Pole und Nullstellen nur um ca. 10%, so dass hier keineErgebnisse gezeigt werden.3.5.4 Weitere SimulationsergebnisseAls weiterer Beleg für die Vorteile numerisch optimierter PLL basierter Frequenzgeneratorenhoher Ordnung werden im folgenden weitere Simulationsergebnisse vorgestellt. In Abbildung3.18 sind die Ausregelvorgänge von PLLs mit einer nominalen Ausregelzeit von TS;nom =25�s angegeben. Bauelementwertschwankungen und parasitäre Pole und Nullstellen tratennicht auf. Es ist erkennbar, dass das Verfahren zur Berechnung der Pullout-Range �!PO einrichtiges Ergebnis geliefert hat. Während bei 4. und 5. Ordnung kein Ausrasten des PLLsstatt�ndet, geschieht dieses � wie vorhergesagt � bei PLLs 6. und 7. Ordnung. Die obenzuerst vorausberechnete und dann automatisiert gemessene Ausregelzeit in der Nähe von25�s erscheint ebenfalls glaubhaft.Der Abbildung 3.19 können die simulierten Nebenbandaussendungen entnommen werden.Sie werden mit dem äquivalenten Phasenrauschen aus Gleichung (2.100) verglichen. DieNebenbansaussendungen wurden durch Simulation bestimmt, indem das Signal uLOC(t) ge-messen und dessen spektrale Leistungdichte u2LOC=�f berechnet wurde. Dann wurde diespektrale Leistungsdichte der PhasenstörungS��(2��fsp) = u2LOC�f K2VCO�f2sp (3.98)berechnet, und die Leistungsdichte der Nebenbandaussendungen kann daraus mit Hilfe derAusführungen aus Abschnitt 2.1.1 abgeschätzt werden. Die Leistungsdichte der Steuerspan-nung wurde mit der in MatLab implementierten PSD-Funktion bestimmt. Der Abstand zwi-schen zwei benachbarten Frequenzen, für die die Leistungsdichte berechnet wurde, betrug2,4kHz. Zu erkennen ist, dass die Nebenbandaussendungen in Fractional-Spurs konzentriertsind. Auf ein Dithering wurde verzichtet, da hierdurch die Nebenbandaussendungen anstei-gen würden. Da ein Vorteiler mit MV = 2 anstatt MV = 1 verwendet wurde, sind diesebereits um 6dB erhöht. Ein weiterer Anstieg wurde vermieden. Weiterhin ist zu erkennen,dass sich das äquivalente Phasenrauschen sich als Maÿ für die Fractional Spurs eignet.Es wurde zusätzlich zu der Simulation mit idealen Komponenten eine Simulation mit asym-metrischer Ladungspumpe durchgeführt. Die Ladungspumpenstrom bei gesetztem 'up'-Signal des PFDs war 5% gröÿer als der bei gesetztem 'dn'-Signal. Bei asymmetrischer La-dungspumpe werden zwischen den Fractional Spurs im Falle einer idealen Ladungspumpe
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d)Abbildung 3.19: Fractional Spurs und äquivalentes Phasenrauschen numerisch optimierterPLLs sowie Ein�uss einer Charge-Pump-Asymmetrie mit einer nominalen Ausregelzeit vonTS;nom = 25�s. a) N = 4 b) N = 5 c) N = 6 d) N = 7.



3.6 Entwurfsmethode für PLL-basierte Frequenzgeneratoren hoher Ordnung 1113.6 Entwurfsmethode für PLL-basierte Frequenzgenera-toren hoher OrdnungDas oben Beschriebene sollen in einer Entwursmethode für PLL basierte Frequenzgenera-toren hoher Ordnung zusammengefasst werden. Entwurf und Analyse des PLLs �nden aufverschiedenen Abstraktionsebenen statt. Anders als z.B. beim digitalen Schaltungsentwurfsind die Abstraktionsebenen nicht eindeutig bezeichnet und umrissen [75]. Die Entwurfsme-thode de�niert Abstraktionsebenen und legt fest, zu welchem Zeitpunkt sie am günstigstenbetrachtet werden. Insbesondere wird entschieden, wann die Phasenübertragungsfunktionfestgelegt wird und wann die Komponenten des PLLs, PFD, Ladungspumpe, Schleifen�lter,VCO und Frequenzteiler, entworfen werden.Das Ziel des Entwurfes eines ��-Fractional-N -Frequenzgenerators hoher Ordnung ist diegleichzeitige Verringerung von Fractional Spurs und Ausregelzeit. Die Verbesserung wirdmöglich, weil neue Freiheitsgerade bei der Gestaltung der Phasenübertragungsfunktion ent-stehen. Im Vorhergehenden wurden sie lediglich benutzt, um die durch den ��-Modulatorsverursachten Fractional Spurs zu unterdrücken.Eine Entwurfsmethode muss aber unter Berücksichtigung aller Störquellen und-mechanismen entwickelt werden. Auch deren Ein�uss kann grundsätzlich durch die Po-le der Phasenübertragungsfunktion gestaltet werden. Ausgenutzt wird dieses z.B. in nichtmodulierbaren Frequenzgeneratoren wie dem Wideband-PLL-Frequenzgenerator [19]. Tat-sächlich aber erhält der ��-Modulator als Ursache für Nebenbandaussendungen eine Son-derstellung, weil der Ein�uss aller anderen Komponenten auf die spektrale Reinheit desausgegebenen Signals während des Komponentenentwurfs festgelegt werden kann. Es folgeneinige Beispiele:� Der PFD besitzt eine Dead-Zone; das heiÿt: für sehr kleine j�d(t)j hängt der Gleich-anteil seines Ausgangssignals nicht mehr von der Phasendi�erenz an seinem Eingangab. Systemsimulationen zeigen, dass hierdurch die Fractional Spurs angehoben wer-den [52]. Dieses Problem wird durch einen No-Dead-Zone-PFD [1] gelöst, also durcheine verbesserte Komponente.� Die Ladungspumpe ist unsymmetrisch: Bei geschlossenem Schalter �up� �ieÿt ein an-derer Strom in das Schleifen�lter als bei geschlossenem Schalter �dn� heraus. Auchhierdurch werden die Nebenbandaussendungen erhöht [52]. Maÿnahmen zur Verbes-serung der Symmetrie der Ladungspumpe werden in [21,76,77] vorgeschlagen



112 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher Ordnung� Die Leeson-Formel für das Phasenrauschen des freilaufenden VCOs [33]LVCO(�fsp) = 2FVCOkBTabsPc "1 +� fout2Q�fsp�2#�1 + �f1=f3j�fspj� ; (3.99)wobei Pc die im Resonanzkreis umgesetzte Leistung, FVCO der Rauschzahl, kB =1; 38 � 10�23 die Boltzmannkonstante, Tabs die absolute Temperatur und �f1=f3 dieGrenzfrequenz des 1=�f3-Anteils des Phasenrauschen ist, sagt aus, dass dessen Rau-schen immer gesenkt werden kann, indem Pc erhöht wird. Dieses kann häu�g erreichtwerden, indem die gesamte Leistungsaufnahme des VCOs erhöht wird.� Im Kapitel 4 dieser Arbeit wird demonstriert, wie das Rauschen des Schleifen�ltersdurch eine Erhöhung der Chip�äche und Leistungsaufnahme reduziert werden kann.Der Quantisierungsfehler des ��-Modulators ist nicht während des Komponentenentwurfsreduzierbar. Es wird vorgeschlagen, die Phasenübertragungsfunktion ausschlieÿlichmit Rück-sicht auf den ��-Modulator zu wählen und alle anderen Ursachen für Nebenbandaussen-dungen während des Entwurfes der Komponenten des Frequenzgenerators einzudämmen.Die Entwurfsmethode wird in Abbildung 3.20 dargestellt: Zunächst werden Nebenbandaus-sendungen und Ausregelzeit spezi�ziert. Auch muss festgelegt werden, welcher Anteil derNebenbandaussendungen auf den ��-Modulator und welcher auf die übrigen Komponentenzurückzuführen ist, damit die Gesamtspezi�kation eingehalten werden kann, ohne dass derEntwurf der Komponenten zu schwierig wird. Durch eine numerische Optimierung werdendann die Pole der Phasenübertragungsfunktion bestimmt.Aus diesen können dann, wie obenbeschrieben, die Pole des Schleifen�lters berechnet werden. Nachdem sie bekannt sind, kannbereits die Topologie des Schleifen�lters festgelegt werden. Während des Komponentenent-wurfes werden dann die Bauelementwerte des Schleifen�lters, die Schaltung des VCOs, desFrequenzteilers, des PFDs und der Ladungspumpe, sowie das Produkt KVCOIp=NT festge-legt, sodass L��(�fsp),L(�fsp) und TS in der Spezi�kation sind, wobei L(�fsp) das Pha-senrauschen des Frequenzgenerators ist, welches auf das Rauschen der Komponenten desFrequenzgenerators zurückzuführen ist.Bis auf den Komponentenentwurf wurden alle Arbeitsschritte der Entwurfsmethode demon-striert. Damit die numerische Optimierung gelingen konnte wurde darauf geachtet, dass diezur Berechnung der Zielfunktionen benötigten Funktionen günstige Eigenschaften haben. Sosind die Näherungen für die Ausregelzeit und das äquivalente Phasenrauschen beliebig oftnach den Real- und Imaginärteilen der Pole der Phasenübertragungsfunktion di�erenzierbar.Weiterhin wurde durch die De�nition eines Bezugsortes die Dimension des De�nitionsbe-reich der zu minimierenden Zielfunktion reduziert und ein Formalismus zur übersichtlichenDarstellung der Optimierungsergebnisse gescha�en.
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Spezi�kation Numerische OptimierungPolstellenverteilung der PhasenübertragungsfunktionDirekte BerechnungPolstellenverteilung des Schleifen�ltersTopologie des Schleifen�lters KomponentenentwurfBauelementwerte des Schleifen�ltersSchaltung von PFD, Ladungspumpe, VCO, FrequenzteilerKVCO � Ip=NT, L(�fsp), L��(�fsp) und TS in der Spezi�kationAbbildung 3.20: Entwurfsmethode für PLL basierte Frequenzgeneratoren höherer OrdnungObwohl eine Ausregelzeit von 70�s für einen auf einem Typ-II-PLL basierenden ��-Fractional-N -Frequenzgenerator bei 8 MHz Referenzfrequenz, einem relativen Frequenz-sprung von �NT=NT = 1=30 und MV = 2 mit nur geringen Nebenbandaussendungen be-reits sehr gut ist, ist ein Potential zu noch kleineren Ausregelzeiten erkennbar: Die Sen-sitivität gegen Bauelementwertschwankungen und parasitäre Pole und Nullstellen könnteverringert werden; da die Erhöhung der Ausregelzeit auch auf Ausrasten zurückführbar ist,sollte insbesondere eine gröÿere Pull-out-range der PLLs angestrebt werden. Da zukünfti-ge CMOS-Technologien zu noch gröÿeren Bauelementwertschwankungen als heutige neigenwerden [78], wird vorgeschlagen, die hier vorgestellten Optimierungsverfahren durch Einbe-ziehung weiterer Nebenbedingungen bezüglich der Emp�ndlichkeit gegen Bauelementwert-



114 3. Modellierung, Analyse und Optimierung von Frequenzgeneratoren hoher Ordnungschwankungen zu erweitern. Die durch die hohe Ordnung erhöhte Zahl an Freiheitsgeradenwird möglicherweise auch hier Verbesserungen erlauben.In dieser Arbeit wird aber darauf verzichtet. Im folgenden Kapitel wird daher nur der nochfehlende Entwurf eines Schleifen�lter dessen Pole im komplexen liegen dürfen, beschrieben,sodass die Phasenübertragungsfunktion mit den vorgeschlagenen relativen Polen versehenwerden kann. Vorgehensweisen beim Entwurf der restlichen Komponenten sind der Literaturzu entnehmen.



Kapitel 4Entwurf des Schleifen�ltersDer letzte Schritt des Enfwurfes des Frequenzgenerators ist der Entwurf seiner KomponentenPFD, Ladungspumpe, Schleifen�lter, VCO und Frequenzteiler. Bei fast allen Komponentensind Literaturstellen bekannt, in denen ihr Entwurf ausführlich beschrieben wird:� Auf einige Verö�entlichungen über Phasendetektoren und Ladungspumpen wurde imvorigen Kapitel hingewiesen.� Das Ziel beim Entwurf des VCOs ist ein ausreichendes Phasenrauschen und ein aus-reichender Durchstimmbereich bei einer möglichst niedrigen Stromaufnahme. Ein ef-�zientes Verfahren zur analytischen Bestimmung des Phasenrauschens wurde in [79]vorgestellt, Anwendungsbeispiele für Relaxationsgoszillatoren werden z.B. in [80] gege-ben. Besonders wichtig sind aber die in Kapitel 2 erwähnten LC-Oszillatoren [81]. Fürein geringes Phasenrauschen sollte hier an erster Stelle eine möglichst gute Spule zurVerfügung stehen [1]. Es stellt sich aber auch heraus, dass die Nichtlinearität des Va-raktors, der benötigt wird, um den Durchstimmbereich bereitzustellen, einen Ein�ussauf das Phasenrauschen hat [82, 83]. In Mixed-Signal-Umgebungen ist es auÿerdemwichtig, dass der VCO einen di�erenziellen Steuereingang hat [84].� Der Frequenzteiler besteht aus mehreren Teilsystemen. Das Teilsystem, das sich durcheine besonders hohe Signalverarbeitungsgeschwindigkeit von den anderen Teilsyste-men abhebt, ist der Dual-Modulus-Prescaler. Sowohl durch eine geeignete Schaltungs-technik als auch durch eine geeignete Topologie wurde dessen Funktion ermöglicht.Für Technologien mit hinreichend hohen Transitfrequenzen führt zum Beispiel dieTSPC-Schaltungstechnik [48, 85] zum Erfolg, bei geringeren Transitfrequenzen mussum den Preis einer erhöhten Stromaufnahme die MOS-Current-Mode-Logic [86] ein-gesetzt werden. Eine Topologie, über die derzeit aufgrund ihres Potenzials zu ho-115



116 4. Entwurf des Schleifen�ltershen Signalverarbeitungsgeschwindigkeiten berichtet wird, ist die des Phase-Switching-Prescalers [1,49,65,87].Noch nicht berichtet wurde, dass wie hier die Pole des Schleifen�lters nicht mehr nur reellsind, sondern auch im komplexen liegen dürfen. Deswegen müssen aktive Biquads eingesetztwerden. Hohe Genauigkeitsanforderungen bei gleichzeitig niedrigem maximalen Stromver-brauch zwingen zu einer sorgfältigen Wahl der der einzusetztenden Schaltungstechnik.Abweichungen des Betrages und der Phase der Transimpedanz des Schleifen�ltersZLF(s) be-wirken Fehler der Übertragungsfunktion des o�enen RegelkreisesHOL(s). Sie erhöhen so dasPhasenrauschen und die Ausregelzeit. Eine hohe Genauigkeit von ZLF(s) wird zuerst durchgeringe Bauelementwertschwankungen �R=R und �C=C erreicht. Über die gewünschteAbhängigkeit zu den Widerstands- und Kapazitätswerten hinaus existieren aber noch unge-wünschte Abhängigkeiten zu weiteren Gröÿen. Diese müssen benannt und ihr Ein�uss aufein vernachlässigbares Maÿ reduziert werden.Die einzusetztenden aktiven Biquads werden ein stärkeres Rauschen als passive erzeugen.Nachdem die Schaltungstechnik der Biquads festgelegt wurde, muss der Ein�uss ihres Rau-schens auf das Phasenrauschen des Frequenzgenerators bestimmt werden. Es muss möglichsein, durch geeignete Wahl der Bauelementwerte ein Phasenrauschen unterhalb der spezi�-zierten Obergrenze zu erreichen.4.1 Schleifen�ltertopologieEs ist bekannt, dass passive LC-Filter bei beidseitiger Leistungsanpassung sehr insensitivgegen Bauelementwertschwankungen sind. Der Gedanke, eine passive LC-Realisierung fürdie gewünschte Schleifen�lterübertragungsfunktion zu �nden und das aktive Schleifen�lterdas passive als Analog-Computer simulieren zu lassen, liegt daher nahe [73]. Ursache für diegeringe Sensitivität von LC-Realisierungen ist die Leistungsanpassung im Durchlassbereichdes Filters. Hier wird in die Last am Ausgang die maximal verfügbare Leistung geleitet.Deswegen ist auch die Spannung an den Ausgangsklemmen in einem lokalen Maximum, undihre Ableitung nach einem beliebigen Parameter x und die ihr proportionale Sensitivitätsind Null. Bei Schleifen�ltern von Typ-II-PLLs ist die Spannung am Ausgang niemals ineinem lokalen Maximum, da ihre Übertragungsfunktion einen Pol bei s = 0 besitzt: DieSpannung am Ausgang kann daher immer erhöht werden, indem die Frequenz verringertwird. Ein Aufspalten des Schleifen�lters in einen Integrator und in einen Block, der einpassives LC-Filter simuliert, ist ebenfalls nicht hilfreich. Das Ausregelverhalten des PLLs



4.1 Schleifen�ltertopologie 117wird nämlich nicht nur von der Übertragungsfunktion im insensitiven Durchlassbereich,sondern auch bei anderen Frequenzen bestimmt, z.B. in der Nähe der Durchtrittsfrequenz!u [44]. Dort ist die ausgegebene Spannung wiederum nicht maximal und die Sensitivitätder Übertragungsfunktion hoch.Es wird darauf hingewiesen, dass das optimale Schleifen�lter kein(!) Butterworth-, Bessel-,Chebyche�- oder Cauer�lter ist. Eine passive LC-Realisierung mit beidseitiger Leistungs-anpassung wäre ansonsten sehr leicht zu �nden, weil geeignete Netzwerke Tabellenwerkenzum Filterentwurf entnommen werden könnten [88]. Ein LC-Leiter�lter zur Realisierung derhier gefundenen optimalen Schleifen�lter (bei beidseitiger Leistungsanpassung) ist weitausschwieriger zu �nden.Es wird vorgeschlagen, die Topologie des Schleifen�lters so wie in Abbildung 4.1 gezeigtzu wählen. Das Schleifen�lter besteht aus einem passiven RC-Schleifen�lter und mehrerenkaskadierten Biquads (Anzahl Nbiq). Jedes Biquad realisiert die ÜbertragungsfunktionHbiq;n(s) = Kbiq;n!20;ns2 + !0;n=Qns+ !20;n (4.1)Dabei sind Kbiq;n die Gleichanteils-Verstärkung, !0 die Resonanzfrequenz und Qn die Gü-te des n-ten Biquads. Wie das RC-Schleifen�lter zu realisieren ist kann z.B. Kapitel 3,Abschnitt 3.4.3.2, entnommen werden. Es wird darauf hingewiesen, dass auÿer der Übertra-gungsfunktion Hbiq;n(s) aus Gleichung (4.1) auch andere Übertragungsfunktionen 2. Ord-nung als biquadratische Funktion und die zugehörigen Schaltungen als Biquads bezeichnetwerden. Biquads, die die FunktionHbiq;n(s) aus (4.1) realisieren, werden, um sie von anderenBiquads zu unterscheiden, als Tiefpass-Biquads bezeichnet.Auf den ersten Blick erscheinen kaskadierte Biquads als für den Einsatz in PLL-basiertenFrequenzgeneratoren ungeeignet. Unter der Annahme alle Nbiq Biquads sein mit dem glei-chen Fehler der DC-Verstärkung �Kbiq;n=Kbiq;n = �Kbiq=Kbiq versehen, wird nämlich derFehler des Betrages der Transimpedanz(1 + �comp) = ZLF(s)ZLF;nom(s) = �1 + �KbiqKbiq �Nbiq ; (4.2)wächst also exponentiell mit der Anzahl der Biquads. Für die später vorgestellten Biquadswird �Kbiq=Kbiq aber so klein, dass seine Auswirkungen auf den Fehler der Schleifen�lter-übertragungsfunktion gegenüber anderen Fehlerquellen vernachlässigt werden kann.In Abbildung 4.1 wird das passive RC-Filter den kaskadierten Biquads vorausgeschaltet.Da das Ausgangssignal des RC-Filters eine Spannung ist, müssen sogenannte Voltage-Mode-Biquads verwendet werden. Grundsätzlich können aber auch die Biquads dem pas-siven RC-Filter vorgeschaltet werden. Da das Ausgangssignal der Ladungspumpe ein Strom



118 4. Entwurf des Schleifen�ltersPSfrag replacements ZLF;RC(s) Hbiq;1(s) Hbiq;2(s) Hbiq;Nbiq (s)Abbildung 4.1: Blockschaltbild des Schleifen�ltersist, müssen dann Current-Mode-Biquads verwendet werden. Die beiden Varianten werdenin Abbildung 4.2 miteinander verglichen. Die Biquads werden dort nicht einzeln sondernals zusammengefasster Block mit der Impulsantwort hact(t) dargestellt. Die Impulsantworthact(t) besitzt die Laplacetransformierte Hact(s) mitHact(s) = NbiqYn=1Hbiq;n(s) (4.3)Weiterhin hat das RC-Filter die Impulsantwort zLF;RC(t) mit der LaplacetransformiertenZLF;RC(s), die gleichzeitig auch als Transimpedanz des passiven RC-Filters bezeichnet wird.Die Transimpedanz hat einen einfachen Pol bei s = 0. Daher läÿt sich schreibenZLF;RC(s) = 1CintsHLF;RC(s) (4.4)mit HLF;RC(s = 0) = 1, wobei Cint die Summe aller im RC-Filter verwendeten Kapazitätenist.Ein wesentlicher Unterschied zwischen aktiven und passiven Schaltungen ist, dass aktiveSchaltungen tendenziell stärker rauschen. Insbesondere das 1=f -Rauschen ist bei aktivenBiquads deutlich gröÿer als beim passiven RC-Filter. Sowohl thermisches als auch 1=f -Rauschen der Biquads greifen besonders stark in ihrem Durchlassbereich auf ihren Ausgangdurch. Da hier Tiefpass-Biquads verwendet werden, muss insbesondere das Rauschen beiniedrigen Frequenzen betrachtet werden, und dieses wird vom 1=f -Rauschen dominiert.In Abbildung 4.2 wurde es auf den Eingang der kaskadierten Biquads bezogen und beiden Current-Mode-Biquads als in;1=f(t) beziehungsweise bei den Voltage-Mode-Biquads alsun;1=f(t) bezeichnet.Es seien u2n;1=f=�f und i2n;1=f=�f die Rauschleistungsdichten des eingangsbezogenen 1=f -Rauschens der kaskadierten Voltage-Mode- beziehungsweise Current-Mode-Biquads. Im Fal-



4.1 Schleifen�ltertopologie 119PSfrag replacements
KVCO R t0 uLOC(�)d��ref(t) �LO(t)++� Ip2� 1N T�d(t) kaskadierte Biquadskaskadierte Current-Mode-Biquads uLOC(t)passives RC-FilterzLF;RC(t) hact(t)(mit integriertendem Anteil)

1=f-Rauschen in;1=f (t)
1=f-Rauschen un;1=f (t)

a)PSfrag replacements
KVCO R t0 uLOC(�)d��ref(t) �LO(t)++� Ip2� 1N T�d(t)kaskadierte Biquads kaskadierte Current-Mode-Biquads uLOC(t)passives RC-FilterzLF;RC(t)hact(t) (mit integriertendem Anteil)1=f-Rauschen in;1=f (t)

1=f-Rauschen un;1=f (t) b)Abbildung 4.2: Durch die Biquads verursachtes 1=f -Rauschen im PLL, a) wenn das passiveRC-Filter den kaskadierten Biquads vorausgeschaltet ist, b) wenn die kaskadierten Biquadsdem passiven RC-Filter vorausgeschaltet ist.le, dass das passive Schleifen�lter den Biquads vorgeschaltet wird, wird erhaltenS��n;LO;1=f(2�f) = ���� Hact(j2�f)KVCO=(j2�f)1� IpHLF;RC(j2�f)Hact(j2�f)KVCO=(NTCint(2�)3f2)����2 u2n;1=f�f= ���� Hact(j2�f)KVCO=(2�)f2 � IpHLF;RC(j2�f)Hact(j2�f)KVCO=(NTCint(2�)3)����2 f2u2n;1=f�f ;(4.5)



120 4. Entwurf des Schleifen�lterswobei S��n;LO ;1=f(2�f) der Anteil an der Leistungsdichte der Phasenstörung ist, der durchun;1=f verursacht wird. Es ist Hact(0) = NbiqYn=1Kbiq;n (4.6)und mit HLF;RC(0) = 1 kann erkannt werden, dass für sehr kleine Frequenzen das Quadratder Übertragungsfunktion, die das 1=f -Rauschen un;1=f mit der der Phasenstörung �n;LO(t)verknüpft, proportional zu f2 ist. Die Leistungsdichte des 1=f -Rauschens ist proportionalzu 1=f , so dass die Leistungsdichte der Phasenstörung und damit das Phasenrauschen pro-portional zu f sind. Für hinreichend kleine Frequenzen hat das 1=f -Rauschen der Biquadsalso keinen Ein�uss. Durch einen geeigneten Entwurf kann erreicht werden, dass ihr 1=f -Rauschen nur in der Nähe solcher hinreichend kleinen Frequenzen vorhanden ist, und keinEin�uss auf den Ausgang des PLLs vorhanden ist. Das 1=f -Rauschen von PFD und La-dungspumpe greift weiterhin auf den Ausgang durch. Es muss aber erwähnt werden, dassdas 1=�f3-Rauschen des freilaufenden VCOs durch ein Rauschen am Eingang des VCOsmodelliert werden kann, dessen Rauschleistungsdichte proportional zu 1=f ist. Dieses wirddurch das PLL unterdrückt.Im Falle, dass die Biquads dem passiven RC-Filter vorgeschaltet würden, würde die Rausch-leistungsdichte i2n;1=f=�f durchS��n;LO;1=f(2�f) = ����2�NTIp HPLL(j2�f)����2 i2n;1=f�f (4.7)mit der Leistungsdichte der Phasenstörung verknüpft. Da HPLL(s) eine gewöhnliche Tief-passübertragungsfunktion ist, kann hier das 1=f -Rauschen ungehindert an den Ausgang desPLLs gelangen.4.1.1 Realisierung der BiquadsIm folgenden wird eine Topologie eines Biquads mit der Resonanzfrequenz !0, der Güte Qund der Gleichanteilsverstärkung Kbiq bestimmt.4.1.1.1 Biquads aus OperationsverstärkernBei der Realisierung von Biquads in Operationsverstärker-Schaltungstechnik besteht grund-sätzlich die Schwierigkeit des Entwurfes leistungsfähiger Operationsverstärker, wenn dasgesamte Schleifen�lter nur wenig Strom aufnehmen darf. So wird zum Beispiel in [89�91]



4.1 Schleifen�ltertopologie 121aus Gründen der Leistungsaufnahme von Biquads mit Operationsverstärkern abgeraten.Grundsätzliche Konzepte können jedoch von Operationsverstärker-Topologien auf andereFilterstrukturen übertragen werden. Daher werden im folgenden zwei Ansätze vorgestellt:Eine Idee für ein sehr genaues Biquad ist das Sallen-and-Key-Biquad aus Abbildung 4.3.Dessen DC-Verstärkung ist unabhängig von Fehlern der Bauelementwerte von R1, R2, C1und C2 genau Kbiq;n = 1, wenn die Verstärkung des Operationsverstärkers unendlich groÿist. Ungenauigkeiten der passiven Bauelemente können sich nicht auf die Gleichanteilsver-stärkung auswirken. Von kaskadierten Biquads in einem Schleifen�lter wird genau dieseEigenschaft gefordert.PSfrag replacements C1C2R1 R2 +�uin;biq uout;biqAbbildung 4.3: Sallen-and-Key BiquadEine andere Idee ergibt sich aus dem Blockschaltbild eines Biquads in Abbildung 4.4. ImIdealfall sind die Blöcke mit den Übertragungsfunktionen H1(s) und H2(s) Integratoren miteinem Pol bei s = 0. Tatsächlich aber wirdH1(s) = a1;biqs+ s1;1 (4.8)H2(s) = a2;biqs+ s1;2 ; (4.9)und für die Übertragungsfunktion des BiquadsKbiq!20 = a1;biqa2;biq (4.10)!0=Q = a1;biqb1;biq+ s1;1 + s1;2 (4.11)!20 = a1;biqa2;biqb2;biq + (a1;biqb1;biq+ s1;1)s1;2 (4.12)gefunden. Grundsätzlich ist die Übertragungsfunktion gegen relative Änderungen der Inte-gratorpole s1;1 und s1;2 emp�ndlich. Es wird davon ausgegangen, dass die Verschiebung



122 4. Entwurf des Schleifen�ltersder Integratorpole s1;1 und s1;2 aus dem Ursprung ungewünscht ist, und ihr genauer Wertnicht kontrolliert werden kann. Ziel beim Entwurf geeigneter Integratoren ist daher, s1;1und s1;2 wenigsten nach oben zu begrenzen, so dasss1;1 + s1;2 << a1;biqb1;biq; (4.13)a1;biqb1;biqs1;2 << a1;biqa2;biqb2;biq (4.14)und die Übertragungsfunktion von ihrem genauen Zahlenwert unabhängig wird.
++

- -

PSfrag replacements b1;biq b2;biqH1(s) H2(s)Abbildung 4.4: Blockschaltbild eines Biquads aus nichtidealen IntegratorenSelbst wenn die Verschiebung der Integratorpole aus dem Ursprung heraus ignoriert wird,muss festgestellt werden, dass die Schaltung 4.4 sich mit Operationsverstärkern noch schwe-rer als ein Sallen-und-Key-Biquad realisieren läÿt. Auÿer den Integratoren müssen zusätz-lich die Summationsstellen in eine Operationsverstärkerschaltung umgesetzt werden. DieSchwierigkeiten hierbei sollen anhand der Summationsstelle mit nachgeschaltetem Integra-tor in Operationsverstärkertechnik aus Abbildung 4.5, bestehend aus den zwei Widerstän-den R1 und R2, dem Kondensator C und einem Operationsverstärker, angedeutet werden.Die dargestellte Schaltung hat die Eingangsspannungen Uin;1(s) und Uin;2(s) und die Aus-gangsspannung Uout(s). Intern �ieÿen die Ströme I1(s), I2(s) und IC(s). Die Spannung amEingang des Operationsverstärkers heiÿt Uvk(s). Weiterhin sei angenommen, der Ausgangs-widerstand und der Eingangsleitwert des Operationsverstärkers seien vernachlässigbar klein.Die über dem Widerstand verteilte Kapazität und die Verluste im Kondensator seien eben-falls vernachlässigt.Die Schaltung wandelt die Spannungen an den Eingängen Uin;1(s) und Uin;2(s) in die StrömeI1(s) und I2(s) um. Ihre Summe wird mit Hilfe des Kondensators C au�ntegriert und alsSpannung ausgegeben. Die Summation �ndet am negativen Eingang des Operationsverstär-kers statt und folgt aus der Kirchho�'schen Knotengleichung:IC(s) = ��I1(s) + I2(s)� (4.15)



4.1 Schleifen�ltertopologie 123PSfrag replacementsUin;1(s)Uin;2(s) R1R2Virtueller Kurzschluss (?)
I1(s)I2(s) IC(s) �+

C
Uout;int(s)A(s)Uvk(s)Abbildung 4.5: Summierstelle und Integrator in OperationsverstärkertechnikIn der Kirchho�'sche Knotengleichung (4.15) erfolgt die Summation von Strömen an einemSchaltungsknoten linear, frequenzunabhängig, rauschfrei und ohne Aufnahme von Verlust-leistung � solange es erlaubt ist, das an den negativen Eingang des Operationsverstärkers,die Widerstände R1 und R2 und den Kondensator angeschlossene Stück Leiterbahn alsSchaltungsknoten zu modellieren. Das Problem ist aber, dass die Eingangssignale der dar-gestellten Schaltung keine Ströme sind, sondern erst mit Hilfe des Operationsverstärkers insolche umgerechnet werden müssen.Die Voraussetzung dafür, dass bei der dargestellten Schaltung die Ein- und Ausgangssignaleder gewünschten Spezi�kation entsprechen, ist, dass am Eingang des Operationsverstärkersein virtueller Kurzschluss vorliegt; dann wäre seine Eingangsspannung Uvk(s) identisch mitNull. Einen solchen gäbe es aber nur bei einer unendlich hohe Verstärkung A(s) des Ope-rationsverstärkers. Dann würden die Eingangsspannungen Uin;1(s) und Uin;2(s) vollständigüber den (rauschenden!) Widerständen R1 und R2 abfallen und die Ströme I1(s) und I2(s)wären linear und frequenzunabhängig mit den Eingangsspannungen verknüpft (unter Ver-nachlässigung der über demWiderstand verteilten Kapazität). Tatsächlich ist die Spannungam Eingang des Operationsverstärkers von Null verschieden. Sie sei als Uvk(s) bezeichnet,und berechnet sich zu Uvk(s) = �Uout;int(s)A(s) ; (4.16)wobei A(s) die frequenzabhängige (Open-Loop-) Verstärkung des Operationsverstärkers ist.Es sei in erster Näherung ein Integratorverhalten des Operationsverstärkers angenommen



124 4. Entwurf des Schleifen�lters(siehe [73]), so dass A(s) = B0s ; (4.17)wobeiB0 das endliche Verstärkungs-Bandbreite-Produkt des Operationsverstärkers ist. Nachlängerer im Anhang angeführter Rechnung wird gefundenUout(s) = �� 1R1CsUin;1(s) + 1R2CsUin;2(s)� �� 11 + (R1 +R2)=(R1R2CB0) + s=B0�(4.18)Der Integrator erhält zum einen einen zusätzlichen Pol. Zum anderen ist aber selbst bei nied-rigen Frequenzen die Amplitude des ausgegebenen Signals von demVerstärkungs-Bandbreite-Produkt des Operationsverstärkers abhängig. Dieses ist aber nicht in der für die Biquadserforderlichen Genauigkeit einstellbar. Der Pol des Integrators liegt hier immer noch beis = 0, weil vernachlässigt wurde, dass der Operationsverstärker eine endliche Gleichanteils-verstärkung besitzt. Diese ist eine weitere hier nicht beachtete Ursache für die Ungenauigkeitder Schaltung.Es wird darauf hingewiesen, dass die der Summationsstelle vorgeschalteten Stufen stän-dig mit einem Strom I1(s) oder I2(s) belastet werden. Sie müssen also einen sehr geringenAusgangswiderstand besitzen. Operationsverstärker sind umso schwieriger zu entwerfen, jegeringer ihr Ausgangswiderstand sein muss. Sie werden dann auch sehr viel Leistung auf-nehmen.Die Schaltung in Abbildung 4.4 läÿt sich dagegen sehr leicht in der im folgenden vorgestell-ten Gm-C-Schaltungstechnik entwerfen. Dabei wird zusätzlich noch erreicht, dass wie beimSallen-and-Key-Biquad aus Abbildung 4.3 die Gleichanteilsverstärkung kaum noch von denBauelementwerten der verwendeten passiven Bauelemente abhängt.4.1.1.2 Gm-C-BiquadsDie Umwandlung einer Spannung in einen Strom mit einem Operationsverstärker ist mög-lich, aber sehr schwierig. Bei der Suche nach einer einfacheren Alternative fällt auf, dass dieUmwandlung einer Spannung in einen Strom bei nur geringer kapazitiver Belastung der vor-geschalteten Stufen bereits mit einem einzelnen MOS-Transistor in Sättingung und Inversi-on möglich ist. Nur wenige zusätzliche Bauelemente sind notwendig, um einen vollständigenTranskonduktor, also eine spannungsgesteuerte Stromquelle, in CMOS-Schaltungstechnikaufzubauen. Die einfache Struktur eines CMOS-Transkonduktors spiegelt sich in seiner ge-ringen Stromaufnahme, seinen sehr guten Hochfrequenzeigenschaften und seinem geringen



4.1 Schleifen�ltertopologie 125Rauschen wider. Für ein CMOS-Biquad mit geringer Stromaufnahme, geringem Rauschenund guten Hochfrequenzeigenschaften werden auÿer Transkonduktoren und Kondensato-ren keine weiteren Bauelemente benötigt. Allerdings wird im folgenden eine etwas geringereStromaufnahme erreicht, indem einer der Transkonduktoren durch einen Widerstand ersetztwird. Die resultierenden Schaltungen werden in Anlehnung an die Symbole für Transkon-duktanz und Kapazität als Gm-C-Biquads bezeichnet.Im folgenden wird zunächst aus dem Blockschaltbild in Abbildung 4.4 ein Current-Mode-Gm-C-Biquad hergeleitet, das Ströme als Ein- und Ausgangssignale betrachtet, so dass dieSummationsstellen direkt als Schaltungsknoten realisiert werden können. Die Integrationerfolgt mit Hilfe von Kondensatoren, weil die Spannung über einem idealen Kondensatorproportional zum Integral über den in ihn �ieÿenden Strom ist. Das resultierende Voltage-Mode-Biquad entsteht dann, indem dem Current-Mode-Biquad ein Transkonduktor voraus-geschaltet wird. Die vom Voltage-Mode auszugebende Spannung wird dann am Eingang desTranskonduktors am Ausgang des Current-Mode-Biquads abgegri�en.
+ +

- -

PSfrag replacements Iin;int(s)Iin;int(s)Rout Iout;int(s)Iout;int(s)GmCAbbildung 4.6: Current-Mode-IntegratorEin Current-Mode Integrator ist in Abbildung 4.6 dargestellt . Hier istH(s) = Iout;int(s)Iin;int(s) = GmCs ; (4.19)mit Gm, der Transkonduktanz des Transkonduktors. Zwei Current-Mode-Integratoren wer-den wie in Abbildung 4.7 zu einem Current-Mode-Biquad zusammengesetzt. Unklar bleibtnoch, wie die Rückkopplung über den Koe�zienten b1 am ersten Integrator realisiert wird.In Abbildung 4.7 �ndet sie mit Hilfe einer stromgesteuerten Stromquelle statt. Sie kann aberviel leichter mit Hilfe eines Widerstandes erfolgen.Die Rückkopplung über der Koe�zienten b1 bewirkt, dass aus dem Kondensator C3 imersten Integrator ständig ein Strom heraus�ieÿt, der proportional zu der Spannung UC3 ist,die über ihn abfällt. Der gleiche E�ekt kann erreicht werden, indem dem Kondensator einWiderstand R3 parallel geschaltet wird, mitb1;biq = 1GmR3 : (4.20)



126 4. Entwurf des Schleifen�lters
+ ++ +

- -- -

PSfrag replacementsUin;biq(s)
Iin;biq(s)Iin;biq(s)

Iout;biq(s)
Iout;biq(s)Uout;biq(s)Gm Gm GmC3 C4R3 �b1I4(s)�b1I4(s) I4(s)I4(s)UC3 (s)

Abbildung 4.7: Zwischenschritt bei der Herleitung eines Current-Mode-BiquadsWeiterhin wird kein Current-Mode- sondern ein Voltage-Mode-Biquad benötigt. Ein Voltage-Mode-Biquad wird gewonnen, indem dem Current-Mode-Biquad ein Transkonduktor vor-ausgeschaltet wird. Eine dem Strom Iout;biq(s) proportionale Spannung kann über dem Kon-densator C4 abgegri�en werden. Die Schaltung des fertigen Voltage-Mode-Biquads kann derAbbildung 4.8 entnommen werden.
+ + ++ + +

- - -- - -

PSfrag replacements
Uin;biq(s) Iin;biq(s) Iout;biq(s) Uout;biq(s)Gm Gm GmC3 C4R3�b1I4(s)�b1I4(s)I4(s)UC3 (s) Abbildung 4.8: Voltage-Mode-BiquadBei der Realisierung des Widerstandes R3 in CMOS durch eine Leiterbahn in der Poly-siliziumschicht muss berücksichtigt werden, dass eine solche eine verteilte Kapazität zumSubstrat besitzt. In erster Näherung kann das so entstandene verteilte RC-Filter durch ein�-Ersatzschaltbild modelliert werden. Die dort verwendeten Kapazitäten müssen mit der



4.1 Schleifen�ltertopologie 127im Schleifen�lter benötigten verrechnet werden. Falls Polysilizium nicht als Widerstands-material verwendet werden soll, kann der Widerstand als aktive Last mit Hilfe eines Trans-konduktors, dessen Ausgänge invertiert auf den Eingang zurückgekoppelt sind, realisiertwerden [92]. Hier wird aber von einer solchen Realisierung abgesehen, da ein passiver Wi-derstand weniger rauschen wird als ein Transkonduktor. Zudem nimmt ein zusätzlicherTranskonduktor zusätzlichen Strom von der Versorgungsspannungsquelle auf.Es wurde die Di�erenzial-Pfad-Schaltungstechnik verwendet; Ein- und Ausgangssignale derTranskonduktoren müssen symmetrisch sein. Dieses hat mehrere Vorteile: Zum einen könnenSignale sehr einfach invertiert werden, indem Leiterbahnen vertauscht werden. Weiterhin istein Frequenzgenerator ein Mixed-Signal-System, bei dem sowohl digitale (PFD, Frequenz-teiler, ��-Modulator) als auch analoge (Ladungspumpe, Schleifen�lter, VCO) Schaltungs-blöcke verwendet werden. Die digitalen Schaltungsblöcke werden Störsignale in das CMOS-Substrat und in die Versorgungsspannungsleitungen einkoppeln, die auf diesemWeg auf dieKnoten im Schleifen�lter übersprechen. Wird der Frequenzgenerator zusammen mit einemPower-Ampli�er in einen CMOS-Transceiver integriert, sprechen auch aus diesem Signaleüber. Ihr Ein�uss auf Knoten mit positiv oder negativ zu wertenden Signalen ist aber gleichgroÿ, so dass durch die Di�erenzbildung die eingekoppelten Signale sich gegenseitig nahezuauslöschen.Damit die Signale an den Ein- und Ausgängen der Transkonduktoren leicht symmetrischwerden können, müssen die Lasten an ihrem Ausgängen symmetrisch sein. Anders als die inAbbildung 4.8 dargestellten Kondensatoren haben CMOS-Kondensatoren eine Grund- undDeckelelektrode, die über unterschiedlich groÿe parasitäre Kapazitäten mit dem Substrat-Potenzial verbunden sind. Die Kondensatoren in einem realen Biquad müssen daher mitHilfe von zwei Kondensatoren der Kapazität C3=2 oder C4=2 realisiert werden. Diese werdenparallel geschaltet, wobei die Grundelektrode des einen Halb-Kondensators jeweils mit derDeckelelektrode des anderen verbunden wird. Dann sind die parasitären Kapazitäten zumSubstratpotenzial an beiden Ausgängen des Transkonduktors gleich groÿ.
+ ++ +

- -- -

PSfrag replacementsUin;biq(s)Iin;biq(s) Iout;biq(s)Uout;biq(s)Gm Gm GmC3 C4R3�b1I4(s)�b1I4(s)I4(s)UC3 (s)Z(s) = sCG2mAbbildung 4.9: Gyrator mit Kondensator im Voltage-Mode-Biquad



128 4. Entwurf des Schleifen�ltersEs wird darauf hingewiesen, dass die an C4 angeschlossenen Transkonduktoren aus einemanderen Blickwinkel betrachtet einen Gyrator bilden. Er ist in Abbildung 4.9 noch einmalseparat gezeigt. Der Strom, der in C4 hinein�ieÿt ist proportional zur Spannung am Eingangdes Gyrators, und der Strom, der in den Gyrator hinein�ieÿt ist proportional zur Spannungüber C4. Der Strom am Eingang des Gyrators mit dem Kondensator C4 am Ausgang ist des-wegen proportional zum Integral über den Strom. Ein passives Bauelement mit der gleichenEigenschaft ist eine Spule. Darum ist es auch möglich, das oben gezeigte Current-Mode-Biquad aus der in Abbildung 4.10 dargestellten Schaltung herzuleiten.PSfrag replacements Iin;biq(s)Iout;biq(s)Uout;biq(s)GmGmGm C3C4 R3�b1I4(s)�b1I4(s)I4(s) L = CG2m
Abbildung 4.10: Im Current-Mode-Biquad enthaltener ResonanzkreisUnter der Annahme idealer Transkonduktoren werden die Eigenschaften des Biquads:Kbiq = 1 (4.21)!20 = G2mC3C4 (4.22)Q = R3C3!0; (4.23)Da Kbiq nicht von Bauelementwerten abhängt wird�KbiqKbiq = 0: (4.24)Unter idealen Transkonduktoren werden hier solche verstanden, bei denen der ausgegebeneStrom von der Last am Ausgang unabhängig ist. Bei realen Transkonduktoren ist nur beikurzgeschlossenem Ausgang der ausgegebene Strom gleich dem Produkt aus Transkonduk-tanz und Spannung am Eingang. Bei von Null verschiedener Lastimpedanz am Ausgang ist



4.1 Schleifen�ltertopologie 129er kleiner. Um einen realen Transkonduktor zu modellieren wird vorgeschlagen, einen idea-len mit einem endlichen, zum Ausgang parallel geschalteten Widerstand Rout zu verwenden.Bei den Biquads bewirken solche endlichen Ausgangswiderstände Verschiebungen s1;1 unds1;2 der Integratorpole aus dem Ursprung.Eine Vorgehensweise zur Berechnung der Verschiebung der Integratorpole soll anhand derSchaltung in Abbildung 4.11 beschrieben werden. Dort sind NTr nichtideale Transkondukto-ren mit einemAusgangswiderstand Rout dargestellt, deren Ausgangsstrom summiert und miteinem Current-Mode-Integrator au�ntegriert wird. In Abbildung 4.12 wird festgestellt, dassdie Schaltung äquivalent ist zu NTr idealen Transkonduktoren und einem Current-Mode-Integrator, der einen verlustbehafteten Kondensator mit dem parasitären ParallelwiderstandRout=NTr verwendet. Es wirdIout;int(s) = G2mRoutNTr +RoutCs NXn=1 Uin;n;int(s) (4.25)Durch die Verluste im Kondensator verschiebt sich der Pol des Integrators also ums1 = NTrRoutC : (4.26)Das Biquad aus Abbildung 4.8 muss ebenfalls aus realen Transkonduktoren, die jeweils miteinem Ausgangswiderstand Rout versehen sind, aufgebaut werden. Genau wie oben beschrie-ben, ist es daher ebenfalls äquivalent zu einem Biquad aus idealen Transkonduktoren mitverlustbehafteten Kondensatoren. Da das Voltage-Mode-Biquad als eine Schaltung gesehenwerden kann, die aus einem Transkonduktor und einem Current-Mode-Biquad zusammen-gesetzt ist, können darin auch Current-Mode-Integratoren identi�ziert werden, die verlust-behaftete Kondensatoren verwenden. Auf diese Weise können die Verschiebungen s1;1 unds1;2 der Integratorpole ermittelt werden. Da der erste Current-Mode-Integrator, gebildet ausdemKondensator C3 und dem nachgeschalteten Transkonduktor, den summierten Strom ausNTr = 2 Transkonduktoren mit je einem Ausgangswiderstand Rout au�ntegriert, wirds1;1 = 2RoutC3 : (4.27)Da der zweite Current-Mode-Integrator, gebildet aus dem Kondensator C4 und dem nach-geschalteten Transkonduktor den summierten Strom aus einem Transkonduktor (NTr = 1)au�ntegriert, wird s1;2 = 1RoutC4 : (4.28)Bei endlichen Ausgangswiderständen wird �Kbiq;n=Kbiq;n < 0. Damit die DC-Verstärkungder Biquads möglichst genau 1 ist, müssen die Ausgangswiderstände der Biquads möglichsthoch sein.
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PSfrag replacementsIin(s) Rout
Rout

RoutRout Iint;out(s)Iint;out(s)

Gm
Gm

GmGm CUin;1(s)Uin;2(s)
Uin;NTr (s)Abbildung 4.11: Mit einem Ausgangswiderstand behaftete Transkonduktoren mit nachge-schaltetem Current-Mode-IntegratorEs wurde nach Alternativen Topologien für ein Biquad gesucht: Interessant war dabei dieLeapfrog-Simulation [73] des beidseitig angepassten passiven Biquads aus Abbildung 4.13.Da im Schleifen�lter kaskadierte Biquads verwendet werden sollen, wirkt sich hier sogarnachteilig aus, wenn das Blockschaltbild der einzelnen Gm-C-Biquads auf einem beidseitigangepassten passiven Prototypen basiert. Die Ursache hierfür ist, dass nicht ein Netzwerkverwendet wird, das alle Pole des Schleifen�lters realisiert, sondern mehrere Netzwerke kas-kadiert werden, die jeweils ein Polstellenpaar realisieren.Das aus der Leapfrog-Simulation resultierende Voltage-Mode-Biquad ist in Abbildung 4.14angegeben. Die DC-Verstärkung ist hierKbiq = Uout;biq(0)Uin;biq(0) = G2mR3R41 +G2mR3R4 : (4.29)
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Abbildung 4.12: Der Schaltung in Abbildung 4.11 äquivalente SchaltungPSfrag replacementsUin;biq(s) Uout;biq(s)RR L CAbbildung 4.13: Passiver Prototyp eines Biquads zur Leapfrog-SimulationAnders als bei dem Biquad aus Abbildung 4.8 ist die DC-Verstärkung eine starke Funktionder Widerstände R3 und R4, die ihrerseits starken herstellungsbedingten Schwankungenunterworfen sind. Da hier kaskadierte Biquads verwendet werden, potenzieren sich, wie ausGleichung (4.2) entnehmbar, die Fehler in der Gleichanteilsverstärkung, so dass die Biquadsauf Basis eines beidseitig angepassten passiven Prototypen auf gar keinen Fall verwendetwerden dürfen.
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PSfrag replacements
Uin;biq(s) Iin;biq(s) Iout;biq(s) Uout;biq(s)Gm Gm GmC3 C4R3 R4�b1I4(s)�b1I4(s)I4(s)UC3 (s)Abbildung 4.14: Alternatives Voltage-Mode-Biquad auf Basis der Leapfrog-Simulation einesbeidseitig angepassten passiven Filterprototypen4.2 RauschenIm folgenden wird berechnet, wie groÿ der Anteil der Störfrequenzmodulation am Ausgangeines Frequenzgenerators ist, der auf ein im Schleifen�lter vorhandenes Biquad zurückzu-führen ist. Hierzu wird zunächst die Rauschleistungsdichte am Ausgang eines Biquads be-rechnet, das nicht in ein PLL eingebunden ist. Dann wird die Übertragungsfunktion vomAusgang eines identischen Biquads, das jetzt aber Bestandteil des des Schleifen�lters ist,zum Ausgang des Frequenzgenerators berechnet. Durch numerische Integration wird mitHilfe von Gleichung (2.33) die Störfrequenzmodulation berechnet. Auch eine analytischeBestimmung der Störfrequenzmodulation kann in Ausnahmefällen möglich sein. Da aberdie Übertragungsfunktion vom Ausgang des Biquads zum Ausgang des Frequenzgeneratorssehr hoher Ordnung ist, wird der gefundene analytische Ausdruck sehr unübersichtlich, undes lassen sich keinerlei zusätzliche Aussagen daraus herleiten.Es wird darauf hingewiesen, dass nur die Rauschleistungsdichte am Ausgang des Biquadsberechnet wird. Ausdrücke für das gesamte Rauschen können zwar der Literatur entnommenwerden [92], sind aber nur gültig, wenn das Biquad nicht in einem Schleifen�lter eines PLLseingesetzt wird. Dort wird das Rauschen am Ausgang des Biquads durch die Rückkopplungnoch ein weiteres mal spektral geformt, so dass sich eine völlig andere Rauschleistung ergibt.Auch hier kann die Rauschleistung aufgrund der hohen Ordnung der dabei verwendetenÜbertragungsfunktion wieder nur numerisch bestimmt werden.Auÿer einer niedrigen Störfrequenzmodulation wird ein geringes durch das Schleifen�lterverursachtes Phasenrauschen bei höheren Frequenzablagen (benachbarte Frequenzbänder)verlangt. Später gezeigte Simulationsergebnisse deuten aber darauf hin, dass ein geringesPhasenrauschen bei höheren Frequenzablagen automatisch erreicht wird, wenn die Störfre-



4.2 Rauschen 133quenzmodulation innerhalb der Spezi�kation bleibt.Zur Berechnung der Rauschleistungsdichte am Ausgang des Biquads wird das Blockschalt-bild des Biquads aus Abbildung 4.4 wie in Abbildung 4.15 dargestellt um Rauschquellenn1(t), n2(t) und n3(t) ergänzt. Das Ausgangssignal des Biquads wird als sout;biq(t) bezeich-net, das Eingangssignal als sin;biq(t). Es wird darauf hingewiesen, dass das Biquad aus denAbbildungen 4.4 und 4.15 ein abstraktes Modell ist. Da die genaue Implementation dortnicht festgelegt ist, ist die Einheit aller dort auftauchenden Signale 1 im Zeitbereich oder s(Sekunden) im Frequenzbereich ist. Für das Ausgangssignal gilt:sout;biq(t) = sin;biq(t) � hbiq(t) + nout;biq(t); (4.30)wobei hbiq(t) die Impulsantwort des Biquads ist und nout;biq der durch die Rauschsignalen1(t), n2(t) und n3(t) verursachte Signalanteil am Ausgang ist.Für die spektrale Leistungsdichte des Rauschanteils, bezeichnet als n2out;biq=�f wird gefun-den: n2out;biq�f = ���� 1!20 � (2�f)2 + j!02�f=Q����2�(!40 n21�f+a22 jj2�f + !0=Qj2 n22�f+ ���2�f2 + j!02�f=Q��2 n23�f) ; (4.31)wobei n21=�f , n22=�f und n23=�f die Rauschleistungsdichten der Signale n1(t), n2(t) bezie-hungsweise n3(t) sind.In Abbildung 4.16 ist das Voltage-Mode-Biquad mit zusätzlichen Rauschstromquellen in;1(t)und in;2(t) dargestellt. Wird das Voltage-Mode-Biquad als Transkonduktor mit nachgeschal-tetem Current-Mode-Biquad betrachtet, liegen die Rauschströme an den Eingängen derCurrent-Mode-Integratoren und korrespondieren daher mit den Rauschquellen n1(t) undn2(t) im Biquad aus 4.15. Mit a2;biq = GmC4 (4.32)und !0Q = 1R3C3 (4.33)
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PSfrag replacements
n1(t) n2(t) n3(t)b1;biq b2;biqh1(t) h2(t) sbiq;out(t)sbiq;in(t) Abbildung 4.15: Biquad mit Rauschquellenwird aus (4.31) gefunden:i2n;out;biq�f = ���� 11 + j2�f=(!0Q)� (2�f=!0)2 ����2 " i2n;1�f + ����j2�fR3C3 + 1R3Gm ����2 i2n;2�f # ; (4.34)wobei i2n;out;biq=�f die Leistungsdichte des Rauschanteils des Strome iout;biq(t), bezeichnetals in;out;biq(t) ist. Der Rauschanteil der Spannung am Ausgang uout;biq(t) soll als un;out;biq(t)bezeichnet werden. Dessen Rauschleistungsdichte berechnet sich zuu2n;out;biq�f = 1G2m i2n;out;biq�f : (4.35)Alternativ können anstelle der Rauschstromquellen,wie in Abbildung 4.17 dargestellt, Rausch-spannungsquellen verwendet werden. Zwischen den dargestellten Rauschspannungen un;1;I(t),un;1;II(t) und un;2(t) und den Rauschströmen in;1(t) und in;2(t) bestehen folgende Beziehun-gen: in;1(t) = Gm (un;1;I(t) + un;1;II(t)) (4.36)in;2(t) = Gmun;2(t) (4.37)4.2.1 Rauschüberhöhungsfaktor FFür die Berechnug der Rauschleistungsdichte am Ausgang des Biquads muss die Rauschlei-stungsdichte der Rauschströme in;1(t) und in;2(t) oder, falls Rauschspannungen verwendetwerden, die Rauschleistungsdichte der Rauschspannungen un;1;I(t), un;1;II(t) und un;2(t) be-kannt sein. Bisher ist aber noch keine Schaltung der Transkonduktoren festgelegt worden,
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Abbildung 4.16: Voltage-Mode-Biquad mit Rauschstromquellen
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PSfrag replacements
uin;biq(t) iin;biq(t) iout;biq(t) uout;biq(t)Gm Gm GmC3 C4R3�b1i4(t)�b1i4(t)i4(t)uC3(t) un;2(t) un;1;II(t)un;1;I(t)

Abbildung 4.17: Voltage-Mode-Biquad mit Rauschspannungsquellenaus der die gesuchten Dichten hätten berechnet werden können. Es kann aber bereits hier ei-ne Spezi�kation für das Rauschen am Ausgang beziehungsweise am Eingang eines einzelnenTranskonduktors bestimmt werden. Als Maÿ für das Rauschen eines Transkonduktors wirdhier eine reelle Zahl F eingeführt, die im folgenden als Rauschüberhöhungsfaktor bezeichnetwerden soll. Es wird darauf hingewiesen, dass ein solches Maÿ bisher für Transkonduktorennicht verwendet wurde � nur in dieser Arbeit dient es dazu, Schreibarbeit zu ersparen.In Abbildung 4.18 werden zwei Varianten der Modellierung des Rauschens eines CMOS-Transkonduktors dargestellt. In Abbildung 4.18 a) wurde eine Spannungsquelle mit derRauschspannung un;Gm(t) und der Rauschleistungsdichte u2n;Gm=�f am Eingang und in Ab-



136 4. Entwurf des Schleifen�lters
+ +

- -

+ +

- -

PSfrag replacements iout ioutuin uinGm Gmun;Gm(t) in;Gm(t)a) b)Abbildung 4.18: Modellierung des Transkonduktorrauschen a) durch eine Rauschspannungs-quelle am Eingang b) durch eine Rauschstromquelle am Ausgangbildung 4.18 b) eine Stromquelle mit dem Rauschstrom in;Gm(t) und der Rauschstromdichtei2n;Gm=�f am Ausgang des Transkonduktors verwendet.Es wird darauf hingewiesen, dass die Modellierung des Rauschens durch eine eingangsbe-zogene Rauschspannungsquelle nur möglich ist, wenn die endliche Eingangsimpedanz desTranskonduktors vernachlässigt wird. Direkt am Eingang des Transkonduktors be�ndensich die Gates zweier Transistoren, in die eine kapazitive Impedanz eingesehen wird. Beihohen Frequenzen ist diese nicht mehr vernachlässigbar. Der E�ekt der Eingangsimpedanzist, dass am Ausgang des Transkonduktors rechnerisch kein Rauschen mehr bei hohen Fre-quenzen gefunden wird, wenn der Eingang mit einer verlustbehafteten Spannungsquelle mitbei hohen Frequenzen hoher Innenimpedanz beschaltet wird. Die Rauschspannungsquelleam Eingang wird bei hohen Frequenzen durch die Gate-Kapazität kurzgeschlossen. Ein sol-ches Ergebnis entspricht aber nicht der Erfahrung. Darummuss aus hochfrequenztechnischerSicht der Eingang des Transkonduktors streng genommen noch mit einer Rauschstromquelleversehen werden, wie es z.B. in [33] geschieht. Bei einer Rauschstromquelle am Ausgang desTranskonduktors existiert diese Problematik nicht.In Abschnitt 4.1.1.2 wurde erwähnt, dass nicht viel mehr Komponenten als zwei Transi-storen benötigt werden, um einen Transkonduktor mit di�erenziellem Ein- und Ausgangaufzubauen. Ein Modell eines di�erenziellen Transkonduktors ist in Abbildung 4.19 an-gegeben. Der dort dargestellte di�erenzielle Transkonduktor besteht aus zwei Transkon-duktoren mit unsymmetrischem Eingang, die im einfachsten Fall zwei MOSFETs sind. Siebesitzen jeweils die Transkonduktanz gm. Die Potenziale am Transkonduktor im positivenund negativen Zweig des Transkonduktors sind, wenn das Rauschen vernachlässigt wird(un;Gm;+(t) = un;Gm;�(t) = 0): 'in;+(t) = 'in;CM + uin(t)2 (4.38)
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uin;+uin;� iout
un;Gm;+(t)
un;Gm;�(t) Rout=2
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'in;+

'in;�Abbildung 4.19: Modell eines di�erenziellen Transkonduktors mit eingangsbezogenem Span-nungsrauschenbeziehungsweise 'in;�(t) = 'in;CM � uin(t)2 : (4.39)Die Transkonduktoren mit unsymmetrischem Eingang geben unter Vernachlässigung deseingangsbezogenen Rauschens (un;Gm;+(t) = un;Gm;�(t) = 0) den Stromiout(t) = gmuin(t)2= Gmuin(t) (4.40)aus, so dass die Transkonduktanz des Transkonduktors zuGm = gm2 (4.41)



138 4. Entwurf des Schleifen�ltersberechnet wird. Es wird darauf hingewiesen, dass die Transkonduktanz der beiden in Ab-bildung 4.19 dargestellten Transkonduktoren exakt gleich groÿ sein muss. Damit die Kirch-ho�'sche Knotengleichung erfüllt ist, muss ansonsten ein Ausgleichsstrom über die Aus-gangswiderstände Rout=2 der Transkonduktoren �ieÿen. Da Rout=2 sehr groÿ ist, nimmtselbst bei kleinen Ausgleichsströmen das Gleichtaktpotenzial 'CM am Ausgang des Trans-konduktors Werte an, deren Betrag so groÿ ist, dass aus Linearitätsgründen keine zuver-lässige Signalverabeitung durch das Biquad mehr möglich ist. Da die Transkonduktanzenzwei verschiedener Transkonduktoren, die mikroelektronisch realisiert wurden, niemals gleichgroÿ sein können, wird eine Ausgangsgleichtaktregelung notwendig, damit keine Ausgleichs-ströme �ieÿen können.Am Eingang der beiden Transkonduktoren �nden sich Rauschspannungsquellen un;Gm;+(t)beziehungsweise un;Gm;�(t). Im folgenden soll angenommen werden, dass die Rauschspan-nungen von Null verschieden sind. Würde die Rauschspannung am Eingang jedes der beidenTranskonduktoren durch das Rauschen des Transistors am Eingang dominiert wird, wärendie Rauschspannungen un;Gm;+(t) = un;Gm;+;min(t) und un;Gm;�(t) = un;Gm;�;min(t) mit denzugeordneten Rauschleistungsdichtenu2n;Gm;+;min�f = u2n;Gm;�;min�f = 4nkBTabs 1gm ; (4.42)wobei n derDevice-Noise-Excess-Factor und u2n;Gm;+;min=�f und u2n;Gm;�;min=�f die kleinst-möglicheRauschleistungsdichte der Rauschspannungen un;Gm;+ beziehungsweise un;Gm;� sind.Bei Transistoren mit hinreichend groÿer Kanallänge istn = 23 : (4.43)Bei Kurzkanaltransistoren (L < 1; 7�m) kann der Device-Noise-Excess-Factor sehr viel grö-ÿer sein (1 < n < 10).Das 1=f -Rauschen wird in (4.42) vorerst vernachlässigt. Die Rauschleistungsdichte am Ein-gang des Transkonduktors aus Abbildung 4.18 a), bezeichnet als u2n;Gm=�f , ist mindestensu2n;Gm;min�f = u2n;Gm;+;min�f + u2n;Gm;�;min�f = 2 � 4nkBTabs 1gm = 4nkBTabs 1Gm ; (4.44)wie sich aus (4.41) ergibt.Wie später gezeigt wird, ist es aber kaum möglich, dass nur das Rauschen der Transistorenam Eingang des Transkonduktors rauschbestimmend ist. Bei einem schaltungstechnisch rea-lisierten ist die Rauschleistungsdichte gröÿer. Es wird daher der Rauschüberhöhungsfaktor



4.2 Rauschen 139F eingeführt und zu F (f) := u2n;Gm=�fu2n;Gm;min=�f (4.45)de�niert. Es wurde hier ein frequenzabhängiges F (f) gewählt, damit auÿer dem thermischenRauschen auch das 1=f -Rauschen in den Faktor F mit aufgenommen werden kann.An Stelle der eingangsbezogenen Rauschspannungsquellen un;Gm;+(t) und un;Gm;�(t) könnenauch, wie in Abbildung 4.20 gezeigt, Rauschstromquellen in;Gm;+(t) und in;Gm;�(t) verwen-det werden. Diese sind dem Ausgang nicht parallel geschaltet, sondern liegen jeweils zwi-schen dem positiven oder negativen Ausgangsknoten und dem 0-V-Potenzial. Zwischen denRauschspannungen und den Rauschströmen gelten die Beziehungenin;Gm;+(t) = gmun;Gm;+(t) (4.46)in;Gm;�(t) = gmun;Gm;�(t) (4.47)In Abbildung 4.20 ist an den Ausgang des Transkonduktors eine rauschfreie Last der Im-pedanz ZL angeschaltet. Die Last ist mit einem Mittenabgri� versehen. Die Impedanz, dievon diesem zum 0-V-Potenzial gesehen wird hat lediglich einen Ein�uss auf den irrelevantenGleichtaktanteil des Rauschens und wird daher zu 0 gewählt. Unter der Voraussetzung, dassi2n;Gm;+�f = i2n;Gm;��f (4.48)wird am Ausgang des Transkonduktors eine Rauschspannung mit der spektralen Leistungs-dichte u2n;Gm;out�f = 2 � ����ZL(!)2 ����2 � i2n;Gm;+�f = jZL(!)j2 i2n;Gm�f (4.49)gemessen, sodass i2n;Gm�f = 12 i2n;Gm;+�f (4.50)Die spektrale Leistungsdichte i2n;Gm;+=�f ist doppelt so hoch wie i2n;Gm=�f . Da weiterhin12 i2n;Gm;+�f = 12g2mu2n;Gm;+�f (4.51)folgt mit Gleichung (4.41)i2n;Gm�f = 2g2m4 u2n;Gm;+�f = 2G2mu2n;Gm;+�f = G2mu2n;Gm�f (4.52)



140 4. Entwurf des Schleifen�ltersEine zu der oben getro�enen äquivalente De�nition des Rauschüberhöhungsfaktors ist daherF (f) := i2n;Gm=�fi2n;Gm;min=�f ; (4.53)wobei i2n;Gm;min�f = 4nkBTabsGm: (4.54)
+ +

- -PSfrag replacements ZL2ZL2Gm in;Gm;+(t)
in;Gm;�(t) un;Gm;out(t)

Abbildung 4.20: Di�erenzieller Transkonduktor mit Rauschstromquellen am AusgangUnter Kenntnis des Rauschüberhöhungsfaktors F lassen sich die Rauschstromdichten derRauschquellen aus Abbildung 4.16 berechnen. Es isti2n;1�f = 4kBTabsF �2nGm + 1R3� ; (4.55)i2n;2�f = 4kBTabsFnGm: (4.56)Die Rauschleistungsdichte der Rauschspannung am Ausgang des Biquads kann nun mit Hilfevon Gleichung (4.34) und (4.35) auf den Rauschüberhöhungsfaktor F zurückgeführt werden.Der Rauschüberhöngungsfaktor F beein�usst sowohl die vom Schleifen�lter belegte Chip-�äche als auch dessen Leistungsaufnahme: Es sei zum Beispiel angenommen, die Ordnung



4.2 Rauschen 141des zu realisierenden PLLs sei N = 5, und es werden die vorgeschlagenen optimalen rela-tiven Polorte eingesetzt. Das Schleifen�lter besteht nun aus einem passiven RC-Filter derOrdnung 2 und einem Biquad. Für den Beitrag des Biquads zum Rauschen am Ausgang desFrequenzgenerators wird gefunden:S��n;LO(2�f) = ���� KVCO=(j2�f)1 +KVCOIpZLF(j2�f)=(4�2f2NT)����2 u2n;biq;out�f (4.57)Mit Gleichung (2.33) kann nun die Störfrequenzmodulation durch numerische Integrationberechnet werden. Da in Kapitel 3 aufgrund des ��-Modulators !1 = 0 und !2 = !ref=2gewählt wurde, wurde im folgenden Beispiel der gleiche Frequenzbereich gewählt: Es sei!ref = 2�8 � 106s�1, und der Frequenzgenerator für eine Ausregelzeit von TS = 25�s entwor-fen. Weiterhin sei NT = 300 und KVCO = 2�150 � 106s�1=V . Der Einfachheit halber werdeC = C3 = C4 gesetzt. Darüber hinaus wurde n = 2=3 gewählt (gilt nur für lange Transi-storen L > 1; 7�m!). Für diesen Fall wurde die Störfrequenzmodulation als Funktion von Cberechnet. Damit die Einschwingzeit konstant bleibt, müssen Gm und R3 bei variierendemC ebenfalls variiert werden, damit !0 und Q des Biquads konstant bleiben. Zuletzt wurdeein frequenzunabhängiges F angenommen, obwohl es grundsätzlich auch frequenzabhängigsein darf. In Abbildung 4.21 sind die Ergebnisse angegeben.Die Störfrequenzmodulation ist invers proportional zur Wurzel der Kapazität C. Das istdarauf zurückführen, dass Gm und 1=R3 bei konstantem !0 und Q proportional zu C sind.Die Rauschspannung am Ausgang des Biquads ist invers proportional zur Wurzel aus Gmund proportional zur Wurzel aus R3. Gleichzeitig sinkt die Störfrequenzmodulation mit sin-kendem Rauschüberhöhungsfaktor F . Bei konstanter Störfrequenzmodulation nimmt mitsinkendem F die Kapazität C ab. Da C die Abmessungen des Biquads bestimmt, erlaubenTranskonduktoren mit geringem Rauschen kleinere Schleifen�lter. Für einen Rauschüber-höhungsfaktor von F = 20 ist eine Kapazität C = 386pF notwendig, damit eine Störfre-quenzmodulation von 5kHz erhalten wird, für F = 3 ist dagegen C = 65pF. Für F = 6 undF = 10 werden C = 120pF beziehungweise C = 195pF berechnet. Da bei konstantem !0 desBiquads C / Gm ist, sind bei kleineremRauschen auch kleinere Transkonduktanzen notwen-dig. Kleinere Transkonduktanzen können mit kleineren Stromaufnahmen erreicht werden.Der Rauschüberhöhungsfaktor hat also Auswirkungen auf Chip�äche und Leistungsaufnah-me.Zur Berechnung der Ergebnisse aus Abbildung 4.21 wurde angenommen, dass der Rauschü-berhöhungsfaktor F frequenzunabhängig ist. Dieses wäre der Fall, wenn ausschlieÿlich ther-misches Rauschen zu F beitrüge. Tatsächlich wird aber das in dem CMOS-Biquad vor-handene 1=f -Rauschen bewirken, dass F unterhalb einer bestimmten Grenzfrequenz pro-portional zu 1=! ist. Eine unter der Annahme eines konstanten Rauschüberhöhungsfaktors
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Abbildung 4.21: Störfrequenzmodulation gegen Kapazität und Rauschüberhöhungsfaktorerarbeitete Spezi�kation für Gm und C kann aber dennoch richtig sein, weil niederfrequen-tes Rauschen am Ausgang des Biquads durch das PLL unterdrückt wird. Das Quadrat derÜbertragungsfunktion vom Ausgang des Schleifen�lters zum Ausgang des PLLs ist bei Typ-II-PLLs für sehr kleine ! nämlich proportional zu !2, so dass der Beitrag des durch dasBiquad verursachten 1=f -Rauschen zum Phasenrauschen insgesamt proportional zu ! ist.Bei hinreichend kleinen Frequenzen hat es also keinen Ein�uss. Durch schaltungstechnischeMaÿnahmen kann erreicht werden, dass das 1=f Rauschen nur in der Nähe solcher hinrei-chend kleinen Frequenzen festgestellt werden kann, und lediglich das thermische Rauscheneinen Ein�uss hat (siehe Abschnitt 4.1).Der Anteil des Phasenrauschens, der durch das Biquad bei einer Frequenzablage�fsp verur-sacht wird, soll als Lbiq(�fsp) bezeichnet werden. Es ist in Abbildung 4.22 für den Fall F = 3und Gm = 68�S angegeben. Der Beitrag des Biquads zur Störfrequenzmodulation liegt dannbei etwa 5kHz. In Kapitel 2, Abschnitt 2.3, wurde zwar eine Störfrequenzmodulation voninsgesamt bis zu 20kHz angestrebt. Der Beitrag des Biquads sollte aber dennoch möglichstklein sein, weil das Rauschen der übrigen Komponenten des Frequenzgeneratos ja noch auf-addiert wird. Der Beitrag des Biquads zum Phasenrauschen liegt hier für �fsp = 500kHzbei -115dBc und für �fsp = 2; 5MHz bei -145dBc.
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Abbildung 4.22: Durch das Biquad verursachter Beitrag zum Phasenrauschen gegen Fre-quenzablage4.3 Entwurf eines TranskonduktorsDas Blockschaltbild eines Transkonduktors ist in Abbildung 4.23 angegeben. Der Trans-konduktor besteht aus einem Eingangsdi�erenzverstärker, einer Last und einer Ausgangs-gleichtaktregelung. Der Eingangsdi�erenzverstärker berechnet aus der Spannung an ihremEingang uin = 'in;+ � 'in;� den Strom iout = Gmuin. Diesen gibt er aber nicht aus, son-dern überlagert ihn dem Stom IBIAS an ihren beiden Ausgängen. Er besitzt einen Innen-widerstand RDA, der möglichst groÿ sein muss. Die Last ist eine Stromquelle mit einemmöglichst hohen Ausgangswiderstand RL. Da sie ebenfalls den Strom IBIAS ausgibt, mussaufgrund der Kirchho�schen Knotenregel der Strom iout in den Ausgang des Transkon-duktors �ieÿen. Die Ausgangsgleichtaktregelung hat die Aufgabe, den Ausgangsgleichtakt'CM = 0; 5('out;++'out;�) zu messen und mit Hilfe des Stromes iCMFB auf einen Sollwert zuregeln. Auch in die Ausgangsgleichtaktregelung wird im allgemeinen ein Widerstand RCMFBeingesehen. Es ist Rout = RCMFB k RL k RDA.
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Abbildung 4.23: Transkonduktor4.3.1 Auswahl eines geeigneten Eingangsdi�erenzverstärkersDer Eingangsdi�erenzvertärker legt die Transkonduktanz Gm des Transkonduktors undgleichzeitig über den Strom IBIAS im Arbeitspunkt dessen Leistungsaufnahme fest. Schwan-kungen von Gm bewirken Verschiebungen der Pole von Hbiq(s) und können so zu einerErhöhung der Ausregelzeit oder der Störfrequenzmodulation des Frequenzgenerators füh-ren.Solche Schwankungen entstehen aus verschieden Gründen. Besonders wird an dieser Stel-le hervorgehoben, dass die Steuerspannung uLOC des VCOs sich während des Ausregel-vorganges stark ändern kann. Unter der Annahme, die VCO-Verstärkung sei KVCO =



4.3 Entwurf eines Transkonduktors 1452�150MHz=V, ergibt sich eine Änderung der Steuerspannung um 0,53V bei einer Ände-rung der auszugegebenden Frequenz um 80MHz. Zusätzlich müssen ein Überschwingen derSteuerspannung von ca. 0,3V während des Ausregelvorganges und Ungenauigkeiten derSteuerspannungs-Frequenzkennlinie des VCOs berücksichtigt werden. Trotz einer Änderungder Spannung am Eingang eines Transkonduktors von ca. 1V (z. B. -0,5V< uin <0,5V) solltesich daher seine Transkonduktanz nicht ändern. Er muss also linear sein.In der Literatur werden verschiedene Verfahren zur Bewertung der Linearität angegeben.Üblich ist zum Beispiel die Angabe eines Klirrfaktors und der zugehörigen Amplitude amEingang des Transkonduktors. Dieser wird bei di�erenziellen Transkonduktoren und klei-nen Amplituden von den Verzerrungen dritter Ordnung dominiert, so dass die Amplitudeder dritten Harmonischen bezogen auf den Eingang sehr wichtig ist [92, 93]. Meist ist einmaximal zulässiger Klirrfaktor (z.B. 1%) angegeben, und die Amplitude am Ein- oder Aus-gang, bei der dieser erreicht wird, muss maximiert werden. Ein weiteres wichtige Maÿ fürdie Linearität ist der Input Referred 3rd-Order Interception Point, IIP3 [34], mit dessenHilfe die Intermodulationsprodukte dritter Ordnung bei einem Zwei-Ton-Test des Trans-konduktors berechnet werden kann. Der IIP3 hat besondere Relevanz bei der Pegelplanungfür mikroelektronische Empfänger, weil er bestimmt, wie gut ein Empfänger in der Lageist, verschiedene empfangene Signale voneinander zu trennen (Selektivität). Als Bestand-teile eines Gm-C-Biquads im Schleifen�lters eines Frequenzgenerators nehmen nichtlineareTranskonduktoren aber eine bisher unbekannte Rolle ein, so dass die typischen Verfahrenzur Bewertung der Linearität im folgenden nicht angewendet werden.Unter hoher Linearität eines Transkonduktors soll hier eine geringe Spannungsabhängigkeitseiner Transkonduktanz verstanden werden. Die Transkonduktanz ist dabei alsGm(uin) = @iout(uin)@uin (4.58)de�niert. Im allgemeinen bewegt sich die Spannung am Eingang des Transkonduktors imBereich uin;min < uin(t) < uin;max: (4.59)Die Maÿzahl für die Linearität des Transkonduktors ist nun die relative Änderung der Trans-konduktanz, bezeichnet als �Gm=Gm. Sie ist de�niert durch�GmGm = 2maxGm(uin)�minGm(uin)maxGm(uin) + minGm(uin)����uin;min<uin(t)<uin;max : (4.60)Es sei angenommen, die Spannung am Eingang des Transkonduktors sei durchuin(t) = uin;DC +�uin(t): (4.61)



146 4. Entwurf des Schleifen�ltersgegeben. Der Gleichanteil uin;DC liegt an, weil der Frequenzgenerator eine konstante Fre-quenz !LO ausgeben soll. Der variable Anteil �uin(t) ist im wesentlichen auf die FractionalSpurs zurückzuführen und so klein, dass die durch ihn verursachten nichtlinearen Verzerrun-gen am Ausgang des Transkonduktors vernachlässigt werden können. Dann werden Reso-nanzfrequenz und Güte des Biquads wegen (4.22) beziehungsweise (4.23) eine Funktion vonuin;DC. Durch die relative Änderung der Transkonduktanz wird ein Fehler �comp der Über-tragungsfunktion des Schleifen�lters erhalten, der sich wie in Kapitel 3, Abschnitt 3.5.2,beschrieben auf Störfrequenzmodulation und Ausregelzeit auswirkt. Es wird darauf hinge-wiesen, dass der Fehler �comp bereits durch die Topologie des Schleifen�lter minimiert wurde(Abschnitt 4.1.1.2).BeimEntwurf des Transkonduktors muss darauf geachtet werden, dass die relative Änderungder Transkonduktanz hinreichend klein ist. Eine maximale Änderung der Transkonduktanzkann mit Hilfe der in Abschnitt 3.5.2 beschriebenen Systemsimulationen spezi�ziert werden,wenn vorher eine maximal zulässige Störfrequenzmodulation und eine maximal zulässigeEinschwingzeit vorgegeben worden sind. Eine geringe Abhängigkeit der Transkonduktanzvon der Eingangsspannung muss bei einem möglichst geringen RauschüberhöhungsfaktorF möglich sein. Unter diesem Gesichtspunkt werden im folgenden zwei Transkonduktorenmiteinander verglichen. Es wird angenommen, dass uin;min = �0; 5V und uin;max = +0; 5Vsind.4.3.1.1 Source-gekoppeltes TransistorpaarIm Transkonduktor aus Abbildung 4.24 wird das Source-gekoppelte Transistorpaar [94],bestehend aus den NMOS-Transistoren M1SCP und M2SCP, als Eingangsdi�erenzverstärkerverwendet. Als Last dienen die als Stromquelle kon�gurierten PMOS-Transistoren M3SCPund M4SCP. Aufwendigere Lasten werden später diskutiert. Es sei angenommen, alle Tran-sistoren sein in Sättigung und starker Inversion. Kurzkanale�ekte werden vernachlässigt.Zunächst soll die Transkonduktanz des Transkonduktors, bezeichnet als Gm;SCP;0 berechnetwerden, die sich für eine Eingangsspannung von uin = 0 V ergibt, berechnet werden.Bei einem perfekt symmetrischen Transkonduktor mit Source-gekoppeltem Transistorpaarteilt sich der Strom 2IBIAS hälftig auf die beiden Transistoren M1SCP und M2SCP auf. Indiesem Fall ist gm;Tr;+;SCP = gm;Tr;�;SCP =p2�mIBIAS;SCP; (4.62)wobei �m = �NCoxWTr;SCP=LTr;SCP und WTr;SCP und LTr;SCP Weite und Länge der Transi-storen M1SCP und M2SCP, �N die Elektronenbeweglichkeit und Cox der Kapazitätsbelag des



4.3 Entwurf eines Transkonduktors 147Oxides sind. Wie in Abschnitt 4.2.1 dargestellt, läÿt sich der Transkonduktor mit Source-gekoppeltem Transistorpaar und di�erenziellem Eingang für kleine Signale uin � 0 wie inAbbildung 4.19 durch zwei parallele Transkonduktoren der Transkonduktanz gm = gm;Tr;+ =gm;Tr;� modellieren. Der Gleichung (4.41) folgend wirdGm;0;SCP =r�mIBIAS;SCP2 : (4.63)Der Strom, der aus dem Transkonduktor heraus�ieÿt berechnet sich (unter Vernachlässigungder Rauschanteile) zu [94] iout = �muin4 s8IBIAS;SCP�m � u2in (4.64)Für die Transkonduktanz Gm;SCP des Transkonduktors als Funktion der Spannung uin ='+�'� an ihrem Eingang wird dann gefunden (gleiches Ergebnis in [95] Gleichung (11b)):Gm;SCP(uin) = @iout@uin= �m4  s8IBIAS;SCP�m � u2in � u2inp8IBIAS;SCP=�m � u2in!= r�mIBIAS;SCP2 1 � (�mu2in)=(4IBIAS;SCP)p1� (�mu2in)=(8IBIAS;SCP) ; (4.65)und mit (4.63) wirdGm;SCP(uin) = Gm;0;SCP 1�G2m;0;SCPu2in=(2I2BIAS;SCP)q1�G2m;0;SCPu2in=(4I2BIAS;SCP) (4.66)Die Transkonduktanz ist eine monoton fallende Funktion von Gm;0;SCP juinj =IBIAS;SCP. Sollsie von Gm;0;SCP möglichst wenig abweichen, muss Gm;0;SCP juinj =IBIAS;SCP möglichst kleinsein. Würde, um dieses zu erreichen, Gm;0;SCP verkleinert, müssten wegen (4.22) und (4.23)die Kapazitäten C3 und C4 verkleinert werden, damit die Phasenübertragungsfunktion desPLLs konstant bleibt, und sich die durch den ��-Modulator verursachte Störfrequenzmo-dulation und Ausregelzeit nicht � wie in Kapitel 3, Abschnitt 3.5.2, beschrieben � ver-schlechtern. Die Ausführungen in Abschnitt 4.2 zeigen aber, dass bei konstantem Rausch-überhöhungsfaktor das Rauschen des Biquads umso stärker ist, je kleiner C3 und C4 sind.Der zweite Ansatz wäre, die Spannung uin zu verkleinern. Die Spannung uin ändert sichumso stärker, je gröÿer der Frequenzbereich ist, in dem die ausgebbaren Frequenzen desFrequenzgenerators liegen und je kleiner die VCO-Verstärkung KVCO ist. Der Bereich derausgebbaren Frequenzen ist aber durch die Anwendung vorgegeben, so dass nur durch ein
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2IBIAS;SCPAbbildung 4.24: Transkonduktor mit source-gekoppeltem Transistorpaargroÿes KVCO ein kleines uin erreicht werden kann. Wegen Gleichung (4.57) wird aber derDurchgri� des Rauschens des Biquads auf den Ausgang des Frequenzgenerators umso grö-ÿer je gröÿer KVCO ist. Der einzige gangbare Weg, die Schwankungen von Gm;SCP(uin) zureduzieren, ist daher die Stromaufnahme des Transkonduktors IBIAS;SCP zu erhöhen.Die Linearität des Source-gekoppelten Transistorpaares kann um den Preis einer er-höhten Stromaufnahme verbessert werden. Für ein Zahlenbeispiel sei angenommen, dasGm;SCP(uin) > 0; 98Gm;0;SCP sein muss, also um weniger als �Gm;SCP=Gm;0;SCP = 2%schwankt. Mit (4.66) folgt daraus, dass1 �G2m;0;SCPu2in=(2I2BIAS;SCP)q1 �G2m;0;SCPu2in=(4I2BIAS;SCP) > 0; 98; (4.67)was erfüllt ist, wenn: �mu2in4IBIAS;SCP = G2m;0;SCP u2in2I2BIAS;SCP < 27 � 10�3: (4.68)Die durch die Transistoren M1SCP und M3SCP, sowie M2SCP und M4SCP verursachten



4.3 Entwurf eines Transkonduktors 149Rauschanteile des ausgegebenen Stromes entsprechen in Abbildung 4.20 den Rauschströ-men in;Gm;+(t) beziehungsweise in;Gm;�(t). Für die Rauschleistungsdichte von in;Gm;�(t) wirdgefunden: i2n;Gm;��f = 4kBTabsn (gm;Tr+;SCP + gm;L;SCP) (4.69)(4.70)Dabei sind gm;Tr+;SCP und gm;L;SCP die Transkonduktanzen der Transistoren M1SCP undM3SCP. Wegen (4.50) und (4.53) ist2i2n;Gm�f = 2 � 4kBTabsnFSCPGm;SCP = i2n;Gm;��f = 4kBTabsn (gm;Tr+;SCP + gm;L;SCP) (4.71)Dabei ist FSCP der Rauschüberhöhungsfaktor beim Transkonduktor mit source-gekoppeltemTransistorpaar. Bei dem source-gekoppelten Transistorpaar ist wegen Gleichung (4.41)gm;Tr+;SCP � 2Gm;0;SCP, sodass FSCP = 1 + gm;L;SCP2Gm;0;SCP : (4.72)Weiterhin ist gm;L;SCP = �PCoxWL;SCPLL;SCP jUgs;L;SCP � Ut;Pj (4.73)Dabei sindWL;SCP und LL;SCP Weite und Länge der Transistoren in der Last, �P die Löcher-beweglichkeit und Ut;P die Schwellspannung von PMOS-Transistoren. Auÿerdem ist LL;SCPhinreichend groÿ, so dass Kurzkanale�ekte und Kanallängenmodulation auÿer acht gelassenwerden dürfen. Wegen IBIAS;SCP = �PCox2 WL;SCPLLSCP (Ugs;L;SCP � Ut;P)2 (4.74)ist nun gm;L;SCP = 2IBIAS;SCPjUgs;L;SCP � Ut;Pj : (4.75)Der Rauschüberhöhungsfaktor nimmt ab, wenn der Strom im Arbeitspunkt IBIAS;SCPabnimmt, oder wenn der Betrag der e�ektiven Gate-Source-Spannung an der PMOS-Stromquelle M3SCP und M4SCP Ugs;L;SCP � Ut;P zunimmt. Deswegen muss IBIAS;SCP seinenMinimalwert annehmen. Bei einer maximalen relativen Abweichung der Transkonduktorsvon 2% kann der Minimalwert aus der Ungleichung (4.68) bestimmt werden. In einem sol-chen Fall würde FSCP = 1 + uinp54 � 10�3jUgs;L;SCP � Utj (4.76)



150 4. Entwurf des Schleifen�ltersDer Betrag der e�ektiven Gate-Source-Spannung der PMOS-Stromquelle jUgs;L;SCP � Ut;Pjmuss so groÿ wie möglich sein, damit der Rauschüberhöhungfaktor möglichst klein ist. Daaber M3SCP und M4SCP in Sättigung und damit UDD � 'out;� > jUgs;L;SCP � Ut;Pj sein müs-sen, wobei UDD die Versorgungsspannung bezeichnet, kann er nicht beliebig erhöht werden,sondern wird durch den Spannungshub am Ausgang des Transkonduktors begrenzt. Beiuin = 0:5V wird F = FSCP = 3, wenn jUgs;L;SCP � Ut;Pj = 1; 1V. Damit die Störfrequenzmo-dulation 5kHz wird, muss Gm = Gm;SCP = 68�S, und mit (4.68) wird IBIAS;SCP = 146�A.Die Stromaufnahme würde geringer, wenn eine geringere Linearität des Transkonduktorsgefordert würde.4.3.1.2 Resistiv degenerierter Di�erenzverstärkerEin Transkonduktor mit resistiv degeneriertem Di�erenzverstärker [93,96] ist in Abbildung4.25 dargestellt. Bei gleicher Linearität und gleichem Rauschen ist seine Stromaufnahmegeringer als die eines Transkonduktors, der ein Source-gekoppeltes Transistorpaar als Ein-gangsdi�erenzverstärker verwendet. Zur Berechnung der Transkonduktanz sei angenommen,dass das Potenzial 'Tr;M nicht schwankt. Weiterhin muss berücksichtigt werden, dass dasSource-Potenzial der Transistoren M1deg und M2deg stark variiert. Der Substratsteuere�ekthat deshalb einen Ein�uss auf die Transkonduktanz:Gm;deg = 14 (Gm;+;deg +Gm;�;deg) (4.77)mit Gm;+;deg = gm;Tr+;deg1 +RTr=2 (gm;Tr+;deg + gmbs;Tr+;deg) � 2RTr 11 + �+ (4.78)Gm;�;deg = gm;Tr�;deg1 +RTr=2 (gm;Tr�;deg + gmbs;Tr�;deg) � 2RTr 11 + �� ; (4.79)unter der Voraussetzung, dass gm;Tr+;degRTr=2 >> 1 (4.80)gm;Tr�;degRTr=2 >> 1: (4.81)Dabei bezeichnen gm;Tr+;deg und gm;Tr�;deg die Gate-Source-Transkonduktanzen der Transi-storen M1deg bzw. M2deg und gmbs;Tr+;deg und gmbs;Tr�;deg ihre Bulk-Source-Transkonduktan-zen.Der Substratsteuere�ekt beein�usst die Linearität des resistiv degenerierten Transkonduk-tors dagegen nur wenig: Die Verhältnisse zwischen Gate-Source- und Bulk-Source-Transkon-
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Abbildung 4.25: Resistiv degenerierter Transkonduktorduktanz der Transistoren werden zu�+ = gmbs;Tr+;deggm;Tr+;deg = 12 bp2 j�Fj+ usb;Tr+ (4.82)�� = gmbs;Tr�;deggm;Tr�;deg = 12 bp2 j�Fj+ usb;Tr� (4.83)berechnet [97], wobei usb;Tr+ und usb;Tr� die Source-Bulk-Spannungen der TransistorenM1degbeziehungsweise M2deg� b der Substrat-Schwellspannungs-Parameter und �F das Ober�ä-chenpotenzial sind. Für eine Abschätzung des Ein�usses des Substratsteuere�ektes sei an-genommen, dass die Source-Bulk-Spannungen a�n mit der Eingangsspannung verknüpftsind: usb;Tr+ � Usb;Tr;0 +Gm;0;degRTruin2 = Usb;Tr;0 + 11 + �0 uin2 (4.84)usb;Tr� � Usb;Tr;0 �Gm;0;degRTruin2 ;= Usb;Tr;0 � 11 + �0 uin2 (4.85)mit Usb;Tr0, Gm;0;deg der Source-Bulk-Spannung beziehungsweise der Transkonduktanz füruin = 0 sowie �0 = 0; 5b=p2 j�Fj+ Us;b;Tr;0. Für typische Zahlenwerte, b = 1; 3pV, j�Fj =



152 4. Entwurf des Schleifen�lters0; 35V und Usb;Tr;0 = 0; 8V wird bei uin = 0; 5V�Gm;minGm;0;deg = Gm;0;deg �Gm;deg(uin)Gm;0;deg = 0; 12%; (4.86)Der tatsächliche Fehler der Transkonduktanz �Gm;deg=Gm;0;deg kann beliebig nahe an�Gm;min=Gm;0;deg herangeführt werden, indem gm;Tr;�;degRTr=2 vergröÿert wird. Allerdingssteigt dabei die Stromaufnahme des Transkonduktors:Analog zu (4.75) wird gefunden:gm;Tr+;degRTr2 = IBIAS;degRTrugs;Tr+ � Ut;N (4.87)gm;Tr�;degRTr2 = IBIAS;degRTrugs;Tr� � Ut;N (4.88)Solange sich M1deg und M2deg in starker Inversion be�nden müssen ihre e�ektiven Gate-Source-Spannungen ugs;Tr+�Ut;N und ugs;Tr��Ut;N verkleinert werden, damit bei möglichstkleiner Stromaufnahme IBIAS;deg die Linearität des Transkonduktors groÿ wird. Hierzu mussihr Weiten-zu-Längen-VerhältnisWTr;deg=LTr;deg vergröÿert werden. Unterschreitet aber ihree�ektive Gate-Source-Spannung die prozessabhängige Spannung UON � Ut;N geraten sie inschwache Inversion. In schwacher Inversion wird [97]id+;deg = IBIASdeg + iout � WTr;degLTr;deg Id0 exp� qeugs;Tr+nNkBTabs� (4.89)id�;deg = IBIASdeg � iout � WTr;degLTr;deg Id0 exp� qeugs;Tr�nNkBTabs� (4.90)mit den prozessabhängigen Gröÿen nN und Id0 und qe, der Ladung eines Elektrons. IhreTranskonduktanzen gm;Tr+;deg = @Id+;deg@ugs;Tr+ � qenNkBTabsIBIAS;deg (4.91)gm;Tr�;deg = @Id+;deg@ugs;Tr� � qenNkBTabsIBIAS;deg (4.92)werden von ihrem Weiten-zu-Längen-Verhältnis nahezu unabhängig und eine weitere Erhö-hung ist sinnlos. Es ist daher zweckmäÿig die Spannung IBIASRTr zuIBIAS;degRTr = URTr = gm;Tr+;deg(uin = 0)RTr2 �TrUON (4.93)mit 0 < �Tr � 1 << 1 zu wählen.In Abbildung 4.26 ist die Transkonduktanz eines Transkonduktors mit RTr = 10k
 undURTr = 0; 85V als Funktion der Eingangsspannung uin angegeben. Dargestellt ist ein Simu-lationsergebnis aus einer SPECTRE-Simulation. Es ist Gm;0;deg = 69�S. Bei uin = 0; 5V ist



4.3 Entwurf eines Transkonduktors 153Gm;deg um 1; 16�S abgesunken, sodass �Gm;deg=Gm;deg = 1; 6% ist. Aus (4.93) ergibt sich ei-ne Stromaufnahme von IBIAS;deg = 85�A. Die Transkonduktanz Gm;0;deg ist im Allgemeinenkleiner als 1=RTr. Es soll daher ein Degradationsfaktor des degenerierten Transkonduktorsdeg := Gm;0;degRTr < 1 (4.94)eingeführt werden. Der Degradationsfaktor ist umso gröÿer je kleiner der Substrat-Schwell-spannungs-Parameter b und je gröÿer gm;Tr�;degRTr=2 ist. Er dient der Berechnung desRauschüberhöhungsfaktors Fdeg des degenerierten Transkonduktors.
PSfrag replacementsGm;degS uinVAbbildung 4.26: Transkonduktanz eines resistiv degenerierten Transkonduktors gegen Ein-gangsspannungAbbildung 4.27 zeigt nur einen Teil der Schlaltung des degenerierten Transkonduktors aberalle für die Berechnung von Fdeg wesentlichen Rauschquellen. Dargestellt sind die Transisto-ren M1deg und M3deg und der Widerstand RTr=2. Unter Vernachlässigung des 1=f -Anteilswerden die Leistungsdichten der Rauschströme zui2n;M3deg�f = 4kBTabsngm;L;deg (4.95)i2n;M1deg�f = 4kBTabsngm;Tr+;deg (4.96)i2n;RTr�f = 8kBTabs=RTr (4.97)



154 4. Entwurf des Schleifen�ltersDas Rauschen am Ausgang des Transkonduktors berechnet sich so zu:2 � 4kBTabsnFdegGm;deg = i2n;Gm;Tabs+�f =� (gm;Tr+;deg + gmbs;Tr+;deg)RTr=21 + (gm;Tr+;deg + gmbs;Tr+;deg)RTr=2�2 i2n;RTr�f+ 1(1 + (gm;Tr+;deg + gmbs;Tr+;deg)RTr=2)2 i2n;M1deg�f+ i2n;M3�f : (4.98)Mit gm;Tr+;degRTr=2 >> 1 kann der Rauschstrom des Transistors M1deg nicht an den Aus-gang des Transkonduktors gelangen. Auf analoge Art und Weise kann gezeigt werden, dassauch der Rauschstrom des Transistors M2 dann nicht an den Ausgang gelangen kann. DerRauschüberhöhungsfaktor Fdeg berechnet sich mit (4.95), (4.96), (4.97), (4.93), (4.94) undgm;L;deg = 2IBIAS;degjUgs;L;deg� Ut;Pj (4.99)exakt zuFdeg = (gm;Tr+;deg + gmbs;Tr+;deg)RTr=2]2=(degn)[1 + (gm;Tr+;deg + gmbs;Tr+;deg)RTr=2][1 + (gm;Tr+;deg + gmbs;Tr+;deg)RTr=2]2+ uRTrdeg jUgs;L;deg � Ut;Pj (4.100)= gm;Tr+;deg(1 + �+)2RTr=(2n) + 11 + gm;Tr+;deg(1 + �+)RTr=2 + URTrdeg jUgs;L;deg � Ut;Pj (4.101)und für gm;Tr+;degRTr=2 >> 1 zuFdeg � 1ndeg + URTrdeg jUgs;L;deg � Ut;Pj: (4.102)Für den oben beschriebenen Transkonduktor mit jUgs;L;deg � Ut;Pj = 1; 1V, n = 2=3 (giltfür L > 1; 7�m) und deg = 0:7 wird wie beim Transkonduktor mit Source-gekoppeltemTransistorpaar Fdeg � FSCP � 3 gefunden. Bei gleicher Transkonduktanz, gleichem Rausch-überhöhungsfaktor, gleicher e�ektiver Gate-Source-Spannung des Lasttransistors und bes-serer Linearität nimmt der degenerierte Transkonduktor jedoch 40% weniger Strom auf. Umnoch geringere Stromaufnahmen zu erhalten, muss der Degradationsfaktor erhöht werden.Dieses könnte zum Beispiel erreicht werden, indem aufwendigere Drei-Wannen-Technologienverwandt werden, so dass der Source- und Bulk-Anschluss der TransistorenM1deg undM2degmit einander verbunden und so der Substratsteuere�ekt umgangen werden kann. Alterna-tiv können PMOS-Transistoren mit frei festlegbarem Wannenpotenzial im Eingangsdi�e-renzverstärker und NMOS-Transistoren als Stromquellenlast verwendet werden. Da PMOS-Transistoren eine geringere Transitfrequenz haben, sinkt dadurch aber die Frequenz mögli-cher parasitärer Pole und Nullstellen.



4.3 Entwurf eines Transkonduktors 155PSfrag replacementsTex-Ersetzung Ugs;L;deg
ugs;Tr+

in;M3deg(t)gm;L;degM3deg�iout IBIAS;deg + ioutgm;Tr+;degM1deg in;M1deg(t)RTr=2in;RTr(t)
'in;+ 'Tr;MAbbildung 4.27: Rauschquellen im resistiv degenerierten TranskonduktorEs wird darauf hingewiesen, dass die Gleichung (4.101) aussagt, dass der Rauschüberhö-hungsfaktor mit zunehmendem Degenerationswiderstand steigt, falls ndeg < 1. Er nähertsich aber einer oberen Grenze an, die durch die Gleichung (4.102) gegeben ist. Ein optima-ler Degenerationswiderstand existiert nicht. Dieser Nachteil wird bereits durch den Gewinnan Linearität überkompensiert. Wenn ndeg > 1, was in Technologien mit sehr kleinenTransistoren der Fall ist, fällt der Rauschüberhöhungsfaktor und nähert sich einer unterenGrenze an. Dann ist der resistiv degenerierte Transkonduktor nicht nur in Bezug auf Linea-rität sondern zusätzlich in Bezug auf Rauschen besser als der einfache Transkonduktor mitsource-gekoppeltem Transistorpaar.4.3.2 1=f-RauschenOben wurde nur thermisches Rauschen betrachtet. Bei Betrachtung des 1=f -Rauschenswird noch ein weiterer Vorteil des degenerierten Transkonduktors deutlich. Es sei angenom-men, der Widerstand RTr trage nicht zum 1=f -Rauschen am Ausgang des Transkonduktorsbei. Das 1=f -Rauschen der Transistoren M1deg und M2deg kann dann anders als das vonM1SCP und M2SCP im Transkonduktor mit source-gekoppeltem Transistorpaar vernachläs-sigt werden, wenn gm;Tr+;degRTr=2 >> 1. Nur noch zwei Rauschstromquellen je zwischen zu



156 4. Entwurf des Schleifen�ltersDrain und Source der Transistoren M3deg und M4deg mit der spektralen Leistungsdichte desRauschstromes i2n;Gm;+;1=f�f = i2n;M3deg;1=f�f = (KF )IBIAS;degfCoxL2L;deg (4.103)tragen daher zum Rauschüberhöhungsfaktor des Transkonduktors bei niedrigen Frequenzenbei. Mit LL;deg soll die Länge des Lasttransistors im degenerierten Transkonduktor bezeich-net werden. Der Koe�zient KF des 1=f -Rauschens [97] ist eine prozessabhängige Gröÿe.Ein typischer Wert liegt bei KF = 10�28FA.In Abbildung 4.28 wird die Störfrequenzmodulation als Funktion der Transkonduktanz einesdegenerierten Transkonduktors und der Gate-Länge LL;deg der TransistorenM3deg undM4degdargestellt. Der Rauschüberhöhungsfaktor wurde zuF = Fdeg = F1=f(!) + FkBTabs (4.104)gewählt. Dabei beinhaltet F1=f den Beitrag des 1=f -Rauschens und FkBTabs den des ther-mischenn Rauschens zum Rauschüberhöhungsfaktor. Es wurde FkBTabs = 3 gewählt. Mitzunehmendem LL;deg sinkt die Störfrequenzmodulation. Damit für Gm = 68�S das 1=f -Rauschen vernachlässigt werden kann und die Störfrequenzmodulation 5kHz wird, mussLL = 7�m gewählt werden. Transistoren mit minimaler Gatelänge dürfen auf gar keinenFall verwendet werden.4.3.3 Last und AusgangsgleichtaktregelungEs sind verschiedene Maÿnahmen zur Erhöhung von Rout und damit zur Verringerung vons1 denkbar. Eine Erhöhung von RL wird durch die Kaskodenlast aus Abbildung 4.29 undeine Erhöhung von RDA und RL durch die Kon�guration von Di�erenzverstärker und Lastals gefaltete Kaskode erreicht, wie in Abbildung 4.30. In beiden Fällen wird der Rauschü-berhöhungsfaktor F vergröÿert. In der Kon�guration als gefaltete Kaskode wirken die Tran-sistoren M7 und M8 als zusätzliche Rauschquellen, deren Rauschen auf den Ausgang desTranskonduktors durchgreift. Bei der Kaskodenlast begrenzen die Transistoren M5 und M6die Drain-Source-Spannung der Transistoren M3deg und M4deg. Diese muss aber möglichstgroÿ sein, damit ein geringer Rauschüberhöhungsfaktor erreicht wird. Es wird daher vorge-schlagen, wie oben beschrieben nur zwei als Stromquelle betriebene PMOS-Transistoren alsLast zu verwenden.Die Ausgangsgleichtaktregelung misst den Ausgangsgleichtakt 'CM = 0; 5('out++'out�) desTranskonduktors. Sie besitzt im allgemeinen ebenfalls einen Eingangswiderstand RCMFB, derzum Ausgangswiderstand des Transkonduktors beiträgt.
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Abbildung 4.28: Ein�uss des 1=f -Rauschens auf die Störfrequenzmodulation beim resistivdegenerierten TranskonduktorSehr genau läÿt sich der Ausgangsgleichtakt mit Hilfe eines resistiven Spannungsteilers er-mitteln. Der im resistiven Spannungsteiler verwendete Widerstand ist dann der Eingangswi-derstand RCMFB und sollte sehr viel gröÿer als der Ausgangswiderstand des Eingangsdi�e-renzverstärkers parallel zum Lastwiderstand RDA k RL sein. Durch Schaltungs-Simulationendes resitiv degenerierten Transkonduktors wurde ermittelt, dass RDA k RL � 2M
 ist. Wi-derstände in dieser Gröÿenordnung sind zwar in einer Technologie mit hochohmiger Schichtherstellbar, werden jedoch sehr groÿ�ächig sein.Eine Ausgangsgleichtaktregelung, die auf kleinerer Chip�äche realisiert werden kann, wirdin Abbildung 4.31 vorgeschlagen. Der Ausgangsgleichtakt wird hier nicht mit Hilfe einesSpannungsteilers sondern mit zwei Di�erenzverstärkern gemessen. BeimEntwurf der Gleich-taktregelung muss anders als beim resistiven Spannungsteiler berücksichtig werden, dass dieDi�erenzverstärker nur bei hinreichend kleinen Eingangsspannungen linear sind. Dadurchwird der Ausgangsgleichtakt zwar weniger genau geregelt werden können. Die Gröÿener-sparnis rechtfertigt aber den Einsatz dieser Regelung.Die vorgeschlagenen Ausgangsgleichtaktregelung besteht aus zwei linearisierten Di�erenz-verstärkern mit der Transkonduktanz Gm;CMFB, die den StromICMsens = 2IBIAS;CMFB + 2Gm;CMFB (UCMspec � 'CM) (4.105)berechnen, wobei UCMspec die angestrebte Ausgangsgleichtaktspannung ist. Dieser wird dann



158 4. Entwurf des Schleifen�lters
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Abbildung 4.29: Ungüstiger Ein�uss einer Kaskodenlast auf das Rauschen eines resistivdegenerierten Transkonduktorsin die Transistoren M3deg und M4deg gespiegelt. Wieder sei angenommen, Kurzkanale�ekteund Kanallängenmodulation dürfen vernachlässigt werden. Ihr Drain-Strom berechnet sichdann zu IBIAS;deg + iCMFB = vCMsensICMsens; (4.106)mit vCMsens = WL;degLCMsensLL;degWCMsens (4.107)wobei WCMsens und LCMsens Weite beziehungsweise Länge des Transistors M5CMFB sind.Die Regelfehler der Ausgangsgleichtaktregelung läÿt sich mit Hilde des Modells aus Abbil-dung 4.32 vorausberechnen. Es sei angenommen, dass uin = 0 ist. Der Lasttransistor M3deg
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PSfrag replacements'BIAS;c;P 'BIAS;c;P'BIAS;c;N 'BIAS;c;N'BIAS;N 'BIAS;NM7 M8Zusätzliche RauschquellenAbbildung 4.30: Ungünstiger Ein�uss einer gefalteten Kaskode auf das Rauschen eines resi-stiv degenerierten TranskonduktorsPSfrag replacements
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Abbildung 4.31: Ausgangsgleichtaktregelung ohne resistiven Spannungsteilerwird durch eine Stromquelle mit parallel geschalteter Impedanz ZUDD(s) und der TransistorM1deg, der Widerstand RTr und die Stromquelle zur Erzeugung von IBIAS;deg werden durcheine Stromquelle mit parallel geschalteter Impedanz Zgnd(s) ersetzt. Da uin = 0 ist, ist dasPotential am Ausgang 'out+ = 'out� = 'CM. Eine Störung des Ausgangsgleichtaktes soll



160 4. Entwurf des Schleifen�ltersdurch einen Strom ICMn in den Ausgangsknoten des Transkonduktors hervorgerufen werden.PSfrag replacements ZUDD(s)Zgnd(s) IBIAS;degIBIAS;deg + iCMFB'CMICMnAbbildung 4.32: Modell zur Berechnung des Regelfehlers der AusgangsgleichtaktregelungDie Kirchho�'sche Knotenregel, angewendet auf den Ausgangsknoten, erzwingt, dass'CM � UDDZUDD(s) + 'CMZgnd(s) = ICMn + ICMFB: (4.108)Mit (4.106) folgt daraus, dass'CM =ICMn + 2(IBIAS;CMFB +Gm;CMFBUCMspec)vCMsens � IBIAS;deg + UDD=ZUDD(s)Z�1uDD(s) + Z�1gnd(s) + 2Gm;CMFBvCMsens (4.109)Es sei angenommen, dass Gm;CMFBvCMsens >> Z�1UDD(s) + Z�1gnd(s) (4.110)Damit für ICMn = 0 der Ausgangsgleichtakt 'CM = UCMspec wird, muss2IBIAS;CMFBvCMsens = IBIAS;deg � UDDZUDD(s) ; (4.111)und der Regelfehler der Ausgangsgleichtaktregelung für ICMn 6= 0wird�'CM = ICMn2Gm;CMFBvCMsens (4.112)Es muss also Gm;CMFBvCMsens besonders groÿ werden, damit der Regelfehler besonders kleinwird.Es sei angenommen, am Ausgang des Transkonduktors sei eine Spannung 'out+ � 'out� =uout messbar. Die linearisierten Di�erenzverstärker aus der Ausgangsgleichtaktregelung kön-nen den Ausgangsgleichtakt nur dann genau messen, wennGm;CMFBuout2 < IBIAS;CMFB; (4.113)



4.3 Entwurf eines Transkonduktors 161da andernfalls die Linearität der Ausgangsgleichtaktregelung nicht mehr gewährleistet wer-den kann. Der Strom vCMsensIBIAS;CMFB ist durch (4.111) gegeben. Deswegen und wegen(4.113) ist der Regelfehler nach unten begrenzt.Abbildung 4.33 zeigt Betrag und Phase einer durch SPECTRE-Simulationen gefundenenÜbertragungsfunktion eines resistiv degenerierten Transkonduktors mit nachgeschalteterKapazität C = 65pF. Es war Gm;0;deg = 69�S und IBIAS;deg = 85�A. Weiterhin war LL;deg =7�m. Als Ausganggleichtaktregelung wurde die hier vorgestellte ohne resistiven Spannungs-teiler verwendet. Der Pol der Übertragungsfunktion liegt bei s1;1 = s1;2 = 2�1500s�1.Eine parasitäre Nullstelle in der rechten o�enen Halbebene �ndet sich bei 235MHz. Die-se kann vorhergesagt werden, indem die oben vernachlässigte Gate-Drain-Kapazitäten derTransistoren M1deg und M2deg in die Berechnungen einbezogen werden. Aufgrund der Si-mulationsergebnisse aus Kapitel 3 wird erwartet, dass sie das Ausregelverhalten des PLLsnicht beein�usst. Für eine Ausregelzeit von TS;nom = 25�s und ein PLL fünfter Ordnungwird !0 = 2�160 � 103s�1 und Q = 1 gefunden, so dass �Kbiq=Kbiq = �0:009 wird. DerAusgangswiderstand des Transkonduktors ist also hinreichend groÿ.
PSfrag replacements

H(f)
\H(f) fHzAbbildung 4.33: Übertragungsfunktion eines Transkonduktors mit nachgeschalteter Kapa-zität



162 4. Entwurf des Schleifen�lters4.4 Ein�uss von BauelementwertschwankungenIn Kapitel 3 wurde der Ein�uss von Bauelementwertschwankungen auf den Anteil der Stör-frequenzmodulation, der auf den ��-Modulator zurückzuführen ist, und das Ausregelver-halten PLL-basierter ��-Fractional-N -Frequenzgeneratoren untersucht. Dabei wurde davonausgegangen, dass alleWiderstände und alle Kondensatoren jeweils der gleichen Bauelement-wertschwankung �R=R beziehungsweise �C=C unterworfen sind.Es sei angenommen auch der Widerstand RTr sei um �R=R verfälscht. Weiterhin sei degnur eine schwache Funktion von RTr. Für die Transkonduktanz des resistiv degeneriertenTranskonduktors wird gefunden: Gm;deg = Gm;deg;nom1 + �R=R (4.114)Dabei ist Gm;deg;nom die Transkonduktanz des resistiv degenerierten Transkonduktors für�R=R = 0. Damit wird Hbiq(s) = Hbiq;nom� s1 + �comp� ; (4.115)wobei �comp gemäÿ (3.96) berechnet werden muss. Da weiterhin [73]ZRC(s) = (1 + �comp)ZRC;nom� s1 + �comp� (4.116)ist, gilt (3.94).Weiterhin muss angemerkt werden, dass die Transkonduktanz des resistiv degeneriertenTranskonduktors gegen Schwankungen des Stromes im Arbeitspunkt IBIAS;deg weniger emp-�ndlich ist als die Transkonduktanz des Transkonduktor mit source-gekoppeltem Transi-storpaar gegen Schwankungen von IBIAS;SCP.4.5 Simulationsergebnisse4.5.1 Beitrag des Schleifen�lters zur StörfrequenzmodulatioinZur Bestimmung des Beitrages des Schleifen�lters zur Störfrequenzmodulation und zumPhasenrauschen wurde das Modell des Frequenzgenerators aus Abbildung 4.34 verwendet.Die Ladungspumpe wurde durch eine spannungsgesteuerte Stromquelle mit der Transkon-duktanz Ip=2�V�1 ersetzt. Ein Integrator als Modell für VCO und Frequenzteiler wurde



4.5 Simulationsergebnisse 163mit Hilfe einer spannungsgesteuerten Stromquelle und eines Kondensators erzeugt. Als La-dungspumpe wurde dann eine spannungsgesteuerte Stromquelle verwendet. Zwei abgebilde-te 100G
-Widerstände und eine daran angeschlossene Gleichspannungsquelle dienen demZweck, den Eingangsgleichtakt einzustellen. Bei einer schaltungstechnischen Realisierungmuss diese Einstellung natürlich auf andere Art und Weise vorgenommen werden. Es wur-de ein Schleifen�lter vierter Ordnung bestehend aus einem passiven RC-Filter und einemBiquad verwendet, das für eine Referenzfrequenz von fref = 8MHz, eine auszugebende Fre-quenz von fLO = 2400MHz, eine VCO-Verstärkung von KVCO = 2�150MHz=V und einenLadungspumpenstrom von 10�A entworfen wurde. Bei einer späteren SchaltungstechnischenRealisierung des RC-Filters muss die verteilte Kapazität über den Widerständen durch ein�-Ersatzschaltbild modelliert und mit den Kapazitäten verrechnet werden. Der Beitrag desBiquads zur Störfrequenzmodulation sollte 5kHz betragen. Auÿer dem Biquad wirken imSchleifen�lter die Widerstände des passiven RC- Filters als Rauschstromquellen. Dadurchwird die Störfrequenzmodulation leicht erhöht:Aus dem E�ektivwert der Rauschspannung am Ausgang des Schleifen�lters wurde durchMultiplikation mit KVCO die Störfrequenzmodulation ermittelt. Der oben berechneten von5 kHz steht eine in der Schaltungssimulation gefundene von 5,6kHz gegenüber. Der La-dungspumpenstrom betrug dabei Ip = 10�A. Weiterhin waren R1 = 68K
, C1 = 110pFund C2 = 12; 9pF.In Abbildung 4.35 ist der Beitrag des Biquads zum Phasenrauschen des Frequenzgenera-tors Lbiq(�fsp) angegeben, der mit Hilfe einer Schaltungssimulation berrechnet wurde. Zuerkennen ist eine hohe Übereinstimmung zwischen dem theoretisch vorausberechneten ausAbbildung 4.22 und dem in der Schaltungssimulation gefundenen.4.5.2 Simulation des Ausregelvorganges und der Nebenbandaus-sendungenDie Umsetzung des Veri�kationsmodelles aus Kapitel 3 in Cadence ist in Abbildung 4.36dargestellt. Ein idealer, spannungsgesteuerter Verstärker und ein Kennlinienglied mit sinus-förmiger Kennlinie lieÿen sich mit insgesamt weniger als zehn Code-Zeilen in AHDL model-lieren. Der PFD wurde wie in Kapitel 2 vorgeschlagen mit Hilfe von CMOS-Logikbausteinenrealisiert. Es wurden keine Maÿnahmen zur Verringerung seiner Dead-Zone ergri�en. DieLadungspumpe wurde ebenfalls nicht hinsichtlich einer eventuell vorhandenen Asymmetrieoder Dead-Zone verbessert. Die Referenzfrequenz des dargestellten Frequenzgenerators be-trägt 8MHz.
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Abbildung 4.34: Schaltung zur Ermittlung des Beitrages des Schleifen�lters zur Störfre-quenzmodulation in CadenceIn Abbildung 4.37 ist die in der Schaltungssimulation gefundene Steuerspannung des VCOsdargestellt. Nach 150�s simulierter Zeit waren Einschaltvorgänge des Frequenzgeneratorsabgeschlossen. Durch einen Sprung von NT = 310 nach NT = 300 wurde dann ein Ausre-gelvorgang ausgelöst. Nach 28�s war die Frequenz bis auf einen Fehler von 50kHz (20ppm)genau eingestellt.Die Steuerspannung aus der SPECTRE-Simulation wurde mit der Steuerspannung aus derSimulink-Simulation verglichen. In der SPECTRE-Simulation wurde ein geringfügig lang-sameres Abklingen der Schwingungen der Steuerspannung gefunden. Dieses ist auf die Un-genauigkeit von Gm;deg in Folge der Nichtlinearität des Transkonduktors und den Fehler inder DC-Verstärkung �K=K des Biquads zurückführbar. Sowohl in der SPECTRE- als auchin der Simulink-Simulation ist kein Ausrasten des Frequenzgenerators beobachtbar.Aus der Gleichheit der Sprungantworten in der SPECTRE-Simulation und in in der Simulink-Simulation kann aufgrund der Theorie der linearen zeitinvarianten Systeme geschlossenwerden, dass die Phasenübertragungsfunktionen HPLL(s) vom Referenzschwingungseingang
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PSfrag replacementsLbiq(�fsp)

�fspHzAbbildung 4.35: Beitrag des Biquads zum Phasenrauschen am Ausgang des Frequenzgene-rators laut SPECTRE-Simulationzum Ausgang des Frequenzteilers der beiden simulierten PLLs ebenfalls gleich groÿ sind.Mit Gleichung (2.100) kann nun gefolgert werden, dass die Fractional Spurs bei beiden Fre-quenzgeneratoren gleich groÿ sind. Um die Nebenbandaussendungen zur Veri�ktation dieserAnnahme durch eine Simulation in SPECTRE zu bestimmen, wurde mit Hilfe der Simula-tion eines volldigitalen ��-Modulators in Simulink eine geeignete Steuerspannung für denspannungsgesteuerten Spannungsverstärker zur Modellierung des VCOs und Frequenztei-lers in Cadence berechnet. Diese wurde in einer Textdatei gespeichert, die dann währendder Simulation des Frequenzgenerators mit SPECTRE ausgelesen und zur Steuerung desspannungsgesteuerten Spannungsverstärkers benutzt wurde.In Abbildung 4.38 werden die Nebenbandaussendungen aus der Simulink-Simulationen mitdenen aus der Cadence-Simulation verglichen. In der Simulink-Simulation wurden eine idea-le Ladungspumpe und der in Abschnitt 3.5.1 beschriebene PFD verwendet. Bei hohenFrequenzablagen sind die Fractional Spurs in der SPECTRE-Simulation höher als in derSimulink-Simulation, aber immer noch sehr gering. Bei geringen Frequenzablagen stimmendie Höhen der Fractional Spurs aber mit denen aus der Simulink-Simulation exakt überein.Zu erkennen sind auÿerdem die zusätzlichen auf die Nichtidealität der Ladungspumpe zu-rückführbaren Spurs zwischen denen aus der Simulink-Simulation. Die Störfrequenzmodula-tion liegt bei dem simulierten Frequenzgenerator bei 5,2kHz. Die Gründe für die Abweichun-
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4.5 Simulationsergebnisse 167gen zwischen den Ergebnissen aus SPECTRE und Simulink sind Gegenstand zukünftigerUntersuchungen: Vermutet werden ein Übersprechen in der Ladungspumpe, die Nullstellender Transkonduktoren im Biquad oder Ungenauigkeiten der Simulation.
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Kapitel 5ZusammenfassungIn der vorliegenden Arbeit wurde gezeigt, dass ein bisher in dieser Form nicht untersuch-ter Ansatz zur gleichzeitigen Reduktion der Einschwingzeit und Verbesserung der Unter-drückung eingangsbezogener Störsignale PLL basierter Frequenzgeneratoren tauglich ist:Die Ordnung der Phasenübertragungsfunktion des Frequenzgenerators wurde erhöht. Bei��-Fractional-N -Frequenzgeneratoren erlaubt eine höhere Ordnung bei gleichbleibenderEinschwingzeit sowohl geringere Fractional Spurs bei bestimmten Frequenzablagen als aucheine geringere Störfrequenzmodulation.Eine systematische Entwurfsmethode für Typ-II-PLLs höherer Ordnung wurde vorgestellt.Typ-II-PLLs habe den Vorteil eines theoretisch unendlich groÿen Ziehbereiches und einessehr geringen Phasenfehlers. Sie werden daher bevorzugt. Es wurde gezeigt, dass die Pha-senübertragungsfunktion und die Übertragungsfunktion des o�enen Regelkreises des PLLsvollständig durch eine Bezugspolstelle und relative Polorte bestimmt sind. Durch eine solcheDarstellung lassen sich sehr einfach unrestringierte numerische Optimierungsverfahren zurMinimierung der Einschwingzeit bei einer Nebenbedingung für die Fractional Spurs oder zurMinimierung der Fractional Spurs bei einer Nebendingung der Einschwingzeit einsetzen. Eswurde gefunden, dass, wenn auÿer einer positiven Phasenreserve keine weiteren Anforde-rungen an die Übertragungsfunktion des o�enen Regelkreises gestellt wird für jede Ordnung3<N<8 jeweils ein einziger Satz optimaler relativer Polstellen existiert, der gleichzeitig Ein-schwingzeit, Fractional Spurs und Störphasen- oder -frequenmodulation minimiert. Wirdgefordert, dass sich die Übertragungsfunktion des o�enen Regelkreises mit einem passivenSchleifen�lter realisieren läÿt, können diese optimalen relativen Polorte nicht mehr verwen-det werden und der Frequenzgenerator wird in seinen Eigenschaften schlechter. Die Eigen-schaften von PLLs höherer Ordnung wurden dann mit Hilfe von Zeitbereichssimulationenveri�ziert, und sie wurden auch unter Berücksichtigung von Bauelementwertschwankungen168



169und parasitären Polen und Nullstellen des Schleifen�lters als herstellbar eingestuft.An neuartiger Schaltungstechnik wird lediglich ein Schleifen�lter benötigt, dessen Pole imkomplexen liegen dürfen. Dieses darf mit Hilfe kaskadierter Biquads realisiert werden, wenndarauf geachtet wird, dass der Verstärkungsfehler der Biquads nicht zu hoch wird. GeeigneteBiquads sind die vorgestellten Gm-C-Biquads. Damit sie einsetzbar werden, muss sowohlihre Linearität hoch als auch ihr Rauschen gering gehalten werden. Eine wichtige- Rolleinnerhalb der vorgestellten Entwurfsmethodik, spielt dabei der neu eingeführte Rausch-überhöhungsfaktor F . Mit seiner Hilfe stellt sich heraus, dass wenn resistiv degenerierteTranskonduktoren im Schleifen�lter verwendet werden, die Erhöhung der Stromaufnahmebeim Einsatz aktiver Biquads höchstens moderat ist.Leider ist ein PLL-basierter Frequenzgenerator mit einem Schleifen�lter mit biquadratischenBlöcken bisher noch nicht gebaut worden. Darum konnte der letzte Beweis für die Vorteilevon PLLs mit Phasenübertragungsfunktionen hoher Ordnung nicht erbracht werden. Auf-grund der theoretischen Resultate wird jedoch empfohlen, eine praktische Realisierung zügiganzustreben.Weiterhin sind die Erfolge beim Entwurf von PLLs hoher Ordnung zum groÿen Teil auf denEinsatz numerischer Optimierungsmethoden zurückzuführen � zwischen den Ergebnissender für die numerischeOptimierung eingesetzten Näherungsformeln für Fractional Spurs undEinschwingzeit und den in der Zeitbereichssimulation gefundenen Zahlenwerten gab es einehohe Übereinstimmung. Es wird vorgeschlagen die hier vorgestellten Optimierungsverfahrenzu erweitern, um zumBeispiel die Emp�ndlichkeit gegenüber Bauelementwertschwankungenzu verringern. Zu diesem Zweck könnte z. B. eine Nebenbedingung bezüglich der Pull-Out-Range formuliert werden und ein geeigneter restringierter Optimierungsalgorithmuseingesetzt werden.
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Anhang ANumerische Bestimmung der Nullstellenvon PolynomenDamit das Schleifen�lter eines PLL basierten Frequenzgenerators entworfen werden kann,müssen seine Pole bekannt sein. In Kapitel 3, Abschnitt 3.2, wurde eine Methode angegeben,die Koe�zienten seines Nennerpolynoms zu berechnen. Sobald die Ordnung des PLLs gröÿerals 3 wird, lassen sich aus diesem nur noch sehr schwer die Pole des Schleifen�lters alsNullstellen des Polynoms bestimmen. Es wird empfohlen hierzu ein numerisches Verfahrenzu verwenden.Numerische Algorithmen zur Bestimmung von Nullstellen von Polynomen, allgemein de�-niert als P (z) = pNzN + pN�1zN�1 + : : : p1z + p0; (A.1)werden häu�g mit freien (Maxima, Octave) oder käu�ichen (MatLab) Mathematikprogram-men geliefert. Prinzipiell können sie aber auch mit vertretbarem Aufwand selbst in einerProgrammiersprache nach Wahl implementiert werden, wenn zum Beispiel zu den oben ge-nannten Programmen kein Zugang besteht. Zwei geeignete Algorithmen sollen nachfolgendvorgestellt werden.Anders als bei allgemeinen Nullstellenproblemen existieren bei Polynomen Besonderheiten,die es nötig machen, auch besondere Algorithmen zu verwenden. Die erste Problematik er-gibt sich bei mehrfachen Nullstellen von Polynomen. Solche Nullstellen machen sich zumeinen nicht immer durch einen Vorzeichenwechsel bemerkbar, so dass wenigstens ihre unge-fähre Lage bestimmt werden könnte. Zum anderen ist die erste Ableitung eines Polynomsin der Nähe einer mehrfachen Nullstelle sehr klein, so dass allgemeinere Methoden zur Be-stimmung von Nullstellen von Funktion wie das Newton-Verfahren hier � wenn überhaupt179



180 A. Numerische Bestimmung der Nullstellen von Polynomen� nur sehr langsam konvergieren [98].Eine weitere Besonderheit tritt auf, wenn ein Verfahren verwendet wird, bei dem die Nullstel-len des Polynoms nacheinander und nicht aufeinmal gefunden werden. Nach dem Au�ndenjeder Nullstelle kann und muss nämlich der Grad des zu untersuchenden Polynoms durcheine Polynomdivision reduziert werden. Einerseits wird auf diese Weise das Au�nden al-ler Nullstellen beschleunigt, weil der numerische Aufwand zur Auswertung von Polynomenkleineren Grades ebenfalls kleiner ist. Andererseits wird so vermieden, dass der Algorithmuszweimal hintereinander gegen dieselbe Nullstelle konvergiert [98].Da jede einzelne Nullstelle nur mit begrenzter Genauigkeit durchgeführt werden kann, istdas Ergebnis jeder Polynomdivision fehlerhaft. Mit jeder gefundenen Nullstelle erhöht sichdaher der Fehler der noch zu �ndenden Nullstellen. Damit der Fehler der letzten gefunde-nen Nullstelle wenigstens minimal ist, muss eine sogenannte Forward-De�ation als Verfahrenzur Polynomdivision eingesetzt werden. Das bedeutet, zur Berechnung der Koe�zienten desErgebnisses der Polynomdivision müssen zuerst die Koe�zienten des zu dividierenden Poly-noms mit der höchsten Potenz von z herangezogen werden. Weiterhin müssen die Nullstellein einer Reihenfolge zunehmenden Betrages gefunden werden [98].Als Beispiel für ein Verfahren, das die Nullstellen eines Polynoms nacheinander �ndet, sollim folgenden das Verfahren von Laguerre beschrieben werden. Dieses Verfahren hat dieEigenschaft gegen komplexe und reelle Nullstellen gleichermaÿen zu konvergieren, realisiertalso genau die im Schleifen�lterentwurf benötigte Funktion. Die Idee soll kurz skizziertwerden. Dabei wird das Verfahren nicht hergeleitet. Die dargestellte Rechnung eignet sichaber als Hilfe, sich das Verfahren einzuprägen. Dabei wurde die folgende Rechnung aus [98]entnommen.Die Produktdarstellung des Polynoms P (z) aus Gleichung (A.1) lautet:P (z) = (z � z0;1) � (z � z0;2) � � � � � (z � z0;N): (A.2)Daraus folgt für den Logarithmus von jP (z)jln jP (z)j = ln jz � z0;1j+ ln jz � z0;2j+ � � �+ ln jz � z0;N j (A.3)Die Ableitung von ln jP (z)j soll als G(z) bezeichnet werden und lässt sich auf zwei Artendarstellen: G(z) := d ln jP (z)jdz = 1z � z0;1 + 1z � z0;2 + � � � + 1z � z0;N (A.4)= P 0(z)P (z) ; (A.5)



181wobei P 0(z) die erste Ableitung von P (z) bezeichnet. Die zweite Ableitung von ln jP (z)j sollals �H(z) bezeichnet werden und es wird:H(z) := �d2 ln jP (z)jdz2 = 1(z � z0;1)2 + 1(z � z0;2)2 + � � �+ 1(z � z0;N)2 (A.6)= �P 0(z)P (z)�2 � P 00(z)P (z) : (A.7)Dabei ist P 00(z) die zweite Ableitung von P (z).Es sei zn der n-te Wert einer Wertefolge, die von einem Algorithmus zum Au�nden derNullstellen von P (z) bestimmt wurde und gegen die Nullstelle von P (z) konvergiert. DieIdee für die Methode von Laguerre und auch die Merkregel stammt von der Annahme, derAbstand von zn zur Nullstelle z0;1 sei a, alsozn � z0;1 = a; (A.8)und der zu allen anderen Nullstellen sei b, alsozn � z0;m = m für m 2 2; 3; : : : ; N: (A.9)Die Gleichung (A.9) ist natürlich bei fast keinem Polynom erfüllbar. Da hier aber keineHerleitung des Verfahrens angegeben, sondern nur die Idee kurz skizziert werden soll, wirdfortgefahren, indem mit Hilfe der Gleichungen (A.4) und (A.6) festgestellt wird, dass nunG(z) = 1a + N � 1b (A.10)und 1a2 + N � 1b2 (A.11)sind. Das Gleichungssytem (A.10) und (A.11) kann nun nach a aufgelöst werden, und eswird gefunden: a = NG �p(N � 1)(NH(z) �G(z)) (A.12)Es muss beachtet werden, dass H(zn) und G(zn) ohne Kenntnis von b aus den Gleichun-gen (A.5) und (A.7) nur aus den Koe�zienten pm und zn bestimmt werden können. DerAlgorithmus zum Au�nden der Nullstellen von P (z) berechnet nun die Folge zn aus ihrerrekursiven De�nition zn+1 = zn + NG �p(N � 1)(NH(zn)�G(zn)) : (A.13)



182 A. Numerische Bestimmung der Nullstellen von PolynomenDabei muss das Vorzeichen imNenner des zweiten Terms so gewählt werden, dass der Betragdes zweiten Terms minimal ist.Eine problematische Polynomdivision wird nicht benötigt, wenn alle Nullstellen z0;m desPolynoms gleichzeitig bestimmt werden. Dieses geschieht mit Hilfe der Eigenwertmethode.Die Nullstellen sind nämlich die Eigenwerte der sogenannten Companion Matrix $AC. Dieseist de�niert als $AC = 0BBBBBBB@ �pN�1N �pN�2N : : : �p1N �p0N1 0 : : : 0 00 1 0 : : : 0... . . . . . . . . . ...0 : : : 0 1 0 1CCCCCCCA (A.14)Ein geeigneter Algorithmus zur Berechnung der Eigenwerte von $AC bestimmt direkt eineTransformationsmatrix $X zur Hauptachsentransformation von $AC, so dass$XT$AC$X = $D; (A.15)wobei $D Diagonalgestalt hat, ohne die $AC zugeordnete charakteristische Gleichung zu lösen.Andernfalls hätte man nämlich das Bestimmen von Eigenwerten auf die Bestimmung vonNullstellen zurückgeführt � das Gegenteil war verlangt. Als Beispiel für einen passendenAlgorithmus soll das Jacobi-Verfahren genannt werden, das zum Beispiel [99] entnommenwerden kann.Die Eigenwertmethode wird in der in MatLab implementierten Funktion zum Au�nden vonNullstellen von Polynomen eingesetzt.



Anhang BNumerische Lösung von NLOEine wichtige Rolle beim Entwurf PLL-basierter Frequenzgeneratoren hoher Ordnung spie-len numerische Optimierungsverfahren. Im wesentlichen wird ein unrestringiertes Verfah-ren eingesetzt, nämlich des Verfahren von Nelder und Mead. Erwähnt wurden aber auchdas BFGS-Verfahren zur unrestringierten Minimierung und das Verfahren von Hestenesund Powell, das eingesetzt wurde um ein optimalen Frequenzgenerator zu �nden, wenn dasSchleifen�lter passiv sein muss. Die beiden letztgenannten Verfahren werden im folgendenvorgestellt.B.1 Die in dieser Arbeit verwandte Variante des BFGS-VerfahrensIn Kapitel 3, Abschnitt 3.4.1.3, wurden ableitungsfreie und ableitungsabhängige Verfahrenzur unrestringierten Minimierung durch eine Stichprobe miteinander verglichen. Aus beidenKlassen wurde jeweils ein typisches Verfahren ausgewählt und die Konvergenzgeschwindig-keiten wurden am Beispiel gemessen.Die Verfahren waren das Nelder-Mead-Verfahren und das BFGS-Verfahren. Bei beiden kön-nen einige Parameter durch den Entwickler eingestellt werden. Der Vergleich zwischen ih-nen läÿt sich daher etwas leichter bewerten, wenn ihre genaue Implementation bekannt ist.Als Nelder-Mead-Minimierer wurde der in MatLab implementierte in unveränderter Wei-se verwendet. Da der Code dort nachgeschlagen werden kann, kann nachvollzogen werden,welche Parameter wie gesetzt wurden. Ein BFGS-Algorithmus für MatLab kann in [70] ge-funden werden. Bevor dieser jedoch zur Optimierung PLL-basierter Frequenzgeneratorenhoher Ordnung eingesetzt wurde, wurden leichte Modi�kationen vorgenommen. Die genaue183



184 B. Numerische Lösung von NLOVariante soll im folgenden näher beschrieben werden:Das BFGS-Verfahren gehört zu der Klasse der sogenannten Quasi-Newton-Verfahren. Dasechte Newton-Verfahren nutzt aus, dass sich eine Funktion RN ! R, bezeichnet als f(~x),wobei ~x hier ein Spaltenvektor sein soll, in der Nähe ihre Minimums ~xopt durch eine abge-brochene Taylor-Reihe approximieren läÿt:f(~x) = f(~xopt) + (~x� ~xopt)T 12$A (~x� ~xopt) +R (B.1)= f(~xopt)�~bT~x+ 12xT$A~x+R; (B.2)wobei $A = r2f(~xopt) die Hessematrix der Funktion f(~x) im Minimum und R der Fehler derNäherung und ~b = 12 �$AT + $A�~xopt = $A~xopt (B.3)sind, und $AT = $A, ~bT ~xT und ~xTopt für die Transponierten von $A, ~b, ~x beziehungsweise ~xoptstehen. Es ist der Gradient von f(~x)rf(~x) = $A~x�~b+rR (B.4)= $A (~x� ~xopt) +rR (B.5)Sind $A und rf(~x) bekannt, könnte ~xopt sofort aus Gleichung (B.5) berechnet werden wennR Null wäre. Tatsächlich ist R aber von Null verschieden. Das Newton-Verfahren berechneteine Folge von Punkten ~xn, die gegen das Minimum ~xopt konvergiert aus der Rekursion~xn+1 = ~xn+1 � �n~dn (B.6)mit ~dn = $A�1n rf(~xn); (B.7)wobei $An nach dem Newton-Verfahren die Hesse-Matrix im Punkt ~xn, r2f(~xn). Der Vektor~dn wird als Abstiegsrichtung bezeichnet. Auÿerdem ist �n > 0 eine reelle Zahl, die nichtnotwendigerweise 1 ist, sondern mit einem Schrittweitenalgorithmus bestimmt wird.Das Newton-Verfahren konvergiert innerhalb vergleichsweise weniger Iterationen gegen dasMinimum der Funktion f(~x). Da es jedoch sehr aufwendig ist, die Hessematrix zu bestim-men, dauert jede einzelne Iteration sehr lange. E�zienter ist es daher die Hessematrix nichtzu berechnen, sondern zu schätzen. Beim BFGS-Verfahren wird$An+1 = $An � $An~sn~sTn$An~sTn$An~sn + ~yn~yTn~yTn~sn ; (B.8)



B.1 Die in dieser Arbeit verwandte Variante des BFGS-Verfahrens 185wobei ~yn = rf(~xn+1)�rf(~xn) (B.9)und ~sn = ~xn+1 � ~xn; (B.10)und bei einer in [67] angegebenen 'optimalen' Schrittweite konvergiert An gegen die Hes-sematrix r2f(~xopt), wenn R = 0 ist. Dabei muss angemerkt werden, dass für R = 0 dieHessematrix natürlich keine Funktion von ~x ist, sodass r2f(~xopt) = r2f(~x). Der Startwertfür $An, $A0, kann beliebig gewählt werden. Meist ist $A0 die Einheitsmatrix $IN .Für R 6= 0 ist die Hessematrix nicht konstant, und $An konvergiert nicht gegen r2f(xopt).Für groÿe Beträge von R kann $An sehr groÿe Konditionszahlen cond($An) annehmen. DieKonditionszahl cond($An) ist das Verhältnis zwischen gröÿtem und kleinstem Singular Va-lue der Matrix $An und ein Maÿ dafür, wie genau die Inverse $A�1n in der Gegenwart einesRundungsfehlers numerisch berechnet werden kann. Der Begri� Singular Value wird zumBeispiel in [98] erklärt.Für groÿe Konditionszahlen cond($An) werden ungünstige Abstiegsrichtungen ~dn berechnet.Die Folge ist, dass die Konvergenzeigenschaften des BFGS-Verfahrens schlechter werden, undandere Verfahren wie zum Beispiel das Gradientenverfahren, bei auch die Rekursion (B.7)zur Berechnung der Abstiegsrichtung gewählt wird, aber $An = $I N ist, dem BFGS-Verfahrenüberlegen sind. Daher wurde zur Optimierung von PLL-basierten Frequenzgeneratoren hö-herer Ordnung eine Restart-Version des BFGS verwendet, bei der$An = 8<: n$IN für n mod nrestart = 0$An � $An~sn~sTn$An~sTn$An~sn + ~yn~yTn~yTn~sn sonst (B.11)gesetzt wird, wobei nrestart eine natürliche Zahl ist und hier zu nrestart = 60 gewählt wurde.Der Faktor n wurde einem Vorschlag in [67] folgend zu n = j~ynj2 =(~yTn~sn) gewählt.Weiterhin muss ein geeigneter Schrittweitenalgorithmus ausgewählt werden. Der Schrittwei-tenalgorithmus stellt durch geeignete Wahl von �n sicher, dass ~dn und �n das Prinzip deshinreichenden Abstieges erfüllt, so dass ~xn mit Sicherheit gegen ~xopt konvergiert [67]. Da ei-ne numerische Gradientenauswertung sehr aufwendig ist, darf der Schrittweitenalgorithmusweiterhin keine zusätzlichen Gradientenauswertungen verwenden. Ein Algorithmus der dieseKriterien erfüllt ist der sogenannte Goldstein-Armijo-Abstiegstest, der zur Optimierung derPLLs eingesetzt wurde.Für den Goldstein-Armijo-Abstiegstest müssen Verfahrensparameter �,�, c3 und c4 be-stimmt werden mit 0 < �, � < 1, 0 < c3 << c4. Ein weiterer Parameter ist die reelle



186 B. Numerische Lösung von NLOZahl �n;0 mit c3rf(~xn)���~dn���2 � �n;0 � c4rf(~xn)���~dn���2 : (B.12)Anschlieÿend muss die kleinstmögliche k 2 N0, bezeichnet als kmin, so gewählt werden, dassf(~xn)� f(~xn � �k�0;nd) � ��k�0;n(rf(~xn))T ~d: (B.13)Die Schrittweite �n wird dann �n = �kmin�n;0 (B.14)gesetzt. Als Implementation für den Goldstein-Armijo-Abstiegstest wurde die in [70] vor-geschlagene verwendet. Es wird darauf hingewiesen, dass möglichst groÿe Schrittweiten ge-fordert werden, mit zunehmendem k die Schrittweite aber abnimmt. Möglicherweise istbereits für k = 0 (B.13) erfüllt. Daher prüft der in [70] vorgeschlagene Goldstein-Armijo-Abstiegstest, ob möglicherweise eine Schrittweite, die gröÿer als �0 ist, das Prinzip deshinreichenden Abstieges erfüllt, indem auch negative k 2Zin (B.13) eingesetzt werden.In [67] wird vorgeschlagen, den Verfahrensparameter �n;0 zu�n;0 = 12 (rf(~xn))T ~df(~xn � ~d)� f(~xn) + (rf(~xn))T ~d (B.15)zu wählen. Jedoch ist der Nenner f(~xn � ~d)� f(~xn) + (rf(~xn))T ~d) nur in einer hinreichendkleinen Umgebung des Optimums ~xopt sicher positiv. Es kann also sein, dass die rechteSeie von (B.15) negativ wird. Dieser Fall wurde von der MatLab-Realisierung des BFGSabgefangen, indem (B.12) für c3 = 10�10 und c4 = 1010 geprüft wurde. Bei einer Verletzungwurde �n;0 = 1 gesetzt. Die weiteren Verfahrensparameter waren � = 10�5 und � = 0; 5.B.2 Die in dieser Arbeit verwandte Variante des Hestenes-AlgorithmusIn Kapitel 3 wurden restringierte nichtlineare Optimierungsaufgaben (NLO) auf unrestrin-gierte zurückgeführt, so dass es nicht notwendig war einen Optimierungsalgorithmus zurLösung restringierter NLO einzusetzen. Beim PLL mit passivem Schleifen�lter wurde jedochein Minimierer nach dem Verfahren von Hestenes verwendet, um die Ergebnisse gegenzu-prüfen. Auch bei dessen Implementation gibt es einige Freiheitsgrade, so dass die in dieserArbeit verwandte Version kurz vor gestellt wird:



B.2 Die in dieser Arbeit verwandte Variante des Hestenes-Algorithmus 187Es sei eine di�erenzierbare Zielfunktion f : RN ! R gegeben, weiterhin eine Gleichheitsre-striktion ~h : RN ! RM. Gesucht werden soll ein ~xopt unter allen ~x, für die~h(~x) = ~0 (B.16)gilt. Dabei sind ~h(~x) und ~x Spaltenvektoren. Zu lösen ist ein Gleichungssystem, bestehendaus Gleichung (B.16) und der sogenannte Lagrange-Gleichungr~xL(~x; ~�) = 0 (B.17)mit ~� 2 RM, einem Spaltenvektor. Die Funktion ~L(~x; ~�) 2 R heiÿt Lagrange-Funktion undist de�niert durch L(~x; ~�) := f(~x)� ~�T~h(~x): (B.18)Das Verfahren von Hestenes versucht das restringierte NLOmit Hilfe der erweiterten Lagrange-Funktion �(~x; ~�; �), mit �(~x; ~�; �) := L(~x; ~�) + �~hT(~x)~h(~x); (B.19)zu lösen. Dabei ist � > 0 eine reelle Zahl. Es wird darauf hingewiesen, dass für ~h(~x) = ~0eine Gradientennullstelle von �(~x; ~�; �) in ~x anzeigt, dass ~x die Lösung ~xopt des NLOs ist.Es sei ein reeller Parameter � > 1 gegeben. Das Verfahren von Hestenes besteht aus folgen-den drei Schritten (nahezu wörtlich entnommen aus [67]): �1. Wähle ~x0 2 RN, ~�0 2 RM , �0 > 0. Setze k = 0.2. Bestimme ~ (~�k) durch Minimierung von �(~x; ~�k; �k) mit ~xk als Startwert (~ (~�k) istdas ~x, bei dem �(~x; ~�k; �k) minimal ist, d. Verf.). Falls die Minimierung versagt, setze�k+1 = ��k, ~xk+1 = ~ (~�k), erhöhe k um 1 und gehe zu 2. Andernfalls setze ~xk+1 = ~xk,�k+1 = �k, ~�k+1 = ~�k � ~dk, wobei ~dk = 2�~h(~xk+1).3. Falls ~h(~xk+1) = 0 und r~xL(~xk+1; ~�k+1) = 0, dann ist ~xopt = ~xk+1, andernfalls erhöhek um 1 und gehe zu 2.�An dieser Stelle ist unklar, was unter einem 'Versagen' der Minimierung zu verstehen ist.Wichtig ist aber, dass der Parameter �k für bestimmte k erhöht wird. In [67] wird vorge-schlagen ein Versagen festzustellen, indem geprüft wird, ob���~h(~xk;j)��� �  ���~h(~xk;j)��� mit  > 1 (B.20)



188 B. Numerische Lösung von NLOist, wobei ~xk;j eine laufende Näherung für ~xk+1 ist, oder ob ein in [67] vorgeschlagener'Konvexitätstest' fehlschlägt. Bei der Implementation des Hestenes-Verfahrens für die nu-merische Optimierung von PLLs wurde nur die Gleichung (B.20) mit  = 1; 1 abgefragt, undanstelle der laufenden Näherung für ~xk+1 wurde der aus einer numerischenMinimierung von�(~x; ~�k; �) bestimmte Wert für ~xk+1 eingesetzt. Weiterhin wurde die numerische Minimie-rung von �(~x; ~�k; �) abgebrochen, wenn eine maximale Zahl von Iterationen erreicht wurde.Auch ein Abbruch der numerischen Minimierung von �(~x; ~�k; �) aus diesem Grund wurdeals Versagen den Minimierung angesehen. Zuletzt wurde der Parameter �k grundsätzlicherhöht, wenn k mod 5 = 0 war.Zuletzt wurde ~�0 wie in [67] vorgeschlagen zu~�0 = ((r~h(~x0))Tr~h(~x0))�1(rh(~x0))Trf(~x0) (B.21)gewählt, wobei (r~h(~x0))T die Jacobi-Matrix von ~h(~x) im Punkt ~x0 ist. Hier wird angemerkt,dass ~h(~x) im allgemeinen zwar Vektorwertig sein kann, in Kapitel 3 aber ein reelles ~h(~x) =h(~x) verwendet wurde, so dass r~h(~x) = rh(~x) und (r~h(~x0))Tr~h(~x0) = ���r~h(~x0)���2 war.



Anhang CAddierer und Summationsstelle inOperationsverstärkerschaltungstechnikIn Abbildung 4.5 wurde die Schaltung einer Kombination aus Summierstelle und Integra-tor in Operationsverstärkerschaltungstechnik angegeben. Ein parasitärer Pol der Schaltungentsteht, wenn der Operationsverstärker ein Integratorverhalten zeigt, alsoA(s) = B0s ; (C.1)wobei B0 das Verstärkungs-Bandbreite-Produkt des Operationsverstärkers ist. Zur Herlei-tung dieses Verhaltens sei zunächst angenommen, der Eingang 2 des Operationsverstärkerssei kurzgeschlossen, wie in Abbildung C.1 dargestellt, so dass Uin;2(s) = 0 ist.Durch einen Maschenumlauf wird die Spannung am Ausgang des Operationsverstärkers zuUout(s) = Uvk(s)� I(s)sC (C.2)und aus der Knotenregel für den negativen Eingangsknoten des Operationsverstärkers folgt:I(s) = I1(s) + I2(s) (C.3)= I1(s)� Uvk(s)R2 : (C.4)Da Uvk(s) = �Uout(s)A(s) (C.5)wird aus (C.2) Uout(s) = �Uout(s)A(s) � I(s)sC (C.6)189



190 C. Addierer und Summationsstelle in OperationsverstärkerschaltungstechnikPSfrag replacementsUin;1(s)Uin;2(s) R1
R2Virtueller Kurzschluss (?) I1(s)I2(s) IC(s) �+

C
Uout;int(s)A(s)Uvk(s)Abbildung C.1: Summierstelle und Integrator in Operationsverstärkertechnikund aus (C.4) IC(s) = I1(s) + Uout(s)R2A(s) : (C.7)Weiterhin ist der Strom I1 proportional zur Spannung über dem Widerstand R1, so dassI1(s) = Uin;1(s)� Uvk(s)R1 (C.8)= Uin;1(s)� Uvk(s)=A(s)R1 : (C.9)Durch Einsetzen von (C.9) in (C.4) wirdIC(s) = Uin;1(s)R1 + Uout(s)A(s) � R1 +R2R1R2 : (C.10)Dadurch wird (C.6)Uout(s) = �Uout(s)A(s) ��Uin;1(s)R1 + Uout(s)A(s) � R1 +R2R1R2 � 1sC (C.11)und damit Uout(s)Uin;1(s) = 1=(R1C1s)1 + (1 + (R1 +R2)=(sR1R2C))=A(s): (C.12)Analog kann gezeigt werden, dass für Uin;1(s) = 0Uout(s)Uin;2(s) = 1=(R2C1s)1 + (1 + (R1 +R2)=(sR1R2C))=A(s): (C.13)



191ist. Sind beide Eingangssignale von Null verschieden, kann das Signale Uout(s) nach demÜberlagerungsprinzip berechnet werden, weil angenommen wurde, dass alle Komponentender Schaltung linear sind. Für reines Integratorverhalten des Operationsverstärkers folgtdie Gleichung (4.18). Wird dagegen zusätzlich noch eine endliche Gleichanteilsverstärkung,bezeichnet als ADC modelliert, wirdA(s) = B0s+B0=ADC ; (C.14)und Uout(s)=Uin;1(s) kann für Uin;2(s) = 0 keinen Pol bei s = 0 mehr haben.


