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Kapitel 1

Einleitung

Die computergestiitzte Simulation elektromagnetischer Wellen findet in
vielen industriellen Bereichen Anwendung. Beispielhaft seien hier die Ent-
wicklung von Antennen, die Vorhersage der Ausbreitung von Funkwellen
und das Verhalten elektronischer Bauelemente und Schaltungen genannt.
Oftmals sind derartige Simulationen jedoch sehr zeitaufwendig. Es sol-
len hier neue Mdglichkeiten vorgestellt werden, wie eines der am héaufig-
sten eingesetzten Verfahren, die Finite Difference Time Domain Metho-
de (FDTD), mit der Hilfe sog. Wavelets beschleunigt werden kann. Die
Wavelet-Theorie hat in den vergangenen Jahren einen regelrechten Boom
erlebt und u. a. zu der Entwicklung sehr effizienter Bildkompressionstech-
niken gefiihrt.

Simulationsverfahren und Bildkompressionstechniken sind Themengebie-
te, die scheinbar nichts miteinander zu tun haben. Simulationen helfen in
vielen Gebieten, komplizierte physikalische und andere Ablaufe auf einem
Computer nachzubilden. Moderne Bildkompressionstechniken dagegen er-
lauben es, die Datenmenge von Bildern und Filmen zu reduzieren, sodass
sie weniger Platz auf einem Computer in Anspruch nehmen oder sich
schneller iibertragen lassen.

Die Motivation fiir die vorliegende Arbeit ldsst sich nun auf eine kur-
ze Gedankenkette reduzieren: Je mehr Daten ein Simulationsverfahren
verarbeitet, desto linger dauert die Berechnung. Kompressionstechniken
kénnen Datenmengen reduzieren. Kann eine Simulation durch die Ver-
wendung komprimierter Daten beschleunigt werden? Anders formuliert:
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Kann ein Simulationsverfahren komprimiert werden?

Es lasst sich an dieser Stelle bereits vorwegnehmen, dass dies tatséchlich
moglich ist. Die in den folgenden Kapiteln entwickelten Methoden lassen
sich nicht nur auf die FDTD, sondern auch auf einige andere Simulations-
verfahren anwenden. Dennoch darf der Aufwand, der zur Beschleunigung
der FDTD aufgebracht werden muss, nicht unterschitzt werden. Bei je-
dem Simulationsverfahren ist stets abzuschétzen, ob die zu untersuchende
Struktur damit iiberhaupt gelost werden kann und ob sich der mit dem
jeweiligen Verfahren verbundene Aufwand lohnt. Daher soll zunichst auf
die Relevanz elektromagnetischer Simulationen und die typischen Pro-
bleme beim Einsatz der Berechnungsverfahren eingegangen werden. In
diesem Zusammenhang wird dann auch die Verbindung zu Bildkompres-
sionstechniken klarer.

Betrachten wir als erstes Beispiel elektronische Schaltungen. Haufig wer-
den giinstigere elektronische Bauteile an der Grenze ihres Einsatzberei-
ches betrieben, um den Einsatz von teureren Bauteilen zu vermeiden.
Vielfach wird sogar versucht, einzelne Bauelemente durch den Einsatz
neuer Schaltungskonzepte ganz wegzurationalisieren. Die Funktionalitét
solcher Schaltungen ldsst sich durch die Herstellung von Probeaufbauten
validieren. Erweisen sich diese als unbrauchbar, sind in einem iterativen
Prozess Anderungen auszuprobieren.

Weitere Griinde, die Versuche manchmal unumgéinglich machen, sind
vielfiltig: Elektromagnetische Wellen, deren Wellenldngen in der Groflen-
ordnung der Schaltungen und Strukturen liegen; Bauelemente, die aus
Platzgriinden so dicht bei einander liegen, dass sie miteinander koppeln;
Leiteranordnungen, die unerwiinscht Wellen abstrahlen; oder ganz einfach
die bewusste Benutzung von Strukturen, von denen man das Verhalten
lediglich abschétzen, keinesfalls jedoch mit einer ,Faustformel® genau be-
rechnen kann — viele Antennen, Filter und Kopplungen fallen unter diese
Kategorie.

Simulationen erweisen sich auf Grund der bestdndig steigenden Leis-
tungsfahigkeit von Computern immer h&ufiger als probates Mittel, die
Anzahl von Versuchsaufbauten zu reduzieren und so teilweise betriachtli-
che Kosten einzusparen. Dennoch geniigt es nicht, sich allein auf steigende
,Rechenpower® zu verlassen — die Simulationsverfahren an sich miissen
verbessert werden. Dies wird auch von Seiten der Industrie auf Konferen-
zen immer wieder betont [1].



Die Notwendigkeit zur Weiterentwicklung hat im Laufe der Zeit ei-
ne betrichtliche Anzahl unterschiedlichster Verfahren hervorgebracht.
Dabei gehoren Momentenmethoden, Finite-Elemente-Methoden (FEM),
Finite-Differenzen-Methoden (FDM) und die Transmission-Line-Matrix-
Methoden (TLM) wohl zu den am weitesten verbreiteten Verfahren, die
derzeit bei der Simulation elektromagnetischer Felder und Wellen Ver-
wendung finden.

Auf der Suche nach einem Weg, noch schnellere Methoden zu erhalten,
ergeben sich im Wesentlichen drei Auswahlmoglichkeiten. Zunéchst wére
der Einsatz neuer mathematischer Ansitze zu nennen, um damit aus den
Maxwell’schen Gleichungen, die das Verhalten elektromagnetischer Fel-
der beschreiben, einen neuen Algorithmus zu gewinnen. Als zweites wire
die Kombination bestehender Verfahren zu sog. Hybriden Verfahren zu
nennen. Und schliefllich besteht natiirlich noch die Moglichkeit, bereits
etablierte Verfahren zu erweitern und zu modifizieren.

Bei der hier vorliegenden Arbeit werden im Prinzip alle drei genannten
Moglichkeiten genutzt. Dazu soll kurz auf eine Gemeinsamkeit der oben
genannten FEM, FDM und TLM eingegangen werden. Bei allen drei Ver-
fahren muss der Raum, in dem die Felder zu simulieren sind, in diskrete
Elemente bzw. Punkte eingeteilt werden. Die Genauigkeit des simulier-
ten Feldes im Vergleich zum physikalischen Feld ldsst sich somit {iber die
rdumliche Auflésung, d.h. die Dichte der Punkte einstellen.

Reicht eine bisher erreichte Genauigkeit nicht aus, lasst sich dies oft durch
Halbierung des Punktabstandes korrigieren — mit der Konsequenz, dass
sich bei einer dreidimensionalen Struktur die Anzahl aller Punkte schlag-
artig verachtfacht. Um der einhergehenden Erhohung der Rechenzeit ent-
gegenzuwirken, wurden Mehrgitter- und Untergitterverfahren fiir beste-
hende Methoden entwickelt. Diese erweisen sich hiufig als sinnvoll, wenn
die Erh6hung der Auflésung in lediglich kleinen Teilbereichen des Simu-
lationsgebietes ausreicht, damit die Genauigkeit auf das gewiinschte Maf3
steigt. Hierzu werden nur in diesen Bereichen zusétzliche Punkte ein-
gefithrt, wahrend der Rest des Raumes seine grébere Strukturierung bei-
behilt. Als anschauliche Analogie sei hier eine Bildkompressionstechnik
genannt: Flichen (zusammenhéingende Bildausschnitte) mit konstanter
Farbe und Helligkeit enthalten keine variierenden Bildinformationen, so-
dass sie sich grob auflésen lassen. In der Nihe von Kanten (Helligkeits-
und Farbspriingen) dagegen ist eine hohe rdumliche Auflésung vonnéten,
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wenn die Kante nicht unscharf wiedergegeben werden soll. Oft erweisen
sich die um Untergitter erweiterten Verfahren jedoch als instabil, d. h. sie
liefern hiufig keine verwertbaren Resultate.

Die Idee der Bildkompression ldsst sich aber weiter ausbauen: Man stelle
sich einfach das elektromagnetische Feld als Bild vor und benutze ein mo-
dernes Bildkompressionsverfahren, um eine deutlich geringere Datenmen-
ge ohne nennenswerten Qualitdtsverlust zu erhalten. Wenn dann das Si-
mulationsverfahren direkt mit derart komprimierten Daten arbeiten kann,
so konnte der Rechenaufwand insgesamt betrachtet ebenfalls deutlich sin-
ken.

Dass sich elektromagnetische Felder bildhaft visualisieren lassen, wird an
Hochschulen bereits in Grundlagenfichern demonstriert. Es stellen sich
somit nur noch zwei Fragen: Welche Kompressionsverfahren kénnen an-
gewendet werden und wie lassen sich Kompressions- und Simulations-
verfahren zu einem einzigen Verfahren miteinander verschmelzen? Bei
der Beantwortung der ersten Frage treten schnell die eingangs genann-
ten Wavelets auf den Plan. Diese mathematischen Funktionen ermogli-
chen die Entwicklung von Algorithmen, die bei gleicher Qualitdat deutlich
hohere Kompressionsraten erlauben als andere verbreitete Verfahren wie
beispielsweise JPEG. Es ist derzeit absehbar, dass sich Wavelet-basierte
Bildkompressionsverfahren als Standardverfahren bei der Ubertragung
und Speicherung von Bildern etablieren werden.

Auf die Frage nach der , Verschmelzung“ von Kompression und Simu-
lation zu einer neuartigen Simulation wird in dieser Arbeit als Antwort
hiufig die Verkettung von Operatoren genannt werden. Dieser mathema-
tisch wohldefinierte Begriff fithrt erfahrungsgeméf leicht zu Irritationen,
wenn es um Uberlegungen zur konkreten Implementierung in einem Com-
puterprogramm bzw. Algorithmus geht. Ohne an dieser Stelle ndher dar-
auf eingehen zu wollen, sollen dennoch die Voraussetzungen fiir die hier
untersuchte Vorgehensweise und die sich daraus ergebenden Vorteile ge-
nannt werden.

Zur Untersuchung der Idee auf ihre Umsetzbarkeit wurde als Basisverfah-
ren die FDTD gewéhlt. Sie wurde bereits 1966 entwickelt [2], ist sehr weit
verbreitet, einfach zu programmieren und gehort zu den Methoden mit
dem grofiten Einsatzbereich bei elektromagnetischen Problemstellungen.
Die FDTD wurde urspriinglich zur Simulation von Gebieten mit linea-
ren Materialeigenschaften entwickelt. Obwohl spéter Erweiterungen zur



Behandlung nichtlinearer Medien publiziert wurden, ist man bei der Ver-
bindung von FDTD und Wavelets im Wesentlichen auf lineare Eigenschaf-
ten angewiesen.! Weiterhin ist die FDTD zwar ein iteratives Verfahren,
dennoch sind die Gleichungen zur Berechnung des Feldes fiir den jeweils
nichsten Zeitschritt explizit. Somit entfillt im Gegensatz zu impliziten
Verfahren das Losen von Gleichungssystemen.

Damit wurden auch schon die meisten Voraussetzungen genannt: Das Si-
mulationsverfahren muss sich als linearer Operator auf einem diskreten
Raum darstellen lassen. Diese Voraussetzungen treffen auf sehr viele Si-
mulationsverfahren zu, sodass der hier vorgestellte Ansatz einen weiten
Einsatzbereich finden diirfte.

Die zur Kompression erforderliche Wavelet-Transformation (WT) erfiillt
ebenso diese Voraussetzungen.? Sind die Operatoren der FDTD und der
WT einmal im Computer implementiert, berechnet dieser den neuen Ope-
rator automatisch durch die bereits erwédhnte Verkettung. Auch wenn an
dieser Stelle noch einige Details unerwdhnt bleiben miissen, wird ein fun-
damentaler Unterschied zur konventionellen Entwicklung neuer Simulati-
onsverfahren offensichtlich: Die , hédndische“ Herleitung von Operatoren
entfallt! Man ist auch sehr viel flexibler bei der Erweiterung des urspriing-
lichen Simulationsverfahrens durch beispielsweise verschiedene absorbie-
rende Randbedingungen (engl. Absorbing Boundary Condition, ABC; vgl.
Abschnitt 2.3.2). Es geniigt i. A. nicht, FDTD und ABC getrennt vonein-
ander zu transformieren und dann miteinander zu verkniipfen. Vielmehr
muss die Kombination aus FDTD und ABC einer WT unterzogen wer-
den.? Bei manueller Herleitung ist dies mit einem relativ hohen Aufwand
verbunden, der sich bei jeder Erweiterung der FDTD wiederholt. Dieser
Aufwand bleibt einem mit der Darstellung der ABC als Operator jedoch
erspart!

Allgemeiner formuliert miissen die klassische FDTD und ihre Erweite-
rungen lediglich als Operatoren dargestellt werden, um ,automatisch®

'Es lassen sich nichtlineare Eigenschaften hochstens dann sinnvoll einbeziehen,
wenn diese lediglich einen unbedeutenden Anteil am zu simulierenden Volumen ha-
ben. Siehe hierzu Abschnitt 7.3.7.

2Genau genommen handelt es sich um eine diskrete WT (DWT). Die vereinfachende
Bezeichnung WT ist jedoch in der Literatur ebenfalls iiblich.

3Diese Aussagen sind etwas vereinfachend. Genaueres hierzu wird in Abschnitt 7.3.5
erortert.
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von den mit Wavelets verbundenen Kompressionseigenschaften profitieren
zu konnen. Dies gilt entsprechend dem oben Gesagten sogar fiir sdmtli-
che Simulationsverfahren, welche die genannten Voraussetzungen erfiillen.
Dariiber hinaus ist man bei der Wahl der verschiedenen Wavelets und der
Art der Wavelet-Transformation vollkommen frei! Aus Griinden des Um-
fangs kann die vorliegende Arbeit jedoch nur einen Teil der Moglichkeiten
untersuchen.

Zur Einfithrung in die angesprochenen Themen werden zunéchst Grundla-
gen zur FDTD und Wayvelets durchgesprochen. Die Darstellung und Ver-
kettung von Operatoren wird in Kapitel 5 behandelt. Hier werden zwei
grundsétzlich verschiedene Verfahren vorgestellt. Das erste Verfahren ba-
siert auf einer Methode zur Transformation der FDTD in den Waveletbe-
reich, welche erstmalig in [3] veroffentlicht wurde. In Abschnitt 5.2 wird
dieser Ansatz verallgemeinert und einer detaillierten mathematischen For-
mulierung und Analyse unterzogen. Die recht umfangreichen Berechnun-
gen sowie die daraus resultierenden Algorithmen offenbaren einige deut-
liche Nachteile dieses Verfahrens. Es wurde daher ein neuer Ansatz ent-
wickelt, welcher in Abschnitt 5.3 vorgestellt wird. Mit diesem Ansatz lasst
sich auch die Verkettung von Operatoren anschaulicher darstellen.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden verschiedene Moglichkeiten zur Re-
duktion der Simulationszeiten, d.h. zur Kompression der Operatoren be-
handelt. So wird u. a. in Abschnitt 7.3.6 eine Art analytisches Untergitter-
verfahren mit statischem Gitter entwickelt. Hier wird die Verwandtschaft
von Untergitterverfahren und Bildkompressionsverfahren besonders deut-
lich. Analog zur Bildkompression sollen auch bei der Datenkompression
mit Hilfe der Wavelets nur an ausgewéhlten Stellen die elektromagne-
tischen Felder bis ins Detail bekannt sein, wihrend im {ibrigen Raum
eine ndherungsweise Darstellung geniigt. Dadurch wird iiber die Wavelets
auf analytische Weise eine Art Untergitter erzeugt, wobei im Gegensatz
zu klassischen Untergitterverfahren jedoch keine scharfe Grenze zwischen
dem , groben® und dem ,,feinen“ Gitter existiert. Dariiber hinaus kann ge-
zeigt werden, dass das so gewonnene Verfahren die Stabilitdt der FDTD
beibehélt.

Die Ergebnisse aus einigen Simulationen werden in Kapitel 8 besprochen.
Aus der Analyse wird erkennbar sein, wie sich weitere Leistungssteige-
rungen erzielen lassen. Kapitel 9 beschéftigt sich ebenfalls mit Verbes-
serungsmoglichkeiten. Zum einen lassen sich diese aus einem genaueren



Vergleich mit einem anderen Wavelet-basierten Simulationsverfahren, der
sog. Multiresolution time-domain (MRTD) ableiten. Zum anderen werden
bemerkenswerte Entwicklungen im Bereich der Wavelet-Theorie kurz vor-
gestellt, die ein hohes Innovationspotenzial erkennen lassen.

Die in dieser Arbeit entwickelten Techniken sind in der allgemein zugéng-
lichen Literatur nach bestem Kenntnisstand unbekannt. Diese Techni-
ken bilden ein recht méchtiges Werkzeug, welches die Untersuchung aller
moglichen Kombinationen aus Simulationsverfahren, Wavelets und Trans-
formationen erlaubt. Die Neuheit des Verfahrens und die Vielzahl der
Kombinationen und Erweiterungsmoglichkeiten lassen hier lediglich die
Untersuchung eines kleines Ausschnitts zu. Neben der Validierung der
Ideen schafft die vorliegende Arbeit damit ebenfalls die Grundlage fiir
weitere Untersuchungen, welche hoch effiziente FDTD-Simulatoren fiir
insbesondere raumlich ausgedehnte, d.h. elektrisch grofie Strukturen als
Ziel haben koénnen.
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Kapitel 2

Das FDTD-Verfahren

Die Grundlage der Theorie elektromagnetischer Felder bilden die Max-
well’'schen Gleichungen, die im Wesentlichen partielle Differenzialglei-
chungen® in Raum und Zeit sind. Fiir eine computergerechte Simulation
dieser Differenzialgleichungen miissen Naherungen gefunden werden, die
eine Beschriankung auf endlich viele Koeffizienten erlauben.

Yee loste diese Aufgabe 1966 dadurch, dass er die kontinuierlichen Dif-
ferenziale durch zentrale finite Differenzen ersetzte [2]. Der resultierende
Algorithmus ist in seiner urspriinglichen Form ausgesprochen einfach in
einem Computerprogramm zu implementieren und verdankt nicht zuletzt
dieser Eigenschaft seine grofle Verbreitung.

Mit diesem Verfahren lielen sich bereits viele abgeschirmte, d.h. voll-
standig mit Metall umgebene Strukturen simulieren. Der Wunsch nach
der Simulation offener Strukturen leitete die Entwicklung sog. absorbie-
render Randbedingungen ein. Es existieren viele Erweiterungen und Ver-
besserungen der klassischen FDTD, so z. B. die Simulation nichtlinearer
Medien, die Reduzierung des numerischen Aufwandes, die Erh6hung der
numerischen Genauigkeit oder auch die Kombination mit anderen Simu-
lationsverfahren. Einige dieser Erweiterungen sind beispielsweise in [4]
nachzulesen.

Der Fokus wird in den folgenden Abschnitten auf dem ,klassischen®
FDTD-Algorithmus liegen, ergénzt um absorbierende Randbedingungen.

!Genau genommen ist auch eine Integraldarstellung moglich.
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Die dort dargestellten Gleichungen bilden die Grundlage fiir die in die-
ser Arbeit durchgefithrten Simulationen. Sie veranschaulichen ebenfalls
die bereits in der Einleitung erwdhnten Eigenschaften, die fiir die noch
darzustellende Wavelet-Transformation notwendig sind.

2.1 Die Diskretisierung der Maxwell’schen
Gleichungen

Zur Herleitung einer Ndherung der Maxwell’schen Gleichungen beginnen
wir mit ihrer Darstellung in Differenzialform:

oD
tH=J+ — 2.1
ro + at ) ( )
0B
tE=—— 2.2
ro at ) ( )
divD =p, (2.3)

divB=0.

Von diesen vier Gleichungen sind in den meisten Fillen die ersten bei-
den ausreichend, um das Feld vollstiandig zu beschreiben. Betrachtet man
dann noch Materialien mit lediglich linearen und zeitinvarianten Eigen-
schaften, lassen sich die Beziehungen

D=¢cE,
J=rE,
B=puH

angeben. Damit vereinfachen sich die Gleichungen (2.1) und (2.2) zu

E
rot H = kE + s%—t : (2.8)
oH
E=—p—. 2.
rot T (2.9)

Fiir die weiteren Betrachtungen geniigt es, sich auf eine skalare Gleichung
zu beschrinken. Dazu sind noch die Feldwerte und der Rotationsoperator
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fiir ein kartesisches Koordinatensystem aufzuschreiben:

or, _or,
y 0z
OF, OF,

rot F = 5 ar | Fc{E H}. (2.10)
0F, OF,
ox oy

Auflerdem miissen die Materialtensoren €, g und x Hauptdiagonal-
Matrizen sein:

e = diag(ex, ey,€2) , = diag(pix, fy, ttz) , K = diag(ky, Ky, K,) -
(2.11)

Betrachten wir als Beispiel die x-Komponente der Gleichung (2.9), so
stellt sich diese wie folgt dar:

0E, OF, OH,
— — = — . 2.12
ay 0z ot (2.12)

Mit der Approximation der Differenziale durch Differenzenquotienten,

df| _ f(GE+3)h) = f((i—3)h)

dé |, h ’
wird schliefllich die Diskretisierung eingefiihrt,? bei der die i-te Position
den Koordinatenwert ¢h hat. Da Feldwerte nur noch an solchen Positio-
nen betrachtet werden sollen, kann eine vereinfachende Schreibweise bzw.

Abbildung benutzt werden, die sich auf die Indizierung der Positionen
beschrankt:

i€, (2.13)

E"3 (i, 5, k) € B( iAz, jAy, kAz, (n+ L)At)
(2.14)
H"(i,j,k) € H((i + })Az, (j+ )4y, (k+ )2z, nAr),
(2.15)
i?j? k? n 6 Z *

Die Diskretisierungsschrittweiten Az, Ay und Az geben hierbei die ort-
liche Auflésung an, wiahrend At die zeitliche Auflosung beschreibt. Ab-
bildung 2.1 veranschaulicht die Zuordnung von Indizes zu Positionen im
Raum. Aus Gleichung (2.12) wird mit diesem Schema

2Die Schrittweite h muss natiirlich ,,geniigend klein“ sein. Hierauf wird in Abschnitt
2.2 néher eingangen.
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E (4,5 +1,k+1)

E,(i+1,
j+1k)
Hy
E,
Ey(l—l_la]ak)
. H
N Y2 &
: Hy(la.]ak_l)
J--H---=- —
H(i,j—1,k—1)

Abbildung 2.1: FDTD-Gitter. Links: Elementarzellen des E- und H-
Feldes, Position (i, j, k). Rechts: Yee-Zelle (beide Teilgitter zusammen)
mit einigen Komponenten benachbarter Zellen.

B 2,5+ 1,k) — B 50k) By PG5k +1) — By R (050 k)
Ay Az
. ,LLX(’L,j,k) n+l,. . n,. .
= - (B0 k) = HLGG,K)) o (216)

Durch Umstellen von Gleichung (2.16) nach Hy (4,4, k) ist somit die
Moglichkeit gegeben, aus den letzten beiden Zeitindizes n und n—l—% Feld-
werte fiir den néchsten Zeitschritt n + 1 zu berechnen:

HY (i, 5 k) = Hy (i, . k)
A <Ef+5(i,j+1,k)—Eg+§(i,3',k)
tx (2, 3, k) Ay
n+ nt3

_EY (Z)J)k+1)_E}’
Az

(i, J “) (217)

Mit der x-Komponente von Gleichung (2.8) ist dhnlich zu verfahren. Das
Problem ist jedoch, dass auf der rechten Seite der Gleichung die elek-
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trische Feldstirke E bzw. ihre Komponente F, einmal nicht-abgeleitet
und einmal nach der Zeit abgeleitet vorkommt. Nach der Diskretisierung
ergibt das die Ausdriicke

E:(H_E(iaja k) o E:_E(i7j7 k)
At '

E{(i,j,k)  und (2.18)

Um nun analog wie mit H, verfahren zu koénnen, wird E durch den
Mittelwert aus dem vorhergehenden und dem nachfolgenden (Halb-)
Zeitschritt ersetzt:

Ey & . (2.19)

Dadurch kann nun Ex~ ? in Abhingigkeit von Ey 2 und Hy , ausgedriickt
werden:

L L
2ex(1, 4, k) + ki (1, J, k) At

1
ExT2 (i, k)

2ex (1,7, k) + kx (i, 7, k) At Ay

~ . (2.20)

n 1 . .
In analoger Weise sind Ausdriicke fiir Ey;” und Hy 1 herzuleiten. Gibt
1
man sich nun eine Feldverteilung HO, E? als Anfangswerte vor, lassen

3 5
sich nacheinander die Feldwerte Hl, E?, H2, E? usw. berechnen.

Die explizite Ortsabhéingigkeit der Materialparameter €, u, und xy, wird
bei der Wavelet-Transformation der FDTD-Gleichungen noch eine grofle
Rolle spielen. Genau genommen sind sogar die rdumlichen Diskretisie-
rungsschrittweiten Az, Ay und Az vom Ort und damit von (i, 7, k)
abhingig, da in der Praxis mit sog. nicht-dquidistanten Gittern die zu
simulierenden Strukturen im allgemeinen genauer nachgebildet werden
konnen als mit einer {iber den ganzen Raum gleichbleibenden Gitterwei-
te.
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2.2 Numerische Dispersion und Stabilitit

Die Zeitschrittweite At in den Gleichungen (2.17) und (2.20) scheint be-
liebig wahlbar. Eine genauere mathematische Analyse ergibt jedoch, dass
bei einem zu grofl gewéhlten Wert fiir At die Feldwerte in ihrer Amplitude
mit zunehmender Zeit exponentiell wachsen konnen — das Verfahren wird
instabil. Dispersion ist eine weitere Eigenschaft des Algorithmus von Yee,
die bei der Wahl der rdumlichen Auflésung zu beachten ist. Es soll hier
kurz auf diese Analyse eingegangen werden, deren Details beispielsweise
in [4] nachzulesen sind.

Betrachtet wird ein homogener, isotroper Raum mit der Permittivitit
e und der Permeabilitdt p. Der Raum wird mit konstanten Werten fiir
Az, Ay und Az diskretisiert. In diesem Raum soll sich eine ungedampfte
Welle mit den Phasenkonstanten Sy, 8, und 3, ausbreiten. Die Kreisfre-
quenz der Welle wird mit w bezeichnet. Wird diese Welle mathematisch
entsprechend formuliert in die FDTD-Gleichungen eingesetzt, so kann ge-
zeigt werden, dass folgende Gleichung erfiillt sein muss:

sin2(%wAt)_sin2(%6XAaz) sin®($8,Ay)  sin®(38,A%)

CADE © (Ae T (Mg (A2 (2.21)

Hierbei ist ¢ = (5,u)_% die Lichtgeschwindigkeit in dem betrachteten Me-
dium. Aus dem Vergleich mit den physikalischen Verhéltnissen,

(2) = +a+62, (2.22)

lasst sich zeigen, dass sich die Welle in dem diskretisierten Raum je
nach Ausbreitungsrichtung verschieden schnell fortbewegt. Der Grad die-
ser Richtungsabhingigkeit ist dariiber hinaus von dem Verhéltnis von
Wellenldnge zu ortlicher Auflosung abhéngig: Die Dispersion ist umso
ausgeprigter je grober der Raum diskretisiert wurde. In der Praxis wird
zur Einschrankung dieses Effektes als Obergrenze fiir die Gitterweiten oft
das 0,1-fache der minimal zu simulierenden Wellenldnge genommen.

Es bleibt noch nach einer oberen Schranke fiir At zu suchen. Dazu soll
Gleichung (2.21) zunichst nach w umgestellt werden:
2

W= arcsin(a) , (2.23)
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mit

o= cAt\/ in(3540) | sin(5h,8y) | sin(GAhA7) (2.24)

Ax? Ay? Az?
Damit die Welle eine konstante Amplitude hat, muss w reellwertig sein,

was wegen des arcsin in Gleichung (2.23) zu der Ungleichung 0 < |a| <1
und damit zu

1
At < (2.25)
. sin”(3 B Az) N sin”(3 8, Ay) N sin”(33,A%2)
Ax? Ay? Az?

fithrt. Um nun die Stabilitdt des FDTD-Verfahrens fiir Wellen mit belie-
biger Ausbreitungsrichtung zu gewihrleisten, kann wegen sin?(-) < 1 eine
neue obere Schranke fiir At eingefiihrt werden:

e 1
At < Atpprp = ] ] ]
C\/Aaz2 i Ay? * Az?

Aus der Definition fiir Atgprp wird ersichtlich, dass eine Erhohung der
rdumlichen Auflésung eine Verringerung der maximalen Zeitschrittweite
erfordert. Auf diese Weise erhoht sich der gesamte Rechenaufwand einer
Simulation nicht nur durch die entsprechend erhohte Anzahl an Feldkoet-
fizienten, sondern zusétzlich noch durch die notwendigerweise gestiegene
Anzahl an Zeitschritten.

(2.26)

Aus verschiedenen Griinden ist Atpprp oftmals noch weiter abzusenken.
So ist bei der Simulation eines inhomogenen Mediums fiir jeden Punkt
die maximal zulédssige Zeitschrittweite zu berechnen, um dann am Ende
aus der Menge dieser Werte den kleinsten davon als obere Schranke fiir
den gesamten Simulationsraum zu verwenden. Hierbei sind auch Anisotro-
pien und ortsabhéngige Diskretisierungsweiten zu beriicksichtigen. Lokal
yungiinstige® Parameter wirken sich damit global aus.

Dariiber hinaus erfordern auch viele Erweiterungen der klassischen
FDTD, dass ein kleineres At gewiahlt wird als durch Atpprp erlaubt.
Dadurch fiithren solche , potenziell instabilen® Verfahren wenigstens fiir
beispielsweise einige tausend Zeitschritte zu verwertbaren Ergebnissen.
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Viele der bereits erwidhnten absorbierenden Randbedingungen gehoren
zu den Verfahren, bei denen es zu instabilen Simulationsergebnissen kom-
men kann. Dennoch sind diese Erweiterungen zu einem unverzichtbaren
Bestandteil des FDTD-Verfahrens geworden, sodass lieber eine erhohte
Simulationszeit in Kauf genommen wird, als gidnzlich auf solche Neuerun-
gen zu verzichten.

2.3 Randbedingungen

Die bisherige Beschreibung der FDTD geht von einem unendlich ausge-
dehnten Raum aus. Bei geschlossenen Strukturen, wie z.B. Hohlraum-
resonatoren, geniigt jedoch die Beschriankung auf den mit metallischen
Winden begrenzten Hohlraum. Offene Strukturen lassen sich mitunter in
geniigend groflen, aber dennoch abgeschlossenen Rdumen simulieren. Eine
Verbesserung dieser Vorgehensweise stellen die bereits erwidhnten absor-
bierenden Randbedingungen dar. Oftmals sind auch halboffene Struktu-
ren zu simulieren, bei denen beide Randbedingungen zum Einsatz kom-
men. Thre Implementation im FDTD-Verfahren soll in den folgenden Ab-
schnitten dargestellt werden.

2.3.1 Ideal leitende Grenzschichten

In der klassischen Feldtheorie fithrt die Annahme elektrisch ideal leiten-
der Metalle zu der Grenzschichtbedingung E;,, = 0, d.h. zur Grenz-
schicht tangentiale elektrische Feldkomponenten verschwinden. Derartige
Grenzschichten werden auch elektrische Winde genannt. Zu ihrer Imple-
mentierung sind in der FDTD und anderen Verfahren zwei Methoden
gebrduchlich. Die Auswahl hingt davon ab, wo sich die Grenzschicht im
Vergleich zu dem Diskretisierungsschema nach Gleichung (2.14) befindet.

Bei der ersten Methode wird angenommen, dass die Grenzschicht mit
Fliachen der Elementarzellen des elektrischen Feldes zusammenfllt (siehe
Abbildung 2.1). Dadurch befinden sich die zugehorigen elektrischen Feld-
komponenten genau in der ideal leitenden Grenzschicht. In den FDTD-
Gleichungen fiir H""" sind dann diese elektrischen Feldkomponenten ein-
fach durch den Wert Null zu ersetzen. Ferner wird die Berechnung dieser
elektrischen Feldkomponenten unterdriickt.
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Bei der zweiten Methode befindet sich die Grenzschicht symmetrisch zwi-
schen den Flachen der Elementarzellen des elektrischen Feldes und damit
symmetrisch zwischen den zugehorigen Feldkomponenten. Fiir diese Feld-
komponenten kann das Spiegelungsprinzip angewendet werden. Liegt bei-
spielsweise bei z = %Az eine in x- und y-Richtung unendlich ausgedehnte,
ideal leitende Grenzschicht, so ist

B (i,5,0) = —BE,(i,5,1) Yi,jeZ, velx y}, (2.27)

in die betroffenen Gleichungen fiir H"*' einzusetzen. Diese Methode
kommt vor allem bei solchen Verfahren zum Einsatz, die zur Approxi-
mation der Differenziale mehr als nur zwei Stiitzstellen benutzen.

Ganz analog lassen sich magnetische Grenzschichten definieren, in denen
H;., = 0 gilt. Diese magnetischen Winde kommen vor allem dann zum
Einsatz, wenn a priori eine entsprechende Symmetrie der Felder bekannt
ist bzw. forciert wird. Dadurch lasst sich der zu simulierende Raum and
damit die benotigte Rechenzeit halbieren.

Bei beiden Methoden miissen kurvige und schriag zu den Koordinaten-
achsen verlaufende Grenzschichten durch stufenweise Approximation dem
Diskretisierungsgitter angepasst werden. Dies ist einer der Griinde, warum
oftmals auf eine hohe rdumliche Auflésung nicht verzichtet werden kann.

2.3.2 Absorbierende Randbedingungen

Wiéhrend bei abgeschirmten Strukturen der zu simulierende Raum in
natiirlicher Weise durch die duflere Berandung gegeben ist, muss bei of-
fenen Strukturen eine kiinstliche Beschrinkung auf den , wesentlichen®
Feldbereich stattfinden. Der auflerhalb dieses Feldbereichs liegende Raum
ist so gut wie moglich durch absorbierende Randbedingungen (engl. Ab-
sorbing Boundary Condition, ABC) nachzubilden. Zwei Anforderungen
sind dabei besonders zu beachten: Die an die Struktur gebundenen Feld-
verteilungen diirfen nicht gestért werden und die ungebundenen (abstrah-
lenden) Feldanteile miissen von der ABC absorbiert werden.

Die erste Anforderung bedingt bei allen ABCs die Einhaltung eines ge-
wissen Mindestabstands von den Gebieten mit relativ hohen Anteilen an
gebundener Feldenergie. Dieser Abstand ist von der Art der ABC eher un-
abhéangig und bewirkt, dass der zu simulierende Raum nicht durch ABCs
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beliebig klein gemacht werden kann. Bei der zweiten Anforderung beste-
hen starke Unterschiede zwischen den ABCs, sowohl im Hinblick auf den
unter optimalen Bedingungen erreichbaren Reflexionsfaktor der ABC als
auch auf die Winkelabhingigkeit des Reflexionsfaktors. Eine gute Uber-
sicht iiber verschiedene Verfahren und ihre Eigenschaften ist in [4] zu
finden.

Von allen bisher fiir die FDTD entwickelten absorbierende Randbedin-
gungen hat sich in den letzten Jahren vor allem die von Bérenger ent-
wickelte Perfectly Matched Layer (PML) hervorgetan. Im Vergleich zu
bis dato bereits etablierten ABCs erlaubte sie sehr hiufig dramatische
Verbesserungen der Genauigkeit der Simulationsergebnisse. Dies ist vor
allem auf ihre sehr hohen Absorptionskoeffizienten fiir einfallende Wellen
aus beliebigen Winkeln zuriickzufiihren.

Dennoch hat auch die PML Nachteile: Sie kann instabil sein [5, 6], weist
unter bestimmten Bedingungen ungewohnlich hohe Reflexionsfaktoren
auf [7] und erfordert eine unphysikalische Erweiterung und Zerlegung der
Maxwell’schen Gleichungen und ihrer diskretisierten Formen. Verschiede-

ne Variationen und dhnliche Konzepte wurden zur Uberwindung dieser
Nachteile entwickelt [8, 9, 10].

Aus verschiedenen Griinden wird hier dennoch die PML in ihrer klassi-
schen Form verwendet. So dient sie nicht nur der Erzeugung von Referen-
zergebnissen. Es soll damit in den noch folgenden Kapiteln auch demon-
striert werden, dass sogar solche Erweiterungen der klassischen FDTD bei
der Wavelet-Transformation verwendet werden konnen, die zwar teilweise
zur FDTD &hnliche aber dennoch deutlich unterschiedliche Gleichungen
benutzen.

Zunichst wird ein Medium mit isotropen dielektrischen FEigenschaften
vorausgesetzt, sodass sich die Materialtensoren € und p auf die skalaren
Groflen € und p reduzieren. Bérengers PML basiert auf der Modifikation
der Maxwell’schen Gleichungen in der Form, dass senkrecht auf eine PML
einfallende Wellenanteile absorbiert werden und parallel zu ihr verlaufen-
de Wellenanteile ungestort ausbreitungsfahig bleiben:
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a(EZX _l_ Ezy) _ 8ny
0E, 0E,  0H, /' 9y = —p— —oyHy
oy 9: Mot N, OByt By) _ OHe
0z - T e
(2.28)

Diese Aufteilung von Gleichung (2.12) beinhaltet verschiedene neuartige
Elemente. Zum einen werden die Feldkomponenten in jeweils zwei Anteile
aufgespalten:

E,=E,+E,, B,=En+E,, H,=Hy+H,. (229)

Weiterhin gibt es mit den Elementen oy, und o, eine Art anisotroper
magnetischer Leitfahigkeit. Zusammen mit der Aufstellung der restli-
chen PML-Gleichungen erhélt man dann die beiden Leitfahigkeitsmatri-
zen k = diag(ky, Ky, k,) und o = diag(oy, oy, 0,). Es ist zu beachten, dass
die elektrischen Leitfdhigkeiten hier in anderer Form in Erscheinung treten
als in den Maxwell’schen Gleichungen. Zum Vergleich: Die x-Komponente
von Gleichung (2.8) enthélt den Term k4 Fy, wihrend die beiden zugehori-
gen PML-Gleichungen die Terme x,FEy, und x,Fy, enthalten.

Nicht-verschwindende Leitfdhigkeiten sollen dazu dienen, die senkrecht
auf eine PML eintreffenden Wellen zu absorbieren (vergleichbar einem
sog. Sumpf in der Hochfrequenztechnik). Dazu ist dem Feldraum an der
entsprechenden Stelle eine PML mit geniigender Tiefe anzugliedern. In
Abbildung 2.2 ist ein solches Element mit der Bezeichnung , Fliche“ an-
gegeben.

Zeigt der Normalenvektor der Grenzfliche beispielsweise in x-Richtung,
so miissen zur Absorption von in x-Richtung laufenden Wellenanteilen
kx und o, von Null verschieden sein. Damit in y- und z-Richtung lau-
fende Wellenanteile in der PML-Flache ungestort ausbreitungsfiahig sind,
miissen sy, und oy, Null sein.

In PML-Kanten sind die Leitfahigkeiten so zu wihlen, dass Wellen nur
noch entlang der Kantenldnge ausbreitungsfihig sind. In PML-Ecken
werden schliefSlich Wellen aller Ausbreitungsrichtungen absorbiert. Da-
mit Wellen nicht bereits an den Grenzflichen zwischen Feldraum und
PMLs reflektiert werden, sind die Feldwellenimpedanzen anzupassen. Da-
zu erhilt jede PML-Zelle zunichst einmal die dielektrischen Konstanten
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Querschnitt, Mitte

Feldraum

Ecke

Querschnitt, Seite

Kante — Flache

Abbildung 2.2: Allseitig mit PMLs umgebener Feldraum. Links dreidi-
mensionale Ansicht, rechts Querschnittsansichten mit Angabe der PML-
Elemente.

derjenigen Yee-Zelle, die ihr am néchsten ist. Danach sind die Leitfahig-
keiten so zu wéihlen, dass stets

Ky Oy

v v 2.
c =, Tvelonz (2.30)

gilt. Uber die Tiefe der PML, die Abhingigkeit der Leitfihigkeiten von
der Entfernung zum Feldraum und die Auswahl der maximalen Leitfahig-
keitswerte kann der noch verbleibende Reflexionsfaktor bestimmt werden.
Umgekehrt konnen auch mit der Vorgabe des Reflexionsfaktors und wei-
terer Werte z. B. die maximal zulédssigen Leitfadhigkeiten errechnet werden.
Néheres hierzu kann in [4] nachgeschlagen werden.



Kapitel 3

Wavelets

Die Entwicklung vieler Funktionenklassen war das Resultat der Losung
mathematischer Formulierungen technischer Probleme. Die Funktionen-
klassen — unter denen sich so bekannte wie Polynomfunktionen, trigo-
nometrische Funktionen und Besselfunktionen befinden — werden haufig
angewendet, um Naherungslésungen in moglichst kompakter Form, d. h.
mit moglichst wenigen Termen beschreiben zu konnen.

Bevor auf die Eigenschaften der hier vorzustellenden Funktionenklas-
se der Wavelets eingegangen wird, sollen am Beispiel der Sinus- und
Kosinus-Funktionen einige Merkmale klassischer Entwicklungsfunktionen
dargestellt werden. Beim Vergleich mit den Wavelets wird dann deutlich,
warum sich letztgenannte in den letzten Jahren vor allem im Bereich der
Bildkompression zu einem duflerst niitzlichen Werkzeug entwickelt haben.

3.1 Die Fouriertransformation

Ein Signal fj(¢) soll auf seine Frequenzanteile untersucht werden. Das Si-
gnal soll stiickweise stetig und absolut integrierbar sein.! Dann berechnet
sich die Fouriertransfomierte von fy(t) zu

fo(w) = Ffolw) dg\/% / fo(B)eH dt | (3.1)

R

Tm Allgemeinen muss es der Dirichlet-Jordan-Bedingung geniigen, vgl. [11].

21
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Mit der inversen Fouriertransformation

1 ~ .
fit) = — [ folw)e™ dw (3.2)
V2T R/
gilt dann

£(6) = 3 lm(fult — ) + folt +2) (3.3)

Gleichung (3.3) driickt aus, dass fo(t) durch f(¢) im angegebenen Inter-
vall bis auf die Unstetigkeitsstellen exakt wiedergegeben werden kann. Die
Gleichung (3.1) zeigt, dass zur Berechnung der Frequenzanteile stets das
vollstandige Intervall herangezogen werden muss. Die Entwicklungsfunk-
tion e 7! kann als Gewichtungsfunktion betrachtet werden. Wegen ihrer
Eigenschaft [e™“!| = 1 gilt offensichtlich, dass die Fouriertransformation
keine direkten Riickschliisse auf lokal begrenzte Eigenschaften von fy(t)
zuldsst — alle Werte von fy(¢) gehen gleichermaflen in alle Frequenzantei-
le ein. Umgekehrt gehen auch alle Frequenzanteile gleichermafien in die
Riicktransformierte ein.

Ein kleines Beispiel soll das verdeutlichen. Es soll

fo(t) = , b1 < to (34)

I 61 <t<t
0 , sonst

gelten. Dann ergibt sich das zugehorige Frequenzspektrum zu

£ . L . L —jwt]tz _ -] —jwta _ —jwt1

folw) = 7z T e Ll = (e e ) (3.5)
Der Ausdruck e %2 —e=i«% gtellt eine gleichbleibende Oszillation im Fre-
quenzbereich dar. Eine anschauliche Beziehung zwischen einem derartigen
Verlauf und der Position des Impulses zu finden, ist kaum moglich. Wei-
terhin ist zu sehen, dass im Wesentlichen nur die Proportionalitét % in
Gleichung (3.5) eine Beschrankung des Frequenzspektrums erlaubt, wenn
eine ndherungsweise Darstellung geniigt. Dennoch ist eine derartige Ab-
nahme der Amplituden mit zunehmender Frequenz eher als langsam zu
bezeichnen und im Hinblick auf Kompressionszwecke daher nur bedingt
nutzbringend. Alles in allem wird deutlich, dass es der Fouriertransfor-
mation an der Fiahigkeit mangelt, ortlich begrenzte Signale auch durch



3.2. Grundlagen zur Wavelet-Theorie 23

ein begrenztes Frequenzspektrum darzustellen. Die diskreten Formen der
Fouriertransformation unterliegen diesem Mangel in dhnlicher Weise.

Die Entwicklung von Signalen in Fourierintegrale ist vor allem bei glatten
Funktionen sinnvoll, da dort das Amplitudenspektrum eher ein schnel-
les Abklingverhalten besitzt. Viele Signale oder auch Bilder besitzen in
groflen Bereichen glatte Verldufe, sodass gute Kompressionsraten mit Ver-
fahren erzielbar sind, die auf Entwicklungen in trigonometrischen Funk-
tionen basieren. Dennoch sind oft Kompressionsverfahren wiinschenswert,
die toleranter sind gegeniiber weniger glatten Funktionen wie z. B. dem
gerade behandelten Rechteckimpuls.

3.2 Grundlagen zur Wavelet-Theorie

3.2.1 Die kontinuierliche Wavelet-Transformation

Die im Folgenden dargestellten Grundlagen wurden vorwiegend [12] und
[13] entnommen, wenn auch teilweise eine andere Symbolik verwendet
wurde. Betrachten wir den Raum Ly (R) der auf dem reellen Raum qua-
dratisch integrierbaren Funktionen. Eine Funktion ¢ € Ly(R) ist genau
dann ein Wavelet, wenn sie die Zuldssigkeitsbedingung

0<cy= 27r/ W‘(:J‘)‘Q dw < oo (3.6)
R

erfiillt.? Setzt man zusitzlich ¢ € L;(R) voraus, ergeben sich bereits
einige Figenschaften von Wavelets:

1. Wavelets besitzen eine Art Lokalisierung. Das bedeutet, dass ein
endliches Intervall angegeben werden kann, innerhalb dessen die
Flache von |¢| grofer ist als auBerhalb. Dies folgt aus der Eigen-
schaft der Fouriertransformation Fi(w) — 0 fiir w — +oo, siehe
z.B. [11].

?Es existieren auch allgemeinere Definitionen von Wavelets, siehe z.B. [12], Lem-
ma 1.1.4.
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2. Wayvelets haben einen verschwindenen Mittelwert. Dies folgt aus
der Stetigkeit der Fouriertransformierten von % (siehe [11]) und der
Zulassigkeitsbedingung (3.6).

Mit dem Wavelet ¢ soll eine Funktion f € Lo(R) nun transformiert wer-
den. Die Wavelet-Transformation ist dann definiert zu

Qyf(a,b) = \/W/f (t_b> dt (3.7)

mit
a e R\ {0}, beR. (3.8)

Entsprechend der Definition kann man auch a als Dilatationsparameter
und b als Translationsparameter bezeichnen. Zusammen mit den o. g. Ei-
genschaften von Wavelets kénnen bereits jetzt einige Vergleiche zwischen
Wavelettransformation (WT) und Fouriertransformation (FT) gezogen
werden:

1. Die Lokalisierungseigenschaft von Wavelets erlaubt es, Funktionen
,abzutasten“. Mit dem Translationsparameter b ist das Untersuchen
von f auf Anteile von v {iber den Ort auflésbar. In der F'T ist dage-
gen keine ortsauflésende Untersuchung moglich, vgl. Abschnitt 3.1.

2. Der Dilatationsparameter a gestattet es, die ortsauflésende Un-
tersuchung auf verschiedenen Skalen durchzufithren. Diese Skalen
entsprechen den Frequenzen in der FT, jedoch kommt in der WT
zusitzlich die Lokalisierung zum Tragen.

Zu der WT existiert auch eine Inversionsformel. Durch die zwei Parameter
(a,b) stellt sich die Riicktransformation allerdings etwas komplizierter
dar. Sei g = Q, f, dann ergibt der durch

Qo) / / Tt () sen®E e

definierte adjungierte Operator wieder f = Q:;g.
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Die WT weist wie weiter oben beschrieben den Vorzug der Lokalisierungs-
eigenschaft gegeniiber der FT auf. Das Doppelintegral in Gleichung (3.9)
stellt jedoch gegeniiber dem einfachen Integral bei der inversen Fourier-
transformation einen Nachteil dar. So ist es nicht verwunderlich, dass
die Wavelet-Theorie erst mit der Entdeckung der im folgenden Abschnitt
beschriebenen diskreten W'T eine groflere Verbreitung erfuhr.

3.2.2 Die Multi-Skalen-Analyse

Die Vereinfachung von Gleichung (3.9) lasst sich erreichen, indem an die
Wavelets weitere Voraussetzungen gestellt werden. Aus diesen Vorausset-
zungen wurde das Konzept der Wavelet-Frames entwickelt, welches die
Benutzung von Doppelsummen statt Doppelintegralen erlaubt [12]. Der
wohl am hiufigsten benutzte Frame fithrt dabei auf die weiter unten an-
gegebene Definition der Multi-Skalen-Analyse (MSA).

Die MSA erlaubt im Gegensatz zur kontinuierlichen WT die Zerle-
gung eines Signals in diskrete Rdume, wobei jeder Raum eine bestimm-
te Auflosungs- bzw. Detailstufe oder auch Skala reprisentiert (Dilata-
tionsparameter a). Aulerdem sind die zugehorigen Basisfunktionen eines
Raums diskrete Translate (Translationsparameter b) einer einzigen Funk-
tion. Wéhrend in der F'T bzw. bei Fourierreihen [11] die Frequenzanteile
eines Signals unabhéngig voneinander ermittelt werden kénnen, bauen
die Rdume in der MSA aufeinander auf: Jeder Raum einer bestimmten
Auflésungsstufe enthélt simtliche Raume der ,,gréberen® Auflosungsstu-
fen. Dadurch wird eine andere Art der Zerlegung eines Signals in hoher-
und niederfrequentere Anteile moglich als es bei der FT der Fall ist.

Eine MSA des Ly(RR) besteht aus einer aufsteigenden Folge abgeschlosse-
ner Unterrdume V,,, mit folgenden Eigenschaften:

@GC...CcVoCcViCVyCV,;CV,yC...CLy(R), (3.10)
U Vi = La(R) (3.11)
mez
(N Vn=2, (3.12)
meZ

f() €V <= f(2™)eVy . (3.13)
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Weiterhin muss es eine Funktion ¢ € Ly(R) geben, die mit ihren ganz-
zahligen Translaten eine Riesz-Basis von V| erzeugt. Dies fiithrt auf die
Bedingungen

Vy = span{p(- — k) | k € Z} (3.14)
und
2
JA,B : 2 <| =) 2
,BeRy AZ%S ZCMP( k) LZSBZ%
kez keZ kezZ (3.15)

V (ck)rez € L(Z) .

Die Funktion ¢ wird Skalierungsfunktion genannt. Setzt man sie in Glei-
chung (3.13) ein, so zeigt sich, wie durch die Auswahl eines Raums die
Wabhl fiir eine bestimmte Auflésungsstufe getroffen werden kann.

Mit Gleichung (3.10) lassen sich aus den (Skalierungs-)Rédumen V,, nun
Waveletraume W,,, definieren:

Vm — Vm+1 @ Wm+1 . (316)

Damit sind die W,,, orthogonal zum jeweiligen V,,. Die in Dilatation und
Translation diskreten Projektionen auf V- und W-R&ume sollen mit R
und @ bezeichnet werden, sodass gilt

Rof € Vi, (3.17)
Qnf €Wy, , (3.18)
Rmf = 72m-+—1f + Qm+1f . (319)

Auf Gleichung (3.10) angewendet ist folgende Darstellung moglich:

LR ... V., 2% VvV, B vy B3 v, ..o
\QIO \Qll \Q{z (320)
W, W, W, ... o

Daher gilt offensichtlich

V,, = W, (3.21)

LR = @ W,.. (3.22)
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Analog zu den Gleichungen (3.13) und (3.14) gelten auch

() €W <= f(2™) e Wy, (3.23)
W), = span{o(- — k) |k € Z} . (3.24)

Wiéhrend in Abschnitt 3.2.1 Wavelets iiber die Zuléssigkeitsbedingung
definiert werden konnten, ergeben sie sich hier aus den Unterschieden
zwischen den Skalierungsrdumen. Obwohl die Giiltigkeit von Gleichung
(3.24) einleuchtet, ist das Ergebnis keineswegs trivial und erfordert de-
taillierte Betrachtungen, die hier aber nicht wiedergegeben werden sollen.
Stattdessen soll nur die Ahnlichkeit zur kontinuierlichen WT aufgezeigt
werden: Ein Signal lésst sich durch eine entsprechende Linearkombination
translatierter und dilatierter Wavelets darstellen. Die zugehorigen Wave-
letr&ume sind dabei orthogonal und somit koexistent, wihrend im Unter-
schied dazu bei einer Darstellung durch Skalierungsfunktionen immer nur
ein einzelner Raum Verwendung finden kann.® Trotz dieses wesentlichen
Unterschieds bestehen weitere Ahnlichkeiten zwischen Skalierungsfunk-
tionen und Wavelets.

Die Skalierungsfunktion ¢ erfiillt die Skalierungsgleichung®:
keZ
Fiir Wavelets gilt dann
Y(z) = \/§ngg0(2x — k) . (3.26)
ke

Zwischen den Skalierungskoeffizienten h; und den Waveletkoeffizienten gy
gilt der Zusammenhang

gk = (=1)*h1_y . (3.27)

3Genau genommen ist dies kein angebbarer Raum, da im allgemeinen der Grenzwert
limy, oo Vi gebildet werden muss. Gilt allerdings f € V,, fiir ein bestimmtes m, so
ist die Aussage korrekt.

4Gleichung (3.25) wird in den meisten Féllen zur Bestimmung der Skalierungskoef-
fizienten hy bei gegebener Skalierungsfunktion ¢ benutzt. Unter bestimmten Voraus-
setzungen ist auch der umgekehrte Weg durch Vorgabe der hy moglich, vgl. [12].
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Hier wird deutlich, wie aus einer Skalierungsfunktion ein Wavelet definiert
werden kann. Es ist jedoch auch eine Definition mit einer geradzahligen
Indexverschiebung zuléssig:

gk = (_1)kh2l+1_k , leZ. (3.28)

Die Indexverschiebung bewirkt lediglich, dass ein anderes Translat aus
W, ausgewihlt wird, vgl. hierzu Anhang A.2.°

Wie spéter noch zu sehen ist, lassen sich sehr viele Berechnungen in der
MSA unter Umgehung der kontinuierlichen Funktionen ¢ und v aus-
schlieBlich mit den Koeffizienten hj; und g; ausdriicken. Bei diesen Be-
rechnungen finden folgende Abkiirzungen Verwendung;:

Pmi(T) =27 7027 — k) (3.29)
Y i(z) = 272927z — k) | (3.30)
m,k € Z (3.31)

Fiir ein festes m bilden die ¢, eine Orthonormalbasis (ONB) von V,,
und die v, eine von W,,. Die in den Gleichungen (3.17) und (3.18)
definierten Projektionen lassen sich damit folgendermaflen darstellen:

Ronf =) & mi & = {f,0mi)Ls (3.32)
keZ

Qm.f = Zd;gnwm,k ) d;{n = <f7 77bm,l€>L2 . (333)
keZ

3.2.3 Skalierungsfunktionen und Wavelets

In den meisten Féllen werden Skalierungsfunktionen iiber ihre Fourier-
transformierten definiert. Eine der wenigen Ausnahmen bildet ein Recht-
eckimpuls, die Haar-Skalierungsfunktion:

o) = (3.34)

1 ,0<z<1
0 , sonst '

SEs lassen sich zu einer MSA auch andere Wavelets definieren, vgl. Korollar 2.2.13
und Bemerkung 2.2.14 in [12].
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In die Skalierungsgleichung (3.25) eingesetzt ergibt sich unmittelbar

, ke {0,1}

1
he =< /2 (3.35)
0

, sonst

Aus der Differenz R,,,f — Rys1f = Qa1 f folgt das zugehdrige Wavelet:

1 (1 E=0
1 ) 0 S Tz < 5 \/5 )
P(z) = -1 1<$<1 , mit g = < 1 E—1
) 2 f— _E s =
0 , sonst \ 0 , sonst
(3.36)

Obwohl Rechteckfunktionen nur bedingt geeignet sind, glatte Signal-
verldufe zu approximieren, stellen sie durch ihre Einfachheit ein wich-
tiges Hilfsmittel dar. So liasst sich die FDTD ebenfalls iiber das Galerkin-
Verfahren aus den Maxwell’schen Gleichungen herleiten, indem Recht-
eckfunktionen als Entwicklungsfunktionen benutzt werden. Ein weiterer
Vorteil von Haar-Wavelets gegeniiber anderen Wavelets stellt die gerin-
ge Anzahl der von Null verschiedenen Waveletkoeffizienten dar. Es wird
spater noch zu sehen sein, wie sehr der numerische Aufwand von der
Anzahl der Koeffizienten abhéingt.

Die bereits erwidhnte Definition von Skalierungsfunktionen iiber ihre Fou-
riertransformierten lasst erahnen, dass es sich meistens um Funktionen
mit unendlichem Triger handelt. Neben den Haar-Funktionen haben ver-
schiedene von Ingrid Daubechies entwickelte Klassen von Skalierungsfunk-
tionen nebst zugehorigen Wavelets einen kompakten Tréager [13]. Die wohl
bekannteste dieser Klassen® soll hier kurz wiedergegeben werden.

Auf die Herleitung der Daubechies-Wavelets wird hier verzichtet. Statt-
dessen sollen ihre Eigenschaften und einige Koeffizienten wiedergegeben
werden. Haben die Daubechies-Skalierungsfunktion und das zugehérige
Wavelet die Ordnung N € N, so gilt:

6In [13] wird diese Klasse mit den Eigenschaften ,extremale Phase“ und ,,maximale
Anzahl verschwindender Momente, kompatibel mit der Triagerbreite“ angegeben.
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Die Anzahl der Skalierungskoeffizienten ist 2N.

Die Differenzierbarkeitsordnung der Wavelets steigt mit wachsen-
dem NN, d.h. die Funktionen werden glatter.

Die Wavelets haben N verschwindende Momente:

/xmw(x)da::0, m e {0,1,... ,N —1}. (3.37)

Im Grundraum V, liegen Polynome vom Grad m mit 0 < m <
N — 1. Die folgende Gleichung gilt punktweise:

3 (ag Jkez - Za’,fgo(x—k):xm, me {0,1,... ,N —1}.
keZ
(3.38)

Die Tragerbreite der Funktionen ist 2N — 1. Genauer gesagt gilt

supp(¢) = [0,2N — 1], supp() = [1— N,N].  (3.39)

Fir N =1 und N = 2 lassen sich die von Null verschiedenen Skalierungs-
koeffizienten noch analytisch angeben:

Nzlih,o:hlzi, (340)

_ 14V 343 3-VB 1V

N:2 : h — ; _— ) - ) -
0 N 1 —4\/5 2 NG 3 N
(3.41)

&

Das Daubechies-Wavelet erster Ordnung ist somit identisch zu dem Haar-
Wayvelet. Ab der dritten Ordnung lassen sich die Koeffizienten nur noch
numerisch bestimmen. Tabellierte Werte sind z. B. in [13] zu finden.”

Obwohl die Tragerbreite 2N — 1 betrégt, scheinen die Funktionen mit
steigender Ordnung einen deutlich kleineren Triager zu haben, wie in Ab-
bildung 3.1 zu sehen ist.

"Je nach Literaturquelle liegen Koeffizienten schon mal in umgekehrter Reihenfolge
vor. In Anhang A.1 wird dieser Punkt ndher beleuchtet.
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Abbildung 3.1: Daubechies-Funktionen der Ordnung N = 1, 2 und 10
(Skalierungsfunktionen ¢p; Translat eines Wavelets ¥y mit gleichem
Tréger). Der Triager bei N = 1 ist [0, 1]. Fiir N = 2, 10 sind die Funktio-
nen nur innerhalb ihres Trager dargestellt.

3.2.4 Die schnelle Wavelet-Transformation

Die Multi-Skalen-Analyse erlaubt die Entwicklung einer effizienten dis-
kreten Variante der kontinuierlichen Wavelet-Transformation. Die resul-
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tierende schnelle Wavelet-Transformation (engl. Fast Wavelet Transform,
FWT) ist dabei beziiglich der Ordnung ihrer Komplexitéit bzw. Berech-
nungsaufwandes sogar deutlich besser als die so genannte schnelle Fou-
riertransformation [12].

Die FWT erfordert die Approximation einer Funktion f im Grundraum
Vo, wodurch f im Allgemeinen diskretisiert wird. Dann wird f nach Glei-
chung (3.32) durch die Entwicklungskoeffizienten ¢} reprisentiert:

F@) =3 dola— k) . (3.42)

kez

Mit der FWT ist es moglich, in einfacher Weise von den Entwicklungs-
koeffizienten des Raumes V,, zu den Koeffizienten der Raume V,,,;; und
W,.+1 zu gelangen. Unter Verwendung der Gleichungen (3.32) und (3.33)
gilt:

CZL = Z hl_2kcgn—1 y (343)
leZ

=Y g (3.44)
leZ

Nach insgesamt M Schritten wird f dann durch die Koeffizienten d}",
m € {1,..., M}, sowie ¢ dargestellt, mit k € Z.

Die inverse FWT wird bei V,;, W), begonnen, um sukzessiv die Entwick-
lungskoeffizienten der Skalierungsrdume bis V; zu berechnen:®

CZL = Z hk_glcgn-H + ng_gld;mH . (345)

leZ lez

3.2.5 Diskrete periodische Wavelet-Transformation

Die gerade beschriebene FW'T ist mathematisch sehr einfach aufgebaut.
In [14, 15] wird die Anwendung der FWT auf Filter untersucht, die mit
Signalen endlicher Lange umgehen sollen, d. h. mit einer endlichen Anzahl

8Gleichung (3.45) entspricht Gleichung (2.3.4) in [12]. Allerdings befinden sich in
letztgenannter sowie der dariiber liegenden Gleichung Indexfehler, wie leicht nachge-
priift werden kann. Die Gleichungen nach Lemma 2.3.1 aus [12] sind jedoch korrekt.
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von Entwicklungskoeffizienten im V. Dabei treten einige algorithmische
Schwierigkeiten bzw. ,,Unschonheiten“ auf, die hier jedoch nicht ndher be-
trachtet werden sollen. Einen Ausweg hieraus bietet die periodisierte Form
der FWT, die diskrete periodische Wavelet-Transformation (DPWT), wie
sie auch z.B. in [16, 17] nachzulesen ist.

Beim Vergleich der Literaturstellen wird man feststellen, dass die Defini-
tionen der DPWT uneinheitlich und oft sogar unvollstandig sind. Daher
soll hier versucht werden, eine moglichst vollstdndige und eindeutige De-
finition der DPWT aufzustellen. Dazu gelten folgende Voraussetzungen:

e Die Skalierungsfunktion hat einen kompakten Tréger. Fiir die Ska-

lierungskoeffizienten hj liasst sich k eingrenzen auf das Intervall
[0,2N — 1], N € N. Auflerhalb dieses Intervalls ist hj identisch
Null.

e Fiir das Wavelet ¥ gilt g, = (—1)*hay_1_x, k € {0,...2N — 1}.

e Die Projektion einer Funktion f auf Vj fithrt auf die Entwicklungs-
koeffizienten ¢. (c))xez soll 2"-periodisch in k sein (ggf. durch pe-
riodische Fortsetzung), wobei n € N ist.

e Transformationen werden nur bis zum V;, W, mit t < n, t € N
durchgefiihrt.

Die Transformation von Vy nach V;, Wy, ... | W; (mit den Zwischenergeb-
nissen Vi,...,V; 1) erfolgt in ¢ Schritten und analog wie bei der FWT.
Es gilt fiir die Abbildungen V,,_; — V,, und V,,_; — W,,

2N-1 2N-1

Z thQk—H , Z glc2k+l , (3.46)

bzw.
2N—-1 IN_1
mit

0<k<2v™—1 (3.48)
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und
ety dyt o 2" M-periodisch in k. (3.49)

Gleichung (3.46) ergibt sich durch eine Indexverschiebung in den Glei-
chungen (3.43) und (3.44) und anschlieflender Beriicksichtigung der end-
lichen Anzahl von Skalierungskoeffizienten. Gleichung (3.47) verdeutlicht
die Beschrankung auf eine einzelne Periode der Koeffizienten.

Die Riicktransformation von V;, Wy, ... W, nach V, (wieder mit den
Zwischenergebnissen Vi, ... ,V;_;) wird ebenfalls rekursiv durchgefiihrt:

5]
c = Z (hk_glcgnnt)ld%_(mﬂ) + gk—2ld71r$1(12n—(m+1)) : (3.50)
l:[k_(QéV_l)-|

Diese Gleichung entspricht Gleichung (3.45), wobei die Summengrenzen
an die endliche Anzahl von Skalierungs- und Waveletkoeffizienten ange-
passt wurden. Die Modulo-Operationen in den Indizes der Entwicklungs-
koeffizienten sind notwendig, um sich wieder auf eine Periode beschrinken
zu konnen.

Die meisten Wavelets haben keinen kompakten, sondern einen unendli-
chen Triager. Um sie dennoch in einer DPWT verwenden zu kénnen, wer-
den sie meistens periodisiert. Alternativ werden sie oft auch im Rahmen
der jeweils erforderlichen Genauigkeit durch Einfithrung eines Schwellen-
wertes begrenzt.

Die Verwendung von Zweierpotenzen als Intervalllingen erfordert in vie-
len praktischen Féllen eine kiinstliche Erweiterung von Signalen bzw.
Funktionen auf diese Langen — im ungiinstigsten Fall sogar auf fast das
Doppelte der eigentlichen Datenmenge. Dieser Nachteil ldsst sich nur auf
Kosten algorithmischer Einfachheit umgehen [14]. Der Vorteil der Ver-
wendung von Zweierpotenzen wird besonders deutlich, wenn man sich
die Anzahl A der Koeflizienten einer Periode anschaut: Wegen A(c}") =
A(d]) = 2™ gilt

A(S?) = A + A(dT) (3.51)

Diese Konstanz beim Ubergang von einer Skala auf die néichste erlaubt ei-
ne besonders einfache Speicherverwaltung bei der Umsetzung in ein Com-
puterprogramin.
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Mit der Einfiihrung einer weiteren Einschrinkung lassen sich die Trans-
formationen auch in Matrixform darstellen. Dazu wird die Abkiirzung

Lo (3.52)

eingefithrt. Im Folgenden soll dann stets
L>2N (3.53)

gelten. Die Entwicklungskoeffizienten werden in Vektoren zusammenge-
fasst:

"= (..., )T, A" =(dy, ... d )T (3.54)
Dann soll die quadratische L x L-Matrix P~ | mit
¢t LxL m
gmtl | = P € (3.55)
eine DPWT von Skala m nach m + 1 bewirken. Der Aufbau von PTLnxrﬁ 1
kann Gleichung (3.47) entnommen werden:
[ ho hi  hy ... hoyoy O 0 ... 0\
0 0  ho «orviiiiiii.. hon—1 O 0
O h2N—1
h2N—2 h2N—1 O h2N—3
pLxL  _ ho 0 hy M
m,m+1 9o g1 ges ... QgaN-—-1 0 0O ...... 0
0 0 go - goN-—-1 0 0
O goN—-1
goN—2 QgaN_—1 O goN_3
\ g2 e e 0 go a1 )
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Die Riicktransformation von Skala m + 1 nach Skala m ist mit der Matrix

P, kit moglich:
o =Pkt () (357)
Fir P, 4% gilt nach [17]
P = () = (Pria) (3.58)

d.h. P2XE | ist orthogonal.

,m

Der Aufbau von PL%" | nach Gleichung (3.56) liefert auch gleich die
Erklarung fiir die Einschrankung L > 2N nach Gleichung (3.53): Die
Anzahl der Skalierungskoeffizienten (2/N) darf nicht die Periodenldnge
der Koeffizienten bzw. die Kantenlinge der Matrix (L) tiberschreiten.
Dadurch folgt allerdings auch, dass i. A. weniger Transformationsschritte
durchgefiihrt werden diirfen als mit den allgemeineren Summenformeln
(3.46)-(3.50): Es ist wieder ¢ die maximal mogliche Transformationstiefe.

Dann wird mit ¢ = m + 1 Gleichung (3.53) ausgewertet:

on=(t=1) > 9N (3.59)
. 2n+1 on
2" < = — :
& S oN N (3.60)
& t<n—1dN (3.61)
= t<n—[ldN]. (3.62)

Selbstverstdndlich muss auch noch n > [1d N'| gelten. Da abgesehen vom
Haar-Wavelet immer N > 1 gilt, folgt bei der Verwendung der gezeigten
Matrixform ¢ < n im Gegensatz zu t < n bei den Summenformeln.

Aus den Matrizen fiir einzelne Transformationsstufen ldsst sich jetzt ei-
ne Matrix Py ; fir eine vollstdndige Abbildung Vy — {Wy,... ,W,, V,;},
Jj < t, angeben. Dazu wird die Erweiterung von PTLnxrﬁ 41 um die Identitéts-

abbildung fiir die jeweiligen Rdume Wy, ... , W,, benotigt:

P =Pt o1b, L=2"-1. (3.63)
Dann erfillt
0 ~ J _
Py, = H Prmi1 = HPj—i,j—i-H (3.64)
m=j—1 i=1
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die Abbildung
cl
d’
v =Pgy; ¢’ mit v/ = =t | (3.65)

4!

Mit Hilfe der Rechenregel (AB)~' = B™*A ™ fiir Matrizen folgt fiir die
inverse Abbildung

P;,O = (PO,j)_l = H (f)m,erl)T : (3.66)

Wegen B'A" = (AB)" folgt ferner P}, = (Pg;)" und damit die Ortho-
gonalitat der Gesamttransformation:

Plo=(Po;)~ = (Po,)" . (3.67)

Zur Vereinfachung wird in den folgenden Kapiteln zwischen ,reinen® WT-
Matrizen (P(I;’ZL ) und erweiterten Matrizen (P, ;) nur bei gegebener Not-
wendigkeit unterschieden werden. Meistens wird daher das Symbol P,
Verwendung finden, das je nach Kontext einem der genannten Félle ent-
spricht.
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Kapitel 4

Mehrdimensionale Basen und
Skalen

Bisher wurden immer nur skalare Funktionen bzw. Signale im eindimen-
sionalen Raum betrachtet, d.h. Abbildungen der Form f : R — R. In
diesem Kapitel werden verschiedene mehrdimensionale Basen diskutiert.
Dies bildet die Grundlage fiir die Darstellung von Operatoren in den un-
terschiedlichen Basen. Produkte von Riumen sind dabei immer im kar-
tesischen Sinn zu verstehen, d.h. VW ist gleichbedeutend mit V x W.

4.1 Homogene Tensorprodukt-Basen

In Abschnitt 3.2.3 wurde erwihnt, dass sich die FDTD aus einem
Galerkin-Verfahren herleiten lasst. Dabei werden eindimensionale Recht-
eckfunktionen

1 Ll < 1
mm{o amredes (11)

, sonst

benutzt. Ein kontinuierliches elektrisches Feld kann nach Gleichung (2.14)
dann auch folgendermafien approximiert werden:

E(z,y,2 (n+ 1)At) & Y B3, 5, k)ry(2)r(y)ra(z) - (4.2)

0,5,k

39
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Die Rechteckfunktionen bilden damit iiber ein Tensorprodukt eine Basis
im R3.

Das Konstruktionsprinzip fiir diese Art mehrdimensionaler Basen lasst
sich allgemeiner formulieren: Fiir jede Koordinate ¢ spannen die Funk-
tionen ¢! : R — R einen eindimensionalen Funktionenraum = auf, d.h.
E' = span{¢i(-) | k € Z}. Das Tensorprodukt

b(x) =] & (1), O R" >R, (4.3)
i=1
mit
X = (x1,...,2,), k=(k,... kn), (4.4)
ergibt dann eine homogene Basis fiir den Funktionenraum

© = span{fi () |k € Z"} . (4.5)

Anschaulicher gesprochen wird der Raum ® aus sdmtlichen Permuta-
tionen des Produktes félf,%z .. &, ke 2", gebildet. Fir eine Funktion
f € O soll es dann eine eindeutige Darstellung

F®) =) abh(x) (4.6)

kez™
geben, wobei die ay Entwicklungskoeffizienten sind.

In den meisten praktischen Féllen sind nur endliche Volumina relevant.
Gilt somit fiir die Koordinate ¢ die Beschrinkung auf das Intervall
[€i1,2;2], soll entsprechend k;; < k; < k;o gelten. Die Entwicklungs-
koeffizienten sind dadurch in einem n-dimensionalen Quader angeordnet,
unabhéingig vom zu Grunde liegenden Koordinatensystem. Im Falle der
(klassischen) FDTD gibt es sogar eine sehr direkte Zuordnung zwischen
dem Indexvektor und der Position im Raum.

Eine fundamentale Eigenschaft des homogenen Tensorproduktes ist, dass
keine Abhingigkeiten zwischen den Koordinaten bestehen. Transforma-
tionen entlang einer Koordinatenachse konnen daher unabhingig von den
anderen Koordinatenachsen durchgefiihrt werden.
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Es soll jetzt ® = V| gelten, d.h. es wird das Tensorprodukt der Skalie-
rungsfunktionen des Grundraumes benutzt (£} (1) = o(- — k;)). Mittels
einer n-fachen eindimensionalen WT kann eine Funktion f € Vi durch
eindimensionale Wavelets und Skalierungsfunktionen héherer Skalen dar-
gestellt werden.

Die Grundlage hierfiir bildet die Tatsache, dass Vo = W & --- & W, @ V;
gilt. Dadurch ist jedes f,ii ein Wavelet aus einer der Skalen 1 bis j oder eine
Skalierungsfunktion der Skala j. Die Unabhéngigkeit der Koordinaten
voneinander erlaubt die Anwendung der eindimensionalen DPW'T nach
Gleichung (3.65). Das damit verbundene Ordnungsschema sieht im Falle
zweier Dimensionen und dreier Transformationsstufen wie in Abbildung
4.1 gezeigt aus.

Die schematische Darstellung zeigt gleichzeitig mit der erwdhnten Per-
mutation von Basisfunktionen auch, dass unterschiedliche Skalen mitein-
ander vermischt werden. Damit verldsst man nach [12] das Gebiet der
MSA, die auch in mehreren Dimensionen auf der Definition einer Skalie-
rungsgleichung basiert (vgl. nachsten Abschnitt). Dennoch wird diese Art
der Transformation wegen ihrer Einfachheit h&ufig benutzt, um auch bei
mehrdimensionalen Signalen mit Entwicklungsfunktionen verschiedener
Auflésungsstufen Datenkompression zu ermoglichen. Eine weitere Eigen-
schaft ist, dass fiir die einzelnen Richtungen verschiedene Transforma-
tionstiefen verwendet werden konnen, weshalb man hier auch von einer
mehrdimensionalen Skala sprechen kann.

4.2 Separable MSA-Basen

Die Definition der mehrdimensionalen MSA ist der eindimensionalen sehr
ahnlich. Im Wesentlichen werden der skalare Dilatationsfaktor durch ei-
ne Matrix und die skalare Translation durch einen Vektor ersetzt. Die
Skalierungseigenschaft ergibt sich aus

f() eV, <+— f(A) € Vi1 . (47)

Wiéhrend im vorherigen Abschnitt noch ¢ : R — R und ¢ € V) C Lo(R)
galt, treten hier die Rdume und Funktionen direkt fiir n Dimensionen
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—= 1z, ky

AVAVARRLAVA W, V; W, V;

V,W; W, W, W, W, W, W,

VW, [Wy W, W, W, W, W,

V3W1 W3W1 W2W1 W1W1
Yy, ky

Abbildung 4.1: Ordnungsschema nach einer zweidimensionalen DPWT fiir
homogene Tensorprodukt-Basen. Bei mehr als einer Transformationsstufe
(hier: drei) vermischen sich die Skalen.

auf, d.h. ¢ : R* = R, ¢ € Vj C Ly(R"). Der Grundraum V, wird
folgendermaflen durch die Skalierungsfunktion aufgespannt:

Vo = span{p(- — k) |k € Z"} . (4.8)

An die Dilatationsmatrix A werden die Anforderungen gestellt, dass ihre
Eigenwerte alle grofler als Eins sind und dass sie nur ganzzahlige Elemente
enthélt. Es kann dann gezeigt werden, dass genau |det A| — 1 Wavelets
zu der MSA existieren, die das orthogonale Komplement zu V; in V_;
erzeugen.
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Die separablen Skalierungsfunktionen, um die es hier gehen soll, werden
wie im vorhergehenden Abschnitt iiber ein Tensorprodukt eindimensiona-
ler Skalierungsfunktionen definiert, die bezughch der Koordinatenachsen
voneinander verschieden sein durfen (" € V0 , 4 =1,...,n). Die zu
der Jewelhgen eindimensionalen MSA gehérenden Wavelets Werden mit,
Pt e W bezeichnet. Die erzeugende Skalierungsfunktion ist dann

p(x) =[] ¢' (i) - (4.9)
Zusammen mit der Dilatationsmatrix

A = diag(2,...,2) (4.10)

n

lassen sich die zugehorigen erzeugenden separablen Wavelets sehr ein-
fach angeben: Es sind alle Permutationen des Produktes &!---£" mit
& e {¢', '} durchzugehen, wobei jedoch immer wenigstens ein Wavelet
benutzt werden muss. Im zweidimensionalen Fall mit gleicher eindimen-
sionaler Skalierungsfunktion fiir alle Richtungen lauten die erzeugende
Skalierungsfunktion

(1) (z2) (4.11)

und die zugehorigen Wavelets

Y(x)Y(z2) ,  P(x)p(r2) ,  @(o1)Y(T2) - (4.12)

Dieses Ergebnis ldsst sich auch anhand einer dreistufigen DPWT fiir
zwei Dimensionen in Abbildung 4.2 wiederfinden. Im Vergleich mit Ab-
bildung 4.1 wird deutlich, dass mit jedem Transformationsschritt nur der
jeweils verbliebene zweidimensionale Skalierungsraum transformiert wird.
Es kann hier zwar ebenfalls die eindimensionale DPW'T Anwendung fin-
den, doch die Vorgehensweise ist eine andere: Fiir homogene Tensorpro-
duktbasen kann fiir jede Richtung direkt eine mehrstufige eindimensio-
nale DPW'T durchgefithrt werden. Bei separablen MSA-Basen dagegen
muss eine einstufige DPWT in allen Richtungen innerhalb des aktuellen
mehrdimensionalen Skalierungsraumes durchgefiihrt werden, bevor in der
nidchsten Skala eine DPWT begonnen werden kann. Auflerdem ist die
Transformationstiefe vom Prinzip her in allen Richtungen gleich grofi.
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Soll ein mehrdimensionales Signal lediglich um eine Stufe transformiert
werden, d.h. Vy — V;&Wi, so ist die WT fiir separable MSA-Basen nach
dem oben Gesagten identisch zu der fiir homogene Tensorprodukt-Basen.
Dies gilt zumindest fiir die hier vorgestellte Art separabler Wavelets. Wei-
tere separable MSA-Basen sollen hier nicht ndher betrachtet werden.

—= 1z, ky

V3V; [W;3V;
W,V,
V,W; | W, W,
W, V;
Vo W, W, W,
Viw, W, WV,
Y, ky

Abbildung 4.2: Ordnungsschema nach einer zweidimensionalen dreistufi-
gen DPWT fiir separable MSA-Basen zu Gleichung (4.10). Drei Teilraume
V,W,, W;W,, W,V, ergeben zusammen den vollstindigen zweidimensio-
nalen Waveletraum der Skala <.
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4.3 Allgemeine MSA-Basen

Die Entwicklung von Wavelets mit bestimmten gewiinschten Eigenschaf-
ten ist im mehrdimensionalen Fall sehr schwierig. Schnell kommt es bei
nicht-separablen MSA-Basen zu nicht-differenzierbaren Funktionen. Im
Allgemeinen ldsst sich auch die mehrdimensionale DPW'T nicht mehr auf
eindimensionale Transformationen zuriickfithren. Verschiedene Griinde
sprechen jedoch dafiir, die Entwicklung nicht-separabler MSA-Basen im
Auge zu behalten: Die vorgestellten separablen Wavelets weisen ,, Vorzugs-
richtungen®“ und damit anisotrope Eigenschaften auf. Datenkompression
lasst sich in der Regel aber mit isotropen Funktionen besser durchfiihren.
Dies steht auch im Zusammenhang mit der Tatsache, dass die Anzahl der
beteiligten Waveletrdume |det A| — 1 und somit meistens grofler als eins
ist. Nicht-separable MSA-Basen erlauben durch entsprechende Wahl der
Dilatationsmatrix mit weniger Funktionsrdumen auszukommen.

Obwohl die Konstruktion dieser Basen mit einigen Schwierigkeiten ver-
bunden ist, lasst sich ganz analog zum eindimensionalen Fall eine schnel-
le Wavelet-Transformation angeben. Auf weitere Einzelheiten zu solchen
Basen soll hier aber nicht weiter eingegangen werden. In [12] kénnen ein
Einstieg in die Thematik und einige Beispiele fiir den zweidimensionalen
Fall nachgelesen werden.



46

Kapitel 4. Mehrdimensionale Basen und Skalen




Kapitel 5

Wavelet-Transformation von
Operatoren

Im letzten Kapitel wurde gezeigt, wie mehrdimensionale Funktionen
in verschiedene Auflosungsstufen zerlegt werden konnen. Mit einfachen
Schwellwertverfahren lassen sich diese Signaldarstellungen dann oft stark
komprimieren. In diesem Kapitel soll nun untersucht werden, wie Opera-
toren transformiert werden konnen, sodass sie direkt auf transformierte
Signale angewendet werden koénnen. Die Ergebnisse hieraus bilden dann
die Grundlage fiir die Transformation der FDTD in den Waveletbereich.

Abschnitt 5.1 stellt einige grundlegende Gleichungen und Beispiele vor.
Ferner werden neuartige Notationen entwickelt, welche vor allem in Ab-
schnitt 5.2 benotigt werden. Dort wird die WT von Operatoren mit Hilfe
von Matrizen prisentiert und im Detail untersucht. In Abschnitt 5.3 wird
im Gegensatz dazu ein vollkommen anderer Ansatz entwickelt, der von
Matrizen keinerlei Gebrauch macht und eine sehr schematische Vorge-
hensweise bei Problemstellungen mit beliebig vielen Dimensionen erlaubt.

5.1 Grundlagen

Einige wesentliche Gleichungen zur W'T von Feldern und Operatoren wer-
den in den Abschnitten 5.1.1 bis 5.1.3 aufgestellt. Um mehrdimensiona-
le Problemstellungen besser untersuchen zu konnen, wurden im Verlauf

47
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dieser Forschungsarbeit spezielle Notationen entwickelt, die in Abschnitt
5.1.4 erldutert werden. Diese Notationen bilden die Grundlage fiir eine
detaillierte Analyse der Matrix-basierten WT von Operatoren, welche in
Abschnitt 5.2 vorgestellt wird.

5.1.1 Diskrete Darstellung von Operatoren

Es sei ein Funktionensystem gegeben, das einen Raum aufspannt:
0k  R* — R ,
© =span{fy(-) | ke Z"} .

Eine Funktion f € © lésst sich dann darstellen durch

Fx) =) ab(x), xeR". (5.3)
kezZn
Die Entwicklungskoeffizienten bilden eine Menge C"
ax : 2" — R,
C={ax|kez"}.

Jetzt sei mit 7 : ©® — O’ ein linearer Operator gegeben, sodass gilt
9) =Tf() =T (Y au(x)) =D T o) (5:6)
K K
sowie

g(x) = bbi(x) mit O (x) €O, bel . (5.7)
k

Obwohl i. A. verschiedene Funktionenrdume fiir f und g vorliegen, las-
sen sich die weiteren Betrachtungen wegen der diskreten Entwicklung
der Funktionen auf die Transformation der Entwicklungskoeffizienten be-
schrinken. Dadurch kann von der kontinuierlichen Abbildung 7 : © — ©’
auf die diskrete Abbildung 7" : C +— (' iibergegangen werden. T wird
dann dargestellt durch eine 2n-dimensionale Relation, die durch

bk = Z tk,k/ak/ (58)
kl
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beschrieben werden kann. Die direkte Implementierung von Gleichung
(5.8) ist mitunter problematisch. Nehmen wir der Einfachheit halber an,
dass in jeder Richtung L Stiitzstellen fiir die Funktion im Bild- und Ur-
bildbereich vorliegen. Dann gehoren zu dem Operator 7 im ungiinstigsten
Fall (L™)? = L*" Tensorelemente ty j. Die Grenzen eines Computerspei-
chers sind damit schnell iiberschritten. In der Praxis erlauben jedoch viele
Operatoren eine effizientere Darstellung, sodass man oftmals mit wenigen
Matrizen der Kantenlinge L (L? Elemente) auskommt, wie noch zu sehen
ist.

5.1.2 Transformation von Matrix-Operatoren
Im Fall n = 1 ldsst sich Gleichung (5.8) als Matrix-Gleichung b = T - a

schreiben. Fiir die zu a gehorende Funktion f gelte f € Vj. Dann lautet
die Transformation von

g=Tf (5.9)
in den Waveletbereich mittels einer DPWT
Po.ig = (Poy T Pjo)(Po,f) - (5.10)

Die mit Py ;g und Py ;f verbundene Transformation der Koeffizienten-
vektoren a und b ist nach Gleichung (3.65) durch Matrix-Vektor-Mul-
tiplikationen auszufithren. Analog bedeutet das fiir den transformierten
Operator P, 7'73; o die Auswertung der Matrixmultiplikation

T = Py, TP, =Py ;T(Po;)" . (5.11)

Fasst man die Matrix T als nebeneinander aufgereihte Spaltenvektoren
bzw. als untereinander aufgereihte Zeilenvektoren auf, so ist zu erkennen,
dass die Transformation von T in den Waveletbereich durch eine spalten-
und zeilenweise DPWT erfolgt.

5.1.3 Eindimensionale WT von Operatoren

Die Erweiterung von Gleichung (5.11) auf Abbildungen mit einer Dar-
stellung wie in Gleichung (5.8) ist einfach, allerdings auch etwas uniiber-
sichtlich. Es wird die eindimensionale WT in Richtung v von Gleichung
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(5.9) betrachtet, wobei n > 1 sein darf. Die zu P und P* gehorenden
Tensorelemente seien py ., und py ./, die transformierte Gleichung laute

Gg=TF. (5.12)
Dann lasst sich zu

der folgende Zusammenhang der Entwicklungskoeffizienten angeben:
Z Pyl e = Z Dol D e Gy (5.14)
k3

d.h. b7, représentiert § und a,, entsprechend f. Weiter gilt

G="Py, TP f (5.15)
%/_/
4
bzw.
=) e Y thes Yl bl (5.16)
k2 k3 k4
mit

f: Pg,j,,f bzw. Zpkflf)aks . (517)

Aus Gleichung (5.16) ist zu erkennen, wie Operator 7 als Tensor zu be-
rechnen ist:

Ekl,k‘l Z pk’lj'i(z Z Ty2 k3 ng’:lﬁ . (518)
K3

Genau genommen ist die Einschrankung der WT auf nur eine Dimension
fiir die Herleitung von Gleichung (5.18) nicht notwendig. In den weiteren
Abschnitten tragt diese Vereinfachung jedoch zur Ubersichtlichkeit bei.
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5.1.4 Notationen

Fiir die folgenden Betrachtungen sind einige Notationen hilfreich, die den
Umgang mit Vektoren und die Klassifizierung von Operatoren betreffen.

Definition 1. Essei k € Z", k = > k;e; = (ki1,... , k,)". Dann bewirkt
—1

das Symbol < den Ersatz einer oder mehrerer Komponenten:

n
def T
k(—ce,,: E kiei—l—ce,,:(kl,... ,ky_l,c,ky+1,... ;kn) ,

oy
(5.19)
k<« (ce,,de,) E(k + ce,) « de, , (5.20)
1<pu,v<n, c¢deZ. (5.21)

Definition 2. Esseik € Z", k = Z kie; = (ki,...,k,)T. Dann bewirkt

das Symbol | die Herausnahme emer Komponente.

"ekazelJr Z kieii1 = (ki, .. ko1, kper, . k)T, (5.22)

i=v+1
1<v<n.

Sehr haufig wird auch von der Abkiirzung
1, =kle, (5.23)

Gebrauch gemacht werden. Diese Notation wird vor allem dann niitzlich
sein, wenn Operatoren fiir den n-dimensionalen Raum in n — 1 eindi-
mensionale Teiloperatoren aufgeteilt werden konnen. 1, bezeichnet dann
gewissermaflen eine (n — 1)-dimensionale Querschnittsposition im Raum.

Es sei angemerkt, dass die oben angegebenen Symbole in der hier verwen-
deten Form nicht zu den Standard-Symbolen der Mathematik gehoren. Sie
erlauben jedoch eine anschaulichere Darstellung der folgenden Rechnun-
gen, als es mit Tensoren, Faktorraumen und linearen Mannigfaltigkeiten
moglich wire.
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z, k . 5 x 5 Untermatrizen
Y, J /|
]
x,1 \
2
125 105
~ 101 -
121 : 30 .
25 2% _ | ) .
46 , \ 25
2 \
21 6 1 125 x 125
Gesamtmatrix

Koeffizientennummerierung

Abbildung 5.1: Nummerierung von Entwicklungskoeffizienten im dreidi-
mensionalen Raum mit 5 Koeffizienten je Richtung. In diesem Beispiel
bewirkt die Nummerierung parallel zur y-Achse, dass ein Operator durch
25 Untermatrizen der Grofle 5 x 5 darstellbar ist.

Zur Verdeutlichung der nun folgenden Klassifizierung von Operatoren soll
zunéchst ein Beispiel diskutiert werden, welches in Abbildung 5.1 veran-
schaulicht ist. Es geht hierbei um ein dreidimensionales Feldgebiet der
Kantenlénge 5, d. h. das Feld wird durch 5% = 125 Entwicklungskoeffizien-
ten dargestellt. Eine lineare Abbildung von diesem Feld auf eines mit den
gleichen Abmessungen lasst sich darstellen durch eine 125 x 125-Matrix.
Die Entwicklungskoeffizienten werden dazu zu einem Vektor zusammen-
gefasst, der dann mit der Matrix multipliziert wird. Dabei ist der genaue
Aufbau der Matrix von der Reihenfolge der Entwicklungskoeffizienten in
dem Bild- und dem Urbild-Vektor abhéngig.

Bei manchen Operatoren lisst sich die Matrix durch eine geschickte Num-
merierung der Koeffizienten in eine spezielle Jordan-Normalform bringen.
Genauer gesagt wird hier eine zeilenweise Nummerierung der Feldkoef-
fizienten eingefiihrt, wie sie in Abbildung 5.1 links zu sehen ist. Jede
Zeile liegt in diesem Beispiel parallel zur y-Achse und enthilt fiinf Feld-
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koeffizienten. Es sollen hier solche Operatoren interessieren, die dann aus
5 x b-Untermatrizen aufgebaut werden konnen, welche auf der Hauptdia-
gonalen der Gesamtmatrix wie in Abbildung 5.1 angeordnet sind.

Durch die Orientierung der Zeilen entlang der y-Achse wird die x-z-Ebene
zur Querschnittsfliche. So gesehen lisst sich die 125 x 125-Gesamtmatrix
durch eine 5 x 5-Untermatrix darstellen, deren Koeffizienten von der Quer-
schnittsposition abhéngig sind. Jede y-Zeile des Koeffizientenblocks ist
dann entsprechend ihrer Querschnittsposition mit der zugehérigen Un-
termatrix zu multiplizieren.

Eine Nummerierung der Feldkoeffizienten entlang der x- oder z-Achse
wiirde in dem gezeigten Beispiel bei den meisten Operatoren dazu fiihren,
dass die Gesamtmatrix nicht mehr durch 5 x 5-Untermatrizen auf der
Hauptdiagonalen aufgebaut werden kann. Skalierungsoperatoren bilden
eine Ausnahme:

Definition 3. Die Menge aller Skalierungsoperatoren wird mit U° be-
zeichnet. Es gilt:

U’ = {T | txp =0 fiir k #K'} . (5.24)

In Abbildung 5.1 wiirde sich ein Skalierungsoperator dadurch zeigen, dass
alle Untermatrizen und damit auch die Hauptmatrix reine Diagonalmatri-
zen wiren. Skalierungsoperatoren dienen dazu, jeden Entwicklungskoeffi-
zienten mit einem (i. A. ortsabhéngigen) Faktor zu gewichten. Gleichung
(5.8) kann in diesem Fall daher auch zu by = t(k)ayx umgeschrieben wer-
den. Der Vorfaktor in Gleichung (2.17) ist ein Beispiel fiir ein Element
eines Skalierungsoperators in der FDTD, wobei dann

ﬂk:@g&ﬁ):—lﬁ%zg (5.25)
1st.

Bei Skalierungsoperatoren ist also jeder Bildkoeffizient stets nur von ei-
nem Urbildkoeffizienten mit der gleichen Position abhingig. Es sollen jetzt
wieder durch Untermatrizen wie in Abbildung 5.1 darstellbare Operatoren
betrachtet werden. Statt der Abbildung zwischen zwei positionsgleichen
Punkten geht es dann um eine Abbildung zwischen zwei Zeilen mit glei-
cher Querschnittsposition. Die Zeilen liegen dabei parallel zu einer Achse
v € {1,... ,n}. Dieser Zusammenhang soll mit der folgenden Definition
formalisiert werden:



54 Kapitel 5. Wavelet-Transformation von Operatoren

Definition 4. Die Menge aller v-parallelen Operatoren wird mit U" be-
zeichnet. Es gilt:

U’ = {T‘tk,k/ =0 firl, # 1;} , (5.26)

wobeil, =k | e, und I/, = k' | e, Querschnittspositionen des Bild- und
des Urbildfeldes sind.

Operatoren vom Typ U” sind insbesondere fiir Abschnitt 5.2 von fun-
damentaler Bedeutung. Da diese durch ihre Untermatrizen vollstindig
charakterisiert werden, wird im Folgenden héufig der Begriff Operator-
matriz verwendet werden. Damit ist dann meistens eine von der Quer-
schnittsposition abhingige Matrix gemeint, welche die gleiche Gréfie wie
die Untermatrizen hat und diese in sich vereinigt.

Die Menge U" lasst sich in zwei weitere Mengen aufteilen:

Definition 5. Die Menge aller 1 -unabhingigen v-parallelen Operatoren
wird mit Uy bezeichnet. Es gilt:

o =1{T € U" |tkerpe, # (L)} - (5.27)

Definition 6. Die Menge aller 1 -abhéngigen v-parallelen Operatoren
wird mit Uy bezeichnet. Es gilt:

Uy =U"\UY . (5.28)

Ug-Operatoren verfiigen iiber eine querschnittsunabhéngige Operatorma-
trix, d. h. die Untermatrizen wie in Abbildung 5.1 sind alle identisch. Bei
Uy -Operatoren dagegen sind wenigstens zwei der Untermatrizen verschie-
den voneinander.

Fiir die beiden Operatortypen lassen sich ebenfalls Beispiele in Gleichung
(2.17) finden. Dazu wird die finite Differenziation in y-Richtung betrach-
tet. Als Operator formuliert wire dieser vom Typ UY. Bei einer dquidis-
tanten Diskretisierung Ay gilt dann sogar die Zugehorigkeit zu Ug. Ist
jedoch Ay vom Ort abhingig (genauer: von ¢ und/oder k), stammt der
Operator aus Uy , wobei 1, = (i, k)" ist."

Im klassischen FDTD-Verfahren kann Ay nicht von 4 oder k abhiingen, lediglich
von j. Das zugehorige Diskretisierungsgitter wird auch als graded mesh, d.h. abge-
stuftes Gitter bezeichnet. Wird die FDTD jedoch um einen Untergitter-Algorithmus
erweitert, ist eine i- und k-Abhéngigkeit von Ay moglich.
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Aus der Definition der Skalierungsoperatoren lisst sich auflerdem schlie-
Ben, dass

U'cU” Vv (5.29)

gilt. Im Einzelfall ist daher UY aus der Betrachtung von Transformations-
eigenschaften auszunehmen.

In diesem Abschnitt wurden vornehmlich Operatortypen beschrieben und
in den Definitionen formalisiert. Der Zusammenhang mit (Unter-)Matri-
zen und Vektoren stand dabei zwar immer im Vordergrund, wurde jedoch
nur anschaulich wiedergegeben. Im folgenden Abschnitt 5.2 werden u. a.
am konkreten Beispiel der Wavelet-Transformation die Formalismen fiir
die Operatormatrizen und Vektoren eingefiihrt.

5.2 Matrix-Darstellung von Operatoren

Fiir den eindimensionalen Raum wurde in Abschnitt 5.1.2 bereits ge-
zeigt, wie sich die Operatoren durch Matrizen darstellen und durch Ma-
trixmultiplikationen transformieren lassen. Diese Art der Transformation
erscheint besonders einfach. Es soll hier deshalb untersucht werden, unter
welchen Bedingungen diese Methodik beibehalten werden kann. Hierzu
ist es notig Operatoren zu klassifizieren, wie es schon in Abschnitt 5.1.4
fiir einige typische FDTD-Operatoren geschehen ist. Ebenso miissen die
Operatoren der Wavelet-Transformation klassifiziert werden.

Die grundlegende Idee zur Transformation der FDTD in den Waveletbe-
reich mit Hilfe von Matrizen wurde erstmalig in [3] prisentiert. Einige De-
tails dieses Ansatzes bleiben dort jedoch im Unklaren und bediirfen einer
ausfiihrlicheren Untersuchung. Die folgenden Abschnitte prasentieren da-
her eine rigorose Analyse der Matrix-basierten WT von Operatoren. Die
Betrachtung allgemeiner linearer Operatoren in beliebig vielen Dimen-
sionen stellt ferner eine weitreichende Verallgemeinerung gegeniiber der
FDTD dar. Dies erlaubt es, die Anwendbarkeit dieser Form der WT fiir
weitere Simulationsverfahren besser abzuschéitzen. Dariiber hinaus gibt
diese Untersuchung einen Einblick in die generellen Moglichkeiten und
Grenzen bei der Matrix-basierten Transformation von Operatoren mit
Wavelets und anderen Funktionen (z.B. die trigonometrischen Funktio-
nen der FFT). Speziell fiir die FDTD fanden einige Erkenntnisse aus den
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folgenden Abschnitten Eingang in [18], wo der Algorithmus zur WT der
FDTD etwas detaillierter beschrieben wird.

Die Analyse gliedert sich wie folgt: Zun&chst werden die Operatoren der
WT fiir die verschiedenen Basen nach Kapitel 4 klassifiziert. Im Anschluss
daran werden U"-Operatoren in allgemeiner Form auf ihre Eignung zu ei-
ner Matrix-basierten Transformation in den Waveletbereich untersucht
(Abschnitt 5.2.2). Als Resultat dieser Untersuchung werden Algorith-
men vorgestellt, mit denen sich eine Transformation fiir die verschiedenen
Operatortypen durchfiithren lasst (Abschnitt 5.2.3). Im Vorgriff auf die-
sen Abschnitt soll bereits hier erwdhnt werden, dass der Umgang mit
Matrix-basierten Transformationen auch fiir scheinbar einfache Problem-
stellungen relativ kompliziert werden kann. Fiir den Fall der FDTD wird
dies u.a. am Beispiel der Materialparameter in Abschnitt 7.2.3 deutlich
werden. Ein unbestreitbarer Vorteil dieser Methode ist jedoch ihre ein-
fache Implementierbarkeit in einem Simulationsprogramm, da sich alle
Operationen auf gewthnliche Multiplikationen von (Operator-)Matrizen
zuriickfithren lassen. Letztlich ist fiir den jeweiligen Einsatzzweck zu ent-
scheiden, welcher Nutzen aus dem Verfahren der Matrix-basierten Trans-
formation gezogen werden kann.

5.2.1 Kilassifizierung von WT-Operatoren

In Abschnitt 4.1 wurde gesagt, dass bei der Verwendung homogener Ten-
sorprodukt-Basen eine n-fache eindimensionale DPW'T benutzt werden
kann: Poj = Pj,, © ... o Py, . Fiir jede eindimensionale DPWT Py,

existiert die zugehorige Matrix Py, , da Py, vom Typ Uy ist.

Das zu transformierende Signal wird durch den n-dimensionalen Quader
der Koeffizienten ay repriasentiert. Nimmt man eine zur e,-Richtung pa-
rallele Reihe aus dem Quader, lasst sich diese als Vektor a darstellen. Der
transformierte Vektor lautet dann b = Py, a. Diese Prozedur ist iiber
den gesamten Querschnitt durchzufithren.

Formalisiert ldsst sich das so darstellen: Fiir jede Position k € K C Z"
gelte 1 <k, < K,, K, € N, 1 <v <n. Ferner lasst sich eine Isomorphie
zwischen allen Koeffizienten und Vektoren bilden: Mit

aIV = (ak<—19y7 - 7ak<—K,,e,,)T; 1,/ =k \l/ e, , (530)
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gilt die Aquivalenz
{ax [k e K} < {a |1, c L¥} (5.31)
wobei
Lk=1{l,]1,=kle,, ke K} c Z"! (5.32)

ist. Repréasentieren die ay bzw. a; die Funktion f und die by bzw. b, die
in einer Richtung Wavelet-Transformierte g = Py ; f, so gilt

b, =Py, (5.33)

was in diesem Fall dquivalent zu

by = Zpkﬂlz’ v)ayg (5.34)

ist, wobei pk’J”( ) die zu Py; gehérende 2n-dimensionale Relation ist.
Fur die Vollstandige Transformation Py ; miissen also n i. A. voneinander
verschiedene Matrizen Py ; angegeben werden.

Bei separablen MSA-Basen nach Abschnitt 4.2 sind in der Regel mehr Ma-
trizen vonnoten. Der Grund hierfiir liegt in der Vorgehensweise: Fiir jede
Skala sind erst in allen Richtungen einstufige Wavelet-Transformationen
durchzufithren, bevor mit der nédchsten Skala begonnen werden kann. Ins-
gesamt sind dadurch n - 7 DPWT-Matrizen erforderlich.

Es wird die einstufige eindimensionale Transformation P, ,.; betrachtet.
Urbild und Bild sind von gleicher Grofle wie der n-dimensionale Raum
V... Auf dieses Transformationsgebiet bezogen ist P, ,.; vom Typ
wenn man das Ordnungsschema nach Abbildung 4.2 benutzt.? Bez1eht
man jedoch auch den aus Wy, ... , W, bestehenden Restraum mit ein, ist
P w1 vom Typ Uy

Bezeichnet 1, eine Reihe mit Koeffizienten, die im Gebiet von V, lie-
gen, so besteht die Transformationsmatrix P, ., fiir diese Reihe entspre-
chend Gleichung (3.63) aus der direkten Summe der eigentlichen DPWT-
Matrix fiir den V,-Bereich sowie einer Einheitsmatrix fiir den Restbe-
reich. Wird jedoch auch eine Reihe betrachtet, die vollstandig aulerhalb

2Die in der Abbildung 4.2 gezeigten Bezeichnungen V und W sind eindimensionale
Funktionenrdume, wihrend in diesem Abschnitt V und W je nach Kontext auch n-
dimensionale Funktionenrdume sein konnen.
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des V,-Gebietes liegt, dann ist die fiir dieses 1, zustindige Matrix P,
identisch mit einer Einheitsmatrix.

popt1

Zu nicht-separablen MSA-Basen ldsst sich nach Abschnitt 4.3 zwar eine
schnelle Wavelet-Transformation angeben, doch eine matrizenartige For-
mulierung dieses Algorithmus diirfte im Allgemeinen schwierig sein. In
Abschnitt 5.2.3.4 wird auf die Probleme separabler und nicht-separabler
MSA-Basen nochmals ndher eingegangen.

5.2.2 Operatortypen in der WT

Im Folgenden wird untersucht, unter welchen Umsténden Operatoren vom
Typ U" einer ein- oder mehrdimensionalen WT durch Matrixmultiplika-
tionen unterzogen werden kénnen. Der transformierte Operator berechnet

sich jeweils zu T = P T P*.

Es wird sich in diesem Abschnitt zeigen, dass die Voraussetzungen fiir
eine Matrix-basierte W'T sehr restriktiv sind. Im hierauf folgenden Ab-
schnitt 5.2.3 werden dann Algorithmen vorgestellt, mit deren Hilfe die
Beschrankungen umgangen werden kénnen.

Satz 1. Es sei T € U” sowie P = Py, € U”. Dann gilt T € Uy nur
dann, wenn T und P vom Typ Uy sind. Anderenfalls ist T € Uy. In

jedem Fall lisst sich T durch Multiplikation der T -, P- und P*-Matrizen
berechnen.

Beweis. Wegen der Zugehorigkeit der Operatoren zu U" gilt fiir die Ten-
soren

JV *JVa

pk k' — pk k= tk k= =0 fU.I' ly 7é 1:/ . (535)
Ausgehend von k! kann damit in Gleichung (5.16) k* = k! < k'e, gesetzt

werden:
Zp,;ﬂ”kz W) tizas (1) D Pl (1) b pae, (5.36)
K

Ky

wobei t2 13 (li) = lklk2e, ki kie, als Element einer I}-abhingigen Matrix
gesehen werden kann. Analoges gilt fiir die WT-Tensoren. Dadurch ist

Ztkl k4 kl(—k4 (537)
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bzw. mit der dquivalenten Darstellung nach Gleichung (5.31)
by, = T(1;)bjy (5.38)
mit

tkl k4 Zp]{;lj,;@ 11 Ztkz k3 ngVk’4 (11) (539)

bzw.
T(1) = Py, (1) TP/ (1) - (5.40)

Aus Gleichung (5.40) folgt, dass 7 € U” ist und nur dann 7 € UY ist,
wenn 7 und P vom Typ UJ sind. O

Satz 2. Es sei T € UI’: \ U? sowie P =Py, € Uy und i # v. Dann ist
im Allgemeinen T ¢ U* und T ¢ U”.

Beweis. Es wird wieder mit Gleichung (5.16) begonnen. Es gilt jetzt
trzys = 0 fiir li + li. Es wird daher k? = k® « kzeu gesetzt und
die Summe iiber k® nach vorne gezogen:

=220 pdiecie i) X pdabe . (541)
k4

k313 k2

In pk’f e kann wegen P = Py, € Ug jetzt 12 = 1! gesetzt werden. Da

auch p # v gilt, folgt ki = k}u d.h. die Summe iiber ki kann entfallen.
AuBerdem werden die Freiheiten von k® beschriankt. Es muss

2= (k®< kle,) e, =1 (5.42)
gelten, woraus k? =k, i ¢ {u,v} folgt, d.h.
Kk’ =k' < (kle, ke,) . (5.43)
Damit reduziert sich die Summe iiber I? auf k;. Ferner ist jetzt

I’ = (k' < kje,) L e, . (5.44)
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Daraus folgt

= s e (549
k4

Schliefllich kann in pl’ig”lﬁ noch die Einschrinkung 1} = 13 angewendet
werden:

k'le, =k’ e, = (k' kle,) le, (5.46)
— k' = k' + (kje,, kye,) . (5.47

*ju:o

Damit ergibt sich zusammen mit der 13-Unabhiingigkeit von Py3 s

b= D D Pufig P (B) D_Piglis b
k3 KD ki (5.48)
mit 1) = (k' < kje,) L e, , k! =k’ « (ke kle,) .

Wegen der k3-Abhiingigkeit von li lasst sich der Ausdruck i. A. nicht wei-
ter vereinfachen. In Satz 1 konnte jedem einzelnen blz{l eine eindimensio-
nale Reihe von b, ,-Koeffizienten zugeordnet werden. In Gleichung (5.48)
jedoch zeigt die Abhéingigkeit von by, von den Summationsindizes kz und
k% eine zweidimensionale Zuordnung von Koeffizienten. Eine einfache Ma-
trixdarstellung scheidet damit als Moglichkeit aus. ]

Gleichung (5.48) bleibt allenfalls fiir zweidimensionale Operatoren (z. B.
bei einer zweidimensionalen FDTD) interessant, da nur iiber drei skala-
re Laufindizes summiert werden muss, im Vergleich zu sechs Indizes bei

Gleichung (5.16).

Obwohl mit P € U§ eine Vereinfachung im Vergleich zu P € U" in Satz 1
benutzt wurde, ist der Versuch der Herleitung einer einfachen Matrixdar-
stellung gescheitert. Man kann sich leicht denken, dass die auftretenden
Schwierigkeiten bei einer Voraussetzung wie P € Uy’ noch grofler wiirden,

Satz 3. Es sei T € Uy sowie P = Py, € Uy und p # v. Dann ist
T=T

Beweis. Es kann von Gleichung (5.48) ausgegangen werden. Wegen T €
Up ist i1z von I} und damit von k; unabhéngig. Daher ist folgende
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Umordnung zuléssig:

bil = Z tkllt’k?t Z Zpk’lj’;cgng"ég b11(4 . (549)
k.

4 3
ko Ky
. J
~~

Myl k4

my ke entspricht einem Matrixelement aus der Verkniipfung PP* = id,
d.h. es gilt

Mgl ks = 5k},,k,‘§ ) (5.50)

wobei § das Kronecker-Symbol ist. Dadurch kann in Gleichung (5.49)
k¥ = kl gesetzt werden:

b12(1 = Ztklluk?t bl{{u—kieu . (551)
3

[

Der folgende Satz betrachtet die in Satz 2 ausgenommenen Skalierungs-
operatoren.

Satz 4. Es sei T € U'N U{; sowie P =Py, € Uy und p # v. Dann ist
TeU”.

Beweis. Wieder kann Gleichung (5.48) benutzt werden. Die Vorausset-
zung T € U erlaubt die Beschrinkung auf k‘z = ki:

= szflgtk;,k;(li) Zp};g”,;g bis (5.52)
k3 ki
mit li = (k' «+ kle,) le,, k*=k'<« kle,. (5.53)

Dann ergibt eine Umsortierung und genaue Analyse
Z tkl k4 k1<—k4 y (554)

tk1 k4 Zpk’Ju3tk1 kL 13 )ng”k’g . (555)
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Dass Ekg k4 von 1! statt einem 1, abhéingt, mag etwas iiberraschen, ergibt
sich aber eindeutig aus der eindimensionalen Relation zwischen bil und
b11(4, die wegen k* = k! + ke, einem Operator vom Typ U" entspricht,
nicht jedoch einem vom Typ U*. Des Weiteren kann nun die rechte Seite
von Gleichung (5.55) herangezogen werden.

Unter Beriicksichtigung der Abhéngigkeit von li treten nach der Summa-
tion iiber k3 auBer k* auch simtliche k!-Koeffizienten auf: k! im Index
von p, k), im Index von ¢ und alle anderen k'-Koeffizienten in 1. Werden
k! und k} entsprechend der eindimensionalen Relation zwischen b2, und
bll{4 als Matrixindizes fiir £ verwendet, bleiben noch die l,lj—Koefﬁzienten
als Abhingigkeit fiir ¢ iibrig. O

Nach Satz 4 liegen fiir die Transformation in eine zweite Richtung Verhalt-
nisse vor, wie sie in Satz 2 diskutiert wurden. Lediglich weitere Ein-
schrankungen wiirden demnach Matrix-basierte Transformationen erlau-
ben.

5.2.3 Algorithmen zur Matrix-basierten WT von
Operatoren

Die vorangegangenen Untersuchungen haben gezeigt, dass lediglich dann
Operatoren in mehreren Richtungen mittels Matrixmultiplikationen in
den Waveletbereich transformiert werden kénnen, wenn Voraussetzungen
vorliegen wie sie in den Sitzen 1 und 3 angegeben wurden. Durch schritt-
weise Verallgemeinerung wird gezeigt, wie sich Operatoren derart modifi-
zieren lassen, dass sie diesen Voraussetzungen geniigen. Es soll wiederum
jeweils T = P T P* berechnet werden.

5.2.3.1 U}-Operatoren im Waveletbereich

Es gelten folgende Voraussetzungen:

e 7 € U} fiir ein konstantes p mit 1 <y <n

© P =P Pi,, mit Py, € Ug Vv
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Dann gilt entsprechend der Sétze 1 und 3
T=PTP =P TPl elUl, (5.56)

d.h. 7 muss lediglich in Richtung p transformiert werden. In Matrixform
geschrieben heifit das

T = Pf)"ju

TP ", . (5.57)

jlldo

Im Unterschied zu Gleichung (5.40) entfillt also eine Querschnitts-
abhéngigkeit 1,. Abbildung 5.2 veranschaulicht, wie eine kontinuierliche

Abbildung 7 : f +— g, T € Uy in diskreter Form durchgefithrt wird
(vgl. auch Abschnitt 5.2.1). Wegen der Uj-Zugehorigkeit gilt dieses Prin-
zip auch fiir den in Gleichung (5.56) berechneten Wavelet-transformierten
Operator T.

z, k
Y,J

Abbildung 5.2: Abbildung von Entwicklungskoeffizienten (7" : F' +— G) bei
einem UJ-Operator in drei Dimensionen. T ist die (konstante) Operator-

matrix zur diskreten Abbildung 7. Koeffizientenreihen bilden Vektoren
(a, b).
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5.2.3.2 U] -Operatoren

Als erste Verallgemeinerung wird eine Querschnittsabhingigkeit der Ope-
ratormatrizen zugelassen. Es gelten die Voraussetzungen

o 7 € Uy, fiir ein konstantes p mit 1 < p <,

Die Vorgehensweise ist folgende:

1. Bildung von Uy-Operatoren, die fiir wenigstens ein 1, mit 7 iiber-
elnstimmen.

2. Bildung von Maskierungsoperatoren. (Diese sind i. A. vom Typ U} .)

3. Zerlegung der Maskierungsoperatoren in U}j-Operatoren (v # p).

Am Ende liegen dann noch nur noch Ug-Operatoren vor, die geméfl Ab-
schnitt 5.2.3.1 transformiert werden konnen. Die konkreten Arbeitsschrit-
te sind:

1. Aufteilung der Menge Lllj der zu 7" bzw. T' gehorenden 1 -Vektoren,
sodass Folgendes gilt:

k k
Jrk. =1k, (5.58)
Ly, NLf, =@ V ab mit a#b, (5.59)
b _ c } k
T, =T, V abec; 1l,eLk,. (5.60)

Damit werden Bereiche mit gleichen Eigenschaften in 7 identifiziert.
Die Anzahl der Bereiche sollte so gering wie moglich ausfallen. Im
ungiinstigsten Fall jedoch enthilt jedes L,lj,a genau ein Element.

Abbildung 5.3 zeigt ein Beispiel fiir einen dreidimensionalen Ope-
rator vom Typ Uli. Zu sehen ist T in der xz-Ebene (entsprechend
I, = (i,k)"). Fiir jede Querschnittsposition (i, k) ist die zugehérige
Matrix bezeichnet. M;7; stellt das erste Ergebnis bei der Suche
nach gleichen Transformationseigenschaften dar (Matrix o).
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ol fBlal a [s} ol a B 2,k
Y| B[]0 +'y,8(56
a,Bad_a o B )
IR MEIEIE ot
Y,J
T = M1 Tq + T -MT
o ol o I I|1 al ol ol a
alol ol a
— (@]
o o I I al ol ol a
alol ol a
Mlﬂ = Ml o 71

Abbildung 5.3: Zerlegung eines Uj -Operators (7)) in einen Ug-Anteil (71),
einen Maskierungsoperator (M) sowie einen analog zerlegbaren Restope-
rator. a, B, 7y, d sind die zu 7 gehorenden Matrizen. I ist die Einheits-

matrix. Leere Késtchen stehen fiir leere Matrizen (alle Elemente identisch
Null).

2. Bildung von UJ-Operatoren aus 7. Fiir jedes T, € UJ soll
T,=T(@1,), 1,€Ls, (5.61)

gelten, d. h. die Operatormatrix T, zu 7, ist wie gefordert konstant.
In Abbildung 5.3 gilt dies fiir 7;.

3. Bildung von Maskierungsoperatoren M, € U° (NU7) tiber die Ten-
sorelemente my

(5.62)

mk7k/ =

o {1 k=K A kle,eLk,

0 , sonst
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Dadurch gilt
id=> M,, (5.63)

T=> M.T. . (5.64)

Das Beispiel in Abbildung 5.3 zeigt M als Maskierungsoperator
fur 7;.

. Zerlegung der M,. Im Allgemeinen gilt M, ¢ U¥ V v. Es muss

jetzt fiir jedes M, eine Zerlegung in weitere Maskierungsoperatoren
gefunden werden, sodass diese vom Typ U¥ N U sind und iiber
Verkettung und Summierung wieder M, ergeben.

Formal betrachtet ist die Zerlegung in zwei Stufen durchzufiihren,
jedoch héingt jede der Stufen von der jeweils anderen ab. Die wesent-
liche Idee ist, dass in der zweiten Stufe die Maskierung von (gezielt
gruppierten bzw. ,gesammelten) Bildpunkten dadurch realisiert
wird, dass diese Bildpunkte als Schnittpunkte orthogonaler Fliachen
dargestellt werden. Hierbei ist mit einem Punkt ein 0-dimensionales
Element gemeint (ein einzelnes k € Z"), wihrend eine Fliache n — 1
Dimensionen haben soll und damit auch einen vollstédndigen Quer-
schnitt des n-dimensionalen Raumes bildet. Innerhalb einer Flache
ist der zugehorige (Teil-)Maskierungsoperator somit homogen. Ist
e, der Normalenvektor der Fliche, so ist der Operator damit vom
Typ Ug. Daran dndert sich auch nichts, wenn der Operator weitere
parallele Flachen reprisentiert.

Betrachten wir jetzt die beiden Stufen im Detail. Zunéchst wird Lllj,a

weiter zerlegt in disjunkte Raume Lﬁ)mb, sodass analog zu Punkt 1

gilt YLy, =Lk, und L ALY, =@V b,cmit b#c Mit Ly,
b

kann dann M, gebildet werden (vgl. Gleichung (5.62)), was zu

ZMa,b - Ma (565)
b

fithrt. Diese Aufteilung muss derart gewihlt werden, dass eine wei-
tere Zerlegung in n — 1 Maskierungsoperatoren My , € Uy NU 0 auf
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die folgende Weise moglich ist:?

Mapy=Q My, ML, eUsnU®, myy €{0,1} . (5.66)
i
In der Regel sind solche Aufteilungen nicht eindeutig. Abbildung 5.4

zeigt eine mogliche Aufteilung fiir den Maskierungsoperator M; aus
dem Beispiel in Abbildung 5.3.

Nach erfolgter Aufteilung (M;; und M, in Abbildung 5.4) sind

die Maskierungsoperatoren M, zu berechnen. Dazu ist ein Punkt

a,b
1 1

ka,b’ka,b

de Richtung v eine Matrix M, ,(k;, | e,), indem M, als zu U”
gehorig betrachtet wird (vgl. Gleichung (5.29)). Damit kann dann
My, iiber seine (konstante) Matrix My , definiert werden:

k}l,b auszuwéahlen, fiir den m = 1 gilt. Dann existiert fiir je-

M, = Ma,b(kclz,b ley). (5.67)

Mz, ist dadurch vollstédndig bestimmt, d.h. es miissen nicht noch
andere Punkte auBer k; , betrachtet werden. In Abbildung 5.4 gilt
dies fiir die Operatoren M7 ;, M7, M7, und M7 ,. Im Einzelfall
kann sich fir einen Operator auch schon mal My, = id ergeben.
Der Operator und seine zugehorige Matrix (in diesem Fall eine Ein-
heitsmatrix) kénnen dann aus sidmtlichen Berechnungen herausge-
nommen werden.

Mit dem Beispiel aus Abbildung 5.3 ergibt sich fiir M;7; damit folgende
Darstellung:

MiTi=(MI ML+ MEL ML) T (5.68)

Man beachte, dass fiir die vollstindige Darstellung von 7 ein dhnlicher
Aufwand jeweils noch fiir die 8-, - und d-Anteile durchzufiihren ist.

3Da My € U° V v gilt (d.h. es liegen ausschlieBlich Skalierungsoperatoren vor),
ist die Verkettung in Gleichung (5.66) kommutativ.
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I I|1I I I I
(1] | [t (1] |”
M, = Mg + Mo
I I I I I|I|I|1I
I I
— O
I I I I I|I|I|1I
I I
Mg = 11 © 11
I I I|I|I|1I
I
— O
I
I
Mo = To © 12

Abbildung 5.4: Zerlegung des Uﬁ; -Maskierungsoperators (M) aus Abbil-
dung 5.3 in U§- und Ug-Anteile.

Die Linearitit simtlicher Operatoren erlaubt im allgemeinen Fall schlief3-
lich die Darstellung

T=) (PM,P)PT.P) (5.69)
_ (Z Vé MZ,,)TG (5.70)
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mit
Ma,b = 73(’)/,3',, Z,b 73;,,’?0 ) (5-71)
7; = ,P(l)i;'ua 7; P;‘ul:ljo ) (572)

Die Anwendung des in diesem Abschnitt beschriebenen Algorithmus in
einer FDTD-Simulation zur Darstellung der Materialverteilung als Ope-
rator sowie die WT dieses Operators wurde erstmalig in [3] erwihnt,
allerdings nur in sehr kurzer Form.* Simulationsergebnisse hierzu wurden
wohl bereits in [19] présentiert. In [18] wurden dann erstmalig Details zu
dem Algorithmus fiir die FDTD veroffentlicht.

5.2.3.3 Weitere Operatoren

Abschliefend werden lineare Operatoren betrachtet, fir die 7 ¢ U” V v
gilt. Diese konnen mit Hilfe von Maskierungen und Translationsoperato-
ren in die bereits behandelten Operatoren vom Typ U" zerlegt werden.
Der Rotationsoperator der FDTD (s. Gleichung (2.17)) ist beispielweise
ein solcher Operator. Fiir den Fall allgemeiner MSA-Basen fallen auch
die Operatoren zur Transformation in den Waveletbereich in diese Ka-
tegorie. Dies gilt ebenso bei homogenen Tensorprodukt-Basen, wenn die
eindimensionalen WT-Operatoren zu einem Gesamtoperator zusammen-
gefasst werden.

Es sind verschiedene Arten von Zerlegungen in U”-Operatoren denkbar.
Eine der einfachsten soll hier kurz vorgestellt werden. Dazu wird im Fol-
genden von einem Vektorraum K C Z" ausgegangen, fiir den das gleiche

“Die folgenden Anmerkungen mdgen bei der Durchsicht von [3] hilfreich sein: Die
Herleitung und Darstellung des Algorithmus in [3] beschriankt sich im Wesentlichen auf
zwei Gleichungen, (3.112) und (3.113). Gleichung (3.112) beschreibt hierbei die Zerle-
gung eines Materialoperators. Allerdings kommt die Zerlegung an dieser Stelle zu friih,
da der Operator noch invertiert werden muss (Materialparameter treten als Operator
formuliert im Nenner auf, vgl. Gleichung (5.25) in diesem Buch). Fiir jede Feldkompo-
nente v wird im Operator ein Tripel eindimensionaler Funktionen €,;(x), €,;(y), €,i(2)
benotigt. Zu beachten ist, dass jeweils zwei dieser Funktionen Maskierungselemente
sind (also nur die Werte 0 oder 1 annehmen konnen) und die verbleibende des Tripels
den Materialparameter trigt. Noch etwas komplizierter wird es, wenn leitfahige Mate-
rialien zu simulieren sind: Permittivitdts- und Leitfdhigkeitsoperatoren konnen dann
nicht mehr getrennt voneinander zerlegt werden, vgl. Gleichung (2.20) und Abschnitt
7.2 in dieser Arbeit.



70 Kapitel 5. Wavelet-Transformation von Operatoren

gelten soll wie in Abschnitt 5.2.1 (ke K < 1<k, <K, Vv). Es wird
nun 7 aufgeteilt in Operatoren mit gleichem Verschiebungsvektor:®

T=> Ta, (5.73)

meK
(39 k' =(k dK
T g@{“ ! (k+m)modK (5.74)
’ 0 , sonst

Die weitere Vorgehensweise besteht darin, die mehrdimensionalen Ver-
schiebungen m durch quasi-eindimensionale zu ersetzen.

Definition 7. Es seien ay skalare Koeffizienten iiber dem Vektorraum K.
Die eindimensionale Verschiebung der ay um m Positionen in Richtung v
ist definiert durch den Operator S:

87111 DGk P Q(k+me,)modK , M € 7z . (575)

Die zu S, gehtrenden Tensorelemente s, ., ergeben sich damit zu

m,y

Sk k! =

?

(5.76)

1 ,U,=1, Ak, =(k,+m)mod K,
0 , sonst '

Daher ist offensichtlich S, € Uj.

Definition 8. Es gelte Definition 7. Ferner sei m € K. Die mehrdimen-
sionale Verschiebung der ay ist definiert durch den Operator Sy,:°

def X o,
Sm & O s (5.77)
v=1
Offensichtlich gilt dann
Sm t Qg 7 Q(k+m)modK - (578)
SEine Verschiebung um (0,...,0)T tritt wegen der modulo-Operation in Gleichung

(5.74) im Falle m = (K7, ..., K,)T auf.

%Die eindimensionalen Verschiebungsoperatoren sind beziiglich der Verkettung in
Gleichung (5.77) kommutativ. Dies ergibt sich aus der Struktur von K und der zykli-
schen Verschiebung der Vektoren (Vektoraddition modulo K).
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Die Eigenschaft der Indexverschiebung von 7, kann also bereits mit Sy,
nachgebildet werden. Lediglich die skalierende bzw. gewichtende Eigen-
schaft von 7Ty, ist noch als Operator zu formulieren. Dazu wird zuerst ein
invertierender Vektor m* benétigt:

m* < (K —mq,..., Ky—mn)T" . (5.79)

Damit ist dann S8, Sp = id, d.h. (Sp) ™! = Sp+. Offenbar folgt dadurch
Sm+Tm € U'. Daher kann nun ein Operator Oy, definiert werden:

Om : O{Ek/ = t?ﬁ+m*) mod K.k’ * (580)

Aus der Umstellung von Oy = S+ Tm € U nach Ty = S Om folgt

T=Y 8,8 On. (5.81)

meK

Jeder der Teiloperatoren gehort zu einem U” und lésst sich demnach ent-
sprechend der vorangegangenen Abschnitte in den Waveletbereich trans-
formieren.

Es sind sicherlich etwas effizientere Zerlegungen denkbar. Jedoch ist es
fraglich, ob sich durch solche verbesserten Algorithmen die Anzahl der
Zerlegungen deutlich reduzieren lédsst. Die Problematik ist wohl eher so
einzuschitzen, dass der Aufwand fiir die in diesem Abschnitt behandelten
Operatoren in den meisten Fallen hoch bleiben diirfte.

5.2.3.4 Vorgehensweise bei MSA-Basen

Zu Beginn von Abschnitt 5.2 wurde darauf hingewiesen, dass der Fokus
bei der WT von Operatoren auf homogenen Tensorprodukt-Basen liegt.
Diese stellen nach zwei Transformationsstufen und mehr als einer Dimen-
sion zwar keine MSA-Basen dar, erlauben aber wegen der Uj-Zugehorig-
keit der zu Grunde liegenden eindimensionalen WT-Operatoren relativ
einfache Matrix-basierte Transformationen von Operatoren.

Eine genauere Betrachtung von Abschnitt 5.2.2 zeigt, dass die Sétze zur
Matrix-basierten Verkettung von Operatoren nicht speziell auf Wavelet-
Transformationen zugeschnitten sind. Vielmehr geht es um die Darstel-
lung der Verkettung beliebiger linearer Operatoren. Mit den Algorithmen
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aus Abschnitt 5.2.3 lassen sich demnach auch die mehrdimensionalen WT-
Operatoren der MSA-Basen einbringen. Hierbei sind allerdings zwei Fille
zu unterscheiden.

Bei separablen MSA-Basen nach Abschnitt 4.2 ergibt sich die Quer-
schnittsabhingigkeit der WT-Operatoren bereits aus Abbildung 4.2. In
Abschnitt 5.2.1 wurde jedoch schon erwdhnt, wie stattdessen die Ug-
WT-Operatoren homogener Tensorprodukt-Basen angewendet werden
konnen. Dadurch ergibt sich, dass zusétzliche Maskierungsoperatoren de-
finiert werden miissen, um bereits vollstindig transformierte Bereiche aus-
zumaskieren. Als anschauliches Beispiel soll eine weitere Transformations-
stufe in Abbildung 4.2 nachvollzogen werden.

Es bilden in der Abbildung jeweils drei rechte untere Blocke zusammen
einen zweidimensionalen W-Raum:

Wi(n =2) = (V;\W,UW,W, UW,V})(n = 1) . (5.82)

Auf der linken Seite ist dabei der zweidimensionale Raum angegeben
(n = 2), der sich aus eindimensionalen Raumen (n = 1) der rechten
Seite zusammensetzt. Fiir eine weitere Skala darf nun lediglich der Raum
Vi(n = 2) = (V3V3)(n = 1) transformiert werden. Dazu konnen die
eindimensionalen Ugy-WT-Operatoren genommen werden, wenn der Bild-
bereich durch einen Operator My, auf den V; beschrinkt wird, d.h.
der restliche Raum wird ausmaskiert. Wesentlich ist allerdings, dass die
WT-Operatoren immer nur um eine Skala weiter transformieren kénnen.
Demnach wiren dies dann die Operatoren Pj, und P34, die zusammen

Py = Paayranr = Pis0 Piy (5.83)
bilden.

Der Anteil fiir die nédchst hohere Skala 4 ist damit beschrieben. Zur Beibe-
haltung der in den Raumen W; bis Wj erzielten Ergebnisse (der ,restliche
Raum*®) muss ebenfalls ein Maskierungsoperator benutzt werden, der zu
My, komplementér ist.

Betrachten wir noch einmal Abbildung 4.2, ohne eine weitere Stufe 4. Die
gesamte Wavelet-Transformation hierzu lautet nach dem bisher Gesagten

Pos = My, Pyt + My, Prh My, Pil + My, Po My, P My, PiY
(5.84)
= ((My; P33 My, + My,) Py My, + My, P (5.85)
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wobei My, der zu My, komplementire Maskierungsoperator ist, d.h.

MVZ- +Mvi = 1id.

Der zweite Fall betrifft allgmeine MSA-Basen. Die zugehorigen Transfor-
mationsoperatoren sind zwar linear, doch die fehlende Separabilitit der
Basen diirfte in den meisten Féllen fiir Matrix-basierte Darstellungen viel
zu aufwendig sein.

5.3 Direkte Verkettung von Operatoren

Die folgenden Abschnitte préisentieren eine vollig neuartige Methodik zur
Darstellung und Transformation von Operatoren. Die Notwendigkeit zu
diesem Schritt folgt aus den Erkenntnissen aus Abschnitt 5.2. Dort hat es
sich gezeigt, dass eine Beschriankung rein auf Matrix-Basis sehr aufwen-
dig werden kann. Der Aufwand steigt dabei umso mehr, je inhomogener
die Abbildungseigenschaften eines Operators sind. Es stellt sich hierbei
stets die Aufgabe, den Operator ,,geschickt“ zu zerlegen, sodass so wenige
Teiloperatoren wie moglich entstehen. Hierfiir gibt es jedoch kein Stan-
dardverfahren. Man muss also einen mehr oder weniger aufwendigen Opti-
mierungsalgorithmus implementieren oder aber bei jedem neuen Operator
die Zerlegung héndisch vorgeben. Der zunéchst einleuchtende Vorteil der
Anwendbarkeit einfach zu realisierender Matrix-Vektor-Multiplikationen
wird somit in vielen Féllen von dem nachteiligen Zerlegungsaufwand zu-
nichte gemacht.

Die Matrix-Darstellung wurde urspriinglich gewéhlt, um den mit Glei-
chung (5.8) implizierten Aufwand zu umgehen. Auch eine Transformation
von Operatoren nach Gleichung (5.16) wirft augenscheinlich dhnliche Pro-
bleme auf. In beiden Féllen sollte man aber nicht aus den Augen verlieren,
dass Operatoren in sehr vielen praktischen Fillen von weitaus geringerer
Komplexitit sind als die in Abschnitt 5.1.1 angegebenen L?" Tensorele-
mente. Eine Ausfithrung der Gleichungen (5.8) und (5.16) iiber samtliche
Indizes ist dann wenig praktikabel. Daher stellt sich die Frage, wie eine
effiziente Implementierung der Tensorelemente und der Verkettung zweier
Operatoren aussehen kann. Dabei bezieht sich die Implementierung auf
die Entwicklung von Speicherstrukturen und Algorithmen fiir ein Com-
puterprogramm.
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Die Vorteile, die sich aus einer direkten Tensor-Darstellung ergeben, lie-
gen auf der Hand: Allgemeine Operatoren nach Abschnitt 5.2.3.3 miissen
nicht mehr in Translations- und Maskierungsoperatoren zerlegt werden.
Operatoren vom Typ U} miissen nicht mehr in solche vom Typ Uy zerlegt
werden. Uberhaupt ist die Frage nach mdoglichst optimalen Zerlegungen
nicht mehr relevant. Stattdessen konnen beliebige Operatoren ,einfach
so“ benutzt und miteinander verkettet werden.” Damit steigen auch die
Freiheiten bei der Auswahl von Transformationen deutlich.

Professionelle Programme zur symbolischen oder numerischen Mathema-
tik® konnen fiir diese Aufgabenstellung in der Regel nicht benutzt wer-
den. Fiir kleinere Probleme lassen sie sich zwar einsetzen, bei grofleren
Anordnungen sind jedoch spezielle Speicherstrukturen und Algorithmen
vonndten. Auch in einigen Mathematik-Newsgroups® fand sich kein Hin-
weis auf Losungsansitze oder erhiltliche Programme. In den folgenden
Abschnitten werden daher neue Strukturen und Algorithmen entwickelt,
mit denen schliefflich auch Operatoren am Computer berechnet wurden.

Neben der effizienten Speicherung der Daten liegt das Hauptaugenmerk
vor allem auf der schnellen Berechnung der verketteten Operatoren.
Wie spéater noch zu sehen ist, konnen Wavelet-transformierte FDTD-
Operatoren iiberraschend komplexe Abbildungseigenschaften aufweisen.
Dies hat je nach Art der verwendeten Algorithmen zur Berechnung der
Verkettung erhebliche Auswirkungen auf die Dauer der Berechnung. Aus
diesem Grund wird verschiedentlich auf die Komplexitdt bzw. Ordnung
von Algorithmen eingegangen werden.

5.3.1 Elementare Abbildungen

Bei der Frage nach der Darstellung eines vollstindigen Operators im Com-
puter sind die Aspekte Speicheraufwand, Rechenzeit, Flexibilitdt und Ein-
fachheit zu berticksichtigen. Treten bei einem ausgewéhlten Arbeitsgebiet
beispielsweise ausschliellich Ug-Operatoren auf, so sind die in Abschnitt
5.2 diskutierten Matrix-basierten Algorithmen sicherlich flexibel genug

"Das gilt zumindest so lange, wie ihre Komplexitét dies erlaubt.
8Beispielsweise Mathematica, Maple, MATLAB oder MuPAD.
9Gesucht wurde in de.sci.mathematik, sci.math und sci.math.num-analysis.
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und geniigen auch dem Anspruch nach einfacher Realisierbarkeit. Bezo-
gen auf Speicheraufwand und Rechenzeit stellen reine Matrizen allerdings
keine optimale Losung dar, wenn diese diinn besetzt sind.

Die Beschiftigung mit Matrizen bietet dennoch einen Anhaltspunkt fiir
die konkrete Ausgestaltung der Speicherstrukturen eines Operators. Viele
Operatoren lassen sich in der Praxis mit zirkuldren Matrizen darstellen.
Es liegt nahe, sich die Abbildungseigenschaften solcher Operatoren fiir ei-
ne effiziente Implementierung zunutze zu machen. Schreiben wir zunéchst
Gleichung (5.8) in eine dquivalente Form um:

by = Ztk,k—}-Ak Ak+AK = Z tk (Ak) axiak - (5.86)
Ak Ak

Bei einem Uy-Operator gilt dann
tx (Ak) = tk—}—ce” (Ak) v k) G mit H 7é v, (587)

was in diesem Fall der 1 -Unabhéngigkeit der Operatormatrix ent-
spricht.!? Selbst wenn eine Operatormatrix von einer Querschnittsposition
1, abhéngt, so ist sie doch oft stiickweise konstant. Daher ist es sinnvoll,
alle k" zu identifizieren, fiir die

bk’ = Z tk(Ak) ax’'+ Ak (588)
Ak

gilt, d.h. bei denen ebenfalls ¢y (Ak) statt ¢, (Ak) benutzt werden kann.
Das ist auch dann von Nutzen, wenn die Operatormatrix zwar mit 1,
stark variiert, dafiir aber an vielen Stellen wenigstens stiickweise zirkular
ist. In diesem Fall gilt ndmlich hiufig tx(Ak) = txice, (Ak). Und auch
bei allgemeinen Operatoren, die sich keinem U zuordnen lassen, herr-
schen oftmals dhnliche Abbildungseigenschaften zwischen verschiedenen
Bildpunkten vor.

Betrachten wir einen Bildpunkt k. Es werden nun alle Urbildpunkte k' ge-
sucht, fiir die ¢y p» # 0 gilt. Daraus wird eine Liste mit Abbildungselemen-
ten gebildet. Die Grofie dieser Liste sei [;(k). Jedes Listenelement O} (k)

0Genau genommen ist dann Ak = Ak, e,, doch auf diese Einschrinkung kommt es
hier nicht an.
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besteht aus einem Faktor ¢; und einem Verschiebungsvektor Ak; = k! —k,
d.h.

ONk) & (t;, Ak;)(K) (5.89)
mit
ti(k) =t xtakix) 7 0, (5.90)
ie{l,... , Ii(k)}. (5.91)
Dann gilt
I (k)
t; k)a . , Ii(k) >0
e = { 2 1) Beramag o ilk) > 00 (5.92)
0 y It(k) - 0

Die vollstindige Abbildungsliste fiir einen Bildpunkt wird als O2-Liste
bezeichnet:

def

O’(k) = (0y,...,01)(K) . (5.93)

Damit stellt die Menge aller O?(k) eine dquivalente Darstellung zur Menge
aller tx v dar. Der obere und mittlere Teil von Abbildung 5.5 stellen dies
fiir einen einzelnen Bildpunkt dar.

Zwei Bildpunkte k!, k? haben dann die gleichen Abbildungseigenschaften,
wenn O? (k') = O?(k?) gilt. Durch Vergleich aller O?(k) miteinander l4sst
sich so eine Liste

0 € (0%,...,0%) (5.94)

aller benotigten Oz bilden. Die Grofle dieser Liste ist I2. Nach dem oben
Gesagten sollte diese Liste moglichst keine Redundanzen haben, d.h. es
sollte O # O7 ¥ p,v mit p # v gelten. Dadurch kann jedem Bildpunkt k
ein Index p zugewiesen werden, sodass mit Oi € O3 die benétigten Infor-
mationen zur Berechnung von by zur Verfiigung stehen. Im unteren Teil

von Abbildung 5.5 werden die Zusammenhénge graphisch veranschau-
licht.
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Abbildung 5.5: Listen-basierte Darstellung einer diskreten Abbildung T
im dreidimensionalen Raum. Oben: Einzelnes Abbildungselement O; als
Ersatz fir ¢y ;. Mitte: Vollstandige Berechnung eines Bildelementes by
durch O%. Unten: Referenzierung auf OZ fiir jedes Bildelement.
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5.3.2 Aufbau einer O3-Liste

Bei der Implementierung eines Operators im Computer sind entsprechend
den Angaben des vorangegangenen Abschnitts fiir alle Bildpunkte die zu-
gehorigen O%-Listen zu definieren. Damit die hieraus entstehende O3-Liste
redundanzfrei ist, muss die Frage nach einem effizienten Vergleich zweier
O?2-Listen geklirt werden. Ein weiterer wesentlicher Aspekt ist, auf wel-
che Art méglichst schnell in einer O3-Liste eine O*-Liste mit bestimmten
Abbildungseigenschaften gefunden werden kann. Diese beiden Probleme
gehoren mit zu den haufigsten Operationen, die bei der Durchfiithrung
einer Verkettung auftreten konnen, vgl. Abschnitt 5.3.3. In den beiden
folgenden Abschnitten wird ein Losungsansatz hierzu vorgestellt.

5.3.2.1 Vergleich von O* Listen

Zwei Listen Oz, O? koénnen nur dann gleich sein, wenn sie gleich grof3
sind, d.h. wenn Iy, = I, gilt. Ist dies der Fall, sind alle O!'-Elemente
zwischen beiden Listen miteinander zu vergleichen. Geht man von einer
unsortierten Reihenfolge aller O'-Elemente aus, so hat der Vergleich eine
Komplexitit von der Ordnung O((7,)?).

Bei FDTD-Operatoren gilt in den meisten Féllen I, = 1 oder I, = 2,
sodass hier kein Bedarf an einer Reduktion der Komplexitit besteht.
Im Falle von WT-Operatoren ist die Gréfle von I, von der verwende-
ten Skalierungsfunktion abhingig, vgl. Abschnitt 3.2.3. Damit besteht
hier allenfalls bedingt ein Optimierungsbedarf. Transformiert man jedoch
FDTD-Operatoren in den Waveletbereich, d. h. fithrt man die Verkettung
P T P* durch, so kann sich eine ganz andere Situation ergeben. Es wird
spater noch zu sehen sein, dass im Gesamtoperator Einzelabbildungen mit
I, > 50 auftreten konnen. Da der Vergleich zweier O?-Listen bei grofien
Operatoren sehr hiaufig durchgefiihrt werden muss, ist die Optimierung
der Vergleichsprozedur unabdingbar.

Als Losungsansatz bietet sich die Sortierung der O'-Elemente an. Da
jeder Verschiebungsvektor Ak’ innerhalb einer O%-Liste hochstens einmal
auftreten kann, soll hierfiir ein Ordnungskriterium definiert werden:

Definition 9. Es seien Ak!, Ak? € Z". Dann ist Ak! < Ak?, wenn ein
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j € {1,... ,n} existiert, sodass gilt
Akj <AE, N Akl =ARIVI>j. (5.95)

Analoges gilt fiir Ak' > Ak®. Gilt weder Ak' < Ak® noch Ak' > Ak?
so ist Ak! = Ak

Der Vergleich zwischen zwei sortierten Listen Oz und O? besteht dann
aus den Vergleichen zwischen O} ; und O,;, mit i € {1,...,1;}. Da in
jedem O!-Element aufler einem Vektor nur noch ein Faktor enthalten
ist, hat der Vergleich von O und O lediglich eine Komplexitit von der
Ordnung O(1;). Sind O} und O} jedoch nicht sortiert, ist noch der Auf-
wand fiir eine Sortierung zu beriicksichtigen. Hierzu existieren Verfahren
mit einer Ordnung von O(/; log I,). In Abschnitt B.1 wird darauf néher

eingegangen.

Die Umsetzung des Vergleichs der Verschiebungsvektoren zweier O!-
Elemente stellt im Hinblick auf die Genauigkeit von Prozessoren kein
Problem dar, da hier nur ganze Zahlen miteinander verglichen werden.
Bei der Berechnung von Faktoren dagegen konnen prinzipbedingt nume-
rische Ungenauigkeiten auftreten. Die Untersuchung zweier Faktoren auf
Gleichheit sollte daher mit einer gewissen Toleranz durchgefiithrt werden.
Abschnitt B.2 beschéftigt sich mit diesem Thema.

5.3.2.2 Sortierung von O3-Listen

Beim Aufbau einer O3-Liste werden nach und nach O*-Listen hinzugefiigt.
Um die Redundanzfreiheit der O3-Liste zu gewihrleisten, ist mit jeder
neuen O2-Liste zu priifen, ob diese nicht bereits in der O3-Liste vorhan-
den ist. Der Aufwand dieser Prozedur ist im Allgemeinen von der Ordnung
O((12)?) (der Aufwand fiir den Vergleich zweier O?-Listen wurde hier zu
Eins gesetzt). Die Transformation eines FDTD-Operators in den Wavelet-
bereich kann eine O3-Liste mit mehreren hundert oder tausend O3-Listen
ergeben. Daher sollte jede O3-Liste moglichst so aufgebaut werden, dass
sie sich in Bereiche mit &hnlichen Abbildungseigenschaften aufteilen lasst.
Auf diese Weise kann der Aufwand bei der Uberpriifung neuer O?-Listen
reduziert werden. Folgender Ansatz wurde fiir die vorliegende Arbeit rea-
lisiert und ist in Abbildung 5.6 visualisiert:
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Nummerierungs- 0O3-Liste Grofien-
Referenzliste Referenzliste
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Abbildung 5.6: Autbau einer O3-Liste und Referenzlisten. Der besseren
Ubersicht wegen zeigt die Nummerierungs-Referenzliste im Bild — abwei-
chend von den Angaben im Text — auf jede dritte O2-Liste.

e O3-Listen sind als sog. verkettete Listen aufgebaut. Wegen der teil-
weise sehr unterschiedlichen Grofen der enthaltenen O2-Listen ist
eine solche Implementierung einfacher und flexibler als eine Feld-
bzw. Vektor-basierte Strukturierung.

e Die O?-Listen in einer O3-Liste sind aufsteigend nummeriert. Diese
Nummern werden zur Referenzierung bendétigt, vgl. Abbildung 5.5.
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e Neu aufzunehmende O2-Listen werden an das Ende der O3-Liste
angehangen. Alternativ wire eine Einordnung in den Bereich der
O3-Liste denkbar, in dem sich O?-Listen mit #hnlichen Abbildungs-
eigenschaften befinden. Das wiirde jedoch eine sehr zeitaufwendige
Umnummerierung erfordern.

e Eine Nummerierungs-Referenzliste zeigt auf jede achte O2-Liste.
Dadurch gelangt man schneller zu O?-Listen mit hoheren Nummern.
Ein direkter Zugriff auf eine O?-Liste mit einer bestimmten Num-
mer ware nur bei einer Feld- bzw. Vektor-basierten Strukturierung
der O3-Liste moglich (s. o.).

e Eine Groflen-Referenzliste besteht aus einer streng monoton stei-
genden Folge aller in der O3-Liste vorkommenden Groflen der O?-
Listen (die Menge aller I;,; z.B. (1, 2, 5)). Fiir jede Grofe ist in
der Referenzliste die erste O2-Liste mit dieser Grofie eingetragen.

e Jede O Liste enthilt einen Verweis auf die nichste O>-Liste gleicher

Grofle.

Im Vergleich zu einer einfachen verketteten Liste ist diese Implementie-
rung sehr aufwendig. Insbesondere die kontinuierliche Aufrechterhaltung
der Synchronizitit der drei aufeinander verweisenden Listen!! stellt ei-
ne recht hohe Anforderung dar. Dennoch erwies sich die Umsetzung als
vorteilhaft: Die Einfithrung der Referenzlisten hat in einigen Versuchen
die Zeit fiir den Aufbau einer O3-Liste drastisch reduziert. Der Grad der
Beschleunigung héngt allerdings stark von den Inhalten der O*-Liste ab,
d.h. von den Eigenschaften des Operators, sodass keine konkreten Werte
angegeben werden kénnen.

Fasst man alle O2-Listen gleicher Grofle zu einer eigenstindigen Liste O
zusammen, so ist leicht einzusehen, dass der Vergleich einer neuen O?-
Liste mit allen O*-Listen aus O3 von der Ordnung O((72")?) ist. Die hier
vorgeschlagene Methode mit den Referenzlisten ist demnach nur bedingt
von Nutzen. Sie ist dann ausreichend, wenn nur wenige O>-Listen vorhan-
den sind. Mit zunehmender Inhomogenitit der Abbildungseigenschaften
eines Operators empfehlen sich jedoch effizientere Verfahren.

1Tn Abbildung 5.6 sind alle Verweise unidirektional eingezeichnet. Im entwickel-
ten Computerprogramm jedoch wurden viele Verweise bidirektional ausgefiihrt. Dies
beschleunigt teilweise den Wechsel von einer Liste auf eine andere.
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5.3.3 Durchfiihrung einer Verkettung

Als Beispiel fiir die Verkettung zweier Operatoren soll ein Teil von Glei-
chung (5.18) betrachtet werden. Genauer gesagt geht es um die Berech-
nung des Zwischenoperators

T =TP - (5.96)

Die zugehorigen Tensorelemente berechnen sich dann zu

thz et = Ztkz e P (5.97)

Ein Zwischenergebnis fiir das Feld ist demnach durch
Gpe = Y tho e b (5.98)
k4

bestimmt. Die Verkettung lauft dann in der zugehéorigen Listen-Darstel-
lung fiir jeden Bildpunkt k? folgendermaflen ab:

1. Ermittlung von 0?7 (k2).
2. Tteration iiber alle O}'7 (k?), i € {1,...,I7 (k?)}.
(a) Berechnung von k® = k? + Ak
(b) Ermittlung von 0P (k3)
(c) Iteration iiber alle O, P °(k%), je{1,... ,IZ);”V’O(k?’)}.
i. Berechnung von AkT' = AkT + Ak;);”ljo.
ii. Berechnung von tT =t - t Pivo
iii. Hinzunahme von O7" = (tZ'J/, Akz:;) zu O*7' (k).

3. Sortierung von O*7'(k?). Hierbei kénnen noch durch die Verket-
tung entstandene O!-Elemente mit gleichem Verschiebungsvektor
vorhanden sein.

4. Zusammenfassung aller Ol1 ’T’(k2) mit gleichem Verschiebungsvek-
tor (nur ein O'-Element mit diesem Vektor und der Summe der
Faktoren bleibt iibrig).
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5. Entfernung aller O; 7" (k2) bei denen der Faktor den Wert Null hat.
Das ist vor allem deshalb wichtig, damit funktional gleiche O?*-
Listen auch als gleich erkannt werden kénnen.

6. Suche nach O>7"(k?) in O*7"; als neue Liste hinzunehmen, wenn die
Suche erfolglos war. Das Ergebnis ist die Nummer m der O?-Liste
in 037",

7. Eintragung der Referenznummer m fiir den Bildpunkt k2.

Das vorgestellte Verfahren ist sehr schematisch und bietet noch einige
Optimierungsmoglichkeiten. Das gilt vor allem fiir den Fall, dass die mit-
einander zu verkettenden Operatoren vorwiegend homogene Abbildungs-
eigenschaften haben.

5.3.4 Operatoren und Verkettungen bei Vektorfel-
dern

Bisher wurde immer nur von der Abbildung zwischen skalaren Feldern
im mehrdimensionalen Raum gesprochen. Bei der FDTD beispielsweise
werden aber Vektorfelder aufeinander abgebildet. Wegen der Linearitit
der FDTD-Operatoren konnen diese auf einzelne skalare Operatoren auf-
geteilt werden, sodass skalare Abbildungen zwischen verschiedenen Feld-
komponenten realisiert werden. Es sei d die Anzahl der Feldkomponenten.
Dann wird

g=Tf (5.99)
mit
gaf : RnHRd ) g:(gla"'agd)T7 f:(fla 7fd)T7 (5100)

dargestellt als

d
9= T!f . (5.101)
v=1

Entsprechend konnen die diskreten Abbildungen fiir die Felder der Ent-
wicklungskoeffizienten angegeben werden:
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T¢ : F, G, . (5.102)
Bei einer skalaren Abbildung bezeichnet m(k) die Referenznummer der
O2-Liste, welche die Berechnungsparameter fiir das Bildelement by enthélt
(Ofn(k)). Bei Vektorfeldern ist fiir jedes skalare Urbildfeld eine Referenz-
nummer anzugeben. Die Berechnung der skalaren Komponente b} ist dann
bestimmt durch einen Referenzvektor (mf,...,m/)T(k). Abbildung 5.7
veranschaulicht die Verhéltnisse.

bic

P

O 07
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Fy Fy

Abbildung 5.7: Beispiel einer diskretisierten Vektorfeld-Abbildung auf
Listen-Basis. Fiir den ausgewihlten Ortsvektor k ist die Berechnung des
Fi-Anteils fiir b durch O} angegeben. Der Fy-Anteil wird mit O? be-
rechnet.



Kapitel 6

Operatoren im
Simulationsprogramm

In den vorangegangenen Kapiteln wurden die Eigenschaften von Operato-
ren beschrieben, verschiedene Méglichkeiten ihrer Darstellung aufgezeigt
sowie Algorithmen zur Transformation bzw. Verkettung von Operatoren
entwickelt. Mit diesen Informationen ist es moglich, Computerprogram-
me zu realisieren, die beispielsweise eine FDTD-Simulation im Waveletbe-
reich ausfithren. So entstand auch im Laufe dieser Arbeit die erste Version
des Listen-basierten Simulationsprogramms. Erste Simulationen ergaben
die Notwendigkeit, die Berechnungen mit den Operatoren zu optimieren.
Die hier vorgestellten Grundlagen bildeten die Basis fiir die durchgefiihr-
ten Verbesserungen. Weitere Optimierungsmoglichkeiten werden anhand
von Analysen in Abschnitt 8.2.3 entwickelt.

6.1 Speicherarten und Zugriffszeiten

In modernen Rechnern sind Zugriffe von Recheneinheiten (ALU!, FPU)
auf Speicherbereiche mehrstufig ausgefiithrt. Abbildung 6.1 zeigt dies sche-
matisch, wobei auf die Darstellung von Registern und nichtfliichtigen
Speichern verzichtet wurde.

L Arithmetical Logical Unit.

85
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ALU

p» [L1-Cache «—» [.2-Cache «—» RAM

FPU

Abbildung 6.1: Datentransfer zwischen Recheneinheiten (ALU, FPU) und
Speichereinheiten. Zur rechten Seite hin steigen Zugriffszeiten und Grofle
der Speichereinheiten an.

L1- und L2-Caches dienen der Beschleunigung von Speicherzugriffen.
Je grofler Speicherbausteine sind, desto langsamer laufen Zugriffe auf
die Speicherinhalte ab. Dariiber hinaus lduft die Anbindung Prozessor-
externer RAM-Bausteine meist iiber einen vergleichsweise langsamen Da-
tenbus. Daher konnen mit RAM-Bausteinen zwar sehr grofle Mengen an
Daten gespeichert werden, allerdings erkauft man sich damit auch héhere
Zugriffszeiten.

Die Grofle von L1-Caches liegt typischerweise im ein- oder zweistelligen
Kilobyte-Bereich. Da sie ein monolithischer Bestandteil von CPUs sind,
benodtigen Signale zwischen Speicher- und Recheneinheiten sehr viel we-
niger Zeit als im Falle externer RAM-Bausteine. Weiterhin hat der CPU-
interne Datenbus eine weitaus hohere Ubertragungsrate.

L2-Caches haben bei PCs meistens eine Gréfle im dreistelligen Kilobyte-
Bereich. Sie sind entweder als Hybrid-Schaltung im Prozessorgehéuse oder
aber aulerhalb des Prozessorgehiuses angebracht. In jedem Fall liegen sie
allerdings deutlich ndher an den Prozessoreinheiten als RAM-Bausteine.
Auch sind ihre Zugriffszeiten deutlich kiirzer.

Der gesamte Speicherbedarf fiir eine FDTD-Simulation kann bei geniigen-
der Grofle des diskretisierten Raumes im zwei- oder dreistelligen
Megabyte-Bereich liegen. In diesem Fall sind dann nicht die arithme-
tischen Operationen, sondern Speicherzugriffe der begrenzende Faktor
beziiglich der Rechengeschwindigkeit. Zur Verdeutlichung soll Gleichung
(2.20) dienen. Werden alle (zeitlich konstanten) Vorfaktoren vor Beginn

1

der Simulation berechnet, kann die Berechnung von E;Hz(i, J, k) auf
drei Multiplikationen und vier Additionen reduziert werden. Auflerdem
miissen acht Lesezugriffe (drei Faktoren und fiinf Feldwerte bzw. Ent-



6.1. Speicherarten und Zugriffszeiten 87

wicklungskoeffizienten) und ein Schreibzugriff auf den Speicher ausgefiihrt
werden.

Je nach Implementierung des FDTD-Algorithmus koénnen sich einige
der zu lesenden Feldwerte noch im L1-Cache befinden. Dennoch sollte
moglichst auch eine Optimierung in der Form angestrebt werden, dass
der zu simulierende Feldraum in Bereiche mit ortlich konstanten Fakto-
ren aufgeteilt wird, sodass das Lesen der Faktoren immer nur zu Beginn
eines jeden Bereiches erfolgen muss.

Es wurde im vorangegangenen Kapitel bereits erwdhnt, dass die Abbil-
dungseigenschaften Wavelet-transformierter FDTD-Operatoren deutlich
komplexer ausfallen kénnen als im untransformierten Fall. So ist zwar die
Anzahl insgesamt zu berechnender Entwicklungskoeffizienten unverdndert
(sie kann durch Kompressionsverfahren allenfalls sinken, siehe z.B. Ab-
schnitte 7.2.5.1 und 7.3.6), doch die Anzahl arithmetischer Operationen
pro Entwicklungskoeffizient steigt. Auch sind die Abbildungseigenschaf-
ten insgesamt inhomogener, d. h. dass unter anderem die Bereiche kleiner
ausfallen, innerhalb derer Faktoren konstant sind.

Die Komplexitat der Operatoren ist auch im Hinblick auf die Verteilung
der Urbildkoeffizienten im Raum zu sehen. Eine konventionelle FDTD
lasst sich immer so implementieren, dass wenigstens zwei der Urbildko-
effizienten beziiglich ihrer Speicheradressen direkt hintereinander liegen.
Dadurch kénnen sie mit einem sog. Burst®> schneller aus dem RAM ge-
laden werden als durch zwei einzelne Ladevorginge. Bei rdumlich sehr
verteilten Urbildkoeffizienten dagegen, wie es bei Wavelet-transformierten
FDTD-Operatoren der Fall sein kann, sinken i.d. R. die M&glichkeiten zur
Ausnutzung von Bursts.

Alles in allem sollten daher Operatoren (nachdem sie einmal definiert
bzw. berechnet wurden) in der Weise in einem Simulationsprogramm aus-
gefithrt werden, dass L1- und L2-Caches moglichst effizient ausgenutzt
und Zugriffe auf langsameres RAM reduziert werden. Zusétzlich sollte
versucht werden, Speicherzugriffe mit Bursts zu ermoglichen.

?Einen Einstieg in diese Technik bieten z.B. [20] und [21].
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6.2 Berechnungen mit Operatormatrizen

In [3] wurden erstmalig FDTD-Operatoren fiir einfache Simulationsan-
ordnungen einer WT unterzogen. Dieser Abschnitt geht vor allem auf
Operatormatrizen ein, wie sie in [3] untersucht wurden.

In der genannten Arbeit wurde festgestellt, dass die Wavelet-transfor-
mierten Material- und Ableitungsmatrizen diinn besetzt sind. Das gilt
vor allem fiir den Fall, dass Matrixelemente mit einem Betrag unterhalb
eines vertretbaren Schwellenwertes zu Null gesetzt werden. Entsprechend
konnen bei Matrix-Vektor-Multiplikationen Techniken eingesetzt werden,
welche die Matrixbereiche mit verschwindenden Koeffizienten iibersprin-
gen. Eine solche Technik wurde auch in dem Programm angewendet, wel-
ches der Autor von [3] fiir seine Untersuchungen geschrieben hat.

Eine weitere Moglichkeit zur Beschleunigung von Berechnungen mit Ma-
trizen besteht darin, diese zu blocken, d.h. in kleinere Blockmatrizen auf-
zuteilen. Dadurch befinden sich Matrixelemente hiufiger im L1-Cache.
Details zum Verfahren geblockter Matrizen kénnen [22] entnommen wer-
den.

Der Nutzen dieses Verfahrens fiir die hier vorliegenden diinn besetzten
Matrizen wurde jedoch nicht ndher untersucht. Es ist ebenso unklar, ob
es sinnvoll ist, die Matrizen auf Folgen gleicher Faktoren zu untersuchen.
Die grundlegende Idee zu diesen Folgen ist in Abbildung 6.2 zu sehen.
Die Folgen konnten einmal gespeichert werden und miissten nur noch re-
ferenziert werden, wie es in dhnlicher Weise in Abschnitt 5.3.2 fiir Listen-
basierte Abbildungen erwidhnt wurde. Zumindest konnten die Matrizen
dadurch noch kompakter gespeichert werden und wiren demnach auch
schneller aus dem RAM zu laden.

6.3 Listen-basierte Berechnungen

Die im vorigen Abschnitt erwdhnten Inhomogenitidten der Abbildungs-
eigenschaften treten bei O%-Listen erfahrungsgemifl noch stérker zu Tage.
Um nun Ladeoperationen aus dem RAM soweit wie moglich zu reduzie-
ren, ist die Frage zu kliaren, welche Art von Daten eine hohere ,, Wie-
derverwendbarkeit” hat: Sind es die Urbildkoeffizienten, die fiir mehrere
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Abbildung 6.2: Matrix mit (Zeilen-)Folgen von endlichen Faktoren (ge-
kennzeichnet durch Ellipsen). Gleiche Folgen kénnen identifiziert und refe-
renziert (nummeriert) werden. Nicht nummerierte Bereiche kennzeichnen
Matrixelemente mit dem Wert Null.

Bildkoeffizienten einen Anteil liefern? Oder kommt es haufiger vor, dass
gleiche Abbildungseigenschaften, d.h. gleiche O*-Listen, fiir verschiedene
Bildkoeffizienten verwendet werden kénnen?

Betrachten wir der Einfachheit halber eine FDTD zur Simulation eines
homogenen Mediums. Das Diskretisierungsgitter soll d&quidistant sein. In
diesem Fall sind die Vorfaktoren vor den jeweiligen Urbildkoeffizienten
tiber den gesamten Raum (bis auf das Vorzeichen) konstant. Selbst bei
praxisndaheren Simulationsstrukturen ist die Anzahl der auftretenden Fak-
toren gering. Auch wenn sich diese Situation nach einer WT der FDTD
nicht mehr so giinstig darstellt, konnen trotzdem sich wiederholende Ab-
bildungseigenschaften erwartet werden.

Einige Versuche erbrachten, dass teilweise mehrere Bildkoeffizienten von
den gleichen Urbildkoeffizienten abhéngen kénnen. Noch h&ufiger kam es
vor, dass verschiedene Bildpunkte trotz unterschiedlicher Verschiebungs-
vektoren in den O?-Listen und trotz unterschiedlicher (absoluter) Positio-
nen von Urbildkoeffizienten mit gleichen Faktoren zu berechnen waren.
Daher wurde ein Verfahren entwickelt, welches verschiedene Arten mehr-
fach verwendbarer Daten beriicksichtigt. Zuvor sollen noch drei Begriffe
eingefithrt werden:
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O?-Strecke:

Eine zusammenhingende (eindimensionale) Reihe von Bildpunkten, wel-
che die gleiche O?-Liste referenzieren. Sie ist gekennzeichnet durch die
O?-Liste, die Anfangskoordinate der Reihe, die Linge und die Richtung
(parallel zu einer der Achsen) der Reihe. Entlang dieser Strecke ist die
Abbildungseigenschaft also konstant.

Urbild-Koordinatenfolge:

Eine Folge aus Koordinaten von Urbildkoeffizienten. Diese absoluten Ko-
ordinaten geben an, aus welchen Urbildanteilen sich ein Bildkoeffizient
zusammensetzen soll. Zum Vergleich: In O2-Listen sind relative Koordi-
naten angegeben.

O?-Faktorfolge:
Alle Faktoren einer O?-Liste werden zu einer Folge zusammengefasst.

Die Abbildungsdaten eines Operators werden nun folgendermaflen grup-

piert:

1. Sammeln von O?-Strecken mit einer Linge von mindestens Zwei.

2. Zusammenfassen der O?-Strecken nach gleichen O2-Listen und glei-
chen Richtungen.

3. Sammeln von Urbild-Koordinatenfolgen in den Bildbereichen, wo
keine O2-Strecken detektiert wurden.

4. Erstellen einer Liste mit O?-Faktorfolgen. Beriicksichtigt werden da-
bei nur diejenigen OZ2-Listen, die von einem der Bildpunkte nach
Punkt 3 benétigt werden.

5. Zusammenfassen aller Bildpunkte, welche die gleiche Urbild-Koor-
dinatenfolge haben. Fiir jeden der Bildpunkte wird die zugehorige
O?-Faktorfolge referenziert.

Die Berechnung gliedert sich in zwei Teile, die unabhéngig voneinander
ausgefiihrt werden koénnen:

e Berechnung mit O?-Strecken:

1. O?-Liste der Strecke aus dem RAM laden.
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2. Anfangskoordinate (erster Bildpunkt) der O*-Strecke holen.

3. Berechnen des selektierten Bildkoeffizienten entsprechend der
O2-Liste.

4. Auswahlen der nachsten Bildkoordinate der Strecke. Weiter
nach Punkt 3.

e Berechnung mit Urbilddaten:

1. Urbild-Koordinatenfolge aus dem RAM laden.

2. Bildkoordinate und zugehorige Referenz auf O%-Faktorfolge la-
den.

3. Berechnen des selektierten Bildkoeffizienten aus Urbildkoeffi-
zienten und Faktorfolge.

4. Nichsten Bildkoeffizienten mit der gleichen Urbild-Koordina-
tenfolge selektieren. Weiter nach Punkt 2.

Mit diesen Angaben kénnen Operatoren zur Berechnung eines Bildsignals
aus einem Urbildsignal benutzt werden. Das Programm, welches fiir die
vorliegende Arbeit entwickelt wurde, geht allerdings noch einen Schritt
weiter: Die in diesem Abschnitt genannten Strukturierungen der Opera-
tordaten werden benutzt, um daraus ein Operator-spezifisches Programm
zu generieren. Konkret bedeutet das, dass aus den ermittelten Daten und
Strukturen ein Programm in der Sprache C erzeugt wird, welches da-
nach compiliert wird. Der Vorteil bei dieser Vorgehensweise ist, dass der
Compiler weitere Optimierungen speziell fiir diesen Operator auf einer
Prozessor-spezifischen Ebene durchfithren kann. Das eigentliche Simula-
tionsverfahren wird von dieser Art der Geschwindigkeitsoptimierung je-
doch nicht beeinflusst.
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Kapitel 7

Die FDTD 1im Waveletbereich

7.1 Vorbetrachtungen

Bisher wurde bei Wavelet-Transformationen stets davon ausgegangen,
dass eine Funktion f € V, vorliegt, damit diese dann in die Raume der
hoheren Skalen projiziert werden kann. Analog fithrt eine Riicktransfor-
mation wieder auf eine Funktion im Grundraum Vy. Nach Abschnitt 3.2.2
und Kapitel 4 ist Vy immer aus Skalierungsfunktionen zusammengesetzt.
Streng genommen muss also erst einmal eine Funktion f auf diesen Raum
projiziert werden, damit eine WT iiberhaupt stattfinden kann. Es werden
in der Literatur nur wenige Fille behandelt, die ohne eine solche Pro-
jektion auskommen. Mit einer erweiterten Betrachtungsweise lassen sich
die bestehenden Grenzen ausdehnen. Dazu sind die folgenden Aspekte zu
beriicksichtigen:

1. Entwicklung in Vj:
Der Trivialfall: Alle Felder und Operatoren sind Element des Vj
bzw. wurden in V, entwickelt.

2. Bijektivitat der diskreten WT:
Die WT-Operatoren P und P* sind nach dem bisher Gesagten bi-
jektiv zueinander, d. h. es gilt PP* = id. Genau das gleiche gilt auch
fiir die diskreten Abbildungen P und P*. Sind Berechnungen (Simu-
lationen) im Computer durchzufithren, liegen samtliche Operatoren
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und Felder nur noch in diskreter Form vor. Werden diese mit P
und P* transformiert, besteht eine Isomorphie zwischen den trans-
formierten und den untransformierten Groflen. Die Transformation
in den Wayveletbereich bewirkt also nur eine andere, aber dennoch
aquivalente Darstellung der Entwicklungskoeffizienten. Dass mit der
WT bzw. den zugehorigen Skalierungs- und Waveletkoeffizienten
auch Basisfunktionen verkniipft sind, ist in diesem Zusammenhang
nicht von Belang.

Zur Verdeutlichung sollen die beiden folgenden Gleichungen be-
trachtet werden:

g= Tf diskretisieren G=TF WT (P, P*)

g= Tf WT (P,P") g _ 7—,](7 diskretisieren é —TF (72)

In beiden Fillen werden Simulationen mit den transformierten
GroBen durchgefiihrt. Gleichung (7.1) entspricht dabei der o. g. Vor-
gehensweise. Bei einer Riicktransformation von G nach G sind also
wieder die Entwicklungsfunktionen zu nehmen, die zum gleichen
Raum gehoren wie g. In Gleichung (7.2) dagegen entspricht die
WT gleichzeitig der Projektion auf Skalierungs- und Waveletraume.
Nach der Riicktransformation von G nach G liegt demnach eine
Entwicklung in Vj vor. Dadurch tritt ein Wechsel des Funktionen-
raumes ein, sofern der Operator und die Funktionen nicht bereits
in Vj entwickelt waren (vgl. Punkt 1).

. Die WT als Kompressionsverfahren:

Bei den bisherigen mathematischen Betrachtungen ist das eigentli-
che Ziel der WT von Operatoren und Signalen, ndmlich die Reduk-
tion des Berechnungsaufwands durch Kompression der Daten, etwas
in den Hintergrund geraten. Letztlich fiihrt die Kompression zu ei-
ner Approximation, welche die Realitédt einfach so gut wie moglich
bzw. notig beschreiben soll. Unter diesem Aspekt gesehen geht es
um eine Verringerung der Anzahl von Entwicklungskoeffizienten.
Unabhéngig von den Basisfunktionen, die zu diesen Koeffizienten
gehoren, muss das n-dimensionale Wertemuster der Koeffizienten
eine Verteilung aufweisen, mit der eine Kompression mittels einer
WT auch erreichbar ist. Es ist denkbar, dass es besser sein kann, ein
Verfahren nicht in V, zu entwickeln, weil das Verfahren mit anderen
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Funktionenrdumen (siehe Punkt 2) ein giinstigeres Verhéltnis von
numerischem Aufwand und Komprimierbarkeit der Entwicklungs-
koeffizienten aufweist.

4. Interpolierende Funktionen:
Sehr oft liegen Funktionen nicht analytisch vor, sondern in Form
von Abtastwerten, d.h. als eine Folge von Koeflizienten (sj)iez. In

[23] wird das Problem behandelt, die Abtastwerte mit Hilfe der
Skalierungsfunktionen aus dem Grundraum Vj zu interpolieren.

Nach Gleichung (3.32) ist eine Funktion f € V, durch eine Ent-
wicklung

fl@) =) Geor(z) (7.3)

darstellbar. Somit lautet die Frage, welcher Zusammenhang zwi-
schen (sy,)rez und (c2)rez besteht. Dazu wird zunéichst die folgende
Definition benétigt:

Definition 10. Eine Skalierungsfunktion ¢(x) ist interpolierend,
wenn gilt

o(k) =60y, keZ. (7.4)

In diesem Fall besteht die einfache Beziehung
= sy . (7.5)

Eine leichte Verallgemeinerung lédsst sich mit der verschobenen In-
terpolation erreichen, wo ein Verschiebungswert 7 € [0, 1] existieren
muss, sodass ©(7 + k) = g, ist.

In dieser Arbeit wurden nur Daubechies-Skalierungsfunktionen be-
nutzt, fir die keines der beiden Kriterien exakt zutrifft. Es ist in
[23] jedoch nachzulesen, dass diese Funktionen das Kriterium der
verschobenen Interpolation beinahe erfiillen. Exemplarisch gilt fiir
die Dy-Skalierungsfunktion (py mit N = 2, vgl. Abbildung 3.1)

1++/3
4
1,0002086 (7.6)

~ —4,1718154 - 107* |
~ 2,0859077-107% .

. ~ 0,6830127 ,

(1)
(1

p(r+1)
o(1 + 2)
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Werden Skalierungskoeffizienten in umgekehrter Reihenfolge zu
Gleichung (3.41) benutzt, d.h. im Falle der D,-Skalierungsfunktion
h} = hs_, dndert sich 7 entsprechend Abschnitt A.1zu7' =3—7 ~
2,3169873.

Die FDTD ist in dieser Arbeit der einzige konkrete Anwendungsfall fiir
die Transformation eines Simulationsverfahrens in den Waveletbereich.
Hierfiir treffen die Punkte 2 bis 4 zu. Insbesondere die fast-interpolierende
Eigenschaft der verwendeten Daubechies-Skalierungsfunktionen sowie die
stiickweise Stetigkeit elektromagnetischer Felder garantieren eine direkte
Benutzbarkeit der Feldkoeffizienten, ohne auf einen anderen Funktionen-
raum wechseln zu miissen. In diesem Fall spielt es auch keine Rolle, dass
fiir das diskretisierte elektrische Feld eigentlich andere Basisfunktionen
gelten als fiir das magnetische Feld (es existiert ein Versatz um eine halbe
Diskretisierungsweite).

Die Verwendung unterschiedlicher Funktionenrdume erfordert dennoch
im Allgemeinen eine besondere Sorgsamkeit. In [3] und [24] beispielswei-
se werden mit Hilfe der Momentenmethode die Entwicklungskoeffizienten
der Felder und die Ableitungsoperatoren der Maxwell’schen Gleichun-
gen unter anderem auch im Grundraum V; der D,-Skalierungsfunktionen
entwickelt. Die Ableitungsoperatoren fiir absorbierende Randbedingun-
gen jedoch werden grundséitzlich iiber zentrale finite Differenzen appro-
ximiert, wobei die Feldkoeffizienten in diesem Gebiet Rechteckfunktionen
als Basisfunktionen haben. Hier stellt sich die Frage, wie der eigentliche
Feldraum und der ABC-Raum miteinander zu verkniipfen sind. Dabei
kommt einem die (approximierte) Eigenschaft der verschobenen Interpo-
lation der Daubechies-Skalierungsfunktionen zugute, die eine Art Lokali-
sierung erlaubt, d.h. eine einfache Beziehung zwischen einem diskreten
Ortsvektor (7,7, k)T und einer Position (z,y,2)T im R*. Hierbei ist auch
die Reihenfolge der Skalierungskoeffizienten unbedingt zu beachten, siehe
Punkt 4.

Finite-Differenzen-Verfahren gemischter Ordnung stellen im Gegensatz
dazu kein Problem dar. Wird die Ordnung eines FD-Verfahrens angege-
ben, so bezieht sich das auf die Approximation des Differenzialoperators.
Je hoher die Ordnung, desto mehr Entwicklungskoeffizienten beriicksich-
tigt der FD-Operator. Es ist jedoch i. A. schwierig, bei der Simulation
eines Feldgebietes ausschliefSlich einen FD-Operator vierter oder hoherer
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Ordnung zu verwenden. So ist es nicht uniiblich, in einem FD-Verfahren
vierter Ordnung an , problematischen Stellen“ auf einen einfacheren FD-
Operator zweiter Ordnung auszuweichen. Das entspricht allerdings nicht
einem Wechsel des Funktionensystems, da beide FD-Operatoren auf glei-
chermaflen diskretisierte Feldwerte zugreifen.

Als Fazit bleibt zu sagen, dass es sich — wie in Abschnitt 5.1.1 bereits
gesagt — empfiehlt, ein Verfahren zu diskretisieren und sich danach auf
die Entwicklungskoeffizienten zu beschrinken. Von da an spielt es keine
Rolle mehr, ob das Verfahren in V| entwickelt wurde oder nicht. Die Dis-
kretisierung sollte jedoch ensprechend Punkt 3 so durchgefiithrt werden,
dass eine effiziente Kompression der Daten moglich ist.

7.2 Matrixoperatoren der FDTD in der
WT

In [3] werden Operatormatrizen fiir eindimensionale Differenziationen,
Randbedingungen und Materialverteilungen behandelt. Erweiterungen zu
absorbierenden Randbedingungen sind in [24] und [25] zu finden. Zu den
in diesen und weiteren Literaturquellen vorgestellten Verfahren und Ope-
ratoren sollen im Folgenden einige Besonderheiten herausgestellt werden.
Ferner wird mit Hilfe der Erkenntnisse aus Abschnitt 5.2 ausgearbeitet,
welche algorithmischen Konsequenzen sich aus der Matrix-Darstellung er-
geben.

7.2.1 Differenziationen

In der klassischen FDTD wird der Rotationsoperator aufgeteilt in partiel-
le Differenziationen in x-, y- und z-Richtung. Jeder der Operatoren 0,
v € {x, vy, z}, ist bezogen auf den zu simulierenden Feldraum nach der
Diskretisierung vom Typ Uj. Die in Abschnitt 3.2.5 vorgestellte DPWT
erfordert in jeder zu transformierenden Richtung eine Anzahl von Ent-
wicklungskoeffizienten, die genau einer Zweierpotenz entspricht. Daher
ist i.d.R. der Simulationsraum durch das Anhédngen von zusétzlichem
Raum soweit zu vergréflern, dass das genannte Kriterium fiir eine DPWT
erfiillt wird, siehe Abbildung 7.1. Nach Abschnitt 5.2 miissen sdmtliche
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Ergdnzungsraum

absorbierende Wand

S

Feldraum

\

magnetische Wand \ elektrische Wand

Abbildung 7.1: Erweiterung eines diskretisierten zweidimensionalen Simu-
lationsgebietes fiir eine DPWT (Zweierpotenz-Liangen in jeder Richtung).
AuBere Randbedingungen und Differenziationsoperatoren werden homo-
gen fortgesetzt.

Operatoren in Teiloperatoren vom Typ U] zerlegt bzw. auf solche erwei-
tert werden. Da das ebenso fiir die 0,-Operatoren gilt, steigt demzufolge
durch den zusétzlichen Raum auch der Rechenaufwand.

7.2.2 Randbedingungen

AuBere Berandungen eines Simulationsgebietes sind meist homogen ent-
lang einer Flache, d. h. es liegen beispielsweise elektrische und magnetische
Winde nicht direkt nebeneinander. Diese konnen daher bei der im vorhe-
rigen Abschnitt erwidhnten Erweiterung des Raumes ebenfalls homogen
fortgesetzt werden und sind somit vom Typ Uy.

In [3] werden duflere elektrische und magnetische Wiande dadurch reali-
siert, dass die Differenziationsoperatoren angepasst werden. Nehmen wir
als Beispiel eine bei z = 0 bzw. im diskretisierten Raum k£ = 0 liegende,
zur xy-Ebene parallele elektrische Wand an. Zur Berechnung von H, ist
unter anderem Fy nach z zu differenzieren bzw. eine Differenz entlang
k zu bilden (siche Gleichung (2.17)). Der diskretisierte d,-Operator ist
nun so zu modifizieren, dass die zu k£ = 0 gehorende Spalte seiner Ope-
ratormatrix nur Elemente mit dem Wert Null enthélt. Damit wird das
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Verschwinden der tangentialen elektrischen Feldkomponente bei £ = 0 in
der Matrix hinterlegt. Als Schlussfolgerung ergibt sich, warum diese Vor-
gehensweise allenfalls fiir Aulenwénde praktizierbar ist: Nur diese sind
wie die Differenziationsoperatoren vom Typ U{, d.h. homogen in der zu-
gehorigen Querschnittsflache.

Innerhalb des Simulationsgebietes liegende ideal leitende Wénde werden
dadurch nachgebildet, dass an den entsprechenden Stellen die Permitti-
vitdt auf einen sehr hohen Wert gesetzt wird. Betrachten wir wieder eine
zur xy-Ebene parallele Wand, so muss der Permittivitdtstensor bei den
Raumkoordinaten der Wand e = diag(a,a,¢,), a — oo lauten. Die Er-
kldrung hierfiir ist in Gleichung (2.20) zu finden: Durch die sehr hohe
Permittivitit wird der diskrete Rotationsoperator quasi mit Null mul-
tipliziert. Dadurch bleibt der Wert der E,-Komponente auf Null, wenn
dieser zu Beginn der Berechnungen ebenfalls Null war. Eine Modifikation
der Berechnung des magnetischen Feldes wie im Fall der Auflenwénde
eriibrigt sich somit, da die zur Wand tangentiale elektrische Feldstérke
auf dem Wert Null gehalten wird. Dennoch fillt fiir £, Rechenaufwand
an, da der Rotationsoperator in Gleichung (2.20) nur kiinstlich unwirksam
gemacht wird.

Abbildung 7.1 zeigt, dass absorbierende Randbedingungen ebenfalls zu
den dufleren Berandungen gehéren. Wéhrend in [3] die einfache ABC von
Mur implementiert wurde, konnte in [24] eine Matrix-basierte Formulie-
rung der PML fiir eine zweidimensionale FDTD realisiert werden. Ein
Problem bei einer solchen Umsetzung besteht allerdings darin, dass die
Feldkomponenten im Gebiet der ABC in jeweils zwei Anteile separiert
werden miissen, siche Gleichung (2.28). Damit das ganze Simulationsge-
biet einer WT unterzogen werden kann, wurden durch Anwendung von
Gleichung (2.29) im kompletten Simulationsraum die Feldkomponenten
separiert. Damit verdoppelt sich im Bereich des eigentlichen Feldraumes
der numerische Aufwand.

Eine neuere Variante der PML mit der Abkiirzung A-UPML (Anisotropic
Uniaxial Perfectly Matched Layer) wurde in [25] als Matrixoperator for-
muliert. Dabei wurden erstmalig sowohl im Feldraum als auch in der ABC
die Ableitungsoperatoren im Grundraum V, entwickelt. Die A-UPML er-
fordert genau wie die PML zusétzliche Feldkomponenten in ihrem Bereich
(diskretisierte B- und D-Felder). Auch in diesem Fall wurden die neuen
Feldkomponenten iiber den kompletten Simulationsraum ausgedehnt. Da-
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durch erhoht sich ebenfalls der Rechenaufwand, allerdings weniger als im
oben genannten Fall mit der PML. Bei beiden Varianten verdoppelt sich
aber gleichermaflen der Speicherbedarf.

7.2.3 Materialparameter

Materialkenngroflen und Diskretisierungszeitschritt sind Bestandteil der
Skalierungsoperatoren®’ der FDTD-Gleichungen. In den beiden Gleichun-
gen (2.17) und (2.20) sind die Tensorelemente dreier Skalierungsoperato-
ren fiir eine Koordinate zu finden:

At

a = - 3 77

' pix (7, 7, k) (7.7)
2ex (1,7, k) — kx(1, 7, k) At

- 7.8

927 96 (i, 5, k) + Fn(d, , )AL (78)

as 24t (7.9)

" 2e.(i, 4, k) + reli, 5, K)AE

In [3] werden die zugehorigen Operatoren Materialoperatoren genannt.
Nach dem bisher Gesagten sind sie ebenfalls in Uj-Operatoren zu zerle-
gen. Eine manuelle Zerlegung birgt oftmals auch bei scheinbar einfachen
Konfigurationen ein hohes Fehlerpotenzial. Wegen der Verkopplung von
Permittivitdten und Leitfihigkeiten in den Faktoren as und as geniigt es
ndmlich nicht, getrennt nach Bereichen mit konstantem € und konstantem
k Ausschau zu halten? — es sind immer beide Materialeigenschaften ge-
meinsam zu betrachten. Hierbei ist auch die Darstellung ideal leitfahiger
Wiénde durch sehr hohe (anisotrope) Permittivitaten zu berticksichtigen.

Vor allem elektrische Wéande kénnen aus diesem Grund eine Zerlegung
auflerst kompliziert werden lassen. Dieser Fall tritt hauptsichlich dann
ein, wenn unebene (gewolbte) Winde, oder solche, die schrig zu den
Koordinatenachsen liegen, im Simulationsgebiet auftreten. Dann nédmlich
miissen diese bei geniigend feiner Diskretisierung durch sehr viele kleine
Wandstiicke approximiert werden, welche parallel zu den Achsen liegen.
Entsprechend inhomogen fillt dann die Permittivitatsverteilung aus.

1Siehe Definition 3 auf Seite 53.
2Genau genommen ist bei Skalierungsoperatoren eine Ortsabhiingigkeit der Tensor-
elemente in hochstens einer Richtung zuléssig.
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7.2.4 Feldanregung und -ausgabe

Mit Beginn einer Simulation ist dem Feldraum als Startvorgabe bzw. An-
fangsbedingung eine Feldverteilung aufzuprigen, was auch als Anrequng
bezeichnet wird. Bei einem Wavelet-transformierten Verfahren bedeutet
das, dass als Startwert die Wavelet-transformierte Feldverteilung zu be-
nutzen ist. Nach dem bisher Gesagten ist klar, dass hierbei das Feld des
kompletten Simulationsraumes einer WT zu unterziehen ist, auch wenn
die Anregung eigentlich nur in einem kleinen Teilbereich stattfinden soll.

Noch haufiger als eine Anregung zum Startzeitpunkt ¢ = 0 kommt es vor,
dass das Anregungsfeld zeitabhingig ist und die Anregung daher iiber
mehrere Zeitschritte verlauft. Dann ist bei jedem dieser Zeitschritte die
anregende Feldverteilung einer WT zu unterziehen. Abschnitt 5.2.1 und
Kapitel 4 geben Auskunft iiber den Aufwand, der dann jedesmal anfillt.
Im Falle homogener Tensorprodukt-Basen ist fiir jede Richtung eine Ma-
trix Pg, erforderlich. Numerisch effizienter ist jedoch die stufenweise
(rekursive) Transformation nach Gleichung (3.55) bzw. (3.63). Die Vorge-
hensweise ist dann sehr dhnlich zu der WT bei separablen MSA-Basen.?
Nehmen wir als Beispiel zwei Transformationsstufen fiir alle drei Richtun-
gen, dann ergibt das insgesamt sechs WT-Operatoren, die jeweils auf den
zugehorigen Feldbereich anzuwenden sind. Der Aufwand ist schliellich
noch mit der Anzahl der anzuregenden Feldkomponenten zu multiplizie-
ren.

Anregungen finden meistens nur in einem relativ kurzen Zeitabschnitt
statt, sodass der beschriebene Aufwand nicht so sehr ins Gewicht fallt.
Das gilt allerdings nicht fiir Ausgaben, auf die eine analoge Vorgehensweise
anzuwenden ist. Die Auswertung von Simulationsergebnissen erfordert
hidufig eine Frequenzanalyse einzelner Feldbereiche. Soll dies mit einer
FFT (Fast Fourier Transform) geschehen, miissen fiir eine geniigende
Frequenzschérfe mehrere tausend Zeitpunkte beriicksichtigt werden. Dazu
ist nach jedem Simulationszeitschritt das komplette Feld einer inversen
WT zu unterziehen, um dann gezielt auf die Feldwerte an den relevanten

3Ein Unterschied besteht darin, dass nur bei homogenen Tensorprodukt-Basen fiir
alle Richtungen eine separate Transformationstiefe gewédhlt werden kann. Bei separa-
blen MSA-Basen dagegen reduziert sich der zu transformierende Urbildbereich nach
jeder Skala stirker als bei homogenen Tensorprodukt-Basen.
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Stellen zugreifen zu kénnen.*

Feldwerte an einzelnen Punkten im Raum erfordern also sowohl bei der
Anregung als auch bei der Ausgabe die Transformation des komplet-
ten Feldes. Wavelets erlauben zwar eine gewisse Art von Lokalisierung,
doch diese ist nicht ohne Weiteres auf Matrix-basierte mehrdimensionale
Wavelet-Transformationen iibertragbar.

7.2.5 Adaptive Berechnungen

Es wurden in [3] und [26] verschiedene Verfahren vorgeschlagen, wie mit
Hilfe der WT Simulationszeiten reduziert werden kénnen. Die dort gezeig-
ten Methoden kombinieren die Wavelet-transformierte FDTD mit einer
raumlich oder zeitlich adaptiven Rechenvorschrift.

7.2.5.1 Réaumliche Adaptivitit

Wavelet-transformierte Signale lassen sich dadurch komprimieren, dass
diejenigen Entwicklungskoeffizienten des Waveletraumes vernachlassigt
werden, deren Betrédge sich unterhalb eines Schwellenwertes befinden. Um
sich nun die komprimierenden Eigenschaften der WT in einer Zeitbe-
reichssimulation zunutze zu machen, ist es erforderlich, bereits vor der
Berechnung des Feldes fiir den néchsten Zeitschritt zu wissen, welche Ko-
effizienten vernachlassigbar sein werden und welche nicht. Dazu wurde in
[3] ein Verfahren entwickelt, welches kurz beschrieben werden soll.

Das Verfahren der rdumlichen Adaptivitiat beginnt damit, dass ein zu ei-
nem bestimmten Zeitpunkt existierendes Feld komprimiert wird. Die Stel-
len der verbliebenen Koeffizienten werden gespeichert. Fiir die ndchsten N
Zeitschritte werden dann ausschliefilich diese und gewisse ,,benachbarte
Koeffizienten neu berechnet. Danach ist die Verteilung der vernachlassig-
baren Koeffizienten zu aktualisieren.

Der Grundgedanke bei diesem Verfahren ist, dass sich elektromagnetische
Wellen nur mit einer berechenbaren maximalen Geschwindigkeit ausbrei-
ten konnen. Damit kann sich ein nicht-vernachlissigbarer Feldwert inner-
halb der NV Zeitschritte nur in einem begrenzten Gebiet ausbreiten. Das

“Unter Umstinden geniigt auch die Ausgabe nach beispielsweise jedem vierten
Zeitschritt.
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gilt ebenfalls im Waveletbereich, wobei das Gebiet aber auf verschiedene
Skalen verteilt ist.

Die beschriebene Kompression wird genau genommen nicht im gesamten
Koeffizientenraum vorgenommen: Der Skalierungsraum der héchsten Ska-
la, Vj, wird grundsétzlich vollstdndig berechnet. Dies wird in [3] als eine
Art Grunddiskretisierung beschrieben.

Verschiedene Aspekte dieses Verfahrens senken die Beschleunigung der
Simulationszeit auf einen Wert, der unterhalb dessen liegt, was man an-
hand der Anzahl der nicht-vernachlédssigbaren Koeffizienten erwartet. So
sind schliefllich nicht nur diese, sondern auch die erwdhnten benachbarten
Koeffizienten zu berechnen. Etwas Rechenzeit ist natiirlich auch fiir die
Aktualisierung der Verteilung der nicht-vernachlédssigbaren Koeffizienten
aufzuwenden.

Weiterhin kann Zeit fiir die Berechnung des Schwellenwertes anfallen. In
[3] wird hierzu eine Art Energieinhalt des Feldes berechnet und das Ergeb-
nis mit einem kleinen Wert von z. B. 0,01 multipliziert. Dieser (einheiten-
lose) Wert dient dann als Ma$ fiir die Vernachlissigung von Koeffizienten.
In [26] wird dagegen erwihnt, dass statt eines zeitabhiéngigen Schwellen-
wertes auch ein fester Wert vorgegeben werden kann. Es stellt sich aber
die Frage, welcher Wert fiir eine anstehende Simulation sinnvoll ist. Die
Verwendung und Berechnung von Schwellenwerten lisst sich sicherlich
noch weiter optimieren, insbesondere wenn die Eigenschaften elektroma-
gnetischer Wellen bzw. die des FDTD-Verfahrens beriicksichtigt werden,
z. B. Energieerhaltung.

Die Verwendung der Informationen aus der Komprimierung wird nach
diesem Verfahren eigentlich nur zur Hélfte genutzt: Die Selektion findet
lediglich bei den zu berechnenden Bildkoeffizienten statt, nicht jedoch
bei den Urbildkoeffizienten, die fiir die Berechnung herangezogen wer-
den miissen. Es ist jedoch zweifelhaft, ob sich diese Effizienz bei einem
auf Matrix- Vektor-Multiplikationen basierenden Verfahren steigern lisst.’
Erst wenn ein Ansatz hierzu existiert, lisst sich auch der in Abschnitt
7.2.4 erwiahnte Aufwand fiir Feldausgaben reduzieren.

°Zur Klirung dieser Frage wiiren im Wesentlichen zwei Punkte zu beriicksichti-
gen: Die Besetzung der zu verwendenden Matrizen (diinn / voll besetzt) sowie der
Zeitaufwand fiir die Uberpriifung, ob ein Urbildkoeffizient benutzt werden soll.
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Abschlieflend soll noch die Frage der Stabilitidt der raumlichen Adaptivitat
erortert werden. Ohne die Vernachlédssigung von Koeflizienten existieren
mit den WT-Operatoren bijektive Abbildungen zwischen der untransfor-
mierten und der transformierten FDTD. Das bedeutet, dass die Stabilitat
der FDTD nach der WT erhalten bleibt. Die Vernachlissigung von Ko-
effizienten entspricht jedoch einer Verdnderung der WT-Operatoren und
hebt damit deren Bijektivitit auf. Demnach kann eine Anderung des Sta-
bilitatskriteriums aus Gleichung (2.26) erwartet werden. Eine Herleitung
eines neuen Kriteriums wurde in [3] nicht unternommen, jedoch wurde
empirisch festgestellt, dass die Einhaltung des Stabilitatskriteriums der
FDTD geniigt, um stabile Simulationen mit dem Verfahren der rdumli-
chen Adaptivitdat durchzufithren. Abschnitt 7.3.6.3.3 wird sich dieses The-
mas nochmals annehmen.

7.2.5.2 Zeitliche Adaptivitat

Als ein moglicher Ansatz zur Verbesserung der Effizienz bei der rdumli-
chen Adaptivitat wurde in [26] die Idee der Scale Adaptive Time Steps
(SATS) entwickelt. In das Stabilitatskriterium der FDTD gehen die Aus-
breitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen und die rdumliche
Diskretisierung ein, siehe Gleichung (2.26). Je grober die Auflésung ist,
desto grofler ist die maximal zuldssige Zeitschrittweite. Dieser Zusam-
menhang wird in [26] auf die mit einer WT verbundenen Zerlegung eines
Signals in verschiedene Auflosungsstufen bzw. Skalen ausgedehnt.

Abbildung 4.1 auf Seite 42 zeigt fiir homogene Tensorprodukt-Basen,
welche Funktionenrdume nach einer dreistufigen WT im zweidimensio-
nalen Raum auftreten. Innerhalb eines solchen Funktionenraumes haben
die Basisfunktionen gleiche Auflésungseigenschaften. In [26] ist nun eine
Rechenvorschrift angegeben, die beispielsweise dem Raum W;3;W; einen
Faktor V3o zuweist. Dieser Faktor gibt an, der wievielfache Zeitschritt in
diesem Raum erlaubt ist. Damit sind Koeffizienten von W3 W, nur alle
V3.9 Zeitschritte zu berechnen.

Die Raume der niedrigen Skalen sind wegen ihrer hohen Auflésungsstufe
am héufigsten zu berechnen. Fiir W;W; z.B. ist Vi1 = 1, d.h. Koet-
fizienten dieses Raumes sind in jedem Zeitschritt zu berechnen. Diese
Raume enthalten zwar auch die meisten Koeffizienten, sodass iiber al-
le Rdume betrachtet nur verhiltnisméifig wenig Koeffizienten von einer
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groberen zeitlichen Auflésung profitieren konnen. Im Zusammenspiel mit
der rdumlichen Adaptivitdt dndern sich die Verhéltnisse allerdings, da
sich bei einer geniigend hohen Kompression die nicht-vernachlédssigbaren
Koeffizienten vorwiegend in den Raumen der hohen Skalen konzentrieren.
Damit sollten im Endeffekt die meisten Koeffizienten weniger oft berech-
net werden miissen als bei ausschlieBlicher Anwendung der rdumlichen
Adaptivitét.

Erste Ergebnisse aus Simulationsversuchen mit SATS sind in [27] zu fin-
den. Als Simulationsprogramm wurde das auf Matrix-Vektor-Multiplika-
tionen basierende Programm des Autors von [3] herangezogen und an-
gepasst. Die Genauigkeit der Streuparameteranalyse aus der Simulation
einer Meanderleitung soll damit eine gute Ubereinstimmung zu Mess-
ergebnissen erbracht haben. Laut Aussage der Autoren war die Imple-
mentierung des Algorithmus zum Zeitpunkt der Veroffentlichung nicht
besonders effizient. Daher wurden wegen des damals frithen Stadiums
des Programms auch keine Simulationszeiten zur Demonstration der Be-
schleunigung veroffentlicht. Ein weiterer offener Punkt ist die Betrach-
tung von SATS unter dem Aspekt der Stabilitdt. Dennoch ist der Ansatz
vielversprechend, sodass man auf die Ergebnisse weiterer Untersuchungen
sicherlich gespannt sein darf.

7.3 Listen-basierte WT der FDTD

Als Alternative zur Darstellung von Operatoren mit Matrizen wurde
in Abschnitt 5.3 die Formulierung mit Listen entwickelt. Es ist nun
zu kldren, wie sich dies am praktikabelsten fiir FDTD-Simulationen
einsetzen lasst. Dazu werden in den folgenden Abschnitten verschie-
dene FDTD-Operatoren betrachtet und ihre Listen-Elemente angege-
ben. Ferner wird ein Verfahren zur gegenseitigen Anpassung Wavelet-
komprimierter FDTD-Operatoren hergeleitet und es werden neuartige op-
timierte Methoden zur Anregung und Ausgabe von Feldern im Wavelet-
Bereich vorgestellt. Ebenso wird eine Vorgehensweise entwickelt, mit der
sich durch die WT eine Art analytisches Untergitterverfahren fiir die
FDTD gewinnen lasst, welches die Basis fiir die angestrebten Reduktionen
von Simulationszeiten ist. Abschlielend wird demonstriert, wie sich sogar
FDTD-Operatoren mit nichtlinearen Eigenschaften einbeziehen lassen.
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Zum Einstieg soll gezeigt werden, wie ein Ubergang auf eine Darstellung
mit Listen vonstatten gehen kann, wenn FDTD-Operatoren bereits in
Matrixform vorliegen. Doch zuvor soll noch die Notation der Operatoren
festgelegt werden.

Die Berechnung eines Feldes fiir den néchsten Zeitschritt wurde in Glei-
chung (2.20) anhand der x-Komponente des elektrischen Feldes demon-
striert. Fiir alle Feldkomponenten zusammen kann dies als

E"": = OEE" 7 + OUDYH" (7.10)
geschrieben werden. Of und Of sind Skalierungsoperatoren und enthal-
ten die Angaben iiber die Materialverteilung und die Zeitschrittweite. D®
ist der diskretisierte Rotationsoperator fiir das magnetische Feld.

Die Wavelet-transformierten Operatoren OF, O und DH sind nach be-
kanntem Schema durch Verkettung von OF, Off und DH mit P und P*
zu berechnen. Ist fiir einen Operator T bereits eine Matrix-Darstellung
bekannt, so kann diese leicht in eine Listen-Darstellung tiberfithrt werden.
Dazu sei 7 € U” und fiir die Matrixelemente gelte entsprechend die Dar-
stellung ¢,,(1,) mit 1, =k | e,, a = k,. Nach Abschnitt 5.3.1 bestimmt
sich das zugehorige Listenelement zu

OMK) = (t1,4(1,), (b= k)e,) - (7.11)

Dadurch konnen sdmtliche Operatoren, fiir die eine Matrixformulierung
bekannt ist, unmittelbar in eine Listen-basierte Darstellung iiberfiihrt
werden.

Explizit aufgefithrt wurde bislang die Matrix-Darstellung der eindimen-
sionalen WT, siehe Abschnitt 3.2.5. Die relativ einfachen Erweiterungen
zu einer mehrdimensionalen Transformation in Kapitel 4 beruhen eben-
falls auf der Verwendung von Matrizen. Statt des Umwegs iiber Matrizen
konnen die Gleichungen (3.47) und (3.50) auch direkt zur Bildung von
O?-Listen benutzt werden.

7.3.1 Operatoren der klassischen FDTD

Die Skalierungsoperatoren O und OF lassen sich ausgesprochen einfach
realisieren. Fiir den F,-Anteil aus Of beispielsweise gilt

O'(i,7,k) = (as,0) , (7.12)
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siehe Gleichungen (2.20) und (7.8). Zu jeder Bildkoordinate (4, j, k)T kann
der Skalierungskoeffizient also direkt berechnet und eingetragen werden,
ohne erst nach Bereichen mit gleichen Materialeigenschaften suchen zu
miissen, wie es in Abschnitt 7.2.3 der Fall ist.

Fiir die Implementierung des Rotationsoperators wird dieser in Differen-
ziationen entlang der Koordinatenachsen aufgeteilt, d.h. D® = DH
DY + D}'. Dann besteht der E,-Anteil aus D} entsprechend Gleichung
(2.20) aus den beiden Listenelementen

O1(4,5,k) = (—éﬂ) : (7.13)

Os(i, 5, k) = <ALZ —ez> . (7.14)

Als néchstes sind elektrische und magnetische Wénde zu beriicksichtigen.
Dazu werden die zugehorigen Maskierungsoperatoren ME und M defi-
niert. Als Beispiel sollen alle elektrischen Winde betrachtet werden, die
parallel zur xy- oder xz-Ebene liegen und somit die tangentiale Kompo-
nente F, zu Null setzen. Die Listenelemente bestimmen sich zu

0, j, k) (0,0) , (4,4,k)T liegt in einer xy- oder xz-Wand
1,7, - .
g (1,0) , sonst
(7.15)

Der obere Zweig in Gleichung (7.15) ist genau genommen iiberfliissig, da
O'-Elemente mit einem Faktor von Null nicht zu beriicksichtigen sind, vgl.
Abschnitt 5.3.1. In Gleichung (7.15) soll damit lediglich veranschaulicht
werden, dass fiir eine Koordinate ,fehlende“ O!-Elemente mit solchen
identisch sind, deren Faktoren den Wert Null haben.

Diese Art der Implementierung elektrischer Wénde entspricht dem in Ab-
schnitt 2.3.1 zuerst genannten Fall, bei dem sich tangentiale Feldkom-
ponenten genau in der Wand befinden. Der zweite Fall, die Positionie-
rung elektrischer Wéande symmetrisch zwischen tangentialen Feldkompo-
nenten, erfordert eine andere Herangehensweise. Es ist hierbei das Spie-
gelungsprinzip anzuwenden, wie es in Gleichung (2.27) zum Ausdruck
kommt. Im Folgenden wird dieser Fall jedoch nicht weiter betrachtet.

Nachdem die Listenelemente fiir alle Wénde und Feldkomponenten ermit-
telt wurden, sind die Operatoren aus Gleichung (7.10) durch Verkettung
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zu maskieren:

E"t: = OFE""% + Of DVH" (7.16)
mit
O = OEME (= MPO} = MEOEMF) | (7.17)
OF = Og M® (= MBOF = MEFOFME) , (7.18)
DY = DEMH (7.19)

Analog ist mit Bereichen endlicher Dicke zu verfahren, fiir die eine idea-
le Leitfahigkeit angenommen wird und die durch das Ausmaskieren von
Feldwerten realisiert werden.

Die Erweiterung des Simulationsgebietes entsprechend Abbildung 7.1 auf
Seite 98 ist als vorbereitende Mafinahme fiir die WT selbstverstiand-
lich auch bei der Listen-basierten Darstellung der FDTD durchzufiihren.
Im Gegensatz zu der in Abschnitt 7.2 behandelten Formulierung mit
Matrizen sind hier jedoch keine Erweiterungen der Differenziations-,
Skalierungs- und Randoperatoren notwendig. Sdmtliche Koordinaten des
Ergénzungsraumes des E- und des H-Feldes konnen stattdessen aus-
maskiert werden, wie es dhnlich auch bei elektrischen und magnetischen
Winden der Fall ist. Das gilt natiirlich nicht fiir die WT-Operatoren P
und P*. In die transformierten Operatoren (z. B. OF) gehen diese ausmas-
kierten Bereiche jedoch automatisch ein, sodass auch keine Notwendigkeit
zur Modifikation von P und P* besteht.

Abschlielend soll noch erwéhnt werden, dass durch die Md&glichkeit der
direkten Verkettung von Operatoren in der Listen-basierten Darstellung
Abbildungen wie Of'D®’ zu einem einzelnen Operator zusammengefasst
werden konnen. Das reduziert i. A. die Berechnung von Zwischenergeb-
nissen und damit auch den Speicherbedarf sowie die Anzahl von Spei-
cherzugriffen. Dennoch werden aus Griinden der Ubersichtlichkeit und
Allgemeinheit in den weiteren Betrachtungen Operatoren meistens wie
bisher separat aufgefithrt werden. In vielen Félle ist das Ausfithren se-
parater Operatoren numerisch sogar effizienter ist als bei einem einzel-
nen Gesamtoperator. Das trifft beispielsweise auf die mehrstufige WT zu.
Dennoch ist jeder Fall im Einzelnen auf die Eignung zur Vereinigung von
Operatoren zu untersuchen.
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7.3.2 Automatische Bereichsanpassung

Der vorangegangene Abschnitt zeigte, wie Abbildungseigenschaften ein-
zelner Operatoren durch elektrische oder magnetische Winde redusziert
werden. Die Reduktion eines einzelnen Operators hat im Allgemeinen
auch Auswirkungen auf andere Operatoren, insbesondere wenn diese di-
rekt miteinander verkettet sind. Je nach Umfang der Reduktion kénnen
auch diese Operatoren davon durch eine Verringerung der numerischen
Operationen profitieren. Konkreter formuliert bedeutet das die Bereichs-
anpassung von Operatoren. Damit ist eine Reduktion der Operatoren auf
die tatsichlich nur benutzten Bild- und Urbildkoeffizienten gemeint. Zur
Verdeutlichung benétigen wir zunéchst die Gleichung zur Berechnung des
magnetischen Feldes:

H'! = OF'H" + OEF'D¥'E™7 | (7.20)
mit
O = OpM® (= MPOF = MHEOEM™) | (7.21)
Op' = OEMY (= MHOE = MBOEMY) | (7.22)
D¥ = DEME | (7.23)

Als Beispiel wird eine ideal leitfahige Kugel betrachtet, deren Streuver-
halten simuliert werden soll. Durch die ideale Leitfahigkeit ist das Innere
der Kugel feldfrei. Der Maskierungsoperator M¥E fiihrt demgemif in
Gleichung (7.16) zu reduzierten Operatoren, sodass die elektrischen Feld-
komponenten des Kugelinneren und der Kugeloberfliche nicht berechnet
werden. Mit dem bisherigen Schema wird allerdings keine Reduktion des
magnetischen Feldes erreicht. Dies kann jedoch mit der folgenden Metho-

de erreicht werden, bei der es um eine iterative Anpassung von Bild- und
Urbildkoeffizienten geht.

Zuerst sollen zwei Operatoren 77 und 75 betrachtet werden. Ag(77) ergibt
den Bildraum von 7;. Hiermit sind alle Bildkoordinaten gemeint, fiir die
T1f einen nicht-verschwindenden Wert liefern kann. Analog dazu ergibt
Au(7T2) den Urbildraum, d.h. die Menge aller Koordinaten, an denen der
Wert von f fiir die Abbildung 75 f eine Rolle spielt. Sind zwei Funktionen

6Stationire magnetische Felder werden hier auler Acht gelassen.
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f1, fo auf Ay(73) identisch und ansonsten unterschiedlich, ist dennoch

Tof1 =T fo.

Die Schnittmenge der beiden Bereiche ist
M7z, Th) = Au(Te) N As(Th) - (7.24)

Zu (T2, T1) lasst sich jetzt ein Maskierungsoperator M, = M, (7z, T1)
bestimmen, sodass gilt

LT = (M)MT) =TT (7.25)

Die eigentliche Wellenausbreitung wird durch die Ausdriicke O D™ und
OFf'D®" in den Gleichungen (7.16) und (7.20) bewirkt. OF’ und O} beein-
flussen jeweils nur das eigene Feld und dabei sogar nur jeden Raumpunkt
fiir sich. Setzen wir

T =05DY | T, =05DY (7.26)

und vernachlissigen wir zunichst Of' und Off, so fiihrt das Einsetzen
der Gleichungen (7.16) und (7.20) ineinander iiber mehrere Zeitschritte
betrachtet zu einer Operatorverkettung

ToThT2TiTa T (7.27)

Mit
MY = M(TE, T, MY =M\(T],T3), LeN, (7.28)

und
T = pLAT TR = T2 MY (7.29)
TRH2 - T A2 TAH2 = MPHHI AL (7.30)

konnen die Operatoren nun so lange aneinander angepasst werden, bis
T2 = T und 7772 = T gilt.” Die Maskierungsoperatoren des letzten
Anpassungsschrittes sollen mit ./\/li\’oo und ./\/li’Oo bezeichnet werden. Mit

"Es geniigt nicht, ngl = ’7'11,2 zu fordern. So mogen 7; und 73 zu Beginn in der

Verkettung 77 72 bereits einander angepasst sein, was jedoch nicht unbedingt fiir 72 71
gelten muss.
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ihnen kénnen schlieBlich auch die Skalierungsoperatoren Op' und Off'
reduziert werden:

Op'=O0p'My™, Of'=0x My™ . (7.31)

Ginge es bei der Bereichsanpassung von Operatoren nur um elektrisch
oder magnetisch ideal leitende Bereiche, lielen sich vermutlich auch ein-
fachere Vorgehensweisen anwenden. Die Hauptanwendung des hier ent-
wickelten Verfahrens liegt jedoch in der Generierung sog. Detailgitter,
welche in Abschnitt 7.3.6 vorgestellt werden.

7.3.3 Absorbierende Randbedingungen

Liegen Operatoren absorbierender Randbedingungen bereits in einer Ma-
trixformulierung vor, lassen sich diese wie andere Matrixoperatoren auch
nach dem bereits gezeigten Schema mit Listen darstellen. Bei den in Ab-
schnitt 7.2.2 diskutierten Implementierungen von PML- und A-UPML-
Operatoren wurde u.a. erwdhnt, dass eine Verdopplung von Feldkom-
ponenten iiber den gesamten Simulationsraum vonnéten ist. Gibt man
jedoch die Uy-Zugehorigkeit und damit eine einfache Matrixformulierung
der (Teil-)Operatoren auf, liasst sich eine effizientere Implementierung an-
geben.

Die Feldkoeffizienten der PML werden in die zwei Gruppen { Fyy, Fy,, Fyx }
und {Fyy, F,y, Fy,} mit F' € {E, H} aufgeteilt. Die Feldkoeffizienten der
ersten Gruppe werden nach der Diskretisierung des Raumes wie bisher
direkt um den eigentlichen Feldraum angeordnet, sieche Abbildung 2.2
auf Seite 20. Die Komponenten der zweiten Gruppe werden in eigenen
Bereichen an die Bereiche der ersten Gruppe angelagert. Diese Anordnung
fithrt gewissermaflen zu einer zweiten Schale um den Feldraum, wobei
die zweite Schale nicht vollstindig gefiillt ist. In Abbildung 7.2 ist diese

raumliche Struktur visualisiert.

Erreicht wird auf diese Weise, dass iiber den gesamten Simulations-
raum nur jeweils drei Komponenten fiir das elektrische und das magne-
tische Feld vorhanden sind. Obwohl der Raum der zweiten Schale nicht
vollstandig ausgeschopft wird, ist die Raumnutzung trotzdem deutlich
besser als bei der Speicherung von jeweils sechs Komponenten, wie es
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Perspektivische Ansicht

Querschnitte
2] 2 2]
1 1 1
Feldraum /i 2 1 Feldraum 1 2
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Abbildung 7.2: Anordnung der PML-Feldkomponenten geméf ihrer Grup-
penzugehorigkeit (1, 2). In der Explosionszeichnung ist die Aufteilung von
drei PML-Bereichen perspektivisch veranschaulicht.
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in Abschnitt 7.2.2 beschrieben wurde. Auf die A-UPML lasst sich die
effizientere Anordnung ganz analog anwenden.

Gleichung (2.28) auf Seite 19 gibt beispielhaft an, dass zwischen den bei-
den Gruppen von Feldkomponenten Abhingigkeiten bestehen. Ubertra-
gen auf die neue Anordnung bedeutet das, dass z. B. zwischen den Feld-
komponenten der PML-Ecken raumlich diagonale Abbildungen existieren.
Das verdeutlicht die eingangs genannte Aufgabe der Uj-Zugehorigkeit
von PML-Operatoren. Eine Realisierung mit Matrix-basierten Operato-
ren wiirde daher recht umsténdliche Zerlegungen erfordern, wie sie in
Abschnitt 5.2.3.3 beschrieben wurden.

7.3.4 Optimierte Feldanregung und -ausgabe

Die Matrix-basierte Simulation der Wavelet-transformierten FDTD erfor-
dert nach Abschnitt 7.2.4 bei jedem Zeitschritt die WT des vollstdndigen
Simulationsraumes. In den meisten Fillen benotigt man zur Analyse einer
Simulation jedoch nicht die Kenntnis des vollstidndigen Raumes, sondern
nur einzelner kleiner Bereiche. Mit der Definition von Anregungs- und
Ausgabeoperatoren und ihrer direkten Verkettung mit P bzw. P* las-
sen sich effiziente, ortlich begrenzte Anregungen bzw. Ausgaben fiir den
Waveletbereich realisieren.

Die Untersuchung des Resonanzverhaltens eines geschlossenen Resona-
tors wird oft durch eine kurzzeitige punktférmige Anregung eingeleitet.
Bei der Simulation des Streuverhaltens von Objekten lisst man i.d.R.
eine ebene Welle vom Rand des Simulationgebietes starten und auf das
Objekt zulaufen. Streuparameter von Schaltungen werden ermittelt, in-
dem in die Zuleitungen durch Feldanregung ein Signal eingekoppelt wird.
In den letzten beiden Fallen findet die Anregung immer in einer einzelnen
Ebene statt, im ersten Fall sogar nur an einem Punkt. Passend zu den
anzuregenden Koordinaten kann ein Maskierungsoperator M angegeben
werden, der in allen drei genannten Féllen den weitaus grofiten Teil des
Raumes ausblendet. Zur Anregung des Waveletbereichs ist dann

M=PM (7.32)

zu verwenden. Ej sei eine gegebene elektrische Feldverteilung, mit der die
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Anregung stattfinden soll. Dann wird
E, = ME, (7.33)

benutzt, um das Anregungsfeld fiir den Waveletbereich zu berechnen.
Auch beim transformierten Feld E, werden nur wenige Stellen von Null
verschiedene Werte annehmen, wenn das bereits fiir das Feld im Ur-
sprungsraum galt. Der Anregungsoperator M wird durch eine entspre-
chend geringe Anzahl nicht-verschwindender Tensorelemente représen-
tiert und ist daher numerisch deutlich effizienter als die WT des vollstandi-
gen Raumes.

Analog zur Anregung sind bei Ausgaben die Feldwerte ebenfalls oft nur
an einzelnen Punkten oder Flichen von Interesse. Bezeichnen wir den
zugehorigen Maskierungsoperator wieder mit M, so liefert

E, = ME, (7.34)
mit
M=MP* (7.35)

das gesuchte Ausgabefeld Ej; im Grundraum.

Damit sind die Moglichkeiten bei der Verkettung von Anregungs- bzw.
Ausgabeoperatoren und WT-Operatoren aber noch lange nicht aus-
geschopft. Es bietet sich oft an, auch die rdumliche Analyse des Feldes
mit Operatoren direkt im Waveletbereich zu bewerkstelligen. Zwei einfa-
che Beispiele hierzu sind in Abbildung 7.3 angegeben.

In Abbildung 7.3a wird der Querschnitt einer Mikrostreifenleitung ge-
zeigt. Fingezeichnet sind ein offener und ein geschlossener Integrations-
weg zur Bestimmung der Spannung u bzw. des eingeschlossenen Stromes
¢ aus dem elektrischen bzw. dem magnetischen Feld. Nach der Diskretisie-
rung der Struktur bestehen die Integrationsoperatoren 7, und 7; aus einer
Summation entsprechender Feldkoeffizienten entlang des Integrationswe-
ges.8 Dann ergeben

u=T,E mit T,=7,P* (7.36)

8Der Einfachheit halber sollen geometrieabhingige Gewichtungsfaktoren hier un-
beriicksichtigt bleiben.
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a) b) Y

8

sin (W%)

¢ :

Abbildung 7.3: Beispiele fiir die rdumliche Auswertung von Feldverldufen
aus Simulationen. Bild a: Spannungs- und Stromstéirkenbestimmung bei
einer Mikrostreifenleitung. Bild b, oben: Transversale Verteilung des elek-
trischen Feldes beim TE;,-Wellentyp. Unten: Ortsabhéngigkeit von Ej.

und
i=T:H mit 7;=T7P (7.37)
direkt aus dem Waveletbereich die gesuchte Spannung bzw. Stromstérke.

Héufig sind auch aus Hohlleitern austretende Signale auf ihre Zusam-
mensetzung aus Moden zu untersuchen. Gegebenenfalls interessiert sogar
nur ein einzelner Wellentyp. Abbildung 7.3b skizziert die elektrische Feld-
verteilung des H;yp-Wellentyps eines Rechteckhohlleiters. Soll der zeitliche
Verlauf dieser TE-Welle untersucht werden, so konnen durch Auswertung
von

b

E;O(zo,t) = / Ey(z,y, zp,t) sin (7‘(2) dy dx (7.38)
0 0

alle anderen Wellentypen quasi ausgeblendet werden.’ Die Entwicklung
von Gleichung (7.38) in das Funktionensystem des Simulationsverfahrens

9Es handelt sich bei Gleichung (7.38) um eine Art Galerkin-Verfahren zur Ent-
wicklung des Feldes in die Strukturfunktionen der Moden des Rechteckhohlleiters. In

diesem Fall geht es um den H;o-Wellentyp, dessen Strukturfunktion die Ortsabhéngig-
keit sin (7Z) hat [28].
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fithrt dann auf die Darstellung
E)’ = Tu,E mit Th, =T Ogu - (7.39)

Osin gewichtet jeden Feldkoeffizienten entsprechend der Ortsabhingigkeit
der Strukturfunktion. 73 summiert dann bei z = 2, alle y-Komponenten
dieses Zwischenschrittes zu einem skalaren Wert. Durch die Berechnung
von

Tt = Tiy P* (7.40)

erhilt man so einen einzelnen Operator, der den zeitlichen Verlauf des
H,o-Wellentyps bei z = zy direkt aus dem Waveletbereich herausfiltert.

Die hier vorgestellten Beispiele stellen nur einen sehr kleinen Auszug
aus allen Moglichkeiten zur Auswertung von Feldverlaufen dar. Eine
Voraussetzung zur Verlagerung einer Auswertung in den Waveletbereich
ist ihre Linearitdt. Die Berechnung des Leistungstransportes mittels des
Poynting-Vektors oder die Berechnung des Energieinhaltes sind nichtli-
neare Operationen, die nur mit anderen Methoden im Waveletbereich
durchgefiihrt werden konnen.!® Weiterhin ist in jedem Fall zu beachten,
dass der auszuwertende (Urbild-)Bereich keinen zu grofien Raum ein-
nimmt, da sich ansonsten eine direkte Verkettung, d.h. die Berechnung
eines einzelnen Auswertungsoperators, nicht mehr lohnt.

7.3.5 Teilbereichs-WT

Unter bestimmten Umsténden ist es vorteilhaft, lediglich einen Teil des Si-
mulationsraumes einer WT zu unterziehen statt den vollstdndigen Raum.
Das ist vor allem dann der Fall, wenn ein Operator durch die Transfor-
mation in den Waveletbereich aus numerischer Sicht ineffizient wird. Ein
Beispiel soll das verdeutlichen. Gilt fiir einen Operator 7 = id, so ist
T = P T P* = id. Die Identitit bedeutet, dass auBer den Tensorele-
menten t~k7k alle anderen identisch Null sind, d.h. der Operator T ist
im Vergleich zu ,,praxisndheren® Operatoren numerisch ziemlich effizient.
Sobald ein Tensorelement von 7 von diesem ,Idealfall“ abweicht, ist T

OHierzu ist die Darstellung der Multiplikation von Signalen im Waveletbereich
vonnoten. In [29] wird ein Algorithmus dafiir vorgestellt.
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i.d.R. kein Skalierungsoperator mehr, da jetzt auch fiir einige Koordi-
naten k' # k gilt, dass fj v # 0 ist. Mit steigender Inhomogenitét der
Abbildungseigenschaften von 7 muss mit einer noch stirker steigenden
Inhomogenitit der Abbildungseigenschaften von 7~ gerechnet werden.

Differenziationsoperatoren sind normalerweise weitgehend homogen. Ide-
al leitende Wiande reduzieren die Homogenitat nur verhédltnisméflig we-
nig. Abgestufte Gitter, d. h. weitldufige Schwankungen in der rdumlichen
Diskretisierungsschrittweite (graded mesh, vgl. Fufinote 1 auf Seite 54),
iiben hier einen wesentlich stidrkeren Einfluss aus. Das Ausblenden dieser
Bereiche ist kaum praktikabel, da sie fiir gewohnlich mitten im Simulati-
onsgebiet (um metallische Kanten und Ecken herum) eingesetzt werden.
Sie sollten daher auf ein notwendiges Minimum reduziert werden.

Die zu simulierenden Strukturen weisen in den wohl meisten Féllen nur
sehr wenige unterschiedliche Materialparameter auf, d. h. die Gebiete sind
stiickweise homogen, was einer WT der zugehorigen Skalierungsoperato-
ren zugute kommt. Beim Abschluss dieser Gebiete mit absorbierenden
Randbedingungen sieht das aber u. U. ganz anders aus. Dabei stellen ein-
fache ABCs wie die von Mur kaum ein Problem dar, da diese aus sehr
wenigen numerischen Operationen bestehen, vgl. [3]. PMLs mit Schicht-
dicken von vier und mehr Zellen erfordern da schon deutlich mehr Ope-
rationen. Was aber vielleicht noch stiarker wiegt ist die Ortsabhingigkeit
der Materialparameter, die zur Erzielung optimaler Reflexionsfaktoren so
gewahlt wird, dass die Absorption mit zunehmender Tiefe in der PML
steigt. Wahrend diese Ortsabhéingigkeit bei PML-Fliachen nur eindimen-
sional ist, ist sie bei PML-Kanten bereits zweidimensional und bei Ecken
dreidimensional (vgl. Abschnitt 2.3.2). Von Bedeutung ist auch die Ver-
dopplung des PML-Koeffizientenraumes durch die Aufspaltung der PML-
Anteile in zwei Gruppen, wie sie in Abschnitt 7.3.3 beschrieben wurde.

Die Vorgehensweise fiir eine Teilbereichs-W'T soll anhand eines zweidi-
mensionalen Beispiels in Abbildung 7.4 besprochen werden. Zum Ver-
gleich soll das gleiche Simulationsgebiet betrachtet werden wie in Abbil-
dung 7.1. In dieses Gebiet ist links oben in Abbildung 7.4 der zu trans-
formierende Teilraum eingezeichnet. Analog wie im Fall von Abbildung
7.1 ist auch der Teilraum durch einen Ergdnzungsraum so weit zu ver-
groflern, wie es eine WT erfordert. Charakteristische Groflen sind hier die
zusitzliche Breite a und die zusitzliche Hohe b.

Im ersten Schritt wird der urspriingliche Simulationsraum einfach um die
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zu transformierender Teilraum (TR)

Ergidnzungsraum zum Teilraum

TR — TR
—
TN
. ‘ transformierter <WT
. Teilraum TR,

Abbildung 7.4: Transformation eines Teilraumes (TR) des Simulations-
raumes aus Abbildung 7.1. Erforderlich Schritte sind: 1) Vergrofierung
des Simulationsraumes um notwendigen Erginzungsraum (graue Berei-
che). 2) Vertauschung von Raumbereichen zur Erweiterung des Teilrau-
mes. 3) Teilbereichs-WT im erweiterten Teilraum.

Mafle ¢ und b erweitert. Der so entstehende, zunichst noch funktionslo-
se Raum ist in Abbildung 7.4 grau gefiillt. Durch die Vertauschung von
Raumbereichen ist jetzt der Ergidnzungsraum an den Teilraum anzula-
gern. Erreicht wird das in Abbildung 7.4 durch eine zeilen- und eine spal-
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tenweise Vertauschung. Anschlielend kann der auf diese Weise erweiterte
Teilraum einer WT unterzogen werden.

Die konkrete Umsetzung erfordert einige Formalismen. Zuné&chst ist fiir
jede Richtung v die Definition eines Vertauschungsoperators S, erfor-
derlich. Dieser verschiebt (Urbild-)Koeffizienten in Richtung v vom Be-
reich des Erginzungsraumes direkt an den Teilraum. Gleichzeitig werden
Koeffizienten dieses , Zielbereichs“ an die Stelle des Ergidnzungsraumes
verschoben. Alle anderen Koeffizienten bleiben unverindert (Identitéts-
abbildung). Zu dem Operator S, existiert daher ein eindeutiger inverser
Operator Sy, sodass

S,Sy =id (7.41)
gilt. Alle Vertauschungsoperatoren zusammen ergeben den Operator

$=08,, (7.42)

zu dem ebenfalls der inverse Operator §* existiert. Aus einer Abbildung

9=Tf (7.43)
wird dadurch
g=T/F (7.44)
mit
9 =38y, (7.45)
f'=8f, (7.46)
T =8TS". (7.47)
Die WT ergibt dann
7 =77 (749
mit
qg="Py, (7.49)
PPy (7.50)

T =P TP, (7.51)
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wobei P’ und P* im Gegensatz zu P und P* Transformationen lediglich
im Bereich des erweiterten Teilraumes durchfithren und die Koeffizienten
des iibrigen Raumes unveridndert lassen.

Die Vertauschung von Raumbereichen ist mit sdmtlichen FDTD-Opera-
toren durchzufiithren, so wie auch die Erweiterung des Simulationsraumes
in Abbildung 7.1 alle FDTD-Operatoren betraf. Anregungs- und Ausga-
beoperatoren sind hier mit eingeschlossen. Abschlieflend sei noch gesagt,
dass die unterschiedlichen Vorgehensweisen der Abbildungen 7.1 und 7.4
im Allgemeinen auf verschieden grofie Koeffizientenrdume fiihren.

7.3.6 Das Detailgitter-Verfahren
7.3.6.1 Motivation

Abschnitt 7.2.5.1 stellte im Rahmen der Simulation mit Matrix-basierten
Operatoren ein raumlich adaptives Verfahren vor. Dieses Verfahren ist
sehr allgemein gehalten und nicht an die Verwendung von Matrizen ge-
bunden. Bei der Simulation mit Listen-basierten Operatoren lasst es sich
daher ebenso anwenden, wobei die in Abschnitt 7.2.5.1 bereits genannten
Beschrankungen der Effizienz auch hier gelten. Zur kurzen Wiederholung
sei gesagt, dass ein Grund fiir die reduzierte Effizienz in dem Aufwand
fiir die Aktualisierung der Verteilung der nicht-vernachlissighbaren Feld-
koeffizienten zu finden ist. Der zweite wesentliche Grund ist die Tatsache,
dass bei den Urbildern die Informationen iiber vernachlissigbare Koef-
fizienten nicht ausgewertet werden, d.h. es findet an dieser Stelle keine
Kompression statt.

Fir die FDTD wurden verschiedene Untergitter-Verfahren entwickelt,
welche die Erhchung der rdumlichen Auflésung in auszuwihlenden Be-
reichen erlauben. Einige dieser Verfahren werden in [4] vorgestellt. [hnen
allen ist gemein, dass eine geringere Zeitschrittweite verwendet werden
muss, als es nach der klassischen FDTD moglich ist. Ohne diese Herabset-
zung der Zeitschrittweite ist eine stabile Simulation nicht moglich. Eine
weitere Gemeinsamkeit ist, dass das Mafl der Herabsetzung immer nur
empirisch ermittelt wurde und eine analytische Stabilitdtsanalyse bisher
nicht mdéglich war.



7.3. Listen-basierte WT der FDTD 121

Im folgenden Abschnitt wird ein Detailgitter-Verfahren entwickelt, wel-
ches auch als analytisches Untergitter- Verfahren bezeichnet werden kénn-
te. Einige Details hierzu wurden erstmalig in [30] vorgestellt. Es stellt eine
Kombination der bisher genannten Methoden dar: Aus den Angaben zu
Bereichen mit gewiinschter hoherer Auflésung wird auf analytischem Weg
eine Ausmaskierung von Koeffizienten im Waveletbereich vorgenommen.
Diese Art der Kompression ist anders als bei der raumlichen Adaptivitat
von statischer Natur. Der Vorteil ist jedoch, dass die Kompression auch
grundsétzlich die Urbildkoeffizienten betrifft. Ferner fillt kein Aufwand
fiir die Aktualisierung der Verteilung der nicht-vernachlassigbaren Koef-
fizienten an. Weiterhin kann ein Stabilitdtskriterium vorgestellt werden.

7.3.6.2 Operatoren und Algorithmus

Das Verfahren beginnt mit der Auswahl der Bereiche, in denen die raumli-
che Auflésung erhalten bleiben soll (Detailbereiche). Dazu kann ein Mas-
kierungsoperator M, angegeben werden, fiir dessen Tensorelemente nach
der Diskretisierung gilt

mk7k/ - (752)

) 1 , k=k'" A k gehort zum Detailbereich
0 , sonst '

Abbildung 7.5 zeigt dies am Beispiel eines koplanaren Wellenleiters. Eine
linksseitige WT!! ergibt

My=P M, . (7.53)

Von M interessiert nur der Bildraumbereich, in den Abbildungen statt-
finden konnen, d.h. Ag(M>). Hieraus wird aber noch kein Maskierungs-
operator gebildet, da erst noch eine Erginzung des Bildraumes stattzu-
finden hat.

Die WT wird bis zur Skala j durchgefiihrt. Der Raumbereich von V; werde
mit Ay, bezeichnet. In Abschnitt 7.2.5.1 wurde beschrieben, dass dieser
Raumbereich beim Verfahren der rdumlichen Adaptivitdt grundsétzlich

Hn [30] ist eine beidseitige WT angegeben, d.h. My = P M; P*. Da in den
weiteren Betrachtungen jedoch nur Bildrdume interessieren, ist die linksseitige WT
nach Gleichung (7.53) fir das Verfahren vollkommen &quivalent.
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Detailbereiche Detailmaskierung

Abbildung 7.5: Detailmaskierung am Beispiel eines koplanaren Schlitzes.
Nur die Feldkriimmungen an den Spitzen des Schlitzes sollen rdumlich
hoch aufgelést werden (links). Die zugehorige Maske blendet im Grund-
raum alle anderen Bereich aus (weifle Fliche im rechten Bild).

bei jedem Zeitschritt vollstindig berechnet wird. Verglichen wurde diese
Regel mit einer Art Grunddiskretisierung, was auch der Anschauung ent-
spricht. Hier diirfte es auch eine Rolle spielen, dass der Mittelwert bzw.
das Moment nullter Ordnung von Skalierungsfunktionen Eins betrégt,
wogegen Wavelets einen verschwindenden Mittelwert haben, vgl. [12].

Passend zu der Vereinigung beider Waveletbereiche,
)‘G = )\B(Mg) U )\VJ ) (754)

lasst sich nun ein Maskierungsoperator M angeben, der das Detailgit-
ter und die Grunddiskretisierung im Waveletbereich beschreibt. Nachdem
die Gleichungen (7.16) und (7.20) einer Bereichsanpassung!? unterzogen
wurden (siehe Abschnitt 7.3.2), kénnen sie in den Waveletbereich transfor-
miert und dann auf die durch Ag bestimmten Bereiche reduziert werden:

Bt = Mg P OF' P* Mg E"% + Mg P Op D' P* Mg H", (7.55)
H"t' = Mg P O P* MgH" + Mg P O5'D¥ P* Mg E"* . (7.56)
Fiir das elektrische und das magnetische Feld werden in dem gezeigten

Ansatz die gleichen Maskierungsoperatoren verwendet, obwohl die dis-
kretisierten Felder einen raumlichen Versatz aufweisen. Dieser Versatz

12Die Bereichsanpassung ist vor allem fiir Stabilitdtsbetrachtungen in Abschnitt
7.3.6.3.1 relevant.
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betriagt allerdings nur eine halbe Yee-Zelle. Auch wurde kein Unterschied
zwischen den Komponenten eines Feldes gemacht, trotz der erfahrungs-
gemafl oft unterschiedlichen Anforderungen an die rdumliche Auflésung
aufgrund verschieden starker Feldgradienten. Bei genauer Betrachtung
des Verfahrens wird ersichtlich, dass scheinbar keine zwingende Notwen-
digkeit zur Verwendung gleicher Maskierungsoperatoren besteht. Letzt-
lich ist der hier gezeigte Ansatz als ein Spezialfall allgemeinerer Maskie-
rungsmoglichkeiten zu verstehen.

7.3.6.3 Stabilititsbetrachtungen

Fiir die klassische FDTD steht ein einfaches Kriterium zur Verfiigung,
welches stabile Simulationen garantiert. Dazu ist lediglich fiir die Zeit-
schrittweite die Obergrenze nach Gleichung (2.26) einzuhalten. Einige
sehr niitzliche Erweiterungen der FDTD neigen bei dieser Obergrenze al-
lerdings zu instabilem Verhalten. In Abschnitt 2.2 wurde jedoch bereits
erklart, dass durch die Wahl einer noch kleineren Zeitschrittweite oft sta-
bile Simulationen erreicht werden kénnen.

Die vielfaltigen Erweiterungsmoglichkeiten der FDTD erfordern eine recht
allgemeine Herangehensweise bei der Analyse des Stabilitdtsverhaltens
des Detailgitter-Verfahrens. Eigenwertanalysen lassen sich nur begrenzt
vornehmen, daher soll die Untersuchung auch mit Hilfe von Normen
durchgefiihrt werden. Das ist moglich, da wir es ausschlieSlich mit li-
nearen Rdumen und Operatoren zu tun haben. Eine gute Darstellung der
Theorie der Rdume und Normen bietet [31].

Zunachst soll eine ubersichtlichere Schreibweise fiir die FDTD-Gleichun-
gen eingefithrt werden:

E": = 4,E" % + A,H" (7.57)
H"' = A4;H" + AE"7 . (7.58)
Mit der Vereinigung der Feldvektoren zu
nt+i n+l
FnH;(En:l) : Fn+%:<ﬁn2 > , neN, (7.59)

lassen sich die Gleichungen (7.57) und (7.58) zusammenfassen zu

F't! = B, By F* bzw. F"'i=PB,B, F": (7.60)



124 Kapitel 7. Die FDTD im Waveletbereich

mit

_(id 0 _ (A A
s-(0) m-(t 4. we

wobei 0 der Nulloperator ist (keine Abbildung). Als weitere Abkiirzungen
sollen

Cl = Bl BQ und CQ = BQ Bl (762)

dienen. Die WT erfolgt nach bekanntem Schema, d.h.

- n—}—% ~ ~ o~
Fn+1 = 'PFTH_l = < ;;En+l > ) Cl = 73(8162)73* = Bl BQ usw. (763)

Es sollen nun einige Beispiele betrachtet werden. Dabei werden sowohl
Normen als auch Eigenwerte von Operatoren herangezogen, um ein plau-
sibles Stabilitdtskriterium aufstellen zu kénnen.

7.3.6.3.1 Stabilitdtsanalyse mit Normen
Die Simulation starte mit F°. Dann gilt nach n Zeitschritten
F" =CF° (7.64)

wobei C' die n-fache Verkettung von C; mit sich selbst ist. Bei einer
instabilen Simulation wiirde der Betrag der Feldkoeffizienten fiir n — oo
ins Unendliche steigen. Die Stetigkeit der Norm ||[F"|| fithrt dann dazu,
dass auch ||[F"|| — oo gilt.

Fiir zwei Operatoren A, B und ein Element f gilt bei normierten Raumen

AL < [IAIIAL (7.65)
IAB]| < |lA[BI] - (7.66

Daraus folgt dann
[F"[| = [|CTFO)| < [ICT || I (7.67)

sowie

ICP[] < [ICo]™ - (7.68)
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Daher gilt fiir instabile Simulationen ||C;|| > 1. Die Ursache einer In-
stabilitdt kann anschaulich auch als Verstdarkungsprozess innerhalb des
Verfahrens gedeutet werden.

Stabile Simulationen ohne elektrische oder magnetische Verluste (und oh-
ne Abstrahlung) sind dadurch gekennzeichnet, dass die Feldenergie erhal-
ten bleibt, was u.a. 0 < ||F”|| Vn und damit ||Cy|| > 1 bedeutet. Aus der
ebenfalls giiltigen Bedingung ||F"|| < oo Vn lisst sich mit Hilfe des Satzes
von Banach-Steinhaus'® eine weitere Einschrinkung gewinnen. Dazu wird
zunichst das Symbol L(X,Y) definiert:

Definition 11. Es seien X und Y normierte Riume. Dann bezeichnet
L(X,Y) die Menge aller linearen beschriankten Operatoren, die X in Y
abbilden.

Satz 5. (Banach-Steinhaus). X sei ein Banachraum, Y ein normierter
Raum und (T,),en eine Folge von Operatoren mit T, € L(X,Y). Fir
jeden Operator T, gelte

sup{||7, f[[} < oo (7.69)

fiir jedes feste f € X. Dann gibt es eine Zahl A > 0, sodass gilt

IT|<A VveN. (7.70)

Setzen wir 7, = C7, so folgt dass sich iiber alle Zeitschritte betrachtet
eine gemeinsame obere (endliche) Schranke der Norm der Operatoren C'

angeben lasst, die mit Aq, bezeichnet werden soll. Insbesondere ist dann
auch ||C1]] < Ag,.

In einer stabilen Simulation mit Verlusten bzw. Abstrahlung verschwindet
das Feld mit zunehmender Zeit, d.h. ||[F"|| — 0 fiir n — co. Damit kann
man zwar auf lim,, . ||[C'|| = 0 (< 1) schlieflen, aber fiir C; ldsst sich nur
0 < ||C1]] < A¢, angeben, wobei sich A¢, wieder aus Satz 5 ergibt.

Aus Gleichung (7.68) folgt, dass im Falle von ||C;|| < 1 ein Operator fiir
eine stabile Simulation vorliegt. Umgekehrt kann aber nicht geschlossen

I3Fiir unsere Zwecke geniigt die einfachere Version des Satzes aus [32]. Die allgemei-
nere Darstellung findet sich in [33].
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werden, dass jeder Operator mit ||C;|| > 1 instabile Simulationen her-
vorruft. Bei der noch folgenden Betrachtung der Eigenwerte von FDTD-
Operatoren wird jedoch deutlich werden, dass eine Unterscheidung dieser
beiden Fille durchaus Sin'n macht. Daher soll in der weiteren Diskus-

sion die Bedingung ||Cy|| < 1 als starkes Stabilititskriterium betrachtet
werden, wogegen der Satz von Banach-Steinhaus eher ein schwaches Sta-
bilitatskriterium darstellt.

Die Zeitschrittweite kann stetig von z.B. At = 2Atgptp bis At ~ 0
herabgesetzt werden. Da alle Operatoren ebenfalls stetig sind und diese
Eigenschaft auch auf Normen zutrifft, sollte ||C,|| beim Ubergang von
instabilen zu stabilen Simulationsoperatoren in gleichfalls stetiger Weise
eine Stabilitdtsgrenze, die hier mit ||C;|| = 1 angesetzt wird, erreichen
oder sogar unterschreiten. Es ist somit nahe liegend, dass auch ||C;|| < 1
oder zumindest ||C;|| = 1 gilt bei stabilen Simulationen mit Verlusten.!*
Besonders deutlich werden diese Verhéltnisse, wenn sich die Norm aus der
Energieerhaltung ableiten lisst.!® Instabile Simulationen bedeuten eine
Energieverstirkung und damit einen Wert der Operatornorm oberhalb
von Eins.

In gleicher Weise lassen sich diese Argumente fiir C; und die Wavelet-
transformierten Operatoren C; und Cy vortragen. Insbesondere gilt

C'=(PC, P =PCrP* (7.71)

und damit
CEI < IPHICT P < 1Pl Aey 1P7]] - (7.72)
Des Weiteren ist ||P|| = ||P*|| = 1, wenn fiir den physikalischen Raum

(Grundraum) und den Waveletbereich die gleiche Normdefinition verwen-
det werden.'® Hierzu wird der Banachraum um das Skalarprodukt (f,g)

1411 einem elektrisch und magnetisch vollstiindig verlustbehafteten Raum wiire dann
IC1]| < 1. Ist allerdings wenigstens ein Teil des Raumes verlustfrei, diirfte aufgrund
der allgemeinen Definition von Operatornormen, die mittels eines Suprenums eine
Abschitzung zu hoheren Werten erbringt, wiederum [|Cy|| = 1 gelten.

15Die sog. Quadratnorm bzw. euklidische Norm beispielsweise lisst sich als ein Spe-
zialfall einer Energienorm betrachten, vgl. [31].

6Fiir einen bijektiven Operator 7 und seine Inverse 7 ! gilt i. A. weder ||T]| =
17T~ = 1 noch ||T7Y|| = ||T]|~!. Solche giinstigen Beziehungen treten nur unter
bestimmten Voraussetzungen auf bzw. sind fiir jeden Operator(-Typ) gesondert nach-
zuweisen.
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erweitert, damit die weiteren Betrachtungen mit Hilfe der Gesetze von
Hilbertraumen durchgefiihrt werden kénnen.!”

Sowohl P als auch P* haben die Eigenschaft, Orthonormalbasen aufeinan-
der abzubilden. Ist f bzw. f ein Element der ONB des Grundraumes bzw.
des Waveletbereichs, gilt daher || f|| = ||Pf|| = 1 bzw. ||f|| = [|P*f]| = 1.
Zwei Elemente f, g sind orthogonal zueinander, wenn (f, g) = 0 gilt. Fir
die Norm soll dann [|f + g|| = [|f|| + ||g]| gelten.'®

Jedes beliebige Element der Rdume ldsst sich durch eine Linearkombina-
tion aus der jeweiligen ONB bilden. Zusammen mit der Orthogonalitit der
Basenelemente und der Normerhaltung bei der WT bzw. ihrer Umkehrung
folgt die Behauptung ||P|| = ||P*|| = 1. Damit gilt nach Gleichung (7.72),
dass ||C?|| < ||C?|| ist. Analog kann man

"= (P*C,P)" =P CI'P (7.73)

angeben und damit auf ||C?|| < ||C?|| schlieBen. Beide Ungleichungen
zusammen ergeben dann

I = ezl - (7.74)
Als néchstes wird der Begriff des Projektionsoperators bendtigt [31]:

Definition 12. Es sei X ein Hilbertraum und X' ein abgeschlossener
Unterraum von X. Dann lasst sich jedes f € X eindeutig in der Form
f=f"+f"mit f' € X' und f” € X" darstellen, wobei X" das eindeutig
bestimmte orthogonale Komplement von X' ist. Die Abbildung £ : X
X' mit

Lf=f, feX, feX (7.75)

heifit Projektionsoperator.

Uber die Eigenschaften von £ lisst sich Folgendes sagen:

Satz 6. Der durch Gleichung (7.75) erkldrte Projektionsoperator L ist
eine lineare und beschrinkte Abbildung von X auf X' mit ||L]| = 1.

1"Das Skalarprodukt (f,g)r,, wurde bereits in Abschnitt 3.2.2 benutzt. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit wird der Index Lo weggelassen.

18Das ist beispielsweise dann gegeben, wenn die Norm durch || f|| &/ (f, f) definiert
wird [33].
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Der Maskierungsopperator Mg aus Abschnitt 7.3.6 ist ein Projektions-
operator: Durch Mg werden Entwicklungskoeffizienten entweder beibe-
halten oder zu Null gesetzt. Ferner gehort jeder Entwicklungskoeffizient
zu einem Element (einer Funktion) der ONB des Waveletbereichs. Mit

F_ (Mg O
MG—< ’ MG> (7.76)

wird der zugehorige Maskierungsoperator bzw. Projektionsoperator fiir
ad ad 1 . . ..

F**! und F"*z gebildet. Dadurch kann ein approximierter FDTD-
Operator fiir den Waveletbereich formuliert werden:

Ch = MEC, = ME B, B, . (7.77)

Der Projektionsoperator gewihrleistet, dass die Norm von C; durch die
Maskierung nicht erhoht wird, d.h. es gilt

1G] = IMEC, || < |G| = |ICa]] - (7.78)

Ist ||C1]| < 1, so folgt, dass auch eine Simulation mit C} stabil sein wird.
Das gleiche gilt auch fiir eine Approximation der Art Cy = CiME oder
"= ME C; ME. Analoge Betrachtungen gelten fiir Co, Cl, usw.

Gleichung (7.77) kann als vereinfachte bzw. reduzierte Approximation
aufgefasst werden. Fiir diese Art der Approximation ist nun geklart, un-
ter welchen Voraussetzungen sich kein negativer Einfluss auf die Stabilitét
einer Simulation ergibt. Es bleibt zu untersuchen, ob auch die Approxi-
mationen in den Gleichungen (7.55) und (7.56) die Stabilitédt wahren. Die
Vermutung liegt nahe, denn definiert man einen neuen Operator

C, =By ME By | (7.79)

so lasst sich die zeitliche Entwicklung des approximierten FDTD-Ope-
rators C1" darstellen durch

o — By G B,y (7.80)
(sofern B;! existiert; Niheres hierzu folgt auf Seite 130) oder

= ME B, CM 1 B, (7.81)



7.3. Listen-basierte WT der FDTD 129

Kann die Stabilitdt von (?g gezeigt werden, so wire eine stabile Simulation
mit der Approximation nach den Gleichungen (7.55) und (7.56) d4quivalent
zu einer beschrinkten Norm von (M Cy ME)" = (ME By ME By ME)"
fiir jeden Zeitschritt n.

Mit C~1 sind nach dem oben Gesagten stabile Simulationen moglich, daher
muss nach Satz 5 auch C§* in Gleichung (7.80) stets beschrinkt sein, was
dem schwachen Stabilitéitskriterium entspricht. Im Gegensatz zu C| kann
fiir die Norm von Cj jedoch nicht unmittelbar geschlossen werden, dass
sie ebenfalls kleiner oder gleich Eins ist. Zumindest aus Gleichung (7.79)
ist ein solcher Zusammenhang nicht herleitbar.!® Mit Hilfe der Theorien
sog. dualer Operatoren und adjungierter Operatoren kann jedoch gezeigt
werden, dass auch Cj das starke Stabilitétskriterium erfiillt. Aus Griinden
des Umfangs sollen hier nur einige wenige Aussagen dieser Theorien wie-
dergegeben werden. Weiterfithrende Grundlagen zu dem Thema sind in
[33] zu finden.

Es sei ein Hilbertraum X gegeben und 7 : X — X ein linearer Operator.
Zu X existiert dann ein dualer Raum XT und zu 7 ein eindeutiger dualer
Operator 7T : X +— X' Ist 7 linear und stetig, dann ist auch 7T
linear und stetig und es gilt ||T|| = || T T]|.

Das zu einem Hilbertraum gehoérende Skalarprodukt erlaubt auch die ein-
deutige Angabe eines zu T adjungierten Operators 7 T. Die Eigenschaften
Linearitit und Stetigkeit iibertragen sich von 7 auch auf 7 T. Ferner gilt

dann || 7] = [IT7].

Fiir einen linearen Operator 7 : D(7) — X, D(7) C X, auf einem
Hilbertraum X iiber C (oder R) und dichtem Definitionsbereich D(7)
gilt

Ti=¢61T"¢, (7.82)

wobei £ : X + X7 die Dualitiitsabbildung bezeichnet.?

19Genauer gesagt wiiren die Voraussetzungen an By, By vermutlich zu einschriinkend
als dass man diese wenigstens anschaulich begriinden bzw. rechtfertigen konnte. Vgl.
auch hierzu Fufinote 16 auf Seite 126.

20Beim Nachlesen in [33] ist zu beachten, dass dort X' = X T gilt. X' bezeichnet in
[33] nicht den Definitionsbereich von 7 T, denn dieser ist ja nach dem oben Gesagten
X, also der gleiche wie von T .
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Identifiziert man nun €, = 71, By = £ und (fé =TT, so lassen sich die
Gleichungen (7.80) und (7.82) fiir n = 1 ineinander iiberfithren. Das ist al-
lerdings nur dann zulissig, wenn der Teiloperator B, bzw. B, invertierbar
ist. Das bedeutet, dass man auch eine Simulation ,riickwirts“ rechnen
kann, d. h. von dem aktuellen Zeitpunkt ausgehend miissen die Feldwerte
der vorangegangenen Zeitschritte berechenbar sein.

Setzen wir zundchst die Existenz der Inversen von B, voraus, so sind C!
und Cj der duale und der adjungierte Operator zu 7. Demnach gilt dann

I3 = I3l = 171 (7.83)

Dabei ist es unerheblich, wie die Abbildungseigenschaften von 7" im Detail
beschaffen sind. Relevant ist an dieser Stelle lediglich, dass die genannten
Voraussetzungen die Existenz dieses Operators sicherstellen.

Bevor nun Gleichung (7.83) fiir weitere Normanalysen herangezogen wird,

soll die Invertierbarkeit von By im Detail betrachtet werden. Ein Blick in

die FDTD-Gleichungen (2.17) und (2.20) zeigt, dass es ohne Schwierigkei-
n_l

ten moglich ist, die Gleichungen nach Hy und Ex > umzustellen. Unter

diesem Gesichtspunkt betrachtet sind sowohl B; als auch By bijektiv?!,

ebenso B; und Bs.

Ein etwas anderes Bild ergibt sich aber, wenn man elektrische und ma-
gnetische Wande oder sogar feldfreie Volumina betrachtet. Nach den
Ausfithrungen von Abschnitt 7.3.1 werden die Eigenschaften dieser Struk-
turen durch eine Ausmaskierung entsprechender rdumlicher Bereiche bzw.
Feldkoeffizienten nachgebildet. Diese Operation ist irreversibel, da sie ei-
ner Multiplikation von (Urbild-)Koeffizienten mit dem Faktor Null ent-
spricht. So gesehen wiren B; und B, nicht bijektiv. Allerdings kann man
sich mit einer Reduktion des (Hilbert-)Raumes behelfen: Tangentiale elek-
trische Feldkomponenten auf elektrischen Wénden beispielsweise sind im-
mer Null, d.h. sowohl vor der Anwendung eines Operators By als auch
danach. Durch die Bereichsanpassung in Abschnitt 7.3.2 gibt es keinerlei
Verbindung zwischen den Feldkoeffizienten elektrischer Wéande und an-
deren Feldkoeflizienten. Daher kann man diese Koeffizienten, deren Wert

21Diese Eigenschaft der FDTD wird manchmal dazu benutzt, um aus einem empfan-
genen Signal auf die (ungefihre) Form des abstrahlenden bzw. reflektierenden Objektes
schliefen zu koénnen.
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stets Null ist, aus dem Simulationsraum herausnehmen, was einer Reduk-
tion des Hilbertraumes X entspricht.

Die durch die Bereichsanpassung reduzierten Hilbertrdume werden mit
X' und X} bezeichnet, wobei gilt

B XXy, By:X,—X,, X, X,CX. (7.84)

Auf diese Rdume bezogen sind B; und B, wieder bijektiv, sofern auch
die Feldanregung bereits diesen Riumen entspricht, d.h. F* € X!, (siehe
Gleichung (7.64)).22 Die Bereichsanpassung kann durch die Maskierungs-
operatoren Mi\’oo, Mi’oo ausgedriickt werden, welche bereits in Abschnitt
7.3.2 eingefiithrt wurden. Auf den zusammengefassten Feldvektor F erwei-
tert bedeutet das?®

B = Mf B Mf , By = Mf By Mf (7.85)
mit

p_ (M0

Offensichtlich gilt daher sogar
=X, =X =M¥X. (7.87)

Durch die WT ergibt sich der Raum X’ = P MPE X, der eine Teilmenge
von X = PX darstellt.2* Wihrend die Maskierung im Urbildraum X ein-
fach Feldkoeffizienten zu Null setzt, stellt sich die Natur des reduzierten
Raumes im Waveletbereich anders dar. In Bezug auf die Entwicklung von
Funktionen in Basen des Waveletbereiches kann es zwar ebenfalls vor-
kommen, dass bestimmte Entwicklungskoeffizienten identisch Null sind.
Im Wesentlichen duflert sich die Reduktion von X auf X’ jedoch darin,
dass die Entwicklungskoeffizienten nicht mehr unabhingig voneinander

22Es macht beispielsweise auch wenig Sinn, zur Anregung einer Simulation einen
von Null verschiedenen Wert fiir eine tangentiale elektrische Feldkomponente in einer
elektrischen Wand zu verwenden.

23Die Identitéiten in B; und By in Gleichung (7.61) gelten wegen der Bereichsanpas-
sung ebenfalls nur in X}, X5.

2Nur im Falle von MY =id ist X' = PX.
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sind, d.h. es sind nicht mehr alle Wertekombinationen der Koeffizienten
erlaubt.?

Die Detailgitter-Maskierung mit Mg maskiert dagegen einfach einzelne
Entwicklungskoeffizienten in X aus, ganz so, wie es MY im Grundraum X
macht. Etwas umgangssprachlich formuliert ,weifi ME an dieser Stelle
nichts davon, dass bestimmte Wertekombinationen in X' nicht vorkom-
men. Dadurch kann es passieren, dass das Ergebnis von MEF nicht mehr
zu X' gehort, d. h. es gilt im Allgemeinen MEX’ # X' oder noch genauer

AXL E(MEXN\ X' 4 o (7.88)

Dieser Aspekt ist deshalb relevant, weil die mit Gleichung (7.82) verbun-
denen Normbeziehungen in Gleichung (7.83) natiirlich nur fiir die Raume
gelten, in denen die Operatoren definiert sind. AX’G gehort nicht zum
Definitionsbereich von Bg, jedoch der gemeinsame Raum

X" (MEX)NX . (7.89)

Erinnern wir uns noch einmal an den Aufbau von Bs: Sowohl der Bild-
als auch der Urbildbereich werden automatisch maskiert, d. h. bestimmte
y,unpassende“ Feldverteilungen werden von weiteren Berechnungen ausge-
schlossen. Diese Eigenschaft {ibertrédgt sich in entsprechender Weise auch
auf B,. Zusammen mit der Detailgitter-Maskierung bedeutet das, dass
die Simulation im Waveletbereich im (Unter-)Raum X” stattfindet, wel-
cher eine Teilmenge von X' ist. Statt des Detailgitter-Operators ME kann
deshalb in den Gleichungen (7.77) bis (7.81) auch der Operator

ME = (P ME P*) ME (P MF P¥) (7.90)

eingesetzt werden. Auf diese Weise wird ersichtlich, dass das Urbild von
B, in Gleichung (7.79) (d.h. das Bild von MG EBy baw. MF’Bl) stets
Element von X” ist. Das Blld von B, ist dann Element von X’ was der
Definitionsbereich von B

Unter der Beschrinkung auf die reduzierten Riume bleibt B, also um-
kehrbar, sodass diese Voraussetzung von Gleichung (7.82) erfiillt ist. Eine

25Dennoch ist X’ linear und separabel, d. h. es lisst sich eine Basis in diesem Raum
angeben. Diese Basisfunktionen setzen sich im Allgemeinen aus mehreren Funktionen
der ONB des urspriinglichen Waveletbereiches zusammen.
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weitere Bedingung lautete, dass der Definitionsbereich des Operators 7
dicht sein muss. Auch das wird durch die reduzierten Raume gewé&hrlei-
stet. Somit kann Gleichung (7.83) als giiltig angesehen werden.

Die Normanalysen sind damit fast beendet. Aus Gleichung (7.83) ist er-
sichtlich, dass C; das starke Stabilitatskriterium erfiillt:

Il =il < 1. (7.91)

Analog wie fir él lasst sich damit zeigen, dass dann auch die Normen
von MECS, CLME und M C5 ME (und ebenso mit ME’) den Wert Eins
nicht iiberschreiten. Hiermit folgt endlich die gesuchte Ungleichung

| ME By ME By ME| <1, (7.92)
welche stabile Simulationen mit der Approximation nach den Gleichungen
(7.55) und (7.56) gewéhrleistet, sofern die in diesem Abschnitt genann-
ten Voraussetzungen erfiillt sind. In gleicher Weise gelten die gezeigten

Ableitungen und Schlussfolgerungen auch fiir den Fall, dass von C, statt
von C; ausgegangen wird.

7.3.6.3.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Fiir weitere Betrachtungen sollen jetzt Eigenwerte herangezogen werden.
Dazu werden einige Grundlagen benotigt, die vor allem [33] entnommen
wurden und hier etwas vereinfacht wiedergegeben werden sollen.

Es sei X ein nichtleerer komplexer Banachraum und 7 : X +— X ein
linearer und abgeschlossener Operator mit dichtem Definitionsbereich.
Zu T lasst sich dann eine Resolventenmenge Ry und ein Spektrum St
angeben, die zueinander komplementir sind und zusammen den Raum der
komplexen Zahlen bilden (R7+NS7 = @, RrUS7 = C). Das Spektrum S
besteht unter anderem aus den komplexen Werten A, fiir die eine Losung

f # 0 der Gleichung
Tf=Af, feX, xeC (7.93)

existiert.? Die komplexen Werte A\ werden Eigenwerte genannt, was die
Verwandtschaft zu den Eigenwerten analoger Matrixgleichungen andeu-
tet, auf die wir noch zu sprechen kommen. Zuvor soll jedoch eine wichtige

26Im Allgemeinen besteht S nicht nur aus dem Punktspektrum, welches aus den
komplexen Werten A gebildet wird, sondern auch noch aus einem Stetigkeitsspektrum
und einem Restspektrum, siehe [32].
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Eigenschaft des Spektrums betrachtet werden. Der Spektralradius von S
ist definiert zu

def
rr = sup {|A|} . (7.94)
AEST

Es gilt nun der folgende Satz:

Satz 7. Bei einem linearen stetigen Operator T : X — X st Sy nicht
leer und kompakt. Fir den Spektralradius r+ gilt

rr = lim || 77| < |7 . (7.95)

Die Ungleichung lim,_,oo||7™||% < ||7]| ist nicht weiter iiberraschend,
denn sie folgt bereits aus Gleichung (7.66). Interessanter ist der Zusam-
menhang mit dem Spektralradius, wie gleich zu sehen ist.

Es kann jetzt der Ubergang zu den Simulationsoperatoren eingeleitet wer-
den, denn es gilt, dass das Spektrum eines linearen Operators 7 : X — X
mit dim X < oo aus genau allen Eigenwerten besteht. Numerische Si-
mulationen konnen nur endlich viele Elemente beinhalten, daher ist
dim X < oo erfiillt. Ferner konnen die linearen Operationen durch Ma-
trizen ausgedriickt werden, deren (abzéihlbare) Eigenwerte mit denen des
Operators identisch sind. Mit diesen Matrizen sind nicht die Operator-
bzw. Untermatrizen wie aus Abbildung 5.1 auf Seite 52 gemeint, sondern
die Gesamtmatrizen, welche die Abbildung sdmtlicher Koeffizienten eines
L-dimensionalen Raumes in einem Schritt bewirken.

Bereits bei den ersten publizierten Untersuchungen des Verhaltens der
FDTD mit Hilfe einer Eigenwertanalyse ergab sich als notwendige Bedin-
gung fiir die Stabilitéat, dass fiir die Eigenwerte A, des Operators C;

<1 Vv (7.96)

gelten muss, was nach Gleichung (7.94) zur Ungleichung r¢, < 1 fiihrt.?”
Laut Satz 7 kann fiir einen stabilen Simulationsoperator im Prinzip auch

2"Die erwiihnten Untersuchungen wurden fiir den Fall eines unendlich ausgedehn-
ten, homogenen und dquidistant diskretisierten Raumes durchgefiihrt. In der Praxis
iibertrdgt man dann das so gewonnene Stabilitdtskriterium — die maximale Zeitschritt-
weite — auf die ,ungiinstigsten“ Stellen in dem zu simulierenden (meist inhomogenen)
Raum.
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dann ||Cy|| > 1 sein, wenn 7¢, = 1 ist. Gilt jedoch ||C,]| < 1, ist automa-
tisch auch die Bedingung r¢, < 1 erfiillt.

Fiir die weiteren Betrachtungen gehen wir jetzt zur Darstellung aller Ope-
ratoren durch ihre (Gesamt-)Matrizen iiber. Zunéchst soll die Bedeutung
der Eigenvektoren geklart werden. Als Beispiel dient die einfache Drei-

ecksmatrix
1 1
v (). ns

Wie sich leicht nachpriifen ldsst, hat T den doppelten Eigenwert A\; =
A2 = 1 und lediglich einen Eigenvektor v; = (1,0)*. Die Quadratnorm
lautet bei zweidimensionalen Vektoren

lall = lI(a1, a2) || = v/la1|* + |az|* - (7.98)

Damit ist dann auch |[|vi|| = |[|Tvy|| = 1. Der orthogonale Vektor
b = (0,1)T hat ebenfalls die Norm Eins, aber es ist [|Tb|| = v2 > 1.
Folglich ist || T|| > 1, also grofler als die Eigenwerte und der resultierende
Spektralradius 77 = 1 hoffen lassen.?®

Das geschilderte Problem héngt anscheinend damit zusammammen, dass
kein vollstdndiges System von Eigenvektoren vorlag, d.h. es gab weni-
ger Eigenvektoren als Eigenwerte,?? wobei letztere entsprechend ihrer
Vielfachheit zu zihlen sind. Im Allgemeinen ist die Analyse des FDTD-
Operators einer zu simulierenden Struktur auf mehrfache Eigenwerte auf-
grund der algorithmischen Komplexitit bekannter Verfahren sowie nume-
rischer Ungenauigkeiten nicht praktikabel. Eine Notwendigkeit zu solch
einer Analyse stellt sich hdufig auch nicht, denn in [34] wird erwahnt,
dass Matrizen mit doppelten Eigenwerten in der Praxis kaum auftreten.
Demnach scheint es fiir die Matrizen praxisnaher Probleme meistens ein
vollsténdiges System von Eigenvektoren zu geben. Selbst wenn Eigenwer-
te doppelt oder noch hiufiger sein sollten, ist das System der Eigenvek-
toren also nicht notwendigerweise unvollstindig. Vor allem die bei der

28Die Norm von T ist sogar grofer als v/2. Eine genaue Berechnung ergibt ||T|| ~
1,618034. Bei der Verwendung anderer Normdefinitionen sind davon abweichende Wer-
te der Norm von T mdoglich.

29Man sagt auch, dass die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte verschieden
sind von ihren geometrischen Vielfachheiten.
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klassischen FDTD jahrzehntelange weltweite Erfahrung mit stabilen Si-
mulationen legt nahe, dass man i.d.R. wohl von einem der beiden Félle
ausgehen kann:

1. Das System der Eigenvektoren ist vollstindig.

2. Das System der Eigenvektoren ist unvollstindig, aber es gilt trotz-
dem fiir alle Vektoren a, dass ||Cial| < [|a|| ist, was ||Cy]] < 1
bedeutet.

C, ist hierbei die Matrix des Operators C;. Punkt 2 wurde bereits in Ab-
schnitt 7.3.6.3.1 behandelt, sodass wir uns hier auf Punkt 1 konzentrieren.

Zusétzlich zu der Vollstédndigkeit soll gelten, dass alle Eigenvektoren v,
paarweise orthonormal zueinander sind.?’ Als Norm wird die Quadrat-
norm gewahlt, die auch iiber das Skalarprodukt angegeben werden kann:

lal] = v/(a,a) . (7.99)

Jeder Vektor a lasst sich als Linearkombination der Eigenvektoren schrei-
ben:

a=>y ayv,. (7.100)
Durch die Orthonormalitit gilt dann

lafl = _lay] - (7.101)
Fiir die Abbildung mit C; ist

b=Cia=C1)» av, =) \ayv, (7.102)

v

und daher

bl =) |\ay| < max{|A,|} > lay| = max{|\,[}[al . (7.103)

30Unter der Voraussetzung der Vollstindigkeit ist die Angabe eines orthonormalen
Systems immer moglich.
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Ein Eigenwert mit maximalem Betrag sei bei vy zu finden, d.h. |\, | =
max, {|\,|} = r¢,. Setzen wir a = a} v,,, so wird die obere Grenze in
Gleichung (7.103) erreicht, d.h. es ist b= Aya und ||b|| = re,||al|. Hier
zeigt sich, dass man das Stabilitdtsverhalten von Simulationen im Falle
vollstandiger Sitze von Eigenvektoren am Spektralradius, d.h. am ma-
ximalen Betrag aller Eigenwerte, festmachen kann: Ist re, > 1, konnen
die Betrédge der Feldkoeffizienten iiber alle Schranken wachsen. Nur wenn
re, < 1 ist, bleiben die Feldkoeffizienten beschrénkt.

Weiterhin kann aus dem Ungleichheitszeichen in Gleichung (7.95) ein
Gleichheitszeichen gemacht werden: Aus der Definition der Norm,

e T
17 & {”H fﬂ” } p (IT41) (7.104)
fED feD

f#0 I£11= 1

und dem Zusammenhang mit den Matrizen und Eigenvektoren folgt

ICrll = max {[Crvall} = A | = 7e, - (7.105)
Bisher wurde immer gesagt, dass ||C1|| > 1 sein kann, selbst wenn r¢, <1
ist. Diese Aussage ist i. A. auch weiterhin giiltig, wenn kein vollstdndiges
System von Eigenvektoren vorliegt. Ist das System aber vollstédndig, sind
Operatornorm und Spektralradius identisch! Hier zeigt sich eigentlich die
deutlichste Rechtfertigung fiir die Annahme des starken Stabilitatskrite-
riums in Abschnitt 7.3.6.3.1: Ist der maximale Betrag aller Eigenwerte
hochstens gleich Eins, so ist wegen ||Cy]| = r¢, auch ||Cy] < 1.

Gleichung (7.105) erlaubt sogar eine noch weitergehende Schlussfolge-
rung. Ist {\,} die Menge aller Eigenwerte von T und bildet {v,} ein
vollsténdiges System von Eigenvektoren zu T, so gilt, dass die i-te Po-
tenz der Matrix, T", die Eigenwerte {(),)’} hat [35]. Ferner bestimmen
sich die Eigenvektoren zu {v! = T 'v,}. Angewendet auf die FDTD-
Operatoren gilt mit Gleichung (7.105)

ezl = max (ICEwl} = M = el (7106
Die Herleitung der in Abschnitt 7.3.6.3.1 présentierten Stabilitédtskrite-
rien wurde oftmals dadurch erschwert, dass es zu Abschitzungen wie
ICTH| < ||C1||" (Gleichung (7.68)) keine weiteren bzw. schirferen Alterna-
tiven gab. Insbesondere die Verfiigbarkeit einer kleineren oberen Schranke
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als ||C1||™ wiére hilfreich gewesen. Mit dem hier diskutierten Fall zeigt sich
anhand von Gleichung (7.106) jedoch, dass diese Abschétzung durchaus
ihre Berechtigung hat.

Im Waveletbereich liegen die gleichen Verhiltnisse wie fiir C; und Glei-
chung (7.105) vor, wie kurz gezeigt werden soll. Die Matrix des Wavelet-
transformierten Operators C; ist durch die Matrixmultiplikation

C, = PC,P” (7.107)

zu bestimmen. Wegen (P)~! = P* bedeutet die Zuordnung in Gleichung
(7.107), dass C; und C; iiber die regulire Matrix P dhnlich zueinander
sind [11]. Damit haben C; und C; die gleichen Eigenwerte, was folglich
auch fiir den Operator C; gilt. Die Eigenvektoren sind i. A. allerdings
unterschiedlich, dennoch bleibt die Vollstédndigkeit erhalten: Aus

C,v, = \,v, = P"C,Pv, (7.108)
folgt durch durch linksseitige Multiplikation mit P
\Pv, = C,Pv, . (7.109)

Daher sind alle Vektoren w, mit w, = Pv,, Ejigenvektoren von C;. AuBer-
dem ist die Anzahl der Eigenvektoren von C; die gleiche wie bei C;.

7.3.6.3.3 Abschlieflende Betrachtungen

Am Ende von Abschnitt 7.3.6.2 wurde erwidhnt, dass das vorgestellte
Detailgitter-Verfahren etwas allgemeiner implementiert werden kann, in-
dem man verschiedene Detailgitter fiir das elektrische und das magne-
tische Feld zuldsst. Mg wiirde dann ersetzt werden durch Mg fiir das
elektrische und M fiir das magnetische Feld. Fiir den zusammengesetz-
ten Feldvektor F ergibe sich die Detailgitter-Maskierung aus Gleichung
(7.76) dann zu

i ME 0
F_ a )
M = ( 0 ME) ) (7.110)

Die Uberpriifung der Stabilititsanalysen aus Abschnitt 7.3.6.3.1 auf diese
Anderung hin zeigt, dass auch in diesem Fall simtliche Stabilitdtsaussagen
ihre Giiltigkeit bewahren.
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Im Rahmen der Matrix-basierten FDTD im Waveletbereich hat Abschnitt
7.2.5.1 das Verfahren der rdumlichen Adaptivitat behandelt. Hierfiir wur-
de in [3] lediglich empirisch festgestellt, dass dieses Verfahren scheinbar
dem gleichen Stabilitdtskriterium unterliegt wie eine klassische FDTD.
Die Erkenntnisse aus Abschnitt 7.3.6.3 konnen zumindest teilweise auf
das Verfahren der rdumlichen Adaptivitat {ibertragen werden.

Ein Unterschied zwischen dem Verfahren der rdumlichen Adaptivitét
und dem Detailgitter-Verfahren besteht darin, dass Ersteres keinen
Nutzen aus einer Kompression des Urbildes zieht. Das bedeutet, dass
zwar vernachlissigbare Entwicklungskoeffizienten nicht berechnet wer-
den, allerdings werden bei dieser Berechnung sowohl die vernachléssig-
baren als auch die nicht-vernachlédssigbaren Koeffizienten herangezo-
gen. Dementsprechend konnen die Ansétze mit den Maskierungsoperato-
ren des Detailgitter-Verfahrens nicht unmittelbar {ibernommen werden.
Ein weiterer Unterschied besteht darin, dass die rdumliche Adaptivitét
zeitabhingig ist, da die Festlegung, welche Koeffizienten nicht zu ver-
nachlédssigen sind, von Zeit zu Zeit aktualisiert wird. Ferner wird ledig-
lich beim Detailgitter-Verfahren von der Bereichsanpassung Gebrauch ge-
macht. Das ist auch in dem Zusammenhang zu sehen, dass elektrische und
magnetische Wiande in beiden Verfahren unterschiedlich implementiert
werden.

Dennoch sind sich die Verfahren recht dhnlich. Die Vernachlissigung von
Koeffizienten im Bildraum lasst sich darstellen als

- id 0 - E -
F! = (10 ME (n)> Ci (M%(”) i%) CoF™ . (7.111)

In [3] wird nicht erwahnt, ob die vernachléssigbaren Koeffizienten expli-
zit zu Null gesetzt werden, oder auf ihrem (betragsméifig kleinen) Wert
belassen werden. Wahrscheinlich ist von Ersterem auszugehen. Gleichung
(7.111) gibt dann das Verfahren der rdumlichen Adaptivitdt nur nihe-
rungsweise wieder.

Die Ausmaskierung von Entwicklungskoeffizienten wurde beim Detail-
gitter-Verfahren relativ allgemein gehalten. Sowohl die einfache als auch
die zwei- bzw. dreifache Maskierung (Gleichungen (7.77) und (7.92))
konnten unter den angesetzten Voraussetzungen als stabil ausgewiesen
werden. Ebenso sind verschiedene Maskierungsoperatoren fiir das elek-
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trische und das magnetische Feld zuléssig. Trotz der bestehenden Unter-
schiede beider Verfahren erscheint es als wahrscheinlich, dass die in Ab-
schnitt 7.3.6.3.1 gezeigten Methoden in entsprechend angepasster Form
auch fiir die rdumliche Adaptivitiat angewendet werden kénnen. Da jedoch
vernachlassigbare Koeffizienten — wie oben bereits erwdhnt — vermutlich
nicht zu Null gesetzt werden, ist ein Stabilitdtsbeweis deutlich schwieriger
und soll daher hier auch nicht unternommen werden. Die Verwandtschaft
beider Verfahren sowie Erfahrungen mit Simulationen erheben allerdings
die Vermutung, dass auch mit der rdumlichen Adaptivitit stets stabile
Simulationen durchgefiithrt werden konnen.

Zum Schluss soll ein Blick auf Erweiterungen der klassischen FDTD im
Zusammenhang mit dem Detailgitter-Verfahren geworfen werden. Viele
dieser Erweiterungen weisen die gleichen Voraussetzungen auf, die auch
beim Stabilitdtsbeweis eine Rolle spielten (beispielsweise Linearitét, Bi-
jektivitit). Trotz des nicht unerheblichen Eingriffs durch die Ausmas-
kierung von Koeffizienten bleiben die Simulationsverfahren stabil. Die-
se Art der Approximation scheint sich demnach relativ ,harmlos® auf
Simulationsverfahren auszuwirken. Das bedeutet, dass die Detailgitter-
Maskierung vermutlich oft auch dann keinen negativen Einfluss auf die
Stabilitdt eines Simulationsverfahrens hat, wenn dieses nicht die Voraus-
setzungen aus Abschnitt 7.3.6.3.1 erfiillt.

Ein Beweis dieser Vermutung kann zwar nicht angefiithrt werden, es kann
aber zumindest auf Erfahrungen im Umgang mit PMLs verwiesen wer-
den. Diese neigen manchmal zu instabilem Verhalten, wie in Abschnitt
2.3.2 bereits erwahnt wurde. Im Rahmen dieser Arbeit sind jedoch nie In-
stabilitdten bei der Anwendung des Detailgitter-Verfahrens aufgetreten,
obwohl PMLs als ABC verwendet wurden. Wie sehr sich diese Erfahrung
auch auf andere Erweiterungen der FDTD anwenden lisst, miissen wei-
tergehende Untersuchungen erbringen. So bleibt an dieser Stelle lediglich
zu sagen, dass die Chancen gut stehen, dass die Detailgitter-Maskierung
die Stabilitdt eines Verfahrens generell nicht oder nur wenig beeinflusst.

7.3.7 Lokale Nichtlinearitaten

Eine wesentliche Voraussetzung fiir die Darstellung der FDTD im Wayve-
letbereich war bisher die Linearitdt aller Operatoren. Die Simulation
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nichtlinearer Medien beispielsweise erfordert oft die Erweiterung der
FDTD um nichtlineare Algorithmen [4]. Es sollen hier zwei Moglichkei-
ten durchgesprochen werden, wie nichtlineare Eigenschaften einbezogen
werden konnen.

Die erste Moglichkeit besteht darin, eine Teilbereichs-W'T nach Abschnitt
7.3.5 anzuwenden und dabei nur in dem Bereich die WT durchzufiihren,
der ausschliellich lineare Eigenschaften aufweist. In dem untransformier-
ten Bereich konnen dann die nichtlinearen Algorithmen des urspriing-
lichen Verfahrens eingesetzt werden. Diese Moglichkeit lasst sich aller-
dings nur dann sinvoll einsetzen, wenn sich die Nichtlinearitdten nicht
mitten im Simulationsgebiet befinden, sodass ein zusammenhéingender
grofler Raumbereich fiir die Teilbereichs-W'T zur Verfiigung steht.

Eine zweite Moglichkeit ergibt sich fiir den Fall, dass lediglich einzel-
ne Stellen bzw. relativ kleine Raumbereiche nichtlineare Eigenschaften
aufweisen. Diese Situation liegt beispielsweise dann vor, wenn diskrete
Bauelemente mit nichtlinearen Kennlinien in einem ansonsten linearen
Medium simuliert werden sollen. Hierbei kommt die in Abschnitt 7.3.4
diskutierte optimierte Feldanregung und -ausgabe zum Einsatz. Die Be-
rechnung der nichtlinearen Stellen wird so durch lokale Transformationen
im untransformierten Grundraum ermdglicht. Die Idee soll nun kurz for-
malisiert werden.

Der nichtlineare Operator 7 wird aufgeteilt in einen rein linearen Anteil
7" und in den nichtlinearen Anteil 7", sodass gilt T = 7'+ T7". T’
kann wie gewohnt durch Tensorelemente ausgedriickt werden. Zu dem
Bildbereich Ag(7") kann ein Maskierungsoperator M’ angegeben werden,
wodurch 7' = M'T gilt. Ferner wird der komplementére Bildbereich
durch M” = M’ gebildet, d.h. es ist M’ + M” = id. SchlieBlich wird
noch ein zum Urbildbereich Ay (7") passender Maskierungsoperator M1
bendtigt. Damit gilt

T=T+T"=T +M{T"Mj. (7.112)
Der Wavelet-transformierte Operator ergibt sich dann zu

T=PT P +P M T" M, P* (7.113)
=T+ M{T" My, (7.114)
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d.h. es ist

T=PT P, M{=PM{, M;=M;P". (7.115)

Der Wavelet-transformierte nichtlineare Operator wird somit nach Glei-
chung (7.114) zerlegt in die linearen Anteile nach Gleichung (7.115) sowie
den nichtlinearen Anteil 7”. Wihrend 77 der iiblichen WT eines linearen
Operators entspricht, stellen ./\~/l’1’ und ./\~/l’2’ Operatoren zur optimierten
Feldanregung und -ausgabe dar, wie sie im bereits erwihnten Abschnitt
7.3.4 Verwendung finden. Auf diese Weise wird deutlich, wie ortlich be-
grenzte Nichtlinearitiaten effizient in Simulationsverfahren fiir den Wave-
letbereich integriert werden konnen, sofern die Tensorelemente von ./\~/l’1’
und MY diinn besetzt sind.

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass die hier genannten Verfahren mit
einer Matrix-basierten Formulierung der Wavelet-transformierten FDTD
nur sehr umstédndlich moglich wiren. Die Erklarung hierfiir ist wiederum
in der aufwendigen Zerlegung der Operatoren zu suchen, um die nichtli-
nearen Bildstellen von den linearen trennen zu koénnen.

Abschlieend soll nicht unerwéhnt bleiben, dass abgesehen von den beiden
genannten Moglichkeit natiirlich versucht werden kann, die Nichtlinea-
ritdten direkt im Waveletbereich auszudriicken. Techniken wie die in [29]
vorgestellte konnen hierbei hilfreich sein. Es soll hierauf aber nicht niher
eingegangen werden, stattdessen soll in dieser Arbeit der Fokus weiterhin
auf der Transformation linearer Operatoren bleiben. Immerhin kénnen
auf diese Weise Operatoren fiir den Waveletbereich nutzbar gemacht wer-
den, ohne sie ,hdndisch® in Waveletbasen entwickeln zu miissen. Sogar
einzelne nichtlineare Elemente sind dabei handhabbar.



Kapitel 8

Simulationsergebnisse

Die FDTD ist als altbewédhrtes Hilfsmittel mit all ihren Vor- und Nach-
teilen hinlénglich bekannt. Insbesondere zum Thema numerische Ge-
nauigkeit wurden zahlreiche Untersuchungen publiziert. Werden FDTD-
Operatoren mit den bijektiven WT-Operatoren P und P* in den Wave-
letbereich transformiert, erbt das so erzeugte Simulationsverfahren alle
Eigenschaften der FDTD. Erst die Kompression, d.h. die Vernachlissi-
gung von Entwicklungskoeffizienten durch ein Schwellenwertverfahren
oder das Detailgitter-Verfahren, bringt eine Anderung der numerischen
Genauigkeit mit sich.

Es kann erwartet werden, dass die Genauigkeit der Wavelet-komprimier-
ten FDTD von der untransformierten FDTD nur wenig abweicht, wenn
die Kompression dem Simulationsproblem gut angepasst ist. Insofern ist
der Aspekt der Genauigkeit zunéchst einmal nur von sekundérer Bedeu-
tung. Als deutlich wichtiger erscheint dagegen die Frage, ob sich der durch
die WT der FDTD entstehende zuséatzliche Aufwand iiberhaupt lohnt. Als
Beispiel soll die Matrix-basierte WT der FDTD dienen: Allein der Hinweis
auf die unvermeidbare Zerlegung von Operatoren (siehe Abschnitt 5.2.3)
zeigt auf, dass hier mit einem erheblichen numerischen Mehraufwand zu
rechnen ist. Die Kompression muss den Mehraufwand iiberkompensie-
ren, damit im Endeffekt eine Zeitersparnis das neue Simualtionsverfahren
rechtfertigt. Dabei diirfen jedoch keine zu hohen Kompressionsraten ver-
wendet werden, da dann durch die Abnahme der Genauigkeit ein Vergleich
mit der untransformierten FDTD nicht mehr moglich wére.

143
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8.1 Simulationszeiten bei der Matrix-
basierten FDTD

Das Verfahren der rdumlichen Adaptivitdt (Abschnitt 7.2.5.1) bewirkt
eine Kompression in der Art, dass in bestimmten Zeitabstdnden die Feld-
koeffizienten darauf untersucht werden, ob ihre Betrige unterhalb eines
bestimmten (sinnvollen) Schwellenwertes liegen. Im Grundraum sind in
der Praxis kaum Koeffizienten zu finden, die mit diesem Kriterium als
vernachlédssigbar gekennzeichnet werden kénnten. Erst im Waveletbereich
andert sich diese Situation.

Die WT zerlegt ein Signal in verschiedene Auflésungsstufen. Grob formu-
liert wird das Signal in Mittelwerte und verschieden grofle ,, Kantenstiicke*
aufgeteilt. Dadurch findet bei geniigend glatten Signalen eine Art Kon-
zentrationsprozess statt, d.h. verhiltnisméflig wenige Entwicklungskoef-
fizienten geniigen, um das Signal hinreichend genau darzustellen. Diese
Konzentration steigt meistens mit zunehmender Transformationstiefe, zu-
mindest bis zu einem gewissen Grad. Das bedeutet, dass die Anzahl von
Entwicklungskoeffizienten, deren Betrag unterhalb des Schwellenwertes
liegt, mit der Transformationstiefe steigt. Letztlich bedeutet das, dass ei-
ne Variation der Transformationstiefe bei konstantem Schwellenwert im
Wesentlichen nur die Kompressionsrate beeinflusst. Die Genauigkeit da-
gegen dndert sich allenfalls geringfiigig.

In [3] und [19] wurde die Genauigkeit des Verfahrens der rdumlichen
Adaptivitat bereits demonstriert. Daher soll hier ein besonderes Augen-
merk auf die Kompressionsrate und die Rechenzeiten gelegt werden. Dazu
wurde das Simulationsprogramm eines der Autoren der o. g. Artikel (Mar-
kus Werthen) verwendet, mit dem auch die dort publizierten Ergebnisse
erzielt wurden. Die nun folgenden Beispiele wurden in dhnlicher Form
bereits in [18] veroffentlicht.

Zunichst wurde die Ausbreitung einer transversalen elektromagnetischen
Welle in einer homogenen Bandleitung simuliert, vgl. Abbildung 8.1.
Durch die seitliche Berandung mit magnetischen Wéanden bleibt die x-
Polarisation der anregenden elektrischen Feldstidrke wiahrend der Ausbrei-
tung entlang der z-Achse erhalten. Tabelle 8.1 zeigt fiir verschiedene Fille
auf, welche Abhingigkeit die Simulationszeit von der Transformationstie-
fe hat. Dabei entspricht die erste Zeile mit j, = j;, = j, = 0 der Simulation
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elektrische Wand

magnetische Wand

elektrische Feldstarke

Abbildung 8.1: Anregung einer transversalen elektromagnetischen Welle
in einer idealen Bandleitung. Eine in x-Richtung polarisierte Welle brei-
tet sich entlang der z-Achse wie im unendlich ausgedehnten homogenen
Raum aus. Diese Eigenschaft ist von den Abmessungen der Bandleitung
unabhéngig.

einer untransformierten FDTD. In diesem Fall wird kein Entwicklungsko-
effizient vernachlissigt: Nach Abschnitt 7.2.5.1 wird im Skalierungsraum
mit der hochsten Skala (das ist hier der gesamte Raum) grundsitzlich
jeder Koeffzient berechnet. In den {ibrigen Féllen wird fiir den Schwell-
wertfaktor entsprechend der Empfehlung in [3] der Wert 5-107* angesetzt.

Der Ubersichtlichkeit halber ist die Tabelle in einzelne Blécke aufge-
teilt, innerhalb derer die Transformationstiefen steigen. Es ist festzustel-
len, dass die Simulationszeiten deutlich von den Transformationstiefen
abhéngen. In den meisten Féllen ist entsprechend dem oben Gesagten die
Abnahme der Simulationszeit mit steigender Transformationstiefe zu be-
obachten. Die Simulationszeit konnte in diesen Versuchen um hdochstens
28,7% gesenkt werden.

Zum Vergleich wurde als noch einfachere Struktur ein Hertz’scher Dipol
im Vakuum simuliert. Das Feldvolumen wurde durch eine Mur’sche ABC
erster Ordnung begrenzt. Tabelle 8.2 zeigt die Simulationszeiten. Es fillt
auf, dass die maximale Einsparung an Simulationszeit im Vergleich zu
Tabelle 8.1 geringer, aber dennoch &hnlich ist. In keinem Fall liegt die
Reduktion unterhalb von fiinf Prozent. Insofern scheint die Abhéngig-
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|G |y | 3 |
0]0]0] 803 | 100,0
1100 7.9 | 895
2100 688 | 857
3000 649 | 808
410]0] 648 | 80,7
0]1]0] 696 | 867
020 639 | 796
03]0] 585 | 723
0]0] 1] 77.8 | 969
002 620 | 77,2
003 573 | 713
T[1[1] 798 | 994
2122 675 | 841
3033 678 | 844
0] 1]1] 796 | 99,1
022 608 | 757
033609 | 758

Tabelle 8.1: Simulationszeiten fiir die Ausbreitung einer ebenen Welle in
der Bandleitung nach Abbildung 8.1. Die Simulation wurde mit homo-
genen Tensorprodukt-Basen durchgefiihrt. j, ist die Transformationstiefe
in Richtung v.

keit von der Transformationstiefe in diesem Beispiel etwas weniger stark
ausgepragt zu sein.

Um die Effizienz des Simulationsprogramms zu untersuchen, wurde ein
reines FDTD-Programm geschrieben, d. h. der FDTD-Algorithmus wurde
direkt implementiert anstatt iiber Matrix-Vektor-Multiplikationen. Die
Simulationszeit wurde mit dem Fall j, = j, = j, = 0 aus Tabelle 8.2
verglichen. Es stellte sich dabei heraus, dass das reine FDTD-Programm
etwa um den Faktor zehn schneller war.

Obwohl das Matrix-basierte Simulationsprogramm sicher noch einigen
Optimierungsspielraum l&asst, stellt dieser Geschwindigkeitsunterschied
eine ziemliche Hiirde dar. Ein Grund fiir die doch iiberraschend hohe Re-
chenzeit mag darin liegen, dass keine lokale Riicktransformation moglich
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G | dy | o | Zeit/s | Zeit/%
00]0]17043 | 100
00114913 | 88
00313643 | 80
0| 1]0]14544 | 85
03012078 76
10014471 | 85
30012088 | 76
11114377 84
2 [ 2214801 | &7

Tabelle 8.2: Berechnungszeiten fiir die Simulation eines Hertz’schen Di-
pols im Vakuum bei verschiedenen Transformationstiefen.

ist, welche bei der Ausgabe von Feldwerten von Vorteil wire, vgl. Ab-
schnitt 7.2.4. Die Geschwindigkeit des Matrix-basierten Verfahrens ist
auch unter dem Aspekt zu sehen, dass bei komplizierteren Problemen
eine aufwendige Zerlegung der Operatoren in Uj-Operatoren notwendig
ist, was den numerischen Aufwand weiter in die Hohe treibt. Ferner ist
dieses Simulationsverfahren durch die erwihnte Zerlegungsproblematik
recht unflexibel. Es konnte auch trotz der Transformation in den Wave-
letbereich und der Vernachlissigung von Koeffizienten keine geniigende
Beschleunigung erzielt werden. Aufgrund dieser Beobachtungen wurden
auch keine weiteren Simulationen mit diesem Verfahren durchgefiihrt.

Als Fazit bleibt festzuhalten, dass das Matrix-basierte Verfahren zwar
einfach zu implementieren ist, fiir praktische Probleme aber anscheinend
keine ausreichende Effizienz aufweist. Daher eignet es sich vorwiegend fiir
grundlegende Untersuchungen, wie beispielsweise den Aufbau von Ope-
ratoren nach einer WT, erzielbare Kompressionsraten oder auch die Er-
weiterung Wavelet-basierter Simulationsverfahren. So konnte das Simula-
tionsprogramm erfolgreich um die in Abschnitt 7.2.5.2 beschriebene zeit-
liche Adaptivitit erweitert werden.
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8.2 Simulation mit der Listen-basierten
FDTD

8.2.1 Hohlleiter-Diskontinuitat

Abbildung 8.2 zeigt einen Rechteck-Hohlleiter, in dem ein dielektrischer
Pfosten platziert ist. Der Wellenleiter wurde zunéchst mit einer konven-
tionellen FDTD fiir verschiedene Diskretisierungsweiten h simuliert. Hier-
bei hatte der Wellenleiter in allen Fillen eine Gesamtliange von 180 mm,
wobei die Enden mit einer sechs Zellen dicken PML-Schicht abgeschlos-
sen wurden. Analysiert werden sollte der Grundtyp (TE;() des Rechteck-
Hohlleiters. Da dieser keine Abhéngigkeit von y hat und dies auch fiir die
Materialverteilung im Inneren des Hohlleiters gilt, konnte der Feldraum
in y-Richtung durch eine einzelne Schicht aus Yee-Zellen diskretisiert wer-
den. Die Anzahl der Zeitschritte wurde in Abhéngigkeit von der maximal
erlaubten Zeitschrittweite jeweils so gewéhlt, dass die vollstdndige Simu-
lation einer physikalischen Zeit von 17,5 ns entsprach.

)\

10,16

22,86

Abbildung 8.2: In z-Richtung orientierter Rechteck-Hohlleiter mit dielek-
trischem Pfosten (Permittivitdtszahl e, = 8,2). Alle Angaben in mm.
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Der Vergleich zwischen Simulations- und Messergebnissen in Abbildung
8.3 zeigt, dass eine Verringerung der rdumlichen Diskretisierungsweite
h unter einen Wert von 0,6 mm keine nennenswerte Verbesserung in der
Genauigkeit erbringt. Die auch noch bei 0,3 mm Diskretisierungsweite be-
stehenden Abweichungen von den Messergebnissen mogen zumindest teil-
weise in prinzipiellen numerischen Beschriankungen des FDTD-Verfahrens
begriindet sein. Da jedoch auch mit einer anderen numerischen Methode
in [36] gleichartige Abweichungen zu finden sind, diirften die Hauptursa-
chen hierfiir Mess- und Herstellungsungenauigkeiten sein.

Aus Tabelle 8.3 gehen die Simulationszeiten hervor, die fiir die verschie-
denen Diskretisierungsweiten aufzuwenden waren. Zusammen mit der aus

Frequenz in GHz —

Abbildung 8.3: Simulationsergebnisse (Linien) und Messergebnisse (Sym-
bole) des Betrags des Streuparameters s;; fiir den Wellenleiter nach Ab-
bildung 8.2. Die angegebenen Diskretisierungsweiten A von 0,3 mm bis 1,2
mm gelten fiir den Bereich des Dielektrikums. Fiir den iibrigen Bereich
wurden geringfiigig hohere Werte angesetzt. Messergebnisse wurden [36]
entnommen, wobei dort fiir die Permittivititszahl die Angabe 8,2-j0,006
zu finden ist.
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h/mm | Zeit/s
0,3 | 111,0
0,4 46,7
06 | 11,2
12 2.3

Tabelle 8.3: Gemessene Zeiten fiir die Simulationen nach Abbildung 8.3
in Abhéngigkeit der Diskretisierungsweite h.

Abbildung 8.3 ersichtlichen Genauigkeit scheint fiir h = 0,6 mm ein akzep-
tabler Kompromiss vorzuliegen, sodass dies als Referenz fiir die weiteren
Untersuchungen dienen soll.

Vor der Durchfithrung der Simulation im Waveletbereich sind zunéchst
einige Fragen zu kldaren und Parameter festzulegen:

e In welche Richtungen soll transformiert werden?
e Bis zu welcher Skala soll die WT jeweils durchgefiihrt werden?
e Welche Wavelets sollen verwendet werden?

e Welchen Einfluss hat es, wenn elektrische und magnetische Wénde
nicht im Detailbereich liegen (vgl. Abschnitt 7.3.6)7

e PMLs haben eine sehr inhomogene Materialverteilung. Welchen nu-
merischen Einfluss hat es, wenn sie nicht Wavelet-transformiert wer-

den (vgl. Abschnitt 7.3.5, Teilbereichs-WT)? Wenn sie im Bereich
der WT liegen, miissen sie dann in einem Detailbereich liegen?

e An der Grenzschicht Luft-Dielektrikum konnen Feldkomponenten
einen ,Knick“ haben (sie sind stetig, aber nicht mehr differenzier-
bar). Im gesamten Dielektrikum sind Wellenldngen gegeniiber der
Luft verkiirzt, d. h. vor allem hier ist eine hohe raumliche Auflésung
erforderlich. Geniigt es, den Bereich der Grenzschicht als Detail-
bereich zu definieren oder sollte dieser das gesamte Dielektrikum
umfassen?

e Sollen die Rotationsoperatoren als Gesamtoperator transformiert
werden, oder ist es besser, die drei kartesischen Ableitungen ge-
trennt zu behandeln?
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e Ist es von Vorteil, Feldanregungen und -ausgaben mit angepassten
Operatoren durchzufithren (vgl. Abschnitt 7.3.4)7

Angesichts der Fiille an Moglichkeiten diirfte klar sein, dass hier nicht alle
Kombinationen untersucht werden kénnen. Stattdessen sollen die Frage-
stellungen anhand einiger ausgewéahlter Beispiel untersucht werden.

8.2.1.1 Einfliisse des Detailgitter-Verfahrens

Zuerst soll demonstriert werden, welche Notwendigkeit besteht, Detailbe-
reiche um elektrische Wéande herum anzulegen. Dazu soll der Wellenleiter
in Abbildung 8.2 in x-Richtung transformiert werden. Fiir die Gebiete
der beiden PMLs und des dielektrischen Pfostens (sowie zusétzlich ein
bzw. zwei Zellen des sie umgebenden Raumes) wird jeweils ein vollstandi-
ger Detailbereich definiert, sodass aus diesen Bereichen keine zusétzlichen
numerischen Ungenauigkeiten zu erwarten sind. Fiir die beiden senkrecht
zur x-Richtung orientierten elektrischen Wénde koénnen Detailbereiche
beliebiger Breite definiert werden, wie in Abbildung 8.4 gezeigt wird.

Das Ergebnis einiger Simulationen ist in Abbildung 8.5 zu sehen. Wird
kein Detailbereich um die elektrischen Wande gelegt (d = 0), konnen
deutliche Abweichungen des Streuparameters auftreten. Lediglich im ein-

Detailbereich
Jh d7 el. Wand
T 7 T T
H \ H
L \ - --
A 1 z
PML dielektrischer Pfosten

Abbildung 8.4: Platzierung von Detailbereichen an dufleren elektrischen
Wiénden des Wellenleiters aus Abbildung 8.2 (Darstellung nicht mafistabs-
gerecht). d ist die Breite des Bereiches in Zellen. Die Bereiche beginnen
mit den elektrischen Wénden (d = 1) und wachsen mit zunehmendem d
in den Feldbereich.
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Abbildung 8.5: Einfluss der Dicke d der Detailbereiche aus Abbildung
8.4. ,FDTD, 0,6 mm* ist der Referenzgraph aus Abbildung 8.3. Fiir die
weiteren Graphen gilt: WT des Wellenleiters in x-Richtung um j Stufen;
Daubechies-Funktionen der Ordnung N (s. Abschnitt 3.2.3); weitere De-
tailbereiche um beide PMLs und den dielektrischen Pfosten (in Abbildung
8.4 nicht eingezeichnet). d = 0 bedeutet, dass fiir die elektrischen Wande

kein Detailbereich definiert wird.
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fachsten Fall (Haar-Funktionen, nur eine Transformationsstufe) sind die
Abweichungen sehr gering. Das gilt zumindest in dem gezeigten Frequenz-
bereich und fiir dieses Beispiel. Die Simulationsgenauigkeit verbessert sich
bereits dann, wenn nur fiir die Wande selber (d = 1) Detailbereiche an-
gegeben werden. Weitere Versuche mit d = 2 ergaben Graphen, die mit
denen fiir d = 1 deckungsgleich waren und daher hier nicht wiedergege-
ben sind. Die Deckungsgleichheit ldsst darauf schlielen, dass die bei der
zweistufigen WT (j = 2) beobachtbaren Abweichungen nicht speziell auf
eine mangelnde Auflésung der elektrischen Wénde zuriickzufiihren sind,
sondern dass hier generelle Kompressionsartefakte in Erscheinung treten.

Als nachsten Punkt sollen jetzt PMLs betrachtet werden. Es wurde be-
reits mehrfach angedeutet, dass die Transformation von PMLs in den
Wayveletbereich eine deutliche Erhéhung des numerischen Aufwands be-
deuten kann. Bevor dieser Aspekt genauer untersucht wird, soll iiberpriift
werden, ob der Aufwand durch eine komprimierte Darstellung der PMLs
reduziert werden kann, ohne die Genauigkeit zu sehr abzusenken.

Abbildung 8.6 zeigt einige Simulationsergebnisse. In allen Fillen wur-
den fiir den dielektrischen Pfosten, die elektrischen Winde und eine zwei
Zellen breite Schicht am Wellenleitereingang Detailbereiche definiert. In
der letztgenannten Schicht wurden Feldanregungen und -ausgaben durch-
gefiihrt. Fiir die einstufige WT wurden die Haar-Funktionen benutzt. Im
Gegensatz zu den Simulationen aus Abbildung 8.5 wurde diesmal in z-
Richtung transformiert, da die Materialparameter der PMLs in diesem
Beispiel lediglich von z abhéngen.

Die grofiten Abweichungen treten dann auf, wenn die PMLs nicht in ei-
nem Detailbereich liegen (Graphen , Wellenleiter und ,,Diel. Pfosten®).
Sobald jedoch fiir die PMLs ein Detailbereich definiert wird und die PMLs
dadurch nach der WT unkomprimiert bleiben, verringern sich die Ab-
weichungen. Weiterhin wurden Simulationen mit einer zweistufigen WT
durchgefiihrt. In diesem Fall wurden die Simulationen instabil, wenn fiir
die PMLs kein Detailbereich angegeben wurde.

In PMLs klingen die Felder mit zunehmender Tiefe sehr schnell ab. Solche
Verlaufe lassen sich nur durch Funktionen mit rdumlich hoher Auflésung
gut beschreiben. Das diirfte der Grund dafiir sein, warum es bei kom-
primierten PMLs zu den beobachtbaren Abweichungen kommt. Die her-
vorgerufenen Ungenauigkeiten mogen ggf. noch akzeptabel sein, doch die
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Abbildung 8.6: Detailbereiche und PMLs: Die Simulationsergebnisse fiir
den Wellenleiter aus Abbildung 8.2 zeigen, dass fiir PMLs bei einer WT
Detailbereiche angegeben werden miissen. ,FDTD, 0,6 mm® : Referenz-
graph aus Abbildung 8.3. ,Wellenleiter” : Bis auf die PMLs liegt alles
in einem Detailbereich. , Diel. Pfosten“ : Nur der dielektrische Pfosten
liegt in einem Detailbereich. ,PMLs+diel. Pfosten“ : Beide PMLs und
der dielektrische Pfosten liegen in Detailbereichen.

Gefahr des Entstehens von Instabilititen zeigt, dass PMLs entweder nicht
transformiert werden sollten oder aber zumindest nach der WT unkom-
primiert bleiben sollten.

Gehen wir nun die Frage an, wie dielektrische Volumina bzw. ihre Grenz-
schichten zu behandeln sind. Zwei Vorgehensweisen sollen hier miteinan-
der verglichen werden. Im ersten Fall wird die Grenzfliche des dielektri-
schen Pfostens mit einem zwei Zellen breiten Detailbereich umgeben. Im
zweiten Fall wird dieser Detailbereich auf das gesamte Volumen des Pfo-
stens erweitert. Abbildung 8.7 gibt die Simulationsergebnisse beider Fille
wieder.

Bei allen Graphen gilt, dass fiir die elektrischen Wande und PMLs De-
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Abbildung 8.7: Detailbereiche bei dielektrischen Grenzschichten am Bei-
spiel des dielektrischen Pfostens aus Abbildung 8.2. ,FDTD, 0,6 mm* :
Referenzgraph aus Abbildung 8.3. ,Ohne® : Fiir den Pfosten ist kein De-
tailbereich angegeben. , Grenzschicht® : Die Grenzschicht Luft-Pfosten
wird mit einem Detailbereich versehen. , Volumen® : Fiir den gesamten
Pfosten wird ein Detailbereich angegeben.

tailbereiche definiert waren. Die WT wurde in x- und z-Richtung mit je
einer Stufe (j = (jx, jy, Jz)* = (1,0,1)T) und mit Haar-Funktionen durch-
gefiihrt. Ohne einen Detailbereich beim dielektrischen Pfosten treten er-
kennbar Frequenzverschiebungen auf, die denen aus Abbildung 8.3 fiir die
Diskretisierungsweite von 1,2 mm sehr dhnlich sind. Das war zu erwarten,
da die einstufige WT in x- und z-Richtung einer Halbierung der raumli-
chen Auflésung bzw. Verdopplung der Diskretisierungsweite von 0,6 mm
auf 1,2 mm entspricht - nur in den Gebieten mit Detailbereichen bleibt
die urspriingliche raumliche Auflésung erhalten.

Wird zumindest die Grenzfliche unkomprimiert transformiert, so ver-
schwinden die Frequenzabweichungen, aber der Nulldurchgang bei etwa
9,5 GHz wird nur sehr unzureichend approximiert. Ist jedoch der Pfo-
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sten vollstdndig durch einen Detailbereich abgedeckt, verbessert sich die
Genauigkeit im Bereich dieses Nulldurchgangs deutlich.

8.2.1.2 Operatorimplementierungen und Simulationszeiten

Die Abschnitte 7.3.4 und 7.3.5 stellten zwei Moglichkeiten dar, die WT
von Operatoren fiir bestimmte Bereiche zu optimieren bzw. auf die-
se Bereiche zu begrenzen. In Abschnitt 7.3.4 werden dazu optimierte
Anregungs- und Ausgabeoperatoren vorgestellt, die Felder lediglich in
bestimmten Bereichen vom Grundraum in den Waveletbereich oder um-
gekehrt transformieren. Das ist im Gegensatz zu der vollstandigen Trans-
formation eines Feldes zu sehen. Abschnitt 7.3.5 behandelt die Idee, dass
Operatoren nur fiir ein zuvor spezifiziertes Volumen in den Waveletbe-
reich transformiert werden. Im iibrigen Bereich arbeiten die Operatoren
dann nach wie vor im Grundraum. Dadurch kénnen solche Bereiche von
einer WT ausgenommen werden, die sich nur mit hohem numerischem
Aufwand im Waveletbereich darstellen lassen. Der Einfluss dieser Verfah-
ren auf Simulationszeiten soll hier dargestellt werden.

Beginnen wir mit der Teilbereichs-WT. Von dem gesamten in Abbildung
8.4 gezeigten Wellenleiter soll nur der normale Feldraum einer WT un-
terzogen werden, d.h. die PMLs verbleiben im Grundraum. Elektrische
Winde, der dielektrische Pfosten sowie eine zwei Zellen breite Schicht
am Anfang und am Ende des Feldraumes werden fiir das Detailgitter-
Verfahren vorgesehen. Im Vergleich dazu steht die Transformation des
gesamten Wellenleiters, bei dem fiir die PMLs ebenfalls ein Detailbereich
angegeben wird.

In Tabelle 8.4 sind fiir verschiedene Fille die Simulationszeiten aufgefiihrt.
Die Graphen fiir |s1;| sind innerhalb einer Zeile, d.h. bei der Verwendung
gleicher Transformationsparameter, nicht voneinander zu unterscheiden.
Der genaue Verlauf der Graphen wird erst in Abschnitt 8.2.1.3 von Be-
deutung sein und ist daher hier noch nicht wiedergegeben.

Es ist in der Tabelle zu erkennen, dass die Anwendung der Teilbereichs-
WT bereits im einfachsten Fall eine — wenn auch geringe — Reduktion
der Simulationszeit mit sich bringt. Fiir den Fall N = 7 = 2 betrigt die
Abnahme sogar iiber 43%. Die Simulationszeit ist in diesem Fall zwar
zu hoch (die Ursache hierfiir wird in Abschnitt 8.2.1.3 néher beleuchtet),
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‘ N ‘ J ‘ Detailbereich ‘ Teilbereichs-W'T ‘

111 10,13 s 9,50
1|2 16,70 s 13,82
2 |1 23,06 s 18,32 s
2 |2 240,50 s 135,38 s

Tabelle 8.4: Die Simulation mit transformierten PMLs (,,Detailbereich)
bendtigt mehr Zeit als bei der Simulation mit einer Teilbereichs-W'T,
welche die PMLs im Grundraum belédsst. N ist die Wavelet-Ordnung;,
j=(5,0,7)T die Transformationstiefe.

dennoch verdeutlicht das Ergebnis eindrucksvoll, dass sich der numerische
Aufwand stark inhomogener (Teil-)Operatoren durch eine WT drastisch
erhohen kann.

Der Einspareffekt fillt fiir N = 7 = 1 sehr gering aus. Das liegt vor allem
an dem Verhéltnis zwischen Feldraum und PML-Raum. Der Feldraum
wird entlang seiner Léngsachse mit 300 Yee-Zellen diskretisiert, wogegen
es die beiden PMLs zusammen auf lediglich 12 Zellen bringen (24 Zellen,
beriicksichtigt man die rdumliche Aufteilung in Abbildung 7.2 auf Sei-
te 112). In vielen praktischen Fillen jedoch haben PMLs einen hoheren
Anteil am gesamten Simulationsraum, sodass eine Einsparung durch eine
Teilbereichs-WT deutlicher ausfallen diirfte.

Ebenfalls zu beachten ist, dass der Wellenleiter lediglich durch Flichen-
PMLs abgeschlossen wird, welche nur in einer Richtung Inhomogenitéiten
aufweisen. Sind jedoch offene Strukturen zu simulieren, miissen diese auch
mit Kanten- und Ecken-PMLs abgeschlossen werden, welche in zwei bzw.
drei Richtungen inhomogen sind und hinsichtlich einer WT entsprechend
problematischer sind.

Es bleibt jetzt noch der Einfluss optimierter Feldanregungen und -ausga-
ben zu untersuchen. Der Wellenleiter wurde in allen bisher durchgefiihrten
Simulationen stets mit dem transversalen Feld des H;p-Typs am Eingang
angeregt. Von der gesamten Feldverteilung wurde ebenso nur der Quer-
schnittsbereich am Wellenleitereingang ausgegeben und dann zur Berech-
nung des Eingangsreflexionsfaktors weiter analysiert.

Die Simulationszeiten fiir die Teilbereichs-WT in Tabelle 8.4 wurden
durch Optimierung der Anregungen und Ausgaben entsprechend Ab-
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| N [ j | vollstéindige (I)WT | lokale (I)WT |

11 125,865 9,50s
1 ]2 268,48 s 13,825
2 |1 163,08 s 18,325
2 |2 433,135 135,38 5

Tabelle 8.5: Simulationszeiten bei vollstidndiger Transformation des Fel-
des (Spalte ,vollstindige (I)WT*) fiir Anregungen (WT) und Ausgaben
(IWT) im Vergleich zur Anwendung optimierter Anregungs- und Ausga-
beoperatoren (Spalte ,lokale (I)WT*; vgl. auch Tabelle 8.4). N ist die
Wavelet-Ordnung, j = (7,0, )T die Transformationstiefe.

schnitt 7.3.4 erzielt. Diese Zeiten sind zum direkten Vergleich auch in
Tabelle 8.5 wiedergegeben (Spalte ,lokale (I)WT*“). Unter der Spalte
,vollstandige (I)WT* zeigt sich in dieser Tabelle, wie die Simulationszei-
ten zunehmen, wenn das Feld fiir jede Anregung und Ausgabe vollstindig
transformiert werden muss.

Das offensichtliche Einsparpotenzial kommt dadurch zustande, dass der
auszugebende bzw. anzuregende Bereich ein sehr kleines Volumen im Ver-
gleich zum gesamten Simulationsraum einnimmt. In manchen Féllen ist
die Ausgabe eines deutlich grofleren oder sogar des vollstindigen Volu-
mens vonnoten. In der Praxis ist das aber nur fiir einige wenige Zeitpunkte
erforderlich, beispielsweise um die Feldverteilung im Simulationsraum ab
und zu visualisieren zu kénnen. In diesen Fillen ist dann die vollsténdi-
ge WT bzw. IWT des Feldes durchzufiihren. Eine permanente Ausgabe
weniger Feldkomponenten lasst sich dagegen mit optimierten Ausgabe-
operatoren sehr viel effizienter durchfiihren.

Eine weitere Option besteht manchmal darin, Anregungs- und Ausgabe-
bereiche durch eine Teilbereichs-WT von der Transformation auszuneh-
men. Das wére auch in diesem Fall moglich gewesen. Im Allgemeinen
geht das jedoch nur dann, wenn sich die Bereiche am Rand des Simula-
tionsgebietes befinden. Sind beispielsweise Spannungen an verschiedenen
Stellen innerhalb einer Schaltung aufzuzeichnen, lisst sich diese Methode
nicht mehr anwenden, wogegen die optimierte Ausgabe nach wie vor zur
Vertiigung steht.
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8.2.1.3 Skalen und Wavelet-Ordnungen

In Abschnitt 8.1 wurde fiir die Matrix-basierte FDTD erwéahnt, dass
Kompressionsraten mit der Transformationstiefe zunehmen (zumindest
in gewissen Grenzen). Die Adaptivitédt des Verfahrens erlaubt die Anwen-
dung beliebiger Transformationstiefen, da Entwicklungskoeffizienten aus
den Riumen der niedrigeren Skalen (hohere rdumliche Auflésungen) in
Abhéngigkeit von der Regularitit des Feldes automatisch beriicksichtigt
werden, um die Genauigkeit der Simulation sicherzustellen.

Das Detailgitter-Verfahren fiir die Listen-basierte FDTD dagegen, er-
zeugt eine Art analytisches Untergitterverfahren, wie bereits in Abschnitt
7.3.6.1 erwdahnt wurde. Dieses Gitter ist von statischer Natur, was einen
Geschwindigkeitsvorteil mit sich bringt, da der Aufwand fir die Adapti-
vitat entfallt. Auf der anderen Seite kann dadurch nicht mehr fiir den ge-
samten Simulationsraum die gleiche rdumliche Auflésung erreicht werden.
Diese Einschriankung ist eine inhérente Eigenschaft statischer Untergit-
terverfahren. Mit zunehmender Transformationstiefe werden die aufler-
halb eines Detailbereiches liegenden Gebiete grober aufgelost. Dadurch
steigt die Kompression des Feldes, gleichzeitig nimmt aber die Ungenau-
igkeit durch die stirkere Approximation zu. Da keine adaptive Hinzunah-
me von Koeflizienten rdumlich besser auflésender Funktionen, d. h. solche
aus niedrigeren Skalen erfolgt, darf die Transformationstiefe nicht beliebig
hoch angesetzt werden.

Aus den Untersuchungen zu PMLs ist hervorgegangen, dass diese sich
nur ungiinstig in den Waveletbereich transformieren lassen. Allgemein
erhoht eine WT zunéchst den numerischen Aufwand eines Operators. Die-
se Erhohung wirkt der Beschleunigung durch die Kompression des Feldes
entgegen.

Ein dhnlicher gegensitzlicher Effekt wie bei der Transformationstiefe er-
gibt sich fiir die Auswahl der Entwicklungsfunktionen, d.h. fiir die Aus-
wahl der Ordnung der Daubechies-Funktionen. Mit zunehmender Ord-
nung werden die Funktionen glatter, andererseits steigen aber auch ihre
Trégerbreite und die Anzahl der Skalierungs- und Waveletkoeffizienten
(vgl. Abschnitt 3.2.3). Durch die hohere Triagerbreite werden Operatoren
im Waveletbereich i. A. inhomogener, was sich aufgrund der Beschrankun-
gen der gédngigen Speicherkonzepte negativ auf die Ausfithrungsgeschwin-
digkeit auswirkt, siehe Abschnitt 6.1. Ferner reduziert sich mit steigenden
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Tréagerbreiten der Kompressionseffekt durch das Detailgitter-Verfahren,
weil mehr Entwicklungsfunktionen mit ihrem Trager den Detailbereich
iiberschneiden.

Fasst man die genannten Aspekte zusammen, ergibt sich die Erkldrung
fiir die in Abschnitt 8.2.1.2 beobachteten Zunahmen von Simulationszei-
ten fiir steigende Ordnungen und Transformationstiefen. Ohne aber an
dieser Stelle ndher auf Simulationszeiten eingehen zu wollen, sollen jetzt
numerische Einfliisse auf Operatoren aufgezeigt werden.

In Abbildung 8.8 sind die Graphen aus der Simulation zu Tabelle 8.4 von
Abschnitt 8.2.1.2 dargestellt. Ausgehend von dem einfachsten Fall mit
N = 35 =1, d.h. Haar-Funktionen und nur eine Transformationsstufe in
x- und z-Richtung, zeigt sich eine Verbesserung der Genauigkeit durch
Erhohung der Wavelet-Ordnung auf N = 2. Die Vertiefung der Transfor-
mation von 7 = 1 auf j = 2 fiir N = 1 senkt die Genauigkeit deutlich,
was jedoch durch die Verwendung von Dy-Wavelets (N = 2) vermieden
werden kann.

Tabelle 8.6 gibt einen Einblick in den Umfang der numerischen Ope-
rationen der miteinander verketteten Rotations- und Materialoperato-
ren. Ebenfalls angegeben ist das Verhéltnis des Aufwands der benutzten
(transformierten und komprimierten) Operatoren zu dem der unkompri-
mierten Operatoren (transformiert, aber keine Detailbereiche).

Es fallt u.a. auf, dass bei dem beschriebenen Ubergang von N = 1 auf
N = 2 fiir j = 1 die Komplexitit der Operatoren deutlich steigt. Hier
bestatigt sich die Zunahme der Entwicklungskoeflizienten (Zuweisungen)

‘ N ‘ b ‘ Zuweisungen ‘ Additionen ‘ Multiplikationen ‘
— [ 0| 35239 58334 93573
1 |1]12371 (35%) | 31185 (20%) | 43556  (23%)
1 2] 9140 (25%) | 60568 (24%) | 69708  (24%)
2 | 116090 (42%) | 161276 (39%) | 177366  (39%)
2 | 2| 17755 (42%) | 939939 (67%) | 957694  (66%)

Tabelle 8.6: Numerische Aufwénde fiir die Simulationen nach Abbildung
8.8. In Klammern ist angegeben, wieviel Prozent das im Vergleich zu dem
Fall ohne Kompression mit dem Detailgitter-Verfahren sind. N ist die
Wavelet-Ordnung, j = (4,0, )T die Transformationstiefe.
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Abbildung 8.8: Graphen zu den Simulationen von Tabelle 8.4. ,FDTD,
0,6 mm*“ : Referenzgraph aus Abbildung 8.3. IV ist die Wavelet-Ordnung,
j=(5,0,7)T die Transformationstiefe.

durch die hohere Tragerbreite. Noch stirker ist der Anstieg bei den Ad-
ditionen und Multiplikationen. Anhand der Zahlen wiirde man wohl eine
Zunahme der Rechenzeit auf mehr als das Vierfache erwarten, laut Tabel-
le 8.4 verdoppelt sie sich aber nur knapp. Das deutet darauf hin, dass ein
hoher Prozentsatz der nun zahlreicheren Operationen mit Abbildungs-
daten oder Feldwerten durchgefithrt wird, die sich aus vorangegangenen

Rechenschritten noch in einem schnellen Speicher befinden, vgl. Abschnitt
6.1.

In den ersten beiden Zeilen (N = 1) zeichnet sich ab, wie die Erhohung
der Transformationstiefe Felder komprimiert, indem weniger Koeffizien-
ten zu berechnen sind. Dennoch steigt auch die Anzahl der Additionen
und Multiplikationen. Das bedeutet, dass die Abhéngigkeiten der Ent-
wicklungskoeffizienten untereinander zunehmen. Es ist zu vermuten, dass
fir jede zu simulierende Struktur eine obere Grenze fiir die Transfor-
mationstiefe existiert, oberhalb derer solche Abhingigkeiten zunehmen.



162 Kapitel 8. Simulationsergebnisse

Ganz besonders deutlich wird dies beim Ubergang von j = 1 auf j = 2
fiir N = 2. Hier steigen nicht nur die Anzahlen an Additionen und Mul-
tiplikationen, sondern auch die Zuweisungen nehmen wieder zu.

8.2.1.4 Abschlielender Vergleich

Bisher wurde der Wellenleiter jeweils mit einigen wenigen Parametern
simuliert, um die generellen Einfliisse dieser Parameter und der angewen-
deten Verfahren untersuchen zu kénnen. Tabelle 8.7 stellt die Ergebnisse
einer vollstdndigeren Variation iiber die Wavelet-Ordnung und die Trans-
formationstiefen vor.

Von den verwertbaren Ergebnissen sind lediglich drei Kombinationen aus
N, jx und j, ein wenig schneller als die reine FDTD-Simulation. Fiir
N = 1 ergeben sich zu hohe Ungenauigkeiten, sobald die WT in we-
nigstens einer Richtung zweistufig erfolgt. Mit N = 2 erhilt man da-
gegen durchweg Ergebnisse hoher Genauigkeit. Verwendet man jedoch
Daubechies-Wavelets dritter Ordnung, konnen instabile Simulationen auf-
treten. Nicht in der Tabelle dargestellt sind Versuche mit einer dreistufi-
gen WT in wenigstens einer Richtung. In diesem Fall sind ausschliellich
instabile Simulationen zustande gekommen.

Auf Erklarungen fiir die geringen Moglichkeiten zur Beschleunigung der
Simulation dieses Wellenleiters sowie Verbesserungsmoglichkeiten werden
wir in Abschnitt 8.2.3 zu sprechen kommen. Was die Instabilitiaten her-
vorruft kann nur vermutet werden. Da die PMLs durch die Teilbereichs-
WT auBlerhalb des Wavelet-Bereiches liegen, kénnen sie allenfalls indirekt
an der Entstehung der Instabilititen beteiligt sein (vgl. auch Abschnitt
8.2.1.1).

Die Grenze zwischen Feldraum und PML ist mit einem zwei Zellen breiten
Detailbereich versehen worden. Dieser soll sicherstellen, dass die Felder
dort moglichst mit der gleichen Genauigkeit berechnet werden wie bei
einer untransformierten Simulation. Mit zunehmender Wavelet-Ordnung
und/oder Transformationstiefe werden die Tréager der Funktionen in den
einzelnen Skalen zunehmend breiter und {iibersteigen teilweise deutlich
die Breite des Detailbereiches. Dies war auch in einigen fritheren Simu-
lationen der Fall. Vermutlich gibt es jedoch eine Grenze, oberhalb derer
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| N | jx | ju | Zuweis. | Addit. | Multipl. | Zeit/s | Genauigkeit |
|- | 0] 0] 35239 58334| 93573 [ 11,2 |
1]0]1] 19076 33351 52427 10,4 +
1]0]2] 11088 21604 32692 8,3 —
1 1]0] 20203 37861 58154 11,5 +
1] 1]1] 12371 31185 43556 9.1 +
1112 8550 30284 38834 9,9 —
120 14335 38532 52867 10,1 —
1 2]1] 10764 49530 60294 9.5 —
11212 9140 60568 69708 13,6 —
2 0] 1] 19376 59882 79258 12,4 +
2 [ 0]2] 11801 54817 66618 10,8 +
2 [ 1]0] 23029 92077 | 115106 14,7 +
2 [ 1] 1] 16090 | 161276 | 177366 18,2 +
2 | 1] 2] 13021 | 252425 | 265446 296 +
2 [ 2] 0 20665 | 202225 | 222890 21,7 +
2 | 2] 1] 18094 | 532802 | 550896 51,1 +
2 | 212 17239 | 910693 | 927932 | 121,0 +
3]0]1] 19676 89809 | 109485 13,2 +
3102 12364 96426 | 108790 13,9 XX
31 1[0 25765 | 175941 | 201706 20,7 +
3111 19702 | 518702 | 538404 52,2 +
3112 17242 | 929282 | 946524 | 212,0 XX
3]2]0] 26005| 463278 | 489283 428 +
312 1] 24709 | 1861289 | 1885998 | 236,7 +
3122 246313357686 | 3382317 | 1005,0 +

Tabelle 8.7: Weitere Ergebnisse zur Simulation des Wellenleiters. Verfah-
ren: Analog zu Abbildung 8.8 (Detailbereiche fiir elektrische Wénde und
dielektrischen Pfosten; Teilbereichs-W'T mit dem normalen Feldraum,
d.h. ohne PML; Tensorprodukt-Basen). Erste Zeile der Tabelle :
transformierte FDTD-Simulation. Genauigkeit : ,+“=geringfiigige Ab-
weichung von der untransformierten FDTD-Simulation (z. B. Graph , N =
1, 7 = 1“ in Abbildung 8.8); ,—“=stédrkere Abweichung; ,xx“=instabile
Simulation. N ist die Wavelet-Ordnung, 7, ist die Transformationstiefe in
Richtung v.

ur-
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Effekte im Zusammenhang mit Detailbereichen auftreten, die zu instabi-
len Wellenausbreitungen fithren. Ob es dabei um die Detailbereiche an der
Grenze PML—Feldraum oder um einen der anderen Detailbereiche geht,
kann nicht ohne Weiteres festgestellt werden.

8.2.2 Mikrostreifenleitungsfilter

Der Rechteckhohlleiter mit der dielektrischen Diskontinuitdt aus Ab-
schnitt 8.2.1 konnte mit zweidimensionalen Simulationen analysiert wer-
den. Abbildung 8.9 zeigt einen Tiefpass in Mikrostreifenleitungstechnik,
welcher dreidimensionale Simulationen erfordert. Dieser Filter wurde auch
bereits in [4] und [37] mit verschiedenen Methoden simuliert.

Als Feldraum wurde ein quaderférmiges Volumen mit den Abmessungen
ly ~ 34,04 mm, [, ~ 57,57 mm, [, ~ 4,23 mm gewé&hlt. Die rdumlichen
Diskretisierungsschrittweiten betrugen Az € [0,402, 0,404] mm, Ay =
0,423 mm, Az = 0,2646 mm. Der Feldraum wurde an 5 Seiten mit sechs

Tor 1

Abbildung 8.9: Mikrostreifenleitungsfilter auf RT/Duroid Substrat mit
der Permittivitatszahl e, = 2,2. Alle Malangaben sind in Millimeter.
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Zellen tiefen PMLs abgeschlossen. Simuliert wurde ein Zeitraum von etwa
1,764 ns.

Die WT der FDTD-Operatoren wurde wieder mit einer Teilbereichs-W'T
auf den Feldraum beschrankt, d. h. die PMLs blieben untransformiert. Um
den numerischen Einfluss der WT besser untersuchen zu kénnen, wurde
die Rechenzeit fiir die PMLs ermittelt und aus den Simulationszeiten
herausgerechnet.

Der Leiter auf dem Substrat wurde nach allen Seiten hin mit einem drei
Zellen dicken Detailbereich umgeben (in z-Richtung ist der Detailbereich
damit tiberall insgesamt sechs Zellen dick). Ferner wurden die Grundme-
tallisierung und die Grenze zwischen dem Raum der Teilbereichs-W'T und
dem {iibrigen Feldraum mit einem Detailbereich maskiert, der jeweils nur
eine Zelle dick ist.

In Tabelle 8.8 werden die Ergebnisse fiir verschiedene Simulationsparame-
ter aufgefithrt. Die Spalte ,,S;/s“ gibt die Simulationszeiten fiir den Fall
wieder, dass jeder Rotationsoperator als Gesamtoperator transformiert
wird (wie es in bisherigen Simulationen immer der Fall war).

Im Vergleich dazu enthélt die Spalte ,,S5/s“ die Rechenzeiten fiir die Simu-
lationen, bei denen die Rotationsoperatoren durch einzelne partielle Ab-
leitungsoperatoren dargestellt wurden. In Abschnitt 8.2.1 wurde bereits
die Frage gestellt, ob die Transformation separater kartesischer Opera-
toren giinstigere Eigenschaften aufweist. Durch diese Untersuchung kann
ein weiterer Vergleich zur Matrix-basierten WT der FDTD gezogen wer-
den, die ja ebenfalls die Ableitungen in den drei Raumrichtungen getrennt
voneinander vornimmt. Dennoch sollte im Auge behalten werden, dass die
partiellen Ableitungsoperatoren in der Listen-basierten WT der FDTD
nicht in Ug-Operatoren zerlegt werden miissen.

Der Tabelle ist zu entnehmen, dass die Separation der Rotationsoperato-
ren in den meisten Fillen die Simulationszeit erhoht. Nur bei den zweistu-
figen Transformationen ergeben sich (teilweise sehr deutliche) Geschwin-
digkeitsvorteile. Vermutlich zahlt sich in diesem Bereich die einfachere
Struktur der Ableitungsoperatoren aus, sodass sich der numerische Auf-
wand von Inhomogenitédten bei der WT nicht ganz so schnell erh6ht. Bei
den einstufigen Transformationen dagegen macht sich dieser Vorteil noch
nicht bemerkbar. Hier dominieren vorwiegend die zusétzlichen Speicher-
zugriffe: Fiir jeden Teiloperator muss das Urbild-Feld erneut ausgewertet
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‘ N ‘ Jx ‘ Jy ‘ J» Basis ‘ Si/s ‘ Sa/s ‘ Genauigkeit ‘
- Jo0fJofo] - [2259] - | |
1] 1]0]0]| hom |1883] 2492 n
10|10 hom |180,0|227,9 n
110]0]1] hom |2113]27738 ¥
1] 1]1]0] hom |1758]2135 n
21 [1]0]| hom |357,8]3595 n
1 1] 1|1]hom./sep.| 2626 | 2809 +
2 1] 1]1]hom/sep. |8848] +
1121210 hom. 353,9 | 271,5 -
2121210 hom. 877,8 | 7334 +
1]2]22| hom |7216]4825 Y.
112122 sep. 563,8 | 451,7 +

Tabelle 8.8: Simulationszeiten (abziiglich der Rechenzeit fiir die PMLs)
fiir den Filter aus Abbildung 8.9. Die oberste Zeile gehort zur Simulation
mit der untransformierten FDTD. N ist die Wavelet-Ordnung, j, ist die
Transformationstiefe in Richtung v. ;hom.“ : Homogene Tensorprodukt-
Basis; ,,sep.“ : Separable MSA-Basis; siehe Kapitel 4. S; : Simulations-
zeit bei nicht-separierten Rotationsoperatoren. Sy : Simulationszeit bei
separierten Rotationsoperatoren. Genauigkeit : ,+“=geringfiigige Abwei-
chung von der untransformierten FDTD-Simulation; ,,—“=stirkere Ab-
weichung (Graphen der Abbildungen 8.10 und 8.11). ) : Konnte wegen
Speicherbegrenzung nicht durchgefiithrt werden.

bzw. aus dem RAM in schnellere Speicherbereiche geladen werden. Da-
durch erhéhen sich die Simulationszeiten soweit, dass sich die Aufteilung
des Rotationsoperators als nachteilig erweist.

In den weiteren Betrachtungen konzentrieren wir uns daher wieder auf die
Spalte ,,S1/s“. Hier zeigt sich in lediglich den vier einfachsten Fillen, d. h.
WT mit Haar-Funktionen und nur eine Transformationsstufe in ein oder
zwei Richtungen, dass die Simulationszeit der FDTD unterboten werden
kann.

Die Transformation um zwei Stufen in x- und y-Richtung fithrt eben-
falls zu einer Erhohung der Rechenzeit. Dass hierbei das Feld stérker
komprimiert werden konnte, ldsst sich an der Abnahme der Genauigkeit
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erkennen. Die Verwendung der glatteren Do-Funktionen fithrt dagegen
wieder zu sehr genauen Ergebnissen, allerdings auf Kosten einer noch
weiter erhohten Rechenzeit. Die Graphen beider Félle sind in Abbildung
8.10 zu sehen.

Die Kompression eines Feldes bzw. Feldraumes bedeutet scheinbar nicht
auch gleichzeitig die Kompression einer darauf operierenden Abbildung,
wie beispielsweise dem Rotationsoperator. Das gilt auch fiir den Fall der
zweistufigen Transformation in alle drei Raumrichtungen. Ein interessan-
ter Effekt ist hier aber zu beobachten: Wird eine separable MSA-Basis
verwendet, ergeben sich eine kiirzere Rechenzeit und genauere Resultate
als bei der Benutzung einer homogenen Tensorprodukt-Basis. Auf eine
mogliche Erklarung hierfiir wird in Abschnitt 8.2.3.5 eingegangen. Der
Genauigkeitsunterschied kann in Abbildung 8.11 begutachtet werden.

-——- N=1, j=(2,2,0)
—-—-- N=2, j=(2,2,0)

|811‘, ‘821| indB —

10 12 14 16 18 20

Frequenz in GHz —

Abbildung 8.10: Streuparameter aus Simulationen des Filters nach Ab-
bildung 8.9. Zweistufige WT in x- und y-Richtung (j = (2,2,0)T). N ist
die Wavelet-Ordnung. WT mit homogenen Tensorprodukt-Basen.
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———- Hom. Tens.—Basis
—-—-- Sep. MSA-Basis

|811‘, ‘821| indB —

10 12 14 16 18 20

Frequenz in GHz —

Abbildung 8.11: Streuparameter aus Simulationen des Filters nach Ab-
bildung 8.9. Zweistufige WT in allen Raumrichtungen (j = (2,2,2)1)
mit Haar-Funktionen. Die WT wurde einmal mit einer homogenen
Tensorprodukt-Basis und einmal mit einer separablen MSA-Basis durch-
gefiihrt.

8.2.3 Analysen
8.2.3.1 Allgemeine Betrachtungen

Die beiden simulierten Beispiele haben gezeigt, dass Reduktionen der Re-
chenzeiten gegeniiber einer reinen FDTD moglich sind. Allerdings fallen
die zeitlichen Einsparungen deutlich geringer aus, als man es von Bild-
kompressionen mit Wavelets erwarten wiirde. Zwei moégliche Erklarungen
fiir dieses Phdnomen bieten sich an:

1. Felder werden zwar komprimiert, doch der numerische Aufwand von
Operatoren steigt mit der Transformation in den Waveletbereich
iiberproportional an.
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2. Die gewihlten Datenstrukturen sind fiir Wavelet-transformierte
Operatoren ungeeignet. Dadurch sinkt der Anteil optimierter Spei-
cherzugriffe drastisch, was zu erhéhten Wartezyklen in der CPU
fithrt, vgl. Abschnitt 6.1.

Aus Tabelle 8.7 auf Seite 163 lassen sich bereits einige Anhaltspunkte
fiir die Bewertung der beiden Moglichkeiten ableiten. Fiir N = 1 bleiben
die numerischen Aufwinde in der gleichen Gréfenordnung. Eine {iberpro-
portionale Zunahme der Rechenoperationen ist nicht zu beobachten. Das
trifft teilweise auch auf N = 2 und N = 3 zu. Die Aufwinde steigen dort
vor allem dann schnell an, wenn in zwei Richtungen transformiert wird
oder die WT in einer Richtung zweistufig durchgefiithrt wird. Allerdings
liegt die Rechenzeit bereits vor dem Erreichen dieser Parameterbereiche
jenseits der Simulationszeit der FDTD. Der tiberproportionale Anstieg
von Rechenoperationen lidsst sich somit zwar beobachten, kann aber zu-
mindest im Fall des Rechteckhohlleiters mit dem dielektrischen Pfosten
nicht als Erklarung fiir die geringen Einsparungen bei den Rechenzeiten
dienen.

Der zweite Erklarungsversuch wird durch Tabelle 8.7 eher bestétigt: Bei
N =1 liegen die Anzahlen sdmtlicher Operationen bis auf eine Ausnah-
me unterhalb derer der FDTD. Auch bei N = 2 ist das in einem Fall
erfiillt, in einem weiteren ist lediglich die Anzahl an Additionen ein wenig
hoher. Aufschlussreich ist ferner die dritte Zeile der Tabelle (Parameter
N =1, j, =0, j, = 2). Die Genauigkeit ist in diesem Fall zwar gering,
dennoch eignet sich dieses Beispiel sehr gut zur Verdeutlichung einer Dis-
krepanz: Die Angaben bei Zuweisungen, Additionen und Multiplikationen
liegen zwischen 31% und 35% im Vergleich zur FDTD. Dennoch ist das
Verhéltnis der Rechenzeiten mit etwa 74% mehr als doppelt so hoch.

Bevor wir uns weiter mit den Simulationsergebnissen befassen, soll kurz
auf einen Zusammenhang zwischen Raumdimensionen und Kompressions-
raten eingegangen werden. Die durchschnittliche Kompressionsrate einer
Werteverteilung (z. B. gemessenes Signal, Bild, elektromagnetisches Feld)
steigt im Normalfall mit der Dimension des Trégers. So lasst sich beispiels-
weise ein zweidimensionales Bild i.d. R. starker mit Wavelets komprimie-
ren als eine (eindimensionale) Messkurve. Analog sollten Daten eines drei-
dimensionalen Raumes besser zu komprimieren sein als zweidimensionale
Bilder. Das héangt natiirlich stets von der Art der Daten ab und setzt
ferner die Durchfithrung der WT in alle Richtungen voraus.
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Um den Grund fiir dieses Phédnomen besser erklaren zu kénnen, betrach-
ten wir der Einfachheit halber stiickweise konstante Werteverteilungen,
wobei es nur wenige dieser homogenen Bereiche geben soll. Die homoge-
nen Bereiche lassen sich dann mit verhdltnismiflig wenigen Skalierungs-
funktionen aus dem Raum der hochsten Skala darstellen. Die Anzahl an
Skalierungsfunktionen ist deshalb gering, weil die Funktionen in diesem
Raum einen groéfleren Trager besitzen als die Funktionen im Vj. Ledig-
lich in der Umgebung der Unstetigkeiten werden Wavelets der niedrigeren
Skalen benotigt, um die erforderliche hohere rdaumliche Auflésung errei-
chen zu kénnen. Die Kompressionsrate hidngt damit vorwiegend von den
homogenen Bereichen ab. Kann man fiir eine Richtung innerhalb eines
Bereiches angeben, dass sich die Anzahl der Entwicklungsfunktionen um
den Faktor r (0 < r < 1) reduziert, so ergibt das bei n Dimensionen
eine Kompressionsrate von r". Wegen 0 < r < 1 gilt dann r"* < r"71,
d.h. in hoherdimensionalen Raumen ist eine bessere Kompressionsrate
zu erwarten.

Die Giiltigkeit dieser Aussage ist streng genommen von diversen Voraus-
setzungen abhingig, auf die hier aber nicht nidher eingegangen werden
soll. Nach dem bisher Gesagten wire jedenfalls zu erwarten gewesen, dass
die dreidimensionale Simulation des Mikrostreifenleitungsfilters beziiglich
des Rechenzeitverhéltnisses besser abschneidet als die zweidimensionale
Simulation des Rechteckhohlleiters. Das Ausbleiben dieser Beschleuni-
gung ist ein weiterer Hinweis auf grundséitzliche Probleme bei der Im-
plementierung der transformierten Operatoren. Dieser Hinweis soll durch
den Vergleich einiger Eigenschaften untransformierter und transformier-
ter FDTD-Operatoren im folgenden Abschnitt ndher beleuchtet werden.

8.2.3.2 Vektor- und Faktorfolgen von O3-Listen

Untransformierte FDTD-Operatoren haben eine einfache, sehr iibersicht-
liche Struktur, die sich wegen der {iberwiegend homogenen Bereiche auch
kompakt darstellen liasst. Innerhalb eines homogenen Bereiches gibt es nur
sehr wenige unterschiedliche Faktoren, mit denen Feldkoeffizienten multi-
pliziert werden. Nachdem die erste Yee-Zelle berechnet wurde, miissen die
Faktoren nicht mehr aus dem RAM in den L1-Cache bzw. prozessorinter-
ne Register kopiert werden, da sie fiir die restlichen Yee-Zellen des Berei-
ches identisch sind. In [4] wird demonstriert, welche Beschleunigung eine
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Simulation durch die Einsparung solcher RAM-Zugriffe erfahren kann.

FDTD- und Wavelet-Operatoren werden in dieser Arbeit unter anderem
durch Listen dargestellt, um Verkettungen berechnen zu kénnen und so Si-
mulationsoperatoren fiir den Waveletbereich zu erhalten. Ein paar grund-
legende Begriffe der Listen-basierten Darstellung sollen kurz wiederholt
werden. Bei skalaren Feldern ist die Abbildung auf einen einzelnen Bild-
punkt durch genau eine O2-Liste bestimmt, welche aus Faktor- und Vek-
torfolgen besteht (vgl. Abschnitt 5.3.1). Im Falle vektorieller Felder kann
mehr als nur eine O2-Liste zur Berechnung eines Bildpunktes erforderlich
sein. Aus den OZ2-Listen aller Bildpunkte zusammen wird eine O3-Liste
gebildet, in der jede O?-Liste nur einmal enthalten ist.

Durch die Herausnahme von PMLs aus den Transformationsbereichen
konnten Simulationen bereits beschleunigt werden. Es dringt sich jedoch
die Vermutung auf, dass die Anzahl von O?-Listen dennoch so hoch ist,
dass diese immer wieder aus dem RAM geladen werden miissen. Eine
weitere Reduktion der Rechenzeit wire in diesem Fall nur dann zu errei-
chen, wenn die Abbildungsinformationen aus den OZ2-Listen kompakter
abgespeichert werden konnen, damit sich die Anzahl an RAM-Zugriffen
verringert. Dazu sollen nun die O*-Listen aus der Simulation des Mikro-
streifenleitungsfilters fiir zwei Fille auf Redundanzen untersucht werden.

Wird eine O3-Liste in zwei separate Listen aus Faktor- und Vektorfolgen
aufgeteilt, konnen diese getrennt auf mehrfach vorkommende Elemente
untersucht werden. Tabelle 8.9 zeigt das Ergebnis dieser Untersuchung. So
ist beispielsweise zu erkennen, dass die 25264 O2-Listen des A,-Operators
der Wavelet-transformierten FDTD lediglich 557 unterschiedliche Faktor-
folgen enthalten.

Weiterhin wurde das Auftreten negativ-doppelter Folgen untersucht: Ist
(¢k)rez eine Folge von Faktoren, so ist (—cg)rez das negative Gegenstiick
dazu. Treten beide in einer O3-Liste auf, werden die (—cg)rez als negativ-
doppelte Faktorfolgen gezahlt. Analoges gilt fiir Vektorfolgen. Es fallt auf,
dass in keinem Fall negativ-doppelte Vektorfolgen zu beobachten sind. Bei
den Faktorfolgen treten negative Duplikate lediglich fiir die Operatoren
A, und A, auf. Eine Begriindung fiir diese Asymmetrien kann jedoch
nicht angegeben werden.

Wihrend sich der Speicherbedarf fiir Faktoren und damit auch die zu-
gehorigen Zugriffszeiten offensichtlich drastisch reduzieren lassen, féllt das
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FDTD WT-FDTD
As | Ay As A,
| O*-Listen | 1242 | 707 || 25264 | 22972 |
Vektorfolgen 275 | 261 || 6267 | 11307
ND-Vektorfolgen 0 0 0 0
Faktorfolgen 315 | 125 557 254
ND-Faktorfolgen 117 0 219 0

Tabelle 8.9: Die Aufteilung von O%-Listen in zwei separate Listen mit
Vektor- und Faktorfolgen gibt Auskunft iiber Redundanzen in O?-Listen.
Angegeben sind die Anzahlen verschiedener Folgen zu den O?-Listen eines
Operators. WT-FDTD : Siehe Tabelle 8.8 auf Seite 166, N = 1, j =
(1,1,0)T. Ag4, ./2(274 : Verkettete Skalierungs- und Rotationsoperatoren,
siehe Gleichungen (7.57) und (7.58) auf Seite 123. ND-Folgen : negativ-
doppelte Folgen (siehe Text).

Ausmaf} an Einsparungen bei den Vektorfolgen i. A. deutlich geringer aus.
Statt nach Duplikaten ist also nach anderen Arten von Redundanzen Aus-
schau zu halten. Dazu sollen diese sortiert werden.

Tabelle 8.10a gibt einen Einblick in das Ergebnis der Sortierung fiir den
Operator A, aus Tabelle 8.9. Jede Zeile enthilt die Vektorfolge einer
O2%-Liste. Schreibt man alle Vektorfolgen untereinander auf, so entsteht
eine Tabelle aus ganzen (skalaren) Zahlen, die zeilenweise sortiert werden
kann. Von der linken zur rechten Spalte hin nimmt die Prioritdt beim
Sortieren ab.

Die in Tabelle 8.10a wiedergegebenen Ausziige aus der sortierten Tabelle
zeigen sehr regelméiflige Muster. Es konnte festgestellt werden, dass diese
Muster in iiber 98% der Tabelle zu finden sind. Hierzu gehoren auch
Vektorfolgen, die aus weniger als sechs Vektoren bestehen.

Betrachtet man ausschlieffilich die Beispiele in Tabelle 8.10a, so konnte
man die Redundanzen verringern, indem die konstante Vektor-Teilfolge
((0, 0,0), (0,0, 6)) abgespalten und gesondert behandelt wird (formal ent-
spricht dies der Aufteilung des Operators Aj in zwei Teiloperatoren). Die
Abspaltung wiirde den Speicherverbrauch allerdings lediglich um ein Drit-
tel reduzieren.



173

8.2. Simulation mit der Listen-basierten FD'TD

"ua[[e)sIep
( (q ur o[Ie7 9YISIA "MZ(] 99ToMZ) 9F[OJI0INOA-RI[S(] IoUI® USYDRJ[PIA Si[yezues wop pun ( (¢ Ul 907 93ILIP
"MZq 97519) 98[0J101A -1dNR}] IoUID UOA SWIWING dIP SR [DIS 1SS (© sne o3[0J10)) o 9Pa[ :US[0JI0IA ~RI[A(]
UOIND USSF[0JI0)0 IOp WOIR[NPIY (q “IX9J, W Ud(RSUY OYOIS WIDISNIN USIIOM N7, "9)STT-,() IOUL UDIOINIA
UOATIR[I OIP J[RYIUS S[I97, 9Paf :6'§ S[[Pqe], sne ) 10jelod() wmz o3nzsny 91I911I0S om7 (e :OT'Q S[[PqR],

0‘0‘0) ‘0‘0‘0) ‘(0 ‘1=‘0) ‘(0 ‘=0 ) ‘(0 ‘1— ‘0) ‘(o ‘1— ‘0 )
(9‘0‘0) ‘(0‘0‘0) ‘(1= %9 ‘ov) ‘(1— ‘%9 Fg—) ‘(1—‘0 ‘o) ‘(1—‘0 ‘¥c—)
0‘0‘0) ‘00‘0) ‘(0 ‘T—=‘0) ‘(0 ‘=0 ) ‘(0 ‘1= ‘0) ‘(0 ‘1— ‘0 )
(9‘00) “(0‘0‘0) ‘01— %9 ‘%) ‘(1— 99 ‘cc—) ‘(1—‘0 ‘9) ‘(1—‘0 ‘€z—) (q
(9‘0‘0) ‘(0‘0‘0) ‘(1—‘0 ‘ov) ‘(1—‘0 ‘Fg—) ‘(1— ‘%9— ‘o) ‘(1— ‘¥9— ‘Fc—)
(9‘00) “(0‘0‘0) ‘0—‘1 ‘ov) ‘(1— ‘T Fz—) ‘(1— ‘e9— ‘o) ‘(1— ‘€9— ‘Fg—)
(9‘0‘0) ‘(0‘0°‘0) ‘(1— ‘19 ‘o%) ‘(1— ‘19 Fg—) ‘(1—‘e— ‘o) ‘(1— ‘e— ‘¥g—)
(9‘0‘0) ‘(0‘0°‘0) ‘(1— ‘29 ‘ov) ‘(1— ‘29 ‘Fg—) ‘(1—‘z— ‘o) ‘(1— ‘z— ‘¥g—)
(9‘0‘0) ‘“(0‘0°‘0) ‘(1—‘e9 ‘ov) ‘(1— ‘€9 Fg—) ‘(1—‘1— ‘op) ‘(1— ‘1— ‘¥g—)
(9‘00) ‘(0‘0‘0) ‘0— %9 ‘ov) ‘(1— %9 Fg—) ‘(1—‘0  ‘ov) ‘(1—‘0  ‘¥g—)
(9‘00) “(00‘0) ‘I—‘0 ‘%) ‘(1—‘0 ‘ez—) ‘(1— v9— ‘19) ‘(1— ‘¥9— ‘ez—)
(9‘0‘0) “(0‘0‘0) ‘(1—‘1 ‘1%) ‘(1— ‘T ‘ee—) ‘(1— ‘€9— ‘1%) ‘(I— ‘€9— ‘cg—)
(9‘0‘0) “(0‘0‘0) ‘(1— ‘19 ‘%) ‘(1— ‘19 ‘cc—) ‘(1—‘e— ‘0) ‘(1— ‘¢e— ‘ez—)
(9‘0‘0) “(0‘0‘0) ‘(1— ‘29 ‘%) ‘(1— ‘29 ‘cc—) ‘(1—‘z— ‘0) ‘(1— ‘z— ‘eg—)
(9‘0‘0) “(0‘0‘0) ‘(1—‘e9 ‘%) ‘(1— ‘€9 ‘cc—) ‘(1—‘1— ‘0) ‘(1— ‘1— ‘€g—)
(9‘0‘0) ‘(0‘0‘0) “(1— %9 ‘1%) ‘(1— 99 ‘ecc—) ‘(1—‘0 ‘19) ‘(1—‘0 ‘eg—) (e



174 Kapitel 8. Simulationsergebnisse

Eine effizientere und vermutlich auch allgemeinere Moglichkeit bietet die
Einfithrung von Haupt- und Delta-Vektorfolgen. Zu den beiden Beispie-
len aus Teil a) der Tabelle 8.10 sind diese Vektorfolgen in Teil b) angege-
ben. Aufeinander folgende Vektorfolgen aus a) unterscheiden sich um die
Delta-Vektorfolge aus b). Jeder Vektor aus a) ldsst sich demnach durch
den Hauptvektor aus b) und einem ganzahligen Vielfachen des zugehori-
gen Delta-Vektors angeben. Dadurch lasst sich die Tabelle sehr stark kom-
primieren. Die beiden Delta-Vektorfolgen in Tabelle 8.10b sind sogar iden-
tisch. Eine weitere Analyse der vollstindigen Tabelle hat ergeben, dass
es insgesamt nur wenige unterschiedliche Delta-Vektorfolgen gibt, sodass
hier ein weiteres Einsparpotenzial vorliegt.

Algorithmisch betrachtet entsteht durch die Einfithrung der Haupt- und
Delta-Vektorfolgen ein Mehraufwand, da die bendtigten Vektorfolgen
nicht mehr einfach aus dem RAM zu laden sind, sondern durch die Addi-
tion zweier Vektorfolgen berechnet werden miissen. Bei der Bewertung
dieses Mehraufwands ist aber zu beriicksichtigen, dass die Addition nicht
iiber jede Vektorkomponente zu erfolgen hat: Da nur ein begrenzter Raum
simuliert wird, ist die Anzahl der Stiitzstellen des Feldes endlich. Die Ko-
ordinaten der Stiitzstellen konnen dann linear adressiert werden, d.h.
durch einen skalaren Index ersetzt werden (vgl. Abbildung 5.1 auf Seite
52). Die Addition zweier Vektoren reduziert sich damit auf die Addition
zweier Zahlen. Diese Operation kann in einer CPU iiblicherweise schneller
ausgefiihrt werden, als einen Wert aus dem RAM zu laden. Bei der Imple-
mentierung von Haupt- und Delta-Vektorfolgen ist nur darauf zu achten,
dass jedes Vektorfolgenpaar moglichst nur einmal geladen wird, d. h. sor-
tierte Tabellenteile wie die in Tabelle 8.10a sollten am Stiick abgearbeitet
werden.

Es stellt sich die Frage, warum iiberhaupt so viele unterschiedliche Vek-
torfolgen zustande kommen. Die Hauptursache hierfiir diirfte im Falle des
Einsatzes einer Teilbereichs-W'T der Grenzbereich zwischen dem transfor-
mierten und dem untransformierten Feldraum sein. Abbildung 8.12 ver-
anschaulicht anhand eines einfachen Beispiels, wieso entlang des Grenz-
bereiches keine zwei Vektorfolgen gleich sind.

Hier zeigt sich ein gewisses Dilemma: Die Teilbereichs-W'T wurde ein-
gefithrt, um den numerischen Aufwand zu umgehen, den Wavelet-
transformierte PMLs mit sich bringen. Andererseits kann dies zu einer
deutlichen Zunahme von Vektorfolgen entlang der Grenzflichen fithren.
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Abbildung 8.12: Beispiel fiir Relativvektoren und Teilbereichs-WT'. Links:
Homogene Abbildung zwischen zwei benachbarten Reihen mit jeweils 8
Koeffizienten (die Reihen sind nur der besseren Darstellung wegen raum-
lich getrennt aufgezeichnet). Beide Reihen befinden sich im Grundraum.
Rechts: Wird nur ein Bereich transformiert, treten sehr unterschiedliche
Relativvektoren auf. Aus Griinden der Ubersicht sind nur fiir zwei Bild-
punkte die Vektoren durchgingig gezeichnet.

Dennoch hat die Teilbereichs-WT Simulationszeiten reduzieren konnen
(sieche Tabelle 8.4 auf Seite 157). Damit diirften die vorgeschlagenen
Verbesserungen der Teilbereichs-W'T' einen weiteren Vorteil verschaffen.
Als Beleg hierfiir soll nochmals das Beispiel in Abbildung 8.12 dienen:
Fiir die acht Einzelabbildungen werden fiinf Folgen aus je zwei Relativ-
vektoren benstigt: ((0),(4)), ((-=1),(3)), ((-2),(2)), ((-3),(1)) und
((—4),(0) ). Dies lasst sich reduzieren auf die Hauptvektorfolge ( (0), (4) )
und die Delta-Vektorfolge ((—1),(—1)).

Die untransformierte FDTD kann von den bislang beschriebenen Verbes-
serungen ebenfalls profitieren. Allerdings wiirden sich sehr wahrscheinlich
nur geringfiigige Beschleunigungen einstellen. Das hat im Wesentlichen
zwei Griinde: Der erste Grund ist, dass die Anzahl an O2-Listen nicht
besonders hoch ist. Demnach kénnen im Vergleich zum transformierten
Fall wesentlich groflere Bereiche mit den gleichen Operatordaten berech-
net werden. Der zweite Grund ist, dass die O*Listen i.d.R. aus deut-
lich kiirzeren Folgen bestehen als bei der transformierten FDTD. Zusam-
men mit der geringeren Anzahl an O2-Listen ergibt sich so ein insgesamt
weitaus kleinerer Speicherbedarf, d.h. Caches werden besser ausgenutzt.
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8.2.3.3 Mehrstufige Transformationen

Je nach Wahl der Transformationsparameter enstehen O2-Listen mit sehr
unterschiedlichen Gréflen. Wihrend die O?-Listen bei FDTD-Operatoren
aus maximal vier! O!-Elementen bestehen, enthalten die O2-Listen des
Operators A, aus Tabelle 8.9 bis zu sechs O!-Elemente. Mit der Trans-
formationstiefe j = (2,2,2)T ergaben sich bei der Verwendung von Haar-
Funktionen fiir die homogene Tensorprodukt-Basis O%-Listen, die aus bis
zu 70 O'-Elementen bestanden. In manchen Simulationen wurden sogar
noch hohere Werte entdeckt.

In der Regel steigt der numerische Aufwand eines Operators, wenn er
einer WT unterzogen wird. Daher ist es einleuchtend, dass mehrstufi-
ge Transformationen zu komplexeren Abbildungen fithren als einstufige.
Einsparungen in der Simulationszeit ergeben sich erst durch die Unter-
driickung von Berechnungen.

Abbildung 8.13 zeigt ein typisches Schema fiir einen eindimensionalen
Operator, der um zwei Stufen transformiert wurde. Auch der Matrix-
Operator fiir die eindimensionale Differenziation weist nach der WT ein
solches Koeffizientenmuster auf, wie in [3] sehr schén zu sehen ist.? Im
untransformierten Zustand ist die Differenziationsmatrix eine Bandma-
trix mit einem sehr schmalen Band aus nur zwei Koeffizienten in jeder
Zeile. In Abbildung 8.13 dagegen ist allein die Anzahl der sog. Finger in
jeder Zeile mindestens drei. In dem genannten Beispiel aus [3] ist dariiber
hinaus zu sehen, dass sich die Breite jedes Fingers iiber mehrere Koef-
fizienten erstreckt. Hierzu muss aber noch gesagt werden, dass fiir die
WT Ds-Funktionen verwendet wurden, welche ja einen grofleren Trager
besitzen als die Haar-Funktionen.

Weiterhin kann Abbildung 8.13 entnommen werden, dass die Vektorfolgen
zweier benachbarter Feldkoeffizienten (Koeffizienten aus b) bei solchen
Matrixstrukturen verschieden voneinander sind. Dazu sollen zwei Bildko-
effizienten Bu und b, betrachtet werden, wobei p < v gelten soll. Zum
Vergleich der Abbildungsvorschriften beider Koeffizienten ist die Zeile v
aus T um v — p Stellen nach links zu verschieben. Enthalten die bei-
den Zeilen p und v danach an den gleichen Stellen von Null verschiedene

Im normalen Feldraum bzw. ohne PMLs sind es sogar nur zwei.
?Bild 3.10 auf Seite 71 in [3].
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V2 V2
W2 W2
W1 Wl

b = T . &

Abbildung 8.13: Schematische Darstellung einer iiblichen Koeffizienten-
verteilung eines zweistufig transformierten Matrix-Operators (T). Graue
Bereiche kennzeichnen Koeffizienten mit von Null verschiedenem Wert. In
den weilen Bereichen haben die Koeffizienten den Wert Null (ggf. durch
ein Schwellwertverfahren). Solche Strukturen werden oft auch als Finger-
strukturen bezeichnet.

Werte, so sind auch die Relativvektoren fiir Bu und b, identisch. Daraus
lasst sich die Bedingung folgern, dass die Finger einer Matrix in einem
45°-Winkel verlaufen miissen, damit die Vektorfolgen fiir moglichst viele
Bildkoeffizienten iibereinstimmen. In Abbildung 8.13 ist das jedoch nicht
der Fall.

Dieses Problem lidsst sich auch etwas anders formulieren: Die R&ume
W; und V; sind von unterschiedlicher Grofle, was die Anzahl linear un-
abhéngiger Basisfunktionen angeht. Daher kann die Abbildung W; — V,
nur mit nicht-quadratischen Matrizen ausgedriickt werden. Aus diesem
Grund ist die rechte obere Untermatrix von T von der Form her ein fla-
ches Rechteck. Analoges gilt fiir die anderen rechteckigen Untermatrizen
in Abbildung 8.13.

In der Untermatrix fiir die Teilabbildung W; +— V; ist das Gefille der
Finger halb so hoch wie in den beiden anderen Untermatrizen fiir den
Bildraum V;. Betrachten wir nur die Zeilen von T fiir V,, welche von
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genau drei Fingern geschnitten werden (was fiir den grofiten Teil von T
gilt). Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass die Finger lediglich ein
Element breit sind. Dann kénnen die Vektorfolgen dieser Bereiche darge-
stellt werden aus der Delta-Vektorfolge ( (0), (0), (1) ) sowie einer Haupt-
Vektorfolge. Das gilt analog fiir den Bildraum W;. Fiir den Bildraum W;
lautet die Delta-Vektorfolge ( (—1), (—1), (0) ), da hier das Gefille der bei-
den linken Finger doppelt so hoch ist wie das des dritten Fingers. Damit
kann die im vorigen Abschnitt entwickelte Methode auch hier angewendet
werden, um Speicherzugriffe einzusparen. Das gilt auch dann, wenn sich
die Finger in der Breite iiber mehr als nur ein Element erstrecken.

8.2.3.4 Mehrdimensionale Felder

Die graphischen Beispiele der beiden vorangegangenen Abschnitte ver-
anschaulichten die Vorteile der Anwendung von Haupt- und Delta-
Vektorfolgen fiir den Fall eindimensionaler Signale bzw. Felder. Es stellt
sich die Frage, inwiefern das auf mehrdimensionale Felder und ihre Ope-
ratoren iibertragbar ist. Die Methode wurde zwar anhand der Daten aus
einer mehrdimensionalen Simulation entwickelt (siehe Tabelle 8.10), doch
ist noch zu klédren, ob ein effizienter Einsatz der Methode auch bei der
Verwendung anderer Transformationsparameter erwartet werden kann.
Insbesondere die Kombination verschiedener Basen mit ein- und mehr-
stufigen Wavelet-Transformationen ist in Augenschein zu nehmen.

Skalierungsoperatoren sind bzgl. ihrer Transformation in den Waveletbe-
reich i.d.R. als unkritisch einzustufen, wenn sie nur wenige Inhomoge-
nitdten aufweisen. Ein vollkommen homogener Skalierungsoperator ent-
spricht der Multiplikation des Feldes mit einer Konstanten a. Schreibt
man die Gesamtmatrix des Operators auf, ergibt sich eine Diagonalma-
trix diag(a). Diese Eigenschaft andert sich nicht durch eine WT, d.h. der
Operator ist weiterhin durch eine konstante Diagonalmatrix darstellbar.
Werden dem Operator im Grundraum nur wenige Inhomogenitédten hin-
zugefiigt, ist die Gesamtmatrix des transformierten Operators nach wie
vor iiberwiegend eine Diagonalmatrix.® Diese Eigenschaft diirfte von den
Transformationsparametern und der Dimension des Raumes weitgehend
unabhéngig sein. Daher sollen Skalierungsoperatoren hier nicht weiter be-
trachtet werden.

3Ein Beispiel hierzu ist in [3] auf Seite 73 in Abbildung 3.11 zu finden.
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Bevor andere mehrdimensionale Operatortypen besprochen werden, soll
kurz eine anschauliche Erklarung fiir die Matrix des eindimensionalen
Operators nach Abbildung 8.13 gegeben werden. Im untransformierten
Raum soll die Operatormatrix keine reine Diagonalmatrix, sondern eine
Bandmatrix mit einem sehr schmalen Band um die Hauptdiagonale sein.
Ist das Band drei Elemente breit, gilt b, = f(a,_1, ay, a,41) fiir alle g mit
2 <pu<L-—1, wobei L die Anzahl der Vektorkomponenten ist. Das be-
deutet, dass Urbildkoeffizienten wieder auf ungefahr die gleichen Stellen
im Bildvektor abgebildet werden. Operatoren mit dieser Eigenschaft sol-
len als ortstreu bezeichnet werden. Die zentralen finiten Differenzen der
FDTD sind demnach ortstreue Operatoren fiir den mehrdimensionalen
Raum.

Aus der Wavelet-transformierten Operatormatrix nach Abbildung 8.13
ist ebenfalls zu erkennen, dass der Operator im Grundraum ortstreu ist:
Fiir jeden Entwicklungskoeffizienten eines der Teilrdume V;, Wy oder Wy
lasst sich durch die Lokalisierungseigenschaft der Skalierungsfunktionen
und Wavelets angeben, welcher rdumliche Bereich bzw. Triger im Grund-
raum dadurch abgedeckt ist. Diese Zuordnung gilt sowohl fiir die Bild- als
auch fiir die Urbildkoeffizienten. Dadurch kann einfach durch Anschau-
ung eine grobe Skizze angefertigt werden, die Auskunft dariiber gibt, von
welchen Urbildkoeffizienten ein Bildkoeffizient abhéngt: Es muss lediglich
gepriift werden, ob sich der Tréiger der Entwicklungsfunktion eines Ur-
bildkoeffizienten mit dem Tréager der Entwicklungsfunktion des Bildkoef-
fizienten iiberschneidet. Oder etwas kiirzer formuliert: Die Koeffizienten
miissen wenigstens teilweise zum gleichen Raumbereich gehoren.*

Ein Beispiel fiir zweidimensionale Felder ist in Abbildung 8.14 fiir den Fall
einer homogenen Tensorprodukt-Basis und einer separablen MSA-Basis
wiedergegeben. Vom Bildraum wird der Teilraum V; mit j = (2,2,2)7
betrachtet. Aus diesem Teilraum wird eine Reihe von Bildpunkten aus-
gewahlt. Berechnet man die Bildpunkte dieser Reihe nacheinander, so ist
zu erkennen, dass die Vektorfolgen immer unterschiedlich sein miissen.
Es ist jedoch ebenfalls zu erkennen, dass fiir diese Reihe eine Delta-

“Im Grunde genommen stellen Skalierungsoperatoren einen Spezialfall ortstreuer
Operatoren dar. Transformiert man z. B. einen geringfiigig inhomogenen Skalierungs-
operator um zwei Stufen, so treten — zusétzlich zu den Hauptdiagonalelementen — von
Null verschiedene Koeffizienten in dem Bereich der in Abbildung 8.13 dargestellten
Finger auf. Das ist auch in dem in Fufinote 3 genannten Beispiel zu sehen.
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Abbildung 8.14: Abbildung auf drei Bildpunkte (1, 2, 3; linke Felder)
mit einem zweistufig Wavelet-transformierten ortstreuen Operator T
im zweidimensionalen Raum. Durch die Fiillfarbe ist gekennzeichnet,
welcher Bildkoeffizient von welchen Urbildkoeffizienten (rechte Felder)
abhingt. Oben: homogene Tensorprodukt-Basis; unten: separable MSA-
Basis; Raumaufteilung siehe Kapitel 4. Die mit ,,1-2“ gekennzeichneten
Bereiche erforden nicht-verschwindende Delta-Vektoren, wenn die zwi-
schen den Bildpunkten 1 und 2 liegenden Bildpunkte nacheinander be-

rechnet werden. Analog ,,1-3% fiir Bildpunkte zwischen 1 und 3.
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Vektorfolge angegeben werden kann.

Am einfachsten ist das nachzuvollziehen, indem man sich die mit ,,1¢
und ,,2°“ markierten Bildpunkte und die Bereiche der zugehorigen Urbild-
koeffizienten fiir den Fall der homogenen Tensorprodukt-Basis ansieht.
Zunichst sehen wir uns die Urbildbereiche im linken oberen Teilraum
(Vo x V,) an. Die Distanz zwischen den beiden Bereichen ist genauso
grof} die wie Distanz der beiden Bildpunkte. Die gleiche Aussage gilt fiir
die iibrigen fiinf Teilriume der beiden linken Spalten (Vy x Wy, V, x Wy,
W, X Vo, Wy x Wy, Wy x W), In diesen Rdumen werden daher keine
Delta-Vektoren benotigt (bzw. sie sind mit Nullvektoren identisch). Die
Absténde in den drei Teilrdumen der rechten Spalten (W) x Vo, Wi X Wy,
W; x W) sind dagegen vergroflert. Hier sind Delta-Vektoren vonnéten,
die einen zuséatzlichen Schritt nach rechts bewirken.

Je nach Auswahl der Richtung (horizontale Reihen wie z. B. zwischen den
Bildpunkten ,1“ und ,,2“, vertikale Reihen wie z.B. zwischen ,,1“ und
»3°) und Art der Basis ergeben sich unterschiedliche Delta-Vektorfolgen.
In allen Féllen scheint es aber moglich und sinnvoll zu sein, die Methode
der Haupt- und Delta-Vektorfolgen einzufiihren. Eine detailliertere Un-
tersuchung zur Verifikation dieser plausiblen Vermutung wére sicher nutz-
bringend, soll jedoch nicht mehr Gegenstand dieser Arbeit sein.

Statt dessen soll die Diskussion zu mehrdimensionalen Feldern mit ei-
nem Hinweis abgeschlossen werden: Wird der vollstindige Raum® ledig-
lich um eine Stufe transformiert, eriibrigt sich die Notwendigkeit von
Delta-Vektorfolgen. Zur Verdeutlichung geniigt es, sich die vier kleinen
quadratischen Teilrdume der Bild- und Urbildfelder aus Abbildung 8.14
anzuschauen (V, X Vo, Vo X Wy, Wy x V; und W, X Wa) und die restlichen
Teilrdume wegzudenken. Bei einer einstufigen WT lauten die Teilrdume
dann V; x Vi, Vi x W, W; x V; und W; x W;. Die Teilrdume, die zuvor
Delta-Vektoren erforderten, sind jetzt ausgeblendet. Die Distanzen zwi-
schen den in der Abbildung markierten Bereichen sind in jedem Teilraum
dieselben. Delta-Vektoren eriibrigen sich somit.

Eine Teilraum-WT wird in dieser Betrachtung explizit ausgeschlossen!
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8.2.3.5 Weitere Ergebnisse

Bei der dreidimensionalen Simulation des Mikrostreifenleitungsfilters in
Abschnitt 8.2.2 wurde entdeckt, dass mit einer separablen MSA-Basis ge-
nauere Ergebnisse in kiirzerer Zeit berechnet werden konnten als mit einer
homogenen Tensorprodukt-Basis. Mit Hilfe der Darstellungen in Abbil-
dung 8.14 kann eine mogliche Erklarung hierfiir gegeben werden.

Der Unterschied zwischen den beiden Basen ist, dass bei der homoge-
nen Tensorprodukt-Basis eine Vermischung der Skalen auftritt, wie in
Abschnitt 4.1 bereits erwdhnt wurde. Ausgehend vom Raum V; x W;
bei der separablen MSA-Basis kann man auch sagen, dass aus diesem
Raum durch eine weitere WT in x-Richtung die Teilrdume V, x W; und
W, x W; der homogenen Tensorprodukt-Basis erzeugt werden. Analoges
gilt fiir Wi x Vi, der durch die WT in y-Richtung in W; X Vo, und W; x W,
aufgeteilt wird.

Man kann also sagen, dass Operatoren bei ihrer WT bzgl. einer homo-
genen Tensorprodukt-Basis mehr Transformationsschritte zu durchlaufen
haben als im Falle der separablen MSA-Basis. Es wurde des 6fteren be-
tont, dass Operatoren umso komplexer werden, je mehr sie transformiert
werden. Insofern wire es nicht verwunderlich, wenn diese zuséatzlichen
Transformationen auch zu der beobachteten Erhchung der Rechenzeit
beitragen.

Im Hinblick auf das Detailgitter-Verfahren gilt aber, dass Operatoren mit
zunehmender Transformationstiefe stirker komprimiert werden konnen.
Es wurde jedoch auch gesagt, dass es wahrscheinlich immer eine obe-
re Grenze gibt, oberhalb derer der durch eine weitere WT-Stufe stei-
gende numerische Aufwand nicht mehr durch die Kompression mit dem
Detailgitter-Verfahren kompensiert werden kann. Daher sind vermutlich
die zuséatzlichen Moglichkeiten der Kompression, die sich bei der Vermi-
schung der Skalen ergeben, kein wirklicher Gewinn, da die numerische
Komplexitédt des Operators zu sehr ansteigt.

Die zusitzliche Kompression kann an den Simulationsergebnissen in
Abbildung 8.11 auf Seite 168 abgelesen werden: Mit der homogenen
Tensorprodukt-Basis wurden etwas ungenauere Ergebnisse erzielt als mit
der separablen MSA-Basis. Der Unterschied ist zwar nicht sonderlich gro8,
aber doch deutlich erkennbar. Es ist zu vermuten, dass eine WT zu noch
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hoheren Skalen hin die Unterschiede zwischen den beiden Basistypen ver-
groflern wiirde.

Abschlieflend soll zu dem Vergleich der beiden Basistypen nochmals be-
tont werden, dass die Simulationen noch ohne die beschriebenen Verbes-
serungen der Listen-Darstellung durchgefithrt wurden. Weitere Verglei-
che auf der Basis eines dahingehend optimierten Simulationsprogrammes
konnten daher die Unterschiede in den Rechenzeiten verringern.

Als néchstes sollen noch einige Anmerkungen zu der Listen-Darstellung
von Operatoren getroffen werden. Die auf Seite 172 in Tabelle 8.9 gezeig-
ten hohen Anzahlen an Listen fithren dazu, dass auch die Verkettung von
Operatoren iiberméBig viel Zeit in Anspruch nimmt. Da diese Programm-
teile jedoch nicht Gegenstand der Untersuchung in dieser Arbeit sind,
wurden bisher auch keine konkreten Angaben hierzu gemacht. Bei ndher-
er Betrachtung diirfte jedoch ersichtlich sein, dass sich die in Abschnitt
5.3.2.2 erwihnte quadratische Ordnung beim Aufbau von O3-Listen deut-
lich bemerkbar macht. Die beschriebenen Methoden zur Kompression der
Listen lassen demnach erwarten, dass sich auch die Verkettung von Ope-
ratoren drastisch beschleunigt.

In der Literatur wurde kein Hinweis auf effiziente Speicherkonzepte fiir
transformierte mehrdimensionale Operatoren gefunden. So konnte erst
durch die Analyse einiger Simulationen entdeckt werden, in welchem
Ausmafl die Abbildungsdaten eines Operators bei seiner Transforma-
tion in den Waveletbereich zunehmen. Die aufgedeckten Probleme zei-
gen, dass die Simulation weiterer Strukturen mit der urspriinglichen
Listen-Darstellung nicht sinnvoll ist. Vielmehr sollten die vorgeschlage-
nen Verbesserungen (Separation der Faktorfolgen von den Vektorfolgen;
Einfithrung von Haupt- und Delta-Vektorfolgen) erprobt werden. Die not-
wendigen Anderungen am bestehenden Simulationsprogramm wéren je-
doch so umfangreich, dass dies nicht mehr Bestandteil dieser Arbeit sein
kann und daher im Fokus weiterer Untersuchungen liegen sollte.

Es sollte bedacht werden, dass mit Wavelet-transformierten Operatoren —
trotz der beschriebenen Datenzunahme — Abnahmen bei den Rechenzei-
ten zu beobachten waren. Unter diesem Aspekt erscheinen die Verbesse-
rungen, welche zu einer weitaus effizienteren Operatordarstellung fiithren,
als vielversprechende Moglichkeit, Simulationszeiten deutlich reduzieren
zu konnen.
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Kapitel 9

Ausblicke und
Weiterentwicklungen

Nachdem die Matrix- und Listen-basierte WT der FDTD untersucht wor-
den ist, sollen noch einige Ausblicke auf weitere Simulationstechniken ge-
geben werden. Hierbei ist vor allem die sog. Multiresolution time-domain
(MRTD) zu erwéhnen. Von allen Wavelet-basierten Simulationsverfahren
fiir elektromagnetische Felder weist die MRTD die wohl gréfiten Ahnlich-
keiten zu den in dieser Arbeit untersuchten Verfahren auf. Einige Aspekte
der MRTD sollen daher im folgenden Abschnitt besprochen werden. Die
sich daraus ergebenden Erkenntnisse werden mitunter von hohem Nut-

zen bei der Auslotung der Erweiterungsmoglichkeiten der Listen-basierten
WT der FDTD sein.

Weiterhin wurden in der Literatur implizite Verfahren veroffentlicht, wel-
che das Losen von Gleichungssystemen erfordern. Hierzu gehort auch die
Method of Lines, die in [38] und [39] zur Anwendung von Daubechies-
Funktionen weiterentwickelt wurde. In [39] wird u.a. auf ein implizites
Verfahren eingegangen, welches Wavelets zur Entwicklung Green’scher
Funktionen einsetzt. Ferner werden dort Veroffentlichungen zu weiteren
Verfahren genannt, die in den letzten Jahren auf Wavelets angepasst wur-
den.

Abschnitt 9.2 wird schliellich einige Entwicklungen im Bereich der Wa-
velets vorstellen, die im Rahmen der WT der FDTD von Nutzen sein
konnten. Vor allem mit diesem Abschnitt soll deutlich werden, wie jung
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das Forschungsgebiet der Simulation elektromagnetischer Felder mit Wa-
velets angesichts der bislang ungenutzten Moglichkeiten ist.

9.1 MRTD — Multiresolution time-domain

Urspriinglich wurde die MRTD auf der Basis von Battle-Lemarié-Ska-
lierungsfunktionen und -Wavelets entwickelt, die von kubischen Splines
abgeleitet wurden. Spéter wurden auch andere Funktionenklassen einge-
setzt. Allen Varianten ist gemein, dass die Maxwell’schen Gleichungen
unter Anwendung eines Galerkin-Verfahrens zunéchst nur mit den Ska-
lierungsfunktionen diskretisiert werden. Auf die gleiche Weise kann auch
die FDTD hergeleitet werden, indem Haar-Skalierungsfunktionen benutzt
werden.

Das auf Skalierungsfunktionen basierende Simulationsverfahren wird als
S-MRTD bezeichnet [40]. Die S-MRTD fithrt Berechnungen nur auf
einer Auflésungsstufe durch. Die Bezeichnung als ,Multi-Resolution®-
Verfahren ist dennoch gerechtfertigt, da die Hinzunahme von Wavelets
zumindest moglich ist. Diese Weiterentwicklung wird in [41] ausfiihrlich
dargestellt und als W-MRTD-Schema bezeichnet.

An dieser Stelle zeigt sich bereits ein wesentlicher Unterschied zwischen
der MRTD und der in dieser Arbeit beschriebenen WT der FDTD:
Die MRTD wird von einer groben Auflosungsstufe her entwickelt. Zur
Erhohung der Auflosung miissen Elemente aus wenigstens einem Wa-
veletraum hinzugenommen werden. Dazu sind die Operatoren mittels
des Galerkin-Verfahrens fiir alle benttigten Funktionenrdume zu diskre-
tisieren. Bei der WT der FDTD dagegen werden lediglich die FDTD-
Operatoren fiir die hochste benotigte Auflosung aufgestellt. Die Operator-
Darstellungen im Waveletbereich ergeben sich automatisch durch die Ver-
kettung mit den Transformationsoperatoren.

Hieraus folgt auch schon der néchste Unterschied: In der MRTD wird die
gleiche Funktionenklasse fiir die Diskretisierung der Operatoren und die
Aufteilung in verschiedene Auflésungsstufen verwendet. Mit den Techni-
ken der vorliegenden Arbeit dagegen wird am Beispiel der FDTD demon-
striert, wie ein bereits diskretisiertes Verfahren mit Hilfe einer WT zu
einem Verfahren mit mehreren Auflésungsstufen erweitert werden kann.
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Das bedeutet, dass Diskretisierungs- und Transformationsfunktionen un-
abhingig voneinander gew&ahlt werden kénnen.

Das Ziel diese Abschnitts soll es sein, die MRTD und ihre Entwicklung
in groben Ziigen zu beschreiben, ohne auf die mathematischen Details
ndher einzugehen. Dadurch sollen weitere beachtenswerte Unterschiede
zur WT der FDTD vermittelt werden. Dariiber hinaus ist dieser Ab-
schnitt als eine Art ,kommentiertes Inhaltsverzeichnis“ zu verstehen, das
die Einarbeitung in die MRTD erleichtern und einen vertiefenden Einblick
verschaffen soll. Es soll jedoch ausdriicklich betont werden, dass dies das
Studium der genannten Veroffentlichungen nicht ersetzen kann.

9.1.1 MRTD mit Battle-Lemarié-Funktionen

Die beiden bereits genannten Veroffentlichungen [40] und [41] gehéren
zu den ersten Beitrigen, welche die Entwicklung der MRTD einleiteten.
Hierbei wurden erstmalig Battle-Lemarié-Funktionen zur Diskretisierung
der Maxwell’schen Gleichungen eingesetzt.

Die Battle-Lemarié-Funktionen sind im Gegensatz zu Daubechies-Funk-
tionen geringer Ordnung differenzierbar. Allerdings ist ihr Trager unend-
lich, was bei einem exakten Galerkin-Verfahren unendlich viele Entwick-
lungskoeffizienten zur Folge hitte. Da sie jedoch ein exponentielles Ab-
klingverhalten besitzen, geniigt i.d.R. ein kurzes Intervall, um hinrei-
chend genaue Berechnungen durchfiihren zu kénnen.

Durch die Entwicklung in Battle-Lemarié-Funktionen werden je nach
gewiinschter Genauigkeit zwischen 18 und 30 Stiitzstellen zur Berechnung
der eindimensionalen Ableitung an einer Stelle bendtigt. Der numerische
Aufwand scheint damit zunéchst weitaus hoher zu sein als bei der FDTD,
die mit zwei Stiitzstellen auskommt. Andererseits priasentieren die Auto-
ren in [40], dass die S-MRTD deutlich bessere Dispersionseigenschaften
aufweist als die FDTD und somit eine sehr viel grobere Diskretisierung
des Raumes erlaubt.

Zu diesem Argument wird in [42] kritisch angemerkt, dass der numerische
Aufwand der MRTD mit dem einer FDTD 18ter Ordnung verglichen wer-
den kann, die Dispersion dagegen lediglich mit einer FDTD 14ter Ord-
nung. Ferner wird angemerkt, dass sich FDTD-Verfahren héherer Ord-
nung aufgrund des numerischen Aufwands in der Praxis als unvorteilhaft
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erwiesen haben. Eine teilweise Bestitigung dieser Aussagen findet sich
in [43]. Es wird jedoch auch deutlich, dass eine MRTD gegeniiber einer
FDTD hoherer Ordnung es zu leisten vermag, Simulationen mit lokal
hoherer Auflosung durchzufiihren.

Die Moglichkeiten der MRTD, gegeniiber der FDTD genauere Ergebnisse
liefern zu kénnen, werden nach [41] durch das Auftreten unphysikalischer
Losungen (engl. spurious modes) etwas eingeschrénkt. In [44] wird berich-
tet, dass die in [41] beobachteten Effekte jedoch nicht auf unphysikalische
Losungen, sondern auf Simulationsungenauigkeiten zuriickzufiihren sind.
Hierunter ist auch die Verwendung einer zu geringen Anzahl von Stiitz-
stellen zu verstehen.

Bereits in [41] wurden Stabilitdtsanalysen der S- und W-MRTD fiir den
Fall gleicher Diskretisierungsweiten in allen drei Raumrichtungen durch-
gefiihrt. Hierbei wurden 18 Stiitzstellen fiir die Differenzialoperatoren an-

gesetzt. Die Ergebnisse zeigen, dass die maximale Zeitschrittweite fiir die
MRTD etwas geringer ausfillt als fiir die FDTD:

Al
FDTD : At < Atpprp  ~0,57735— | (9.1)
C
Al
S-MRTD : At < Ats_yrrp A~ 0,368112— (9.2)
C
Al
W-MRTD : At < Atw_yrrp ~ 0,253064— . (9.3)
C

Fiir die zweidimensionale MRTD werden detaillierte Herleitungen und
Analysen des Dispersionsverhaltens in [43] durchgefiihrt. Insbesondere die
Abhéngigkeit von der Anzahl der Stiitzstellen wird demonstriert. Auch
der Fall, dass nur in einer Raumrichtung Wavelets hinzugenommen wer-
den, wird untersucht. Insgesamt betrachtet fallen einige unstetige Eigen-
schaften der MRTD im Dispersionsverhalten auf, fiir die jedoch keine
Erkldarungen gegeben werden kénnen. Ferner wird in [43] die Aussage aus
[41] bestatigt, dass die MRTD eigentlich nur dann nennenswert weniger
dispersiv als die FDTD ist, wenn die gewihlte Zeitschrittweite deutlich
unterhalb des erlaubten Maximums liegt. So wird hiufig At = %AtMRTD
angesetzt.

Eine Analyse des Dispersionsverhaltens der FDTD, S-MRTD und ver-
schiedener weiterer Verfahren wird in [45] présentiert. Sowohl S-MRTD
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als auch FDTD werden hier mit 10 Zellen pro Wellenldnge diskretisiert.
Bei jedem Verfahren wird eine Zeitschrittweite gewéhlt, die jeweils eine
minimale Dispersion ermdoglicht. Als Resultat wird festgestellt, dass die
MRTD im Vergleich zur FDTD nur bei hohen Frequenzen weniger dis-
persiv ist. Interessanterweise weist sie sogar eine Art Bandpass-Verhalten
auf, d.h. ihre Dispersion ist in einem relativ schmalen Frequenzbereich
besonders niedrig.

Zwei Jahre nach der Veroffentlichung von [45] wurde in [44] ein alternati-
ves Diskretisierungsschema der MRTD beschrieben. Vernachlédssigt man
keine Entwicklungskoeffizienten, so sollte die W-MRTD identische Ergeb-
nisse liefern wie eine S-MRTD, die mit doppelt so hoher Auflésung dis-
kretisiert wurde. Auch die maximal zulissige Zeitschrittweite sollte sich
dann halbieren. Tatséchlich ist jedoch

Atw_mrrp = 0,687465Ats_\rTD - (9.4)

Das deutet darauf hin, dass sich die Auflosung etwas weniger als um
den Faktor 2 erhoht. Diese Entdeckung in [44] wird mit dem Diskretisie-
rungsschema erklért, welches seit [40] angewendet wird: Bei der FDTD
sind die Stiitzstellen des elektrischen und des magnetischen Feldes sym-
metrisch zueinander angeordnet, wodurch zentrale finite Differenzen zur
Approximation der Ableitungen eingesetzt werden konnen. Dieses Sche-
ma, das als MRTD-Schema I bezeichnet werden soll, wurde auch fir die
Stiitzstellen bei der S-MRTD angesetzt. Nimmt man nun Wavelets hin-
zu, wird die Auflosung jedes der Felder fiir sich betrachtet verdoppelt.
Damit verdoppelt sich zwar auch die Anzahl der Stiitzstellen, doch die
Stiitzstellen des elektrischen und des magnetischen Feldes sind jetzt nicht
mehr symmetrisch zueinander angeordnet. Stattdessen liegen sie nun an
den gleichen Stellen.! Diese sehr starke Asymmetrie fithrt zu einem Sta-
bilitatskriterium, bei dem die maximal erlaubte Zeitschrittweite weniger
als halbiert wird.

Dass die Zeitschrittweite grofler ausfillt als erwartet, ist in diesem Fall
aber nicht unbedingt von Vorteil. In [44] wird weiter gezeigt, dass auch die
Dispersion bei der Hinzunahme von Wavelets weniger abnimmt, als zu er-
warten gewesen wéare. Von diesen Erkenntnissen ausgehend présentieren

!Genauer gesagt sind die beiden Felder nun um genau eine Diskretisierungsweite
gegeneinander versetzt, statt um eine halbe wie bei der S-MRTD oder FDTD.
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die Autoren ein verdndertes Diskretisierungsschema, welches von einer
asymmetrischen Anordnung bei der S-MRTD ausgeht. Beim Ubergang
auf eine W-MRTD ergeben Skalierungsfunktionen und Wavelets zusam-
men dann doppelt so hoch aufgeloste Felder, die symmetrisch zueinander
platziert sind. Erst mit diesem neuen Schema (MRTD-Schema II) kann
eine W-MRTD so betrachtet werden, als wére eine S-MRTD mit doppelt
so hoher Auflosung aufgestellt und dann um eine Stufe in den Wavelet-
raum transformiert worden.

Materialoperatoren stellen nach Durchsicht der Literatur wohl die grofite
Hiirde bei der Implementierung einer MRTD dar. In den meisten Ver-
offentlichungen wird zunichst vorausgesetzt, dass sich die skalare orts-
abhingige Permittivitat als

e(r) = ex(z)ey(y)eL(2) (9.5)

schreiben lasst, d. h. als das Tensorprodukt dreier eindimensionaler Funk-
tionen. Diese recht starke Einschrankung ldsst in [46] nur die Simulation
solcher Strukturen zu, deren Materialverteilung sich exakt auf diese Wei-
se darstellen lisst. Die Integrale einiger moglicher Falle werden explizit
angegeben und numerisch ausgewertet. Eine etwas schematischere Vorge-
hensweise wird in [41] prisentiert, die u.a. das Losen einer Matrixglei-
chung erfordert. In [47] wird beschrieben, welchen Umfang eine exakte
Darstellung einer allgemeineren Materialverteilung, die sich nicht durch
Gleichung (9.5) darstellen ldsst, im Waveletbereich haben kann. Als Al-
ternative werden die Moglichkeiten von Gleichung (9.5) etwas erweitert,
indem der Raum derart in Teilrdume aufgeteilt wird, dass die Gleichung
in jedem dieser Teilrdume anwendbar ist.

Das Losen einer Matrixgleichung ist auch in [48] erforderlich. Die Berech-
nung wird durch die Angabe einer Koeffiziententabelle zur Umgehung der
numerischen Integration etwas erleichtert. Weiterhin wird beschrieben,
wie Untermatrizen den numerischen Aufwand zum Losen der Matrixglei-
chung reduzieren koénnen.

Die Schwierigkeiten bei der Berechnung der Materialoperatoren scheinen
der wesentliche Grund dafiir zu sein, warum in keiner der durchgesehenen
Literaturstellen aufler den Funktionen des Vy; und W, hoher auflésende
Funktionen (W,,» < 0) in Simulationsbeispielen eingesetzt wurden. Zu-
mindest werden in [48] erstmalig alle notwendigen Gleichungen hierfiir
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hergeleitet. Dennoch beschrinken sich die Beispiele auf die einstufige W-
MRTD. Ein weiterer Grund fiir diese Beschrinkung konnte sein, dass
nicht nur die Koeffizienten der Ableitungsoperatoren fiir jede Wavelet-
Auflésung separat berechnet werden miissen, sondern auch die Koeffizi-
enten, welche die Verkopplung zwischen den unterschiedlichen Rdumen
beschreiben. Hierzu miissen diverse Integrale numerisch ausgewertet wer-
den. Daher sind in [48] auch nur die Koeffizienten fiir die einstufige W-
MRTD angegeben.

Ferner ist anzumerken, dass in [48] das o.g. verbesserte Diskretisierungs-
schema erwéhnt wird, jedoch bewusst das alte MRTD-Schema I einge-
setzt wird. Ein Ubergang zum MRTD-Schema II erfordert vermutlich die

Modifikation der Integrale, die zur Berechnung der o.g. Koeffizienten er-
forderlich sind.

Ein weiterer Unterschied zwischen der (transformierten und untransfor-
mierten) FDTD und der MRTD besteht in der Behandlung von Randwer-
ten. Zur Darstellung elektrisch oder magnetisch ideal leitfahiger Wande
geniigt bei der S-MRTD die Anwendung des Spiegelungsprinzips [41]. Die
Hinzunahme von Wavelets erfordert zusitzlich die Verdopplung der zu-
gehorigen Entwicklungskoeffizienten fiir die Wavelets, deren Tréger im
Bereich der Wand liegen [48].

SchlieBlich soll noch kurz auf abgestufte Gitter (graded meshes) eingegan-
gen werden, die in der FDTD eine rdumliche Variation der Diskretisie-
rungsweite erlauben, um die Geometrien physikalischer Strukturen besser
nachbilden zu kénnen. Wiahrend dies in der FDTD sehr hiufig eingesetzt
wird, kommt in der S-MRTD nur eine homogene Diskretisierung zum
Einsatz. Eine Erweiterung auf abgestufte Gitter diirfte recht schwierig
sein. Daher sind rdumliche Variationen nur iiber die lokale Erh6hung der
Auflosung mittels Wavelets durchfithrbar. Da nach dem oben Gesagten
bislang nur Wavelets des Wj, eingesetzt werden, bleiben die Moglichkeiten
der rdumlichen Anpassung gegeniiber der FDTD recht beschréinkt.

Die Vorteile der MRTD gegeniiber der FDTD sind bei einer genaue-
ren Analyse der in der Literatur prisentierten Simulationsbeispiele nicht
ganz klar auszumachen. In [40] beispielsweise wird ein luftgefiillter qua-
derformiger Hohlraum simuliert, dessen Winde ideal leitfahig sind. Fiir
die FDTD wird eine rdumliche Diskretisierung von Al = 0,1 m und eine
Zeitschrittweite von At = 100 ps gewahlt. Nach Gleichung (2.26) ist bei
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der angegebenen raumlichen Auflésung jedoch eine maximale Zeitschritt-
weite von etwa 190 ps zuléssig. Im zeitlichen Vergleich erscheint die FDTD
hierdurch benachteiligt.

Ahnliches ist in [46] zu finden. Es wird dort u. a. ein quaderférmiger Hohl-
raum mit ideal leitfdhigen Wianden simuliert. In einer der Innenkanten ist
ein dielektrischer Stab mit der Permittivititszahl e, = 6 platziert.? In
jeder Richtung wird der Raum fiir die FDTD mit 40 Elementen diskre-
tisiert, wobei Al = 1,5mm ist. Damit ergibt sich nach Gleichung (2.26)
Atpprp & 2,8 ps, angesetzt wird in [46] aber At = 1 ps. Dagegen werden
die MRTD-Simulationen von vornherein mit einer Zeitschrittweite von
3 ps ausgefiihrt, wobei die rdumlichen Diskretisierungen zwischen 6 mm
und 10 mm betragen.

Bei gleichem Al liegen die maximal zulédssigen Zeitschrittweiten nach den
Gleichungen (9.1)-(9.3) fiir FDTD und MRTD in der gleichen Gréfienord-
nung. Das lisst vermuten, dass auch die FDTD in dem gerade genannten
Beispiel grober diskretisiert werden kénnte. Als Richtwert wurde in Ab-
schnitt 2.2 fiir die FDTD gesagt, dass Al nicht grofler werden sollte als das
0,1-fache der kiirzesten zu simulierenden Wellenldnge. In dem betrachte-
ten Beispiel werden nur Frequenzen unterhalb von 2 GHz simuliert. Bei
einer ebenen Welle in dem dielektrischen Stab entspricht dies einer Wel-
lenlédnge von etwa 61 mm (in Luft etwa 150 mm). Nach dem o. g. Kriterium
wire fiir die FDTD ein Wert von Al ~ 6 mm zulissig gewesen, wobei die
maximal zuléssige Zeitschrittweite dann ebenfalls grofler ausfillt.

In diesem Beispiel ist die FDTD gleich mehrfach benachteiligt: Es werden
aufgrund der feinen Auflésung mehr Elemente berechnet als erforderlich
sind und das mit einer unnotig niedrigen Zeitschrittweite. Hierbei ist auch
zu beriicksichtigen, dass die numerischen Eigenschaften der FDTD dann
am besten sind, wenn sie an der Stabilitdtsgrenze betrieben wird, d.h.
wenn At = Atpprp gilt [49]. Dabei steht vor allem die Dispersion im
Vordergrund, die mit zunehmender Zeitschrittweite abnimmt [50, 51].

Sicherlich darf eine MRTD wegen der Verwendung von Funktionen héher-
er Regularitdt immer etwas grober diskretisiert werden als eine konven-
tionelle FDTD. Aus dem gleichen Grund wurden auch FDTD-Varianten
hoherer Ordnung entwickelt, wie beispielsweise die o.g. Verfahren 14ter

2Siehe Abbildung 7 auf Seite 63 in [46].
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und 18ter Ordnung. In der MRTD ist es nach [48] zuléssig, dass die Ma-
terialeigenschaften innerhalb eines diskretisierten Raumelementes inho-
mogen sein diirfen. Die klassische FDTD geht dagegen von konstanten
Werten in einer Yee-Zelle aus. Allerdings sind auch in der FDTD recht
einfache Methoden gebrduchlich, die Inhomogenitdten im Bereich einer
Yee-Zelle zulassen [4]. Daher muss die Diskretisierung der FDTD nicht
notwendigerweise an den kleinsten dielektrischen Strukturen ausgerichtet
werden.

Insofern sind auch die Aussagen zu der zweidimensionalen Simulation ei-
nes Bandleitungsfilters in [48] nicht ganz einfach zu bewerten. Es wird fest-
gestellt, dass die FDTD-Simulation etwa 23 mal so viel Speicher benotigt
wie die W-MRTD-Simulation. Zum einen kommt dies durch die feine-
re Diskretisierung in der Ausbreitungsrichtung zustande (1600 Elemente
gegeniiber 200 bei der MRTD). Nimmt man wieder die hichste zu simu-
lierende Frequenz als Entscheidungskriterium fiir die Wahl der Diskreti-
sierungsweite, wiren weitaus weniger Elemente erforderlich.

Der zweite Grund fiir den héheren Speicheraufwand liegt in der Diskreti-
sierung der Hohe begriindet, die mit acht Elementen bei der FDTD vier-
mal so hoch ist wie bei der MRTD. Allerdings gibt es bei diesem Beispiel
weder bei den Feldern noch bei dem Wellenleiter Variationen in der Hohe,
sodass es geniigt hitte, fiir die Hohe lediglich ein Diskretisierungselement
anzusetzen. Die Bandleitung wire damit durch eine eindimensionale Si-
mulation zu analysieren gewesen.

Zu dem Bandleitungsfilter werden in [48] zwar keine Simulationszeiten
fiir einen Vergleich von FDTD und MRTD gegeben, dafiir wird aber die
Adaptivitdat der W-MRTD demonstriert, indem fiir einen Zeitschritt die
rdumliche Verteilung der nicht vernachlassigbaren Entwicklungskoeffizi-
enten fiir die Wavelets aufgezeichnet wird. Es wird — wie in vielen der
durchgesehenen Literaturstellen — darauf hingewiesen, dass die Adapti-
vitdt die Einsparung von Speicherplatz ermoglicht, ohne auf numerische
Genauigkeit verzichten zu miissen. Es lieflen sich aber in keiner dieser
Literaturstellen konkrete Angaben bzw. Algorithmen dazu finden, wie
die Adaptivitdt speichertechnisch umgesetzt wird. Wahrend bei einem
statischen Gitter Entwicklungskoeffizienten an konstanten, deterministi-
schen Speicherplitzen lokatiert sind, kommt bei einem auch speichertech-
nisch umgesetzten adaptiven Gitter mit den zeitlichen Verdnderungen
eine hohe Dynamik ins Spiel, die kaum noch Raum lasst fiir konstante
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Speicherplétze. Fiir jeden Bild- und jeden Urbild-Koeffizienten ist jeweils
zu ermitteln, wo sich dieser im Adressraum befindet. Zum einen erfor-
dern solche Auswertungen Zeit. Auch das Reservieren und Freigeben von
Speicher kostet Zeit. Zum anderen bendtigt man fiir die Hinterlegung der
notwendigen Informationen Speicherplatz, was die angestrebte Reduktion
des Speicheraufwands schmélert.

Zumindest wird in [48] eine Speicherstruktur angedeutet, die eine teilwei-
se dynamische Verwaltung erlauben konnte. Grob formuliert lassen sich
alle Entwicklungskoeffizienten aller Waveletraume dem jeweils ,rdumlich
nédchsten“ Koeffizienten des Skalierungsraumes zuweisen. Alle Koeffizien-
ten der Waveletraume, die zu einem Koeffizienten eines Skalierungsraumes
gehoren, konnen dann speichertechnisch als zusammengehorig betrachtet
werden.

Mit diesem Konzept reduzieren sich die Moglichkeiten der Kompression
deutlich. Dafir werden jedoch auch die oben beschriebenen Probleme der
dynamischen Speicherverwaltung abgemildert. Dennoch ist der Aufwand
fir die verbliebene Dynamik nicht unerheblich. Selbst in [48] wird nur
erwahnt, dass mit dem beschriebenen Konzept eine dynamische Speicher-
verwaltung mdglich ist, doch ob es in den durchgefithrten Simulationen
auch eingesetzt wurde, bleibt offen.

Angesichts der aufgezeigten Probleme ist es fraglich, ob die rdumliche
Adaptivitdat bei einer W-MRTD tatséichlich jemals zu Einsparungen im
Speicherbedarf gefiihrt hat. Die damit verbundene algorithmische Kom-
plexitdt und der zusétzliche Zeitaufwand bei der Simulation lassen eine
vollstdndig statische Anordnung der Entwicklungskoeffizienten der Wave-
letrdume als wahrscheinlicher erscheinen. Unterstiitzt wird diese Ver-
mutung dadurch, dass in [48] nicht der tatsdchliche Speicherverbrauch
der einzelnen Simulationen angegeben wird, sondern lediglich die Gitter-
auflosungen der Skalierungsrdume und die Anzahl nicht-vernachlissigba-
rer Koeffizienten der Waveletraume.

Auch bei der Simulation sog. elektrisch groffer Probleme, welche eine hohe
Anzahl von Stiitzstellen in jeder Raumrichtung erfordern, stellt Speicher-
mangel heutzutage i.d. R. kein nennenswertes Problem dar. Dies gilt oft
sogar fiir den Einsatz handelsiiblicher PCs. Bei der Entscheidung zwischen
speicheroptimalen und zeitoptimalen Berechnungsverfahren fillt die Wahl
daher meistens zugunsten geringerer Rechenzeiten aus, was in diesem Fall
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dem statischen Speicherkonzept entspricht. Sind jedoch Strukturen zu si-
mulieren, welche vorhandene Speicherbegrenzungen bei dem statischen
Konzept iiberschreiten, bietet die dynamische Speicherverwaltung eine
nutzbringende Alternative.

9.1.2 Daubechies-Funktionen

In [52] wird die Idee aus [19] aufgegriffen, die Maxwell’schen Gleichun-
gen mit Hilfe von Daubechies-Funktionen zu diskretisieren, wobei jedoch
nur Do-Skalierungsfunktionen eingesetzt werden. Die Diskretisierung der
Ableitungsoperatoren ist die gleiche wie bei der S-MRTD mit Battle-
Lemarié-Skalierungsfunktionen. Die Materialoperatoren werden jedoch
vollkommen anders behandelt: Mit Hilfe der Eigenschaft der verschobenen
Interpolation (s. Punkt 4 auf Seite 95), die von Daubechies-Funktionen
ndherungsweise erfiillt wird, wird argumentiert, dass weder die Auswer-
tung von Integralen, noch das Losen von Matrixgleichungen erforderlich
ist. Stattdessen werden die Berechnungen analog zu der FDTD durch-
gefiihrt: An jeder Position (4,7, k) der Raumes werden Permittivitits-
zahl und Feldkoeffizient einfach miteinander multipliziert. Im Unterschied
zur FDTD gehoren die Koeffizienten aber nicht zu Haar-, sondern zu
D,-Skalierungsfunktionen. Obwohl Materialverteilungen mit Daubechies-
Funktionen anders dargestellt werden als mit Battle-Lemarié-Funktionen,
soll die Klassifizierung als S-MRTD-Schema beibehalten werden.

Diese Vorgehensweise erfordert deutlich weniger Aufwand als die im vo-
rangegangenen Abschnitt genannten Methoden. Sie entspricht jedoch kei-
neswegs einer Approximation mittels eines Galerkin-Verfahrens. Sind Ma-
terialverteilung und Feldwerte jeweils im Raum V| approximiert, so ergibt
ihre Multiplikation miteinander Funktionen, die mit dem Raum V; i.d. R.
nicht mehr identisch sind und daher wieder eine Projektion auf V, erfor-
dern. Dies kann beispielsweise durch die in [29] hergeleitete Technik be-
werkstelligt werden. Dadurch wird gewéahrleistet, dass die Approximation
so genau wie moglich ausfillt. Die Methode aus [52] entspricht dagegen
einer weniger genauen Approximation.

Die Erweiterung auf mehrere Auflosungsstufen wird im Anhang von [52]
besprochen. Fiir die Differenzialoperatoren werden explizite Gleichungen
angegeben. Zu der Behandlung inhomogener Materialverteilungen wird
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lediglich erwédhnt, dass Integrale berechnet werden miissen. Ferner geht
aus den Gleichungen hervor, dass das MRTD-Schema I eingesetzt wird
(vgl. vorigen Abschnitt).

In [52] und [53] werden nur sehr einfache kubische Resonatoren simu-
liert und mit der FDTD verglichen. Dies ist auch in [54] der Fall, wobei
jedoch auch D3- und D4-Skalierungsfunktionen eingesetzt werden und ei-
ne Dispersionsanalyse durchgefithrt wird. Als Ergebnis wird festgehalten,
dass mit D4-Funktionen die geringste Dispersion erreicht werden kann.
Die Simulationszeiten von FDTD und S-MRTD sind vergleichbar, doch
kann mit der S-MRTD grober diskretisiert und damit der Speicherbedarf
reduziert werden.

Praxisndhere Strukturen wurden erstmalig in [55] und [56] simuliert. Auch
in diesem Fall erweist sich die S-MRTD nicht als schneller im Vergleich
zur FDTD, benotigt dafiir aber weniger Speicher. Zur Demonstration
der Genauigkeit werden vorwiegend Signale im Zeitbereich miteinander
verglichen, was erfahrungsgemaf8 nicht unproblematisch ist. Der einzi-
ge Vergleich eines Streuparameters in [56] ergibt fiir die dort diskutierte
zweidimensionale Struktur sogar, dass FDTD und S-MRTD gleich fein
diskretisiert werden miissen.

Eine interessante Aussage ist in diesem Zusammenhang [55] zu entneh-
men: Es wird bei der Simulation eines einfachen kubischen Resonators
mit inhomogenem Dielektrikum festgestellt, dass die Daubechies-basierte
S-MRTD weniger genaue Ergebnisse als die FDTD liefert, wenn die Ab-
messungen der Materialinhomogenitit kleiner sind als die betrachtete
Wellenldnge. Werden Strukturen simuliert, die grofler als eine gewihl-
te Wellenldnge sind, relativiert sich diese Aussage wieder. Eine Erklarung
fiir dieses Phidnomen wird nicht gegeben. Es steht jedoch zu vermuten,
dass die eingangs beschriebene ungewohnliche Approximation von Mate-
rialoperatoren hierfiir verantwortlich zeichnet.

9.1.3 Haar-Funktionen

Die MRTD wurde erstmalig in [57] auf die Verwendung von Haar-
Funktionen fiir eindimensionale Probleme angepasst. Wahrend eine S-

MRTD in diesem Fall dem gewohnlichen FDTD-Verfahren nach Yee ent-
spriache, bewirkt die Hinzunahme von Wayvelets aus dem Raum W die
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Erhohung der Auflésung. Da jedoch das MRTD-Schema I angewendet
wird, kann entsprechend den Aussagen von Abschnitt 9.1.1 nur bedingt
von einer Verdopplung der Auflésung gesprochen werden. Dennoch zeigen
die Dispersionsdiagramme eine Verbesserung der Dispersionseigenschaf-
ten, wie es von einer FDTD zu erwarten ist, wenn sie feiner diskretisiert
wird. Es werden jedoch keine Aussagen zu der Stabilitdt und dem ver-
wendeten Zeitschritt gemacht. Dabei ist fiir die FDTD bekannt, dass sie
im eindimensionalen homogenen Raum und bei Verwendung der maximal
moglichen Zeitschrittweite keinerlei Dispersion aufweist [4].

Die Erweiterung auf sehr einfache zweidimensionale Probleme wird in [58]
prasentiert. Es werden u. a. Simulationsergebnisse einer FDTD mit 80 x 80
und mit 40 x 40 Elementen, sowie einer MRTD mit 40 x 40 Elementen
miteinander verglichen. Die Autoren stellen die Vergleichbarkeit der 80 X
80-FDTD mit der 40 x 40-MRTD heraus, doch Abbildung 4 in [58] zeigt
sehr deutlich, dass die 40 x 40-MRTD in groflen Bereichen eher mit der
40 x 40-FDTD iibereinstimmt. Als wesentlicher Grund hierfiir ist wohl
die Verwendung des MRTD-Schemas I auszumachen.

Die raumliche Adaptivitat wird durch eine gezielte Vernachlissigung von
Entwicklungskoeffizienten erreicht. [59] stellt einen Ansatz vor, bei dem
sowohl absolute als auch relative Schwellwertkriterien zum Einsatz kom-
men. Demonstriert wird das Verfahren an Leitungsgleichungen, die mit
Haar-Funktionen der Ridume V; und W, diskretisiert wurden. Die dis-
kretisierten Leitungsgleichungen sind mit einer eindimensionalen MRTD
vergleichbar.

Abschnitt 7.2.5.2 stellte die in [26] verdffentlichte Moglichkeit vor, je
nach Auflésungsstufe mit verschiedenen Zeitschrittweiten simulieren zu
konnen. In [60] wird fiir eine eindimensionale Haar-basierte MRTD eben-
falls ein solches Verfahren prisentiert. Diese Methode erfordert es aller-
dings, die Entwicklungskoeffizienten der letzten drei Zeitschritte zwischen-
zuspeichern, um mit einer riickwértigen Interpolation zweiter Ordnung
Feldwerte von Zwischenzeitschritten berechnen zu kénnen. Damit lielen
sich nach Aussage der Autoren stabile Simulationen durchfiithren, woge-
gen lineare Interpolationen zu instabilen Simulationen fiihrten.

Weiterhin stellt der Artikel Gleichungen fiir beliebige Auflésungsstufen
nach dem MRTD-Schema I vor, bleibt jedoch auf Strukturen mit homoge-
nem Dielektrikum beschriankt. Die Gleichungen enthalten u. a. eine kiinst-
liche Aufteilung, durch die Berechnungen effizienter durchgefithrt werden
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sollen. Ferner wird die Umsetzung elektrischer und magnetischer Wande
behandelt. Wie schon bei der MRTD mit Battle-Lemarié-Funktionen, ist
auch hier teilweise die Duplizierung von Entwicklungsfunktionen im Be-

reich der Winde sowie die Anwendung des Spiegelungsprinzips erforder-
lich.

Die Simulation eines dreidimensionalen Beispiels mit den (entsprechend
erweiterten) vorgenannten Techniken ist in [61] zu finden. Die simulier-
te Flip-Chip-Struktur enthilt Bereiche mit unterschiedlichen Dielektrika.
Im Artikel wird beschrieben, dass in Bereichen mit dielektrischen Grenz-
flachen das Losen einer Matrixgleichung erforderlich ist. Konkrete Glei-
chungen werden nicht angegeben. Die Simulationsergebnisse der MRTD
werden mit Ergebnissen aus einer Finite-Elemente-Methode und Messun-
gen verglichen.

Eine weitere dreidimensionale Struktur wird in [62] fiir einen Vergleich
von FDTD und MRTD herangezogen. Demnach liefern beide Metho-
den gleichwertige Ergebnisse, wobei die MRTD deutlich weniger Speicher
benotigt. Der Speichervorteil ergibt sich laut Artikel durch die adaptive
Bestimmung der zu berechnenden bzw. zu vernachlidssigenden Koeffizi-
enten. Algorithmen fiir einen effizienten Umgang mit dynamisch benutz-
ten Entwicklungskoeffizienten wurden in der Literatur zur Haar-basierten
MRTD nicht gefunden. Falls eine solche Technik eingesetzt wurde, dann
vermutlich die gleiche, die in [48] publiziert und in Abschnitt 9.1.1 be-
schrieben wurde. Allerdings wird in [62] — dhnlich wie in [48] — nicht der
tatsachlich benotigte Speicherbedarf aufgefiihrt, sondern es wird nur die
Anzahl der Entwicklungskoeffizienten des Skalierungsraumes der MRTD
(zu den Waveletrdumen werden keine Anzahlen wiedergegeben) mit der
Koeffizientenanzahl der FDTD verglichen.

Weiterhin wird herausgestellt, dass die MRTD nur ein Viertel der Re-
chenzeit der FDTD benotigt. Alle Leitungen haben die gleiche Breite und
werden daher gleichméfig diskretisiert. Mit einer Auflosung von zehn Yee-
Zellen tiiber die Leiterbreite wird die FDTD jedoch recht fein diskretisiert.
Zum Vergleich: Die Leiter des in Abschnitt 8.2.2 simulierten Mikrostrei-
fenleitungsfilters hatten im Querschnitt eine Breite von lediglich sechs
Zellen. Die Simulation koplanarer Spulen erfolgte in [3] sogar mit nur vier
Zellen breiten Leitern.

Da die rdumliche Auflésung einen sehr starken Einfluss auf die Rechen-
dauer hat, wird im Rahmen der erforderlichen Genauigkeit in der Praxis
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stets versucht, eine Struktur so grob wie moglich zu diskretisieren. Die
Verwendung einer hoheren Genauigkeit steigert nicht nur die Simulati-
onsdauer, sondern sie macht auch einen direkten Vergleich mit Wavelet-
basierten Verfahren schwieriger. Der Grund dafiir ist, dass Feldvariatio-
nen zwischen benachbarten Zellen abnehmen, wenn die Auflésung erhéht
wird. Je feiner ein kontinuierliches Signal diskretisiert wird, desto geringer
werden die Unterschiede zwischen benachbarten Stiitzstellen. Das bedeu-
tet gleichzeitig, dass sich das Signal besser komprimieren lasst. Hoher auf-
geloste Strukturen sind daher bei Wavelet-basierten Verfahren in dem Sin-
ne vorteilhaft, dass sie eine stirkere Kompression und eine entsprechend
reduzierte Rechenzeit erlauben. Bei einer gréberen Auflosung ist zwar eine
hohere Zeitschrittweite erlaubt, doch die Moglichkeiten zur Kompression,
d.h. zur Vernachlissigung von Entwicklungskoeffizienten sinkt. Bei glei-
cher Diskretisierungsweite erweist sich die MRTD gegeniiber der FDTD
daher umso vorteilhafter, je hoher die raumliche Auflésung gewéhlt wird.

Eine ginzlich andere Vorgehensweise zur Herleitung einer MRTD mit
Haar-Funktionen wird in [63] présentiert. Eine Yee-Zelle wird mit Haar-
Skalierungsfunktionen und -Wavelets, deren Triager mit den Abmessungen
der Yee-Zelle iibereinstimmen, in acht Unterzellen aufgeteilt. Die Autoren
benennen die zugehorige Verachtfachung von Freiheitsgraden als Grund
dafiir, dass die MRTD generell doppelt so grob aufgeldst werden kann wie
eine FDTD. Eigentlich geschieht jedoch nichts anderes, als dass durch die
Hinzunahme von Wayvelets aus dem Raum W, die Auflésung verdoppelt
wird. Schaut man sich die Gleichungen genauer an, so ist zu erkennen,
dass die Verdopplung der Auflésung nach dem MRTD-Schema I erfolgt.

Bisher war fiir einstufige W-MRTD-Schemata immer die Herleitung eines
eigenen Stabilitatskriteriums erforderlich. Die Autoren von [63] wenden
demgegeniiber fiir die W-MRTD das gleiche Kriterium an wie fiir die
FDTD, welches identisch zu dem der S-MRTD ist. Es wird demnach nicht
beriicksichtigt, dass eine Verdopplung der raumlichen Auflésung erfolgt.
Die Giiltigkeit dieses Ansatzes wird nicht hergeleitet, sondern anhand
von Simulationen demonstriert. Die dabei angegebenen Zeitschrittweiten
fiir die Simulationen liegen nach Aussage der Autoren sehr nahe an dem
Stabilitatskriterium. Diese Aussage ldsst sich allerdings nicht mit den
Angaben aus dem Artikel in Einklang bringen. Fiir die FDTD-Simulation
einer koplanaren Spule beispielsweise wird At = 0,21535 ps angesetzt, was
das 0,98-fache von Atgprp sein soll. Nach Gleichung (2.26) ergibt sich
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jedoch Atpprp zu etwa 0,68 ps.

Eine dhnliche Abweichung ist bei den Zeitschrittweiten fiir die (grober
diskretisierte) MRTD zu finden. Dadurch konnen lediglich eingeschriankte
Aussagen zur Stabilitit des Verfahrens getroffen werden. Erfordert die
Erhéhung der Auflésung in allen bisher vorgestellten MRTD-Varianten
die Reduktion der Zeitschrittweite zur Wahrung der Stabilitat, so sollte
das eigentlich auch bei der Variante aus [63] zu erwarten sein. Verifziert
werden konnen Stabilitdtsgrenzen jedoch nur durch Simulationen knapp
unterhalb der maximal erlaubten Zeitschrittweiten.

Wiéhrend die Wavelets zu einer Verdopplung der Auflésung fiihren,
miissen Materialverteilungen in [63] mit der groberen Auflésung des Ska-
lierungsraumes diskretisiert werden. Das bedeutet, dass die Materialpa-
rameter in den o.g. acht Unterzellen identisch sein miissen.

Inhomogenitéten in der Materialverteilung werden auf zwei verschiedene
Arten behandelt. In dem Fall mit einer einfachen Approximation wird
von einem anisotropen Verhalten dielektrischer Grenzflichen und dem
Auftreten von Instabilitdten berichtet. Der zweite Fall basiert auf einer
genaueren Behandlung der Grenzflichen und erfordert an diesen Stellen
das Losen einer Matrixgleichung. Damit konnten dann keine Instabilitdten
mehr beobachtet werden.

Die Behandlung elektrisch ideal leitfahiger Winde erfolgt in [63] zu-
néichst durch die Approximation von Ableitungen durch Vorwirts- und
Riickwartsdifferenzen. Es wird ferner beschrieben, wie statt dessen auch
Lagrange-Interpolationen eingesetzt werden konnen. Letztere erhohen die
Genauigkeit der Simulationsergebnisse.

Im Vergleich zu den FDTD-Simulationen benétigt die MRTD nach [63]
stets nur etwa die Hélfte der Rechenzeit. Die Ergbnisse beider Verfahren
stimmen gut miteinander iiberein und weichen nur bei héheren Frquenzen
teilweise voneinander ab. Diese Variante der MRTD erlaubt ferner die
Anwendung abgestufter Gitter, was fiir die zuvor untersuchten MRTD-
Varianten nicht bestétigt werden kann.

Die beiden vorgestellten Methoden zur Diskretisierung der Maxwell’schen
Gleichungen mit Haar-Wavelets fithren auf sehr dhnliche Gleichungen.
Unterschiede sind im Wesentlichen nur bei der Behandlung von Mate-
rialeigenschaften auszumachen. Betrachtet man den einfachen Fall eines
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unendlich ausgedehnten homogenen verlustlosen Raumes, so zeigen die
Gleichungen bei beiden Ansétzen eine interessante Gemeinsamkeit, wenn
auler den Skalierungsfunktionen nur noch Wavelets des Raumes W, hin-
zugenommen werden, wie es hiufig praktiziert wird. In diesem Fall sind
die Entwicklungskoeffizienten des Skalierungsraumes und die des Wave-
letraumes vollkommen unabhéngig voneinander. Das bedeutet, dass zur
Berechnung des Vj-Anteils des elektrischen Feldes nur dieser Anteil selbst
sowie Vp-Anteile des magnetischen Feldes herangezogen werden. Analoges
gilt fiir die Wy-Anteile sowie die Berechnung des magnetischen Feldes.

In [59] und [63] wird dies als Entkopplung der Raume bezeichnet. Ledig-
lich an den Stellen, wo Materialparameter variieren, sowie an elektrischen
und magnetischen Wanden koppeln die beiden Rdume miteinander. Die
Eigenschaft der Entkopplung wird in [64] kritisch untersucht. Demnach
erhohen Wavelets zwar die rdumliche Auflésung der Felder, tragen jedoch
nicht zu einer Verbesserung der Dispersion bei. Ferner wird die Entkopp-
lung als Grund dafiir ausgemacht, dass fiir die S-MRTD die gleiche Zeit-
schrittweite wie fiir die W-MRTD in [63] angesetzt werden kann. Beide
Aussagen stehen damit im Widerspruch zu Stabilitdts- und Dispersions-
aussagen, die z. B. in [57, 44] zu finden sind.

Eine allgemeinere Betrachtung fithrt in [64] zu dem FErgebnis, dass
der jeweils letzte Waveletraum, d.h. der mit der hochsten rdumlichen
Auflésung, keinen Beitrag zur Verbesserung der Genauigkeit beisteuert.
Auch die Verkopplung der Raume durch elektrische Wiande fiihrt in der
Praxis zu keiner Verbesserung der Situation.

An dieser Stelle soll nochmals betont werden, dass fiir die Haar-basierte
MRTD bisher nur das MRTD-Schema I zur Anwendung kam. Die
Einfiihrung des MRTD-Schemas II wird erstmalig in der bereits an
anderer Stelle genannten Veroffentlichung [44] fiir Battle-Lemarié- und
Haar-Funktionen demonstriert. Die Aussagen aus [64] und [44] zum Dis-
persionsverhalten stimmen zumindest soweit {iberein, dass das MRTD-
Schema I eine geringere Abnahme der Dispersion bewirkt, als die raum-
liche Auflésung der Felder erwarten lésst.

In Abschnitt 8.2 wurde demonstriert, dass Inhomogenitéiten die nume-
rische Komplexitit Wavelet-transformierter Operatoren stark ansteigen
lassen konnen. Das gilt insbesondere bei der Verwendung von PMLs
als absorbierende Randbedingungen. Um diese Probleme umgehen zu
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konnen, wurde die Teilraum-WT eingefiithrt. In [65] wird das Problem
grofer Inhomogenitiaten ebenfalls aufgegriffen und fiir die Haar-basierte
MRTD eine andere Losung prisentiert. Auch hier wird zwischen ei-
nem untransformierten und einem transformierten Feldraum unterschie-
den. Ersterer ist der gewohnliche FDTD-Raum, was auf die Verwendung
von Haar-Funktionen zuriickzufiihren ist. Der transformierte Bereich ent-
spricht dann dem bekannten MRTD-Raum. Verbunden werden die beiden
Bereiche durch eine WT sowie eine IWT, die im Bereich der Grenzflache
ausgefiithrt wird.

9.1.4 CDF-Funktionen

Die bisher beschriebenen Funktionenklassen erfiillen sehr strenge Or-
thogonalitédtsbeziehungen. Diese Strenge schréankt die Moglichkeiten zur
Konstruktion von Wavelets mit bestimmten gewiinschten Eigenschaf-
ten stark ein. Die Battle-Lemarié-Funktionen beispielsweise sind symme-
trisch, besitzen jedoch einen unendlich ausgedehnten Tréager. Daubechies-
Funktionen dagegen haben einen kompakten Triger, sind jedoch nicht
symmetrisch. Die Einschrinkung durch die Orthogonalititsbeziehungen
verhindert die Entwicklung symmetrischer Wavelets mit kompaktem
Trager [12].

Geht man von der Forderung nach Orthogonalitit iiber zur sog. Bior-
thogonalitdt, lassen sich symmetrische Wavelets mit kompaktem Trager
herleiten. In [13] wird eine Funktionenklasse hierzu vorgestellt, die in der
Literatur unter der Abkiirzung CDF (Cohen-Daubechies-Feauveau) be-
kannt ist. Biorthogonale Funktionenklassen verwenden fiir die WT andere
Funktionen und damit auch andere Koeffizienten, als fiir die IWT. Da-
her wird die Ordnung bei CDF-Funktionen — anders als bei Daubechies-
Funktionen — nicht durch einen Parameter, sondern durch zwei Parame-
ter bestimmt. Entsprechend werden die moglichen Kombinationen mit
CDF(2,2), CDF(2,4), CDF(2,6), CDF(3,3) usw. bezeichnet.

Mit den von der MRTD bekannten Entwicklungsmethoden werden in [66]
die Maxwell’schen Gleichungen mit Hilfe von CDF-Funktionen der Raume
Vo und W, diskretisiert. Insbesondere aus der ausfiithrlicheren Veroffent-
lichung [67] geht hervor, dass hierbei das MRTD-Schema I angewendet
wurde. In beiden Artikeln fillt es auf, dass die maximal erlaubte Zeit-
schrittweite beim Ubergang von der S-MRTD auf die einstufige W-MRTD



9.1. MRTD — Multiresolution time-domain 203

mit CDF-Funktionen weniger stark abnimmt, als dies bei der Verwendung
von Battle-Lemarié-Funktionen der Fall ist. Dabei bezieht sich der Ver-
gleich noch auf eine Battle-Lemarié-MRTD nach MRTD-Schema, I. Hierzu
ist anzumerken, dass das MRTD-Schema II von einer anderen Autoren-
gruppe veroffentlicht wurde, und zwar zeitgleich mit [66] und nach der
Einreichung von [67].

Der kompakte Tréger der CDF-Funktionen erlaubt es, genau wie bei der
Anwendung von Daubechies-Funktionen mit einer genau begrenzten Zahl
an Stiitzstellen zur Approximation der Ableitungsoperatoren auszukom-
men. Je nach gewédhlter Ordnung der CDF-Funktionen ergeben sich bis
zu einem Drittel weniger Stiitzstellen, als sie {iblicherweise bei Battle-
Lemarié-Funktionen vonnéten sind.

In [66] wird ferner herausgestellt, dass die CDF-MRTD eine grobere Dis-
kretisierung von Simulationsstrukturen im Vergleich zur FDTD erlaubt.
Demonstriert wird dies an einem einfachen Beispiel. Allerdings scheint die
Auflosung bei der FDTD mit 80 Stiitzstellen fiir eine mittlere Wellenldnge
recht hoch gewihlt zu sein.

Die Daubechies-basierte MRTD macht sich die ndherungsweise erfiill-
te Bedingung der verschobenen Interpolation zunutze, um inhomoge-
ne Materialverteilungen einfacher diskretisieren zu koénnen. CDF-Ska-
lierungsfunktionen erfiillen diese Bedingung nach [66] sogar exakt, wes-
halb die Autoren die gleiche Methode zur Darstellung von Materialver-
teilungen ansetzen. Zu dieser Vorgehensweise gelten jedoch auch hier die
bereits in Abschnitt 9.1.2 angemerkten Bedenken, dass dadurch nicht
mehr ein durchgehend nach dem Galerkin-Verfahren hergeleitetes Ver-
fahren vorliegt, sondern eine schwéchere Approximation insbesondere im
Bereich dielektrischer Grenzflachen zur Anwendung kommt. Die am Ende

von Abschnitt 9.1.2 beschriebenen numerischen Effekte lassen sich daher
aller Wahrscheinlichkeit nach auch bei der CDF-basierten MRTD finden.

Stabilitatsbetrachtungen und Dispersionsverhalten werden ausfiihrlich in
[67] behandelt. Mit Dispersionsdiagrammen wird der bereits beschrie-
bene Effekt aufgezeigt, dass die Battle-Lemarié-MRTD (nach MRTD-
Schema I) ein schlechteres Verhalten aufweisen kann als die FDTD. Mit
CDF-Funktionen dagegen fallen Dispersionseffekte stets schwécher aus
als bei der FDTD. Das gilt allerdings nur unter der Voraussetzung, dass
die Zeitschrittweite bei der CDF-MRTD deutlich unterhalb des erlaubten
Maximums liegt.
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Die Autoren vergleichen CDF-Funktionen der eingangs genannten ver-
schiedenen Ordnungen unter dem Gesichtspunkt der Genauigkeit und
der numerischen Effizienz miteinander. Sie kommen zu dem Schluss, dass
CDF(2,2) den besten Kompromiss darstellt. Eine andere Veroffentlichung,
welche die Kompressionseigenschaften von CDF-Funktionen fiir bestimm-
te Signale untersucht, kommt zu dem Ergebnis, dass CDF(3,1) am effi-
zientesten ist [68]. Durch die Vielzahl der Moglichkeiten lisst sich wohl
erst nach und nach feststellen, welche Parameterkombination fiir praxis-
nahe Probleme am praktikabelsten ist.

9.1.5 Fazit

Abgesehen von der Haar-MRTD erlauben alle MRTD-Varianten die Re-
duktion der numerischen Dispersion, was vor allem fiir die Simulation
elektrisch grofler Strukturen von Bedeutung sein kann. Die meisten zi-
tierten Veroffentlichungen benutzen diese Eigenschaft jedoch, um eine
grobere Diskretisierung erreichen zu kénnen, als dies mit der klassischen
FDTD moglich wire. Die vergleichenden Simulationen lassen allerdings
kein klares Bild erkennen, ob dies tatsédchlich zu deutlich geringeren Si-
mulationszeiten gegeniiber der FDTD fiihrt.

Die Behandlung von Materialinhomogenitédten und elektrischen sowie ma-
gnetischen Winden scheint in allen Varianten die gréfiten Probleme zu
bereiten. Das gilt vor allem dann, wenn zusétzlich zu den Skalierungsfunk-
tionen Wavelets eingesetzt werden, um die Auflésung lokal zu erhohen.
Die exakte Behandlung der Verkopplungen zwischen den Skalen erfordert
das Losen von Matrixgleichungen. Selbst fiir homogene Gebiete koppeln
die Skalen in den Ableitungsoperatoren miteinander. Die Diskretisierung
der Operatoren erfordert dabei die numerische Auswertung von Integra-
len. Lediglich Haar-basierte MRTD-Verfahren bilden in diesen Punkten
eine Ausnahme bzw. sind einfacher zu handhaben.

Eine abschlieBende Bewertung der MRTD kann an dieser Stelle nicht ge-
geben werden. Das ist auch unter dem Aspekt zu sehen, dass das MRTD-
Schema IT noch nicht auf alle Funktionenklassen iibertragen wurde und
bisher zuwenig Vergleichsmdoglichkeiten zum MRTD-Schema I bestehen.
Die in den vergangenen Abschnitten aufgezeigten Starken und Schwichen
kénnen jedoch dazu dienen, Moglichkeiten fiir die Weiterentwicklung der
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in dieser Arbeit vorgestellten Simulationstechniken auszuarbeiten und den
praktischen Nutzen besser einzuschétzen.

Hier ware vor allem der Einsatz von CDF-Funktionen zur Transforma-
tion in den Wayveletbereich zu erwdhnen. Diese stellen eine interessante
Alternative zu den Daubechies-Funktionen dar. Auch ihre dispersionsmin-
dernden Eigenschaften bei der Diskretisierung der Ableitungsoperatoren
lassen sich bei Bedarf einbringen. Von Vorteil ist hierbei, dass die in der
vorliegenden Arbeit behandelten Techniken zur Transformation eines Si-
mulationsverfahrens es lediglich erfordern, dass es linear ist.

Die in der MRTD iibliche Vorgehensweise, vom Skalierungsraum ausge-
hend die Auflésung durch die Hinzunahme von Wayvelets zu erhchen, er-
weist sich nach dem bisher Gesagten als problematisch. Der in dieser
Arbeit beschrittene Weg scheint demgegeniiber sehr viel schematischer
zu sein, da die Operatoren des gewiinschten Simulationsverfahrens ledig-
lich fiir die hochste rdumliche Auflosung entwickelt werden miissen. Die
Darstellung der Operatoren in den einzelnen Skalen, die Verkopplung der
Skalen und die Behandlung von Materialinhomogenitéiten werden bei der
Transformation in den Waveletbereich automatisch beriicksichtigt. Inso-
fern konnte die Technik der WT von Operatoren auch fir die MRTD von
Nutzen sein.

Abschlielend soll noch erwdhnt werden, dass sdmtliche durchgesehe-
nen Veroffentlichungen zur W-MRTD ausschliellich homogene Tensor-
produkt-Basen beriicksichtigen. Der Einsatz separabler MSA-Basen wird
nicht diskutiert. Da sich letztere in dieser Arbeit als vorteilhaft erwiesen,
konnte dies durchaus auch fiir die MRTD zutreffen. Zumindest die Haar-
basierte MRTD diirfte sich mit iiberschaubarem Aufwand entsprechend
modifizieren lassen. Bei den anderen Funktionenklassen ist es fraglich, ob
separable MSA-Basen jemals eingesetzt werden, da bisher niemand iiber
die einstufige W-MRTD hinausgegangen ist.

9.2 Erweiterungsmoglichkeiten

In den folgenden Abschnitten soll aufgezeigt werden, um welche Méglich-
keiten die in dieser Arbeit entwickelten Simulationstechniken erweitert
werden konnen. Zuerst sollen einige bedeutende Entwicklungen im Be-
reich der Wavelet-Theorie prasentiert werden. Anschlieend werden Ideen
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vorgestellt, die sich im Laufe der Arbeit aus den gesammelten Erfahrun-
gen entwickelt haben.

9.2.1 Entwicklungen in der Wavelet-Theorie

In Ergidnzung zu den bisher vorgestellten Wavelets und Algorithmen sol-
len im Folgenden einige weitere Moglichkeiten aufgefiihrt werden, die in
der Literatur zu finden sind. Aus Griinden des Umfangs konnen die we-
sentlichen Ideen jedoch lediglich kurz skizziert werden. Tiefer gehende In-
formationen kénnen den jeweils zitierten Publikationen entnommen wer-
den.

Einen Uberblick iiber verschiedene Arten von Wavelets geben [12, 69, 70].
So werden in [69] neben den bereits erwidhnten orthogonalen und biortho-
gonalen Wavelets auch sog. semiorthogonale Wavelets vorgestellt, die in
ihren Eigenschaften eine Art Kompromiss zwischen den beiden erstge-
nannten Funktionstypen darstellen. In Abschnitt 3.2.3 wurde erwéhnt,
dass Ingrid Daubechies unterschiedliche Wavelets mit kompaktem Trager
entwickelt hat. Einige davon werden in [69] kurz klassifiziert. Ferner wer-
den Wavelets besprochen, die speziell der Darstellung von Signalen auf
einem abgeschlossenen Intervall dienen. Auf die Relevanz der letztgenann-
ten Wavelets soll etwas ndher eingegangen werden.

Von dem physikalischen Raum lasst sich stets nur ein endlicher Bereich
simulieren. Insofern sollten auf Intervalle beschrankte Wavelets besonders
dazu geeignet sein, Feldverldufe im Simulationsbereich darzustellen. Ins-
besondere die Behandlung der Randwerte an den Intervallgrenzen sollte
sich damit transparenter gestalten lassen. Das trifft allerdings nicht auf
solche Wavelets zu, die durch einen Periodisierungsprozess kiinstlich auf
ein endliches Intervall angepasst wurden. Die diskrete periodische W'T
(DPWT), welche in dieser Arbeit zur Anwendung kam, impliziert einen
solchen Periodisierungsprozess. Am besten lasst sich dies anhand von
Gleichung (3.56) auf Seite 35 ersehen: Die letzte Zeile der Transforma-
tionsmatrix zeigt, wie die Waveletkoeffizienten den Anfang des Intervalls
mit seinem Ende gewissermaflen verbinden. Dadurch kénnen Funktions-
werte am Intervallende die Werte am Intervallanfang beeinflussen, wenn
in diesen Bereichen durch die Vernachlissigung von Entwicklungskoeffizi-
enten im Waveletbereich eine zu grobe Approximation stattfindet. Daher
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wurde die Approximation bei den Simulationen in dieser Arbeit auch
durch die Einrichtung von Detailbereichen an den Intervallgrenzen unter-
bunden.

Die Benutzung von Wavelets, welche nicht zu einer Verkopplung der In-
tervallgrenzen fithren, hat unter diesem Aspekt einige Vorteile. Allerdings
wird dies mit dem Nachteil erkauft, dass die WT etwas komplizierter
wird. Dennoch gibt es fiir diese Funktionen schnelle Transformationsalgo-
rithmen. [71] geht ausfithrlicher auf diese Themen ein. Eine Erweiterung
der Daubechies-Funktionen zweiter Ordnung um sog. Randfunktionen zur
Trennung der Intervallgrenzen wird u. a. in [12] vorgestellt.

Eine Erweiterung der klassischen WT der MSA fiihrt zu sog. Wavelet
packets. Dazu wird die Idee der Aufspaltung eines Skalierungsraumes V,
in die Rdume V,,; und W, ebenfalls auf die Waveletraume angewandyt.
W, wird auf diese Weise abgebildet auf W, ; und W, ». Auch diese Rdume
konnen weiter aufgeteilt werden. Damit erhélt man eine zum Skalierungs-
raum symmetrische Vorgehensweise. Der grofite Vorteil hierbei ist, dass
man sehr flexibel bei der Wahl ist, ob ein Skalierungs- oder Waveletraum
weiter transformiert werden soll oder nicht. Durch diese Freiheit lassen
sich Signale noch effizienter komprimieren. Fiir eine anschauliche Darstel-
lung sei an dieser Stelle wieder auf [69] verwiesen.

Durch die Einfithrung der Biorthogonalitit bei Wavelets konnten die
Moglichkeiten zur Konstruktion von Wavelets mit gewiinschten Eigen-
schaften gegeniiber den orthogonalen Wavelets erweitert werden. Dennoch
ist es nicht moglich, Wavelets zu entwicklen, die gleichzeitig die Bedin-
gungen nach Isotropie, Orthogonalitdt und kompaktem Tréger erfiillen.
In [70] wird erwahnt, dass sog. Multiwavelets zu diesem Problem eine
Losung bieten konnen. Die zusédtzlichen Freiheitsgrade kommen daher,
dass statt lediglich einer Skalierungsfunktion und einem Wavelet mehrere
Skalierungsfunktionen und mehrere Wavelets zur Konstruktion einer Ba-
sis des Ly(R) herangezogen werden. Diese Erweiterung ist ausfiihrlicher
in [72] nachzulesen. Eine weitere interessante Variante sind M-Band Mul-
tiwavelets [73]. Solche Funktionensysteme erlauben die Erzeugung von
Skalierungsfunktionen mit disjunkten Tragern.

Eine génzlich andere Art der Konstruktion von Wavelets ist mit dem sog.
Lifting Scheme moglich [74]. Die Erzeugung bzw. Berechnung von Wave-
lets mit gewiinschten Eigenschaften erfordert iiblicherweise die Anwen-
dung der Fouriertransformation und Analysen im Ortsfrequenzbereich.
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Mit dem Lifting Scheme dagegen werden Wavelets vorwiegend im Orts-
bereich konstruiert. Neben der besseren Anschauung erlaubt das Verfah-
ren die Beschleunigung der WT und kann diese sogar in dem gleichen
Speicherbereich durchfiihren, der von dem zu transformierenden Signal
eingenommen wird (sog. in-place calculation). Vor allem aber lassen sich
sehr einfach Wavelets fiir begrenzte Gebiete und sehr unregelméfige (ir-
reguldre) Diskretisierungsgitter erzeugen.

Das Lifting Scheme erlaubt zwar eine Signalanalyse auf verschiedenen
Skalen bzw. Auflosungsstufen, doch diese Analyse beruht im Gegensatz
zu der MSA nicht mehr auf der Translation und Dilatation von Funktio-
nen. Genauer gesagt unterliegt das Lifting Scheme nicht mehr den Ein-
schrankungen, die mit festen Translations- und Dilatationsregeln einher-
gehen. Zusammen mit weiteren Vorziigen, die Wavelets aus dem Lifting
Scheme mit sich bringen, hat dies zu der Bezeichnung Wavelets der zwei-
ten Generation (second generation wavelets) gefiihrt.

Wiéhrend [74] das Prinzip des Lifting Schemes nur recht kurz beschreibt,
geht [75] auf einige Grundlagen ein und demonstriert auch die Konstruk-
tion einiger Wavelets. Eine weitere Formalisierung und Verallgemeinerung
ist in [76] zu finden. Hier wird demonstriert, mit welchen Methoden bior-
thogonale Wavelets mit gewiinschten Eigenschaften konstruiert werden
kénnen. Dabei wird von den Funktionen einer bestehenden MSA aus-
gegangen, die dann mit Hilfe einer einfachen Transformation veridndert
werden. Auf diese Weise konnen in mehreren Schritten Wavelets mit
einer beliebig hohen Anzahl verschwindender Momente entwickelt wer-
den. Ferner wird in dem Artikel kurz beschrieben, wie sich Wavelets auf
dem Intervall, gewichtete Wavelets, adaptive Wavelets und nichtsepara-
ble mehrdimensionale Wavelets mit dem Lifting Scheme generieren lassen.
Auch Wavelet packets und M-band Wavelets lassen sich durch das Lifting
Scheme erzeugen. Es existiert ferner Kursmaterial zum Lifting Scheme,
welches demonstriert, wie sich verschiedene Auswahlen an interpolieren-
den Eigenschaften zur Konstruktion von Wavelets nutzen lassen [77].2

Die bisher beschriebenen Entwicklungen in der Wavelet-Theorie bezie-
hen sich fast ausschliefllich auf Wavelets mit verschiedenen Eigenschaf-
ten und ihrem Potenzial zur Kompression von Signalen. Mit der Kom-
pression von Operatoren setzen sich die Beitrdge [78, 79] auseinander.

3Die genannten Artikel sind auch im Internet verfiigbar:
http://cm.bell-labs.com/who/wim/papers/index.html .
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Zwei verschiedene Formen der Darstellung im Waveletbereich werden
fir Calderon-Zygmund-Operatoren und Pseudo-Differenzial-Operatoren
vorgestellt und untersucht. Betrachtet werden zunichst nur Operato-
ren fiir eindimensionale Signale der Linge N, was auf Operatormatrizen
der Grofle N x N fiihrt. In der sog. Standard-Form haben transformier-
te Operatoren eine numerische Komplexitit der Ordnung O(N log(V)).
Auch die in dieser Arbeit verwendete WT von Operatoren entspricht
der Standard-Form. Die in den genannten Artikeln erstmalig vorgestellte
Nicht-Standard-Form erlaubt dagegen eine Reduktion der Ordnung auf
lediglich O(N).

Erreicht wird die Einsparung durch eine eigentlich redundante Daten-
haltung: Wihrend normalerweise zur Darstellung eines Signals im Wave-
letbereich die Koeffizienten aus den j; Waveletraumen Wi, ..., W; und
dem Skalierungsraum V; geniigen, erfordert die Nicht-Standard-Form au-
Ber den j Waveletrdumen auch j Skalierungsrdume Vi,...,V;. Das ver-
doppelt in etwa den Speicherbedarf bei eindimensionalen Signalen, wenn
j > 1 ist. Im Falle von j = 1, d. h. einer einstufigen WT, sind die beiden
Formen identisch.

Laut den Angaben in [78] ldsst sich das Verfahren in analoger Weise fiir
n-dimensionale Probleme anwenden, jedoch werden keine weiteren Anga-
ben hierzu gemacht. Dennoch kann davon ausgegangen werden, dass die
Speicherzunahme im eindimensionalen Fall nicht notwendigerweise eine
Erhéhung des Speicherbedarfs auf das 2"-fache im n-dimensionalen Fall
bedeutet. Hierbei ist zu beriicksichtigen, dass das Verfahren nicht einfach
auf jede Dimension getrennt angewendet werden darf, so wie es beispiels-
weise bei einer WT mit homogenen Tensorprodukt-Basen der Fall ist. Es
ist vielmehr das Konzept der Wavelet- und Skalierungsrdume einer MSA
fir den n-dimensionalen Raum im Auge zu behalten [12]. Da homogene
Tensorprodukt-Basen nicht die Definition einer MSA erlauben, sind sepa-
rable oder allgemeine MSA-Basen zu benutzen. Geht man nun von dem
Konzept der Rdume einer hoherdimensionalen MSA aus, so wiirde sich der
Speicherbedarf bei n Dimensionen ebenfalls lediglich verdoppeln. Da in
den meisten Fillen die Rechenzeit und nicht der Speicher der begrenzende
Faktor fiir eine Simulation ist, konnte die Nicht-Standard-Form insbeson-
dere bei elektrisch grofien Strukturen und mehrstufigen Transformationen
eine interessante Moglichkeit zur Reduktion des numerischen Aufwands
bieten.
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9.2.2 Konzeptionelle Modifikationen

Anhand einiger Charakteristika der in dieser Arbeit vorgestellten Listen-
basierten WT der FDTD soll im Folgenden aufgezeigt werden, welche
strukturellen bzw. algorithmischen Verdnderungen flexiblere oder sogar
schnellere Simulationen erlauben. Die folgenden Eigenschaften und Re-
geln sollen betrachtet und anschlielend néher erldutert werden:

1. Nur ein Detailgitter fiir alle Felder und Komponenten:
Aus den angegebenen Detailbereichen lasst sich ein Detailgitter fiir
den Waveletbereich berechnen. Dieses wird ohne weitere Unterschei-
dung auf alle Komponenten des elektrischen und des magnetischen
Feldes angewandt.

2. Detailbereiche nur fiir die hochstmogliche Auflésung;:

Die Definition der Detailbereiche fithrt dazu, dass diese Stellen
trotz Operatorkompression mit der gleichen Genauigkeit und da-
mit Auflésung berechnet werden wie im untransformierten Fall. In
einer Umgebung dieser Bereiche bewirkt der Algorithmus implizit,
dass Ubergangsbereiche entstehen, in denen die Berechnung mit ei-
ner ,mittleren“ Genauigkeit abliuft. Ubergangsbereiche kénnen je-
doch nicht manuell vorgegeben werden.

3. Das Detailgitter ist statisch:
Aus den Detailbereichen wird das Detailgitter zu Beginn einer Si-
mulation berechnet und danach nicht mehr verdndert. Eine zeitliche
Variation in der rdumlichen Auflésung findet nicht statt.

4. Zusammenfassung aller Teilrdume:
Ein Bildpunkt im Waveletbereich hingt i. A. von Urbildpunkten aus
verschiedenen Waveletrdumen und dem Skalierungsraum ab. Die
Listen-Darstellung unterscheidet jedoch nicht zwischen Teilrdumen,
sondern bewirkt die Berechnung des Bildpunktes in einer einzelnen
Summe.

5. Sémtliche Operatoren werden iiber Listen dargestellt:

e Die Transformation eines Operators geschieht dadurch, dass
der Operator selber sowie die WT und die IWT mit Listen
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dargestellt werden. AnschlieBend werden die Operatoren mit-
einander verkettet.

e Bei einer Teilbereichs-WT werden auch die Abbildungen in
den nicht zu transformierenden Bereichen (z. B. PMLs) durch
Listen dargestellt.

6. Faktor- und Relativvektor-Folgen bilden Einheiten:
Jeder Faktor einer O%-Liste ist jeweils mit einem Relativvektor di-
rekt gepaart.

Die Bedeutung von Punkt 6 und eine mdgliche Umgehung der damit
verbundenen Probleme wurde bereits in Abschnitt 8.2.3 behandelt (Tren-
nung von Vektor- und Faktorfolgen; Einfithrung von Delta-Vektorfolgen).
Auch Punkt 1 wurde in Abschnitt 7.3.6.3.3 kurz angesprochen. Es ist
offensichtlich, dass die Moglichkeit zur separaten Definition von Detail-
bereichen fiir die einzelnen Feldkomponenten nicht nur mehr Flexibilitat
mit sich bringt, sondern auch den i. A. unterschiedlich starken Gradienten
der Feldkomponenten mehr Rechnung tragt. Dadurch sollte eine geziel-
tere Kompression der Operatoren erreichbar sein, die ja bislang an der
Definition von solchen Bereichen ausgerichtet ist, wo starke rdumliche
Feldgradienten erwartet werden.

Zu Punkt 2 ist zu sagen, dass sich das Detailgitter-Verfahren nur da-
ran orientiert, dass in ausgewihlten Bereichen keine Kompression er-
folgen soll. Das bedeutet, dass Berechnungen im Rahmen der gewé&hl-
ten Grunddiskretisierung mit der hochstmoglichen Genauigkeit durch-
zufithren sind. Bedingt durch die Tragerbreite der Wavelets der verschie-
denen Auflésungsstufen bewirkt das Verfahren, dass die Kompression mit
zunehmendem Abstand von den Detailbereichen ansteigt. Es ist mit die-
sem Verfahren nicht méglich, den Ubergangsbereich anderweitig zu steu-
ern. Dabei wére es durchaus vorteilhaft, die Abnahme der Genauigkeit in
gewissen Grenzen vorgeben zu konnen. Es ist als sehr wahrscheinlich zu
erachten, dass sich das Verfahren in dieser Richtung erweitern lasst. Da-
durch lieflen sich dann auch gezielt Bereiche definieren, die grundsétzlich
mit einer , mittleren® Genauigkeit simuliert werden sollen.

Die in Punkt 3 angesprochene statische Steuerung der raumlichen Auflo-
sung erlaubt eine effizientere Kompression der Operatoren, als es mit der
in Abschnitt 7.2.5.1 beschriebenen adaptiven Auflosung moglich wére. Die
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Griinde hierfiir wurden in Abschnitt 7.3.6 im Einzelnen aufgefiithrt. Dies
wird jedoch mit dem Nachteil erkauft, dass die Kompression vor Beginn
einer Simulation durch eine sorgsame Wahl von Detailbereichen, Wavelets
und Transformationstiefen festzulegen ist. Eine ungiinstige Wahl beein-
trachtigt die Genauigkeit und ldsst sich nicht wihrend der Simulation
korrigieren. Das kann bei der adaptiven Auflésung nicht passieren, sofern
nicht ein zu hoher Schwellenwert fiir die Vernachléssigung von Feldwerten
angesetzt wird.

Beide Verfahren lassen sich wie folgt kombinieren: 7 sei ein Wavelet-
transformierter und unkomprimierter Operator. Die Kompression mit
dem Detailgitter-Verfahren ergibt dann den Operator 7. Die hierdurch
entfallenden Abbildungselemente lassen sich in einem weiteren Operator
T" darstellen: 7" = T —T". Der Operator 7" fiihrt Berechnungen aus, die
i.d.R. nie vernachléssigt werden diirfen und daher immer durchgefiihrt
werden miissen. Es ist zu erwarten, dass 7" demgegeniiber einen sehr viel
geringeren Anteil beisteuert. Daher diirfte sich die Anwendung des raum-
lich adaptiven Verfahrens auf 7" mit einer hohen Effizienz bewerkstelligen
lassen.

Bei der Kombination des Detailgitter-Verfahrens und der adaptiven Auf-
16sung stellt sich nicht die Frage, ob dieses umsetzbar ist, sondern mit
welchen Methoden die Kombination erfolgen muss, um ein numerisch ef-
fizientes Gesamtverfahren zu erlangen. Erfahrungsgemifl sind derartige
Problemstellungen zumindest nicht trivial zu 16sen. So kann sicher erst
nach vertiefenden Untersuchungen eine Aussage zur Tauglichkeit dieses
Ansatzes fiir praktische Probleme getroffen werden.

Ein weiterer Aspekt zum Thema der effizienten Darstellung von Ope-
ratoren wird mit Punkt 4 angesprochen. Abschnitt 8.2.3 untersuchte das
Problem, warum bei der Transformation der Simulationsoperatoren uner-
wartet viele unterschiedliche O2-Listen auftraten. In den Ausfiihrungen zu
Punkt 6 wurden einige Vorschldge zur Losung des Problems kurz wieder-
holt. Eine weitere Verbesserung liele sich vermutlich dadurch erreichen,
dass man die Abbildungen zwischen den Teilrdumen des Waveletberei-
ches nicht mehr mit einem einzelnen Operator bewerkstelligt, sondern
stattdessen fiir jede Kombination aus Urbild-Teilraum und Bild-Teilraum
einen separaten Teil-Operator definiert. Die Summe aller Teil-Operatoren
entspricht dann wieder dem urspriinglichen Operator.
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Die Aufteilung hétte auch im Hinblick auf eine Implementierung des
in Abschnitt 7.2.5.2 beschriebenen Verfahrens der zeitlichen Adaptivitét
Vorteile. Dieses Verfahren ermoglicht in einigen Teilrdumen die Anwen-
dung einer grofleren Zeitschrittweite, wodurch sich eine weitere Ersparnis
an Rechenzeit erzielen lasst. Mit der Listen-basierten Darstellung eines
Operators lasst sich dies nicht umsetzen, sofern ein Bildpunkt mit lediglich
einer Summe berechnet wird, in die simtliche Teilrdume des Urbildes ein-

gehen. Die vorgeschlagene Aufteilung in entsprechende Teil-Operatoren
schafft hier Abhilfe.

Wiéhrend sich Punkt 4 auf die Verbesserung der Darstellung Wavelet-
transformierter Operatoren bezieht, zielt Punkt 5 auf die Behandlung
von Operatoren oder Teil-Operatoren ab, die nicht transformiert werden.
In diesen Fillen kann eine andere Implementierung als die iiber Listen
deutlich effizienter sein. Es ist hdufig so, dass sich zu einem festen gege-
benen Algorithmus (z. B. der WT) programmiertechnische Optimierungen
finden lassen, die eine besonders schnelle Abarbeitung erlauben.

Beispielsweise muss ein Operator 7 nicht notwendigerweise dadurch in
den Wayveletbereich transformiert werden, dass WT- und IWT-Operato-
ren in Form von Listen aufgebaut werden, um dann mit 7 verkettet zu
werden. Stattdessen ist es auch moglich, die Transformation in einem
eigens erstellten Programmteil durchzufithren. Auf diese Weise liegen le-
diglich 7 und 7 in Listen-Darstellung vor.

Die WT von Operatoren dient hier lediglich als einfaches Beispiel. Da
Operatoren nur zu Beginn einer Simulation, d.h. lediglich einmal, trans-
formiert werden, hat eine Optimierung an dieser Stelle sicher nur einen
sehr begrenzten Nutzen. Anders sieht es dagegen mit Transformationen
aus, die immer oder zumindest iiber mehrere Zeitschritte hinweg durch-
zufithren sind. Das offensichtlichste Beispiel hierfiir ist die Anregung und
Ausgabe von Feldverteilungen, insbesondere wenn grofie Raumbereiche
betroffen sind, sodass sich die Methoden nach Abschnitt 7.3.4 nicht mehr
anwenden lassen. Optimierte Programmteile zur WT oder IWT der Felder
kénnen dann durchaus die Rechenzeit reduzieren.

Auch fiir Erweiterungen der FDTD wie PMLs kénnen Implementierungen
angegeben werden, die eine kiirzere Rechenzeit erlauben, als es mit der
schematischen Listen-Darstellung moglich wire. Einer der wesentlichen
Griinde hierfiir ist in der starken Inhomogenitit der Materialverteilung
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zu finden, die in der Listen-Darstellung deutlich mehr Speicherzugriffe
und damit mehr Rechenzeit erfordert, als es in homogenen Bereichen der
Fall ist. Da PMLs oft nicht unerhebliche Anteile des gesamten zu simulie-
renden Raumes einnehmen, kann eine optimierte Implementierung durch-
aus von nicht zu vernachlissigendem Vorteil sein. Die in Abschnitt 7.3.5
entwickelte Teilbereichs-WT verliert dadurch keineswegs an Relevanz, da
sich manuelle Implementierungen von Algorithmen nicht in jedem Fall
lohnen.

Die Verbindung Listen-basierter Operatoren und manuell implementier-
ter Operatoren bzw. Algorithmen kann nach den o.g. Beispielen Vortei-
le bringen. Der hoheren Flexibilitdt steht allerdings auch ein sicherlich
erhohter Programmieraufwand gegeniiber — sowohl was die Programmie-
rung der Operatoren angeht, als auch in Bezug auf die Verbindung selber.
Die wahrend dieser Forschungsarbeit gewonnenen Erfahrungen lassen es
jedoch als sehr wahrscheinlich erachten, dass vor allem die Einbeziehung
manuell implementierter Operatoren tiberwiegend vorteilhaft ist.



Kapitel 10

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird am Beispiel der FDTD demonstriert,
wie bestehende Simulationsverfahren mit Hilfe von Wavelets (insbeson-
dere Haar- und Daubechies-Funktionen) komprimiert und beschleunigt
werden konnen. Diese Moglichkeit besteht fiir Simulationsverfahren mit
linearen Eigenschaften. Es lassen sich jedoch auch einzelne Nichtlinea-
ritdten einbeziehen.

Es werden zwei verschiedene Methoden vorgestellt, mit denen Simula-
tionsverfahren in den Waveletbereich transformiert werden kénnen. Bei
der Matrix-Methode werden alle Operatoren des Simulationsverfahrens
sowie die Transformationsoperatoren der WT mit (Unter-)Matrizen for-
muliert. Die Matrizen sind dann in entsprechender Weise miteinander zu
multiplizieren und zu addieren. Diese Operationen lassen sich mit we-
nig Aufwand in einem Computerprogramm umsetzen. Die Untersuchung
zeigt jedoch, dass bereits die Darstellung der Operatoren in Matrixform
fiir realistische Probleme duflerst aufwendig werden kann, da die Matrizen
bestimmte Bedingungen erfiillen miissen.

In einigen Versuchen erwies sich dieser Ansatz dementsprechend als lang-
samer im Vergleich zu einer reinen FDTD-Simulation. Vergleicht man
allerdings die Matrix-basierte Methode nur mit sich selbst, indem man
verschiedene Transformationstiefen fiir die WT auswéhlt und die Ord-
nung der Daubechies-Funktionen variiert, so lassen sich Reduktionen in
den Simulationszeiten ausmachen. Diese Beobachtung war die Grundlage
fiir die Entwicklung der zweiten Methode, bei der Operatoren mit Listen
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aus Faktoren und Relativvektoren dargestellt werden.

Mit Hilfe der Listen lassen sich Operatoren i.d.R. sehr viel einfacher und
effizienter darstellen als mit Matrizen. Auf diese Weise konnten mit der
Wavelet-transformierten FDTD in einigen Féllen kiirzere Simulationszei-
ten erzielt werden als mit der untransformierten FDTD. Die beobachteten
Beschleunigungen blieben jedoch hinter den Erwartungen zuriick. Aller-
dings konnte in der nachfolgenden Untersuchung aufgezeigt werden, wo
die Ursachen fiir die unzureichende Abnahme der Rechenzeiten liegen.

Die Griinde lassen sich im Wesentlichen darauf zuriickfithren, dass die ge-
naue Struktur von FDTD-Operatoren im Waveletbereich in der Literatur
bislang nicht behandelt wurde. Erst mit der durchgefiihrten Untersuchung
wurden einige essenzielle Eigenschaften der Urbildvektoren aufgedeckt.
Als Ergebnis konnten Verbesserungsvorschldge zu der Listen-Darstellung
aufgestellt werden, die eine sehr deutliche Erhohung der Effizienz und eine
entsprechende Abnahme bei den Simulationszeiten erwarten lassen.

Mit der Listen-basierten WT der FDTD ist es moglich, den numeri-
schen Aufwand bei ortlich begrenzten Anregungen und Ausgaben von
Feldwerten drastisch zu reduzieren. Es konnen sogar mit geringem Auf-
wand effiziente Auswertungsoperatoren erzeugt werden, die z. B. das Po-
tenzial eines Leiters direkt im Waveletbereich bestimmen. Weiterhin er-
laubt das Detailgitter-Verfahren eine sehr schematische Vorgehensweise
bei der Kompression der FDTD. Das resultierende Verfahren kann wegen
der unterschiedlichen Auflosungsstufen des Waveletbereichs als eine Art
Untergitter-Verfahren interpretiert werden.

Im Vergleich zu vielen anderen Untergitter-Verfahren konnen fiir das
Detailgitter-Verfahren Stabilitdtsaussagen getroffen werden. Dabei zeigt
sich, dass die Stabilitdt der untransformierten FDTD nach der WT erhal-
ten bleibt, obwohl Entwicklungskoeffizienten vernachléssigt werden. Eine
derartige Stabilitdtsaussage ist in der Literatur zur MRTD, die ja eben-
falls oft in mehreren Auflosungsbereichen arbeitet, nicht zu finden. Dort
werden Stabilitdtskriterien lediglich fiir den Fall hergeleitet, dass kein
Entwicklungskoeffizient vernachléssigt wird.

Fiir die Matrix-basierte WT der FDTD sowie fiir die MRTD werden ver-
schiedene rdumlich adaptive Verfahren eingesetzt, mit denen die Ver-
nachlassigung von Entwicklungskoeffizienten und damit die rdumliche
Auflosung gesteuert wird. Das Detailgitter-Verfahren ist demgegeniiber
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von statischer Natur. Wahrend letzteres von der Kompression eines Fel-
des besseren Gebrauch macht, ist das adaptive Verfahren flexibler und
meist unkritischer in der Anwendung. Die adaptive Kompression lasst
sich natiirlich auch in der Listen-basierten WT der FDTD anwenden.
Von groflerem Interesse diirfte jedoch die in Abschnitt 9.2.2 angesproche-
ne Moglichkeit sein, das statische und das adaptive Verfahren miteinander
zu kombinieren.

Die Vergleiche mit der MRTD sind sehr hilfreich fiir die Bewertung und
Weiterentwicklung der Listen-basierten WT der FDTD. Beispielsweise
finden sich hierdurch iiberwiegend Bestédtigungen fiir die Entscheidung
zu Haar- und Daubechies-Funktionen anstatt Battle-Lemarié-Funktionen,
da letztere einen recht hohen numerischen Aufwand erfordern und die
kiinstliche Begrenzung ihres Tragers Ungenauigkeiten hervorruft. Als sehr
interessante Alternative zu diesen Funktionen erweisen sich die CDF-
Funktionen, die in jiingerer Zeit Eingang in die MRTD gefunden haben.

Der Umgang mit Materialinhomogenititen, Variationen in der Gitter-
weite und elektrischen Wianden stellt sich durch den Listen-Ansatz als
problemlos dar. Wéahrend in der MRTD oft Matrixgleichungen zu l6sen
sind, Integrale numerisch ausgewertet werden miissen, ungenauere Appro-
ximationen als die eines Galerkin-Verfahrens zum Einsatz kommen und
Spiegelungsprinzipien angewendet werden, sind in der Listen-basierten
WT der FDTD lediglich alle benétigten Operatoren so zu definieren, wie
sie in der FDTD angewendet werden. Die Verkettung mit den Wavelet-
Operatoren fithrt dann ganz automatisch zu einem Simulationsverfahren
im Waveletbereich.

Diese Vorgehensweise stellt wohl den grofiten Vorteil dar, den die Lis-
ten zu bieten haben: Ein ,beliebiges“ Simulationsverfahren ist lediglich
im Grundraum zu definieren. Seine Darstellung im Waveletbereich muss
nicht hergeleitet werden, indem auf jeden benétigten Operator in allen
Auflosungsstufen fiir das jeweils interessierende Wavelet ein Galerkin-
Verfahren angewendet wird. Stattdessen sind die Operatoren des Grund-
raumes lediglich mit den Wavelet-Operatoren zu verketten.

Der Vorteil dieser einfachen Herangehensweise gewinnt weiter an Bedeu-
tung, wenn man die zahlreichen Erweiterungen ins Auge fasst, die sich in
der FDTD etabliert haben. Hier sei beispielhaft die Moglichkeit zur ge-
naueren Diskretisierung schriag liegender oder krummliniger Wande mit
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lokal nicht-orthogonalen Zellen genannt. Manche dieser Erweiterungen
machen ggf. eine Modifikation der WT- und IWT-Operatoren erforder-
lich (z.B. um mit Stiitzstellen auf nicht-reguldren Gitterplatzen besser
umgehen zu konnen), doch es entfillt die Notwendigkeit zur manuellen
Entwicklung dieser Erweiterungen in den Waveletbereich.

Die mit der Listen-Darstellung gestiegene Flexibilitit ist keineswegs
auf die Simulationsoperatoren beschrankt. Auch in Bezug auf Wavelet-
Funktionen und -Transformationen ergeben sich groflere Freiheiten. Durch
einen Austausch der Skalierungs- und Waveletkoeffizienten lassen sich be-
liebige Funktionen aus dem Bereich der MSA auf ihre Kompressionseigen-
schaften untersuchen. Sogar Wavelet packets und Multiwavelets kénnen
eingesetzt werden. Am bedeutendsten diirfte jedoch die Moglichkeit zur
Anwendung des Lifting schemes sein, welches die Konstruktion problem-
spezifischer Wavelets erlaubt. Weiterhin wére das Beylkin-Verfahren zu
nennen, das insbesondere fiir elektrisch grofle Strukturen eine kompaktere
Darstellung von Operatoren im Waveletbereich erlaubt.

Eine rigorose Untersuchung aller Moglichkeiten und Kombinationen lésst
sich mit der konventionellen Vorgehensweise, d.h. der konsequenten
Anwendung des Galerkin-Verfahrens, kaum bewerkstelligen. Die Me-
thode der Darstellung mit Listen wurde mit dem Ziel entwickelt, ein
Werkzeug zur Durchfithrung solcher Untersuchungen zu erschaffen. Bei-
spielsweise konnte die FDTD auf diese Weise erstmalig mit separablen
Tensorprodukt-Basen in den Waveletbereich transformiert werden.

Wenngleich die Effizienz des Verfahrens noch zu wiinschen {ibrig lasst,
konnten dennoch sehr vielversprechende Wege zur Verbesserung der
Listen-Darstellung aufgezeigt werden. Die Vielzahl der Ausbaumdglich-
keiten in konzeptioneller und mathematischer Hinsicht im Detail zu un-
tersuchen, wiirde den Umfang der vorliegenden Arbeit jedoch bei weitem
sprengen. So stellt die vorliegende Arbeit mit ihren grundlegenden Un-
tersuchungen zur Matrix- und Listen-basierten WT der FDTD vor allem
eine Basis fiir weiterfithrende Untersuchungen dar. Die Vielseitigkeit der
Wayvelettheorie mit den Simulationstechniken der FDTD zu kombinieren,
diirfte damit auch in der ndheren Zukunft von hohem Interesse sein und
angesichts der bislang ungenutzten Moglichkeiten zu bemerkenswerten
Resultaten fiihren.



Anhang A

Erginzende mathematische
Sitze und Beweise

A.1 Spiegelung von Wavelets und Koeffizi-
enten

Vergleicht man den Funktionsgraphen des Daubechies-Wavelets zweiter
Ordnung aus [12] (Abbildung 2.9) mit dem aus [13] (Abbildung 6.3), so
fallt auf, dass sie innerhalb ihres Tragers spiegelverkehrt zueinander sind.
Auch die Skalierungskoeffizienten werden in umgekehrter Reihenfolge auf-
gefithrt (Tabelle 2.3 bzw. 6.1). In der durchgesehenen Literatur fand sich
kein Hinweis auf die Relevanz der Reihenfolge der Koeffizienten, sodass
der folgende Satz hergeleitet wurde:

Satz 8. Es sei {hy}rez die Folge von Skalierungskoeffizienten einer MSA
und @ die zugehdrige Skalierungsfunktion. Fir ein beliebiges M € 7 ist
dann {Ek}kez mit i~zk = hpr_i die Folge von Skalierungskoeffizienten, die
zu der Skalierungsfunktion @ mit $(-) = (M — -) gehort.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass {Ek}kez und ¢ ebenfalls eine Skalierungs-
gleichung erfiillen. Beginnen wir dazu mit der Skalierungsgleichung fiir

219
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{hk}kez und ¢:

o(z) = V2 S (2 — k) ‘ he = hors (A1)
= V2 > haip(2z — k) \ ko M—k (A2
=2 Z hep(20 — M + k) . (A.3)

Jetzt ersetzen wir ¢(-) = ¢(M — -) :

BM —z)=V2 Y h@(M— 2z — M + k) (A.4)
V2 Y W (2(M — ) — k)) ‘ y=M—z (A5)
By) =vV2 D iy —k) . (A.6)

Gleichung (A.6) ist die gesuchte Skalierungsgleichung fiir die , gespiegel-
ten® Groflen Ay und @. ]

Es ist nahe liegend, dass auch die Wavelets ihre Form nicht &ndern, son-
dern nur eine Spiegelung stattfindet.

Satz 9. Es gelten die Angaben von Satz 8. Dann gilt fir die zu {hy,} ez
gehdrenden Waveletkoeffizienten gy = (=1)Mgy_pr_ und fiir das Wavelet

P(-) = (=D)My(1-).

Beweis. Zunichst werden mit Gleichung (3.27) die neuen Waveletkoefti-
zienten hergeleitet.

g = (—1)%hi_y, b= har (A7)

= (—1)kiLM_1+k ‘ k—2—M-—k (A8)
g2-m—k = (=17 M Fhy g = (=D)M(=1)*hy 4 (A.9)
= (-1)Mg, (A.10)



A.2. Indexverschiebung von Koeffizienten 221

Dieses Ergebnis kann direkt in Gleichung (3.26) eingesetzt werden:

Y(@) =vV2 Y (-D)Mgoprrpz—k) | k—2-M—k
" (A.11)
(—D)Mp(z) = V2 Y Gp(2 — 2+ M + k) o(-) =@M —)
" (A.12)
= V2> Gp(M — (22— 2+ M +k)) (A.13)

~vZ Y ap(201—z) — k) ‘ y=1-2z (A.14)

(—D)Mp(1—y) =v2 ) Gp2y—k) =1(y) . (A.15)

kez

[

Wird bei Daubechies-Wavelets der Ordnung N fiir M die Tragerbrei-
te 2N — 1 gewahlt, ergibt sich eine Spiegelung der Skalierungsfunktion
und des Wavelets innerhalb des Tragers. Durch Einsetzen der Tréger-
grenzen aus Gleichung (3.39) kann dies leicht nachgepriift werden. Fir

Skalierungs- und Waveletkoeffizienten gilt diese Aussage in ganz analoger
Weise.

Fazit: Die Wahl einer auf- oder absteigenden Reihenfolge von Koeffizi-
enten hat — von Spiegelungen abgesehen — keinen Einfluss auf die Form
von Skalierungsfunktion und Wavelet.

A.2 Indexverschiebung von Koeflizienten

Der folgende Satz gewahrt eine kleine Freiheit bei der Anpassung der WT
an Problemstellungen aus der Praxis:

Satz 10. Die Verschiebung der Skalierungskoeffizienten {hy}rez um 1
Positionen (I € N) nach links (rechts) fihrt auf ein um [ nach links
(rechts) verschobenes Translat der Skalierungsfunktion . Analoges gilt
bei Wavelets fir {gi}rez und 1.
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Beweis. Der Beweis erfolgt dhnlich wie der in Abschnitt A.1. Gegeben
ist {hitrez mit o(z) = V2 Y hpo(2z — k). Nun wird hy = hgyy bzw.

keZ
hi = hgx_;, | € Z, in die Skalierungsgleichung eingesetzt:

o(z) =2 Z he1o(2z — k) = V2 Z hep(2z —k—1)  (A.16)

kez keZ

= V2 hpe - —k+1) | y=o-1 (A7)

kez

Py +1)= V2> hup(2y — k+1) B0 =+l (AL8)

kez

Bly)=V2 ) hp(2y—k) . (A.19)

kez

Wird in dem Beweis h durch g und ¢ durch 9 ersetzt, so folgt unmittelbar
der Beweis fir {gx }rez und 9. ]



Anhang B

Software-Implementierungen

B.1 Sortierverfahren

In Abschnitt 5.3.2.1 wurde das Problem angesprochen, dass OZ?-Listen
aus Griinden der Effizienz sortiert werden miissen. Einige der bekann-
ten Sortierverfahren werden in [80] und [81] vorgestellt und ihre Eigen-
schaften diskutiert. Eines der am h&ufigsten benutzten Verfahren ist wohl
Quicksort. In vielen Féllen liefert Quicksort eine sortierte Liste in deutlich
kiirzerer Zeit als alle anderen bekannten Sortierverfahren. Im ungiinstig-
sten Fall jedoch ist Quicksort bei L Elementen von der Ordnung O(L?).

Als Alternative zu Quicksort wurde fiir die vorliegende Arbeit schlief3-
lich Mergesort gewéhlt. Dieses Verfahren ist worst case optimal, d.h. es
hat auch unter den ungiinstigsten Umstédnden lediglich eine Ordnung von

O(LlogL).

Zentraler Bestandteil von Mergesort ist das Zusammenfassen zweier sor-
tierter Listen zu einer sortierten Gesamtliste. In der Standard-Implemen-
tierung wird damit begonnen, die L Elemente als L Listen mit je einem
Element zu betrachten. Danach wird mit der beschriebenen Zusammen-
fassung von je zwei Listen zu einer Liste begonnen. Aus L Listen werden
dadurch % Listen. In der nédchsten Stufe bzw. Iteration werden dann wie-
derum Listen zusammengefasst, sodass nur noch % Listen iibrig bleiben.
Das Ganze wird sooft wiederholt, bis schliefilich nur noch eine vollstindig
sortierte Liste vorhanden ist.

223
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Abweichend von der Standard-Implementierung wurde ein Verfahren zur
Ausnutzung normaler und inverser Vorsortierungen entwickelt. Dazu wer-
den im ersten Schritt benachbarte Elemente miteinander verglichen, um
moglichst grofle Listen mit steigender oder fallender Sortierreihenfolge zu
detektieren. Dadurch reduziert sich die Anzahl der durchzufithrenden Ite-
rationen grundsitzlich um wenigstens Eins. Im giinstigsten Fall ist keine
Iteration mehr notwendig. Abbildung B.1 veranschaulicht das Prinzip.

1. [—»| | -—||—|| —» — -
N/

2 — — —

3 — —

4. —

Abbildung B.1: Prinzipbild fiir ein abgewandeltes Mergesort-Verfahren.
Im ersten Schritt wird die zu sortierende Liste auf Teillisten mit nor-
maler (—) und inverser (+—) Sortierreihenfolge untersucht. Anschlieflend
folgt das schrittweise Zusammenfassen von Teillisten nach dem iiblichen
Mergesort-Verfahren, wobei jedoch bei der ersten Iteration (Ubergang von
Schritt 1 auf Schritt 2) inverse Sortierreihenfolgen beriicksichtigt werden.

B.2 Faktorvergleich mit Toleranzschwelle

Im Gegensatz zu den wohl meisten anderen numerischen Simulationsver-
fahren wird der Vergleich von zwei Faktorwerten beim Verfahren nach
Abschnitt 5.3 sehr hiufig durchgefithrt. Daher soll hier auf bestimmte
Probleme eingegangen werden, die mit einem solchen Vergleich verbun-
den sind.

Aus mathematischer Sicht ist es relativ leicht zwei Werte a,b € R auf
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ungefahre Gleichheit zu priifen. Die folgende Losung erscheint plausibel:
a~b wenn ‘%—l‘ge. (B.1)

¢ ist hier eine vorgebbare Toleranzschwelle. Gleichung (B.1) ist aber nur
dann anwendbar, wenn b # 0 ist. Man kénnt also definieren

la| < 4§ ,b=0
(B.2)

a~b wenn

%—1‘§6 ,b;éO’

wobei ¢ eine Toleranzschwelle sein soll, welche die ungefdhre Gleichheit zu
Null angibt. Nach Gleichung (B.2) ist also zunéchst die Gleichheit von b
zu Null zu testen. Dabei stellt sich die Frage, ob b auch ungefdhr Null sein
darf, d.h. |b| < 6. Doch selbst wenn b > §, aber dennoch sehr klein ist,
kann die Berechnung von § auf einem Prozessor bzw. einer FPU (Floating
Point Unit) Probleme bereiten. Ist ndmlich der Betrag von a geniigend
groB, kann die Division zu einem Uberlauf fithren und eine Ausnahme-
behandlung auslésen (OQverflow exception). Sind die Groéflenverhéltnisse
genau umgekehrt, kann es zu einem Unterlauf kommen.

Derartige Situationen lassen sich teilweise durch Renormierung von Ope-
ratoren vermeiden. Das numerisch bedingte Auftreten von Faktorwerten
sehr nahe bei Null wird jedoch durch Verkettungen wie P77 P* begiinstigt
und kann oft nicht verhindert werden.!

Das folgende Verfahren wurde zur Umgehung der genannten Schwierigkei-
ten entwickelt. Dabei sind die fiinf Punkte priorisiert, d. h. es ist der erste
Punkt zu wahlen, bei dem die Voraussetzung erfiillt ist. Zusétzlich zu den
Toleranzschwellen € und § tritt eine weitere Grole A auf, die grofler als
Eins und nicht zu nahe bei Eins sein soll:

A>1 A A—1%1. (B.3)

Mit dieser Grofle kann iiber eine Multiplikation statt iiber eine Divisi-
on festgestellt werden, ob a und b deutlich verschieden voneinander sind

'Die Hauptursache liegt darin begriindet, dass nicht nur P, sondern auch der inver-
se Operator P* unmittelbar angewendet werden. Je nach den Abbildungseigenschaften
eines Operators T fiihrt die Verkettung bei analytischer Berechnung zu exakten Kom-
pensationen in einigen Bildbereichen. Die numerische Berechnung allerdings kann zu
ungenauen Kompensationen fithren und so Faktorwerte nahe bei Null liefern.
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(Punkte 3 und 4). Damit soll ein méglicher Uberlauf oder Unterlauf bei

der Division ¢ verhindert werden.
b

1. Voraussetzung: a = 0.
Dann ist

arb wenn |[b <4,

az®b wenn |[b>6. (B.5)

2. Voraussetzung: b = 0.
Dann ist

a~b wenn |a|<§, (B.6)

a®b wenn |a| > .

3. Voraussetzung: |a| > A - [b].
Dann ist a % b.

4. Voraussetzung: |b] > A - |a].
Dann ist a % b.

5. Keine Voraussetzung.
Es ist

a
a~b wenn ‘g—l‘ge,

/N
@
O 0o
S— N

a%b sonst .
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