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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Einleitung

Ist u eine auf der Kreisscheibe Br(zg) := {x € R?: |z — 29| < R} definierte
Losung der Minimalflichengleichung

div L =0,
1+ |Dul?

so lassen sich die Hauptkriimmungen des Graphen nach einem grundlegenden
Resultat von Heinz [H] abschétzen durch

C
(/‘Q% + /‘ig) (l’g) S ﬁ

mit einer universellen Konstanten C' > 0. Laft man hierin R — o0, so erhélt
man den berithmten Satz von Bernstein [B], ndmlich dafl jede auf dem ganzen
R? definierte Losung der Minimalflichengleichung eine affin-lineare Funktion
sein muf3.

Seitdem ist die Frage nach einem Bernsteinsatz immer wieder aus un-
terschiedlichen Blickwinkeln betrachtet worden und die Kriimmungsabschét-
zung in verschiedene Richtungen verallgemeinert worden, siehe etwa [DHKW,
pp. 86] und die dort zitierten Referenzen.

Ein fiir Minimalflachen in hoheren Dimensionen wichtiges Ergebnis ist die
integrale Kriimmungsabschéitzung von Schoen, Simon und Yau [SSY]. Um
diese etwas genauer zu beschreiben, betrachten wir eine zunéchst beliebige
regulidre Hyperflache

X M" — R



Dann gilt fiir den Betrag der zweiten Fundamentalform die von Simons ge-
fundene Identitét

1 .
SAISE = VS| + ViV HRY + Hix(5) =[S,

Eine wichtige Beobachtung von Schoen, Simon und Yau ist nun, dafl man
hieraus fiir Minimalflichen unter Ausnutzung der Symmetrie in der Codazzi-
Gleichung die Ungleichung

1 2
3AISP = (14 2) 9isiP - st (L)

gewinnen kann. Nimmt man nun zusétzlich an, daf§ X stabil ist, so hat man
als weitere Ungleichung die Stabilitdtsungleichung zur Verfiigung:

/ 1S20% du < / Vol du (1.2)
M M

fiir alle Testfunktionen ¢ € C°(M). Testet man darin nun mit Potenzen
von |S|, so lassen sich die resultierenden Terme mit der Simons Ungleichung
verarbeiten und man gelangt zu der integralen Kriimmungsabschétzung

[ 1speran < ) [ (9ol di (1.3)
M M

fir p € (4,44 1/8/n) und beliebiges nichtnegatives ¢ € C°(M).
Diese kann als integrales Analogon zur Heinzschen Kriitmmungsabschétzung
angesehen werden. Speziell fiir 2 < n < 5 ergeben sich hieraus Bernsteinsétze.

1.2 Hauptergebnisse und Uberblick iiber die
Arbeit

Betrachte nun das parametrische Funktional

mit einem nur von der Normalen abhéngigen Integranden
F:5"—>R,

den wir uns durch
F(tz) =tF(z) furallet>0



1-homogen auf R™™\ {0} fortgesetzt denken. Ferner wollen wir stets fordern,
daBl F elliptisch ist, d.h. fiir jedes z € S™ sei

OP?F
Fzz(z> = (W(2>>a _ . ZJ_ — ZJ_

ein positiv definiter Endomorphimus, oder anders ausgedriickt, es sei

0*F aY/B

- Vey
AF) = inf 72927 (%)
z€8m,VezL\{0} |V |?

Fiir den Spezialfall, daf F'(z) = A(z) = |#| der Fldchenintegrand ist, geht F
in das Flachenfunktional

A(X) = /M Ay

iiber.

Ein Hauptanliegen dieser Arbeit ist es, die integrale Kriimmungsabschét-
zung von Schoen, Simon und Yau auf stabile Extremalen parametrischer
Funktionale, die nahe am Flachenfunktional liegen, zu verallgemeinern. Ge-
nauer sei
o\ 12

Plle
a0 (2)

IGllcw = sup [ Y

zeSn 1<k

Wir werden zeigen:

Theorem 1.1 FEs sein > 2 und p € (4,4 4+ /8/n). Dann g¢ibt es eine
Konstante §(n,p) > 0, so daf$ gilt: Ist F ein elliptischer Integrand mit ||F —
Allct < 0 und ist X eine stabile Extremale von

FOO = [ ) d
M
so gilt
[ 1sperdn < copF) [ VP (1.4)
M M

fiir alle nichtnegativen Testfunktionen o € C2°(M).

In Kapitel 2 treffen wir hierzu die benotigten geometrischen Vorberei-
tungen. Nach einer Beobachtung von Réwer [R| und Clarenz [C] lassen sich
die Extremalen von F geometrisch als Fldchen verschwindender F-mittlerer
Kriimmung charakterisieren. Dabei ist Hr = tr(Sg) die Spur der sogenannten
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F-Weingartenabbildung, die geometrisch die Rolle der Weingartenabbildung
einnimmt. Indem wir nun eine Idee von Sauvigny [S] aus der Theorie zweidi-
mensionaler Flachen aufgreifen und zusétzlich eine gewichtete Metrik gr mit
der Eigenschaft

gr(Sr(v),w) = g(S(v),w) fir alle v,w € TM

einfithren, sind wir in der Lage Sr in einem gewissen Sinne auch analytisch
wie S zu behandeln. Insbesondere werden wir sehen, daf§ die Kriimmungs-
abschétzung (1.4) zu einer Abschitzung der Form

/ Selb? dpur < Cn, p, F) / Tol? dur (1.5)
M M

dquivalent ist, in der sich alle Grolen konsequent auf die Riemannsche Me-
trik gr beziehen. (An dieser Stelle sei vor Verwechselungen mit den in [R]
und [C] verwendeten Bezeichnungen gewarnt.) Ferner werden wir fiir Sg ei-
ne verallgemeinerte Codazzi-Gleichung erhalten, welche grob gesprochen die
wesentlichen Symmetrien bis auf Zusatzterme niedriger Ordnung erhilt und
diese Zusatzterme lassen sich in Abhéngigkeit des Abstandes ||F — Al|cs
kontrollieren. Damit sind wir in der Lage eine der Abschitzung von Schoen,
Simon und Yau entsprechende Abschiitzung von |V.Sg|r nach unten zu ge-
winnen und zusammen mit einer allgemeinen Identitét fiir Agp|Sp|% fithrt
dies schliellich zu einer verallgemeinerten Simons Ungleichung der Form

1 2 1—77 2 — 2

- (ﬁ T 0<n,e>e<F>) 1Splt. (1.6)

Dabei sind 6 > 0 und 7 € (0, 1] frei wiahlbare Parameter und £(F") eine nur
von F' abhéngige, nichtnegative Konstante, die fiir ||F — Al|ca — 0 gegen 0
konvergiert.

In Kapitel 3 beweisen wir dann die Kriimmungsabschétzung in ihrer ge-
wichteten Formulierung, indem wir in der unserer Situation angepafiten Sta-
bilitdtsungleichung

/M ISkl dpu < C(F) /M Vol dyur (L.7)

mit Potenzen von |Sg|r testen und die verallgemeinerte Simons Ungleichung
ins Spiel bringen. Dabei ergibt sich dann auch die Kleinheitsbedingung an
| — Allgs aus der Forderung, dafi die GroBen C(F), A(F) und ¢(F) in

b}



Abhéngigkeit von n und p hinreichend nahe an ihren klassischen Werten,
also 1 bzw. 0, sein miissen. (Insbesondere lassen sich prinzipiell konkrete
Abschétzungen von §(n, p) nach unten machen, wenn man die Abschétzun-
gen, die in Kapitel 2 zu ¢(F) fithren, numerisch nachhélt.) Als Anwendung
erhalten wir einen Bernsteinsatz fiir stabile F-Minimalflachen der Dimension
2 <n < 5. Abschliefend gehen wir auf das zugehorige Graphenproblem ein.

Im letzten Kapitel kommen wir schlieffilich auf die Heinzsche Kriimmungs-
abschitzung zuriick und zeigen, dafl sich aus der integralen Kriimmungs-
abschétzung fiir 2 < n < 5 punktweise Kriimmungsabschétzungen der Form

Cn,F,K,0
w57 < S
Byr(zo)

ergeben. Dabei ist Br(zg) CC M wahlweise ein geodétischer oder euklidi-
scher Ball mit pu(Bgr(zg)) < KR". Fiir den klassischen Minimalflichenfall
haben Schoen, Simon und Yau hierfiir eine Beweisskizze angegeben. Der
in der hier vorliegenden Arbeit gefiihrte Beweis orientiert sich jedoch an
der Arbeit [D2] von Dierkes: Zunéchst leiten wir mit Hilfe der Sobolev Un-
gleichung, der verallgemeinerten Simons Ungleichung, sowie der integralen
Kriimmungsabschitzung eine L,-Abschéitzung fiir |Sp|p her. AnschlieBend
iterieren wir diese mit der Moserschen Iterationstechnik zu einer sup-Ab-
schitzung, wobei wir wieder konsequent mit den gewichteten Gréflen arbeiten
werden.

Fiir den Spezialfall zweidimensionaler Fldchen ergeben sich eine Reihe
von Uberschneidungen unserer Ergebnisse mit Bernsteinsétzen und Kriim-
mungsabschétzungen von Réwer [R|, Clarenz [C], Sauvigny [S], Frohlich [F]
und White [W]. Wir nutzen die Bemerkungen und Ausblicke zu den Kapiteln
3 und 4 um einige dieser Resultate genauer einzuordnen. Ferner sei darauf
hingewiesen, daf§ Simon [Si3] mit Methoden der geometrischen MaBtheorie
punktweise Kriimmungsabschéatzungen fiir Minima parametrischer Funktio-
nale nahe des Flachenfunktionals bis n < 6 gezeigt hat. In diesem Zusammen-
hang bleibt also einmal mehr die Frage offen, ob und wie sich die Methode
von Schoen, Simon und Yau auf den verbleibenden Fall n = 6 ausdehnen l&8t.

Ich mo6chte die Gelegenheit nutzen, um mich bei Herrn Dierkes an dieser
Stelle ganz herzlich fiir die Betreuung dieser Arbeit zu bedanken. Zahlreiche
Diskussionen, insbesondere iiber die Bedeutung von Simons Ungleichungen,
haben mafigeblich zum Entstehen der Arbeit beigetragen. Ganz besonders
mochte ich mich auch bei meiner Freundin Miriam fiir ihre Unterstiitzung
und viel Versténdnis bedanken.



Kapitel 2

Geometrie in der Niahe des
Fliachenfunktionals

2.1 Differentialgeometrische Grundlagen

Im folgenden wollen wir unter einer requldren Hyperfliche im R™! immer
eine glatte Immersion

X:M"— R
einer n-dimensionalen, orientierten, zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit
ohne Rand in den euklidischen R™™! verstehen. Glatt bedeute dabei, dafl
X von der Klasse C'*° sei. Wie iiblich bezeichnen wir mit g die induzierte
Metrik, also

g(v,w) == (dX (v),dX (w)) fur alle v,w € TM,
mit p das zugehorige Mafl und mit
N:M—S"

die zu X gehorige GauBabbildung. Da unsere Fliachen durchaus Selbstdurch-
dringungen haben diirfen, arbeiten wir konsequent auf der Parameterman-
nigfaltigkeit M. Durch Differentiation der Gauflabbildung gelangt man zur
Weingartenabbildung

S :=—dX 'odN,

welche das lokale Kriimmungsverhalten der Fldche beschreibt. Die zweite
Fundamentalform bezeichnen wir mit 717:

I (v,w) := g(Sv,w) = g(v,Sw) fiir alle v,w € TM.



Soweit sind alle GroBlen koordinatenfrei gegeben. Bei den umfangreichen
Rechnungen in den néchsten Abschnitten werden wir jedoch meistens in lo-
kalen Koordinaten rechnen. Daher stellen wir an dieser Stelle kurz die wich-
tigsten Identitédten fiir den Umgang mit Hyperflichen im Ricci-Kalkiil zu-
sammen: Zunédchst haben wir in Koordinaten die Ableitungsgleichungen von
GauBl und Weingarten:

0, X =TL0uX + hyyN (2.1)

und

@N = —gklhlﬁkX.

Hierbei sind h;; = I11(0;,0;) die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform
und Ffj die Christoffelsymbole des zu g gehorigen Levi-Civita-Zusammen-
hangs V, d.h. es gilt

Vo,0; = T'};0%.

Letzteres entspricht der Tatsache, dafl sich die kovariante Ableitung V,w
fiir zwei Vektorfelder v und w gerade als tangentialer Anteil der {iblichen
Richtungsableitung im R"*! ergibt, also

dXz(vvw> = [v(dX(w))(x)]T,

wobel

()T R = dX, (T, M)

die Orthogonalprojektion auf dX, (7, M) bezeichne. In lokalen Koordinaten
hat man v = v'0;, w = w'0; und damit

V,w = v'V;w"o)
mit der im Ricci-Kalkiil {iblichen Abkiirzung
Vaw* = g + Ffjwj.

Ist T" ein (0, s)-Tensor, so ist die kovariante Ableitung VT erklart durch
(VT) (v, wy, ..., wy,) := V(T (wy,...,wy,)) — ZT(wl, oo, Vg, oy wy,)
k=1

fiir v, wy, ..., w, € TM. In Koordinaten hat man
T=Tj ;d"" ®... @dz"

und somit ' '
VT = VT, .de" @ da @ ... @ da’*
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mit

VT j. = 0Ty, j. — T

T — oo~ Do Tt (22)

Fiir einen (1, s)-Tensor ergibt sich analog

= 0,78 . —T

Ji---Js kj1

V..T"

Ji--Js

T’L

lj2...Js

—T T T (2.3)

J1---Js Ji---Js

Mit R bezeichnen wir den Riemannschen Kriimmungstensor. Koordina-
tenfrei setzen wir

R(u,v)w := V,Vyw — V,Vy,w — Vi yw
fiir u,v,w € TM und in lokalen Koordinaten schreiben wir
R(0;,0;)0, =: joka,. (2.4)
Fiir die Koeffizienten ergibt sich dann
R, =0T, — ;T + ThIL, — TiT,, . (2.5)

Leider ist sowohl das Vorzeichen von R, als auch die Systematik bei der Stel-
lung der Indizes in der Literatur nicht einheitlich. Unsere Notation orientiert
sich koordinatenfrei an dem Buch von Kiihnel [K]. In Koordinaten wird dort
jedoch eine von (2.4) abweichende Stellung der Indizes verwendet.

Formal tritt der Kriimmungstensor immer dann auf, wenn Ableitungen
miteinander vertauscht werden. Den geometrischen Zusammenhang zwischen
Kriimmungstensor und Kriimmung der Flache stellt die Gauf3-Gleichung her:

g(R(u,v)w, z) = I1(u,2)I1(v,w) — I1(u,w)I1(v, z)
fiir alle u,v,w, z € TM. In Koordinaten ist dies die Gleichung
RLy = g (himhjr — hirhjm).- (2.6)

Die GauB-Gleichung erhélt man, indem man die Integrabilitdtsbedingungen
von (2.1) bildet und tangentiale Komponenten vergleicht. Durch Vergleich
der normalen Anteile ergibt sich die Codazzi-Gleichung:

8ihjk — ajhm + Fékhll - Fékhjl =0.
In tensorieller Notation ist dies einfach die Gleichung

Vihjr = Vihp. (2.7)



2.2 Parametrische Funktionale

Betrachte nun das parametrische Funktional

mit einem elliptischen Integranden F' : S™ — R, den wir uns wieder 1-
homogen auf R™™!\ {0} fortgesetzt denken. F' induziert ein Gewicht A auf
der Parametermannigfaltigkeit M vermoge

Ap :==dX 'oF,(N)odX.
Offenbar ist Ar symmetrisch und positiv definit und es gilt

J(AR() 1) = Sod S (N)X ()X ()

> A(E)|vf?
fiir alle v € T M, sowie
9(Arp(v),v) < AF)Jof,

wobel

2F a1/
—(2)VV
A(F) = sup GEEEL >2
zeS",Vezt\{0} “ ’

Fiir die Eigenwerte von Ar haben wir also die uniformen Schranken
0<AF) <oy <...<a, <A(F) < .
Die mit Ap gewichtete Weingartenabbildung
Sp:=AroS
heifit F'-Weingartenabbildung und
Hp = tr(SF)

ist die sogenannte F'-mittlere Kriimmung. Motiviert werden diese Grofien
durch die erste Variationsformel fiir F. Es gilt ndmlich

d
IF(X,p) = d_]:(X +epN)

£
= —/ Hpodp
M
10

e=0



fir alle ¢ € C2°(M) und dies impliziert: X ist genau dann eine Extremale
von F, wenn Hp = 0 auf ganz M ist, also wenn X eine sogenannte F'-
Minimalfidche ist.

Fiir den Spezialfall, dafl F'(z) = A(z) = |z| der Flachenintegrand ist, hat

man
(92A . 5046 ZaRB

5220 %) T Tl T TP

und damit Ap = id. Die gewichteten Kriimmungsgréfien S und Hpr gehen
also wie zu erwarten in die entsprechenden klassischen Gréflen iiber.

Soweit finden sich diese Begriffe in [C]. Fiir analytische Rechnungen mit
den gewichteten Kriimmungsgrofen auf der Mannigfaltigkeit wird es sich als
zweckméfBig erweisen zusétzlich noch eine gewichtete Metrik gr einzufithren:

fiir alle 2 # 0

gr(v,w) = g(Az' (v),w) fiir v,w € TM. (2.8)

Diese Definition ist zunéchst nicht so transparent wie die bisherigen. Beachte
jedoch, dafl gr gerade so definiert ist, daf3

gF(SF(U)vw) = g(Sv,w) (29)

fiir alle v, w € T M. D.h. die gewichtete zweite Fundamentalform, also die der
F-Weingartenabbildung unter g zugeordnete Bilinearform, stimmt mit der
klassischen zweiten Fundamentalform {iberein. Diese Tatsache wird sich im
folgenden als Schliissel bei unseren Rechnungen erweisen, da sie es uns erlaubt
S nicht nur geometrisch sondern auch analytisch wie S zu behandeln. Um
dies noch etwas durchsichtiger zu formulieren, fithren wir lokale Koordinaten
ein. Wir wollen die Vereinbarung treffen, dafl wir die Koeffizienten von gg
der Ubersicht halber lediglich mit einem Querstrich kennzeichnen. Fiir die
Koeffizienten von S und S erhilt man dann aus (2.9)

S0; = gklhlz’ak

und
S = g% hiiOk. (2.10)

D.h. S und Sr werden gewissermafien durch dieselbe Grofie beschrieben,
namlich h;;. Die F-Abhéngigkeit dagegen steckt vollstédndig in der Metrik.

2.3 Gewichtete Metriken

Wir werden nun systematisch die Geometrie einer Hyperfliche beziiglich der
beiden Metriken g und gr miteinander vergleichen. Dabei sind wir speziell
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daran interessiert, wie sich gewichtete Gréflen und Gleichungen strukturell
von entsprechenden euklidischen Groflen und Gleichungen unterscheiden.
Als Vorbereitung beweisen wir ein elementares Lemma:

Lemma 2.1 Es gilt
AF) — 1

und
A(F)—1

Beweis: Schreibe F' = A + G mit G := F — A. Fiir beliebige z € S™ und
V € 2t gilt dann

O*F 0?A 0°G
ay B ay/pB ay/B
020028 (Vv 02002P (VT + 020028 (Vv
= e+ 29 yyers
B 020028 '
Nun hat man die Abschétzung
0°G
ay/ B 2
SV < Gl V.
Also gilt
(1= Glle2)[VI* < or (VVP < (14 ||Glle2) VI
o 020028 - o
und damit
L= [|Gllo: < MF) < A(F) < 1+[|Gllc=.
Dies liefert die Behauptung. OJ

Als erstes werden wir nun die induzierten Biindelmetriken miteinander
vergleichen: g und gr definieren Metriken auf allen Tensorbiindeln. Ist 7" =
T30, ® ... ®0;, @da’* @ ... ®da’* ein (r,s)-Tensor, so ist

|T‘2 = Giky .girk_nglll ce gJSZSTlel;;”Tl]fllfr (2.11)

und

T\% = iy + Gt @1 o G T T (2.12)

Das folgende Lemma zeigt, dafl diese Metriken alle dquivalent sind:

12



Lemma 2.2 FEs qilt
c(r,s, F)IT]* < |T[; < C(r,s, F)|T)? (2.13)

mit positiven Konstanten c(r,s, F) und C(r,s, F'), die fir ||[F' — Al|lc2 — 0
gegen 1 konvergieren.

Beweis: Es sei x € M und ey, ...,e, eine Orthonormalbasis, kurz ONB, von
T, M beziiglich g mit

Apei:&iei furzzl,,n

Fiihrt man Koordinaten ein mit J; = e; in x, so gilt dort g;; = d;; und
gij = =-0;;. Hieraus folgt

TP =Y (T}
und somit

2 _ Qjy - QY i\ 2
Tl = 2 e )

T

< N L
_AFY
ACE)”
Analog erhélt man .
1 > 3 T
Also haben wir die gewiinschten Abschitzungen mit ¢ := iigr und C =
%, und mit dem vorangehenden Lemma folgt die Behauptung. 0

Da die gewichtete zweite Fundamentalform mit der klassischen iiberein-
stimmt, haben wir einerseits

hij|? = g% " hijhi = | S|

und andererseits

|hislz = g6 hishi = | Skl
Indem man das Lemma auf T = h;; dz’ ® dz? anwendet, erhélt man also die
wichtige Abschétzung

o(F)ISP < |Sef2 < C(F)|SP (2.14)

13



mit positiven Konstanten ¢(F') und C(F), die fir ||F — Al|c2 — 0 gegen 1
konvergieren.

Betrachte als néchstes eine differenzierbare Funktion ¢ auf M. Wir be-
zeichnen den Gradienten beziiglich g bzw. gr mit Vi bzw. V. Indem man
das Lemma auf das Differential T = ;¢ da' anwendet, ergibt sich auch hier
eine entsprechende Abschétzung:

o(F)|Vol* < [Volip < C(F) Vel (2.15)

Die zu g und gr gehorigen Volumenelemente lassen sich ebenfalls verglei-
chen:

Lemma 2.3 Es qilt
o(F)dp < dup < C(F)du (2.16)

mit positiven Konstanten c¢(F') und C(F), die fir |[F' — Allc2 — 0 gegen 1
konvergieren.

Beweis: Es seien A¥ (wie auch im folgenden immer) die Koeffizienten von
Ap, sodaBl Ap0; = Af@k. Dann ist g;; = Afgkj und folglich besteht zwischen
dp und dup die Beziehung

dp = +/det(gi;)dz" ... da"

= /det(Ap)4/det(gi;) da’ ... dz"

= det(AF) d,up

Nun ist
ANF)Y2 < \/det(Ap) < A(F)"/?
und damit ) )
—————du < dup < ————dpu.
Hieraus folgt die Behauptung. O

Insbesondere gilt fiir jede nichtnegative mefibare Funktion f die Ab-

schéitzung
C(F)/MfdMS/MfduFSC(F)/Mfdu-

Kombiniert man dies mit den beiden Abschétzungen (2.14) und (2.15), so
ergibt sich folgende in Hinblick auf die integrale Kriimmungsabschéitzung
grundlegende Beobachtung;:

14



Bemerkung 2.4 Die Kriimmungsabschitzung aus Theorem 1.1 ist dquiva-
lent zu einer Abschétzung der Form:

/ ISelP? dpi < Cln,p, F) / Vol dyur (2.17)
M M

fiir alle nichtnegativen ¢ € C°(M).

Es bezeichne nun allgemeiner V den zu g gehorigen Levi-Civita-Zusam-
menhang auf M. Wir untersuchen als néchstes, wie sich die Ableitungen eines
Tensors beziiglich V mit denen beziiglich V vergleichen lassen. Betrachte
dazu einen allgemeinen (1, s)-Tensor 7". Dann ergibt sich fiir die Koeffizienten
von VT

= i _ PO Bl i =il
ViTj, 5o = T} 5 =TT — - =D TG+ DTy,
_ T R i B
=1 I i =i i\l
—(Cyy. =T )T o+ T = T T3,

Die Differenz E := V — V der Zusammenhiinge ist ein (1,2)-Tensor, den wir
im folgenden als Fxzeff bezeichnen wollen. In lokalen Koordinaten haben wir

Obige Rechnung liefert also folgende Rechenregel:

Lemma 2.5 IstT ein!l, s)-Tensor, so berechnen sich die Koeffizienten der
kovarianten Ableitung VT wie folgt:
=V, T!

]1--~js

V. T"

]1--~js

l % l i

Ji---Js

Tt E;,T!

_]1“.]'5'

(2.18)

Eine entsprechende Formel ist natiirlich auch fiir (0, s)-Tensoren giiltig, es
entfillt einfach der letzte Summand. Insbesondere sieht man, daf§ die ersten
Ableitungen von T beziiglich gr mit den Ableitungen beziiglich g bis auf
Zusatzterme erster Ordnung in F {ibereinstimmen.

Nun sind wir in der Lage eine verallgemeinerte Codazzi-Gleichung fiir Sr
herzuleiten:

Lemma 2.6 Flir die gewichtete zweite Fundamentalform gilt

?ihjk: = vjhki + Cikis (2.19)
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wobei der (0,3)-Tensor C definiert ist durch

Bewers: Nach obiger Rechenregel ist

Vihjk = Vil — ELhy, — Elghji.
Zyklisches Vertauschen der Indizes liefert

Vihii = Vi — Bl hi — Elhyg.

Subtrahiert man nun die zweite Gleichung von der ersten, so ergibt sich die
Behauptung, da nach der klassischen Codazzi-Gleichung

Vihji =V jhyi
ist und Ef] in den unteren beiden Indizes symmetrisch ist. O
Als letztes leiten wir eine Gleichung fiir den Kriimmungstensor her:

Lemma 2.7 Fiir den gewichteten Kriimmungstensor gilt

Ry, = Ry, + Dy, (2.21)
wobei der (1,3)-Tensor D definiert ist durch
DLy, = ERE. . — EREL. +V,EY — VB (2.22)

Beweis: Sei x € M beliebig. Fiihrt man beztiglich g Normalkoordinaten um
x ein, so ist EZ’“J = Ffj in x und folglich gilt dort
Rijk = 8ifé'k — ;L% + f%ﬂm - f%ﬁm
= 8i(ré'k + E]lk) — 8;(Tly + El)) + Eﬂ;Efm - EZTZE'Il"nj
= oI — Ol + ViEl, — V,;EY + EJLE. . — ELE. ..

2

Nun ist nach obiger Rechenregel

VBl ~V,E}, = VB!, - EDE., — ErE,, + B E
—V,Ej + Ej B, + ERE,,, — E} E}

im™ik

= V,EY — V,Ej, —2E}E.,, +2ELE.,.
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Also gilt im Punkt z

R, =R +VE\Yy —V,;E\ + ERE. . — ENEL,
und dies ist bereits die gewiinschte Gleichung fiir den Kriimmungstensor in
einem speziellen Koordinatensystem. Da beide Seiten dieser Identitit jedoch
tensoriellen Charakter haben, gilt sie automatisch auch in jedem anderen
Koordinatensystem. O

Aus der klassischen Gau-Gleichung erhalten wir unmittelbar das folgen-
de

Korollar 2.8 Fs gilt eine verallgemeinerte Gauf$-Gleichung:

Rij, = "™ (himhi — hixhjm) + Digy.

(2.23)

2.4 Abschitzungen fiir den Exzef3

Wir werden jetzt Abschétzungen fiir den Exzef herleiten, um die Storterme
in der verallgemeinerten Codazzi-Gleichung und der verallgemeinerten Gauf3-
Gleichung zu kontrollieren.

Wir beginnen mit Abschétzungen fiir das Gewicht Ar und die Inverse
Br = A

Lemma 2.9 Fiir Ap und B gelten die Abschdtzungen
|Ar| < C(F) (2.24)

und
|Br| < C(F) (2.25)

mit einer positiven Konstanten C(F), die fiir |F — Al|cz — 0 gegen /n kon-
vergiert.

Beweis: Es sei eq,...,e, eine ONB beziiglich ¢ mit Ape; = aue; fiir i =
1,...,n. Dann ist

[Apl* =) af <nA(F),

17



also
|Ap| < V/nA(F)

und dies zeigt die erste Abschétzung.
Da Bre; = iei ergibt sich analog

\/ﬁ
|Br| < m

und hieraus folgt die zweite Abschéitzung. O

Als néchstes wollen wir VAp abschétzen. Hierzu gehen wir etwas anders
vor. Es bezeichne

Aij = g(Arp0;, 0;)

die Koeffizienten der Ar unter g zugeordneten Bilinearform. Dann ist A;; =
Alg; und damit
ViAij = ViAig,

also
|\VAp| = |VkAl-j|. (2.26)

Sei nun F' = A+ G mit G := F — A, wobei A (in etwas doppeldeutiger
Notation) den Flachenintegranden bezeichne. Dann ist Ap = id + Ag und
somit

Aij = gij + 0a3G(N)O; X*0; XP.
In Normalkoordinaten beziiglich g folgt hieraus
Vidi; = Ok
= 0up,G(N)ON0;X0; X" + 00pG(N)hiypy N*0; X
+00sG(N)O; X *h N”
= —§"hs0us,G(N)0; X“0;X"0, X7,

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dafl aufgrund der Homoge-
nitdt von G gilt:

O0upG(N)N? =0 firallea=1,...,n+1.
Also haben wir
Vidij = =G haxOap, G(N)0; X0, X50, X7

Beachte, daf§ diese Identitdt zundchst nur in dem Punkt giiltig ist um den
wir die Normalkoordinaten gew#hlt haben. Da auf beiden Seiten jedoch die
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Koeffizienten eines Tensors stehen, gilt sie automatisch auch in jedem anderen
Koordinatensystem und in jedem Punkt. Es folgt die Abschétzung:

IVAp| < C(n)[|Gllcs|S]-
Analog behandeln wir VV Ap und erhalten

VleAij = —g’"SVlhskc“)amG(N)&Xo‘ﬁjXﬁ&XV
+0" her " hg10nprsG(N)0; X0, XP0,X70,X°
—G" Nk Onpy G(N) (hiy N©0; XP0, X7 + 0; X *h;jy N9, X"

+0;X*0; X h, N7).
Damit folgt
IVV ARl < C)(|Glles| VS| + [|Glles| ST + [|Glles |S)
< C)||Glle(IS)* +[VS)).

Fassen wir dies wie folgt zusammen:
Lemma 2.10 Die Ableitungen von Ap lassen sich abschdtzen durch
IVAp| < e(F)|S] (2.27)

und
IVVAER| < &t(F)(|S]2 +1|VS|) (2.28)

mit einer nichtnegativen Konstanten e(F), die fir |F — Al|lca — 0 gegen 0
konvergiert.

Nun kommen wir zu Abschéatzungen fiir die Ableitungen von Br. Wegen
BpAp =id ist BJA] = 0} und damit

VB, = =BV, ALB;
und
ViViB) = =V, BV A B} — BIV|\V,ALB; — BV ALV B3,

wobei B! die Koeffizienten von Bp bezeichne. Nach (2.25) und (2.27) ergibt
sich daraus die Abschéatzung

\VBr| < C(n)|Br||VAF||Br| < e(F)|S|,
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wobei £(F') (wie auch im folgenden) eine nichtnegative Konstante bezeichne,
die fiir ||F' — Al|ca — 0 gegen 0 konvergiert. Weiter erhdlt man mit (2.28)

|VV Bp| C(n)(IVBr||VAr||Br| + |Br||[VV Ar||Br|)

<
< e(F)(ISPP+|VS)).

Fassen wir auch dies kurz zusammen:
Lemma 2.11 Fiir die Ableitungen von Br = Ap' gilt

IVBr| < <(F)|9] (2.29)

und
[VVBg| < e(F)(IS]> + |VS]) (2.30)

mit einer nichtnegativen Konstanten e(F), die fir |F — Al|lca — 0 gegen 0
konvergiert.

Jetzt konnen wir Abschédtzungen fiir den Exzef3 herleiten. In Normalko-
ordinaten beziiglich g berechnet man:

k _ Tk
BE = Tk
1 —km — — —
= 59 (8Zg]m + ajgmi - amgz])
1 rAM s s s
= §gk A (8i(ngsm) + 0;(By,9si) — Om(B; gs5))
1 rAmMm s s s
= §gk Ar (vz’ngsm + Vijgsi - vaz gsj)a

wobei wir die Identitéten g;; = BFgy; und g¥ = g?* A] ausgenutzt haben, und
da auf beiden Seiten Tensoren stehen gilt die Identitét

B = 30 ALV iBi g + VB — Vi Bis)
in beliebigen Koordinaten. Obige Abschéitzungen liefern nun
|E| < C(n)|Ap||V By < e(F)|S]. (2.31)
Weiter gilt
VIES = % G "NIAT (VB gom + VB gsi — Vi Bi gsj)
+%9kTAT(Vle‘ngsm +ViV;B;gsi — ViV Bl gsj)
20



und damit
IVE| < C(n)([VAF||VBr| + |Ar||[VVBp|

< e(F)(ISP+1|VI)). (2.32)

Da wir spéater konsequent beziiglich der gewichteten Metrik rechnen wol-
len, miissen wir die letzten beiden Abschétzungen noch auf gr beziehen.
Zunéchst erhdlt man mit der Aquivalenz der Metriken aus (2.13) und auf-
grund von

S| < C(F)[Sklr

die Abschéitzung

Mit der Rechenregel (2.18) fiir kovariante Ableitungen beziiglich gp ergibt
sich ferner )
V\Ef, = V,Ef — E['EF — E['E}, + Ef ET

mj m ity
so dafl
IVE|p < C(F)|V\Ef, - EJ'E\, — EJEL, + Ef BT
< C(F)(IVE|+3|E|)
< e(F)(|S)?+|VS)). (2.34)

Beachte nun noch, dafl

VS| = |[Vihy]
= |Vihij + Ejihm; + Ehin|
< ‘vkhij‘—l-ﬂEHS]
< C(F)|VSklp +&(F)|Srl3,

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, daf3
|Vihijlr = |V SF|F.
Also haben wir
(18" +[VS)) < C(F)(|SklE + [VSrlr),

wobei C'(F) fir ||[F — A||ca — 0 gegen 1 konvergiert. Setzen wir dies in (2.34)
ein, so haben wir gezeigt:
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Proposition 2.12 Fiir den FExzefS gelten die Abschdtzungen
|Blp < (F)|Srlr (2.35)

und
\VE|p < e(F)(|SF|F + IVSE|F) (2.36)

mit einer nichtnegativen Konstanten e(F), die fir |F — Al|lca+ — 0 gegen 0
konvergiert.
Als unmittelbare Folgerung erhélt man:

Korollar 2.13 Fir die Storterme in der verallgemeinerten Codazzi-Glei-
chung und der verallgemeinerten Gauf-Gleichung gelten die Abschdtzungen

|Clr < e(F)|SF|% (2.37)

und

|D|p < e(F)(|SF|% + |V Sk|r) (2.38)

mit einer nichtnegativen Konstanten e(F), die fir |F — Aljca — 0 gegen 0
konvergiert.
Fiir spatere Zwecke notieren wir noch folgendes
Korollar 2.14 FEs gilt
VClp < e(F)[Sr|r(|SklF + [V SE[r) (2.39)
mit einer nichtnegativen Konstanten e(F), die fir |F — Aljcs — 0 gegen 0
konvergiert.
Beweis: Nach Definition von C' ist
vle]m‘ - le;thZ —|— E;Zvlhml - le:th] - Ef,zvlhm]

und daher ) ) )
IVC|p < C(n)(IVE|p|Srlr + |E|p|VSF|F).

Die Behauptung folgt nun aus den Abschétzungen fiir den Exzef. OJ
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2.5 Ungleichung vom Schoen-Simon-Yau Typ
Die fiir jede regulare Hyperfliche giiltige Abschéitzung
IVS[? > |V|S]]?

148t sich nach Schoen, Simon und Yau [SSY] fir Minimalflichen verbessern

7zu 2
VS > (1 N ﬁ) VISP

Ziel dieses Abschnittes ist es, fiir F-Minimalflichen eine analoge Abschétzung
von |VSg|p nach unten zu gewinnen.

Proposition 2.15 Ist X eine F-Minimalfiiche, so hat man die folgende
Abschdtzung:

_ 1 2 _
95l 2 g (142) (9186l - COePISAE (240

fiir alle @ > 0. Dabei ist (F') eine nichtnegative Konstante, die fir |[F —
Allcr — 0 gegen 0 konvergiert.

Beweis: Der Ubersicht halber wollen wir im Beweis das F an den Betragstri-
chen weglassen. Da wir konsequent beziiglich gr rechnen, fithrt dies zu keinen
Mifiverstéandnissen.

Es ist

|SF|2 — Z hijhmgirgjs.

2,3,T»8

Sei nun z ein Punkt in dem |Sg| > 0 ist. Fithre um = Normalkoordinaten
beziiglich gr ein, die Sp diagonalisieren, d.h. in x sei g;; = d;;, F = 0 und
hij = K;d;; mit gewissen Ky, ..., k,. Dann gilt dort

_ 1 _
Vil Sr| = @ Z Vihiihi;

und mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung erhélt man die Abschéatzung

IVISkl]* = ‘SF‘QZ<Zth”h”)
< > (Vihi)™. (2.41)

ik
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Hieraus folgt
IVSE[? = [VISElI* = ) (Vihi)? =) (Vihi)?
irjok ik

= > (Vi) (2.42)

4,5,k iF#]
Wir wollen hierin die rechte Seite weiter abschéitzen. Da Hr = 0, also
i §7hij = 0, ist zunéichst

> Vihii =0
in x, so dal nach (2.41) gilt

VISEIP < D (Viha)® + Y (Vihi)®

ki k
2
= Z(th”)Q + Z <Z vkhu>
ki k ik
< Z(thu) + (n - 1) Z(V}JL”)Q
k#i k#i
= n Y (Vihi),
ki
also .
ﬁ|v|SF||2 < %ﬁ:(?khii)% (2.43)

Um (2.42) und (2.43) miteinander in Beziehung zu setzen, bringen wir
jetzt analog zur Vorgehensweise in [SSY] die verallgemeinerte Codazzi-Glei-
chung (2.19) ins Spiel:

2> (Vili)* = 2 (Vihi + Crpi)?
i#k i#k
= Y (Vihi)® + ) (Viha)’
itk ik
+4> " VihiiCrii +2 > (Crii)
i7k i#k
Beachte nun, dafl

S Ve + S (Vi) < S (Vi)

ik itk i gk it]
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Ferner liefert die Youngsche Ungleichung:
_ _ 4
43 VihyiCui < 0|VSp|” + 5ICI*
itk
fiir alle & > 0. Also hat man
_ _ _ 4
2) (Vihg)? < Vihis)® + 0V Sp|* + (24 <) |CP.
;( k) _i,j,k;yéj< whig)” + 0IVSE[" + (2 + 2)IC]

Kombinieren wir hiermit nun (2.42) und (2.43), so ergibt sich
_ _ 2 _ 4
Vel = IVISEI* 2 ~[VISk|” = 6]V Spl” = 2+ Z)ICT°

und mit der Abschétzung (2.37) fir |C| erhdlt man

_ 1 2\ < 1 4
2> — (1+= 2 —— (24 =) e(F)|Sp|
\VSE|* > 110 < +n> IVI[SE|| T8 ( + 7 e(F)|Sk|
Also haben wir die gewiinschte Abschétzung iiberall dort, wo | S| > 0 ist.
Da |Sr| nach Anhang A.1 jedoch schwach differenzierbar ist und die schwa-
che Ableitung in allen Punkten in denen |Sp| = 0 ist verschwindet, gilt die
Abschéatzung sogar auf ganz M. O

2.6 Verallgemeinerte Simons Ungleichung

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Kapitels. Zunéchst leiten wir aus
der verallgemeinerten Codazzi-Gleichung und der verallgemeinerten Gauf3-
Gleichung eine Identitét fiir Ap|Sy|% her. Dabei bezeichnet A den Laplace-
Beltrami Operator zur Metrik gp. Zusammen mit der Schoen-Simon-Yau
Ungleichung liefert dies eine verallgemeinerte Simons Ungleichung.

Nach der verallgemeinerten Codazzi-Gleichung (2.19) haben wir zunéchst

Vihi; = Vihj + Cij

und damit o o B

Vlehij = Vkvl-hﬂ -+ kaijl-
Vertauscht man hierin die Reihenfolge der Ableitungen, so ergibt sich nach
Definition des Kriimmungstensors

?k?lhi]’ = ?i?kh]’l - RZijhsl - R]iilhjs + vkc(ijl-
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Also gilt
vkvlhij = viv]‘hlk — 7Zithl — 7Zilhjs -+ vinlk -+ kaijl.

Wir ziehen nun die verallgemeinerte Gauf-Gleichung (2.23) heran. Diese lie-
fert:

ViVihij = ViVihu — 6% (hghi; — hijhi)hs — % (hgcha — haghic) s + Tijra,
wobei der Rest 1" gegeben ist durch
Tijii = ViCjik + ViCiji — Diisha — Diyhjs.
Verjiingt man dies mit g*, so folgt
Arh;; = ?zijF + Hphiyg"hs; — (QSthtk?]klhls)hij + 04 + ?]leijkl
mit
0ij = hitg"*ha g hi; — hsg™ b h;.

Beachte nun, dafl o alterniert, d.h. es gilt 0;; = —o0;;. Indem man also ¢
und j vertauscht und den Mittelwert der resultierenden Gleichungen bildet,
erhalten wir weiter

_ 1
Aphi; = V;V;Hp + HF(hitgtShsj) - (gSthtkgklhls)hij + 5?]“ (Tijra + Tirt)-

Diese Gleichung stellt eine Verallgemeinerung der klassischen Simons-Iden-
titdt dar. Fiir |Sp|% = hijhig® g = hi;jh" ergibt sich hieraus

Ap|Spl} = ?’“?HSF\%

2Arhih" + Qﬁkhij?khij

= 2|VSp|% +2V,V,;Hph" + 2Hphig"*heh"
—2(9" hug" s |Sp % + 267 Tijrah.

Benutzt man nun noch, dafl g% = B$g™, so konnen wir also folgendes Zwi-
schenergebnis festhalten:

1 _ _ y
QAF|SF‘§W = |VSF|% + VZ-VjHFh” + HFtr(BFSIg:')
—tr(BpSE)[Selt + g Tijuh".
Speziell fiir F-Minimalflichen hat man die Identitét:

1 _ .
S Ar[Selh = [VSplh — tr(BrSp)|Splh + 8" Twh™. (244)
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Nun gilt
tr(BpS2) < ——|Sp2
F) = )\(F) FlF>
ist ndmlich ey, ..., €, eine ONB beziiglich gr mit Aré; = q,e; firi = 1,...,n,
so gilt
tr(BpSE) = > gr(BrSie.e)

1
= E —gr(Sei, &
: OzigF( 7Eis i)

1
< E 25 &
=~ )\(F) i gF(SFeﬂez)

1 2

St
Ferner liefern die Abschitzungen fiir VC und D aus (2.39) und (2.38), daf}
9" Tjah®] < C(n)(IVO|r|Srlr + |D|r|SF|%)
< e(F)|Sk[} + e(F)|VSrlr|Srl}
und nach der Youngschen Ungleichung ist
2 | —o 2, E(F)? 4
e(F)|Sple|VSrlr < 0|V Splr + T|5F|F
fiir alle n > 0. Aus (2.44) ergibt sich also die Abschitzung;:
3ArISelE = (1= IVSely — (5 + CN=(P)) el
2 A(F)
fiir alle n > 0. Ziehen wir nun noch unsere Ungleichung vom Schoen-Simon-
Yau Typ heran, so haben wir also bewiesen:

Proposition 2.16 Ist X eine F-Minimalfidche, so hat man die folgende
Abschdtzung:

1 1—n 2 _
§AF15F|% > (m) <1+5> IV|SF|rl7

- (ﬁ Lo, e>e<F>) Spft (2.45)

fiir alle @ > 0 und alle n € (0, 1]. Dabei ist e(F') eine nichtnegative Konstan-
te, die fir || — Allc+ — 0 gegen 0 konvergiert.
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Kapitel 3

Integrale
Kriimmungsabschatzungen und
Sitze vom Bernsteintyp

3.1 Eine Stabilititsungleichung

Die zweite Variation
2

d

e=0

ist fiir parametrische Funktionale von Rawer [R] und Clarenz [C] ausgerech-
net worden. Speziell fiir Extremalen von F ergibt sich:

PF(X, ) = /M (9(ApVe, V) — tr(ApS?)e?) dp.

Fiir stabile Extremalen, d.h. fiir den Fall, da§ 62F (X, ) > 0 fiir alle ¢ €
C®(M), liefert dies die Ungleichung

/ tr(ApS?)p? du < / G(ArVi, V) dy
M M

fir alle ¢ € C°(M).
Wir wollen hieraus eine unserer Situation angepafite Stabilitdtsunglei-
chung herleiten. Beachte zunéchst: Zwischen Vi und V¢ besteht wegen

g(V,v) = dp(v) = gr(Vp,v) fiir allev € TM

die Beziehung B
Vo = ArV.
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Folglich ist der Integrand auf der rechten Seite nichts anderes als
9(ArVe, V) = [Vl
Ferner haben wir die Abschitzung
|SE|5 < A(F)tr(ARS?).
Ist ndmlich ey, ..., €, eine ONB beziiglich gr mit Are; = o;€;, so sieht man
ahnlich wie im letzten Abschnitt, dafl
tr(ApS?) = tr(SApS)
= tr(Az'SE)

= > gr(Ap'Ste @)

1
= - SQ _i7 _i
Ei OZigF( #€i, €i)

1
A(F)
1

_ 2

tr(Sk)

Ziehen wir nun noch die Aquivalenz der Volumenelemente dy und dup aus
(2.16) heran, so erhalten wir folgende Stabilitdtsungleichung:

Proposition 3.1 Es sei X eine stabile Extremale von F, d.h. es gelte IF (X, ¢) =
0 und 6*°F (X, @) > 0 fiir alle ¢ € C*(M). Dann gilt

/M ISPl dup < C(F) /M Vol2 dur (3.1)

fir alle ¢ € C(M) mit einer Konstanten C(F), die fir |[F — Allc2 — 0
gegen 1 konvergiert.

3.2 Beweis der Kriimmungsabschitzung

Nun kommen wir zum Beweis von Theorem 1.1: Es sei also F' ein zunéchst
beliebiger elliptischer Integrand, X : M — R"*! eine stabile Extremale des
zugehorigen parametrischen Funktionals F und p € (4,4 + 1/8/n). Unser
Ziel ist es, eine Abschétzung der Form

/ ISelP? dpie < Cln,p, F) / Veolt dur
M M
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fiir alle nichtnegativen ¢ € C°(M) zu beweisen, da diese nach Bemerkung
2.4 zur klassischen Kriimmungsabschétzung dquivalent ist. Im Verlauf der
Rechnungen wird sich dabei eine Kleinheitsbedingung an ||F'— Al| o+ ergeben.
Der Ubersicht halber lassen wir im folgenden das F an den Betragstrichen
wieder weg.

Ausgangspunkt ist die Stabilitdtsungleichung:

/ |SF|2902dﬂF§C'1(F)/ IVol? dup.
M M

Hierin méchten wir mit ¢ = |Sp|7T1¢ testen, wobei £ € C2°(M) eine nicht-
negative Testfunktion sei und ¢ > 0 zunéchst beliebig gewéhlt werden darf.
Da diese Funktion jedoch im Allgemeinen nicht glatt ist, setzen wir zunéchst

@ = |Sp|2TE, wobei |Sk|, := /|SF|? + 02, und lassen anschlieffend o — 0
streben. Wegen

Vo = (q+1)|Sp|2V[SE|.€ + [Sp|ETVE
und

Vel* = (g+1*ISrlVISFlal*€* + 2(a + VISP eV ISFI-VE
+H Spl Vel

ergibt sich auf diese Weise
1SS dur < P+ 17 [ [SeITISk P dur
M M
2C(F)a+ ) [ 18eEIETISHLVE dur
M

LO\(F) / S 2042 e
M

und mit 0 — 0 folgt aus Lemma A.1 und dem Satz von der majorisierten
Konvergenz, dafl

[ IsePrre e < CUPYa-+ 17 [ 1SPVISEIPE e
20 (F)g+ 1) [ 1SePrICTISHE due
+Cu(F) [ |5 dur (32
Wir wollen nun das erste Integral auf der rechten Seite wie folgt abschétzen:

/ 16299l 262 e < Cn, g, F) / e P Ve dpe
M M
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Multipliziere dazu die verallgemeinerte Simons Ungleichung (2.45) mit |Sp|?7€>
und integriere iiber M. Dies ergibt:

1 1-
5 [ arisefiseire o = (150) (1+2) [ 9IeIRISH dur
M +0
_ 1 2q+4
<A(F)+C(n, )/ [Sp|* e dpp.

Partielle Integration liefert

1 _
5 | AriSeRISH e dur = 20 [ |S6EITISHLPE dur
M M
=2 [ |S¢RIETET|Sely dur
M
Beachte, dal Ap|Sp|> = Ap|Sr|?. Indem wir also ¢ — 0 gehen lassen,

erhalten wir

1__77 z 29 |C 2 ¢2
(150) (1+2) [ 15ePa9isele: dur

< —2q/ |SF|2q|v|SF||2§2d/LF_2/ |Sp|*EVEV|Sp| dup
M

+(ﬁ+0(n, )/ |Sp?7E dppe.

Zusammen mit (3.2) ergibt sich hieraus:
{ G_TZ) (1 + %) +2¢ — C1(F)(q + 1) (ﬁ + C(n, 9)5(F)) } X
| 18ePAVISEIRE
< {2cura+ 1) (50 + C00e) - 2 [ 16T S5
+0F) (5 + OO [ ISePTTSE du.

Ab jetzt nehmen wir an, dafl p = 4 + 2¢ ist und damit insbesondere ¢ €
(0,+/2/n). Dann kénnen wir n(n, q) > 0 und 6(n, q) > 0 so klein wihlen, daf

I—n 2 2
_— 1+ — 2q — 1 )
(1+9)(+n)+q (g+1)*>0
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Weiter finden wir, da Cy(F) — 1, A(F)) — 1 und ¢(F) — 0 fiir ||[F — Al|jcs+ —
0, eine Konstante d(n,q) > 0, so daf fir [|[F — Al|cs < 0 gilt:

(%) (1 + %) +2¢ — C1(F) (g + 1) (ﬁ + C(n, 6)5(F)> > 0.
Folglich hat man fiir solche F' eine Abschitzung der Form
/M S| VISpIP€ dur < Ca(n,q, F) /M |Sp* VeV Sk dur
+Caln.a,F) [ [SePrVER du
Benutzt man nun noch, dal nach der Youngschen Ungleichung gilt
ColS e VeI D1 < 31Sr 916126 + s P g

so erhalten wir das gewiinschte Zwischenergebnis
[ 18RSI dur < Cutna.F) [ ISePHTEP dur. (33
M M

Beachte nun, daf§ sich das zweite Integral auf der rechten Seite von (3.2)
mit der Abschéitzung

2|Sp* eV |SFIVE < [Sp*|VISFI[*E® + Sk VE*

auf die beiden anderen Integrale verteilen 1a8t. Zusammen mit (3.3) ergibt
sich also

/ S dpp < Cs(n, g, F) / S 2 V[ S| [2€2 dpep
M M
Cy(n,q, F) / S PV dpig
M
< Cilniq,P) / SE[E2 Ve dure
M

Jetzt miissen wir nur noch den Exponenten von £ anpassen. Ersetze dazu
¢ durch (772 wobei ¢ € C°(M) eine beliebige nichtnegative Testfunktion
sei. Dann ist

VE = (q+2)¢"'V¢
und

[VE[ = (g +2)° ¢ V(P
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und obige Abschitzung wird zu

[ 1Sk g < ol a2 [ |69 du
M M
Nun bendétigen wir folgende Interpolationsungleichung:
ab < ya® + ’y_ﬁbs%l
fiir alle a,b > 0, v > 0 und s > 1, sieche [GT, p. 145]. Setzt man hierin
a=|Sp|2T22M2 b= Cr(g+2)*V(]?, y=3 und s = gi—f, so ergibt sich
_ 1 _
Cr(q + 2)°|Sp? 7222V (]? < §|SF|2‘1+4C2‘1+4 + Cs(n, q, F)|V¢PrH
und somit

/ |SF‘2q+4C2q+4 d,uF < QCg(n,q,F)/ ’@<|2q+4 d,uF-
M M

Damit ist Theorem 1.1 vollsténdig bewiesen. 0

3.3 Ein Bernsteinsatz fiir Hyperflachen

Als Anwendung der Kriimmungsabschéitzung wollen wir einen Bernstein-
satz fiir stabile Extremalen parametrischer Funktionale nahe des Flachen-
funktionals beweisen. Im folgenden sei 2 < n < 5 vorausgesetzt, damit

n < 44 4/8/n ist. Definiere

de(n) = sup{5(n7p):4<p<4+ \/g,p>n}

mit d(n, p) aus Theorem 1.1.

Korollar 3.2 Es sei 2 < n < 5, F ein elliptischer Integrand mit |F —
Al < 0,(n) und X eine vollstindige, stabile Extremale von

FOO = [ FN)d
M
die der Wachstumsbedingung
w(Br(zo)) < KR"  fiir alle R > 0

gentige. Dabei sei xog € M ein fester Punkt und Bgr(xg) = {x € M :
d(z,zg) < R} bezeichne den offenen Ball mit Mittelpunkt xo und Radius
R > 0. Dann ist X (M) eine Hyperebene.
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Beweis: Nach Definition von 0, gibt es eine Zahl p € (4,4 + /8/n) mit
p >n,sodal ||[F— Al gt < §(n,p). Sei nun ® € C'(R) eine monoton fallende
Funktion mit ®(y) =1 fiir y <0, ®(y) =0 fiir y > 1 und |P'(y)| < 2 fiir alle
y € R. Fir R > 0 setze

on(r) = (W) el

Dann ist g eine Lipschitzfunktion mit ¢r = 1 in Br(xg), ¢ = 0 in M \
Bsr(zg) und es gilt

2

Vor| < R

p-fast iiberall auf M. Indem wir g wie in Lemma A.2 beschrieben durch glat-

te Funktionen approximieren, erhalten wir aus Theorem 1.1 die Abschétzung

/ \5|”<ﬂ’édu§0(n,p,F)/ IVr|P du
M M
und somit

/‘ SPdu < CXnJ»Fy/ Veonl? dy
Bpg(zo)

Bar(zo0)

< C(n,p, F)KR"™.

Mit R — oo konvergiert die rechte Seite gegen 0. Also ist |S| = 0 auf M und
hieraus folgt leicht, dali X (M) eine Hyperebene ist. O

3.4 Nichtparametrische F-Minimalflichen

In diesem Abschnitt betrachten wir nichtparametrische Fliachen
X(x) = (z,u(x)), z €,

mit Hohenfunktion v € C°(£2). Definiere das zu F gehorige nichtparametri-
sche Funktional § durch

§u) = F(X)

-D 1
_ /F< - )\/1+\Du|2dx.
Q

V14 [Dul?” /1 + |Dul?

Aufgrund der Homogenitéat von F' ist dann

mmzéﬂumw
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mit

f(p) = F(-p,1), peR"

Sei nun
Xe(z) = (2, ue(x))

mit

u-=utep, @€ Cr(Q),
eine Variation in e, -Richtung. Dann ergibt sich aus der Variationsformel
fiir F:

d

d_gg(ué:) - _FX)

e=0

= / Hpp(entr, N) dp

Q

da (ep41, N) = \/ﬁ und dp = /1 + |Dul? dzx, also

—/ Hrodx.
Q

Die FEuler-Lagrange-Gleichung des nichtparametrischen Funktionals lautet
also wie zu erwarten Hr = 0. Andererseits konnen wir die erste Variation
auch direkt ausrechnen und dies ergibt:

af
Q 81%’

B g (0f
- —/ani <8pi(Du)> pdz.

Vergleicht man nun die beiden verschiedenen Darstellungen, so ergibt sich
mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung, dafl die F-mittlere
Kriimmung einer nichtparametrischen Fliche durch den Ausdruck

o (G (00) (3.4)

gegeben ist. Im klassischen Fall, also fiir f(p) = /1 + |p|?, ist dies nichts

anderes als die bekannte Identitit

0 (u, )

(Du)0;p dx

Hp =

H=div | —22 ),
1+ |Du|?
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weshalb wir die Gleichung

aii (gi (Du)> ~0 (3.5)

im folgenden auch als F'-Minimalfidchengleichung bezeichnen wollen.
Natiirlich 148t sich (3.4) auch direkt aus der Definition von Hp = tr(Sr)
herleiten. Die Rechnung ist jedoch etwas miihsamer.
In Hinblick auf einen Bernsteinsatz benotigen wir nun Strukturbedingun-
gen der F-Minimalflichengleichung.

Lemma 3.3 Es gilt
0% f
OpiOp;

155
T+ P72

(P)&i&; = A(F) (3.6)

fiir alle p, £ € R".
Beweis: Da F,, homogen vom Grad —1 ist, gilt fiir alle p € R"

0% f - O*F (—p1) = 1 0’F )
Op;Op, P)= 020z, Pt = 1+ [p|? 020z

z = : :
VI+IpP 1+ P
Sei nun ¢ € R™. Dann ergibt sich mit V := (£,0) € R**!
0% f 1 0’F
Pt = Vevs

V14 |p? 02202P
1

= W<Fzz(z)vavT>
L AP
> JTTE
- A (VP

A(F) . (&p)?

V1+[pl? ('ﬂ 1+\pl2) (3.7)

und mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung folgt die Behauptung. O

v

Als unmittelbare Folgerung notieren wir die folgende Abschétzung, die

im klassischen Fall, also fiir f(p) = /1 + |p|?, scharf ist:
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Lemma 3.4 Fir alle p € R™ ist

of of Ids
p <3—p(p) - 3_])(0)) > A(F)W. (3.8)

Beweis: Durch Integration von (3.6) erhélt man

of of ~ [tdof
p(a—p<p>—a—p<o>> - [ £ tpar

1 32 f
/0 900 (tp)pip; dt

o [
o (1+[tp|?)*?

Vv

wobel wir im letzten Schritt

/ ds B s
A+s7 Vit

benutzt haben. O

Lemma 3.5 FEs gilt

‘g—ﬁ(p)‘ < sup (i

fir alle p € R™.

Beweis: Da F, homogen vom Grad 0 ist, gilt

T =-2 ) =-7 ),

Op;

wobel wieder

Z = P 1
VI+pPR V1+]pP

ist. Hieraus folgt die Behauptung. 0

Damit sind wir nun in der Lage das Flidchenwachstum nichtparametrischer
F-Minimalflachen zu kontrollieren.
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Proposition 3.6 Es sei X(x) = (z,u(x)), x € §, eine nichtparametrische
F-Minimalfliche und Bar(xo) C €. Setze

M, (zg) ={z € Q: |X(z) — X(x0)| <r}.
Dann hat man die Abschdtzung
WM (z0)) < C(n, F)r”
fiir alle r € [0, R].

Beweis: Die Abschatzung gilt bereits unter schwécheren Strukturbedingun-
gen an die Gleichung, siche [Si5, pp. 349]. Der Vollstédndigkeit halber wol-
len wir dennoch eine unserer Situation angepafite Variante des Arguments
vorfithren.

Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen, daff zy = 0 und u(zo) = 0 ist.
Da die F-Minimalflachengleichung Divergenzform hat und den Strukturbe-
dingungen (3.8) und (3.9) geniigt, konnen wir den iblichen Abschneidetrick
(siche [GT, p. 404]) anwenden, d.h. wir testen die Gleichung wie im klassi-
schen Minimalfldchenfall mit ¢ = nu,, wobei n € C2°(2) eine nichtnegative
Funktion mit 7 = 1 in B,(0), n = 0 in Q\ By,(0) und |Dp| < 2 ist und u,
definiert wird durch

ro,wWouZ>r
Uy 1= u o, wo —r<u<r
—r , wou< —r.

Dann ist
Dy = Dnu, + nDux{juj<r}

fast iiberall und folglich gilt

of of
0 = /BgR(O) (—ap(l)u) — _8]7 (0)) Dy dx
of of
= /{|u|<r} nDu (—ap(l)u) — _3]9 (O)) dx

of of
+/83R(0) Dnu, ((9—]9(Du> — 3_p(0>) dx.

Hieraus ergibt sich zusammen mit (3.8) und (3.9):

A(F) / _De?
Byflul<r} \/ 1+ [Dul?
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9 (puy — 91
= /Bm{|u|<r} b (529 (D) Op (O)) o
Of (puy_ 01
= /{u|<7"} o (5P<Du) 317(0)) o

_ of iy 9
_ /B 3R(O)Dnur( S (Du) ap(())) du

2
S —7’201(F)|B2r|,
r

also

Dul? F
/ CDuE < O g g e,
Bonflul<ry /14 |Dul? A(E)

Mit der elementaren Ungleichung /1 + |Dul? <1+ \/% folgt nun, daf

/ V14 |Dul?dz < C(n, F)r"
Br{|ul<r}
und hieraus ergibt sich die Behauptung, da M, (zo) C B, N{|u| <r}. O

Sei nun u € C*(R") eine ganze Losung der F-Minimalflichengleichung
und X (z) = (z,u(x)), x € R", der zugehorige F-minimale Graph. Dann
haben wir fiir alle R > 0 die Abschétzung

(Mg(xo)) < C(n, F)R". (3.10)

Ferner beobachten wir, daf§ X stabil ist. Da die zweite Variation des parame-
trischen Funktionals F namlich nur vom Normalanteil der Variation abhéngt,
siehe [CM, Corollary 4.2], besteht fiir beliebiges ¢ € C°(R") und mit der

Abkiirzung ¢ := ¢+/1 + |Du|? die Beziehung

52?(Xa SON) = 52F(X7 ¢€n+1)
d2
= d_52]:<X + evenyn)
2

= d_gg(u + )
= 623<u7 1/})

e=0

e=0

und nach (3.6) gilt

2 _ 0*f e
0 F(u, ) = . OpiD; (Du)0jp0;1 dx > 0.
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Mit Hilfe der integralen Kriimmungsabschétzung erhalten wir daher folgen-
den Bernsteinsatz:

Korollar 3.7 Es sei 2 < n <5 und F ein elliptischer Integrand mit |F —
Allcr < 0i(n). Ist dann u € C®(R™) eine ganze Lisung der F-Minimal-
flachengleichung, so ist u affin-linear.

Beweis: Sei wieder p € (4,4 + /8/n) mit p > n derart, dal ||[F — A|lc1 <
d(n, p). Definiere die Abschneidefunktion ¢p durch

or(x) == @ ('XW - );@0)' - R) , zeR"

Dann ist ¢r = 1 in Mpg(z0), ¢ = 0 in R™ \ Map(zo) und es gilt [Vor| < 2
p-fast iiberall in R™. Indem man in der integralen Kriimmungsabschétzung
mit pp testet und beachtet, dafl wir das Wachstum von Mg(z¢) gemés (3.10)
kontrollieren kénnen, erhélt man wie im Beweis des vorherigen Bernsteinsat-
zes, daf

/ |SIPdu < C(n,p, F)R"™ — 0
Mp(xo)

fir R — oo. Also ist |S| = 0 auf R” und damit N, also auch Du konstant. [J

3.5 Bemerkungen und Ausblicke

Eine geometrische Bedingung zur Kontrolle des
Flachenwachstums

Fiir zweidimensionale Flachen hat Sauvigny [S, Lemma 6] mit Hilfe von
GauB-Bonnet eine Abschéiitzung bewiesen, um das Flachenwachstum geodéti-
scher Kreisscheiben zu kontrollieren:

Es sei X : M? — R3 eine regulire Fliche, Br(xo) C M eine normale
geoddtische Kreisscheibe und fir die Gaufkrimmung von X gelte

K S Ko m BR(ZL‘())

mit einer Konstanten K, € [0,00). Dann gilt

(Br(xo)) < (w w5 - du) R

r(0)
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Wie Sauvigny konnen wir hiermit einen Bernsteinsatz formulieren:

Korollar 3.8 Es sei F' ein elliptischer Integrand mit |F — Allca < 0,(2).
Ist X : M? — R3 eine vollstindige, einfach zusammenhdngende, stabile F -
Minimalfldche mit endlicher Totalkrimmung, also

/ K| dy < oo,
M

so ist X (M) eine Ebene.

Beweis: Man sieht leicht, dal zweidimensionale F-Minimalfldchen nichtposi-
tive GauBkriimmung haben: Wegen tr(Sr) = 0 ist ndmlich det(Ar) det(S) =
det(Sr) < 0 und somit K = det(S) < 0. Da M als einfach zusammenhéngend
angenommen wurde, folgt aus dem Satz von Hadamard, sieche zum Beispiel
[doC, Chapter 7], dafl die Exponentialabbildung

erPy, * TuoM — M

ein globaler Diffeomorphismus ist. Wir kénnen also Sauvignys Lemma fiir
alle R > 0 anwenden und erhalten die Abschétzung

u(Balio) < (Hg / R(xo)(—K)du) R

1
< (w+—/ ]Kldu>R2.
2 Ju

Aus Korollar 3.2 folgt nun die Behauptung. 0

Eine interessante Frage ist, ob sich in hoheren Dimensionen &hnliche
geometrische Bedingungen angeben lassen, die eine Kontrolle des Flachen-
wachstums und damit ein Bernsteinresultat garantieren.

Zweidimensionale Techniken

Speziell fiir zweidimensionale Flachen lassen sich genauere Aussagen treffen,
wenn man von vorneherein mit typisch zweidimensionalen Techniken arbei-
tet. So kann man nach einem Ergebnis von Rawer [R, Satz 5.4] bei endlicher
Totalkriimmung der Fliche auf die Kleinheitsbedingung an ||F' — Al|c1 ver-
zichten und im Allgemeinen hat man immerhin das folgende Resultat, ver-
gleiche [R, Satz 5.5]:
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Ist X : M? — R3 eine vollstindige, stabile F-Minimalfiiche zu einem ellip-
tischen Integranden mait

A(F)
AE) ©

N | —

s0 ist X(M) eine Ebene.

Zum Beweis verwendet Réwer in beiden Féllen die Methode von Fischer-
Colbrie und Schoen [FCS], indem er die Stabilitdtsungleichung als Abschét-
zung fiir den ersten Eigenwert eines gewissen elliptischen Operators auf der
Flédche interpretiert. Eine Verallgemeinerung des Arguments auf Fliachen kon-
stanter F-mittlerer Kritmmung findet sich bei Clarenz [C, Kapitel 6].

Gleichungen vom Minimalflichentyp
Schreibt man die F-Minimalflichengleichung in der Form

2
a”(Du) Ou =0

0xt0xI

mit

’ 02 f
a”(p) = V1+|p]? p), peR,
)= VITbP 530
so sieht man, dafl die Koeffizienten der Strukturbedingung

(& p)?
1+ [p[?

(&) )

AF) (1€ - Fart

) <@g < A (1eF -
fir alle p, & € R™ geniigen. Die F-Minimalflichengleichung ist also eine
Gleichung vom Minimalfidchentyp. Allgemein fithrt die nichtparametrische
Euler-Lagrange-Gleichung des parametrischen Funktionals

FX) = /M F(X, NYdy

auf eine Gleichung vom mittleren Kriimmungstyp. Diese Gleichungen sind fiir
n = 2 ausfiihrlich von Simon [Sil, Si2] untersucht worden (siche auch [GT,
Chapter 16]). Eine wesentliche Beobachtung ist, dal die GauBabbildung des
Graphen einer Losung stets eine quasikonforme Abbildung ist und man daher
eine allgemeine Holderabschétzung fiir quasikonforme Abbildungen zwischen
Flichen im R?® heranzichen kann. Insbesondere ergibt sich auf diese Weise,
dafl fiir die zweidimensionale F-Minimalflichengleichung ein Bernsteinsatz
ohne Kleinheitsbedingung an ||F — A||cs gilt, [Sil, Theorem 4]. Fiir eine
quantitative Version dieses Ergebnisses sieche auch Jenkins [Je, Theorem 3].
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Eine weitere eng mit der F-Minimalflichengleichung verwandte Klasse
von Gleichungen bilden die Gleichungen vom Variationstyp. Auch hier hat
man fiir n = 2 immer einen Bernsteinsatz, [Si5, Theorem 3].
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Kapitel 4

Punktweise
Kriimmungsabschiatzungen

4.1 Resultat

Wir kommen jetzt zu punktweisen Kriimmungsabschétzungen. Um dabei si-
multan mit geodatischen als auch euklidischen Billen arbeiten zu konnen,
fithren wir dhnlich wie in [SSY] die folgende Sprechweise ein: Ist

X: M — R
eine regulare Hyperfliche und
r:M—R

eine Lipschitzfunktion mit r(x¢) = 0 fiir ein 2o € M und |Vr(z)| < 1 fur
p-fast alle z € M, so bezeichnen wir r als abstrakte Distanzfunktion und
definieren fiir R > 0

Br(xg) :={z € M :r(z) < R}.

Speziell fir r(z) = d(z,z) erhalten wir so aus dem folgenden Theorem
Kriimmungsabschétzungen auf den iiblichen geoditischen Béllen Bg(zg) und
fir r(x) = | X(x) — X(x0)| Abschédtzungen auf den induzierten euklidischen
Ballen. Letzteres ist speziell fiir Graphen interessant.

Wir erinnern noch einmal daran, daf3

dy(n) :—sup{é(n,p):4<p<4+ \/g,p>n}

44

fir 2 <n <5.



Theorem 4.1 FEs sei 2 < n < 5, F ein elliptischer Integrand mit |F —
Allga < 04(n) und X eine stabile Extremale von

F(X) :/ F(N)du.
M
Ist dann Bgr(xo) CC M mit p(Br(zo)) < KR™, so gilt

C(n,F,K,0
sup |SJ” < (T)
By r(zo)

fiir alle 0 € (0,1).

Bemerkung 4.2 Im Spezialfall, daf§ X vollstindig ist und der Wachstums-
bedingung u(Bg(zo)) < KR fiir alle R > 0 geniigt, erhdlt man mit r(z) =
d(x,zp) die Abschitzung

C(n.F. K
sup [spp < L fK)
B (w0) R

Lassen wir hierin R — oo, so folgt, dal X (M) eine Hyperebene ist. Wir
erhalten also wieder Korollar 3.2.

Ist dagegen u € C*°(R") eine Losung der F-Minimalflichengleichung, so
konnen wir die Kriimmungsabschétzung mit r(z) = | X (z) — X (x)| auf den
Graphen anwenden. Zusammen mit Proposition 3.6 ergibt dies:

C(n, F)

sup |2 < —27
M (a0) R?

Mit R — oo folgt hieraus, dafl u affin-linear ist. Also haben wir auch fiir
Korollar 3.7 einen alternativen Bewelis.

In den nédchsten beiden Abschnitten werden wir die Kriimmungsabschét-
zung beweisen. Dazu leiten wir zundchst mit Hilfe der Sobolev Ungleichung,
der verallgemeinerten Simons Ungleichung, sowie der integralen Kritmmungs-
abschétzung eine L,-Abschétzung fiir |Sg|p her, wobei wir wieder konsequent
mit den gewichteten Groflen arbeiten werden. Die sup-Abschétzung ergibt
sich dann mit einer Moser-Iteration.

Ein einfaches Skalierungsargument zeigt, daf§ wir uns hierbei auf den Fall
R = 1 beschrinken konnen: Geniigt ndmlich X den Voraussetzungen von
Theorem 4.1, so betrachte

_ -1
X:M—-R"™ X .= EX.
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Dann ist X ebenfalls eine stabile Extremale von F, da fiir beliebiges ¢ €
C>®(M) gilt:
_ d - .
IF(X,9) = —F(X +epN)
de £=0
1
= —O0F(X,Ryp
Rn ( ’ (70)
=0
und )
VF(X, @) = 70" F(X, Rp) > 0.
Bezeichnet nun r die abstrakte Distanzfunktion von X, so definiert

1
r. M R, 7:=—
T — R, 7 Rr

eine abstrakte Distanzfunktion fiir X und fiir die zugehérigen Biille gilt
Bo(zo) == {x € M : 7#(z) < 0} = Byg(zo)

fiir alle @ > 0. Insbesondere ist B (z9) CC M und da das Maf mit 7+ skaliert
gilt:

(B (10)) = 7-p(Br(ao)) < K.
Beachte ferner, daf3 die Hauptkriimmungen mit R skalieren, so dafl
|S[2 = R?|S]3.
Haben wir nun die Kriimmungsabschétzung fiir R = 1 bewiesen, so gilt

sup |5|2 < C(n, F, K,0)
By (o)

fiir alle @ € (0,1) und hieraus folgt

S2 O, FK,0
2:sup"zg_ (n, 72 ,0)
Bgr (o) By (o) R R

mit derselben Konstanten C'. Also gilt die Kriimmungsabschétzung auch fiir
beliebiges R > 0.
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4.2 L,-Abschatzung

Hier und im néchsten Abschnitt wollen wir annehmen, dafl F ein elliptischer
Integrand mit ||[F' — Allcs < 0,(n) ist, X eine stabile F-Minimalfliche und
Bi(zo) CC M mit p(Bi(zg)) < K. Wir zeigen:

Proposition 4.3 Es sei f := |Spl%, p > 1 und es sein € CX(M) eine
nichtnegative Testfunktion mit supp(n) C Br(x), 0 <7 < 1. Dann gilt

1/q _
< / <fn>2fIduF> < o / P dus +C / P du, (4.1)
M M M

wobei
- 5 fiirn >3
2, firn=2.

Dabei ist C' = C(n, F, K,T) und es gilt « = a(n, F') > 1.

Der Rest dieses Abschnittes ist dem Beweis gewidmet: Ausgangspunkt
ist folgende unserer Situation angepafite Version der Sobolev Ungleichung:

Lemma 4.4 FEs sei F' ein elliptischer Integrand, X : M — R eine re-
gulire Hyperfliche und h € CH(M). Ist 1 < p < n, so gilt

p £

( / rh|%duF) < C(n,p, F) ( / <|h|p|sp|%+|w|%>dup)
M M

Bewers: Im klassischen Kontext haben wir die Sobolev Ungleichung von Mi-
chael und Simon:

n—-p

([ |hrn"ppczu) T <con ([ <|h|er!p+|Vh|p>du);. (12)

Fiir p = 1 findet sich ein Beweis in [MS] bzw. [Si4]. Der allgemeine Fall 1 <
p < n laBt sich darauf wie im euklidischen Fall zuriickfithren: Wende einfach
die Sobolev Ungleichung anstelle von A auf eine geeignete Regularisierung
von |h|7 mit v := p(n"f_pl) > 1 an und benutze die Holdersche Ungleichung.
Dann ergibt sich:

( / Ihl’?nldu) < Cl) [ (A1 AJAl V) d
M M
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< On) ( / rhr”p‘?’pdu)” ( / |hrp|Hrpdu)”
M M
+C(n)y (/ | du> ’ (/ |Vh|pdu)p.
M M

Daﬁzﬂundw:ﬂfdgt
n—1 n—p p—1 n—p

n—1

([wesa) " < con ([ rhiﬁdu)v( [ e 190 i)

Hieraus ergibt sich (4.2).
Die gewichtete Sobolev Ungleichung folgt nun aus der elementaren Un-

gleichung
[H[? < n|S|* < nC(F)|SF,

sowie den Aquivalenzen zwischen |Vh| und |Vh|p bzw. du und dpp. O

Setze nun in der Sobolev Ungleichung h := fn. Da f nach der Kettenregel
fiir Sobolevfunktionen in W,>%°(M) liegt und sich nach Lemma A.1 zum
Beispiel durch f, := |Sp[?, 0 > 0, approximieren l&t, macht dies keine

Schwierigkeiten. Fiir n > 3 ergibt sich

n—2

( [ = dup) T <) [T+ PO SIS du
M M

Fiir n = 2 dagegen haben wir zunéchst fiir alle r € (1,2)

1

(A(fn)ﬁdupﬂ)tf <C(n,r,F) (/M(]V(fn)|T+f’"n’"|SFV") d,LF)’"

Da supp(n) C Bi(zo) und pp(Bi(z)) < C(F)K erhalten wir mit der Holder-
schen Ungleichung

r
2

/M (VU + f|Sel) dpp < Clr, FK) ( /M |v(fn>|2dup)

LC(r, F.K) ( [ rlsif duF)

und somit

2—r

( [ = dup) T

< CnrF.K) / (VP + P10 + 1S el?) dus.
M
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Fiir spitere Zwecke erweist es sich als zweckméafig r = % zu wahlen, damit

5 = 2 ist. Wir kénnen dann folgendes Ergebnis festhalten:

( [ dw)q < Culn B K) [ (9FP7 + 190+ F1Sel?) du
. Y (4.3)

mit
n—2

I fiirn>3
1= 2 , firn=2.

Wir verarbeiten nun das erste Integral mit der verallgemeinerten Simons
Ungleichung;:

Lemma 4.5 FEs gilt

/ 9 £120 dur < C(n, Fp / 20152 dpp + 4 / P dpp. (4.4)
M M M

Beweis: Der Einfachheit halber arbeiten wir zunéchst mit der regularisierten
Funktion f, := |Sp|? mit o > 0. Dann berechnet man

V;fs =plSrE'V,1SF|s,
ViV, fe = plp = VISe[E Vil SeloV;|Sels + plSplE ViV;|SE|s
und damit

Achr - vivifa
= p(p— 1)|SkIE2IVISE|o|” + p|SpE Ar|SE|,.

Da Ar|Sr|?2 = Ar|Sr|?, folgt aus der verallgemeinerten Simons Ungleichung,
daf

- 1
|SF|O'AF|SF|O'+|V|SF|U|2 = EAF|SF|3—

1—mn 2\ = 9
> (—7 z
> (159) (1+2) 918l

(ﬁ n c(n,e)e(F)) Es
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fiir alle n € (0,1] und @ > 0. Mit |V|Sr|,| < |V|Sr|| und |Sk|, > |Sk| ergibt
sich weiter:

1— 2 _
Selodelsels = ((15g) (1+2) ~1) ISP

1 2 2
()\(F) +C(777‘9)5(F)) |SF| |SF|0
Also haben wir

Apfe > plp—1)|SrE2V[SEl|*
1 -1 z . P—2|C 2
—1+9) (1—!— n) 1) |SEE|V|SF|s|

(
~» (57 + COO=E) ) 1wl

+p

Dann folgt

1

Apfe > —p (m + C(T},@)&(F)) |SF|2fa'7

also
AFfa Z _03(n7F)p|SF|2fU‘

Multipliziert man dies nun mit f,n? und integriert iiber M, so erhilt man

—/ Apfofon® dur < Cap/ F20?|Sel? dug
M M

und mit partieller Integration folgt:

/ IV fo’n* dpp + 2 / [V [,V dup < Csp / F20?|Sel? due.
M M M

Also gilt
/ VPt due < Cap / 202155 P dur
M M

12 / £l £l
M
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Benutzt man nun noch, daB 2,1|V f,||Vn| < 3|V f,*n*+22|Vn[?, so ergibt
sich

/ IV foln* dpr < ZCsp/ Fo’ S| dpr +4/ £Vl dpp.
M M M
LaBt man nun o — 0, so folgt die Behauptung. U

Damit haben wir folgendes Zwischenergebnis:

</ (fn)quuF>q < 04(n,F,K)p/ %Sk dur
M M
L Cy(n, F, K) / PP dur. (45)
M

Das erste Integral wird nun mit Hilfe der integralen Kriimmungsabschét-
zung verarbeitet:

Lemma 4.6 Es gilt

/ FP1Sp 2 dyup < Ciy ( / <fn>2‘IduF) Ly / Prtdus (46)
M M M

fiir alle v > 0. Dabei ist C4 = Cg(n, F, K, 7) und s = s(n, F') > 1.

Beweis: Wir bendtigen wieder die Interpolationsungleichung
ab < va® + 7—5%15%

fir alle a,b > 0, v > 0 und s > 1, sieche [GT, p. 145]. Setzt man darin
a = |Sp|? und b = 1, so ergibt sich

/f2772|SF!2dMF§’Y/ f2772‘SF|28d,UF+’Y_311/ 0 dur
M M M

fiir beliebiges v > 0 und s > 1. Wende nun die H&ldersche Ungleichung mit
% + & = 1 an und beachte, dafi supp(n) C B;(zo). Dann folgt

1
7

/fQHQ\SF\QduF < 7(/ (fn)2qduF) (/ \SFIQSq’duF>
M M Br(xo0)

T / f’ dpp.
M
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Wir legen jetzt s durch die Bedingungen fest, dafl
, 8
2sq € | 4,4+ — (4.7)
n

|F — Allcs < d(n,2sq"). (4.8)
Beachte hierzu: Falls n > 3, so ist ¢ = § und damit 2s¢’ = ns. Nach
Definition von d,(n) gibt es ein nur von F abhéngiges ¢t € (4,4 + \/8/n)
mit ¢ > n, so da ||F' — Aljca < d(n,t). Wéhlen wir also s := £, so sind
die Bedingungen erfiillt. Ist dagegen n = 2, so haben wir ¢’ = 2 und damit
2sq" = 4s. Nach Definition von 0,(2) gibt es diesmal ein ¢(F') € (4,6) mit
| F'— Allca < 6(2,¢t) und mit s = £ sind die Bedingungen auch in diesem Fall
erfiillt. Also gibt es in jedem Fall eine derartige Konstante s = s(n, F)) > 1.

Definiere nun die Abschneidefunktion ¢ durch

olz) = (m—_T) x €M,

und

1—7

wobei wieder ® € C'(R) eine monoton fallende Funktion sei mit ®(y) = 1
fir y <0, ®(y) =0 fir y > 1 und |®'(y)| < 2 fiir alle y € R. Dann ist ¢ = 1
in B (o), p =0in M \ By(zo) und es gilt

Volr < C(F)|V
2C(F)
< __~ 7
- 1-7

pr-fast iiberall. Beachte auflerdem, dafl ¢ kompakten Tréger hat, da wir
Bi(zg) CC M angenommen haben. Also kénnen wir ¢ in der integralen
Kriimmungsabschétzung einsetzen und erhalten:

1 1
’ d ’ ’ q’
(/ |Sp|* dMF) < (/ |Sp[*°T o dMF)
Br(xo) M

< (C(n, F,2sq") / V| duF)
Bi(xo)

[

q

< curzserr ()

also
1

(/ |SF|2Sq/d,uF>q SO@'(’I’L,F,K,T)-
B (zo)
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Hieraus folgt die Behauptung. OJ

Es folgt

1

(/ (f77>2quF> < Cq(n,F,K,7)py (/ (fn)2qduF)
M M
+C4m_si1/ f2n2dup+05/ AV dup.
M M

_1

5Cp- Dann ergibt sich

Waéhle nun v :=

q 1 1 —
(/ (fn)* dw) < 204191*5-1(207)3-1/ P’ dpp + 205/ PV dpp.
M M M
< Cp"‘/ fPn* dpr + C/ P21Vl dpr
M M
mit o = a(n, F') ;= %3 > 1 und einer Konstanten C' = C(n, F, K, 7). Damit
ist die L,-Abschétzung vollstéindig bewiesen. 0

4.3 Moser-Iteration

Wir machen die gleichen Voraussetzungen wie zu Beginn des letzten Ab-
schnittes. Unsere Ziel ist es, aus der L,-Abschitzung (4.1) mittels Moser-
Iteration (siehe zum Beispiel [J, Kapitel 11]) folgende sup-Abschétzung zu
gewinnen:

Proposition 4.7 Es gilt

Bo(zo)

fiir alle 0 € (0,1).

Beweis: Als erstes setzen wir in die L,-Abschétzung fiir  konkrete Abschnei-

defunktionen ein. Sei dazu 6 := %9, T = %9 und es seien p’ und p Radien
mit B

O<p<p<b<t<l
und

, 1
przp—gp=9).
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Konstruiere 7 durch
N
n(x) = (r(a:)—lp) , xeM.
P—pP
Dann ist n = 1 auf B, (xo), n =0 auf M \ B,(zo) und es gilt
20(F)
p—1r

IVnlp <

pp-fast iberall auf M. Setzt man 7 in die L,-Abschétzung (4.1) ein, so erhélt

marn
20(F)\?
< C1pa/ fzd,UF‘i‘CH( ( ,>> / f?durp
By (w0) pP—p B

( / f = dMF)
B, (o) p(zo)

mit einer Konstanten C; = Cy(n, F, K,7). Da p > 1 und % > 1 folgt
hieraus

Q=

Q=

Cz(’rl,F, K, 9)

N R
B (z0) (p=1r) B, (z0)

mit Cy = @ +4C,C(F)?. Setze nun u := |Sp|%. Dann ist f2 = |Sp|? =

u? und f27 = u?, also

1 1
qp l o P
< / u d/@r) < CPpv(p—p) ( / u? duF> :
Bp/ (o) Bp(xO)

Mit der Abkiirzung
1
I(r,t) = (/ u' d,uF>
Br(xo)

(¢, qp) < C3p* (p— p') 7 1(p,p), (4.10)
sofern nur p > 1 ist und p/, p wie oben gewéhlt sind. Wir kénnen also die

hohere Lgy,-Norm durch die niedrigere L,-Norm kontrollieren.
Dies werden wir nun iterieren. Setze dazu

haben wir also

pp=0+27(0—0),

1
Pi = P = P — 5 (o — 0),
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sowie
po > 1
und
Pr = q"po
fiir £k =0,1,2,.... Dann gilt
I(pri1, pr1) = [(p;w qpr.)

o

< Cf’“ (Pk_pk) 7 1 (pr; pr)
= O p R A (0= 0) R I i)

k+1 o

C3™ pg* 1 (pr, i)
mit Cs = Cs(n, F, K, 0) := max(4Cy (6 — 6) 2, 4¢%). Hieraus folgt

IN

it vk e
ol X2
I(prs1, prr1) < Cy o 7 1(po, po)-
o oo j41 2
Nun ist 7 —op = po(qq—l) und ijo% = po(qq—l Also haben wir die
Abschétzung
2
I(prt1, pres1) < Cfowl)zpo - Y 1(po, po) (4.11)

mit Cy = Cy(n, F, K, 0) := max(Cs, 1) fir k£ =0,1,2,.... Wir benétigen nun
das folgende einfache

Lemma 4.8 Es qilt

sup u < lim 1nf[(pk,pk)
By (o) =

Beweis: Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine Menge A. C By(xp) mit positivem
pr-Maf, so dafl
U > Sup u—€
Bg(zo)

PE
I(pr,pe) = / uP* dpp
By (z0)
1
Pr
> ( / P d,UF)

> (sup u—e)(ur(A)),
By(xo)

in A.. Daher gilt
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wobei die letzte Ungleichung im Fall, dafl supg,
erfiillt ist. Da p, — oo fiir £ — oo, folgt

o) W—€ < 0 ist, trivialerweise

liminf I(pg, px) > sup u—e
k—o0 By (z0)

und mit € — 0 ergibt sich die Behauptung. 0

Wenden wir das Lemma auf (4.11) an, so ergibt sich die sup-Abschétzung

2

sup v < Cfo(g—l)ngog’q_l)](Po Do)
Bo(wo)

1
L _agq PO

= Cfo(qflﬁpgo(qfl) / uPo d,UF )
Bg(zo)

Darin ist pg > 1 beliebig. Indem man mit py potenziert und anschliefend
po — 1 148t, erhalten wir also

sup |Swl2 < Cs(n, F, K, 9)/ 1S dpir
By(zo) Bj(zo)

2
9
mit Cy = C*™° .
Ziehen wir nun noch die Stabilitdtsungleichung heran, so ergibt sich mit
der mittlerweile bekannten Abschneidetechnik, dafl

/ 1Sp|% dur < C(F, K, ).
B-

5(z0)
Also gilt
sup |Sp|3 < Cs(n, F, K, 0)
Bg (o)
und genau dies wollten wir zeigen. OJ

Da |Sp|r und | S| dquivalent sind, folgt hieraus nun die punktweise Kriim-
mungsabschétzung fiir den Spezialfall R = 1. Da wir bereits bemerkt haben,
dafl die Kriimmungsabschétzung richtig skaliert, haben wir sie dann auch fiir
alle R > 0. Damit ist Theorem 4.1 vollstéandig bewiesen. 0
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4.4 Bemerkungen und Ausblicke

Kriimmungsabschitzungen fiir G-Minimalflichen

Wenn man zu jedem (y, 2) € R3x S? einen positiv definiten Endomorphismus
w(y, z) : T.S* — T,S?

vorgibt, so kann man losgel6st von parametrischen Funktionalen solche Fla-
chen X : M? — R3 betrachten, deren gewichtete mittlere Kriimmung

H, =tr(A,059)

verschwindet. Dabei sei A, := dX ' ow(X, N)odX das induzierte Gewicht.
Mit

w=G, G=G(y,z) € R¥ eine Gewichtsmatriz,
fithrt dieser Zugang zu der von Sauvigny [S] eingefiihrten Klasse der G-Mini-
malflichen. Fiir diese Fldchen hat Sauvigny Kriimmungsabschédtzungen vom
Heinzschen Typ bewiesen. Ein wichtiges Hilfsmittel ist dabei die Einfithrung
globaler konformer Parameter beziiglich der gewichteten Metrik

go(v,w) = g(AS (v),w), wv,weTM.

In seiner Dissertation [F] hat Frohlich zusétzlich einen verallgemeinerten
Stabilitéatsbegriff in Form einer gewichteten Stabilitdtsungleichung eingefiihrt
und Kriimmungsabschétzungen fiir in diesem Sinne stabile G-Minimalflichen
gezeigt. Diese liefern unter anderem eine quantitative Version des Bernstein-
satzes von Réwer, vergleiche [F, Abschnitt 4.2.1].

Kriimmungsabschétzungen fiir Minima parametrischer
Funktionale

Fiir Minima parametrischer Funktionale hat Simon [Si3] mit Methoden der
geometrischen Mafitheorie Kriimmungsabschédtzungen unter einer Regula-
ritatsforderung an das Funktional bewiesen. Fiir den Fall, da ||F' — A||¢s
hinreichend klein ist, ergeben sich hieraus Kriimmungsabschétzungen fiir Mi-
nima bis n < 6 und fiir Graphen bis n < 7. Ferner zeigt sich, daf} fiir die
F-Minimalflichengleichung fiir n = 3 ein Bernsteinsatz ohne Kleinheitsbe-
dingung gilt, [Si3, Corollary 1].
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Kriimmungsabschéitzungen in Riemannschen Mannig-
faltigkeiten

Ist X : M™ — M"™! eine regulire Hyperfliche in einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit (M, ~) und Bp ein normaler geoditischer Ball mit X (M) C B,
so kann man X iiber die Exponentialabbildung auch als Hyperfliche im eu-
klidischen R"*! auffassen. Unter dieser Identifikation transformiert sich das
Riemannsche Flachenfunktional in das spezielle parametrische Funktional

/Mdﬂ:/MF(X,N)d,u

mit

F(y,z) = \/ det (yap(y)) 1°°(y)2azp  fiir alle (y,2) € Br x R™\ {0}.
In [SS] haben Schoen und Simon mit Methoden der geometrischen Mafitheo-
rie Kriimmungsabschétzungen fiir stabile Extremalen derartiger Funktionale

bis n < 6 gezeigt und so lokale Kriimmungsabschéitzungen fiir stabile Mini-
malflichen in Riemannschen Mannigfaltigkeiten erhalten.

Eine Klasse von singulidren Variationsproblemen

Die Euler-Lagrange-Gleichung des im Zusammenhang mit schweren Fldchen
auftretenden singuléren Integrals

@a(u):/uo‘\/1+|Du|2d$, a>0,u>0,

also die Gleichung

Du Q
div - , 412
<\/1+|Du|2> uy/1+ [Dul? (4.12)

ist von Dierkes [D1, D2] auf ihre Bernsteineigenschaft untersucht worden.
In [D1] betrachtet Dierkes zunichst stabile Extremalen des zugehorigen
singuldren parametrischen Funktionals

Ea(X) = / Xpar] du
M

und beweist die integrale Kriimmungsabschitzung
| el @ du < Clna) [ Xl Vol do
M M
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fiir nichtnegative ¢ € C°(M) und p € (4,4 + / n%{), wobei
2

1 Y
= | —H? S|? .
Q ( o+ Vals] )
Das entscheidende Hilfsmittel ist dabei eine auf das Problem zugeschnittene
Simons Ungleichung, die im wesentlichen die Gestalt

1 2
O ) LAl

1
—E|Xn+1|wQ4 - QVQV|[X, |
hat. Mit Hilfe einer geeigneten Abschéatzung fiir das Flachenwachstum ergibt

sich so firn+a < 4+ 4 /n%t ein Bernsteinsatz fiir positive, stabile, ganze

Losungen von (4.12). In [D2] werden schliellich punktweise Kriimmungs-
abschétzungen mit einer Moser-Iteration bewiesen. Wegen der Singularitét
des Integranden benétigt man hierzu eine neuartige Sobolev Ungleichung.
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Anhang A

Approximationsargumente

A.1 Schwache Differenzierbarkeit von |Sg|gr

Lemma A.1 Es sei T;; ein symmetrischer, differenzierbarer (0,2)-Tensor
auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Dann ist |T| € VVl}JCOO(M)
und die schwache Ableitung berechnet sich wie folgt:

VkTijTij
Vol :{ W als 7] >0

0 , sonst.

Ferner qilt: Die reqularisierte Funktion

T, :=|T)>?+02, o>0
ist glatt und konvergiert gleichmdfig gegen |T|. Weiter gilt V|T'|, — V|T|
punktweise, sowie |V|T|,| < |V|T||.

Beweis: Es sei ¢ : U — U’ C R" eine Karte von M und Q2 CC U’. Fiir
beliebiges n € C2°(§2) gilt dann

[an(los s = = [ ol ds
Q Q
Zz‘jvaijTij -1
— _/77 =2 _—— oy dx
Q VIT|? + o2
ZijvkﬂjTU -1
Q4 |T|2+02

wobei wir 0, := QN {|T| o p~! > 0} gesetzt haben. Nun gilt
Zi,j VkTijTij 1 Zu VkTijTij -1
o p S —=——— o0y
VT 7
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punktweise in €2, . Ferner gibt es eine positive Konstante C', so daf fiir alle
x € Q und alle £ € R" gilt

> g @)&& = C Yl
k,l k=1

und hieraus erhélt man die Abschétzung

S, VLT 1 ( VT||T)|

1
o < oo ' < —|VT|op™
N = Ve \/|T]2—|—a2> o= ygiVTlev

in 2. Mit 0 — 0 folgt daher aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz,

daf -
LT T
/ Okn(|T| o 9071) dr = —/ n M o cp*l dz.
Q Q. |T|

Also ist [T|op™! € Wh*(Q) und die schwache Ableitung berechnet sich wie
folgt:

-1

> VT TV -1 -1
ak<|cmow>={—mo o ’iiﬁtmw >0

Dies zeigt den ersten Teil der Behauptung. Die restlichen Aussagen sind ein-
fache Folgerungen. i

A.2 Lipschitz-Funktionen

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, d die intrinsische Metrik
und f € Cpl (M) eine beziiglich d lokal Lipschitzstetige Funktion. Ist ¢ : U —
U’ C R™ eine Karte von M, so gibt es zu jedem Q CC U’ eine Konstante
C >0, so daf3

d(gp‘l(x), gp‘l(y)) < Clx—y| furalle xz,y € Q.

Also ist fop~! ebenfalls lokal Lipschitz (beziiglich der euklidischen Metrik).
Nach dem Satz von Rademacher, siehe zum Beispiel [E, Chapter 5], ist fop™?
daher fast iiberall in U’ klassisch differenzierbar und folglich kann man fiir
p-fast alle Punkte x € U das Differential df, erklaren durch

~O(fop™)
N oxt

de".
o(x)

df,
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Die Kettenregel zeigt, dafl dies nicht von der Wahl der verwendeten Karte
abhédngt. Analog fassen wir den Gradienten V f auf.

Die in dieser Arbeit typischerweise vorkommenden Beispiele sind die Dis-
tanzfunktion selbst, also

f(z) = d(z, x0)
und die euklidische Distanzfunktion einer reguldren Hyperfliche X : M —
R+ also
flz) = |X(x) — X(z0)].
Beachte, daf} in beiden Féllen die Lipschitzkonstante 1 ist und damit insbe-
sondere

Vil<1
p-fast iiberall.

Lemma A.2 Es sei f € C%(M) eine nichtnegative Lipschitzfunktion mit
kompaktem Triger. Ferner sei V eine offene Menge mit V. CC M und
supp(f) C V. Dann gibt es eine Folge nichtnegativer Funktionen f; € C(V),
so daf$ fiir alle p € [1,00) gilt:

/M(!fj P VS — V) dp— 0

fiir 3 — oo.

Beweis: Dies ist ein Standardargument: Als erstes lokalisiert man f mit Hilfe
einer Zerlegung der Fins und approximiert anschliefend in lokalen Koordina-
ten durch Faltung. Der Vollsténdigkeit halber skizzieren wir die technischen
Details.

Es sei (¢a, Ua)aca ein Atlas von V' und (1, )aeca eine untergeordnete Zer-
legung der Eins. Ohne Einschrinkung diirfen wir annehmen, daf die Kar-
tengebiete euklidischen Béllen um 0 entsprechen, sagen wir ¢, (U,) = Bs(0),
und daB supp(n.) C ¢, (B1(0)) =: W,. Da supp(f) kompakt und die Zer-
legung lokal endlich ist, findet man eine endliche Teilmenge A" C A, so dafl
Ne = 0 in supp(f) fiir alle « € A\ A’. Hieraus ergibt sich die Darstellung

f = Z fa
acA’

mit f, := 1, f. Insbesondere gilt supp(f) C W,.
Fiir a € A’ setze nun

%m%:{ho%ﬂ@ . fiir @ € B,(0)

0 , sonst.
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Dann ist g, € C%'(R") mit supp(g,) C Bi(0). Nun liegt jede C%'(R™)
Funktion in I/Vlifo(R”), siehe zum Beispiel [E, Chapter 5], und damit auch
in W,5P(R™) fiir alle p € [1,00). Also ist g, € W'?(R") und wir kénnen mit
Hilfe der iiblichen mollifier approximieren. Genauer sei

Jooj = K1 * Ga,
also
nsfe) = [ kyo - p)an(o)dy, xR
Dann ist g, ; € C2(R"™), go,; > 0 und es gilt
Jaj — Jo in WHP(R™)

fir j — oo. Beachte nun, dafl supp(ga,;) C B2(0). Ferner gibt es positive
Konstanten C' und K, so dafl

n 1/p
V()& < C (Z |§k|p> fiir alle x € By(0),& € R”

k=1

\/det(ggy) < K in By(0).

Setzt man daher f,; = ga,; © Pa, S0 ist fo; € C(V), fa,; > 0 und es gilt
mit der Abkiirzung V,, := ¢_'(B2(0)):

und

/M (g — Fal? + [V fay — V ful?)
- /V (g — fal? + |V foag — Vfal?) i

< Kmax{l,C"?} <|ga7j — Gal’ + Z |Okga; — akga|p> dx
B2(0)

k=1
< Kmax{1l,C"}||ga; — gall’évl,p(w)-

Also haben wir

fa,j - fa in Wl,p(M)

fiir j — o0.
Setze nun
fj = Z fa,j'
acA’
Dann ist f; € C>(V), f; > 0 und es gilt f; — f in WHP(M). O
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