Kapitel 2

Theorie endimensionaler
Hidden-M ar kov-M odelle

2.1 Markov-Quellen

Hidden-Markov-Modelle konnen als eine Erweiterung der Markov-Quellen angesehen
werden. Markov-Quellen emittieren Markov-Ketten, die eine Realisierung von Markov-
Prozessen darstellen ([Rab89]). Die Markov-Kette besteht aus diskreten Parameterwerten
(z.B. diskreten Zeitwerten) und besitzt die sie kennzeichnende Eigenschaft eines (zeitlich-)
eingeschrénkten Gedéachtnisses. Dies bedeutet, dal’ bei einer Markov-Kette m-ter Ordnung
eine statistische Abhé&ngigkeit zwischen einem emittierten Symbol und m diesem unmittelbar
vorausgehenden Symbolen besteht. Aus obiger Annahme folgt unmittelbar die Eigenschaft
der Kausalitat. Der im Zusammenhang mit der vorliegenden Arbeit wichtigste Fall m =1
kann formal folgendermal3en formuliert werden:

P(g =Sjld,_;1 =S50 »=S---) =P =Sjlay_1=5)) (2.1)

In der obigen Gleichung ist mit S der j-te sog. Zustand der Markov-Quelle bezeichnet, wah-
rend g; die Zufallsvariable flr die Einnahme eines Zustands aus der Menge der moglichen
Zustande (S,,...,Sy) zum Zeitpunkt t darstellt. Es sei an dieser Stelle angemerkt, daf in
diesem Kapitel, wie in der Literatur allgemein ublich, die Markov-Quellen als Uber die Zeit
emittierend angesehen wird. Diese Annahme verdeutlicht zunéchst die kausalen Eigenschaf-
ten der Markov-Quellen, jedoch werden in spateren Kapiteln tberwiegend oOrtliche diskrete
Werte (z.B. x,) betrachtet. Die im folgenden gemachten Annahmen bzw. vorgestellten Al-
gorithmen gelten auch fur diesen Fall. Jeder der N Zustdnde der Markov-Quelle emittiert
genau ein Symbol Z = Z(q;) aus dem Symbolalphabet. Der Ausdruck auf der rechten Seite
in Gleichung 2.1 definiert eine weitere GroRe der Markov-Quelle, namlich die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit zwischen zwei Zustanden

ajj =P(a =Sj[0_, =5 (2.2)

6
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Abbildung 2.1: Graphische Darstellung einer Markov-Quelle mit drei Zustdnden

Diese Ubergangswahrscheinlichkeiten konnen zur Ubergangsmatrix A zusammengefaRt wer-
den

a5, - »3y
Al | @ e 2.3)
ey e e
anpy --- A

Die Addition der Elemente der Zeilen dieser Matrix ergibt stets 1. Matrizen mit den in Glei-
chung 2.4 angegebenen Eigenschaften werden Markov-Matrizen oder stochastische Matri-
zen genannt (siehe auch [Dic98]). Es gilt:

N
=1

Die Abbildung 2.1 zeigt eine graphische Darstellung einer Markov-Quelle mit N = 3 Zustén-
den und zugeordneten Ubergangswahrscheinlichkeiten. Die Elemente der 3 x 3 Matrix A in
dem hier illustrierten Fall sind Null mit Ausnahme der in der Abbildung explizit angegebenen
Ubergangswahrscheinlichkeiten aj. Eine solche graphische Darstellung stellt eine Interpre-
tation der Markov-Quelle als einen endlichen statistischen Automaten dar. In der Abbildung
ist impliziert, da3 der Zustand S, der Startzustand des Automaten ist. Bei der vollstandigen
Definition einer Markov-Quelle muR dies jedoch durch das Festlegen der Wahrscheinlichkei-
ten flr die Startzustande explizit angegeben werden. Diese ist Ublicherweise fiir den Zustand
Sj folgendermalien definiert:

m=P(g,=S;) fur 1<j<N (2.9)

Ahnlich wie die Ubergangswahrscheinlichkeiten a; bei N Zustédnden zu einer N x N Matrix
A zusammengefal3t werden konnen, kénnen die Wahrscheinlichkeiten fiir den Startzustand
zu einem N-dimensionalen Vektor zusammengefalit werden.

= (1,...,7,)" (2.6)

Fur den Fall, daB eine Markov-Quelle vollstandig definiert ist, d.h. die Anzahl N der Zu-
stande, die jeweilige Symbolausgabe Zj(Sj), der Vektor 71, sowie die Ubergangsmatrix A
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festgelegt sind, kann die Wahrscheinlichkeit dafiir angegeben werden, daR3 eine vorgege-
bene Symbolsequenz von dieser Markov-Quelle erzeugt wurde. Sei die Symbolsequenz
O = {04,...,07}, und sei ferner dieser eine eindeutige Zustandssequenz Q = {d;,...,07}
zugeordnet, so ist

T
P(O|Modell) = P(Q|Modell) = P(q,) - rlP(qt|qtfl) (2.7)
t=

Dabei ist vorausgesetzt worden, das die Markov-Quelle stationdr ist, also die Parameter der
Quelle nicht von der Zeit abhéngig sind. Es ist bei der Markov-Quelle mdglich, durch die
Beobachtung einer ausgegebenen Sequenz auf deren Zustandsabfolge zu schliel3en. Anders
formuliert, sind die inneren Zustande der Quelle von auRen sichtbar.

2.2 Hidden-Markov-Modelle

Der Ubergang von der Markov-Quelle zum Hidden-Markov-Modell, kurz HMM, geschieht
durch die Einfuhrung eines zweiten statistischen Prozesses. In dieser Terminologie ist mit
dem ersten statistischen ProzeR der Wechsel der Zustande mittels vorgegebener Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten bezeichnet. Der zusatzlich eingeflihrte zweite statistische ProzeR ist die
Ausgabe von Symbolen Uber Ausgabeverteilungsfunktionen bzw. Ausgabeverteilungsdich-
ten. Diese Ausgabeverteilungsfunktionen bzw. Ausgabeverteilungsdichten sind den einzel-
nen Zustanden des Markov-Modells* fest zugeordnet. Die Einfiihrung dieses zweiten statisti-
schen Prozesses hat zur Folge, daR im allgemeinen Fall von einer beobachteten Symbolfolge
nicht mehr auf die dieser zugeordneten Zustandssequenz zurtickgeschlossen werden kann.
Der Wegfall der Mdglichkeit, die Zustandssequenz eindeutig aufdecken zu kénnen, fihrte zu
der Bezeichnung Hidden-Markov-Modell.

2.2.1 Modelldefinition

Es ist in der Literatur Gblich (siehe z.B. [Rab89, ST95]), je nach Art der Ausgabeverteilung
die Markov-Modelle in diskrete und kontinuierliche Modelle einzuteilen. Die Abb. 2.2 zeigt
ein Modell mit drei Zustanden und dem jeweiligen Modelltyp zugeordneten Verteilungs-
bzw. Dichtefunktionen. In der Abbildung ist ebenfalls der Fall einer Verteilungsfunktion
mit der Wahrscheinlichkeit 1.0 fir jeweils genau ein Zeichen des Zeichenvorrates ange-
deutet, der das Markov-Modell in eine Markov-Quelle Uberflhrt. Zun&chst wird im folgen-
den das Hidden-Markov-Modell und dessen Algorithmen fiir diskrete Ausgabeverteilungen
vorgestellt. Den kontinuierlichen Markov-Modellen ist ein eigenes Unterkapitel gewidmet
(Kap. 2.2.4).

LAus Griinden der besseren Lesbarkeit wird im folgenden oft der Ausdruck Markov-Modell anstelle von
Hidden-Markov-Modell verwendet. Dies ist stets eindeutig, da der den HMMs zugrundeliegende, einfache
statistische ProzeR durchgehend mit Markov-Quelle bezeichnet wird.
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by b, by diskretes HMM

by b, bs
. kontinuierliches HMM
b, b, b,
1,0 1,0 1,0
Markov-Quelle

Abbildung 2.2: Ausgabeverteilungsfunktionen und -verteilungsdichten

Bei einem diskreten Markov-Modell gehoért zu jedem Modellzustand Sj eine diskrete
Ausgabeverteilungsfunktion bj (k) Uber einem festgelegten Alphabet der Grofe M. Das Al-
phabet V ist formal folgendermalien gegeben:

V ={vy,Vy,...,Vy} (2.8)
Damit ist die Wahrscheinlichkeit fir die Ausgabe des Symbols v, im Zustand S

1<j<N

bj(k) = P(vy g :Sj) fur 1<k<M

(2.9)

Sind diese Wahrscheinlichkeiten fur alle Zustdnde und Symbole bekannt, so kann der Vektor
der Ausgabeverteilungsfunktionen definiert werden als

b= (by(k),....,by (k)T fir 1<k<M (2.10)

Die vollistdndige Definition eines Markov-Modells erfordert also, neben der Festlegung der
Quantitdten N und M und des Ausgabealphabets, im wesentlichen die Angabe der Elemente
in 75,b und A. Eine tbliche Kurzschreibweise fiir ein solches Modell ist

A = (7,A,D) (2.11)
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Solch eine Modellfestlegung erfolgt jedoch, &hnlich wie bei kunstlichen neuronalen Net-
zen (KNN) nicht direkt, sondern uber eine Parameterbestimmung anhand von Beispielen.
Dies wird bei KNNs mit Lernphase oder Training bezeichnet, wahrend die Verwendung von
trainierten Netzen mit Test oder Recall bezeichnet wird. Rabiner definiert in seinem Tutori-
al [Rab89] drei Aufgabenstellungen, deren Ldsung effiziente Algorithmen fur die Trainings-
und Testphase liefern. Diese drei Aufgaben sind:

1) Finden einer effizienten Methode zur Berechnung von P(O|A). Dies ist die sog. Pro-
duktionswahrscheinlichkeit, also die Wahrscheinlichkeit dafir, dal3 eine Symbolse-
quenz O = {04,...,07} bei gegebenem Modell A = (T, A, b) von diesem Modell aus-
gegeben wird.

2) Aufdecken der wahrscheinlichsten Zustandssequenz Q, unter der Annahme, daR die
Symbolsequenz O von dem Markov-Modell erzeugt wurde.

3) Finden von Parameteradaptionsalgorithmen fiir A = (71, A, b), die P(O|A) maximieren.

Zu allen drei Aufgaben wurden effiziente Losungen gefunden, die in den folgenden beiden
Kapiteln vorgestellt werden. Zundchst werden die Losungen zu den Aufgabenstellungen 1)
und 2) prasentiert, die die wesentlichen Algorithmen fir eine Verwendung der HMMs in der
Test- bzw. Klassifikationsphase liefern. Die Losung der Aufgabe 2) wird zudem die Grundla-
gen fir den integrierten Klassifikations- und Segmentierungsansatz bereitstellen, der in den
Kapiteln 3 und 5 vorgestellt wird.

2.2.2 Klassifikation

Die Losung der ersten zuvor definierten Aufgabe, ndmlich dem Finden eines effizienten Be-
rechnungsverfahrens fiir P(O|A ), wird es ermdglichen, die Markov-Modelle als Klassifikato-
ren einzusetzten. Die Produktionswahrscheinlichkeit kann als ein MaR dafiir angesehen wer-
den, wie gut eine Symbolsequenz bzw. Observationssequenz? zu einem gegebenen Modell
paldt. Liegen mehrere Modelle vor, so kann durch die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten
P(OJA) fir die konkurrierenden Modelle das am besten zu der Observation passende Modell
ausgewahlt werden. Dies erfolgt durch die Entscheidung

p* = argrmax (P(012p)): (2.12)

Durch Gleichung 2.12 wird die unbekannte Observationssequenz O der Klasse p* zugeord-
net.

Der direkte Weg um die gesuchte Wahrscheinlichkeit bei gegebener Observationssequenz
O = {04,...,07} zu berechnen ist, die Wahrscheinlichkeiten (iber alle moglichen Zustands-

2Die Bezeichnungen Symbol- und Observationssequenz werden im folgenden gleichwertig verwendet.
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sequenzen der Lange T aufzusummieren. Dies ergibt (vgl. auch Gleichung 2.7):

T

(OM Z Thlbql Ol) rLaqt 1thQt (Ot) (213)

Die so gefundene Lésung ist sehr rechenaufwendig, sie erfordert 2T - NT Berechnungen
[Rab89]. Der Aufwand der Berechnung steigt also mit der Sequenzldnge T exponentiell
an. Der sog. Forward-Backward-Algorithmus ermdglicht eine Berechnung der Produktions-
wahrscheinlichkeit, deren Aufwand linear mit der Sequenzlange ansteigt. Es handelt sich
um einen rekursiven Algorithmus, der die wie folgt definierten Vorwartswahrscheinlichkei-
ten o ( j) verwendet:

ay(J) = P(0,0,...0,0t = Sj[A) (2.14)

P(O|A) kann unter Verwendung der Wahrscheinlichkeiten a;( j) folgendermalen berechnet
werden. Zuné&chst erfolgt eine Initialisierung durch

a,(j) =m-bj(o) fir 1<j<N (2.15)
AnschlieBend werden iterative Berechnungen mit der folgenden Gleichung durchgefiihrt:

N 1<j<N
a1 (1) <i_§ o (i) au;) j(0p,q) fir 1<t<T_1 (2.16)

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit kann schlieBlich durch das Summieren der berechneten
Vorwartswahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt T ermittelt werden:

P(O|A) = Z ar (] (2.17)

Der Forward-Backward-Algorithmus erfordert lediglich N°T Rechenoperationen und stellt
somit ein effizientes Berechnungsverfahren zur Bestimmung der Produktionswahrschein-
lichkeit dar. Alternativ kann die Produktionswahrscheinlichkeit jedoch auch mit Hilfe der
Ruckwartswahrscheinlichkeiten B;( j) berechnet werden. Diese sind definiert als:

BI(J) = P(Ot+170t+27 OT‘qt S A) (2.18)

Da bereits ein Algorithmus existiert, der P(O|A ) berechnet, mii3te dieses Alternativverfahren
eigentlich nicht vorgestellt werden. Diese Rickwartswahrscheinlichkeiten erkl&ren jedoch
zum einen den Namen dieses Algorithmus und werden andererseits fiir das in Kapitel 2.2.3
beschriebene Trainingsverfahren benétigt. Die Ruckwartswahrscheinlichkeiten B (j) wer-
den initialisiert durch:

Br(j)=1 fir 1<j<N (2.19)



Kapitel 2. Theorie eindimensionaler Hidden-Markov-Modelle 12

Die iterative Berechnung ist gegeben durch:

N 1<i<N

Bt(i):;laij~bj(ot+1)~[3t+1(j) o it s 4 (2.20)

Und schlie3lich kann P(O|A ) durch folgende Gleichung berechnet werden:
N -
P(OIA) = 5 By(i) (2.21)
=1

Es stehen somit zwei effiziente Verfahren zur Verfligung, die, basierend auf den Vorwaérts-
und Rickwartswahrscheinlichkeiten, die Produktionswahrscheinlichkeit mit einem linear
mit der Sequenzl&nge ansteigenden Aufwand berechnen. Dennoch werden diese Verfahren
zur Bestimmung von P(O|A ) im Klassifikationsschritt nur selten verwendet. Stattdessen wird
der sog. Viterbi-Algorithmus ([For73]) verwendet, der eine effiziente Losung der zweiten for-
mulierten Aufgabenstellung darstellt. Der Viterbi-Algorithmus ermittelt die wahrscheinlich-
ste Zustandssequenz Q*, unter der Annahme, dal3 die Observationssequenz von dem Modell
A erzeugt wurde und stellt eine Variante des Verfahrens zur Berechnung der Vorwartswahr-
scheinlichkeiten dar. Diese optimale Zustandssequenz ergibt sich aus

P(0,Q"[A) =maxP(0,QIA) (2.22)

Die Wahrscheinlichkeit P(O,Q*|A) = P*(O|A) kann als ein N&herungswert fiir die Produk-
tionswahrscheinlichkeit verwendet werden. Bei dem Viterbi-Algorithmus werden statt der
Vorwértswahrscheinlichkeiten a;( j) die maximal erzielbaren Wahrscheinlichkeiten

%(]) :mgx(P(ol...ot,ql...qt:Sj|)\)) (2.23)

definiert (vgl. auch Gleichung 2.14). 3;(j) ist die hdchste Wahrscheinlichkeit der Zustands-
sequenzen, die im Zustand Sj enden, fur die ersten t Observationen. Um die optimale Zu-
standssequenz zuriickverfolgen zu kdnnen, wird zudem die Matrix g (j) verwendet. Der
Viterbi-Algorithmus beginnt mit der Initialisierung von 9 und :

R =7-bi(0) g g ojon (2.24)
l.Ul(l) =0
Der Rekursionsschritt ist gegeben durch
1) = 1Tia<XN(z9t_1(i> )byl fu 2stsT (2.25)
_ == _ ur L :
i (J) = argmax(d;_(i) - aj) 1<j<N

SchlieRlich ergibt sich der Naherungswert fur die Produktionswahrscheinlichkeit aus

P*= max (8+(j))
1=j=N _ (2.26)
g5 = argmax (9 (i)

1<i<N
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Zustand

m=1

Abbildung 2.3: Mogliche Zustandssequenzen als Pfade in einem Trellis-Diagramm. Der her-
vorgehobene Pfad reprasentiert die wahrscheinlichste Zustandssequenz Q*.

Die gesuchte Zustandssequenz Q* kann folgendermalien zuriickverfolgt werden:

O = Yq(0f,) fir t=T-1,...,1 (2.27)

Bei Betrachtung der Gleichungen fiir 3, ( j) (2.24 bis 2.26) fallt die groRe Ahnlichkeit zur Be-
rechnung der Produktionswahrscheinlichkeit mit Hilfe der Vorwartswahrscheinlichkeit a;( j)
auf (siehe Gleichungen 2.15 bis 2.17). Der Hauptunterschied besteht darin, daf3 in den Glei-
chungen fir den Rekursionsschritt beim Viterbi-Algorithmus der Maximum-Operator an-
stelle der Summation verwendet wird (vgl. Gleichung 2.25 und 2.16).

Der Viterbi-Algorithmus bzw. die ermittelte optimale Zustandssequenz Q* kann in einem
sog. Trellis-Diagramm veranschaulicht werden ([For73]). Die Abb. 2.3 zeigt beispielhaft fur
ein sog. Links-Rechts-Modell ein solches Diagramm, das alle moglichen Zustandssequenzen
als Pfad darstellt. Nach [Lev83] ist ein Links-Rechts-Modell durch folgende Eigenschaften
gekennzeichnet: Die erste Ausgabe erfolgt im ersten Zustand des Modells oder anders for-
muliert gilt 7z, = P(q, =S;) = 1. Die Observation zum Zeitpunktt =T, also die letzte Obser-
vation der Sequenz wird vom Zustand g = Sy, des Markov-Modells emittiert. Dieser letzte
Zustand Sy, wird auch als absorbierender Zustand bezeichnet, da er nach dem erstmaligen
Erreichen nicht mehr verlassen werden kann (a,, = 1). Die Topologie des Links-Rechts-
Modells ist, wie in Abb. 2.3 dargestellt, dadurch gekennzeichnet, dal3 ein einmal verlassener
Zustand nicht wieder erreicht werden kann. Diese speziellen Markov-Modelle werden in die-
ser Arbeit haufig verwendet. Der hervorgehobene Pfad in Abb. 2.3 reprasentiert die, durch
den Viterbi-Algorithmus bestimmte, wahrscheinlichste Zustandssequenz.
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2.2.3 Training

Die Klassifikation mit den Algorithmen aus Unterkapitel 2.2.2 ist nur dann sinnvoll, wenn
die Parameter der Markov-Modelle zuvor auf die Trainingsdaten der jeweiligen Klassenele-
mente angepal’t wurden. Dies wurde schon in Unterkapitel 2.2.1 als eines der zu l6senden
Aufgabenstellungen formuliert. Da es bisher keine analytische Methode gibt, um die Mo-
dellparameter direkt zu bestimmen, wird tblicherweise ein iteratives Verfahren verwendet,
das als Baum-Welch-Algorithmus bekannt ist. Der Baum-Welch-Algorithmus basiert auf der
Maximum-Likelihood(ML)-Schétzung der Modellparameter. Es werden, beginnend mit ei-
ner Initialisierung, die Modellparameter mit Hilfe des Forward-Backward-Algorithmus neu
geschétzt, so dal die Produktionswahrscheinlichkeit P(O|A) in jeder Iteration vergroRert
wird. Der Algorithmus verwendet die RechengroRe &(i, j), die die Wahrscheinlichkeit dar-
stellt, dai sich das Modell zum Zeitpunkt t im Zustand S; befindet und zum darauf folgenden
Zeitschritt in den Zustand Sj wechselt. Dies kann formal folgendermal3en angegeben werden:

§t(i,1) = P(dt = S;,Gt 1 = Sj|0,A) (2.28)

Die GrolRe & kann unter Verwendung der Vorwarts- und Rickwértswahrscheinlichkeiten
auch dargestellt werden als:

&) = ““‘)aiibj((gt&l))&H(J)
()a”bj( 0 1)B1(J)

N (2.29)
iZ Z t(1)a;0;(0r, )R (1)
Dabei wurden die folgenden zwei Beziehungen verwendet:
ai(j)-Bi(i) =P(O,q = S;[A) (2.30)
und
PO = Z o (] (2.31)

Ferner wird die Wahrscheinlichkeit y (i) = P(q, = S;|O, A) definiert als die Wahrscheinlich-
keit, daf sich bei gegebener Observationssequenz das Modell zum Zeitpunkt t im Zustand S,
befindet. Diese Wahrscheinlichkeit kann unter Verwendung der Grolie £ angegeben werden

als:
N

k()= &) (2.32)

j=1
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Werden diese Wahrscheinlichkeiten y (i) Uber der Zeit t aufsummiert, so ergibt sich eine
Grole, die als die Anzahl der Einnahmen des Zustandes S; interpretiert werden kann. Eine
andere Interpretation ist, diese Grol3e bei einer Summation tber der Zeit vont =1 bist =
T —1 als die Anzahl der Ubergange, die vom Zustand S; ausgingen, anzusehen. In analoger
Weise kann die Summation Giber (0 <t <T —1) von &(j,i) als die Anzahl der Ubergange
vom Modellzustand S, zum Zustand S interpretiert werden. Zusammenfassend ergeben sich
daraus die folgenden Schétzformeln fur die Modellparameter:

7t = Haufigkeit der Einnahme des Zustands S; zum Zeitpunktt =1
a,(1)B, (i) (2.33)

=y()=—=
> A

R Ubergange vom Zustand S; in den Zustand Sj

E Alle Ubergénge aus Zustand S;

T-1_ T-1 _
tzl &(i, ) tzl 0 (i)ay;b;(0r41) B4 (1) (2.34)
- Til - - Til - -
> %) > o (B (1)
t=1 t=1
5 Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Zustand S j wenny emittiert wird
i) = Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Zustand S;
T T
2 ) 3 a(DARI) - (235)
o=y oy

Eine Alternative zur Berechnung mit dem Baum-Welch-Algorithmus ist der sog. Segmental-
KMeans-Algorithmus, der auch Viterbi-Trainings-Algorithmus genannt wird. Beim Viterbi-
Training wird anders als beim Baum-Welch-Algorithmus nicht die GréRe P(O|A) bei jedem
Iterationsschritt vergroRert, sondern die ZielgroRe P*(O|A) (siehe auch Gleichung 2.22).
Diese Grolie ist der bereits eingefuhrte Naherungswert fir die Produktionswahrscheinlich-
keit, der auf der optimalen Zustandsfolge Q* basiert. Der Algorithmus beginnt mit der Aus-
wahl der Modellparameter fir ein Startmodell A . AnschlieRend werden Iterationen mit fol-
genden Einzelschritten durchgefthrt:

1) Bestimmen der Zustandsfolge Q* mit dem Viterbi-Algorithmus

P(O,Q*[A (D) = mgx P(0,Q|A (ML) (2.36)
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2) Eswerden die folgenden Haufigkeiten bestimmt:

T = Xg-=g| (2.37)
T-1
3 T
bjk - tZ\X[q?:SPOt:Vk] (239)
3) Normierung durch
fo= (2.40)
2T
i=1
5 — o (2.41)
i N '
2
i=1
. b.(v)
bj(v) = (2.42)
b:(v
kzl ]( k)
4) Ubernehmen der neuen Modellparameter

5) Gehe zu Schritt 1)

Die in den Gleichungen zur Bestimmung der Haufigkeiten (2.37 bis 2.39) verwendete Funk-
tion x ist die sog. Kronecker-Delta-Funktion. Eine detailliertere Darstellung des Segmental-
KMeans-Algorithmus, einschlieBlich der Untersuchung des Konvergenzverhaltens, findet
sich in den Arbeiten [Jua90] und [Rab76].

2.2.4 Kontinuierliche Ausgabefunktionen

Bisher wurden diskrete Markov-Modelle betrachtet, die Observationssequenzen der Form
O = {04, ...,0 } emittieren, mit Elementen oy, die aus einem festgelegten AlphabetV stam-
men. Sollen reellwertige Vektorsequenzen mit Markov-Modellen trainiert bzw. klassifiziert
werden, so konnen die Vektoren der Sequenz {0,...,0¢} durch eine Vektorquantisierung
in ein diskretes Symbolalphabet z.B. durch den K-Means Algorithmus Gberfihrt werden
und somit die Algorithmen der Kapitel 2.2.2 und 2.2.3 weiter verwendet werden. Alternativ
konnen die Vektorsequenzen durch Markov-Modelle mit kontinuierlichen Ausgabeverteilun-
gen auch direkt modelliert werden. Der Vorteil hierbei liegt in dem Wegfall des Quantisie-
rungsschrittes, der stets zu einer Verzerrung der Eingabedaten und einem damit verbundenen
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Informationsverlust fuhrt ([ST95]). Aus diesem Grund wurden in der vorliegenden Arbeit
kontinuierliche Modelle verwendet. Die Dichtefunktionen eines Zustands Sj der kontinuier-
lichen Modelle sind Gblicherweise als GauRsche Mischverteilungsdichten der Form

M M
0) =Y CimA (0,Hjm Zjm) Mt Y cjp=1 (2.44)
m=1 =1

gegeben. Dabei ist Cim die Gewichtung der m-ten Mischungskomponente, M die Anzahl der
Mischungskomponenten und .4 eine multivariate GaulRdichte. Mit einer solchen Uberlage-
rung von hinreichend vielen Gaul3dichten kdnnen beliebige Dichtefunktionen approximiert
werden. Die GauRdichte ist fir D-dimensionale Grofien folgendermalen angebbar:
53—t e dEmTE g
N (G,1,Z) = Tkl e~ 2(0-H) 27(0-H) (2.45)
Der Vektor der Mittelwerte ist in obiger Gleichung mit i bezeichnet, die Kovarianzmatrix
bzw. deren Inverse mit = und >~ 1.
Die Gleichungen fir die Parameteranpassungen an die Trainingssequenzen kdénnen un-
ter Verwendung der Wahrscheinlichkeit ¢;( j,k), daB die Mischungskomponente m; =k im
Zustand S; zur Zeit t ausgewahlt wurde, abgeleitet werden. Dies entspricht der folgenden

formalen Formulierung
G(jk) =P(qy =S;,m =k|O,A) (2.46)

Die Wahrscheinlichkeiten {;(j,k) konnen &hnlich wie die GroRen y und & durch die
\Vorwarts- und Rickwértswahrscheinlichkeiten a und 3 bestimmt werden. Schliellich er-
geben sich die folgenden Schéatzformeln (aus [ST95]):

1

Cjk = = Z\Zt i k) (2.47)
> > &, k)t
t=1k=1
S SANS
B = —— Y &(ik)-5 248)
]
A 1
i = Zth j,K) - (0 — I—l]k)(at_l-ljk)-r (2.49)
Z G(j,k)¢

Bei dem Training eines kontinuierlichen Markov-Modells werden neben den Gleichun-
gen 2.47 bis 2.49 auch in unverdnderter Weise die Baum-Welch-Formeln fir die Grolien
7T (Gleichung 2.33) und &; (Glelchung 2.34) verwendet.

In spateren Kapiteln dleser Arbeit wird auch die folgende Variante der Modellierung der
Dichtefunktion der Modellzustédnde (vgl. Gleichung 2.44) verwendet:

G) = ﬁbjs(as)% (2.50)
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In der Gleichung 2.50 werden S sog. Merkmalstrome (engl. Streams) verwendet, die bei
groRen, inhomogenen Merkmalvektoren Vorteile aufweisen ([Gup97]). Merkmalstrome sind
ein oder mehrere Komponenten des Merkmalvektors, die als statistisch unabhéngig ange-
nommen werden und denen sog. Merkmalstrom-Gewichtungen ys zugeordnet werden. Es
wird beispielsweise oft in der automatischen Spracherkennung der vieldimensionale Merk-
malvektor unterteilt in Komponenten, die auf die gleiche Weise berechnet wurden. Ein Merk-
malstrom enthalt nach dieser Unterteilung ausschliefl3lich cepstrale Koeffizienten, zwei wei-
tere die Differenzen dieser Koeffizienten bzw. Differenzen hoherer Ordnung und schliellich
ein Merkmalstrom die Komponenten, die aus der Signalenergie berechnet wurden. Eine de-
taillierte Beschreibung dieser Aufteilung in Merkmalstrome findet sich in [Neu98].

2.2.5 Aspekte der Implementierung

Im Kontext dieser Arbeit wurde berwiegend das sog. Hidden Markov Toolkit (HTK) der
Cambridge University verwendet (siehe z.B. [You94]). Diese Software ist auf die Verwen-
dung fir die automatische Spracherkennung ausgerichtet und mufte mithin fir die Erken-
nung von Bildern und Bildinhalten angepalit werden. Aus der Ausrichtung auf die Sprach-
erkennung ergibt sich der Bedarf, aus einzelnen Markov-Modellen komplexere Strukturen
aufbauen zu kdnnen. So sollen beispielsweise aus Phonem-basierten Markov-Modellen mit-
tels einer Phonemisierungstabelle Worte gebildet werden kdnnen und aus diesen dann wie-
derum ganze Séatze. Dieses Aneinanderhidngen von Modellen wird durch die Einfuhrung
von nichtemittierenden Zustanden jeweils vor und hinter dem eigentliche Modell ermdg-
licht. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten vom ersten nichtemittierenden Zustand zu den
emittierenden Zusténden stellen eine alternative Formulierung der schon erwahnten Wahr-
scheinlichkeiten der Anfangszustande 1, = P(q; = S;) dar. Die Wahrscheinlichkeit r fur
die Einnahme des Zustandes S; zum Zeitpunkt t = 1 kann beispielsweise bei Verwendung
des nichtemittierenden Zustandes S als Ubergangswahrscheinlichkeit folgendermaRen dar-
gestellt werden:

m =P(qy =$;) = ag, = P(dq; = $;|dp = Sp) (2.51)

Trotz der Verwendung zweier zusatzlicher Zustande soll in den folgenden Kapiteln jedoch
wie bisher unter einem Modell mit N Zustdnden ein Modell mit N emittierenden Zustan-
den verstanden werden. Die nichtemittierenden Zustande und damit die Moglichkeiten zur
Verkettung von Modellen sind fiir die in den folgenden Kapiteln dargestellten Methoden
wichtig.

2.2.6 Bayes Netze

Die in der Literatur am h&ufigsten gewéhlte graphische Darstellungsweise von Markov-
Modellen ist die Darstellung als finiter statistischer Automat (siehe auch Abb. 2.2). Einer
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Abbildung 2.4: Darstellung des Hidden-Markov-Modells als dynamisches Bayes-Netz

solchen Darstellung ist vor allem die Topologie des Modells zu entnehmen und mithin die
vorhandenen Parameter. So ist zum Beispiel in Abb. 2.2 zu sehen, daR es sich bei dem dar-
gestellten Markov-Modell um ein sog. Links-Rechts-Modell mit drei Zustanden handelt.
Impliziert wird zudem, dal es sich um ein Markov-Modell erster Ordnung handelt, da die
Verbindungspfeile tiblicherweise die Ubergangswahrscheinlichkeiten und somit die Wahr-
scheinlichkeiten P(q; = Sj|qt7l = §,) représentieren. Eine alternative graphische Darstel-
lung der Markov-Modelle bei der die statistischen Abhangigkeiten verdeutlicht werden, ist
in Abb. 2.4 gezeigt und findet sich ebenfalls in [Smy97, Luc95, Mur00]. Die Abb. 2.4 stellt
das Hidden-Markov-Modell als gerichtetes graphisches Modell oder dynamisches Bayes-
Netz (DBN, engl. Dynamic Bayesian Network) dar. DBNSs sind graphische Modelle von sta-
tistischen Prozessen und stellen die Abhangigkeiten zwischen der Observationssequenz und
den Zufallsvariablen des Modells dar. Die Zufallsvariablen sind in Abb. 2.4 durch die Kno-
ten des Graphen gegeben. Die horizontalen und vertikalen Verbindungslinien in der Abbil-
dung représentieren die statistischen Abh&ngigkeiten, die durch die Annahme eines Markov-
Prozesses erster Ordnung impliziert werden. Insbesondere stellt bei DBNs die Abwesenheit
von Verbindungen in den Graphendarstellungen statistische Unabhé&ngigkeitsannahmen dar.
Dynamische Bayes-Netze stellen eine Obermenge einer Vielzahl statistischer Modelle dar,
die aus unterschiedlichen wissenschaftlichen Disziplinen stammen. Beispiele fiir solche sta-
tistischen Modelle sind neben den Markov-Modellen, Kalman-Filter und probabilistische
Experten-Systeme ([Smy97]). Die DBNs wiederum gehoren der tbergeordneten Klasse von
sog. graphischen Modellen an, bei denen wahrscheinlichkeitstheoretische Ansatze mit der
Graphentheorie verbunden werden. Neben den Bayes-Netzen sind die in der Physik und
der Computer-Vision sehr populéren ungerichteten Graphen Mitglieder dieser Ubergeordne-
ten Familie. Zur Klasse der ungerichteten Graphen gehoren z.B. die Markov-Random-Fields
und die Boltzmann-Maschine. Mit Hilfe der graphischen Modelle ist es moglich, Gemein-
samkeiten zwischen den in unterschiedlichen wissenschaftlichen Disziplinen entwickelten
Modellen und Algorithmen zu entdecken und zu nutzen. Dies wird sehr ausfiihrlich in dem
Ubersichtsartikel von Murphy in [Mur00] behandelt.
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In der vorliegenden Arbeit werden die graphischen Modelle genutzt, um die Zusammen-
h&nge zwischen den in Kapitel 4.1 vorgestellten Markovschen Zufallsfeldern (engl. Markov-
Random-Fields), dem in Kapitel 5.4.2 verwendeten Kalman-Filter und den bereits vorge-
stellten Hidden-Markov-Modellen (einschliellich der zweidimensionalen Variante in Kapi-
tel 4.3) zu erlautern.

2.3 Kapitelzusammenfassung

Es wurde in die Theorie der eindimensionalen Hidden-Markov-Modelle eingefuhrt. Die-
se Modelle stellen die dominierende Klassifikationsmethode fr zeitlich veranderliche Mu-
ster, insbesondere Sprachmuster, dar. Es stehen sehr effiziente Algorithmen fur die Berech-
nung der Produktionswahrscheinlichkeiten, die fiir die Klassifikation bendtigt werden, und
das Modelltraining zur Verfligung. Diese Berechnungsvorschriften sind der Viterbi- bzw.
der Baum-Welch-Algorithmus, die beide in diesem Kapitel vorgestellt wurden. Der Viterbi-
Algorithmus berechnet nicht die Produktionswahrscheinlichkeit selbst, sondern einen Ap-
proximationswert, der auf der wahrscheinlichsten Zustandssequenz basiert. Der Algorithmus
hat fur die folgenden Kapitel eine wichtige Bedeutung, da er die Grundlage fir integrierte
Segmentierungs- und Klassifikationsverfahren darstellt. Dies ergibt sich aus der Tatsache,
dal’ der Viterbi-Algorithmus die Klassifikation durch die Bestimmung eines Schatzwertes
fur die Produktionswahrscheinlichkeit erlaubt und im selben Schritt eine Segmentierung
durch das Aufdecken der wahrscheinlichsten Zustandsabfolge ermoéglicht. Diese kombinier-
te Segmentierung und Klassifikation wird im folgenden Kapitel genutzt, um bei gedrehten
Objekten in Bildern die Orientierung herauszufinden und diese zu erkennen.



