
Kapitel 7

Formelerkennung

Nebender reinenTexterkennungeröffnet die ErkennunghandgeschriebenerFormelneine

ReiheweitererinteressanterAnwendungenundFragestellungen.Führtmansichvor Augen,

wie unzureichendbis heutedie Eingabem̈oglichkeitenan einemComputerfür mathema-

tischeFormeln realisiertsind, wird der Bedarf nachdieserForm von Mensch-Maschine-

Schnittstellenschnelldeutlich.

Für einenhandschriftlichenFormeleditorsind im Desktop-BereichTextverarbeitungssyste-

medaswichtigsteAnwendungsszenario.Hier sindderzeitim wesentlichenzwei konkurrie-

rendeAnsätzegebr̈auchlich.Der ersteist die klassischeMenü-gesteuerteVariante,wie sie

bei WYSIWYG- (What You SeeIs What You Get) Textverarbeitungssystemeneingesetzt

wird. HierbeimußderBenutzerdie einzelnenSymbolemittelsTastatureingebenoder(z.B.

beiSonderzeichenoderOperatoren)̈uberAuswahlmen̈usselektieren.DerzweiteAnsatzgeht

überdieVerwendungvonSatzsystemenwie z. B. LATEX, beidemdieverschiedenenSymbo-

le durchBefehlein einerQuelltextdateigesetztwerden.LATEX bietetsomitdie Möglichkeit

auchausgefalleneAusdr̈uckedarzustellen,erinnertdafür aberstarkaneinehöhereProgram-

mierspracheundzwingtdenBenutzersicheineVielzahlverschiedenerBefehlezumerken.

Ein weiteresAnwendungsszenarioergibt sich im Desktop-Bereichbei Mathematik-Tools

undGleichungsl̈osern.Die ProblematikderMensch-Maschine-Schnittstelleist hier ähnlich.

In beidenFällenließesicheinedeutlicheVerbesserungdesBedienkomfortsdurcheinehand-

schriftlicheFormeleingabeerzielen.

Ebensoließensich bei Mobilcomputernder nächstenGeneration(Palm-Tops,PDAs und

PIMs) in eleganterWeiseüberdie HSE-Schnittstellekomplexe wissenschaftlicheTaschen-

rechnerfunktionensteuern.Der zu berechnendeAusdruckkönntesodirekt auf dasDisplay

geschriebenwerden.NachderErkennungderhandschriftlichenEingabeundderErgebnis-

berechnungkanndasErgebnisdannin gewohnterForm ausgegebenwerden.

Um die spezielleDarstellungmathematischerAusdr̈ucke unddie zweidimensionaleAnord-

nungzuerkennenundzu interpretieren,wird dasGesamtproblemin zweiTeilproblemezer-
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legt. DieseTeilproblemelassensichwiederumin insgesamtsechsProzesseaufteilen,die in

dieseroderähnlicherFormin denmeistenAnsätzenwiedergefundenwerden[Blo97, Blo95]:

1. ErkennungeinzelnerSymbole

(a) Vorverarbeitung,Rauschfilter, Skew-Reduktion

(b) Segmentierung

(c) Symbolerkennung

2. AnalyseundInterpretationderSymbolanordnung

(a) IdentifikationräumlicherSymbolbeziehungen

(b) IdentifikationlogischerSymbolbeziehungen

(c) KonstruktionderBedeutung(z. B. in SyntaxformoderBaumstruktur)

Ein wesentlichesProblemist hier die Aufteilung derSegmentierungundderSymbolerken-

nungin zwei getrennteProzesse.Speziellfür die Handschrifterkennunggilt, dasseinekor-

rekteSegmentierunghäufignur mit KenntnisderKlassenzugeḧorigkeit möglich ist. Ebenso

wie eineunvollständigeoderfalscheSegmentierungzwangsl̈aufigzueinerfalschenSymbol-

erkennungführt. DiesesHenne-Ei-Problemläßt sich effizient durch die Verwendungvon

HMMs umgehen,da mit der Viterbi-Dekodierungnebendem eigentlichenErkennungser-

gebnisauchimmerdie Segmentierungbekanntist.

Die folgendenAbschnittestelleneinenAnsatzdar, mit demdieErkennunghandschriftlicher

Formelnrealisiertwerdenkann.NacheinergenerellenÜbersichtim folgendenAbschnitt,

werdenin denweiterenAbschnittendie einzelnenVerarbeitungsschritte,insbesonderedie

Strukturanalyseund dasParsingbeschrieben.Im Abschnitt 7.6 werdenüber die eigentli-

cheErkennunghinauseinigeintegriertehandschriftlicheKorrekturfunktionenbeschrieben,

bevor in denletztenbeidenAbschnittendie Ergebnissedargestelltwerdenunddie Zusam-

menfassungdiesesKapitel abschließt.

7.1 GrundlegendeFunktionsweise

Das hier beschriebeneSystem ist in einem schreiberabḧangigen Modus in der Lage,

zusammenḧangendemathematischeAusdr̈ucke bestehendaus einem Zeichenvorrat von

ca. 100 verschiedenenZeichenzu erkennen.NebenZif fern, Klein- und Großbuchstaben

könnendie wichtigstenmathematischenSymboleundOperatorenerkanntwerden(
�������

� �
	 �
���������������������� "!$#
), wie aucheineReiheweiterergriechischer

Buchstaben( % �'&(��)*�$+,�'-.�'/0�21��234�65
�278�$9 ). Zur Modellierung der Symbol-Zwischenr̈aume
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wird - ähnlich wie bei einer Satzerkennung- ein Space-Modell eingesetzt.Auch bei der

Formelerkennungfindet die Initialisierunganhandvon vorsegmentiertenTrainingsbeispie-

len statt,wie sie beispielhaftin Abb. B.1 dargestelltsind.DasanschließendeTraining der

Modelle,sowie die Evaluierungwird dannanhandganzerzusammenḧangenderAusdr̈ucke,

wie siein AbschnittB.3 beispielhaftdargestelltsind,durchgef̈uhrt.

Um zumeineneinemöglichstkonsistenteParameterscḧatzungdesSpace-Modellszu erzie-

len, zumanderenaberauchum denAufwandfür daszweidimensionaleParsingdesErken-

nungsergebnisseszu begrenzen,werdeninsgesamtvier Benutzungsregelndefiniert,die bei

derhandschriftlichenEingabederFormelnbeachtetwerdensollen.DieseBenutzungsregeln

- dargestelltin einergraphischen̈Ubersichtin Abb. 7.1 - sind jedochsoformuliert, dasssie

einermöglichstnaẗurlichenSchreibweiseentgegenkommen[Bec97,Kos98b] und die Be-

nutzbarkeit desSystemsdamitnichtnennenswerteinschr̈anken:

1. left-right, top-down

Ganz allgemeinformuliert müssendie handschriftlichenEingabenvon links nach

rechtsundvonobennachuntenerfolgen.Am BeispieleinesBruchsbedeutetdieseRe-

gel, dasszun̈achstderZählerzu schreibenist, anschließendderBruchstrichgezogen

werdenmuß,bevor schließlichder Nennergeschriebenwerdenkann.Klammeraus-

drücke sindentsprechenddieserRegel in folgenderForm einzugeben:linkeKlammer,

Ausdruck, rechteKlammer.

2. Integrale, Summen,Produkte

Aus Beobachtungenergab sich, dasses in einigenFällen günstig ist, eine Ausnah-

me von Regel 1 zu erlauben.Dies ist beispielsweiseder Fall bei Integralen,Sum-

menoderProdukten.Tritt im Zusammenhangmit diesenSymboleneineUntergrenze

und/oderObergrenzeauf,soneigtderBenutzerdazu,nachdemSchreibendesHaupt-

symbolszuerstdieUntergrenzeunderstdanndieObergrenzezuschreiben.Ganzähn-

lich verḧalt essichbei tiefgestelltenZeichen(Subskripte)in Kombinationmit hochge-

stelltenZeichen(Superskripte),einfachenAnführungsstrichenoderVektor- bzw. Ma-

trixpfeilen. Auch hier wird esscheinbarals effizienterempfundennachder Eingabe

t

Bruchstrich NennerBrüche: Zähler

Klammerausdr̈ucke: Klammerli. Klammerre.Ausdruck

Produkte:
Sub-,Superskript,
Zusatzzeichen:

’In Line’-Symbol [ Subskript]

Integrale,Summen,

[ Superskript :<; =>=?=2= ]
�>@A��@A�

[ Untergrenze [ Obergrenze] ]

Abbildung7.1:BenutzungsregelnzurzeitlichenAbfolgehandschriftlicherEingaben
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des’in-line’-Symbols dasSubskriptvor demSuperskriptzu schreiben.Konkretbe-

deutetdieseAusnahmeregelung,dassz. B. ein Integral mit entsprechendenGrenzen

in derReihenfolge
�"BDCFE?G
HJILKDMN�.OPCFE?GQIRGTSUILGQC>VWGW��XZY[GQIRG\S]IRGQC^VLG_�

zuschreibenist.

3. VerlängerungvonBrüchenundWurzelzeichen

In einigenFällenkannessinnvoll sein,Zeichenwie BruchstricheoderWurzelzeichen

zu verlängern,nachdemderNennerbzw. derRadikandgeschriebenwurdeunddieser

längerausgefallen ist alsurspr̈unglichvermutet.AufgrundderVerarbeitungdynami-

scherEingangsdatenist eineModifikation in derFormnichtmöglich,daaufdenunte-

renSystemebenen,d. h. währendderSymbolerkennung,die räumlichenBeziehungen

nochnicht ber̈ucksichtigtwerden.ZeitlicheBeziehungensindjedochbei dieserForm

vonKorrekturenim Allgemeinennichtgegeben,sodassSymbolundModifikationun-

terUmsẗandenmit großemzeitlichenAbstandauftreten.

4. Subskript,Superskript

Die ErkennungvongeschachteltenSubskriptenoderExponentenwie z. B. `ba2c sindin

diesemSystemderzeitnichtber̈ucksichtigt.

UnterBeachtungdieservier Benutzungsregelnist esnunmöglich,denzuerkennendenAus-

druck in kontinuierlicherForm einzugeben.Kontinuierlichbedeutetin diesemZusammen-

hang,dassdieeinzelnenSymbolewederspatialnochtemporalsepariertgeschriebenwerden

müssen.Vielmehrläßtsichderhier verfolgteAnsatzwie eineSatzerkennungohnevorher-

gehendeWortsegmentierungbetrachten,wobei die Identifikationvon Wort- bzw. Symbol-

grenzeneinenintegralenBestandteildesHMM-Ansatzesunter Verwendungdes ’space’-

Modellsdarstellt.Ein weitererVorteil derVerwendungvon HMMs ist die Möglichkeit, bei

BedarfgewissesyntaktischeRandbedingungenin denDekodierprozeßdirekt zu integrieren.

Abb. 7.2gibt eineÜbersichtüberdasgrundlegendeSystemzurFormelerkennung,wie esin

[Kos98c, Kos99b] vorgestelltwurde.Die FunktionsweisedereinzelnenVerarbeitungsstufen

ist in dennachfolgendenAbschnittendargestellt.

7.2 Vorverarbeitung, Merkmalsextraktion und Dekodie-

rung

Wie bereitsin Abschnitt2.1beschriebenwurde,erfolgt auchfür die Formelerkennungeine

räumlicheNeuabtastungderStifttrajektorie.Auchhiergilt esdurchdieräumlichäquidistan-

te Abtastungdie Geschwindigkeitsinformationzu eliminierenunddie virtuellenSequenzen

zwischendenStrokeslinearzuinterpolieren.Dabeiwird dieSequenzderzeitlich äquidistant

abgetastetenKartesischenKoordinatende` �'f8g d C � /ihjg in die räumlich äquidistanteAbtast-
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abtastung
Neu-

geom.
Merkmale

2D-Parser

a^2+b^2

x

y

2: k =  83 ... 98
+: k =106 ...126
b: k =142 ...173
2: k =188 ...202

a: k =  47 ... 68

Transkript
+ temp. Alignmenttemp. & spat. Alignment

Transkript,

+:106,126, 589,618,373,402,388,603
2:  83,  98, 549,580,325,348,336,564
a:  47,  68, 584,615,274,308,291,600

b:142,173, 567,622,420,457,439,595
2:188,202, 553,572,459,489,474,563

Dekodierung

Merkmalsextr.

(TEX-syntax)

dk` ��f8g d C � /ihjg/ihl�nmo�LpLqWqsr

t � � t � � �TfLu[�PfRvs� `Pw � `bx �Ly{zW�2y a

dk` �'f|g d t g
}~ d t g

Abbildung7.2:System̈ubersichtdesFormeleditors

squenzde` �'f8g d t g überf̈uhrt.

Wie auchbeidemStandardsystemzurWort- bzw. Satzerkennung,werdenbeiderFormeler-

kennungTrajektorien-undBitmap-Merkmaleverarbeitet(vergl. Abschnitte3.1.1und3.2.1),

sowie zus̈atzlichdie InformationüberdenbinärenStiftdruck.

NacheinerVektorquantisierung,die i. d. R. mittelseinesMMI-Netzes- ausgef̈uhrt in Multi-

Codebuch-Technik - realisiertwird, werdendie diskreten,multiplen Merkmalsstr̈omemit

HiddenMarkov Modellenmodelliertbzw. zu Erkennungszweckendekodiert.Da die Länge

derBeobachtungssequenzaufgrundderverschiedengroßenSymbolebei derFormelerken-

nungsehrstarkschwankt,werdenHMMs mit variierenderZustandsanzahleingesetzt.Zur

Modellierungvon Großbuchstabenund größerenmathematischenOperatorenund Symbo-

len (Summe,Integral, Produkt)wurdenHMMs mit 12 Zusẗandeneingesetzt.Kleinbuch-

stabenund Symbolemittlerer Größe(z. B.
� � d �_g$� �

) wurdenmit HMMs bestehend

ausacht Zusẗandenmodelliert.Sehrkleine Symbolehingegen,werdenschließlichdurch

HMMs mit drei Zusẗandenrepr̈asentiert.Für alle genanntenGruppenwurde eine lineare

HMM-Topologieverwendet,d. h. esexistierenvon jedemZustandnur Selbsttransitionen

undÜbergängezumNachfolgezustand.

Die initialisiertenundanschließendtrainiertenModelle
+

werdenschließlichbei derErken-

nungverwendet,um eineViterbi-Approximationin Kombinationmit einerStrahlsuche,auf

eine unbekannteBeobachtungssequenz� anzuwenden.DieseViterbi-Dekodierungliefert

nun- im SinnederViterbi-Approximation- diewahrscheinlichsteZustandssequenz�(� einer
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MengevonHMMs. �
d�� � � �Z� +�g(�l���Z��

�
d�� � � � +Fg (7.1)

Die Aussagëuberdie wahrscheinlichsteZustandssequenz�(� , welchedie Dekodierunglie-

fert, ist von entscheidenderBedeutungfür die RealisierungdesGesamtansatzes.Zum einen

ist durchdieseZustandssequenzfestzulegen,umwelcheSymboleundderenReihenfolgees

sich im einzelnenbei der Beobachtungssequenzhandelt.Zum anderenerfolgt für die Be-

rechnungderWahrscheinlichkeitenaucheineZuordnungdereinzelnen’Frames’zu denje-

weiligenZusẗanden.Mit anderenWortenheißtdas,dasszu jedemFramederBeobachtungs-

sequenz� bekanntist, zuwelchemAbschnittdieserFramederSymbolfolgezuzuordnenist.

Im Rückschlußläßtsichsomitdie FolgedererkanntenSymboleangebenmit jeweils einer

exaktenIndizierung
t

vonStart-undEndframe.

7.3 Strukturanalyse

Wie bereitsangemerktwurde,liefert die Viterbi-DekodierungnebendemeigentlichenEr-

kennungsergebnisauch die Information zu den einzelnenSegmentgrenzeninnerhalbder

Gesamtsequenz.Die Informationzu denSegmentgrenzen(gegebenin zeitdiskretenAbtast-

schritten
t
) läßt sich zusammenmit den neuabgetastetenVektordatenauswerten,um die

räumlichePositionder einzelnenSegmentezu bestimmen.Die Kenntnisüberdasaktuelle

Symbol,sowie dessenräumlicheZuordnungwird anschließendben̈otigt um die erkannte

Symbolsequenzzu parsen.AnhanddesBeispielsin Abb. 7.3soll dasVorgehenzur Bestim-

mungdergeometrischenMerkmale,d. h., derräumlichenPositionerklärtwerden.

Dazuwird für daserkannteSymbol’a’ ausdergesamtenSequenzneuabgetasteterVektoren

zun̈achstder Bereichbetrachtet,der ausgehendvon denSegmentgrenzendasentsprechen-

de Symbolentḧalt. In dem Beispiel lieferte die Viterbi-Dekodierungdie Segmentgrenzent �(���s�
und

t � �(���L�
. Beginnendbei

t ���s�
, wird dasSegmentfür jedendiskretenZeit-

schritt
t

auf Minima undMaximain x- undy- Richtunggepr̈uft. IndemdieseExtremwerte

für jedesSegmentgespeichertwerden,erḧalt manamSegmentendeeineexakteInformation

überdasumschreibendeRechteckzu dembetrachtetenSegment.Die KoordinatenundAb-

messungendiesesumschreibendenRechteckswerdenfür dasanschließendeParsingalsgeo-

metrischeMerkmaleweiterverarbeitet.ZuzüglichzudenKartesischenKoordinatenderKan-

tendesumschreibendenRechteckswird derMittelpunktdesSegmentsbestimmt,deralsgeo-

metrischerMittelpunktdesumschreibendenRechtecksapproximiertwird (
y{z�� dk`Pw � `bx g2�Wp

und
y a � d fRv � fLu'g��Wp ). Mit dieserräumlichenZuordnungderzeitdiskretenAbtastfolgesind

nunAussagen̈uberPositionundGrößedererkanntenSymboleverfügbar, die währenddes

Parsingsausgewertetwerden.

Die SequenzdererkanntenZeichenwird zusammenmit deneinzelnenzeitlichenSegment-
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temp. Alignment spat. Alignment

a:900,954,082,142,112,927
(x,y)(k=35)

(x,y)(k=59)

up

lo

le ri

mx

my

a: k = 35 ... 59 ��� @ �[� @��Z�e@��R��@�����@����

Abbildung7.3:BestimmungderräumlichenSegmentierungauszeitlicherSegmentierung

grenzenunddennunvorhandenengeometrischenMerkmalenzur weiterenVerarbeitungin

Form einer doppeltverkettetenListe zusammengefasst.In dem Beispiel in Abb. 7.2 ent-

sprichteinListenelementdemnacheinerZeilederAusgabedergeometrischenMerkmalsex-

traktion.Die verketteteListenstrukturbietetsichdeshalban,dawährenddesnachfolgenden

Parsingsoder auchum manuelleKorrekturbefehleumzusetzenElementean entsprechen-

der Stelleausder Liste entferntbzw. hinzugef̈ugt werdenmüssen.Desweiterenist so ein

einfacherZugriff aufVorgänger- oderNachfolgezeichenmöglich.

7.4 Parsing – LRTD-Ansatz

Basierendauf einererkanntenSymbolsequenzundderengeometrischenMerkmalenerfolgt

die schrittweiseUmsetzungdesErkennungsergebnissesin einesyntaxbeschreibendeForm.

Der in diesemAbschnittbeschriebeneLRTD- (Left-Right-Top-Down-) Ansatzbasiertauf

denim Abschnitt7.1 beschriebenengrundlegendenBenutzungsregeln.Als Ausgabeformat

wurdehierbeiLATEXgewählt,dadasLATEX-FormatzumeinenäußerstvielfältigeMöglichkei-

tenderSyntaxbeschreibungbietetundzumanderendieErgebnisvisualisierungmittelsDVI-

oder Postscript-Konvertierungin einfacherund übersichtlicherForm ermöglicht. Darüber

hinausließensich die Erkennungsergebnissein dieserForm leicht als Dokumentbausteine

im Hinblick aufein zu realisierendesGesamtsystemweiterverwenden.

Im wesentlichensetztsichderLRTD-Parserausdenfolgendensequentiellabzuarbeitenden

Modulenzusammen:

� Fehlerkorrektur,

� ParsingspeziellermathematischerOperatorenund

� DetektionundUmsetzungvonSub-undSuperskript.

Die FunktionsweisedieserModulewird in denjeweils folgendenAbschnittenbeschrieben.
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7.4.1 Fehlerkorr ektur

Bei komplexenMustererkennungsaufgaben,wie derHandschrifterkennung,ist eineperfek-

te,d. h. stetsfehlerfreieErkennungmit heutigenbekanntenAnsätzennicht realisierbar. Dies

gilt insbesonderefür solcheFälle, bei denenAmbiguitätenauf denunterenSystemebenen

nichtaufgel̈ostwerdenkönnen.Typischfür dieseFälle ist dasin Abb. 7.4gezeigteBeispiel.

Die einzelnenSymboleausdemoberenund unterenBeispielähnelnsich dabeisehrstark.

Zudemist dieReihenfolge,in derdie jeweiligehandschriftlicheEingabeerfolgte,identisch.

Dennochtragendie gezeigtenAusdr̈ucke einevöllig unterschiedlicheBedeutung.Verdeut-

licht mansichandieserStelleeinmaldenAblauf dergesamtenErkennung,wie er in Abb.

7.2 dargestellt ist, wird klar, dassdie DekodierungaufgrundfehlenderMöglichkeitenzur

Auswertungvon KontextinformationsolcheGrenzbereichenicht unterscheidenkann.Mit

Kontextinformationsind an dieserStelledie geometrischenMerkmaleder einzelnenSym-

bolegemeint,dieerstnachderDekodierungbestimmtwerden.

Die FehlerkorrekturdesParsersbeziehtsich somit auchnur auf offensichtlicheFehlerdes

Dekoders,wie z. B. die gezeigteVertauschungeineskurzenBruchstrichsmit einemMinus-

zeichenim unterenBeispielvonAbb. 7.4.

Eine weiterekorrigierbareFehlerklasseist die Vertauschungvon einfachenAnführungs-

zeichenbei ’gestrichenen’Variablenmit Kommata( ` � � ` � ) oder auchdie fälschliche

EinfügungeinesPunktesnachdenWorten
r���C

oder
Mk��y

. Diesekönnendurchsog.’delayed

strokes’ entstehen,indemzun̈achstdie Buchstabenfolgein verbundenerForm geschrieben

wird, undanschließendderi-PunktüberdenWortkörpergesetztwird.

Die Korrektur falscheingef̈ugter i-Punkte läßt sich einfach realisieren,indem im Erken-

nungsergebnisauftretendePunktenachbestimmtenSchl̈usselwörtern,wie denWorten �2 ¢¡
oder £¢  � pauschalgelöschtwerden.Die Löschungkannvorgenommenwerden,daeinesol-

cheZeichenfolgekeinenregulärenAusdruckformenkann.

Um die Vertauschungvon Minuszeichenund kurzemBruchstrichzu korrigieren(Bsp. in

Abb. 7.4), wird jedeTranskribierungzun̈achstauf vorhandeneBrücheoderSubtraktionen

überpr̈uft. Tritt ein solcheskritischesZeichenauf, sowerdendie geometrischenMerkmale

min: k = 59 ... 69
b    : k = 88 ...116

a    : k = 24 ... 49

a - b

a \over b

temp. Alignment
a    : k = 23 ... 47
min: k = 65 ... 74
b    : k = 82 ...116

min:088,094,701,721,711,091
a    :075,104,630,668,649,089

b    :057,113,749,787,768,085

spat. Alignment

temp. Alignment
spat. Alignment

a    :025,060,867,901,884,042
min:075,077,868,890,879,076
b    :108,151,863,891,877,129

� � @ � � @�� � @�� � @�� � @�� �

� � @ � � @�� � @�� � @�� � @�� �

Abbildung7.4:BeispielzurFehlerkorrektur
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desBruchstrichsbzw. desMinuszeichensmit den geometrischenMerkmalendes(zeitli-

chen)Vorgängersymbolsunddes(zeitlichen)Nachfolgesymbolsverglichen.Der Vergleich

beziehtsich dabeiauf die in Abb. 7.4 markiertengeometrischenMerkmale.Ein Minus-

zeichenliegt genaudannvor, wenndasMerkmal `bx desVorgängersymbols(im Bsp. der

Buchstabe’a’) kleiner ist als dasMerkmal `Pw desals ’min’ erkanntenSymbols.Zus̈atz-

lich mußüberpr̈uft werden,ob dasMerkmal `bx des’min’-Symbols kleiner als dasMerk-

mal `Pw deszeitlichenNachfolgersist. Da im oberenBeispielbeideBedingungenerfüllt sind

( `bxZd �¤KW�¥g¦�¨§W§W©ª� `Pw<d �«yª�<C��¥gT�­¬Lq®m
und `bxZd �¯yª��CF�¥gT�n¬Wp®m°� `Pw�d �±Y'�±gT�­¬Z²s�

), wird die Erken-

nungbesẗatigt.Esmußsichfolglich umein Minuszeichenhandeln.

Im zweitenBeispiel in Abb. 7.4 zeigt dieserVergleich, dassdie Bedingungenfür ein Mi-

nuszeichennicht erfüllt sind.Vielmehrwird durchdenVergleichdergeometrischenMerk-

male von (zeitlichem)Vorgängerund Nachfolgermit den geometrischenMerkmalendes

’min’-Symbols klar, dasses sich um einen Bruchstrichhandelnmuß. Speziell sind bei

diesemVergleich die Merkmale
f w�d �¤KW�±g , der Mittelpunkt in y-Richtungdes’min’-Symbolsy a d � yª�<C � g und

f w�d � Y � g relevant.Ein Bruchstrichliegt dannvor, wenn
fRv d � K � g{��y a d � yª��C,g

und
y a d � yª�<C � g4�³fLu d � Y � g . Die markiertengeometrischenMerkmaledesunterenBeispielsin

Abb. 7.4besẗatigenalso,dassessichumeinenBruchstrichhandelnmuß,waseineanschlie-

ßendeautomatischeKorrekturzurFolgehat.

Ein ganzähnlichesPrüfverfahrenwird durchgef̈uhrt, wennentwederKommataoderHoch-

kommatain der Erkennungauftreten,um VertauschungenebendieserSymbolezu kor-

rigieren. Auch hier sind beide Symbole ohne Kontextinformation kaum zu unterschei-

den.Der Vergleich beziehtsich in diesemFall jeweils auf die Merkmale
y a von Komma

bzw. Hochkommaund demMerkmal
y a desVorgängersymbols.Bei einemKommamußy a d �´���±g��µy a d<¶ XZIoH,·KWCFH®GQIWg gelten,bei einemHochkommawärendie Relationengenau

umgekehrt.

7.4.2 SpeziellemathematischeOperatoren

In einemweiterenParsingschrittwird nacheinigenspeziellenSymbolengesucht,derenzeit-

licherKontext einebesondereBedeutunghabenkönnte.DiessindinsbesonderedieSymbole�
,
�

,
�

und £¸  � . Wird in derTranskribierungein Summen-,Integral- oderProduktsymbol

gefunden,somußdasErgebnisauf möglicheUnter- oderObergrenzenhin untersuchtwer-

den.Dabeikönnennunwiederdie in Abschnitt7.1 definiertenBenutzungsregelnzur Hilfe

genommenwerden.Dort wurdemit Bedingung(2) festgelegt, dasseineUntergrenze- bei-

spielsweiseeinesIntegrals- zeitlich direkt nachdemIntegral selbstgeschriebenwird. Eine

möglicheObergrenzewird zeitlichnachderUntergrenzegeschrieben.

AnhanddesBeispielsin Abb. 7.5 läßt sich nun dasParsingdieserspeziellenOperatoren

erklären.Wie auchbei der obenbeschriebenenUnterscheidungzwischenkurzenBrüchen
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temp. Alignment

spat. Alignment

int  : k = 21 ... 56

=    : k = 144 ... 264
0    : k = 172 ... 189
1    : k = 241 ... 260
x    : k = 330 ... 356
d    : k = 373 ... 409
x    : k = 417 ... 444

int  :455,559,080,131,105,507

0    :587,609,121,142,131,598
1    :395,435,101,136,118,415
x    :498,532,178,209,193,515
d    :475,532,249,280,264,503
x    :495,534,295,334,315,514

x    :583,618,041,068,054,600
=    :591,613,084,109,096,602

x    : k = 108 ... 132

��� @ �[� @��Z�k@��R�[@����o@����

Abbildung7.5:DetektionvonUnter- undObergrenzeamBeispieleinesIntegrals

und Minuszeichenwird zun̈achstjederAusdruckauf dasVorhandenseindieserspeziellen

Operatoren(Integral, Summeetc.)hin untersucht.Tritt - wie im Beispielgezeigt- ein sol-

cherOperatorauf,sowird zun̈achstdiePositionderUnterkantedesumschreibendenRecht-

ecks
fRv d �¯��CFEN�¥g mit demgeometrischenMerkmal

fRu
desNachfolgersverglichen(hier:

fLu d � ` �¥g ).
Aus dem spatialenAlignment wird sofort ersichtlich,dasssich dasNachfolgesymbol’x’

unterhalbdesIntegrals befindet(
fZv d � �<CFE � g¹�º�W�R���»fLu d � ` � g¼�º�L©W�

). Da eineUntergren-

ze nicht zwangsl̈aufig auseinemeinzigenSymbolbestehenmuß,sind zus̈atzlich nochdie

weiterenNachfolgezeichenzu untersuchen.DieseNachfolgezeichenwerdennacheinander

solangezu einerUntergrenzezusammengefasst,wie derenOberkantedesumschreibenden

RechtecksunterhalbdesIntegralsliegt. In demgezeigtenBeispielsinddiesnebendemZei-

chen ’x’ noch dasGleichheitszeichenund die Null (
fZv d � ��CFE � g½� �W�L�¨� fRu d � � � g�� �L�|m

sowie
fRv d �¤��CFEN�¥g¾� �W�L���¿fRu d �¯qR�±gÀ� �L©s¬

). Bei dem fünften Zeichender Transkribierung

(hier: die ’1’) ist dieseBedingungjedochnicht mehr erfüllt, sodassdie Gruppierungzur

Untergrenzeabgebrochenwerdenmuß.Ungekl̈art ist an dieserStelle allerdingsnoch,ob

für das Integral eine Obergrenzeangegebenwurde. Dazu muß zun̈achstfür dasnächste

Symbolnachder Untergrenzedie relative Positionzum Integral betrachtetwerden.Insbe-

sonderewerdendazudie Merkmale
fRu d � �<C�E � g und

fRv d � m � g verglichen,wobeisichzeigt,dassfRv d �¢m
�±gª�µ²s�s�Á�ÂfRu d �«�<C�EN�¥gª�¿²D�W�
und damit eineObergrenzevorliegt. Bei einempositi-

venTestfür eineObergrenzewird zwecksGruppierungnachfolgenderSymbolein analoger

WeisezurGruppierungderUntergrenzeverfahren.NachAbbruchderGruppierungzurOber-

grenzewerdendienachfolgendenSymbolezumIntegrandenzusammengefasst.

Wird dasWort ’ lim’ erkannt,so ist zu erwarten,dassnachfolgenddie Variablegenannt

wird, auf die sich die Grenzwertbildungbezieht,gefolgt von einemPfeil und demGrenz-

wert selbst.Die Gruppierungerfolgt auchhier durchVergleich der UnterkantedesWortes

’ lim’ mit denOberkantenderNachfolgesymbole.

NachdiesemPrinziperfolgt auchdie GruppierungzuTeilausdr̈uckenbei auftretendenWur-

zelnoderBrüchen(Abb. 7.6).Bei diesenStrukturenist esallerdingsdurchauswahrschein-

lich, dassein Teilausdruck,d. h. der Radikand,der Zähleroderder NennereinesBruches

überdasWurzelzeichenbzw. denBruchstrichhinausragt.Dieskanninsbesonderedannbe-
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spat. Alignment

sqrt:037,128,217,455,336,083
a    :078,107,278,315,297,093
+    :082,106,335,359,347,094
b    :072,121,382,411,396,097
+    :074,104,491,522,506,089
c    :076,120,539,627,583,098

temp. Alignment
sqrt: k = 10 ... 89
a    : k =136 ...160
+    : k =168 ...185
b    : k =194 ...224

c    : k =337 ...367
+    : k =302 ...324

spat. Alignment

a    :249,287,757,799,778,268
frac:303,310,694,820,757,307
b    :329,380,699,728,713,355
+    :339,367,739,770,754,353
c    :336,370,791,833,812,353

temp. Alignment
a    : k = 28 ... 56
frac: k = 87 ...117
b    : k =164 ...193
+    : k =202 ...222
c    : k =237 ...256

��� @ �[� @��R�k@��L�$@����o@��j�

� � @ � � @�� � @�� � @�� � @�� �

Abbildung7.6:GruppierungvonTeilausdr̈ucken

obachtetwerden,wenndasletzteZeicheneinesTeilausdruckesnochmit Zusatzzeichenoder

Indizesversehenwird. Zur Gruppierungvon Zeichenzu Teilasudr̈ucken wird dahernicht

dasumschreibendeRechteckals Entscheidungskriteriumherangezogen,sondernder geo-

metrischeMittelpunkt derZeichen.Wie in Abb. 7.6amBeispieleinerWurzelgezeigtwird,

werdendie nachfolgendenSymbolezu einemRadikandenzusammengefasst,derenMittel-

punkt
y{z

unterhalbdesWurzelzeichensliegt (
y{z d�Ã KDÄ
Å ~ XZM´H®GQIWg°� `bxod � rQÆRIoE � g ). Im oberen

Beispielin Abb. 7.6 sinddiesdie Zeichen’a’, ’+’ und ’b’. Die Suchrichtungfür denRadi-

kandenist hier wiederumausderBedingung(1) in Abschnitt7.1bekannt.

DaszweiteBeispielin Abb. 7.6 zeigteineSituation,in derdie Gruppierung,basierendauf

denMerkmalendesumschreibendenRechtecks,fehlschlagenwürde,dadas’c’ im Nenner

etwasüberdenBruchstrichhinausragt( `bxod �¤Ä6�¥g�� `bxZd � � �¥g . Da jedochauchbei derGruppie-

rungvon Brüchenvon denMittelpunktenderZeichenausgegangenwird, kannderNenner

korrekt zusammengefasstwerden(
y{z d � Ä � gÇ� `bxZd � � � g ). Die Suchrichtungenfür Zählerund

Nennersindebenfalls ausBedingung(1) in Abschnitt7.1 bekannt:einemBruchstrichmuß

derZählervorausgehenundderNennerfolgen.

7.4.3 Sub-und Superskript

Die zuvor beschriebenenMethodenzur StrukturierungdesErkennungsergebnissesbasier-

tenstetsauf derExistenzgewisserSchl̈usselwörter, wie z. B. ’int’ bei Integralenoder’sqrt’

bei Wurzeln.Auf solcheHinweisekannbei der SuchenachSub-oderSuperskriptennicht

zurückgegriffen werden.Die Situationstellt sich hier vielmehr so dar, dassbis auf Aus-

nahmenjedeserkannteZeichenzu einemIndex oder Exponentenzählenkönnte.Als ein

wesentlicherAnhaltspunktkannhier lediglich die in Abschnitt7.1definierteBedingung(1)

verwendetwerden,wonachein Index oderExponentin zeitlicherReihenfolgeunmittelbar

nachdem’in-line’ Zeicheneinzugebenist.
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Um denSuchaufwandnachIndizesoderExponenteneinzuschr̈anken und auchdasPoten-

tial für möglicheFehlinterpretationenzu reduzieren,ist eszun̈achstsinnvoll, möglicheZei-

chentypenfür IndizesundExponentenzu spezifizieren.Für Indizeslassensichdie gültigen

Ausdr̈ucke so z. B. auf Zahlen,Buchstabenund derenKombinationbeschr̈anken.Für das

Parsingkannweiterhinausgenutztwerden,dassdie Basiszu einemExponentenoderdas

’in-line’ ZeicheneinesIndex - bis auf Ausnahmen- ebenfalls VariablenoderZahlenwerte

sind.Als Ausnahmensindhierbeinochdie Symbole
g[�ÉÈ<�jÊD�4	ª�j!¥�\#

zu ber̈ucksichtigen,

welchedar̈uberhinausals ’in-line’ Symbolauftretenkönnen.Für denExponentengelten

prinzipiell jedochkeineRestriktionen,sodassauchkomplexe Strukturen,wie z. B. Brüche

als Exponentenmöglich sind. Die einzigeEinschr̈ankunghier ist, dasskeineExponenten

höhererOrdnung(d. h. Exponentvom Exponent)zugelassensind.DieseEinschr̈ankungist

notwendig,dadieverschiedenenEbenenbeihandschriftlicherEingabekaummehrzuunter-

scheidensind.Ein durchschnittlicherExponentist zudemnur zweibisdreiMillimeter groß.

Bei einerAuflösungvon 300dpi bedeutetdasschließlich,dasssolchekleinenZeichennach

derNeuabtastunglediglich durch10-20Abtastpunkterepr̈asentiertwerden.Dieserschwert

nicht nur die eigentlicheErkennungder Zeichenund die UnterscheidungzwischenGroß-

und Kleinschreibung bei Buchstaben,sondernauchdie zuverlässigerelative Positionsbe-

stimmungdereinzelnenZeichenunddamitdieeindeutigeZuordnungzudenverschiedenen

EbenendesExponenten.

AufgrunddergroßenAnzahlpotentiellerKandidatenfür IndizesoderExponentenmußdie

SuchenachSub- bzw. Superskriptdemnachfür eine relativ großeSymbolmengedurch-

geführt werden.Die Strukturierungstützt sich dabeilediglich auf die relativen Positionen

der einzelnenSymbole.Zu diesemZweck wird jedesZeichen,beginnendmit demersten

Zeichenin der Liste erkannterSymbole,untersucht.Erfüllt ein erkanntesZeichenin der

Liste daslogischeKriterium, d. h. esist vom zulässigenTyp, sowerdendurchPositionsver-

gleichevonSymbolmittelpunktundumschreibendemRechteckzwischendemaktuellunter-

suchtenZeichenund derenNachfolgerentsprechendeGruppierungenzu IndizesoderEx-

ponentenvorgenommen,wennzudemdie geometrischenKriterien erfüllt werden.Für Indi-

zes(Exponenten)gelten
y a d�Ë KJrQ�Nrog\�lfRu d�Ã KDÄ
Å ~ XZM´H®GQIWg (

y a d�Ë KJrQ�Nrog4�³fRv d�Ã KDÄ�Å ~ XRM´H®GQIWg ).
Zudemmuß der Nachfolgerin beidenFällen rechtsvon der Basisliegen (

y{z d�Ë KJrQ�Nrog��
`PwAd�Ã KDÄ
Å ~ XZM´H®GQIWg2g .
Da dergeometrischeMittelpunkt einesZeichensmit demMittelpunkt desumschreibenden

Rechtecksapproximiertwird, liegendieMittelpunktevonBuchstabenmit Unterl̈angen(f, g,

j, p, q, y) tendenzielletwastiefer als die übrigenBuchstabenoderZahlen.Um zu vermei-

den,dassnunnachfolgendein-line ZeichenfälschlicherweisealsExponenterkanntwerden,

wird zu BeginndesParsingsdie Position
y a einesjedenZeichensmit Unterl̈angeum einen

gewissenBiasin
f
-Richtungnachobenkorrigiert.

Matrix- bzw. Vektorpfeilewerdenvon dem Parserals einespezielleArt von Exponenten
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behandelt.Die StrukturierungdesErkennungsergebnisseskannbeidieserFormvonSymbo-

len unterBerücksichtigunggeometrischerMerkmaleallerdingswiederaufdie Existenzvon

Schl̈usselwortenzurückgreifen.

Nachdemschließlichalle Teilausdr̈ucke gruppiertwurden,erfolgt die abschließendeUm-

setzungin dasLATEXFormat[Kop94]. Dazuist eslediglich notwendigdie gefundenenTeil-

ausdr̈ucke jeweils mit logischenKlammernzu versehenunddiesezusammenmit denübri-

generkanntenZeichenundOperatorenentsprechendderLATEX-Syntaxin eineAusgabedatei

zu schreiben.Funktionenwerdenim Gegensatzzu Variablenmit einem’ Ì ’ gekennzeich-

net.Die in Abb. 7.6gezeigtenBeispieleresultierensomitnachabgeschlossenerErkennung

in zwei reinen(ACSII-) Textdateienmit einer sehrkompaktenBeschreibung der Syntax:

Ì sqrt Í a+b Ê +c bzw. a Ì over Í b+c Ê .

7.5 2D-Parsing mit kontextuellenGraph-Grammatik en

Nebendem in den vorangegangenenAbschnittenbeschriebenenLRTD-Ansatz,wurde in

Zusammenarbeitmit demInsitut NationaldeRechercheenInformatiqueet enAutomatique

(INRIA) einweitererAnsatzrealisiert[Kos99a], deraufBenutzungsregeln,wie siezun̈achst

für denLRTD-Ansatzformuliert wurdenweitgehendverzichtet.DieserAnsatzbasiertim

wesentlichenauf der KombinationzweierexistierenderSystemefür die Formelerkennung,

bei deren unabḧangiger Entwicklung jedoch zun̈achst unterschiedlicheZiele verfolgt

wurden.

Bei dem einen Systemhandeltes sich um den bereitsbeschriebenenhandschriftlichen

Formeleditor. Das zweite Systemist das am INRIA entwickelte OFR (Optical Formula

Recognition),welchesfür die Offline-Erkennungvon Formelnin gedrucktenDokumenten

entwickelt wurde.DiesesSystembestehtausdendreiweitgehendunabḧangigenHauptkom-

ponentenOCR,Graph-BuilderundGraph-Parser[Lav97,Lav98].

DasOCR-Modul liefert dabeidie Eingabefür denGraph-Builderin Form von erkannten

Einzelzeichen,und deren Position und Größe. Da es sich um eine Offline-Erkennung

handelt,existiert einezeitliche Zeichenfolgeim Sinneder erfolgtenZeicheneingabenicht.

Der auf der OCR-AusgabeaufsetzendeGraph-Builderund der nachfolgendeGraph-Parser

wertenlediglich Positionund Größeder erkanntenZeichenfür die Strukturierungaus.An

dieserStelle wird bereitsklar, dasssich die Vorteile beiderSystemeelegant miteinander

verkn̈upfenlassen,wodurchsicheinehandschriftlicheFormelerkennungohnevorgegebene

Schreibrichtungrealisierenläßt. Als SchnittstellezwischenbeidenSystemendient hier

lediglich die TranskribierungderhandschriftlichenEingabeundderengeometrischeMerk-

male.

Aus der Transkribierungwird zun̈achst zusammenmit den geometrischenMerkmalen
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ein Graph konstruiert,der die geometrischenZusammenḧangezwischenden einzelnen

initialen lexikalischenEinheitenrepr̈asentiert.Die gerichtetenKanten,welchedie Knoten

miteinanderverbinden,tragen somit die Information über die relativen Positionender

Knoten.DerGraphwird in derFormkonstruiert,dasszun̈achstversuchtwird, jedesSymbol

der Formel in acht Richtungen(rechts,links, oben,unten,obenrechts,obenlinks, unten

links, untenrechts)mit seinennächstenNachbarnzu verbinden,wobei - in Abhängigkeit

desuntersuchtenZeichens- bestimmteGültigkeitstestsbez̈uglich derRichtungpotentieller

ein- und ausgehenderKantendurchgef̈uhrt werden.Darüber hinauswird bei diesemTest

ein elliptischesPotenzialmodellverwendet,welchesder bevorzugtenSchreibrichtung(von

links nachrechts)entspricht.Damit läßt sich modellieren,dassin horizontalerRichtung

ein rechtsliegendesZeichenbeispielsweisëuberweitereAbsẗandemit einerausgehenden

Kanteverbundenwerdenkann,alsein links liegendesZeichen(vergl. [Lav98]).

Nachdemauf dieseWeiseein initialer Graphder Formel konstruiertwurde, kann damit

begonnenwerdendiesezweidimensionaleBeschreibungderFormelzu parsen.Dabeiwird

eine kontextabḧangigeGraph-Grammatik[Pfa69] verwendet,die bestimmteSyntaxregeln

in Abhängigkeit der verwendetenSymbole auswertet.In iterativer Weise werden aus

dem eingangsgeneriertenGraphenTeilgraphenzu einemKnoten zusammengefasst.Der

resultierendeKnotenentḧalt eineabstrahiertePrefix-SyntaxbeschreibungdesTeilausdrucks.

Die geometrischenMerkmalediesesKnotenswerdennachder Zusammenfassungauf die

ParameterdesumschreibendenRechtecksdesgesamtenTeilausdrucksgesetzt.Bei diesem

Ansatz, der in der Literatur auch als Graph-rewriting [Blo96] bekannt ist, wird diese

Zusammenfassungvon Teilausdr̈uckeniterativ wiederholt,bis schließlichein verbleibender

Knotendie SyntaxbeschreibungdergesamtenFormelentḧalt.

7.6 Manuelle Korr ekturfunktionen

Die bishervorgestelltenAnsätzezur RealisierungeineshandschriftlichenFormeleditorsba-

siertenstetsauf demPrinzip eineganzeFormel vollständigeinzugebenund anschließend

dieErkennungzustarten.Nachtr̈aglicheModifikationenoderauchpartielleKorrekturenvon

möglichenErkennungsfehlernwarendabeiausgeschlossen.Dasbedeutet,dasseinBenutzer

ohnedie UntersẗutzungmanuellerKorrekturfunktionengezwungenist, selbstbei kleinsten

Erkennungsfehlerneineu. U. sehrkomplexeFormelkomplettneueinzugeben.Der erḧohte

Gebrauchswertbei EinführungmanuellerKorrekturfunktionenzeigt sich jedochnicht nur

bei auftretendenErkennungsfehlern.Geradebei einemhandschriftlichenFormeleditorkann

eszudemausgesprochennützlichsein,nachderErkennungderEingabenochErweiterungen

oderVer̈anderungenvorzunehmen,um die gewünschteFormelauf dem’elektronischenPa-
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pier’ schrittweisezuentwickeln.Zu diesemZweckwurdendieEditierfunktionen’L öschen’,

’Ersetzen’,’Einf ügen’, ’Rückg̈angigundWiederholen’und ’Neuzeichnen’in denDemon-

stratorintegriert.

Im Prinzipist die UmsetzungvonEditierfunktionenbeieinemhandschriftlichenFormeledi-

tor auf zweiArten denkbar:

� Zum einenkönntenModifikationenauf demErkennungsergebnisselbsterfolgen.Bei

derhier gewähltenAusgabeformwäredassehrleicht umzusetzen,daessichbei der

AusgabeumreineTextdateienhandelt.

� Zum anderenist esaberauchdenkbardie Änderungenauf demtempor̈ar gespeicher-

ten Schriftbild vorzunehmen,anschließenddie handschriftlichenEditierbefehleund

Korrekturzeichenerkennenzu lassen,die Befehleauszuf̈uhrenund die Änderungen

dannschließlichmit derzuvor erzeugtenAusgabezusammenzuführen.

Währenderste Arbeiten zur Integration von Erkennungund automatischerAusführung

handschriftlicherKorrekturenin OCR-Systemenbekanntsind [Mor97] blieb der zweite

o. g. Ansatzbis auf die an der Gerhard-Mercator-Universiẗat - Duisburg durchgef̈uhrten

Untersuchungen[Kos00, Mes99] völlig unber̈ucksichtigt.DochgeradedieserAnsatzbietet

eine Reihevon interessantenFragestellungenund Vorteilen bez̈uglich der Benutzbarkeit.

Änderungenbzw. Korrekturenkönnenso vom Benutzerdurchgef̈uhrt werdenohneeinen

lästigenWechselderEingabemodaliẗatenvorzunehmen(vom Stift zur TastaturoderMaus).

Bei Endger̈aten,die konsequentauf die Stifteingabesetzen,ließensich mit einemsolchen

Verfahrenin konsistenterFormz. B. Taschenrechnerfunktionenintegrieren.

7.6.1 Funktionsweisemanueller Korr ekturfunktionen

Für die ErkennungundAusführungmanuellerKorrekturfunktionenist eszun̈achstnotwen-

dig Steuersymbolezudefinieren.DieseSymbolewerdenwie die übrigenZeichen,Buchsta-

benundZif fernanhandvonTrainingsbeispielengelerntunddurchein odermehrereHMMs

repr̈asentiert.Wird anschließendein solchesSteuersymbolerkannt,könnendaraufhinent-

sprechendeEditieroperationenaufdemOriginal vorgenommenwerden.

Ein solchesSteuersymbolsollte dahergewisseEigenschaftenaufweisen.Zunächstist es

wichtig, mit einemSteuersymboldie relevantenBereiche,auf die sichdie Änderungenbe-

ziehen,exakt markierenzu können.Eine weiterewichtige EigenschaftdesSteuersymbols

sollte die guteUnterscheidbarkeit zu sämtlichenübrigenZeichensein,da Vertauschungen

zwischenregulärenZeichenund Steuersymbolenzwangsweiseeinenstarken unerẅunsch-

tenEinflußauf dasGesamtergebniszur Folgehaben.ErsteTestsmit unterschiedlichenEdi-

tiersymbolen[Kos00] zeigten,dassdie in Abb. 7.7dargestelltenZeichendie erforderlichen
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Eigenschaftenaufweisen.DabeiderOnline-HandschrifterkennungauchdiezeitlicheAbfol-

ge der ’Strokes’ relevant ist, kanndiesals zus̈atzlichesUnterscheidungsmerkmaleinbezo-

genwerden,indemdie in Abb. 7.7mit denPfeilenangedeuteteSchreibrichtungeingehalten

wird. Mit entsprechendenVariationendieserSymbolehinsichtlichAusdehnungundKanten-

verḧaltnis in derTrainingsdatenbasissindnaẗurlich auchverschiedeneRealisierungsformen

bez̈uglichderFormundGrößein derErkennungsphasemöglich.

WenngleichbeideVariantenin Abb. 7.7vondemDemonstratoruntersẗutztwerden,ist den-

(2)(1)

Abbildung7.7: ImplementierteEditierbefehle

noch Variante(2) zu bevorzugen,da diesesSymbol sehrsichererkanntwird. Wie in den

nachfolgendenAbschnittennochim Detail gezeigtwird, könnendieseEditiersymboleuni-

versellfür die Funktionen’L öschen’,’Ersetzen’und’Einf ügen’verwendetwerden.

Für die Funktion’L öschen’sowie für die übrigenEditierfunktionengilt, dassdiesesichoh-

ne Änderungenan der gewähltenGesamtarchitekturdesDemonstratorsintegrierenlassen.

Die Änderungenbeschr̈ankensichlediglich auf die EinführungneuerModellefür die Steu-

ersymbolein denDekoderundeinenerweitertenParser, derbei erkanntenSteuersymbolen

entsprechendëAnderungenauf vorherigenVersionendesDokumentesvornimmt.Dazuist

esnaẗurlich erforderlich,dassder ParserübereineentsprechendeVerwaltungder Historie

verfügt,sowie übereineSynchronisationderverschiedenenVersionenvonhandschriftlichen

Eingabedokumenten,Transkribierungenmit geometrischenMerkmalenundAusgabedoku-

menten.Die Historie ist als Stapelmit vorzugebenderMaximalgr̈oßeausgef̈uhrt. Ein Sta-

pelelementwiederumentsprichtjeweils einerEingabemit Erkennungsergebnisundentḧalt

demnacheinenVerweisauf die handschriftlichenEingabedaten,sowie die verketteteListe

mit denTranskribierungen,SegmentgrenzenundgeometrischenMerkmalen.

Der Vorteil derListenstrukturkommtauchbei derAusführungmanuellerKorrekturbefehle

zumtragen,dahierteilweiseganzeZeichensequenzenzuentfernenoderdurchneueSequen-

zenzuersetzensind.

7.6.2 Löschen

Um bestimmteTeile einerFormel zu löschen,ist der betreffendeBereichmit demSteuer-

symbolzu markieren.NacherneuterErkennungwird der entsprechendeBereichausdem

Ausgabedokumententfernt.Abb. 7.8 verdeutlichtdiesaneinemBeispiel.Der ersteSchritt
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zeigtdasOriginal derEingabe,wie esauf demCanvasdesSystems(s. auchAbb. 8.1) an-

gezeigtwird. Eine erstmaligeErkennunggeneriertein entsprechendesAusgabedokument

(mx+b=y). Im zweitenSchrittwird dannderzu löschendeBereichmarkiertunddieErken-

nungerneutgestartet.DasErgebnisist eineAusgabedateimit demInhaltmx=y.

Währendim CanvassämtlicheStiftaktionenvisualisiertwerden,schicktdie Benutzerober-

mx = y

mx + b = y

Dokument:

Erkennung

Canvas:

1. Schritt:

2. Schritt:

Erkennung

Abbildung7.8:LöschenvonTeilausdr̈ucken

flächeimmer nur die Datenin denErkennungsprozeß,die seit dem letztenErkenneraufruf

hinzugekommensind. In demgezeigtenBeispielbedeutetdiesalso,dassder Dekoder le-

diglich das(hinzugef̈ugte)Steuersymbolzu sehenbekommt.Die einzigeAusgabedesDe-

kodersist somitdie TranskribierungdesSteuersymbols’ctrl’ unddastemporaleAlignment

derAbtastvektoren.DaraufhinwerdenwiederumgeometrischeMerkmale(umschreibendes

RechteckundMittelpunkt) desSteuersymbolsbestimmtunddieszusammenmit der Tran-

skribierung’ctrl’ andenParserweitergeleitet.

Bei dem nun aufgetretenenSteuerbefehlwird von dem Parserzun̈achstdas letzte, d. h.

obersteStapelelement(Verweisauf handschriftlicheEingabeundverketteteListe) vomSta-

pel geholt,auf welchesdie Operationanzuwendenist. Zusammenmit denParameterndes

umschreibendenRechtecksdesSteuersymbolskönnendie zu löschendenSymbolenunbe-

stimmtwerden,indemdie ListeerkannterZeichennachsolchenEinträgendurchsuchtwird,

derenMittelpunkt (
y{zD�'y a ) innerhalbdesumschreibendenRechtecksdesSteuersymbols

liegt. Die auf dieseWeisebestimmtenZeichenwerdenanschließendausderListegelöscht.

Um größereLücken zwischendenFormelelementenzu vermeiden,werdendie geometri-

schenMerkmaleder nachfolgendenverbleibendenZeichenum einengewissenOffset ver-

schoben.DieserOffsetwird bestimmt,indemein umschreibendesRechteckfür die gesamte

Sequenzzu löschenderZeichenberechnetwird. DasumschreibendeRechteckmußdabei

jedochnicht mehrausdenVektordatenermittelt werden,sondernkann durchMaximum-

bzw. Minimumbildungüberalle enthaltenenumschreibendenRechtecke bestimmtwerden.

Die VerschiebungderZeichenbetrifft andieserStellezun̈achstdie Korrekturdergeometri-

schenMerkmaleum denermitteltenOffset.Für einesp̈atereAngleichungdesSchriftbildes

(Funktion ’Neuzeichnen’)wird der Offset für dasjeweilige verschobeneZeichenin einer

zus̈atzlichenVariableninnerhalbdesListenelementesgespeichert.

AbschließenderfolgtdieAusgabedesaktualisiertenDokumentesunddie Ablagederaktua-
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lisiertenListealsneuesStapelelement.

Auf dieseWeiseist esnaẗurlich auchmöglich mehrereKorrekturzeichenin einemArbeits-

schritt zu verarbeiten(Abb. 7.9), indemdie Suchenachvon Steuersymbolen̈uberdeckten

Zeichenfür jedesauftretendeSteuersymboldurchgef̈uhrtwird.

Erkennung

Canvas:

Erkennung
mx + b = y

Dokument:

x = y2. Schritt:

1. Schritt:

Abbildung7.9:LöschenmehrererTeilausdr̈ucke

7.6.3 Ersetzen

Die Funktion’Ersetzen’basiertwie die Funktion’L öschen’ebenfalls auf demPrinzip,die

vonderModifikationbetroffenenZeichenmittelseineshandgezeichnetenSteuersymbolszu

selektieren(Abb. 7.10).Beachtlichist, dasstrotz derdeutlichunterschiedlichenGrößender

in Abb. 7.10undAbb. 7.8gezeigtenSteuersymbole,beideRealisierungendurchnureinein-

zigesHMM repr̈asentiertwerden.

Die Handhabungder Funktion’Ersetzen’soll andemin Abb. 7.10gezeigtenBeispielver-

deutlichtwerden.Der ersteSchrittzeigtdaseingegebeneOriginal (Canvas)mit derentspre-

chendenAusgabenacherfolgterErkennung(Dokument).Im zweitenSchrittwurdedannder

zu ersetzendeBereichmittelsdesSteuersymbolsselektiert.Schrittdrei zeigt,wie nachdem

EinfügendesSteuersymbolshandschriftlichder ersetzendeAusdruckhinzugef̈ugt wurde.

Canvas:

Erkennung

Erkennung

3. Schritt:

2. Schritt:

1. Schritt:

Dokument:

\sqrt{(x+1)^2}=x+1

\sqrt{x^2+2x+1}=x+1

Abbildung7.10:ErsetzenvonTeilausdr̈ucken
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NacheinerabschließendenErkennungin Schrittdrei werdendie Änderungenin dasAusga-

bedokumenẗubertragen.

Die im BeispielgezeigteReihenfolgederEingabevon

1. Steuersymbolund

2. ersetzendemAusdruckbestehendausNicht-Steuersymbolen

ist ein wesentlichesMerkmal für die Umsetzungder Funktion ’Ersetzen’. Wie bereits

erwähnt,werdenim zweitenErkenneraufruflediglich die hinzugekommenenDatenvon der

Oberfl̈acheandenErkennerübergeben.In demgezeigtenBeispielheißtdies,dassderParser

nachderErmittlungdergeometrischenMerkmaledie folgendeZeichensequenzmit entspre-

chendengeometrischenMerkmalenempf̈angt:’ctrl ( x + 1 ) 2’. Tritt - wie in dem

vorliegendenFall - ein Steuersymbolauf, ist diesgrunds̈atzlich ein Signal für denParser

ÄnderungenaneinemvorherigenDokumentvorzunehmen.Im UnterschiedzudemBeispiel

in Abb. 7.8,wo aufeinSteuersymbolkeinNicht-Steuersymbolfolgte,erkenntderParserim

Beispielin Abb. 7.10,dasseineSubstitutionvorzunehmenist daran,dassdemSteuersymbol

eineZeichenketteausNicht-Steuerzeichenfolgt. Die Bestimmungder zu ersetzendenZei-

chenverläuft zun̈achstanalogzuderVorgehensweisebei derFunktion’L öschen’.Im einem

weiterenSchrittwird danndasErkennungsergebnisstrukturiert,welchesdemSteuersymbol

folgt. Dieserfolgt in derbeschriebenenWeise,wie beieinerErkennungohnemanuelleKor-

rekturen.Um mehrereSubstitutionenin einemArbeitsschrittvornehmenzu können,ist es

auchhier möglichwiederholtdieFolge’Steuersymbol,ersetzenderAusdruck’einzugeben.

Die eigentlicheErsetzungkannnunerfolgen,indemderdurchdasführendeSteuerzeichen

selektiertezuersetzendeAusdruckausderverkettetenListeentferntwird undandieserStel-

le derersetzendeAusdruckeingef̈ugtwird. Für multipleSubstitutionenwird dieserVorgang

analogfür jedesauftretendeSteuersymbolwiederholt.Um auchhier Überlappungenoder

Lücken zu vermeiden,werdendie nachfolgendenverbleibendenZeichenum einenOffset

verschoben.DieserOffsetwird ausdenDifferenzenderumschreibendenRechtecke von er-

setzendemund zu ersetzendemAusdruckermittelt.DasErgebniswird wiederausgegeben

undaktualisiertaufdemStapelabgelegt.

7.6.4 Einf ügen

Bei der Funktion ’Einf ügen’ handeltes sich im Grundeim eine spezielleVarianteeiner

Substitution.Wie dasBeispiel in Abb. 7.11 zeigt, wird mittels einessehrschmalenSteu-

ersymbolsdie Stellemarkiert,an die der ersetzendeAusdruckeingef̈ugt werdensoll. Der

Parsererkennt den Korrekturbefehl’Einf ügen’ daran,dasswie bei einer Substitutionein

SteuersymbolvonNicht-Steuersymbolengefolgtwird, wobeidasSteuersybmolkeinenMit-
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telpunktirgendeinesanderenZeichensdesvorausgegangenenErkennungsergebnisses̈uber-

decken darf. NacherfolgterStrukturierungder nachfolgendenNicht-Steuerbefehlewerden

diesewiederumanentsprechenderStellein die Liste eingef̈ugt.Die urspr̈unglichvorhande-

nenZeichenwerdenwiederumum einenOffsetverschoben,um Überlappungenzu vermei-

den.Auch hier gilt, dassmehrereKorrekturanweisungenin einemErkenneraufrufabgear-

beitetwerdenkönnen.

Dokument:

A = r^2

A = \pi r^2

Canvas:

Erkennung

Erkennung1. Schritt:

3. Schritt:

2. Schritt:

Abbildung7.11:EinfügenvonTeilausdr̈ucken

7.6.5 Rückgängig und Wiederholen

Um währendder Entwicklung einer Formel den Zugriff auf verschiedeneVersionenzu

ermöglichen,wurdendie Funktionen’Rückg̈angig’ und ’Wiederholen’realisiert.Mit Hil-

fe dieserFunktionenkönnenvomBenutzereingef̈uhrteÄnderungenzurückgenommenbzw.

wiederhinzugef̈ugtwerden.

Die UmsetzungdieserFunktionenist aufgrunddergewähltenStrukturfür die Historierela-

tiv effizientumzusetzen.AusgehendvonderaktuellenVersioneinesDokumentesentspricht

derAufruf von ’Rückg̈angig’ (’Wiederholen’)demabsteigen(aufsteigen)innerhalbdesSta-

pels.Bei wiederholtemAufruf derFunktion’Rückg̈angig’ liegt dasaktuelleStapelelement

naẗurlich unterhalbdesoberstenStapeleintrags.Modifikationender jetzt aktuellenVersion

lassenalle sp̈aterenEinträgeauf demStapelungültig werden.DieseEinträgewerdensomit

ausdemStapelgelöscht.

7.6.6 Neuzeichnen

Wie die vorangegangenenBeispielezeigen,kann bereitsnacheiner Korrekturmaßnahme

die handschriftlicheEingaberechtunleserlichwerden.Ein weitererEffekt durchgef̈uhrter

Modifikationenist, dassdie DivergenzzwischenEingabe-undAusgabedokumentmit jeder

weiterenÄnderungzunimmt.Sollennunzus̈atzlicheÄnderungenauf einembereitsmodifi-

ziertenDokumentvorgenommenwerden,könntedieseDivergenzzu Problemenführen,da
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vom BenutzergesetzteSteuersymbole- bedingtdurchVerschiebungenausfrüherenErset-

zungenoderEinfügungen- nicht mehrexakt die nun zu ersetzendenZeichentreffen. Die

visuelleRückkopplungzur Stiftführungan denBenutzerist nicht mehr gegeben.Zu die-

semZweckwurdedieFunktion’Neuzeichnen’eingef̈uhrt,welchedieHandschrifteingabean

dasAusgabedokumentanpasstundautomatischnachjedermanuellenKorrekturausgef̈uhrt

wird. OptionalkannanschließenddasautomatischangeglichenehandschriftlicheEingabe-

dokumentgeladenundim Canvasvisualisiertwerden.

Die Funktion’Neuzeichnen’erzeugtausdenaktuellenÄnderungenunddemvorangegange-

nenErkennungsergebnismit entsprechenderSegmentierungsinformationundgeometrischen

MerkmalenderhandschriftlichenEingabeneineaktualisierteSynthesederhandgeschriebe-

nenFormel.

Die einzelnenSegmenteeinerFormelwerdendazuzun̈achstanhandderzeitlichenSegment-

grenzenausdem Eingabedatenstromausgeschnitten.Wennnun Verschiebungenaufgrund

von LöschungenoderEinfügungenvorgenommenwurden,existiert für dasbetroffeneLi-

stenelementein von Null verschiedenerOffset,der ausjederVerschiebungggf. individuell

mitgeführt wurde.DieserOffsetkannnunauf die KartesischenKoordinatenderAbtastvek-

toreneinesjedenSegmentesaufaddiertwerden.

DieseVorgehensweisesoll anhanddesBeispielsin Abb. 7.12verdeutlichtwerden.Schritt

einszeigtbereitsdieim Ausgabedokumentdurchgef̈uhrteÄnderungunddiehandschriftliche

Eingabemit hinzugef̈ugtemSteuersymbolundeinzuf̈ugendem
1

. In demgezeigtenBeispiel

ist das’r’ sowie die hochgestellte’2’ von der Verschiebung betroffen, da diesesich rechts

nebendemSteuersymbolbefinden(vergl. LRTD-Bedingungen).Die das’r’ unddie ’2’ be-

treffendenListenelementeenthaltenalsoeinenvon Null verschiedenenOffset,der anzeigt

um wieviel und in welcheRichtungdie geoemtrischenMerkmalekorrigiert wurden. Um

Dokument:

A = \pi r^2

2. Schritt:

1. Schritt:

Canvas:

Erkennung

Aktualisierung

Abbildung7.12:AktualisierungdesSchriftbildes

dasan dasAusgabedokumentangeglicheneSchriftbild zu generieren,werdenanhandder

zeitlichenSegmentierungdieeinzelnenSymboleausderAbtastsequenzausgeschnitten.Die

KartesischenKoordinatendieserAbtastvektorenenthaltenzun̈achstnochdieurspr̈unglichen
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Werte.Da für die Zeichen’A’ und ’=’ kein Offset existiert, wird die originaleAbtastfolge

übernommen.Die PositionendesnachdemSteuersymbolauftretendenZeichens
1

sowie das

’r’ unddie ’2’ wurdenjedochin derFunktion’Einf ügen’korrigiert undmit einementspre-

chendenOffset versehen,welcherauf die Abtastfolge de` �'f8g d t g desjeweiligen Segmentes

aufaddiertwird.

Für die weitereVerarbeitunginsbesonderefür einewiederholteErkennungist esnotwendig

die AbtastfolgederZwischenr̈aumezu rekonstruieren,dadieseja bei derErkennungeinem

speziellen’space’-Modellzugeordnetwerden.DasFehlender Zwischenr̈aumein der zeit-

lichen Abfolge würde zwangsweisezu Erkennungsfehlernführen.DieseZwischenr̈aume

könnendurch lineareInterpolationzwischenEndpunkteinesZeichensund Anfangspunkt

desNachfolgezeichensrekonstruiertwerden.Die ’Spaces’amAnfangvor demerstenZei-

chenund am EndenachdemletztenZeichenkönnenausdemjeweiligen Original kopiert

werden.Die Längeder AbtastvektorendieserZwischenr̈aumebzw. derenAnzahl kann

willk ürlich gewähltwerden,dabei jederErkennungzun̈achsteineNeuabtastungvorgenom-

menwird, die für äquidistanteAbtastpunktesorgt.

Das so generierteSchriftbild, repr̈asentiertdurch die rekonstruierteAbtastfolge, kann

schließlichvisualisiertwerdenundfür eineWeiterverarbeitungverwendetwerden.

7.7 Ergebnisse

Bei derBewertungdesFormeleditorsist eszweckm̈aßigdie BereicheErsteingabeundMo-

difikation zu trennen.Die Erkennungsgenauigkeit bei der Ersteingabekann,analogzu der

Worterkennung,wiederanhandeinesTest-Setsgescḧatztwerden.Die entsprechendenWerte

für die drei Schreiber’ank’, ’bec’ und ’sla’ sowie die Duchschnittswertesind in Tab. 7.1

zusammengestellt.

Zu unterstreichenist hierbeijedoch,dassdie Erkennungsratenauf derAusgabedesDeko-

dersberechnetwurden.Die BewertungderFormelerkennungaufBasisderErkennungsraten

kanndahernur eineungef̈ahreIdeevon dereigentlichenBenutzbarkeit desSystemsgeben,

dain einfacherFormnurdieFehlerderDekoderausgabemeßbarsind.Um FehlerdesParsers

zu messen,müßteein umfangreichesmathematischesRegelwerk für die Bewertunggenutzt

werden,dahierbeiwiederumversẗarkt die kontextbezogeneBedeutungdereinzelnenSym-

boleeinzubeziehenwäre.

ank bec sla ø

Korrektheit 97.4% 97.5% 89.5% 94.8%

Akkuratheit 96.6% 97.1% 89.4% 94.4%

Tabelle7.1:ErkennungsratendesschreiberabḧangigenFormeleditors
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Abbildung7.13:KorrekterkannteBeispiele

DazubetrachtemandiefolgendenBeispiele.Wird eineZahl,diealsIndex durchdenSchrei-

ber tiefgestelltwurde,durchdenDekoderkorrekterkannt,durchdennachfolgendenParser

aberfehlerhaftalsin-line gesetzt,stattalsIndex, sowird dieserFehlerin derBerechnungder

ErkennugsrateaußerBetrachtbleiben.Ein Durch denDekodergelöschterMultiplikations-

punktzwischeneinemKoeffizientenundeinerFunktionwürdehingegenalsFehlergez̈ahlt

werden,obwohl beideAusdr̈uckegültig unddar̈uberhinausauchgleichwertigsind.

Dennochist festzuhalten,dassderParserum sogenauereErgebnisseliefert je genauerdas

Alignmentvon demDekodergeliefertwird. DasAlignmentwiederumist dannexakt,wenn

die Modellegenausind.Die Genauigkeit derModellespiegelt sichwiederumin derErken-

nungsrate- meßbarnachdemDekoder- wieder, wasdie BetrachtungderErkennungsraten

in gewisserWeiseauchbei demFormeleditorrechtfertigt.ErgänzendzudenErgebnissenin

Tab. 7.1sind in Abb. 7.13einigekorrekterkannteBeispieledesSchreibers’ank’ wiederge-

geben,diedurchauskomplexeStrukturenaufweisenundvondemSystemkorrektumgesetzt

werden.

Die Ergebnisdiskussionhat gezeigt,dasssich die ErfassungmeßbarerErgebnissebei der

Erkennungvon Ersteingabenschwieriggestaltet.Dies gilt um so mehrbei der Bewertung

derEditierfunktionen.Die Interaktionensindhier mit Dialogenvergleichbar, bei denensich

Aktionen und Reaktionenvon Menschund Maschinegegenseitigbeeinflussen.Derartige

Systemesindlediglich durchsehraufwendigeBenutzbarkeitsstudienaneinergrößerenAn-

zahlBenutzerzuevaluierenundim RahmendieserArbeit nicht realisierbar.
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7.8 Kapitelzusammenfassung

Ein SchwerpunktaktuellerForschungsarbeitenin demBereichderFormelerkennungbildet

nachwie vor dieUntersuchungderunterenSystemebenen,wie Segmentierungundanschlie-

ßendeErkennungderEinzelzeichen.In dieserArbeit konntehingegengezeigtwerden,dass

die integrierteErkennungundSegmentierungdurcheinenHMM-basiertenAnsatzwesent-

liche Vorteilegegen̈uberklassischenVerfahrenbietet.DasSegmentierungsproblemalssol-

chestritt explizit nicht mehrauf. Desweiterenkonntedie Segmentierungsinformationdes

Dekodersfür weitereVerarbeitungsschrittegenutztwerden.Insbesonderewurde die Seg-

mentierungsinformationfür dasParsingderDekoder-Ausgabeverwendet.

Im Bereich der handschriftlichenFormelerkennung war bisher die Erkennung und

Ausführung manuellerKorrekturbefehleunber̈ucksichtigt.Mit der Einführung universell

verwendbarerEditiersymbolekonntendieBefehle’L öschen’,Einfügen’und’Ersetzen’rea-

lisiert werden.Die anschließendeSynthesedesSchriftbildesausdemaktualisiertenErken-

nungsergebnissorgt für die nötige SynchronisationzwischenEingabeund Ausgabedoku-

ment.SchließlichwurdediegesamteFunktionaliẗat in einennahezuechtzeitf̈ahigenDemon-

stratorintegriert,dessenOberfl̈achein Abb. 8.1gezeigtist.


