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Kapitel 3: Die globale Struktur von Lorentz-Mannigfaltigkeiten mit ei-
nem konformen Gradientenfeld

In diesem Kapitel sei (M, g) stets eine zusammenhingende Lorentz-Mannigfaltigkeit der
Dimension n > 3 und ¢ : M — R eine glatte Funktion auf M. Es bezeichne Cr(1)) die
Menge der kritischen Punkte von . M und 1 haben noch die folgenden Eigenschaften:

(i) Der Gradient von 9 ist ein konformes Vektorfeld, d.h. es gibt eine Funktion
A M — R mit V2 = \g.

(ii) ¢ hat mindestens einen kritischen Punkt.

(iii) M ist Cr(s)-vollstindig, d.h. fiir alle p € Cr(¢) ist exp, auf T,M definiert und
jeder Punkt von M lafit sich durch eine Geodéte mit einem kritischen Punkt von
verbinden.

Diese Eigenschaften von M und ¢ werden als Eigenschaft (*) im folgenden zitiert. Manch-
mal sagen wir auch kurz "M hat die Eigenschaft (*)” ohne die Funktion ¢ zu erwéhnen.
Nach Lemma 6.2. in [KR1] ist jede geodétisch vollstdndige Mannigfaltigkeit M Cr(¢)-
vollstandig.

3.1 Das Geriist der Mannigfaltigkeit M

Ein Geriist von M (genauer: ein Geriist von M zusammen mit der Funktion 1)) ist
ein Graph G, der aus Ecken und zwei Arten von Kanten besteht, raumartigen Kanten
("+"-Kanten) und zeitartigen Kanten (”—"-Kanten), so daf gilt:

(i) Die Ecken von G stehen in eineindeutiger Beziehung zu den kritischen Punkten von
¥ (in Zeichen E ~ p , E Ecke von G , p € Cr(v) ).

(ii) Von jeder Ecke E (~ p) gehen drei Kanten aus, eine raumartige und zwei zeitartige.
Diese stehen in eineindeutiger Weise zum raumartigen und zu den beiden zeitartigen
Kegeln in T, M in Beziehung, und zwar die raumartige Kante zum raumartigen Kegel
und die beiden zeitartigen Kanten zu den beiden zeitartigen Kegeln.

(iii) Eine Kante soll genau dann zwei Ecken E; (~ p;) und Es (~ py) verbinden, wenn
die zugeordneten kritischen Punkte p; und ps zueinander benachbart sind in den
durch die Kante gegebenen Richtungen in 7}, M und 7, M.

Es kann vorkommen, dafl zwei Ecken durch mehr als eine Kante verbunden werden und
auch, dafl eine Kante nur mit einer Ecke koinzidiert. Jede solche nur an einer Ecke
hingende Kante heifit eine freie Kante.

Unter einem Isomorphismus zwischen zwei solchen Graphen versteht man eine Bijektion
zwischen den Ecken und eine Bijektion zwischen den Kanten, so dafl die Bijektion zwischen
den Kanten nur Kanten auf Kanten der gleichen Art abbildet und zwei Ecken genau
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dann mit einer Kante koinzidieren, wenn die Bilder der Ecken mit dem Bild der Kante
koinzidieren.

Aufgrund der Beziehung der Ecken eines Geriistes von M zu den kritischen Punkten von
1 sind je zwei Gertiste kanonisch isomorph. Deswegen reden wir ab sofort auch von dem
Gertist von M.

Man kann das Geriist von M immer als Teilmenge von M realisieren:

Die Ecken sollen die kritischen Punkte von v sein. Fiir je zwei benachbarte kritische
Punkte wahlen wir als verbindende Kante eine direkte geodatische Verbindung dieser
Punkte. Als freie Kante an einem kritischen Punkt wéhlen wir einen geodétischen Strahl
in M der entsprechenden Richtung, der von diesem Punkt ausgeht.

Fiir spater halten wir die folgenden Eigenschaften der Graphen G fest, die als Gertiste
auftreten:

1. Der Graph G hat nur abzahlbar viele Ecken:

Die kritischen Punkte von v liegen isoliert. Es gibt daher nur abzéhlbar viele.

2. Jede Ecke des Graphen G ist von folgendem Typ:

3. Der Graph G ist zusammenhéngend:
Sei £ die Menge der Ecken von G und Ey € £ . Betrachte die Mengen

& ={F €& | FE ist mit Ey durch einen Kantenzug in G verbindbar}
52 =& \ 51,

und

(B, sind die Mengen aus Satz 2.2, S. 29)

Es ist B, N B,, = 0 fir alle py ~ By € & und py ~ Ey € &, denn fiir jedes
q € By, N By, fihrt die Geodéte durch ¢ in Richtung + grad ¢|q zu p; und py. Falls
also B,, N B,, # 0, so ist p; = py oder p; und ps sind benachbarte kritische Punkte.

AISO M1 N MQ = (D
Da M Cr(y)-vollstandig ist, ist M; U My = M.

M; und My sind offene Mengen, M zusammenhéngend und M; # (). Also My = (),
dh. & =0und & = €.
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4. Jeder Zyklus im Graphen hat eine gerade Lange:

Jeder kritische Punkt von 1) ist eine Quelle oder Senke von grad ¢ (vgl. das Beispiel
W(x) = 1/2(x,x) in R} , grad¢(x) = z) und in zwei benachbarten kritischen
Punkten hat das Vektorfeld grad ¢ eine Quelle und eine Senke.

5. In jedem Zyklus tritt mindestens einmal folgende Sequenz auf:

- ———

Denn die Funktion 1 kann langs eines Zykluses nicht nur wachsen und fiir das
Wachstum von 1 in der Umgebung eines kritischen Punktes gibt es nur die zwei
Moglichkeiten

Anmerkung: Im Fall der Signatur (k,n—k), 2 <k <n—2, hat {x € T,M|(z,z) = 1}
nur zwei Komponenten und daher sieht jede Ecke so aus:

Das Geriist ist dann in jedem Fall ein linearer Graph.

3.2 Benachbarte kritische Punkte

Seien p und q zwei benachbarte kritische Punkte von ¢. Um im folgenden die Bezeichnung
nicht zu kompliziert werden zu lassen, beschranken wir uns auf den Fall, dafl p und ¢ in
raumartiger Richtung benachbart sind.

Wir denken uns in 7, M und T, M Polarkoordinaten eingefiihrt. Die zuriickgeholte Metrik
expy(g) bzw. exp;(g) bezeichnen wir jetzt genauer mit g, bzw. g,. Seien ¢»,, K, und
Y1, , K, die Abbildungen aus den Sitzen 2.1 und 2.3 und 7, > 0 die erste positive

Nullstelle von ¢/, , und ¢, .. Weiter wihlen wir irgend zwei orthogonale Abbildungen
L,:T,M — R} und L, : T,M — RY.
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Man hat dann folgendes kommutative Diagramm:

Die Abbildung (I) ist eine Isometrie zwischen (U™ (rg), gp) und (U™ (ro), g,). Daher ist u
ein konformer Diffeomorphismus bzgl. des pseudo-Euklidischen Skalarproduktes. u bildet
jeden von Null ausgehenden raumartigen Strahl auf einen ebensolchen ab, denn diese
entsprechen in M den Flufllinien von p nach gq.

Nun wenden wir den Satz von Liouville an, um u naher zu bestimmen. Demnach gibt es
ein A € O(2,n), so daf folgendes Diagramm kommutativ ist:

R\ {0} - R\ {0}

Sei z € S(+1) C R}. Dann wird der Strahl {r -z | » > 0} durch u auf einen Strahl
{F-y|7>0}, yeS(+1), abgebildet. Der Bewegung r — 0 entspricht die Bewegung
7 — oo. Nun gilt mit den Bezeichnungen aus dem ersten Kapitel:
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T0A(1,0,1) = ¢aom(1,0,1)

d.h. A(1,0,1) = (a,0,

= ¢a0i(0)

= lim @y o0i(r-z)
>0

= limiou(r-x)

>0

= lim i(F-y)

7—00

= lim 7(1 +7(y,y) , 2Ty, 1 —72<y,y>)

T—00

. 1 2 1
= lim 7T<_—2+<y7y>, —Y g (y7y>>

T—00 T

= 7((y,y), 0, —(v,v))

—a) fiir ein a € R\ {0}. Sei weiter

A(1,0,-1) = (b,v,c), bce R, veR}
A(0,2,0) = (L(z),w(x),la(z)), zeRY, 1,0, € LRY,R), we LR, RY) .

Da A orthogonal ist, gilt fiir alle x € R} :

0

= 62(1‘)

= (1,0,1)-(0,2,0) = (a,0,—a) - (¢1(x),w(x), l(x))
= —ali(x) — aly(x) = —a(l1(x) + la(x))

= —li(z)

Betrachten wir nochmals den Strahl {r-z |r >0}, z € S(+1).

itopaoi(r )

= itomoA(1+ (ra,rx), 2re, 1 — (ra,rz))
= itomoA((1,0,1)+2r(0,2,0) +r%(1,0,—1))

= i tom((a,0,—a)+2r(1(x),w(x), —l(x)) + r*(b,v,c))

_ —rQ(b1+ v+ 2r(@)

= r(b1+ 3 (rv+ 2w(x))
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Daitogaoi(r-z)=wu(r-z)=7() -y, Vr >0, miissen v und w(x) Vielfache von y
sein.

Annahme: v # 0.

Dann ist v raumartig und es gilt
Vo€ S(+1) W(z) €R: w(x)=3(z)-v
= 0 = (1,0,—1)-(0,2,0) = (b,v,c) - (l1(x),w(z), —l1(x))
= —bl(x) + (v,w(x)) — cli(x)
= —(b+c)l(x) +I(x){v,v)

= WHzx) = %El(x)

b+ ¢

= A(0,2,0) = (li(x),w(z), =l (x)) = {(x) - (1, W

v, —1> Vo € S(+1)

Da span(S(+1)) = R} folgt
b+c
A(0,z,0) = {(x) (1 : WU, —1) Vr e RY,
also dim A({0} x R} x {0}) < 1. Widerspruch zu ” A linearer Isomorphismus”.
Mithin v = 0.
Weiter ist dann
0 = (1,0,—1)-(1,0,—1) = (b,0,c) - (b,0,¢) = —b* + 2
= b = ||.
(1,0,1) und (1,0, —1) sind linear unabhéngig, also auch A(1,0,1) = (a,0, —a) und A(1,0, —1) =
(b,0,c). Daher
A(1,0,—1) = (b,0,b), beR\{0}
- 2 = (1,0,1)-(1,0,—1) = (a,0, —a) - (b,0,b) = —2ab
= b = 1/a

und

0 = (1,0,—-1)-(0,2,0) = (1/a, 0, 1/a) ({1(z), w(x), —l1(z)) = —%El(x)

= A(0,z,0) = (0,w(z),0) VaxeR].
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Damit ist w sogar aus O(1,n — 1) :
(w(z), wly)) = (0,w(x),0)-(0,w(y),0)
= A(0,2,0) - A(0,y,0)
= (071:70) ’ (Ovyv())
= (x,y) Vo, y € RY .

Insgesamt

U = i logpyoi = a , *(00) . .
(y) baoi(y) e y € UT(c0) (3.1)

Im folgenden sei o.E. stets a > 0. Ist a < 0, so ist

= (—a _w(y) —w n —

Also ist wu, bis auf die orthogonale Abbildung w und die Homothetie y +— ay, die
Sphareninversion S. Bei der Konstruktion einer Abwicklung von M in Abschnitt 3.3
werden uns die orthogonale Abbildung und die Homothetie stéren. Deshalb fragen wir
uns zuerst, woran es liegt, daf§ diese Abbildungen auftreten.

Die orthogonale Abbildung w liegt hier in der Willkiir der Identifikationen 7, M Lo, RY

und T, M =R R} begriindet. Ersetzt man L, durch w™!o L,, so kann man sich in (3.1) auf
den Fall w = id zurtickziehen. Komplizierter wird es mit der Herkunft der Homothetie.

Um den Faktor a naher zu bestimmen, identifizieren wir T,M und T, M mit R} mittels
der Abbildungen L, und w™' o L,. Dann ist die Wechselabbildung

-1
w~ oL,

RY S TM S Ut(rg) «— Ut(rg) C T,(M) R"
exp, \, / exp,
M
bzgl. Polarkoordinaten in Ry gegeben durch (r,z) «— (ro —r,x) , € S(+1). Setze
fi(r) = %. Die Abbildung K, wird auf U*(ry) durch (r,z) +— (pi(r),z) be-

schrieben. Analog definiert man fy und pa(r) bzgl. des Punktes ¢. Die Metrik g, in
Ut (rg) C T,M = RY ist gegeben durch

dr? + f{(r)g
und die Metrik g, in Ut (ry) C T,M = R} durch

dr* + f3(r)g1 .

Da (r,x) «— (19 — r,x) eine Isometrie zwischen diesen beiden Metriken ist, folgt
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£ = £3(ro = 1)
und weiter, da f; und f5 positiv sind,
fi(r) = falro—1) .
Nun ist
pilr) = rexp ([ m(©)dg)
1 1

durch (py,x) — (a/p1,z) = (p2, ). Also

1 = 1,2. Die Abbildung u wird in Polarkoordinaten beschrieben
a = pi(r)-pa(ro—r)

= a = lin% <_/017(j‘) 1 pa(re — r))

= hf%?“ pa(ro —1)

ro—"

= limr- (ro — ) exp (/0 h2(§)d§>

— 7y~ lim exp (lnr—i—/om_r hQ(g)d§> .

Mit m(r) lnr—i—/ §)d¢ gilt
o = L_ PR bty .1
mir) = r el r>_7“ (fQ(To—T) 7“0—7’>_ f1(7")+7’+7’0—7“
m(rg) = Inrg

= m(r) = lnro—l—/ £)dé = lnro—l—/ ( "G —%—T01_5>d§

= a4 = T8~exp</om<ﬁ—%—ﬁ>d§> (3.2)

Der Faktor a hangt also vom Verhalten der Funktion v, und damit der Metrik g, zwischen
p und ¢ ab, ausgedriickt durch die obige Formel.
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3.3 Konstruktion von Abwicklungsabbildungen

Nach Satz 2.3 ist die Mannigfaltigkeit M lokal konform flach. Man kann sich also fragen,
ob M abwickelbar ist, d.h. ob es eine konforme Immersion ¢ : M — Q7 gibt. Wenn ja, ist
fiir jede offene Menge U C M die Abwicklung ¢ schon eindeutig durch 6|U bestimmt und
jede auf U definierte Abwicklung é; : U — Q7 148t sich eindeutig fortsetzen auf M (vgl.
Satz 1.1).

Sei nun p € M ein kritischer Punkt von ¢. Dann hat man auf B, eine Abwicklung gegeben
durch

exp, 5 Kp Ly n 1 n
B, «— B, — T,M — R} — Q7 .

Wie setzt sich diese nun fort? Zunéachst setzen wir noch nicht voraus, dafl M abwickelbar
ist. Wir wollen nur untersuchen, wie weit man die so auf B, definierte Abwicklung
fortsetzen kann.

Sei dazu ¢ ein zu p benachbarter kritischer Punkt und die verbindende Kante z.B. raum-
artig. Dann hat man folgendes kommutative Diagramm

g ()
R S Ut(oo) —— %, [+(c0) C RT
LpoKpT T T TquKq
B, > Ut(r) ——— Ut(n) C B,

Ersetzt man hier L, durch den konformen Isomorphismus

R? > Ut(oo) —22, U*+(x0) C R?

L,oK,| | | [ L0 K,
Ep D U+(T0) _— U+(T0) C Bq

Fiir die konforme Einbettung j : R} — Q7 ist i = jo .S auf R} \ I'}" .
Daher kann man, falls p und ¢ nur durch eine Kante verbunden sind, die auf B, gegebene
Abwicklung fortsetzen auf B, U B, durch

Ky Ly J

T,M 2Ry L Qr

exp,

Bq<—§q

Dieses Verfahren kann man nun fortsetzen. Man geht, mit p beginnend, von einem kriti-
schen Punkt ¢; zu einem benachbarten Punkt ¢, iiber, andert die Abbildung L,, zu einem
linearen konformen Isomorphismus L;, ab, so dafl die Wechselabbildung gerade S wird,
und verwendet abwechselnd ¢ und j zur Definition der Abwicklung.
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Ist das Geriist von M ein Baum, so erhélt man auf diese Weise eine Abwicklung von M.
Schwierigkeiten konnen nur dann auftreten, wenn das Geriist Zyklen enthélt (z.B. zwei
benachbarte kritische Punkte, die durch zwei zeitartige Kanten verbunden sind).

Nehmen wir an, wir hatten die Konstruktion langs eines Zyklus durchgefiihrt, indem wir
bei q1, einer seiner Ecken, starteten und den Zyklus einmal durchlaufen hatten. Der letzte
kritische Punkt vor ¢; sei ¢,. Dann ist o.E. die Abwicklung auf B,, und B,, festgelegt
durch

€XPp;  ~ L! oK, :
q1 91 n n
— — _ —_
Blh Bth RI Ql
und
equz . L oK .
q U n J n
B% - Paq R1 Ql :

Das 70.E.” bezieht sich auf die Einbettungen ”¢+” und ”j7”. Da der Zyklus eine gerade
Lange hat, treten ¢ und j auf. O.E. trete ¢ in der ersten Zeile auf.

Ist nun die letzte Kante von ¢, nach ¢; raumartig, so hat man auf dem raumartigen Kegel
in R} eine Wechselabbildung

QF QF

1

i [
yHaw(y)
R? D Ut(oo) —22 Ut(oo) C R
Li]l Oqu T T T T L:MOK‘H
B, > Uf(r) —— U'(r0) C B,
eXPg, "\ / €XPg,
M

a€Ry und we O(1,n—1).

Damit die Abwicklung auf exp,, (U*(ro)) = exp,, (U (ro)) eindeutig wird muB a = 1 und
w = id sein. Trifft dies fiir jeden Zyklus zu, so erhilt man auf die oben beschriebene
Weise eine Abwicklung.

Was bedeutet es aber, wenn o # 1 oder w # id ist? Es entspricht w einem Twist.
Diesen kann man auflosen ohne die Metrik ¢ und die Funktion ¢ zu andern, da diese,
auf U*(rg) € T,,M und U*(ry) C T,,M, eine O(1,n — 1)-Symmetrie haben. Dazu
zerschneidet man M in der Mitte zwischen ¢; und ¢, d.h. langs

exp,, (%S(—i—l)) = exp,, (%S(—i—l))

und verklebt die Rander neu mittels der Abbildung
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exp, Ly, oK
exp,, (2S(+1)) — = 2S(+1) —~—" R}
l a-S
, *Pqy L, oKq, n
exp,, (2S(+1)) — = 2S(+1) —— Ry

Die neue Wechselabbildung ist dann gegeben durch

RY 5 U*(c0) BT, [+ (00) C RY.
Den Faktor a kann man nicht so kanonisch beheben. Z.B. kénnte man die Metrik g und

die Funktion v geeignet, aber willkiirlich, zwischen ¢; und ¢, so abéndern, dafl in GI. (3.2)
der Faktor a gleich 1 wird.

Ist die letzte verbindende Kante zeitartig, so wird die Situation etwas komplizierter. Man
hat dann zwischen den positiven oder negativen Zeitkegeln die Wechselabbildung y —

L2
(Y, )
Q7 Q7
i | [i
n - i n
RY D U (o) ——=— U (£o0) C R
L, oK, | | | [ 1,0 K, (3.3)

- I -
By 5 U-(xr) —Y . U-(xr) C B,

eXPy, \ / exXpy,
M

Hierbei sind alle auftretenden Vorzeichen + unabhéngig voneinander méglich. Damit die
Abwicklung eindeutig wird, mufl wieder « = 1 und w = id gelten. Da die Sphéreninversion

die beiden Zeitkegel in R} miteinander vertauscht, mufl dann in der zweiten Zeile
des oﬁlgen Diagramms der links auftretende Zeitkegel der Gegenkegel des rechts auftre-
tenden Zeitkegels sein.

Fir w # id konnte aber in der zweiten Zeile links und rechts der gleiche Zeitkegel auf-
treten. Dann vertauscht die orthogonale Abbildung w gleichfalls die Zeitkegel, d.h. w
ist nicht zeitorientierungstreu. In diesem Fall ist die Lorentz-Mannigfaltigkeit M nicht
zeitorientierbar. Denn sonst wahlen wir fiir M eine Zeitorientierung und 0.B.d.A. sei dann
exp, . LI OK .

BQ1 (_‘“_ Bq1 — R? — erl (3'4>
ein zeitorientierungstreuer konformer Diffeomorphismus. Diese Eigenschaft vererbt sich
bei der Konstruktion der Abwicklung auf



48

exp, N I/ oK .

By, «— = B, ——"R} - Qf , (3.5)

denn ein konformer lokaler Diffeomorphismus zwischen zeitorientierten Lorentz-Mannig-
faltigkeiten ist entweder zeitorientierungstreu oder zeitorientierungsumkehrend.

Nun ist fiir alle ¢ € Cr(y) die Exponentialabbildung exp, : (Bs, 37) — (Bg,g) eine

Isometrie und wir wahlen in (Bg, gg) als Zeitorientierung die durch exp, zuriickgeholte
Zeitorientierung von B; C M .

Dai,j: R} — QF zeitorientierungstreu sind, sind in (3.4) und (3.5) L; o K,, und L, o K,,
zeitorientierungstreu.

Weiter ist mit den oben gewihlten Zeitorientierungen in (B, §z), ¢ € Cr(v), die Wech-
selabbildung (I) in Diagramm (3.3) zeitorientierungstreu.

Also ist die Wechselabbildung vy +— a% zeitorientierungstreu. Da y +— a%
zeitorientierungstreu ist, mufl dann auch w zeitorientierungstreu sein, ein Widerspruch.
Ist w zeitorientierungstreu, so kann man wie oben bei der raumartigen Kante den " Twist”
w beheben, da g und 1 eine O*(1,n — 1)-Symmetrie um ¢; und ¢, haben.

Man beachte, dal im Fall der raumartigen Kante zum ”Enttwisten” nicht notwendig
we O (1,n—1) sein muB, da auch w € O~ (1,n—1) die Abstandssphédre S(+1) in sich
iiberfiihrt. Also kann man durch das ”Enttwisten” an einer raumartigen Kante in einem
Zyklus auch das "nicht—zeitorientierbar sein” langs dieses Zykluses beheben, was an einer
zeitartigen Kante so nicht geht.

3.4. Abwickelbare Mannigfaltigkeiten

Sei jetzt M abwickelbar und ausgehend von einem kritischen Punkt p von ¥ nach dem
Verfahren des letzten Abschnitts eine Abwicklung ¢ : M — @7 konstruiert. Man hat dann
fiir jeden kritischen Punkt g von ¢ einen konformen linearen Isomorphismus L; : T;M —
RY, (L;, = L), so daf fiir benachbarte kritische Punkte die Wechselabbildung zwischen
den auftretenden raumartigen oder zeitartigen Kegeln des R} die Sphéareninversion S ist.
Die Abwicklung 6 : M — @7 ist auf B, gegeben durch

&Py~ g, L

By e — B, I,M — R} — @} (3.6)

wobei 7" fiir ¢ oder j steht, je nachdem ob ¢ im Geriist von M einen geraden oder
ungeraden Abstand von p hat.

0 induziert eine Zeitorientierung auf M. Diese Zeitorientierung induziert kanonisch auf
jedem Tangentialraum T,M , ¢ € M, aufgefait als Lorentz-Mannigfaltigkeit mit der
pseudo-Euklidischen Metrik g,, eine Zeitorientierung. Dazu betrachtet man einen zeitartig-
positiven Vektor V, € T, M als zeitartiges Vektorfeld auf 7,M , das dann die (kanonische)
Zeitorientierung induziert. (In diesem Fall wollen wir im folgenden immer die Polarkoor-
dinaten in T, M so einfiihren, daf§ S°(—1) im positiven Zeitkegel liegt.)

Man beachte folgendes: Auf éq C T,M, g € Cr(v), betrachten wir die Metrik g, =
exp;(g) und die mit exp, zuriickgeholte Zeitorientierung von M. Diese sind zu unter-
scheiden von den gleichen Begriffen des pseudo-Euklidischen Raumes T}, M.
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Es ist fir ¢ € Cr(¢) die konforme Immersion K, : (B,,d,) — (T,M,g,) zeitorien-
tierungstreu, denn

dK,

oy

= id

und dequ‘o = id

q TyM

modulo der Identifikation 757, M = T,M . ( Fir qu)O siehe Kapitel 2, Seite 36 ) Also ist
die Abbildung L} : TyM — R} zeitorientierungstreu.

Nun kann man mit Hilfe der Abwicklung ¢ das Geriist von M um zwei Daten erganzen.
Zum einen um eine Zeitorientierung und zum anderen um eine Gewichtung, d.h. eine
"Lange” fiir jede freie Kante.

Definition ( Zeitorientierung und Gewichtung)

Eine Zeitorientierung auf dem Geriist von M ist die Zuordnung einer Richtung zu jeder
zeitartigen Kante, so dafl es um jeder Ecke wie folgt aussieht:

Mit jeder Zeitorientierung ist auch die Zuordnung, die jeder zeitartigen Kante die Ge-
genrichtung der urspriinglichen Richtung zuordnet, eine Zeitorientierung: die inverse
Zeitorientierung. Zeitorientierung und inverse Zeitorientierung werden als im wesent-
lichen gleich angesehen.

Eine Gewichtung £ des Geriistes ist eine Zuordnung, die jeder freien Kante K eine
?Lange” L(K), d.i. eine Zahl aus ]0, +00], zuordnet. Zwei Gewichtungen £; und £, heifilen
im wesentlichen gleich, falls es eine positive reelle Zahl ¢ und einen kritischen Punkt p
gibt, so daf fir alle freien Kanten I an p und an Ecken die von p einen geraden Abstand

_ I
haben gilt Lo(K) = a - £1(K) und fiir die {ibrigen freien Kanten K L5(K) = Eﬁl(lC).

Dem positiven und dem negativen Zeitkegel in T,M , ¢ € Cr(¢), entspricht im Geriist
je eine zeitartige Kante, die von ¢ ausgeht. Betrachtet man diese Kanten zusammen als
eine zeitartige Geodéte in M, die durch ¢ fiihrt, so hat diese eine Durchlaufrichtung, die
sie zu einer zeitartig-positiven Kurve macht. Diese Durchlaufrichtung induziert je eine
Richtung auf den beiden zeitartigen Kanten. Die Richtung der zum positiven Zeitkegel
gehorenden Kante weist von ¢ weg, die der anderen Kante auf ¢ hin.

Auf diese Weise erhélt man eine Zeitorientierung des Geriistes. Die inverse Zeitorien-
tierung des Geriistes entspricht der inversen Zeitorientierung auf M. Diese wird z.B. von
der Abwicklung erzeugt, die man erhélt, wenn man in Abschnitt 3.3 mit L, = AoL, , A €
O~ (1,n— 1), anstelle von L, startet.

Im Gegensatz zur Mannigfaltigkeit M gibt es auf dem Gertist von M im allgemeinen
mehr als zwei Zeitorientierungen, denn eine Zeitorientierung auf dem Gertist ist nicht
durch die Wahl einer Richtung fiir eine zeitartige Kante festgelegt. Sie setzt sich von
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dieser nur langs des maximalen Kantenzuges, der nur aus zeitartigen Kanten besteht
und diese Kante enthélt, eindeutig fort. Uber davon durch raumartige Kanten getrennte
zeitartige Kanten kann man keine Aussage aufgrund der Richtung der einen zeitartigen
Kante machen.

Beispiel:

Nun zur Gewichtung: Fiir jeden kritischen Punkt ¢ ist U, := L] o K,(B,) C R} von
der Form U(ri(q),m2(q),73(¢)). Zu einer freien Kante, die am Punkt ¢ héngt, gehort
ein raumartiger oder zeitartiger Kegel in 7T, M und diesem entspricht unter L; o K, ein
Kegel in RY. Als Lénge dieser Kante wahlen wir die zu diesem Kegel gehorende Zahl
Iri(g)] €10 00].

Wie andern sich diese Langen, wenn man mit der Abwicklung in einem anderen kritischen
Punkt als p gestartet wére, oder, was etwas allgemeiner ist, in p mit einem anderen
konformen Isomorphismus L} anstelle von L, gestartet wire?

Esist L) =a-AoL, fiir eina € Ry, und A € O(1,n — 1). Wir beschrénken uns auf den
Fall, dal A € O"(1,n — 1) ist. Im anderen Fall wird zusétzlich noch die Zeitorientierung
umgekehrt.

Nun ist L} o K,(B,) = aU, = U(ari(p),arsy(p),ars(p)) . Also werden die Léngen von
freien Kanten am Punkt p mit a multipliziert.

Sei nun ¢ ein zu p benachbarter kritischer Punkt. Damit die Wechselabbildungen (I) in
folgenden Diagrammen (* steht fiir ¢ oder j)

(D

R D Uf(+o0) —— U'(4+o00) C RY

a-A] [ | | an

R D Ut(+o0) 9, Ut(+o0) C R}

Lo K, | | | | o K,
Ep D U+(T0) —_— U+(T0) C Bq

(falls p und ¢ langs einer raumartigen Kante benachbart sind)



51

bzw.

RY D U (£o00) & U (Fo0) C RY

a Al | | [ ()
R' 5 U-(+o00) —2— U-(Foo) C R”
Lyo K, | | | [ Lo K,
B, D U (+r) —— U (¥r0) C B,

(falls p und ¢ langs einer zeitartigen Kante benachbart sind)

wieder S wird, man also in bekannter Weise eine Abwicklung konstruieren kann, mufl man

1
die Abbildung (IT) als —A wiéhlen, denn
a

aA(x) 1 A(zx) (1 )
A == = — — _A
e = 1At ad@) ~afea o)
ithin mufl man urc = -Ao ersetzen. Die Langen der freien Kanten am
Mith N L; durch L;’ A L; Die L der f K
a

1
Punkt ¢ werden also mit — multipliziert.

a
So fortfahrend erkennt man: Die Langen der freien Kanten an Ecken mit geradem bzw.

ungeradem Abstand zu p werden mit a bzw. — multipliziert. Die beiden Gewichtungen
a

sind also im wesentlichen gleich.

Nun konstruieren wir noch eine konforme Mannigfaltigkeit Ms, die die Konstruktion von
0 widerspiegelt.

Dazu wiéhlen wir zu jedem kritischen Punkt ¢ von 4 eine Kopie von U, = L o K, q(éq) =
U(ri(q),r2(q),r3(q)) € R} und verkleben diese ”Bausteine” fiir benachbarte kritische
Punkte an den entsprechenden raumartigen oder zeitartigen Kegeln mit der Sphéarenin-
version S zusammen. So erhalten wir die Mannigfaltigkeit Ms mit einer lokal konform
flachen Struktur (M&biusstruktur), d.h. man hat einen Atlas, dessen Ubergangsabbildung-
en konforme lokale Diffeomorphismen des R} sind.

Wichtig ist, da wir zur Konstruktion von M;s nur das Gerlist von M mit den zwei
zusétzlichen Daten ” Zeitorientierung” und ” Gewichtung” kennen muflten:

Die Zeitorientierung gestattet zu jeder Ecke ¢ den raumartigen Kegel und die beiden
zeitartigen Kegel in R in eindeutiger Weise zu den drei von ¢ ausgehenden Kanten in
Beziehung zu setzen: den raumartigen Kegel mit der raumartigen Kante, den positiven
Zeitkegel mit der zeitartigen Kante, die von g wegweist, und den negativen Zeitkegel
mit der anderen zeitartigen Kante. Die Gewichtung bestimmt dann die Grofie von U, =
U(ri(q),r2(q),r3(q¢)) € R} . Die zu nicht-freien Kanten gehérenden r; bekommen den
Absolutwert oo : |r;(q)| = oo.
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Nun gibt der Graph dariiber Auskunft, welche Bausteine U, entlang welcher Kegel mit
der Sphéreninversion S verklebt werden sollen. Aufgrund der Zeitorientierung wird da-
bei langs einer verbindenden zeitartigen Kante immer ein positiver Zeitkegel mit einem
negativen Zeitkegel verklebt, d.h. S ist wirklich ein Diffeomorphismus zwischen diesen zu
identifizierenden Kegeln.

eXp - I

Durch M D By «— = By —“*s [/ 0 K,(B,) = U, C M fiir jeden kritischen Punkt g
wird sodann ein konformer lefeomorphlsmus v M — My definiert. Die Abwicklung
148t sich schreiben als § = 6 o v, wobei 5 My — Q"7 die Abwicklung von Mj ist, die auf
Uy=L,oK (B ) gegeben ist durch ¢ oder j, je nachdem, wie dort § erklért ist.

Aus obigen Ausfiihrungen ergibt sich folgender Satz:

Satz 3.1

Sind fiir zwei abwickelbare Lorentz-Mannigfaltigkeiten M; und Ms, die je die Bedingung
(*) erfiillen, die Geriiste isomorph und sind fiir zwei nach Abschnitt 3.3 konstruierte
Abwicklungen 9, : M7 — QY und 6y : My — @} die induzierten Zeitorientierungen und
Gewichtungen der Gertiste unter dieser Isomorphie im wesentlichen gleich, so sind M,
und M, konform diffeomorph.

Beweis:

Man kann die Abwicklung d, : My — @7 durch einen geeigneten Startwert so abandern,
dal die Zeitorientierungen und Gewichtungen unter dem Isomorphismus der Gertiste
gleich werden. Dann ist Ms, = Mj, . O

3.5. Konforme Klassifikation

Ziel dieses Abschnitts ist eine teilweise Umkehrung des letzten Satzes.

Zunichst halten wir zwei Eigenschaften fest, die alle im Abschnitt 3.3 konstruierten Ab-
wicklungen ¢ haben.

9 bildet die kritischen Punkte von ¢ und nur diese auf i(0), j(0) € QF ab.
Auflerdem ist

o(M) < i(RY) U (RY)
= {720, 2, Tny1) | (x0T, Tny1) € THT? mit 29+ 2y #0 V 29 — 2y # 0}
= Q1 \ {r(0,2,0) [ (0,7,0) € '57*}
= Qi \{n(0,2,0) |z €I}
= Qr\Q~’
mit Qg™ = 7(I'}) 2 7({0} x It x {0}) C QF.
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Satz 3.2

Seien (Mi,g1) und (M, go) zwei Lorentz-Mannigfaltigkeiten die je die Bedingung (*)
erfiillen mit den Funktionen v, : M; — R und v, : My — R. Weiter sei M; abwickelbar
und fiir irgendeine Abwicklung § von M sei 6(M;) = Q7 \ Qf 2.

Dann ist jeder konforme Diffeomorphismus F' : M; — M flufllinientreu und induziert in
natiirlicher Weise einen Isomorphismus der als Teilmengen realisierten Geriiste von M;
und M, .

Weiter sind fiir zwei geeignete Abwicklungen 6; : M7 — QF und dy : My — Q7 die in-
duzierten Zeitorientierungen und Gewichtungen unter diesem Isomorphismus der Gertiste
gleich.

Beweis:

Mit M, ist auch M, abwickelbar mit Abwicklung 6 o F~.

Sei p; € M; ein kritischer Punkt von ;. Wahle dazu einen kritischen Punkt py von 1),
mit F(p1> S Bp2.

Weiter seien die Abwicklungen d; und dy gemafl Abschnitt 3.3 konstruiert mit den Start-
werten

XPp; ~ Ly, oK i
B B 1 Pl ]Rn ? Qn
p1 p1 1 1

und

XPpy  ~ Ly, oK :
B B P2 P2 Rn 7 n
D2 b2 1 Q 1

mit zunéchst beliebigen orthogonalen Abbildungen L, und L,,, die aber schon so gew&hlt
seien, dafl F' ein zeitorientierungstreuer konformer Diffeomorphismus ist bzgl. der durch
01 und ¢y induzierten Zeitorientierungen.

Man hat dann folgendes kommutative Diagramm fiir ein geeigentes A € O(2,n)

MlLM2

o | | & (3.7)
QT — QF

Wegen der Voraussetzung &§(M;) = Q7 \ Qb2 gilt 6;(M;) = 55(Ms) = Q7 \ Qo2 ; denn
es existiert ein C' € O(2,n), so daf folgendes Diagramm kommutativ ist

M,
0/ \ 01
Q7 W Q7

Daher
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pcod(My) = 6:1(My) C Q7 \ Q2

$c(QT\ Q%) C QT \ Q™

¢c(@Q5 %) > Q5

7o C({0} x I't x {0}) D w({0} x I'} x {0})

Veel? Jyelt JueR\{0}: nC(0,y,0)=(0,z,0)

C({0} x RY x {0} ) D {0} x RY x {0} = span ({0} x I'} x {0})

C({0} xR} x {0} ) ={0} x R} x {0} (da C linearer Isomorphismus)
¢c(@7) = Q5

$c(QP\ Q%) = Q1 \ Q™

o1 (M) = Q1 \ Q5

und analog &y (M) = Q7 \ Qo 2.

T A

Mithin ist
Pa(QF\ Q577) = da(1(M1)) = 6a(M2) = Q7 \ Q5™
= 6a(@7) = Q5"
= A0} xRY x {0}) = {0} x R x {0}

Also A(0,2,0) = (0, w(x),0) fir alle z € RY mit w e O(1,n—1) (vgl. S. 43).

Wir bestimmen jetzt A noch etwas genauer.
Seien A(1,0,1) = (a,vy,b) und A(1,0,—1) = (¢, v9,d) mit a,b,c,d € R und vy, v € RY.
Dann gilt, da A € O(2,n):

0 = (1,0,1)-(0,2,0) = (a,v1,b) - (0,w(zx),0) = (vy,w(z)) Vo € RY

= v, = 0.

Analog folgt vy =0 .
Weiter

0 = (1,0,1)-(1,0,1) = (a,0,b) - (a,0,b) = —a®+?

= la| = b #0.
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Analog folgt |c¢| = |d| # 0.

Da A injektiv ist, ist

A(1,0,1) = (a,0,a) A A(1,0,—1) = (¢,0,—c)

oder
A(1,0,1) = (a,0,—a) N A(1,0,—-1) = (¢,0,c¢) .
Wegen
—-2=(1,0,1)-(1,0,-1) = A(1,0,1) - A(1,0,—1) = —ac — ac = —2ac
istc=1/a.

Nun sei U C B,, eine Umgebung von p;, so daf8 F(U) C B,,. Dann hat man mit

-1
5 )(U) folgendes kommutative Diagramm
P1

V = Lpl © Kpl © (eprl

Pa

Qf —— QF

R* > U, > V -2%. y, cr

[ I

FlU

B, D U By,

Fiir alle z € V' hat man
Qz) = i togaoi(n)
= i tomo A1+ (z,z), 2z, 1 — (z,x))
= i tomoA((1,0,1) +2(0,2,0) + (x,2)(1,0,—-1))

= i tom(A(1,0,1) + 2A(0,2,0) + (x,z)A(1,0,-1))
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iton((a,0,a)+2(0,w(x),0)+ (x, ) (%70; —1) )

_ oder

iton((a,0,—a)+2(0,w(z),0)) + (z,z) (17 0, l) )

a a

_ oder

Daher ©(0) = 0 und das heifit F'(p;) = ps.
Uber A weifl man jetzt

A(1,0,1) = (a,0,a) a € R\ {0}

A(0,2,0) = (0,w(x),0) VzeR}

A(1,0,—1) = (3,0,—1>.

a a

Sei 0.B.d.A. a > 0. (Sonst ersetze A durch —A.)

F ist zeitorientierungstreu. Also w € O*(1,n —1).

Es sind i(0) = 7(1,0,1) und j(0) = n(1,0,—1) Fixpunkte von ¢,. Wegen Diagramm
(3.7) und da ; und 0 genau die kritischen Punkte auf i(0) oder j(0) abbilden, bildet F
die kritischen Punkte von 11, und nur diese, auf die kritischen Punkte von v, ab.

Zwischenbehauptung : Die Abbildung x — Zw(x) bildet Uy, in U, ab.

Beweis : Es ist

Up, = U(r1(p1), m2(p1), 73(p1)) C RY

und
Up, = U(r1(p2), m2(p2), m3(p2)) C RY

1 1

Die Abbildung = — —w(x) bildet I't C U, auf I'f C U,, ab. Falls z +— —w(z) nicht U,
a a

in U,, abbildet, muf} es ein v € {1, 2,3} geben, so dafl
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nea)] < Llr(p)]

Fiir ein solches v betrachten wir U (ar,(ps)) C UX(r,(p1)) C Uy, und U=(r,(p2)) C U,
( das Vorzeichen + héngt vom Index v ab; "+ fiir v = 1 und " fiir v = 2,3 ). Man
hat folgendes Diagramm

a g
] T4
G Ukar(m) —2 U*(nm) | 6 (3.8)
8011 l902
B, N M,

mit @, :=exp, o (L, oK, )™', m=12.

Hierbei ist das obere Rechteck kommutativ, da das untere Rechteck und das auflere
Rechteck kommutativ sind.

Sei nun = € R} aus dem zu U*(r,(p;)) gehorenden Kegel mit [(z,z)] = 1 . Es ist die
Kurve

tr—><,01(t-ax), OStS |Tu(p2)| 9

der Spur nach eine Geodate in M; und eine Flufllinie von grad); , die von p; nach

q:= p1(|ru(p2)| - ax) € By,
fuhrt. Weiter ist
tpot-w(z)), 0<t<|r,(p)

der Spur nach gleich einer Geodéaten in My und gleich einer FluBllinie von grad v, . Sei
c:[0,00) = My, s+ c(s), c(0) = py, die Parametrisierung dieser Geodéten nach
der Bogenlidnge. Der Bewegung ¢t — |r,(p2)| entspricht die Bewegung s — oo . (Da
|7, (p2)| < oo kann es in der zu r,(ps) gehorenden Richtung keinen zu py benachbarten

kritischen Punkt von 1 geben und Em ist daher in dieser Richtung unbeschrénkt.)
Da das obere Rechteck in (3.8) kommutativ ist, folgt

palt - w(@) = Fogi(t-az), 01 < [nyps)]
und

lim @o(t-w(z))= lm Fop(t-ax)= F(q).

t—ry (p2)| t—|ru (p2)]
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Schaut man sich den Flufl von grad ¢, in einer Umgebung von F'(q) an, so sieht man, dafl
es keine Geodate ¢ in My geben kann, die der Spur nach eine Fluflinie von grad ) ist
mit lim c(s) = F(q).

Also bildet = — fw(z) U, in U,, ab.

Ende des Beweises der Zwischenbehauptung.

Wendet man die gleichen Uberlegungen auf F~' an, so folgt

1y
Ersetzt man in Diagramm (3.8) die mittlere Zeile durch U,, —— U,,, so folgt

F(Bm) = sz .

Anders formuliert haben wir die Abbildung G in folgendem kommutativen Diagramm auf
Uy, C Ms, bestimmt als z — Lw(z) :

o A @
5] s
sl My, S My |6

71T T’h

Ist nun ¢; ein zu p; in raumartiger oder zeitartiger Richtung benachbarter kritischer
Punkt, so ist der kritische Punkt ¢, := F'(¢1) zu ps in raumartiger oder zeitartiger Richtung
benachbart, denn F' bildet die raumartigen oder zeitartigen Flufllinien von grad v, die
von p; nach ¢; fithren, der Spur nach auf ebensolche von ps nach ¢y ab.

Die obigen Uberlegungen gelten fiir jeden anderen kritischen Punkt von 1 an Stelle von
p1 (mit dann evtl. anderen Abwicklungen §; und ds). Also ist F' flullinientreu und liefert
in natiirlicher Weise einen Isomorphismus der als Teilmengen realisierten Gertiste von M;
und M.

Da F' zeitorientierungstreu bzgl. der durch 0; und 9 induzierten Zeitorientierungen ist,
iiberfiihrt dieser Isomorphismus der Geriiste die Zeitorientierung der Gertiste von M; und
M5 ineinander.

Kommen wir nochmals auf die benachbarten kritischen Punkte p; und ¢; bzw. py und ¢
zurlick. )
Aufgrund der obigen Uberlegungen ist auch

F(BQ1) = BQQ .

Wir wollen noch die Abbildung G|U,, in dem Diagramm
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@
J'T TJ

o v, oy, s
I I

F|B
B(h _l_q_x) B<12

berechnen. Fiir alle x € U, gilt:

GlUy(z) = j'ogaoj(x)
— j‘loqﬁAOW((1+<$,l’>,2$7<$a$>_1))

= j'om(A(1,0,—1) +2A(0,2,0) + (x,z)A(1,0,1))

= 4! o7r<<l,0, —2) +2(0,w(z),0) + (x,x>(a,0,a))

a

= aw(x).

1

So fortfahrend erkennt man, dal G : Ms, — M;, von der Form Ms, D Uy, =% Uz, C M,
ist, falls ¢ € Cr(¢1) im Geriist von M; einen geraden Abstand von p; hat und von der
Form My, D Uy = U, C M, ist fiir einen ungeraden Abstand.

Ersetzt man im Startwert fiir do die orthogonale Abbildung L,, durch aw™" o L,, so ist
G|U;, : Uz, — Up(g, die Identitét fiir alle ¢; € Cr(¢y) , insbesondere Uz, = Up(g,).

Dann sind auch die Lédngen von einander entsprechenden freien Kanten an ¢; und F(q;)
gleich. O

1

Bemerkungen:

1) Kurz gesagt bildet F' kritische Punkte auf kritische Punkte ab, weil {i(0),5(0)} C
Q7 \ Qo ? invariant unter der konformen Gruppe von Q7 \ Qo2 ist.

2) Wir werden weiter unten sehen, dafl man auf die Voraussetzung §(M;) = Q7 \ Qg2
nicht verzichten kann. Dann geht eventuell die Eigenschaft verloren, dafl jeder kon-
forme Diffeomorphismus F' : M; — M, flufSlinientreu ist.

3) Die Eigenschaft §(M;) = Q7 \ Qf~? ist fiir die nach Abschnitt 3.3 konstruierten
Abwicklungen sicher dann erfiillt, wenn 1; mindestens zwei kritische Punkte hat
und das Vektorfeld grad v; vollstandig ist. Es gibt aber Beispiele von Lorentz-

Mannigfaltigkeiten M; mit beliebig vielen kritischen Punkten von ¢; und §(M;) G
Q7 \ Qi ? (vgl. Satz 4.1 und S. 73).
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4) Im Fall der Signatur (k,n — k), 2 < k < n — 2, ist das Geriist von M; immer ein
linearer Graph, die Mannigfaltigkeit M; also abwickelbar. Hat dann ¢); mindestens
drei kritische Punkte oder zwei kritische Punkte und ist das Vektorfeld grad
vollstindig, soist 6(M;) = QP\Q} "7, fiir die analog zu Abschnitt 3.3 konstruierten
Abwicklungen.

3.6 Zwei weitere globale Satze

Wir wollen jetzt unter etwas schwacheren Voraussetzungen als in Satz 3.2 zeigen, dafl das
Geriist eine konforme Invariante ist.

Sei dazu (M, g) eine Lorentz-Mannigfaltigkeit, die die Bedingung (*) zusammen mit der
Funktion ¢ : M — R erfiillt.

Sei weiter 7 : M — M die universelle Uberlagerung von M und § die Metrik auf M die
7 zu einer lokalen Isometrie macht.

Dann erfiillen (]\7 ,g) und ¥ := o die Bedingung (*). Dabei liegen die kritischen Punkte
von 1 iiber den kritischen Punkt von ¢. Fiir p € Cr(y) und p € 7 1(p) ist 7T|B B; — B,
eine Isometrie. Weiter ist jeder Lift ¢ einer direkten geodatischen Verbmdung c zweier
benachbarter kritischer Punkte p, ¢ € Cr(¢) eine direkte geodatische Verbindung zwischen
den Endpunkten p,§ € Cr() von @.

Bemerkung:

Ist G eine Realisierung des Geriistes von M als Teilmenge von M, so ist (j = w*l(g)
aufgrund der obigen Feststellungen eine Realisierung des Geriistes von M als Teilmenge
von M. Versieht man G und G mit der Teilraumtopologie, so ist 7|G : G — G eine

Uberlagerung. Nach Lemma 4.1 in Kapitel 4 ist Queln Baum, also einfach zusam-
menhangend. Daher ist w‘g : G — @G die universelle Uberlagerung von G . Von dieser
Bemerkung werden wir in Kapitel 4 gebrauch machen.

Nun gilt folgender Satz:

Satz 3.3

(M, g1) und (Ms, g2) seien zwei Lorentz-Mannigfaltigkeiten die zusammen mit

1 My — Rund v, : My — R die Bedingung (*) erfiillen. Gilt fiir eine Abwicklung ¢ von
(]\//\[1, g1), der universellen Uberlagerung von M, daB (5(]\/4\1) = Q7 \ Q2 ist, so ist jeder
konforme Diffeomorphismus F' : M; — M, fluBlinientreu und induziert in natiirlicher
Weise einen Isomorphismus der Gertiste.

Anmerkung:

Da M; und M, nicht notwendig abwickelbar sind, tragen ihre Gertiste nicht die zwei
zusatzlichen Daten ”Zeitorientierung” und ” Gewichtung”. Da man diese Daten nicht hat,
kann man auch keine Aussage dariiber machen, ob der durch F gegebene Isomorphismus
diese erhalt.
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Beweis:

Man hat folgendes kommutative Diagramm

~

M\1LM\2

- s

VA VA
mit einem Lift F' von F o .
Es ist F ein konformer Diffeomorphismus.
Sei nun p; € Cr(yy). Wahle p; € 7 (p1). Nach Satz 3.2 ist py := F(p1) € Cr(1) und
damit py := F(py) = m(ps) € Cr(th). Wegen F(By,) = B, ist F(B,,) = B,, und F|B,,
flullinientreu. O

Nun gibt es, wie die folgenden Beispiele zeigen, auf den Standardraumen konstanter
Schnittkrimmung jeweils Funktionen, so daf§ die Bedingung (*) erfiillt ist. Die Stan-
dardraume sind abwickelbar. Die Bilder der nach Abschnitt 3.3 konstruierten Abwick-
lungen sind alle echte Teilmengen von Q7 \ Q4 %, d.h. die Voraussetzung von Satz 3.2 ist
nicht erfillt.

1. Beispiel (pseudo-Euklidischer Raum)

Der pseudo-Euklidische Raum RY zusammen mit der Funktion ¢ : RY — R | z —
1/2 (z, x), erfillt die Bedingung (*). Es ist grad¢(z) = z und Vy grady = X fiir alle
Vektorfelder X auf RY.

i:RY — Q7 ist gleich einer nach Abschnitt 3.3 konstruierten Abwicklung und i(RY) &

Q7 \ Qi 2. Das gewichtete Geriist von R} bzgl. dieser Abwicklung ist

2. Beispiel (pseudo-hyperbolischer Raum) (vgl. [KR1] Beispiel 3.9.)

Es ist der pseudo-hyperbolische Raum IH7} := S(—1) C Ry, Fiir festes v € Ry ist die
Hohenfunktion ¢, : H* — R, p+— (p,v) eine Funktion mit konformen Gradienten.

Sei nun v € S(—1) . Dann hat 1, die beiden kritischen Punkte v und —v.

Die Geodaten von [H}' sind die Schnitte von zweidimensionalen linearen Teilraumen von
RS mit S(—1). Aus dieser Tatsache folgert man, dafi IH} Cr(1),)-vollstindig ist. Also
erfiillt H] mit der Funktion v, v € S(—1), die Bedingung (*).
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Die Exponentialabbildung in ¢ € IH} schreibt sich mit der Identifikation T,/H] = {x €

Ry | (r.q) = 0} :

coshr-q+sinhr-z | (x,z)=1
exp,(r-r) = q+r-x , (r,2)=0
cosr-q+sinr-x , (r,r)=—1

Daher ist in Polarkoordinaten um v

Yy 4 (r) = —coshr A b, _(r) = —cosr,

und um —v

1;v,+(7”) =coshr A &v,,('r’) = CoST .

In beiden Féllen erhélt man fiir die Funktionen fi und pi aus Kapitel 2, S. 33/34:

fi(r) =sinhr A f_(r) =sinr
und

p+(7“):2tanhg A p_(r):2tang.

Also fiir die Mengen U, (vgl. S. 50)
Uy = U(2,400, —00)
und fiir den Faktor a nach Gleichung (3.2)

m™—=r

a=p_(r) p_(m—r)= Qtang - 2tan

Fiir die Abwicklung von JH{' nach Abschnitt 3.3 mit dem Startwert

XPy 1 KU n L'U n i n
B, — B, —— T,H —— R} — Qf

(L, eine orthogonale Abbildung) sieht das gewichtete Geriist so aus
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1
Falls man L, durch L := §Lv ersetzt, erhalt man

Fiir die zuletzt betrachtete Abwicklung 0 ist

S(HT) = i({z | (z,z) <1} Uj({z | (z,2) <1})
= 7({(w0, 2, 2n1) € D572 | 2pyr # 0})
S QI\Q;?

Wir wollen noch die Abwicklung ¢ fiir v = e; und ein spezielles L, berechnen, da sie eine
besonders einfache Gestalt hat.

Es ist nach (3.9) fiir p € B, (r = Radius in Polarkoordinaten) :

—1
(p+<p,v>v)sinhr . (p,v)y <
expyi(p) ={ p+ (o) , (pv)=-1
T
— —1
(p+<p,v>v)sim . (p,v) >
und
1
(p+ o)) —= , (p,v) < -1
cosh 5
K,oexpyi(p) = { p+{pvv , (pv)=-1
(0 + (. v)0)— (p,v) > —1
p p,vvCO82% ., (p.v
22+(p,v)v
1—<p,U> .

Daher ist fiir p € B,:
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5(p) = io%Lv <2p—+ <p’“>v>

1—<p,1)>
_ ior, PPV
- LU<1—<p,v>>
_ a1yl pripoje) | v+l
E <1+<p’”>—1’2LU<1—<p,v>>’1 (p,v)—l)

= 7T(—<p, U> , Lv(p + <pa U>U) ) 1)

Fiir v = ey ist nun T,HP = T, H} = {x € Ry | (z,e;) = 0} = {z = (z1,...,7011) €
Ry | 2y = 0} = {0} x R} = R}. Nimmt man als L., diese kanonische Identifikation, so
ist fir p= (pla s 7pn+1) € H{L

—(pe)=p1 A Le(p+(p.eer) = (p2,. .., Pns1)

Daher 143t sich das zugehorige ¢ schreiben als
5 Hy — T3\{o} © Q1
p — (1) — 7(pl)

Aus diesem Diagramm kann man sofort ablesen, dafl § eine konforme Immersion ist: ¢ ist

2
eine isometrische Immersion in den R3 "2 und 7 hat die Eigenschaft 7T*gn,l‘ = W " 90
x x

auf T,([572\ {0}) C T,RS™ | 2 € T5T2\ {0} (vgl. S. 13).

3. Beispiel (pseudo-Sphére)

Analog wie im 2.Beispiel haben die Hohenfunktionen auf der pseudo-Sphére S} := S(+1) C
R}*! einen konformen Gradienten. Die Abwicklung

5: Sy Lomet\ oy L Qr
p —  (Lp) +— =(Lp)

liefert als bewertetes Gerust

also 0(S7) & Q1 \ Q5" .



65

Auf allen drei Raumen operiert die Isometriegruppe transitiv. Daher gibt es Isometrien
auf diesen Réumen (insbesondere konforme Diffeomorphismen), die nicht flufllinientreu
sind. Die Behauptung von Satz 3.2 gilt fiir diese Mannigfaltigkeiten also nicht.

Ist F' ein konformer Diffeomorphismus von R} , JH}* oder ST auf eine weitere Mannigfal-
tigkeit, so kann man F' durch Komposition mit einem konformen Automorphismus von
RY , H oder ST so abandern, dafl die Voraussetzung des folgenden Satzes erfiillt ist.

Satz 3.4

Seien My, My zwei Lorentz-Mannigfaltigkeiten, die die Bedingung (*) mit den Funktionen
P 0 My — R und ¢y : My — R erfiillen. Sei weiter F' : M; — M, ein konformer
Diffeomorphismus der mindestens einen kritischen Punkt von ; auf einen kritischen
Punkt von vy abbildet. Dann ist F' flullinientreu und induziert einen Isomorphismus der
Gertiste.

Beweis:

Betrachte zunéchst die universellen Uberlagerungen von M; und M,. Man hat folgendes
kommutative Diagramm

~

AN A
Wll lﬂ'g
M L

Es seien p; ein kritischer Punkt von Y1 und po ein kritischer Punkt von 1s mit F'(p;) = po.
Dann ist fir jeden Punkt p p1L€E M1 uber p1 der Punkt py := F (p1) ein kritischer Punkt
von wg iiber po. Wahle fiir M1 und Mg Abwicklungen ; und &, mit den Startwerten

expﬁl ~ Lp

1 n i n
~ JR— ~ @
By, «—— — B, R} — QF
und
oy~ 20K py n i n
By, «— — B; —> R} — QF

mit irgendwelchen orthogonalen Abbildungen L;, und Lj,.
Man hat fiir ein A € O(2,n) folgendes kommutative Diagramm

YA v
5@ “2
o 2 o

Wegen F(py) =p; und 6 (p1) = 62(p2) = i(0) ist $4(i(0)) = i(0) , also
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A(1,0,1) = (a,0,a), a€ R\ {0}.

Sei weiter A(0,z,0) = (I;(x),w(z),lo(x)) mit I, € L(RY,R), w € L(R},RY). Es ist
fir alle x € RY :

0 = (1,0,1)-(0,2,0) = (a,0,a)- (lh(x),w(z),la(x)) = —ali(z) + aly(x)

= L(z) = lx).

Nun ist () € 6,(B;,) C 61(My) , also

0a(i(TT)) C &a(M) C QYN Q5™ - (3.10)
AuBerdem ist fir allez € I'? , t e R :
oali(t 1) = aom(1,2%2,1)
= mwo A(1,2tx, 1)
= moA((1,0,1)+2t(0,,0))

= 7((a,0,a)+2t(ly(z), w(x),li(z))

= a+2h(z) # 0 Veel] VteR ( wegen (3.10) )
= Li(z) = 0 Vexel?
= Li(x) = 0 Vzespan(I'?)=RY
= A(0,2,0) = (0,w(z),0) mitweO(1l,n—1).
Weiter folgt A(1,0,—1) = (2, 0, —2). Nun kann man wie in Beweis von Satz 3.2,

S. 56, fortfahren. Man erhélt, dafl F' fluBlinientreu ist und damit auch F. O



