
Kapitel 4

L�osungsverfahren

4.1 Iteratives Verfahren der Defektkorrektur

Die Wahl eines Weges zur L�osung eines algebraischen nichtlinearen Gleichungssystems
(3.39) bei jedem Zeitschritt n + m hat einen starken Einu� auf die Leistungf�ahigkeit des

verwendeten impliziten Verfahrens f�ur instation�are Str�omungen, so da� daf�ur hoche�ziente
L�osungsverfahren entwickelt werden m�ussen, welche in der Implementierung einen geringen

Hauptspeicherbedarf erfordern. In der Literatur existiert eine gro�e Anzahl von M�oglichkei-
ten, derartige Gleichungssysteme zu l�osen.

Eine M�oglichkeit besteht darin, einen Typ nichtlinearer Relaxationsverfahren in kollektiver

Punkt- oder Linienweise anzuwenden, welcher mit dem Verfahren f�ur lineare Gleichungssy-
steme �ubereinstimmt. Eine Vereinfachung bei der Anwendung dieser Verfahren ergibt sich

dadurch, da� man nicht mehr die Inverse der gesamten Funktionalmatrix ben�otigt, sondern
entsprechend dem jeweiligen Verfahren die Inverse der lokalen Funktionalmatrix. Insbesondere
bei gro�en Systemen ist der geringe Speicherplatzbedarf ein entscheidender Vorteil. Nachteilig

ist, da� sie f�ur sehr gro�e Systeme noch nicht schnell genug konvergieren.
Oft werden das Newton-Raphson-Verfahren oder dessen Varianten [6], [31], [71] angewen-

det. Diese Verfahren konvergieren jedoch nur dann mit einer quadratischen Konvergenzrate,

wenn die Anfangsl�osung eine hinreichend genaue N�aherung an den L�osungsvektor Qn+m ist,
und ein lineares Gleichungssystem bei jedem Iterationsschritt direkt oder indirekt exakt gel�ost

wird. Es ist jedoch in den meisten F�allen schwierig, wegen der komplizierten Str�omungsme-
chanismen die exakte Funktionalmatrix der Vektorfunktion Res(Qn+m) zu konstruieren. Da
Res(Qn+m) von h�oherer Ordnung ist, besteht au�erdem ein gro�er Speicherplatzbedarf.

Verwendet man alternativ eine Approximation der Vektorfunktion, kann der L�osungsvek-

tor noch wirtschaftlicher gewonnen werden. Aber daf�ur mu� eine geringere Konvergenzrate in

Kauf genommen werden. Hier wird das iterative V erfahren der Defektkorrektur [3] einge-
setzt, welches ein Werkzeug f�ur die L�osung eines nichtlinearen Di�erenzenoperators h�oherer
Ordnung ist. Bei der Anwendung des Verfahrens auf das Gleichungssystem (3.39) und der

Einfachheit halber unter Vernachl�assigung des Zeitschrittz�ahlers n+m ergibt sich
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wobei ~N(Q) eine Approximation an N(Q) darstellt und � den nichtlinearen Iterationsz�ahler.

Dieser Iterationsproze� entspricht der Au�osung des Operators niedriger Ordnung ~N(Q).

Konvergiert dieser Proze�, dann ergibt er o�ensichtlich den L�osungsvektor Qn+m f�ur den

Operator h�oherer Ordnung N(Q). Die Konvergenzeigenschaft des Prozesses h�angt von der

Qualit�at der Approximation ~N(Q) ab.

Gleichung (4.1) selbst ist auch ein nichtlineares System f�ur Q�+1 mit dem Defekt auf der

rechten Seite. Daher l�a�t sich dieses System auch durch ein nichtlineares Relaxationsverfahren

oder das Newton-Raphson-Verfahren l�osen. Hier wird das nichtlineare System (4.1) jedoch in

einer linearisierten Form gel�ost. Linearisiert man das Gleichungssystem direkt um Q� mittels

der Taylorreihenentwickelung erster Ordnung, so erh�alt man ein lineares Gleichungssystem

f�ur den Korrekturvektor �Q�(= Q�+1 �Q�) der Form
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welches f�ur jeden Iterationsschritt � zu l�osen ist. Hierbei wird die Funktionalmatrix als nicht-
singul�ar vorausgesetzt. F�ur ~Res(Q�)=Res(Q�) entspricht dieses Verfahren dem Newton-
Raphson-Verfahren f�ur (3.39). Die Genauigkeit des L�osungsvektors Qn+m wird unabh�angig

von der Gestaltung der linken Seite allein durch den Defekt auf der rechten Seite bestimmt,
und der Linearisierungsfehler O[(�Q�)2] verschwindet, wenn dieser Proze� konvergiert. Dieses

Verfahren ist vollst�andig konservativ auf der Zeitachse t, solange es bis zur Konvergenz bei
jedem Zeitschritt angetrieben wird. Diese Eigenschaft ist notwendig f�ur instation�are Str�omun-
gen, bei welchen die zeitlich genauen L�osungen von Interesse sind.

F�ur ein Integrationsgebiet aus verschiedenen Typen von R�andern sind geeignete Rand-
bedingungen erforderlich, um das Gleichungssystem (3.39) zu l�osen. Alle hier verwendeten
Randbedingungen nehmen die Form

a(Q) = asoll (4:3)

an, wobei asoll eine Str�omungsgr�o�e oder deren Extrapolationsfunktion auf R�andern eines

Integrationsgebiets ist. Ein besseres nichtlineares Konvergenzverhalten kann durch eine im-
plizite Aufpr�agung von Randbedingungen in die linearisierte Form (4.2) erzielt werden. Um

Gleichung (4.3) mit Gleichung (4.2) in Einklang zu bringen, wird Gleichung (4.3) wie folgt
linearisiert: "

@a(Q�)

@Q�

#
�Q� = asoll � a(Q�): (4:4)

Im Fall der nichtlinearen Konvergenz ist a(Q) = asoll.
Kombiniert man Gleichungen (4.2) und (4.4), so erh�alt man das lineare Gleichungssystem

[A]� �Q� = RHS(Q�) (4:5)

mit

Q�+1 = Q� + ��Q�; (4:6)
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wobei � 2 (0; 1] ein D�ampfungsfaktor zur Stabilisierung des nichtlinearen Konvergenzver-

haltens ist. Dieser Koe�zient ist n�otig, um die nichtlineare Instabilit�at zu vermeiden, falls
~Res(Q) mit Res(Q) nicht �ubereinstimmt. RHS(Q�) bringt ein Residuum zum Ausdruck,

welches bei jedem Zeitschritt dann verschwindet, wenn der iterative Proze� (4.5) und (4.6)

konvergiert. [A]
�
ist die Koe�zientenmatrix, welche schwach besetzt, blockstrukturiert sowie

unsymmetrisch ist.

Ein wesentlicher Teil des hohen Berechnungsaufwandes bei impliziten Verfahren ist dar-

auf zur�uckzuf�uhren, eine N�aherung Q� an den L�osungsvektor Qn+m mit Hilfe der iterativen

Vorgehensweise (4.5) und (4.6) bei jedem Zeitschritt aufzu�nden, welche RHS(Qn+m) � 0

(Qn+m � Q�) erf�ullt. Im �ubrigen kostet die Abspeicherung der Koe�zientenmatrix [A]
�
einen

gro�en Beitrag zum gesamten Speicherplatz impliziter Verfahren. Ferner sind der Speicher-

platzbedarf und das Konvergenzverhalten von L�osungsverfahren f�ur (4.5) sehr unterschied-

lich. Unter Ber�ucksichtigung der Leistungsf�ahigkeit und des Hauptspeicherplatzes des zur

Verf�ugung stehenden Rechners mu� ein optimales L�osungsverfahren gew�ahlt werden.

Eine gute Anfangsbelegung der Str�omungsgr�o�en bei jedem Zeitschritt reduziert die An-

zahl der erforderlichen nichtlinearen Iterationen bis zur Konvergenz, so da� die Rechenkosten

von der Qualit�at der Anfangsn�aherung Q�=0 beeinu�t werden. Die Anfangsn�aherung wird
hier durch die Beziehung

Q�=0 =
mX
j=0

�jQn+j�1 +
mX
j=0

�jQn+j�1 (4:7)

bei jedem Zeitschritt abgesch�atzt, welche eine �ahnliche Form wie (3.39) annimmt.
Zur Beurteilung einer konvergierten N�aherung Q� an den L�osungsvektor Qn+m mu� ein

Kriterium herangezogen werden. Das hier verwendete Kriterium basiert auf dem Root-Mean-
Square (RMS):
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wobei N die Anzahl der Gitterpunkte in einem Integrationsgebiet ist. Der n�achste Zeitschritt

wird dann gestartet, wenn ein Wert des RMS eine voreingestellte Schranke � unterschreitet.
Die Rechenkosten sowie die zeitliche L�osungsgenauigkeit sind von der Wahl der Schranke stark
abh�angig.

Falls nur station�are Str�omungen von Interesse sind, kann man ein nichtiteratives Verfahren

erster Ordnung noch e�ektiver nutzbar machen. F�ur m = 1, �1 = ��0 = 1, �1 = 1, �0 = 0

erh�alt man aus (4.2)
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und f�urQ�=0=Qn erh�alt man schlie�lich das Euler-r�uckw�arts-Verfahren in der nichtiterativen
Form "
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�Qn = �Res(Qn); (4:10)
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welches f�ur die Berechnung station�arer Str�omungen heutzutage h�au�g zum Einsatz kommt.

Dieses nichtiterative Euler-r�uckw�arts-Verfahren ist bez�uglich der Zeitachse nicht konserva-

tiv und ergibt die L�osungen, welche die Erhaltungseigenschaft nur im station�aren Zustand

erf�ullen. F�ur �t ! 1 entspricht dieses Verfahren dem iterativen Verfahren der Defektkor-

rektur in linearisierter Form f�ur die diskreten station�aren Erhaltungsgleichungen Res(Q). Als

Folge kann man das Verfahren als ein L�osungsverfahren mit einem Parameter I=�t bezeich-

nen, welchen man einf�uhrt, um die nichtlineare Konvergenz sicherzustellen. F�ur eine Erh�ohung

der Konvergenzrate kann man eine bei jedem Zeitschritt lokal ver�anderliche Zeitschrittgr�o�e

�t aus der CFL-Stabilit�atsbedingung einsetzen.

Das nichtiterative Euler-r�uckw�arts-Verfahren (4.10) wird zusammen mit der Randbedin-

gung (4.4) wie folgt formuliert:

[A]
n
�Qn = RHS(Qn) (4:11)

mit

Qn+1 = Qn +�Qn; (4:12)

wobeiRHS(Q) ein Residuum ist, welches im station�aren Zustand verschwindet und damit die
r�aumliche Genauigkeit der station�aren Str�omungsgr�o�en bestimmt, also die auskonvergierte
L�osung ist v�ollig unabh�angig von der Zeitachse.

Die L�osung linearer Gleichungssysteme geh�ort zu einer zeitaufwendigen Aufgabe in impli-
ziten Verfahren. L�osungsverfahren f�ur das Gleichungssystem (4.5) um den Korrekturvektor

�Q� lassen sich grob in direkte und iterative Wege unterteilen. Allerdings koppelt man auch
oft ein direktes Verfahren mit einem iterativen. Welches Verfahren zur Verwendung kommt,
kommt auf die Umst�ande an, da jedes Verfahren in verschiedenen Punkten eigene Vor- und

Nachteile bringt.
Direkte Verfahren wie z. B. der Gau�sche Algorithmus oder das Cholesky-Verfahren [71]

liefern eine gute N�aherung � ~Q� an �Q� in endlich vielen Rechenschritten, allerdings nur
dann, wenn man unrealistisch rundungsfreie Rechnung voraussetzt. Rundungsfehler wirken
sich bei direkten Verfahren immer in Form einer Verf�alschung der L�osung aus. Hierdurch

kann die numerisch bestimmte L�osung erheblich verf�alscht sein, was sich in einigen F�allen
durch die sogenannte Nachiteration beheben oder mindern l�a�t. Dar�uber hinaus sind direkte
Verfahren f�ur schwach besetzte Matrizen nicht geeignet, da im Verlauf der Rechenschritte

neue Matrizenelemente entstehen, d. h. nicht besetzte Elemente werden aufgef�ullt. Dies ist

bei iterativen Wegen nicht der Fall. Au�erdem sind direkte Verfahren mit Sicherheit keine

leistungf�ahigen L�osungsverfahren f�ur das Gleichungssystem (4.5), denn die nichtlineare Kon-

vergenz des Newton-Raphson-Verfahrens kann wegen der unterschiedlichen Operatoren auf
der linken und rechten Seiten nicht erreicht werden. Das Ziel der L�osung f�ur das Gleichungs-

system (4.5), besteht hier darin, eine gute N�aherung an �Q� nicht zu errechnen, sondern mit

Hilfe einer geeigneten N�aherung an �Q� so schnell wie m�oglich eine N�aherung Q� herauszu-
�nden, welche RHS(Q�) � 0 erf�ullt. Es wird daher an die L�osungsgenauigkeit keine zu hohen

Forderungen gestellt. Daneben nehmen direkte Verfahren noch viel Speicherplatz ein.
Eine Alternative dazu ist das angen�aherte Faktorisierungsverfahren nach Beam und

Warming [8], bei welchem man den impliziten Operator, d. h. die Funktionalmatrix in (4.2)

zu den eindimensionalen Operatoren in jeder Koordinatenrichtung ann�ahernd so faktorisiert,
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da� jedes einzelne Gleichungssystem leicht direkt gel�ost werden kann. Ein Nachteil dieses

Verfahrens ist, da� eine ungenaue N�aherung an �Q� infolge des Faktorisierungsfehlers un-

ter Umst�anden ein Konvergenzproblem mit sich bringen kann. Andererseits ist das Verfahren

vollst�andig vektorisierbar, und dessen Anwendbarkeit ist unabh�angig von der Art der Flu�-

berechnung.

So kommen auch iterative Wege in Betracht, bei welchen ausgehend von einer Anfangsn�ahe-

rung � ~Q� an �Q� die N�aherung iterativ verbessert wird. Iterative Verfahren sind dann ge-

eignet, wenn die Koe�zientenmatrix eines Gleichungssystems schwach besetzt ist und gewisse

spezielle Eigenschaften besitzt, welche die Konvergenz gew�ahrleisten. Dies tri�t insbesondere

bei dem Gleichungssystem (4.5) zu. F�ur eine N�aherung � ~Q� , durch welche der Korrektur-

vektor �Q� in (4.5) ersetzt wird, sollte das Gleichungssystem deshalb vorzugsweise iterativ

gel�ost werden.

Die Anwendbarkeit dieser Technik geht davon aus, da� ein approximativer Riemannl�oser

erster Ordnung f�ur die reibungsfreie Flu�funktion eine gut konditionierte Koe�zientenma-

trix [A]� f�ur iterative Vorgehensweisen liefert. Die Iterationstechnik ist nicht anwendbar auf

die Gleichungssysteme mit Koe�zientenmatrizen, welche sich aus dem zentralen Verfahren

f�ur die Flu�berechnung ergeben, da die Koe�zientenmatrizen f�ur Iterationsverfahren schlecht
konditioniert sind, so da� in diesem Fall auf ein direktes Verfahren oder das angen�aherte

Faktorisierungsverfahren zur�uckgegri�en werden mu�. F�ur die Iterationstechnik spricht in
erster Linie der minimale Speicherplatzbedarf, zus�atzlich ist sie in den meisten F�allen f�ur einen
gro�en Zeitschritt noch stabiler. Diese Iterationstechnik ist aber mit mehreren Ausnahmen (z.

B. die Jacobi-Typ- oder die Gauss-Seidel-Typ-Relaxation mit Schachbrettanordnung) nicht
vollst�andig vektorisierbar.

Die Leistungsf�ahigkeit eines L�osungsverfahrens kann nach den Kriterien der ben�otigten Re-

chenzeit sowie des Speicherplatzbedarfs beurteilt werden. Welches Verfahren jedoch Anwen-
dung �ndet, h�angt von vielen Faktoren ab, darunter von den Rechnern, von der Eigenschaft

der Funktionalmatrix und von der Genauigkeit, welche vom Korrekturvektor �Q� verlangt
wird. In dieser Arbeit wurde f�ur die Gestaltung der Funktionalmatrix in (4.2) nur die reibungs-

freie numerische Flu�funktion ~F�i

I in (3.30) verwendet, welche anhand des approximativen
Riemannl�osers erster Ordnung nach Roe [61] erzielt wurde, so da� im folgenden die von

der Iterationstechnik herr�uhrenden, verschiedenen L�osungsverfahren f�ur das Gleichungssy-
stem(4.5) erl�autert werden sollen.

4.1.1 Klassische Iterationsverfahren

Werden zuerst zeilen- bzw. spaltenweise s�amtliche Gitterpunkte in einem Rechengitter

durchnumeriert, so sammeln sich die Elemente der Koe�zientenmatrix [A]
�
in Bl�ocken. Die

Koe�zientenmatrix [A]� nimmt eine schwach besetzte N�N Blockmatrix an, da Verkn�upfun-
gen zwischen den Zustandsgr�o�en an einem Knotenpunkt nur mit den jeweils benachbarten

Knotenpunkten vorkommen. Die Dimension jedes Blocks l�a�t sich von der Anzahl der Erhal-

tungsgr�o�en bestimmen. Die Elemente innerhalb der Bl�ocke selbst k�onnen unter Umst�anden-

mit Ausnahme der diagonalen Elemente�Null sein. Nur die Nichtnull-Elemente innerhalb der

Bl�ocke werden durch eine geschickte Speichertechnik f�ur schwach besetzte Matrizen zeilenwei-
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se abgespeichert.

Wie schon oben erw�ahnt, geht der Wunsch zum Einsatz von Iterationsverfahren f�ur (4.5)

daraus hervor, da� ein approximativer Riemannl�oser erster Ordnung f�ur die reibungsfreie

Flu�funktion eine beinahe blockdiagonaldominante Koe�zientenmatrix [A]
�
liefert. Diese her-

vorragende Bedingung der Koe�zientenmatrix erlaubt, Iterationsverfahren zur L�osung des

Gleichungssystems (4.5) heranzuziehen. Es ist jedoch bekannt, da� im Fall h�oherer Ordnung

diese Bedingung mit zunehmender Zeitschrittgr�o�e �t verloren geht [76].

Der Mehrzahl praktisch verwendeter Iterationsverfahren f�ur lineare Gleichungssysteme liegt

im Prinzip folgendes zugrunde: Unter der Annahme, da� eine nichtsingul�are Matrix [K]
�
exi-

stiert, welche leicht invertierbar und eine Approximation an die Koe�zientenmatrix [A]
�
ist,

kann man das Gleichungssystem (4.5) auf die Form

[K]
�
�Q� = ([K]

� � [A]
�
)�Q� +RHS(Q�) (4:13)

bringen, welche ausgehend von einer Ausgangsn�aherung �Q�;�=0 zum iterativen Proze� der

Form

[K]
�
�Q�;�+1 = ([K]

� � [A]
�
)�Q�;� +RHS(Q�); (4:14)

[K]� �� = RHS(Q�)� [A]� �Q�;� = r� (� = 0; 1; 2; ::) (4:15)

mit der Korrektur ��

�Q�;�+1 = !�� +�Q�;� (4:16)

sowie dem Defekt r� f�uhrt, wobei � der lineare Iterationsz�ahler ist und ! 2 (0; 2] ein Pa-

rameter zur schnellen Minimierung einer Norm des Defekts r�, d. h. zur Verbesserung der
Konvergenzgeschwindigkeit. Man nennt ! Relaxationsparameter.

Die Anfangsn�aherung �Q�;�=0 des Iterationsprozesses (4.15) und (4.16) ist beliebig, jedoch
ist

�Q�;�=0 = �~Q��1 (4:17)

eine gute Wahl. Die Koe�zientenmatrix [K]� wird als die Zerlegungsmatrix bezeichnet, von

deren Wahl ein Iterationsverfahren abh�angt. F�ur [K]
�
=[A]

�
bzw. �Q�;�=0=0 wird der Itera-

tionsproze� zu einem direkten Verfahren.
Da bei jedem Zeitschritt n+m nur die nichtlineare Konvergenz zur Au�ndung einer N�ahe-

rung Q� an Qn+m, welche RHS(Q�) � 0 erf�ullt, von Interesse ist, ist es unn�otig, das Glei-

chungssystem (4.5) bei jedem Iterationsschritt � mit �uberm�a�iger Genauigkeit aufzul�osen.
Nur eine Approximation � ~Q� an �Q� des Gleichungssystems (4.5) ist gesucht. Auch das

Abbruchkriterium des Iterationsprozesses (4.15) hat also einen wesentlichen Einu� auf die

Rechenkosten bei der Bestimmung der Nullstellen der Vektorfunktion RHS(Q�). Es wird
umso mehr Rechenzeit bei jedem Iterationsschritt � erforderlich, je genauer man das Glei-

chungssystem (4.5) au�ost.

Es stellt sich hier die Frage, in welchem Umfang das Gleichungssystem (4.5) aufgel�ost

werden soll, um die beste nichtlineare Konvergenz zu erhalten. Hierf�ur ben�otigt man ein ge-

eignetes Abbruchkriterium. Wann der Iterationsproze� abzubrechen ist, kann man entweder
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vor Beginn der Rechnung festlegen(starre Technik) oder im Verlauf der Rechnung anhand

der erzielten Genauigkeit entscheiden(adaptive Technik). Bei der starren Technik stellt man

im voraus die Anzahl der Iterationen � ein. Das Gleichungssystem (4.5) wird mit �uberm�a�iger

Genauigkeit aufgel�ost, wenn � zu gro� ist. Umgekehrt wird es zu ungenau aufgel�ost, wenn �

zu klein ist. Es ist schwierig, eine optimale Anzahl � zu bestimmen, welche zu einer zufrie-

denstellenden nichtlinearen Konvergenz f�uhrt, denn die optimale Anzahl � ist abh�angig von

vielen Faktoren. Bei der adaptiven Technik wird der Iterationsproze� unabh�angig von � abge-

brochen, wenn eine N�aherung � ~Q� des Gleichungssystems (4.5) ein vorgegebenes Kriterium

erf�ullt. In dieser Arbeit wird der Iterationsproze� dann abgebrochen, wenn die Bedingung

k r� k
2

k RHS(Q�) k
2

� � (4:18)

erf�ullt ist, wobei � 2 [0; 1) einen Faktor darstellt, welcher die L�osungsgenauigkeit des Glei-

chungssystems (4.5) kontrolliert und k k2 die 2-Norm eines Vektors zum Ausdruck bringt. Mit

abnehmendem Wert von � wird zwar eine genauere N�aherung an �Q� erzielt, aber es werden

immer mehr Iterationen � erforderlich. � = 0 bedeutet das exakte Au�osen des Gleichungs-
systems (4.5).

Der Faktor � liefert einen Austausch zwischen der Genauigkeit, mit welcher das Gleich-
nugssystem (4.5) aufgel�ost wird und der Arbeitsleistung pro Iterationsschritt �. Die Wahl von
� h�angt von vielen Faktoren ab, wie etwa von der Form des impliziten oder expliziten Ope-

rators, der Courant-Zahl, den Eigenschaften der in Frage kommenden Str�omungen. Hierbei
hat sich insgesamt � = 0:1 als eine gute Wahl bew�ahrt [25]. Falls eine N�aherung � ~Q� das

Abbruchkriterium (4.18) erf�ullt, bringt der Defekt r� eine Gr�o�e zum Ausdruck, um welche
die N�aherung die Erf�ullung von (4.5) verfehlt.

Der iterative Proze� erfolgt in kollektiver Weise, bei welcher die an jedem Gitterpunkt

oder jeder Gitterlinie auftretenden Unbekannten gleichzeitig aktualisiert werden, und indivi-
duelle Komponenten durch andere Komponenten in einem Gitterpunkt oder einer Gitterlinie
implizit de�niert sind. Dieser kollektive iterative Proze� stellt eine Mischung von direktem

und iterativem Verfahren dar und f�uhrt oft zu einer Zunahme an Konvergenz auf Kosten
gewisser Komplikationen im rechnerischen Algorithmus. Um zu einem Iterationsverfahren zu

gelangen, wird zun�achst die Koe�zientenmatrix [A]
�
wie folgt zerlegt:

[A]
�
= [L]

�
+ [D]

�
+ [U ]

�
; (4:19)

wobei [D]� eine leicht invertierbare Diagonalmatrix von [A]� ist, und [L]� und [U ]� jeweils

die Dreiecksmatrizen unter- und oberhalb von [D]
�
sind. Entsprechend der Wahl von [D]

�

unterscheidet man zwischen Punkt- und Linien-Iterationsverfahren.
Zun�achst werden Punkt-Iterationsverfahren erl�autert, welche auf strukturierte sowie un-

strukturierte Gitter anwendbar und mit einer direkten L�osung eines Untergleichungssystems

mit Blockmatrix [D]� an jedem Gitterpunkt verbunden sind. Hierbei wird die Blockmatrix
vollst�andig faktorisiert. Eine wesentliche Rechenzeit wird f�ur die Faktorisierung der Block-

matrix an jedem Gitterpunkt aufgewendet. So wird die Blockdiagonalmatrix w�ahrend des
Iterationsprozesses (4.15) nur einmal faktorisiert und abgespeichert, weil sich die Zerlegungs-

matrix [K]
�
f�ur einen Iterationsschritt � im Gegensatz zum Defekt r� nicht ver�andert. Die

Blockmatrix an jedem Gitterpunkt wird zuerst in eine Links- und eine Rechtsdreiecksmatrix
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zerlegt. Es folgt darauf ein Vorw�arts- und R�uckw�artseinsetzen. Dies verhindert zahlreiche

Faktorisierungen w�ahrend des Iterationsprozesses (4.15). Dies ist ein wichtiger Punkt f�ur die

Rechenzeitersparnis.

Eines der einfachsten Iterationsverfahren ist das Punkt-Jacobi-Verfahren, bezeichnet auch

als Gesamtschritt-V erfahren, dessen Zerlegungsmatrix die Form

[K]
�
= [D]

�
(4:20)

annimmt. Beim Punkt-Jacobi-Verfahren kann die Korrektur �� in (4.15) unabh�angig vonein-

ander und in beliebiger Reihenfolge berechnet werden. Da keine Rekursionen auftreten, ist

das Verfahren sehr gut vektorisierbar.

Das Punkt-Jacobi-Verfahren nutzt die aktualisierte Korrektur �� in einem Iterationsschritt

� nicht aus, so da� dieses Schema etwas langsam konvergiert. Im Gegensatz dazu macht

das Punkt-Gauss-Seidel-Verfahren von der an den vorhergehen Knotenpunkten errechneten

Korrektur �� in einem Iterationsschritt � Gebrauch, um die Konvergenzrate zu verbessern.

Aufgrund der Rekursivit�at des Verfahrens ist es jedoch schlecht zu vektorisieren. Beim Punkt-

Gauss-Seidel-Verfahren ist die Zerlegungsmatrix durch

[K]� = [L]� + [D]� (4:21)

gegeben. Man nennt das Punkt-Gauss-Seidel-Verfahren deshalb auch Einzelschritt-V erfahren.

Der iterative Proze� des symmetrischen Punkt-Gauss-Seidel-Verfahrens besteht aus den
zwei Gauss-Seidel-Schritten, d. h. den vorw�artigen und r�uckw�artigen Schritten [4]:

([L]� + [D]�)(�Q�;�+1=2 ��Q�;�) = RHS(Q�)� [A]� �Q�;�; (4:22)

([D]
�
+ [U ]

�
)(�Q�;�+1 ��Q�;�+1=2) = RHS(Q�)� [A]

�
�Q�;�+1=2: (4:23)

Hieraus errechnet man die Zerlegungsmatrix [K]
�
der Form

[K]
�
= ([L]

�
+ [D]

�
)[D�1]�([D]

�
+ [U ]

�
): (4:24)

Wie oben schon erw�ahnt, wird die Blockmatrix an jedem Gitterpunkt [D]
�
nur einmal fakto-

risiert. Die Multiplikation der Blockdiagonalmatrix mit einem Vektor erfolgt dagegen in einer
so geschickten Weise, da� die schon faktorisierte Matrix [D]� unber�uhrt erhalten werden kann.

Das symmetrische Punkt-Gauss-Seidel-Verfahren erfordert pro Iteration etwa zweimal soviel
Arbeitsleistung wie das Punkt-Gauss-Seidel-Verfahren. Aber daf�ur ist das symmetrische Ver-
fahren f�ur einen Vorkonditionierer in einem konjugierten Gradienten-Typ-Verfahren e�ektiv

einsetzbar und zeigt in den meisten F�allen noch schnellere Konvergenz als bei Verwendung

des Punkt-Gauss-Seidel-Verfahrens.

Bei dem Verfahren der unvollst�andigen Punkt-Zerlegung nimmt die Zerlegungsmatrix
die Form

[K]� = ([L]� + [D0]
�)[D�1

0 ]�([D0]
� + [U ]�) (4:25)

an. Diese Matrix l�a�t sich wie folgt entwickeln:

[K]� = [L]� + [D0]
� + [U ]� + [L]� [D�1

0 ]�[U ]� : (4:26)
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Aus (4.19) und (4.26) folgt die Beziehung

[A]� � [K]� = [D]� � [D0]
� � [L]� [D�1

0 ]�[U ]� : (4:27)

Berechnet man [D0]
� in (4.27) exakt, so da� ([A]

� � [K]
�
) = 0 erf�ullt ist, so entspricht (4.25)

einer vollst�andigen Punkt-Zerlegung. Die unvollst�andige Punkt-Zerlegung erfordert, da�

das Blockdiagonal von ([A]
� � [K]

�
) gleich Null ist:

[D0]
�
= [D]

� � Blockdiagonal([L]
�
[D�1

0 ]� [U ]
�
); (4:28)

welche im Gegensatz zum symmetrischen Punkt-Gauss-Seidel-Verfahren noch mehr Re-

chenzeit und Speicherplatz ben�otigt. F�ur [D0]
�
= [D]

�
wird (4.25) zur Zerlegungsmatrix des

symmetrischen Punkt-Gauss-Seidel-Verfahrens. Auch die Berechnung und Faktorisierung

der Blockdiagonalmatrix [D0]
�
erfolgt nur einmal vor Beginn des iterativen Prozesses (4.15).

Dieses Verfahren wird daher auch als Vorkonditionierer in konjugierten Gradienten-Typ-

Verfahren oder als Gl�atter in Mehrgitterverfahren h�au�g verwendet.

Numeriert man die Gitterpunkte eines strukturierten Gitternetzes wie auf dem Schach-

brett, dann entsteht ein reduziertes System, bei welchem der iterative Proze� (4.15) auf den
geraden und ungeraden Punkten v�ollig entkoppelt ist. F�uhrt man f�ur ein durchnumeriertes

Gitternetz den iterativen Proze� zuerst auf den ungeraden Punkten und daraufhin auf den
geraden Punkten durch, so erh�alt man ein reduziertes System mit dem gleichen E�ekt, wie ei-

ne Schachbrettanordnung. Die jeweiligen Zerlegungsmatrizen auf den ungeraden und geraden
Punkten nehmen

[Ku]
� = [D]� ; [Kg]

� = [L]� + [D]� + [U ]� (4:29)

an. Im ersten Schritt wird der iterative Proze� (4.15) in gleicher Weise, wie das Punkt-Jacobi-

Verfahren implementiert. Im zweiten Schritt ist die Korrektur ��, entsprechend den Matrizen
[L]� und [U ]�, aus dem ersten Schritt bekannt, so da� die Implementierung von (4.15) nach

[Kg]
�
ohne Schwierigkeit vorgenommen werden kann. F�ur ein derartiges System mu� jedoch

die Anzahl der Gitterpunkte an der Gitterlinie, entlang derer die Gitterpunkte durchnume-
riert werden, ungerade sein. Durch diese Schachbrettanordnung kann man auch zu einer guten

Vektorisierung kommen.
In manchen F�allen kann die Konvergenz der bisher dargestellten Iterationsverfahren da-

durch beschleunigt werden, da� die Iteration linienweise ausgef�uhrt wird. Bei Linien-Verfahren

werden die Matrizenelemente entlang einer Gitterlinie zu [D]
�
zusammengefa�t, welche block-

tridiagonal ist. An den Gitterlinien, an denen �Uberschallstr�omungen herrschen oder sich

R�ander be�nden, ist jedoch [D]
�
nicht mehr blocktridiagonal. Anders als Punkt-Verfahren

verbessert man mit Linien-Verfahren die Approximation an �Q� gleichzeitig entlang jeder
Gitterlinie, was also eine direkte Au�osung eines Gleichungssystems mit Koe�zientenmatrix

[D]
�
entlang jeder Gitterlinie erfordert. Die Matrix [D]

�
wird wie im Fall der Punkt-Verfahren

nur einmal faktorisiert. Die Iterationsvorschriften der Punkt-Verfahren sind direkt �ubertrag-

bar auf Linien-Verfahren. Im Vergleich zu Punkt-Verfahren k�onnen Linien-Verfahren auf

unstrukturierte Gitter nicht angewendet werden, und erfordern wegen ihrer gro�en Zerle-
gungsmatrix noch mehr Speicherplatz.

F�ur strukturierte Gitter wird die Anordnung eines Gitternetzes schon bei der Gittergene-
rierung festgelegt. Da jedoch ein iteratives Verfahren eine ausgezeichnete Koordinatenrichtung
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besitzt, sollte der iterative Proze� so exibel sein, da� er in jeder Koordinatenrichtung vor-

genommen werden kann. Ordnet man die entlang einer Koordinatenrichtung abgespeicherte

Diagonalmatrix [D]
�
in eine andere Koordinatenrichtung um, so k�onnen alle bis jetzt erl�auter-

ten L�osungsverfahren auf die andere Koordinatenrichtung angewendet werden. Bei Linien-

Verfahren ergibt sich eine deutliche Rechenzeitersparnis durch die wechselseitige Ausf�uhrung

der Iteration in jeder Koordinatenrichtung. Bei alternierenden Linien-Verfahren mu� man

in jeder Koordinatenrichtung die Diagonalmatrix [D]
�
bei jeder Iteration � faktorisieren. Re-

serviert man allerdings die Speicherpl�atze f�ur [D]
�
in jeder Koordinatenrichtung, so brauchen

die Verfahren die Diagonalmatrix [D]
�
nur einmal zu faktorisieren. Somit mu� man sich f�ur

Rechenzeit oder Speicherplatz entscheiden.

Aus der Gleichung (4.14) erh�alt man die Fixpunktform

�Q�;�+1 = [K�1]�([K]
� � [A]

�
)�Q�;� + [K�1]�RHS(Q�): (4:30)

Ein Iterationsverfahren ist f�ur jede Anfangsn�aherung h�ochstens dann noch konvergent, wenn

der Spektralradius der Iterationsmatrix [K�1]�([K]
��[A]�) kleiner als 1 ist. Dies h�angt jedoch

bei klassischen Iterationsverfahren noch von der Gitterdichte und damit von der Gr�o�e des

betrachteten Gleichungssystems ab. F�ur gro�e Gleichungssysteme liegt der Spektralradius
wenig unter 1, d. h. die Konvergenzrate ist entsprechend gering.

4.1.2 Konjugierte Gradienten-Typ-Verfahren

In klassischen Iterationsverfahren h�angt ihre Konvergenzrate von der Wahl des Parame-

ters ! in (4.16) ab. Es ist jedoch in der Praxis schwierig, den optimalen Wert analytisch zu
bestimmen, so da� die Wahl meistens durch rechnerische Experimente getro�en wird. Man

versucht, eine Folge von !� derart auszuw�ahlen, da� k r� k2 rapide minimiert werden kann.
Viele Minimierungsverfahren f�ur die Korrektur �� in (4.16) k�onnen zur Form

�Q�;�+1 = !��� +�Q�;� (4:31)

zusammengefa�t werden. Im Gegensatz zu klassischen Verfahren nennt man dieses Verfahren
semi-iterative. Zur Bestimmung von !� gibt es mehrere M�oglichkeiten. Eine davon ist die

Anwendung des Verfahrens der konjugierten Gradienten (CG) [34], welches selbstadaptiv

ist, d. h. !� l�a�t sich im Verlauf der Iteration vom Algorithmus selbst bestimmen. Nachteilig

ist jedoch, da� das Verfahren nur auf lineare Systeme mit Koe�zientenmatrix anwendbar ist,
welche symmetrisch und positiv de�nit ist.

Als Alternative dazu wurden unl�angst zahlreiche Varianten, wie zum Beispiel GCR [10],

ORTHOMIN [10], ORTHODIR [10], GMRES [64], CGS [72], Bi-CGSTAB [80] usw. f�ur

unsymmetrische Systeme, wie das Gleichungssystem (4.5), vorgeschlagen. Die Leistungsf�ahig-

keit derartiger Verfahren h�angt stark von der Eigenwertverteilung und der Konditionszahl der

Koe�zientenmatrix [A]
�
ab. Man hat also mit Konvergenzschwierigkeiten bei den ung�unstigen

Eigenschaften von [A]� zu rechnen. Durch eine geeignete Transformation des Gleichungssy-

stems kann man aber die Eigenschaften der Koe�zientenmatrix und damit die Konvergenz-

geschwindigkeit verbessern.
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Unter der Annahme, da� sich die Zerlegungsmatrix [K]
�
eines klassischen Iterationsverfah-

rens wie

[K]
�
= [KL]

�
[KR]

�
(4:32)

faktorisieren l�a�t, erh�alt man das vorkonditionierte System

[K�1
L ]� [A]

�
[K�1

R ]� [KR]
�
�Q� = [K�1

L ]�RHS(Q�) (4:33)

f�ur das Gleichungssystem (4.5). Unter der V orkonditionierung versteht man, da� ein Glei-

chungssystem durch ein noch leichter zu l�osendes Gleichungssystem mit derselben L�osung

ersetzt wird. Die Zerlegungsmatrix [K]
�
wird auch als V orkonditionierer bezeichnet.

Der Vorkonditionnerer sollte schwach besetzt, leicht zu faktorisieren und eine gute Appro-

ximation an [A]
�
sein, d. h. [K�1]

�
[A]

��[I] besitzen. Die Verfahren ohne Vorkonditionierung

sind kaum leistungsf�ahig. Entsprechend einer geeigneten Wahl von [K�1
L ]� und [K�1

R ]� sind

noch folgende Vorkonditionierungen m�oglich:

[K�1]� [A]
�
�Q� = [K�1]�RHS(Q�); ([KR]

� = I; [KL]
� = [K]�) (4:34)

und

[A]
�
[K�1]� [K]

�
�Q� = RHS(Q�); ([KL]

� = I; [KR]
� = [K]�): (4:35)

Ein vorkonditioniertes CG-Typ-Verfahren erh�alt man, indem [A]� durch [K�1
L ]� [A]� [K�1

R ]� ,

�Q� durch [KR]
��Q� und RHS(Q�) durch [K�1

L ]�RHS(Q�) in dem verwendeten Algorith-
mus ersetzt wird.

Da jedes CG-Typ-Verfahren eigene Vor- und Nachteile bez�uglich des Speicherplatzbedarfs
und des Rechenaufwands bringt, ist ein CG-Typ-Verfahren in verschiedener Hinsicht vor ei-
nem andern nicht absolut vorz�uglich. Also wurde in dieser Arbeit das Bi-CGSTAB-Verfahren

nach van der V orst [80], ein Lanczos-Typ-Verfahren, gew�ahlt, welches eine stabilisierte Va-
riante des CGS-Verfahrens nach Sonneveld [72] ist. Die geeignete Wahl der Vorkonditionie-

rung spielt eine entscheidende Rolle f�ur die Leistungsf�ahigkeit des verwendeten Verfahrens [4].
Nach der Erfahrung haben sich insgesammt die symmetrische Gauss-Seidel-Typ-Verfahren
und das unvollst�andige Punkt-LU -Zerlegung-Verfahren zusammen mit der Vorkonditionie-

rung (4.35) als leistungsf�ahig bew�ahrt [25]. Dies wurde auch in [11], [86] festgestellt. Eine

allgemeine Form des vorkonditionierten Bi-CGSTAB-Verfahrens f�ur das Gleichungssystem

(4.5) lautet wie folgt:

r�=0 = RHS(Q�)� [A]
�
�Q�;�=0;

r̂�=0 ist ein beliebiger Vektor; so da� (r̂�=0; r�=0) 6= 0; z:B: r̂�=0 = r�=0;

��=0 = � = !�=0 = 1;

v�=0 = p�=0 = 0;
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��+1 = (r̂0; r�);

� = (��+1=��)(�=!�);

p�+1 = r� + �(p� � !�v�);

v�+1 = [K�1
L ]� [A]

�
[K�1

R ]�p�+1;

� = ��+1=(r̂0;v�+1);

s = r� � �v�+1;

t = [K�1
L ]� [A]

�
[K�1

R ]�s;

!�+1 = (t; s)(t; t);

�Q�;�+1 = �Q�;� + [K�1
R ]�(�p�+1 + !�+1s);

r�+1 = s� !�+1t: (4:36)

In diesem vorkonditionierten Algorithmus tauchen [K�1
R ]�p�+1 und [K�1

R ]�s jeweils zweimal

auf. Dabei k�onnen die Matrix-Vektor-Multiplikationen nur einmal vorgenommen werden. Je-
doch erfordert dies Speicherpl�atze f�ur zwei Vektoren.

4.1.3 Eingefrorene Funktionalmatrix

Die Funktionalmatrix beim Newton-Raphson-Verfahren wird nur benutzt, um den Kor-

rekturvektor zu berechnen. Man m�ochte gerne das Verfahren vereinfachen, gleichzeitig aber
die schnelle Konvergenz des Verfahrens erhalten. Es gibt eine Reihe modi�zierter Newton-
Raphson-Verfahren [6]. Die Auswertung und Faktorisierung der Funktionalmatrix bei jedem

Iterationsschritt kann viel Rechenzeit kosten. Eine popul�are Technik zur Verbesserung der

Gesamtleistung f�ur das Newton-Raphson-Verfahren ist es, die Funktionalmatrix zu Beginn
der Newton-Raphson-Iteration nur einmal auszuwerten und zu faktorisieren, und dann die so

faktorisierte Matrix im Laufe der Newton-Raphson-Iteration wiederholt zu benutzen. Obwohl
diese Technik die Konvergenzrate vermindern kann, steigert sie die E�zienz, wenn sich die

Funktionalmatrix mit der Iteration nicht rasch �andern sollte, d. h. eine gute Anfangsl�osung

vorgeschrieben ist.
Diese Idee k�onnte auch auf das L�osungsverfahren (4.5) und (4.6) anwendbar sein, was in

[A]�=0�Q� = RHS(Q�) (4:37)
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mit

Q�+1 = Q� + ��Q� (4:38)

resultiert. Eine Reihe linearer Gleichungssysteme werden also mit derselben Koe�zientenma-

trix f�ur die unterschiedlichen rechten Seiten aufgel�ost. Die Diagonalmatrix [D]
�=0

, welche sich

auf ein lineares iteratives Verfahren bezieht, wird nur einmal bei jedem Zeitschritt faktorisiert,

so da� die faktorisierte Matrix [D]
�=0

, wenn man sie abspeichert, f�ur weitere Iterationsschrit-

te � gemeinsam benutzt werden kann. Dieses modi�zierte Verfahren kann gewinnbringend

eingesetzt werden, um den Nachteil impliziter Verfahren abzumildern, bei jedem Iterations-

schritt � ein lineares Gleichungssystem l�osen zu m�ussen. Falls sich das Konvergenzverhalten

verschlechtert, kann man von der intermittierend, aber nicht bei jedem Iterationsschritt �

ausgewerteten Funktionalmatrix Gebrauch machen.

4.2 Iteratives Mehrgitterverfahren

Es ist bekannt, da� klassische Iterationsverfahren f�ur die ersten Iterationen schnell und
danach sehr langsam konvergieren. Sei etwa ~x eine N�aherung an die L�osung x des algebrai-

schen Gleichungssystems, welches sich aus einer Diskretisierung linearer oder nichtlinearer
elliptischer Di�erentialgleichungen ergibt, so sollte ein Iterationsverfahren den Fehlervektor

e = x� ~x (4:39)

in allen Komponenten m�oglichst stark und gleichm�a�ig reduzieren. Dies ist aber im allgemei-
nen nicht der Fall. Diese Fehlerreduktion ist vielmehr umso schlechter, je weniger sich die

Gitterwerte des Fehlervektors in benachbarten Knoten unterscheiden, d. h. je glatter der Feh-
lervektor ist. Zerlegt man den Fehlervektor e durch diskrete Fouriertransformation [19] in

seine verschiedenen Frequenzanteile, so erkennt man, da� die meisten Iterationsverfahren die
langwelligen Anteile des Fehlervektors schlecht und die kurzwelligen Anteile sehr gut d�amp-
fen. Das hei�t, da� die Fehler in der Anfangsphase sehr schnell durch ein Iterationsverfahren

ged�ampft werden. �Ubertr�agt man die nach einigen Iterationen gewonnene langwellige Git-
terfunktion (ein Gleichungssystem mit den langwelligen Fehleranteilen) auf das n�achstgr�obe-
re Gitter (indem man beispielsweise nur jeden zweiten Knoten des n�achstfeineren Gitters

betrachtet), so entsteht eine h�oherfrequente Funktion, welche durch das Iterationsverfahren
schneller als die urspr�ungliche ged�ampft wird.

Die dem iterativen Mehrgitterverfahren zugrundeliegende Idee besteht nun darin, die
Fehleranteile verschiedener Frequenzen auf mehreren, hintereinander geschachtelten Gittern

zu d�ampfen. Auf den feineren Gittern wird das Iterationsverfahren eigentlich nur als Fehl-

ergl�attung verwendet, um die hochfrequenten, auf den gr�oberen Gittern nicht sichtbaren An-
teile zu d�ampfen. Da die Konvergenzgeschwindigkeit klassischer Iterationsverfahren o�enbar
durch die niedrigsten zu betrachtenden Frequenzen bestimmt wird, kann man ho�en, auf diese

Art schnelle Verfahren konstruieren zu k�onnen.

Mehrgitteriterationen werden auf einer Reihe von Gittern Gl(l = 1; 2; 3; ::L) vorgenommen,

welche ineinander geschachtelt sind. Darin bringt GL das feinste Gitter zum Ausdruck, auf

dem ein L�osungsvektor gesucht ist, und die Gitter werden immer gr�ober, je kleiner l wird. Die
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gr�oberen Gitter werden f�ur strukturierte Gitter oft durch Entfernung jeder zweiten Gitterlinie

aus dem feineren Gitter in jeder Gitterrichtung erzeugt.

Iterative Mehrgitterverfahren wurden urspr�unglich zur L�osung diskreter Di�erenzenglei-

chungen vorgeschlagen, welche sich aus einer Diskretisierung elliptischer Di�erentialgleichun-

gen ergeben. Diese L�osungsverfahren k�onnen auch auf Anfangs-Randwertprobleme angewen-

det werden, um eine Folge algebraischer Gleichungssysteme zu l�osen, welche bei einer impli-

ziten Zeitdiskretisierung entstehen. Insbesondere bei der Anwendung iterativer Mehrgitter-

verfahren auf das algebraische nichtlineare Gleichungssystem (3.39) unterscheidet man zwi-

schen linearen und nichtlinearen Verfahren. Lineare Mehrgitterverfahren werden zur L�osung

einer Folge linearer Gleichungssysteme in der linearisierten Form (4.5) verwendet, w�ahrend

nichtlineare Mehrgitterverfahren direkt auf das algebraische nichtlineare Gleichungssystem

(3.39) angewendet werden. In dieser Arbeit werden die zwei iterativen Mehrgitterverfahren

zur L�osung des algebraischen nichtlinearen Gleichungsystems (3.39) zu jedem diskreten Zeit-

punkt tn+m betrachtet.

4.2.1 Lineares Verfahren

Wie bereits erw�ahnt, h�angt die Konvergenzgeschwindigkeit des L�osungsverfahrens (4.5)
und (4.6) von der Leistungsf�ahigkeit des verwendeten L�osungsverfahrens f�ur eine Folge linearer

Systeme ab, so da� der R�uckgang der Konvergenzrate des linearen L�osungsverfahrens bei
gro�en und nicht stark blockdiagonaldominanten Systemen einen erheblichen Rechenaufwand
in impliziten Verfahren mit sich bringen kann. Ist

[A]
�

l xl = rhsl ([A]
�

l=L = [A]
�
; xl=L = �Q�; rhsl=L = RHS(Q�)) (4:40)

ein lineares Gleichungssystem auf einem Gitter Gl und soll ~xaltl eine nach einigen Iteratio-

nen gewonnene N�aherung f�ur die L�osung des Gleichungssystems sein, so erh�alt man das
Defektkorrektursystem

[A]
�

l el = rhsl � [A]
�

l ~x
alt
l = resl; (4:41)

wobei el = xl � ~xaltl der L�osungsfehler ist. Aus der exakten L�osung el des Systems (4.41)

k�onnte man xl

xl = ~xaltl + el (4:42)

berechnen.

Da es sich bei el jedoch um eine glatte Gitterfunktion handelt, ist es sinnvoll, statt des

Systems (4.41) das �ahnliche, aber kleinere System

[A]
�

l�1 el�1 = I l�1l resl = rhsl�1 (4:43)

auf einem gr�oberen Gitter Gl�1 n�aherungsweise zu l�osen. Dabei ist I l�1l ein Operator f�ur die
�Ubertragung des Defekts resl von Gl auf Gl�1 und [A]�l�1 die Koe�zientenmatrix auf dem
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Gitter Gl�1. F�ur die Wahl von I l�1l gibt es mehrere M�oglichkeiten. Da man bei knotenzentrier-

ten Di�erenzen einfache algebraische Operatoren sinnvoll verwenden kann, wird der Defekt

im inneren Rechengebiet durch die Neun-Punkt-Restriktion, am Rand durch die Injektion

I l�1l resl =
1

16

2
64
1 2 1

2 4 2

1 2 1

3
75 resl; I l�1l resl = resl (4:44)

�ubertragen.

F�ur die Grobgitterapproximation gibt es zwei M�oglichkeiten: die Galerkin-Approximation

und dieGrobgitterdiskretisierung. Welche von beiden sinnvoller ist, kommt auf die Umst�ande

an. Bei der Galerkin-Approximation kann man Mehrgitterverfahren als ein unabh�angiges

L�osungsverfahren in einem impliziten Verfahren benutzen. Diese Approximation ist jedoch

auf lineare Gleichungssysteme beschr�ankt und k�onnte zu einer schlechten Konvergenz f�uhren,

wenn die Approximation nicht genau sein sollte. In dieser Arbeit wird die Koe�zientenmatrix

[A]
�
l�1 auf Gl�1 durch die Injektion von Q�

l zum diskreten Operator ~Res(Q) auf Gl�1 n�ahe-

rungsweise erzeugt.
Aus (4.41) geht hervor, da� die iterative L�osung des originalen Systems (4.40) mit einer

beliebigen Ausgangsn�aherung identisch mit der iterativen L�osung des Defektkorrektursystems

(4.41) mit der Ausgangsn�aherung el=0 ist. In diesem Zusammenhang ist wichtig, da� man die
iterative L�osung von (4.43) mit der Ausgangsn�aherung el�1=0 beginnt. Angenommen, man
hat das System (4.43) gen�ugend gut gel�ost und einen angen�aherte L�osungsfehler ~el�1 erhalten,

so wird der Fehler durch einen Operator auf Gl wieder interpoliert. Dies geschieht in dieser
Arbeit durch die st�uckweise lineare Interpolation

I ll�1~el�1 =
1

4

2
64
1 2 1
2 4 2

1 2 1

3
75~el�1: (4:45)

Aus (4.42) berechnet sich dann auf Gl ein neuer Wert

~xneul = ~xaltl + !lI
l
l�1~el�1; (4:46)

wobei !l ein Faktor

!l =
(rhsl�1;~el�1)

([A]�l�1 ~el�1;~el�1)
(4:47)

zur Minimierung des L�osungsfehlers ist [40]. Bei der Interpolation von ~el�1 entstehen neue
hochfrequente Fehleranteile, welche durch anschlie�ende Nachiterationen mit ~xneul als Aus-

gangsn�aherung auf Gl ged�ampft werden. Dieser Proze� ist rekursiv.

Wenn die Konvergenz f�ur (4.43) langsamer wird oder Gl�1 gro� ist, also die L�osung einen
hohen Rechenaufwand erfordert, dann wird der Defekt resl�1, welcher auf Gl�1 nach einigen

Iterationen erzielt wurde, auf Gl�2 �ubertragen. Auf dem gr�obsten Gitter G1 berechnet man
eine N�aherung an die L�osung des Defektkorrektursystems (4.41) entweder direkt oder iterativ.

Den soweit geschilderten Gitterwechsel bezeichnet man als V -Zyklus, welcher vom feinsten

Gitter GL aus direkt zum gr�obsten Gitter G1 und von dort wieder direkt zum feinsten geht.
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JĴ
�J
JĴ
�




�
�J
JĴ
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(b) F-Zyklus
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(c) W-Zyklus

� Durchf�uhrung der Iteration auf dem jeweiligen Gitter

JĴ Abstieg auf das n�achstgr�obere Gitter durch Bilden des Systems (4.43)



� Aufstieg auf das n�achstfeinere Gitter gem�a� (4.46)

Bild 4. 1: Verschiedene Zyklusdiagramme f�ur den Gitterwechsel

Wann den Gitterwechsel vorzunehmen ist, kann man entweder vor Beginn der Rechnung
festlegen (starre Technik) oder im Verlauf der Rechnung anhand der erzielten Resultate ent-
scheiden (adaptive Technik) [19]. Bei der adaptiven Technik h�alt man sich daran, ob f�ur den

Wechsel auf das n�achstgr�obere Gitter die hochfrequenten Fehleranteile auf dem feinen Gitter

gen�ugend klein, aber noch niederfrequente Anteile vorhanden sind, und f�ur den Wechsel auf

das n�achstfeinere Gitter die Gleichungen auf dem groben Gitter gen�ugend gel�ost sind, also alle
Fehleranteile auf dem groben Gitter klein sind. Es ist aber nicht einfach zu beurteilen, ob das

vorgegebene Kriterium f�ur einen Gitterwechsel im Verlauf der Rechnung erf�ullt ist. Bei der

starren Technik ist zwar nicht sicherzustellen, da� man das voreingestellte Kriterium f�ur einen

Gitterwechsel immer tri�t, daf�ur ist diese Technik jedoch robust im Konvergenzverhalten und

einfach zu programmieren. Daher wird in dieser Arbeit eine starre Technik eingesetzt. Die An-

zahl der Vor- und Nachiteration richtet sich nach der Regel 2L�l+ic (ic = 1; 2; 3::). Die Vorgabe
der Nummer ic ist problemabh�angig. F�ur den Gitterwechsel zwischen Fein- und Grobgittern

gibt es einige M�oglichkeiten. Die oft verwendeten Gitterwechsel mit vier Gitterebenen sind in
Bild 4.1 dargestellt, wobei jedoch viele Varianten m�oglich sind.
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Da bei dem Abstiegsproze� auf jedem Gitter Gl die Koe�zientenmatrix erzeugt, aber

auch die Diagonalmatrix [D]� faktorisiert wird, werden beide auch beim Aufstiegsproze� und

weiterhin f�ur den n�achsten Zyklus in einem nichtlinearen Iterationsschritt � unver�andert aus-

genutzt. Setzt man die eingefrorene Koe�zientenmatrix [A]
�=0

l f�ur das Mehrgitterverfahren

ein, werden die Auswertung der Koe�zientenmarix und die Faktorisierung der Diagonalma-

trix [D]� auf jedem Gitter Gl nur einmal f�ur einen Zeitschritt vorgenommen. Die Wahl des

Iterationsverfahrens �ubt einen entscheidenden Einu� auf die Leistungsf�ahigkeit des Mehrgit-

terverfahrens aus, ist aber problemabh�angig. Die Rolle der Iteration im Mehrgitterverfahren

besteht darin, die hochfrequenten Anteile des L�osungsfehlers schnell zu d�ampfen. Somit sollte

ein Iterationsverfahren eher ein Gl�atter als L�oser sein. Insgesamt gesehen hat sich f�ur diese

Arbeit das Verfahren der unvollst�andigen Punkt-Zerlegung (4.25) mit der eingefrorenen Ko-

e�zientenmarix [A]
�=0

l bew�ahrt [26]. Nur ein Zyklus mit einer Iteration auf jedem Gitter wird

durchlaufen, da das L�osungsverfahren (4.5) und (4.6) keine gute N�aherung an �Q� erfordert.

Das bisher dagestellte Mehrgitterverfahren bezeichnet man alsCorrection-Storage-Schema.

Diese Mehrgittertechnik ist auf lineare Probleme begrenzt, weil die Beziehung (4.41) nur

f�ur derartige Probleme g�ultig ist. Im Gegensatz dazu approximiert das sogenannte Full-

Approximation-Storage-Schema, welches nachfolgend erl�autert werden soll, statt von el�1
xl�1 = ~xaltl�1 + el�1 auf Gl�1, so da� dieses Schema unabh�angig von der Linearit�at anwendbar

ist. Allerdings ist dieses Verfahren noch etwas aufwendig, wenn es auf lineare Probleme An-
wendung �ndet. Das Gleichungssystem (4.11) f�ur station�are Str�omungen kann durch Einsatz
der Mehrgittertechnik bei jedem Zeitschritt e�ektiv gel�ost werden.

4.2.2 Nichtlineares Verfahren

Die Gleichung (3.39) stellt ein algebraisches nichtlineares Gleichungssystem f�ur den L�osungs-

vektor Qn+m zum diskreten Zeitpunkt tn+m dar, so da� f�ur die direkte Anwendung der Mehr-
gittertechnik auf diese Gleichung auf das Full-Approximation-Storage-Schema, eine Verall-
gemeinerung des Correction-Storage-Verfahrens, zur�uckgegri�en werden kann. Bei der An-

wendung des Verfahrens auf (3.39) und aus �Ubersichtsgr�unden unter Vernachl�assigung des
Zeitschrittsz�ahlers n+m erh�alt man auf einer Gitterebene Gl ein modi�ziertes Gleichungssy-

stem der Form

V

�t
�mQl �Nl(Ql) = �Ll (�Ll=L = 0); (4:48)

wobei �Ll der lokale Diskretisierungsfehler auf Gl relativ zu GL ist. Die Durchf�uhrung einiger
nichtlinearer Iterationen nach dem iterativen Proze� (4.5) und (4.6) ergibt eine N�aherung ~Qalt

l

an Ql, und der ensprechende Defekt dl lautet:

dl = �Ll +Nl(~Q
alt
l )� V

�t
�m ~Qalt

l : (4:49)

Im Gegensatz zum Correction-Storage-Schema wird beim Full-Approximation-Storage-

Schema der L�osungsvektor Ql�1 auf Gl�1 approximiert, indem man das Grobgitterproblem

V

�t
�mQl�1 �Nl�1(Ql�1) = �Ll�1 (4:50)
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mit

�Ll�1 =
V

�t
�mI l�1l

~Qalt
l �Nl�1(I

l�1
l

~Qalt
l ) + �I l�1l dl (4:51)

auf Gl�1 l�ost, wobei � 2 (0;1) ein positiver Parameter zur Verbesserung der Grobgitterap-

proximation zum Feingitterproblem (4.48) ist [40]. F�ur die Anfangsn�aherung in (4.50) kann

I l�1l
~Qalt
l , aber auch die zuletzt erzielte Approximation an Ql�1 zur Verwendung kommen. Der

Grobgitteroperator Nl�1 wird in gleicher Weise wie NL konstruiert. Nach der angen�aherten

L�osung von (4.50) wird eine N�aherung ~Ql�1�I l�1l
~Qalt
l an die Korrektur Ql�1�I l�1l

~Qalt
l auf Gl

�ubertragen, mit deren Hilfe die Feingitterapproximation ~Qalt
l durch die neue Approximation

~Qneu
l = ~Qalt

l + !I ll�1(
~Ql�1 � I l�1l

~Qalt
l )=�; (4:52)

korrigiert wird, wobei ! 2 (0; 2) auch ein Faktor zur Verbesserung der Korrektur ist [40].

Dann werden einige Iterationen f�ur (4.48) mit der besseren Anfangsn�aherung ~Qneu
l durch-

gef�uhrt. Wenn die N�aherung ~QL auf GL ein vorgeschriebenes Konvergenzkriterium nicht

erf�ullt, wird der gleiche Proze� wiederholt. Die Randwerte werden nicht auf Grob- oder
Feingitter �ubertragen, d. h. die Randwerte werden auf jedem Gitter so berechnet, da� die

gegebenen Randbedingungen erf�ullt werden k�onnen. Die Mechanismen f�ur die �Ubertragung
von Informationen zwischen Gitterebenen erfolgen in gleicher Weise wie bei dem Correction-

Storage-Schema. Diese nichtlineare Mehrgittertechnik kann auch f�ur station�are Str�omungen
angewendet werden, wobei das nichtiterative Zeitschrittverfahren (4.11), (4.12) als Gl�attungs-
iteration eingesetzt wird.

Bisher wurden zwei Mehrgitterverfahren zur L�osung des algebraischen nichtlinearen Glei-
chungssystems (3.39) in impliziten Verfahren f�ur instation�are Str�omungen erl�autert. Die Rolle

der Iteration im Mehrgitterverfahren besteht darin, die hochfrequenten Anteile des L�osungs-
fehlers so schnell wie m�oglich zu d�ampfen. Es ist bekannt [7], da� Relaxationsverfahren wie
(4.15) die hochfrequenten Fehler gut gl�atten. Nach dem rechnerischen Experiment hat es sich

gezeigt, da� f�ur das nichtlineare Gleichungssystem (3.39) die lineare Mehrgittertechnik mittels
(4.15) leistungsf�ahiger ist als die nichtlineare Mehrgittertechnik mittels (4.2).
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