
Kapitel 3

Numerische Formulierung

Im allgemeinen ist es nicht m�oglich, mit Ausnahme weniger einfacher Str�omungsf�alle,

exakte L�osungen zu den Erhaltungsgleichungen herzuleiten. Die L�osung der Erhaltungsglei-

chungen ist bei praktisch relevanten Str�omungsproblemen nur mit Hilfe numerischer Verfahren
zusammen mit zugeh�origen Anfangs- und Randbedingungen m�oglich, und somit stellt sich die

Notwendigkeit ein, numerische Verfahren f�ur deren Approximationen zu konstruieren und zu
entwickeln. Die numerische L�osung geht zun�achst von einer Diskretisierung eines gewissen

Rechengebiets, welches integriert werden soll, in eine Reihe diskreter Zellen mit Hilfe eines
numerischen Netzes aus, innerhalb dessen eine Str�omung berechnet werden soll. Dann werden
die Erhaltungsgleichungen durch eines der m�oglichen Verfahren in den diskreten Punkten in

Di�erenzengleichungen �uberf�uhrt. Dabei werden nur in den diskreten Punkten die Werte der
Str�omungsgr�o�en n�aherungsweise bestimmt.

Die Methodenvielfalt zur numerischen L�osung partieller Anfangs- und Randwertprobleme

ist gro�. Dazu z�ahlt auch die Linienmethode, welche sich im allgemeinen auf folgende Art
konstruieren l�a�t. Zun�achst werden die Erhaltungsgleichungen durch ein geeignetes Di�eren-

zenverfahren nur bez�uglich der r�aumlichen partiellen Ableitungen in den diskreten Punkten
diskretisiert. Es entsteht dann ein Anfangswertproblem gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen
1. Ordnung in der Zeit, welches numerisch integriert wird.

Es wird hier angenommen, da� ein Integrationsgebiet aus einer Reihe diskreter Zellen be-
steht, welche ein Rechennetz bilden. Da die Erhaltungsgleichungen (2.7) f�ur ein beliebiges

Kontrollvolumen g�ultig sind, gelten sie auch f�ur jede einzelne Zelle im Rechennetz. Bild 3.1

zeigt eine geometrische Darstellung der knotenzentrierten Anordnung, bei welcher die Er-

haltungsgr�o�en Q und die Ortskoordinaten auf dem gleichen Gitterpunkt abgelegt sind. Die

Berandungen der Zellen werden jeweils in der Mitte zwischen zwei benachbarten Gitterpunk-

ten de�niert. Gesucht ist die zeitliche �Anderung der diskreten Erhaltungsgr�o�en Q in jeder
einzelnen Zelle.

De�niert man die �uber jede einzelne Zelle mit dem Volumeninhalt V und dem Fl�achenin-

halt S gemittelten Erhaltungsgr�o�en Q, so wird die zeitliche �Anderung der Erhaltungsgr�o�en

Q in jeder einzelnen Zelle aus den Erhaltungsgleichungen (2.7) durch die Bilanzgleichungen
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Bild 3. 1: Eine Anordnung f�ur die numerische Flu�funktion in zwei Dimensionen

mit

F �i = F � n�i ; n�
i

=
S�

i

S
(3:2)

approximiert. Darin ist der Vektor F �i die Normalu�funktion, welche im Mittelpunkt der
Seiten�achen de�niert ist. Diese Bilanzgleichungen zeigen, da� die zeitliche �Anderung der ge-

mittelten Erhaltungsgr�o�en Q in jeder einzelnen Zelle im Gleichgewicht mit der �Anderung
der Fl�usse �uber deren Seiten�achen ist.

Die Qualit�at der L�osung Q der Bilanzgleichungen (3.1) zu einem Zeitpunkt t wird �uber-

wiegend von den Vorgehensweisen f�ur die Berechnung der Fl�usse �uber die Seiten�achen, die
Zeitdiskretisierung sowie die Behandlung zugeh�origer Anfangs- und Randbedingungen beein-
u�t, welche im folgenden kurz dargestellt werden.

3.1 Berechnung der Flu�funktion

Die Komponenten der Fl�usse F �i �uber die Seiten�achen einer Reihe diskreter Zellen
in einem Rechennetz lassen sich auf die abh�angigen Variablen in den Erhaltungsgr�o�en Q

zur�uckf�uhren, wohingegen die Erhaltungsgr�o�en Q bei der knotenzentrierten Anordnung in
Bild 3.1 in den Knotenpunkten abgelegt sind. Somit ist zur Berechnung der Fl�usse F �i an

den Seiten�achen aus den Erhaltungsgr�o�en Q oder den abh�angigen Variablen in benachbar-

ten Knotenpunkten eine Interpolation (oder Extrapolation) erforderlich. Dies ist ein zentrales
Merkmal der Finite-V olumen-Methode. Die so numerisch gewonnene Flu�funktion wird als

die numerische F lu�funktion ~F �i bezeichnet. Es existieren unterschiedliche Verfahren zur

Berechnung der numerischen Flu�funktion ~F �i an den Seiten�achen.
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3.1.1 Schemata f�ur die reibungsfreien Terme

Im Mittelpunkt des L�osungsverfahrens f�ur die Erhaltungsgleichungen nach der Finite-

V olumen-Methode steht die Berechnung der numerische Flu�funktion ~F �i

I an den Seiten-

�achen aus benachbarten Zustandsgr�o�en, welche in den Knotenpunkten abgelegt sind. Es

gibt zwei M�oglichkeiten f�ur die Berechnung der numerischen Flu�funktion ~F �i

I h�oherer Ord-

nung. Eine davon, welche der Philosophie der Finite-V olumen-Methode nahe kommt, ist

das sogenannte MUSCL(Monotonic Upstream-centered Scheme for Conservation Laws)-

Konzept nach van Leer [81], in welchem die numerische Flu�funktion ~F �i

I nur mit Hilfe der

an die Seiten�achen interpolierten (oder extrapolierten) Zustandsgr�o�en berechnet wird.

Seien Q� bzw. Q+ die durch eine Interpolation (oder Extrapolation) negativ- und positiv-

seitiger Knotenwerte an die Seiten�achen erzielten Erhaltungsgr�o�en, so ist die numerische

Flu�funktion ~F �i

I durch einen Ausdruck der Form

~F �i

I = f(Q�;Q+;n�
i

) (3:3)

gegeben.
Sollen die Subskripte L und R die Knotenpunkte der von einer Seiten�ache z. B. cd in Bild

3.1 unmittelbar links und rechts liegenden Zellen darstellen, so ist f�ur erste Ordnung genau
Q�=QL bzw. Q+=QR, welches numerisch sehr dissipativ ist. F�ur h�ohere Ordnung genau

kann Q� �uber eine Interpolation (oder Extrapolation) aus QL�1, QL und m�oglicherweise QR

erzielt werden. Analoge Vorgehensweise erfolgt f�ur Q+.

Q� = f(QL�1;QL;QR); Q+ = f(QL;QR;QR+1): (3:4)

Hierin k�onnen zur Interpolation (oder Extrapolation) unterschiedliche Formen f�ur die abh�angi-

gen Variablen ausgew�ahlt werden. Die Vorgehensweisen f�ur ~F �i

I , welche heutzutage h�au�g zur
Anwendung kommen, lassen sich grob in zwei Wege unterteilen.

Eine M�oglichkeit f�ur die Bestimmung der numerischen Flu�funktion ~F �i

I liegt darin, die
Erhaltungsgr�o�en Q der an die Seiten�ache angrenzende Zellen L, R arithmetisch zu mitteln

und mit diesem Mittelwert die numerische Flu�funktion ~F �i

I nach

~F �i

I = FI(
QL +QR

2
) � n�i (3:5)

zu berechnen. Diese Berechnungsvorschrift kann auch mit Hilfe des linear interpolierten Zu-

standsvektors Q� oder Q+ (Q�=Q+) aus QR und QL in MUSCL-Verfahren (3.3) und (3.4)

gewonnen werden.

Andererseits kann die numerische Flu�funktion ~F �i

I auch aus der Mittelung der Fl�usse in

den benachbarten Knotenpunkten L, R

~F �i

I =
FI(QL) � n�i + FI(QR) � n�i

2
(3:6)

erreicht werden. Die zentralen Schemata (3.5) und (3.6) sind dann �aquivalent, wenn die Flu�-

funktion F �i

I linear ist. Jedoch ist F �i

I eine nichtlineare Funktion von Q. Diese Schema sind
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von zweiter Ordnung genau, wenn die Gitterweite in einem Rechennetz gen�ugend glatt ist.

Der Operator ~F �i

I aus zentralen Verfahren bringt einige Stabilit�atsprobleme mit sich. Derar-

tige Verfahren liefern die entkoppelten L�osungen in den gerad- und ungeradzahligen Punkten

wie Plus-Minus-Wellen, und deren Diskretisierungsfehler ist dispersiv, aber nicht dissipativ, so

da� zentrale Verfahren numerisch instabil sind. Diese Instabilit�at �au�ert sich durch kurzwellige

Oszillationen der Str�omungsgr�o�en mit der Gitterweite in glatten L�osungen. Au�erdem tre-

ten in der N�ahe von Verdichtungsst�o�en sehr starke Oszillationen auf, welche bei gen�ugender

Sto�st�arke zum Abbruch der Rechnung f�uhren k�onnen. Somit m�ussen diese Diskontinuit�aten

durch einen glatten �Ubergang mit starken Gradienten ersetzt werden, damit die St�o�e �uber

eine bestimmte Anzahl von Zellen gegl�attet werden k�onnen. Diese Gl�attung ist nur dann ein-

zuschalten, wenn sie notwendig ist, um nicht die L�osungen im gesamten Str�omungsfeld zu

verf�alschen. Zur Unterdr�uckung numerischer Oszillationen in glatten bzw. unstetigen L�osun-

gen wird bei zentralen Verfahren zus�atzlich ein k�unstlicher Flu� ben�otigt [60]. Fa�t man die

zur D�ampfung von Oszillationen in glatten bzw. unstetigen L�osungen ben�otigten Terme zu

FD(Q) zusammen, ergibt sich dann die numerische Flu�funktion ~F �i

I im Fall von z. B. (3:6)

~F �i

I =
FI(QL) � n�i + FI(QR) � n�i

2
+ FD(Q) � n�i: (3:7)

mit

FD(Q) � n�i = g(Q) +DQ; (3:8)

wobei D eine konstante Matrix ist. Der nichtlineare Ausdruck g(Q) wird f�ur die k�unstliche

Dissipation zur Unterdr�uckung der �uber unstetige L�osungen auftretenden nichtlinearen Os-
zillationen eingesetzt, w�ahrend der lineare Term DQ f�ur kurwellige Oszillationen in glatten
L�osungen vorgesehen ist [60]. Die Instabilit�at infolge kurzwelliger Oszillationen in glatten

L�osungen ist verh�altnism�a�ig schwach im Vergleich zu den in der N�ahe von St�o�en auftreten-
den nichtlinearen Schwingungen.

Ein Anfangswertproblem, welches zur Zeit t = 0 zwei voneinander durch eine Diskontinuit�at
getrennte Bereiche unterschiedlicher Zust�ande QL,QR (u 6= 0) besitzt, bezeichnet man als das
Riemannproblem [28]. Dieses Problem ist schematisch in Bild 3.2 dargestellt. Es existieren

drei unterschiedliche Wellen, welche Gebiete voneinander trennen, in welchen Zustandsgr�o�en
konstant sind. In den Niederdruckteil hinein breitet sich die Sto�welle aus, �uber welche alle

Zustandsgr�o�en diskontinuierlich sind. Anschlie�end l�auft die Kontakt-Diskontinuit�at nach,

�uber welche die Dichte wieder diskontinuierlich, aber die Geschwindigkeit und der statische
Druck kontinuierlich sind. In gegenseitiger Richtung bewegt sich die dritte Welle, �uber wel-

che alle Zustandsgr�o�en kontinuierlich sind, es aber einen glatten �Ubergang gibt. Diese Welle

bezeichnet man als den Expansionsf�acher, da die Dichte von Gasen abnimmt, wenn die Welle
durchl�auft. F�ur die anf�angliche Diskontinuit�at in x = 0 ist die L�osung Q(x; t) nur eine Funk-

tion von x=t. Dies bedeutet, da� sich die Wellen mit konstanter Geschwindigkeit bewegen und
die L�osungQ(x; t) entlang jeder Kurve x=t in der x-t Ebene konstant ist. Die Form der L�osung

h�angt vom Zusammenhang zwischen den Anfangsdaten ab. Im Sonderfall u = 0 bezeichnet

man dieses Problem als das Sto�rohrproblem.
Nach dem Konzept der Finite-V olumen-Methode sind die Zustandsgr�o�en innerhalb jeder

Zelle eines Gitternetzes konstant. Daher ergeben sich an den Seiten�achen gegen�uberliegen-
der Zellen Unstetigkeiten der Str�omungsgr�o�en, was zu einem nichtlinearen Riemannproblem
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Bild 3. 2: Eindimensionales Riemannproblem f�ur die Euler-Gleichungen

f�uhrt. Godunov [28] hat als erster einen Vorschlag gemacht, f�ur die numerische Flu�funkti-

on ~F �i

I an den Seiten�achen benachbarter Zellen mit diskontinuierlichen Zustandsgr�o�en QL,
QR innerhalb jeder Zelle zum Zeitpunkt t, eine Reihe eindimensionaler Riemannprobleme

einzuf�uhren. Die numerische Flu�funktion ~F �i

I ist dann durch

~F �i

I = f(QL;QR;n
�i) (3:9)

gegeben. Die numerische Flu�funktion ~F �i

I l�a�t sich in folgender Weise umformulieren. De�-

niert man

�+F �i

I = FI(QR) � n�
i � FI(Q

�(QL;QR)) � n�
i

; (3:10)

��F �i

I = FI(Q
�(QL;QR)) � n�

i � FI(QL) � n�
i

; (3:11)

so erh�alt man aus (3.10), (3.11) die numerische Flu�funktion

~F �i

I = FI(Q
�(QL;QR)) � n�

i

=
1

2
[(FI(QR) � n�

i

+ FI(QL) � n�
i

)� (�+F
�i

I ���F
�i

I )] (3:12)

und die Flu�di�erenz

�F �i

I = FI(QR) � n�
i � FI(QL) � n�

i

= �+F �i

I +��F �i

I : (3:13)

��F �i

I in (3.13) kann man als Beitr�age zu �F �i

I jeweils infolge vorw�arts und r�uckw�arts lau-
fender Wellen �uber die Seiten�achen betrachten. Im �Uberschallbereich entspricht Q�(QL;QR)

entweder QL oder QR, so da� die exakte L�osung des Riemannproblems unn�otig ist, da das
Vorzeichen aller Eigenwerte f�ur die Jacobi-Matrix gleich ist. Die meisten Verfahren, welche
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auf der L�osung des Riemannproblems beruhen, lassen sich in der Form (3.12) ausdr�ucken.

Der erste Term in (3.12) entspricht dem zentralen Verfahren (3.6), welches instabil ist, aber

der zweite Term ist ein dissipativer Term, welcher das Godunov-Verfahren stabil macht.

Die numerische Flu�funktion ~F �i

I in (3.9) oder (3.12) ist eine nichtlineare Funktion von

QL sowie QR, und daher mu� f�ur ~F
�i

I an jeder Seiten�ache ein algebraisches nichtlineares

Gleichungssystem iterativ gel�ost werden. Die iterative L�osung ist ein Engpa� des Godunov-

Verfahrens und damit sehr zeitaufwendig. In Finite-Volumen-Methoden werden die Erhal-

tungsgr�o�en Q �uber jede Zelle gemittelt, was zu Diskretisierungsfehlern f�uhrt. Dies hei�t, da�

es sich nicht lohnt, das Riemannproblem an jeder Seitenf�ache exakt zu l�osen und es m�oglich

ist, ebenso zu guten numerischen Ergebnissen anhand eines wirtschaftlichen Riemannl�osers

zu kommen. Es wurde in der Vergangenheit eine Vielzahl von L�osungsverfahren f�ur das

Riemannproblem vorgeschlagen, um durch die Au�ndung einer Approximation zuQ�(QL;QR)

Rechenzeit zu reduzieren. Ein Verfahren, welches auf der approximativen L�osung des Riemann-

problems beruht, bezeichnet man als approximativen Riemannl�oser [56], [61], welcher zu

explizit nichtiterativen Ausdr�ucken f�ur die numerische Flu�funktion ~F �i

I in (3.12) f�uhrt. Im

Gegensatz zu approximativen Riemannl�osern bezeichnet man das Godunov-Verfahren auch

als den exakten Riemannl�oser.
Viele approximative Riemannl�oser gehen davon aus, da� ein eindimensionales lineares

hyperbolisches System mit einer konstanten Koe�zientenmatrix

@Q

@t
+ A

@Q

@x
= 0 (3:14)

f�ur zwei diskontinuierliche Anfangszustandsgr�o�en QL, QR mit Hilfe des Godunov-Verfahrens
f�ur das lineare Riemannproblem leicht gel�ost werden kann. Die entsprechende Flu�funktion
f�ur das Godunov-Verfahren in konservativer Form ist durch

f(QL;QR) = AQ�(QL;QR)

= AQL + A�(QR �QL)

= AQR � A+(QR �QL) (3:15)

mit

A = A+ + A�; A+ = R�+R�1; A� = R��R�1 (3:16)

gegeben. Die Mittelung von (3.15) ergibt

f(QL;QR) =
1

2
[A(QL +QR) + (A� � A+)(QR �QL)]

=
1

2
[A(QL +QR)� jAj(QR �QL)] (3:17)

mit

jAj = A+ � A� = Rj�jR�1 und j�j = diag(j�1j; j�2j; j�3j); (3:18)
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wobei R die Eigenvektormatrix ist und � die diagonale Matrix der reellen Eigenwerte � der

Koe�zientenmatrix A. Wenn alle Eigenwete der Ke�zientenmatrix A das gleiche Vorzeichen

besitzen, ist entweder A+ oder A� null, und (3.17) zu einer voll einseitigen Methode wird.

Einer der popul�arsten approximativen Riemannl�oser, welcher heutzutage h�au�g zur Ver-

wendung kommt, geht auf Roe [61] zur�uck. Er hat die nichtlineare Flu�funktion F
�i

I durch eine

lokale Linearisierung modi�ziert, um eine Approximation zum nichtlinearen Riemannproblem

ohne Aufwand erreichen zu k�onnen. Die Flu�funktion F �i

I wird durch

F
�i

I � n�
i

= A(Q�(QL;QR))Q
�(QL;QR) � n�

i � ~A(QL;QR)Q
�(QL;QR) � n�

i

(3:19)

modi�ziert, wobei die gemittelte Jacobi-Matrix ~A(QL;QR) so ermittelt wird, da� das dadurch

modi�zierte Riemannproblem konservativ und hyperbolisch sein kann, d. h.

~A(QL;QR)(QR �QL) � n�
i

= FI(QR) � n�
i � FI(QL) � n�

i

(3:20)

und

~A(QL;QR) =
@FI(Q

�(QL;QR))

@Q�(QL;QR)
= R�R�1; (3:21)

wobei R die vollst�andig besetzte Matrix der Eigenvektoren ist und � die diagonale Ma-

trix der reellen Eigenwerte � von ~A(QL;QR). Nun kann man f�ur die Flu�funktion ~F �i

I das
Godunov-Verfahren (3.17) f�ur das lineare hyperbolische System (3.14) auf das modi�zierte
Riemannproblem (3.19) anwenden.

~F �i

I = ~A(QL;QR) � n�
i

Q�(QL;QR)

= FI(QL) � n�
i

+ ~A�(QL;QR)(QR �QL) � n�
i

= FI(QR) � n�
i � ~A+(QL;QR)(QR �QL) � n�

i

(3:22)

Aus der Mittelung der letzten zwei Ausdr�ucke in (3.22) kann man einen �ahnlichen Ausdruck
wie (3.17) in konservativer Form erhalten

~F �i

I =
1

2
[(F�i

I (QR) � n�
i

+ F
�i

I (QL) � n�
i

)� j ~A(QL;QR)j(QR �QL) � n�
i

]; (3:23)

wobei

j ~A(QL;QR)j = ~A+(QL;QR)� ~A�(QL;QR) = Rj�jR�1: (3:24)

Der Ausdruck (3.23) ist nur eine numerische Flu�funktion nach Godunov f�ur ein lineares hy-

perbolisches System, und der erste Term entspricht dem zentralen Verfahren (3.6), aber der

zweite Term spielt die Rolle einer Dissipation, welche den approximativen Riemannl�oser
stabilisiert. Das Schema nach Roe verletzt die Entropiebedingung, wenn die Eigenwerte von

j ~A(QL;QR)j verschwinden. Die zur Zeit zur Verwendung kommende Form ist also in gewis-
ser Weise modi�ziert, um unphysikalische L�osungen zu vermeiden. Die optimale Wahl f�ur
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Q�(QL;QR) ist die Roe-Mittelung von QL und QR, allerdings kann auch eine einfachere

arithmetische Mittelung verwendet werden.

Ein algebraischer Ansatz f�ur die numerische Flu�funktion in (3.3) ist das flux-vector-

splitting nach Steger-Warming [74] bzw. van Leer [82], in welchem die Flu�funktion in

zwei Anteile entsprechend dem Vorzeichen der Eigenwerte f�ur die konstante Jacobi-Matrix

aufgespalten wird:

F �i

I = F+
I (Q) � n�i + F�

I (Q) � n�i; (3:25)

wobei @F+
I =@Q keine negativen Eigenwerte enth�alt, und vice versa. Die L�osung des auf die

Flu�funktion (3.25) bezogenen approximativen Riemannproblems ist durch

~F �i

I = F+
I (QL) � n�

i

+ F�

I (QR) � n�
i

(3:26)

gegeben. Das flux-vector-splitting (3.26) nach Steger-Warming l�a�t sich auch in �ahnlicher

Form wie (3.23) ausdr�ucken:

~F �i

I =
1

2
[(F�i

I (QR) � n�
i

+ F
�i

I (QL) � n�
i

)� jAj(QR � n�
i �QL � n�

i

)]: (3:27)

Dieses Verfahren entspricht nur dem Godunov-Verfahren (3.17), welches auf ein lineares
Riemannproblem angewendet wurde, und ist nicht stetig di�erenzierbar beim �Ubergang von

F� zu F+. Dieses Problem wurde von van Leer [82] und weiter von H�anel [41] korrigiert.
Die Genauigkeit approximativer Riemannl�oser ist von erster Ordnung und kann durch ei-

ne Interpolation (oder Extrapolation) der Str�omungsgr�o�en anhand des MUSCL-Verfahrens
auf eine h�ohere Ordnung erh�oht werden. Der �Ubergang auf eine Genauigkeit h�oherer Ordnung
f�uhrt allerdings zu unphysikalischen Oszillationen in Gebieten starker Variablen�anderungen,

z. B. in der N�ahe von Verdichtungsst�o�en, �ahnlich wie bei zentralen Verfahren. Daher mu�
zur Unterdr�uckung derartiger Oszillationen in den Gebieten die Genauigkeit auf erste Ord-

nung reduziert werden, in den �ubrigen Bereichen jedoch h�ohere Ordnung erhalten bleiben.
Einen Schaltparameter ' (0 � ' � 1), welcher dar�uber entscheidet, ob ein approximativer

Riemannl�oser von erster Ordnung oder h�oherer Ordnung in einem Str�omungsfeld sein soll,

bezeichnet man als Limiter oder Limiterfunktion. Im Ansatz der Limiterfunktion wird der
Wert von ' in Abh�angikeit von den Zustandsgr�o�en im Str�omungsfeld zwischen 0 in Bereichen
starker �Anderung der Str�omungsgr�o�en und 1 in Gebieten kleiner Gradienten der Variablen

variiert. In der Literatur existiert eine Vielzahl verschiedener Limiterfunktionen (z. B. van

Leer-Limiter, van Albada-Limiter, Roe-Limiter, minimod, superbee) [1].

F�ur die numerische Flu�funktion ~F �i

I wird in dieser Arbeit auf einen approximativen

Riemannl�oser [59] mit der van Albada-Limiterfunktion [1] zur�uckgegri�en. Im folgenden wird

dieses Rechenverfahren kurz dargestellt. F�ur die detaillierte Theorie sei auf [59] verwiesen. Der
Ausgangspunkt des Verfahrens ist die Ermittlung von Di�erenzen in den charakteristischen

Variablen zwischen den Zust�anden Q+ und Q�. Der Riemannl�oser verwendet einen Zwi-
schenzustand Q� an der Seiten�ache. Die reibungsfreie numerische Flu�funktion nach dem

Verfahren wird wie folgt berechnet:

~F �i

I = F
�i

I (Q
�) � n�i ; (3:28)
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wobei

Q� = QL +�Q�̂g
�̂ (3:29)

und

�Q�̂ =

(
(Q� �QL)g�̂ f�ur �(�̂) > 0

(Q+ �QL)g�̂ f�ur �(�̂) � 0
: (3:30)

Die mittlere Ausbreitungsgeschwindigkeit �(�̂) wird anhand des dichtegewichteten Mittelwer-

tes nach Roe [61] ermittelt. Das Subskript �̂ stellt die kovariante charakteristische Kompo-

nente dar, w�ahrend das Superskript �̂ die kontravariante charakteristische Komponente zum

Ausdruck bringt.

Um die Expansionswelle zu verhindern, wird die �Anderung ��(�̂) in der Ausbreitungsge-

schwindigkeit zwischen den Zust�anden Q+ und Q� unter der Annahme einer linearen Varia-

tion zwischen zwei Zust�anden berechnet:

��(�̂) =
@�(�̂)

@Q�̂

[Q+ �Q�]�̂: (3:31)

Diese �Anderung ist bei Expansionswellen stets positiv, Verdichtungsst�o�e sind dagegen durch

eine negative �Anderung der Ausbreitungsgeschwindigkeit gekennzeichnet. Nimmt man nun
sowohl f�ur die charakteristische Variable Q�̂ als auch f�ur deren Ausbreitungsgeschwindigkeit
�(�̂) eine lineare Variation zwischen den Zust�anden Q+ und Q� an, so kann der Zustand,

welcher mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit null korrespondiert, nach folgender Gleichung
berechnet werden:

(Q�)�̂ = (Q�)�̂ +

"
1

2
� �(�̂)

��(�̂)

#
(Q+ �Q�)�̂: (3:32)

Unter Verwendung dieser Gleichung und der Abk�urzung s = 1=2��(�̂)=��(�̂) erh�alt man
schlie�lich die vollst�andige Gleichung zur Berechnung des Zwischenzustandes Q�

Q� = QL +�Q�̂g
�̂; �Q�̂ =

8><
>:

(Q� �QL)g�̂ +min(1;max(0; s))
�(Q+ �Q�)g�̂ f�ur ��(�̂) > 0

Gleichung(3:30) sonst:
(3:33)

3.1.2 Schema f�ur die reibungsbehafteten Terme

Die auf die Reibung bezogenen Terme, die dissipativen Terme, in den Erhaltungsglei-

chungen, enthalten Ausdr�ucke mit unterschiedlichen und gleichen zweiten Ableitungen f�ur

die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors u und der Temperatur T . Diese Terme zeigen
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elliptischen Charakter und damit keine ausgezeichnete Ausbreitungsrichtung von Informatio-

nen und St�orungen. Daher werden diese Terme durch zentrale Di�erenzen zweiter Ordnung

approximiert.

F�ur die numerische Funktion ~F �i

V ist die Berechnung der Gradienten von u und T notwen-

dig. Dies kann in konservativer Form nach dem Gau�-Satz

Z
V
r�dV =

Z
S
�ndS (3:34)

erfolgen, wobei � die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors u oder die Temperatur T

bezeichnet. Bei der Anwendung der konservativen Form (3.34) auf eine Fl�ache einer Hilfszelle,

welche imMittelpunkt der urspr�unglichen Zelle R+1=2 steht, z. B. in �1-Koordinatenrichtung,

erh�alt man aus (2.10)

r�R+1=2 = (S�
1

R�R � S
�1

L �L + S
�2

R�R � S
�2

L �L + S
�3

R�R � S
�3

L �L)=VR+1=2; (3:35)

wobei VR+1=2 der Volumeninhalt der verwendeten Hilfszelle ist.

Die Werte von � in den ersten zwei Termen in (3.35) entsprechen den Komponenten der
gleichen zweiten Ableitungen und sind schon bekannt, wohingegen die verbleibenden Terme,

welche durch eine Interpolation zu bestimmen sind, zu den unterschiedlichen zweiten Ablei-
tungen beitragen. Die Werte von � in den letzten vier Termen k�onnen entweder durch die
lineare Interpolation aus den umliegenden zwei Knotenwerten oder die bilineare Interpola-

tion aus den umliegenden vier Knotenwerten bestimmt werden. Die Vorgehensweise f�ur die
weiteren Seiten�achen in jeder Koordinatenrichtung erfolgt analog. Alle oben erw�ahnten Be-
ziehungen f�ur den Gradienten k�onnen durch eine geschickte Manipulation f�ur die Transpose

und die Divergenz in (2.34) in analoger Weise verwendet werden.

3.2 Zeitdiskretisierung

Berechnet man die numerische Flu�funktion ~F �i zum Zeitpunkt t in den Bilanzgleichungen

(3.1) in oben beschriebener Weise f�ur eine Reihe von Zellen im Inneren eines Rechennetzes, so
erh�alt man ein nichtlineares System gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen 1. Ordnung in der
Zeit t der Form

V
dQ

dt
= �Res(Q) (3:36)

mit

Res(Q) =
3X
i=1

( ~F �i

I � ~F �i

V )S

��i
; (3:37)

wobei Res(Q) die Summe aus den numerisch erzielten Fl�ussen �uber jede Seiten�ache einer
Zelle ist und Q die entsprechenden Erhaltungsgr�o�en innerhalb der Zelle mit dem Volumen-

inhalt V .

Es ist kaum zu erwarten, da� man analytisch zu den Erhaltungsgr�o�en Q direkt aus (3.36)
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als eine Funktion der kontinuierlichen Zeit t gelangt. Um jedoch dieses Problem numerisch

l�osen zu k�onnen, mu� es mit Hilfe eines Di�erenzenverfahrens in der Zeitrichtung t diskreti-

siert werden, welches die Erhaltungsgr�o�en Q zu diskreten Zeitpunkten approximiert.

Ein lineares Mehrschrittverfahren [23] zur Berechnung einer Approximation zu diskreten

Zeitpunkten f�ur die gesuchten Erhaltungsgr�o�en Q ist durch die Vektorfunktion

mX
j=0

�jQn+j = ��t

V

mX
j=0

�jRes(Qn+j) (n = 0; 1; 2; ::; m = 1; 2; 3; ::) (3:38)

gegeben (j �0 j + j �0 j6= 0, �m 6= 0), wobei der L�osungsvektor Qn+m eine Approximation

f�ur die Erhaltungsgr�o�en Q(tn+m) (eine Bezeichnung f�ur die analytische L�osung von (3.36)

zu einem Zeitpunkt tn+m) darstellen soll. �t bezeichnet eine konstante Zeitschrittgr�o�e, d. h.

�t = tn+m � tn+m�1, und n den Zeitschrittsz�ahler f�ur den diskreten Zeitpunkt. Damit steht

tn+m f�ur den (n + m)-ten diskreten Zeitpunkt, an welchem die Erhaltungsgr�o�en Q analy-

tisch oder numerisch berechnet werden. Die Koe�zienten �j und �j sind entsprechend dem

verwendeten Schema gegeben.

Ein durch (3.38) gegebenes Schema hei�t explizit, wenn �m = 0 ist, sonst implizit. Bei

expliziten Verfahren wird der L�osungsvektor Qn+m zum Zeitpunkt tn+m in (3.38) direkt aus
den L�osungsvektoren zu den vorhergehenden Zeitpunkten tn+j�1 berechnet, w�ahrend bei im-
pliziten der L�osungsvektor Qn+m aus den L�osungsvektoren sowohl zum Zeitpunkt tn+m als

auch zu den vorhergehenden Zeitpunkten tn+j�1 bestimmt werden mu�. Explizite und impli-
zite Verfahren bringen spezielle Vor- bzw. Nachteile.

Explizite Verfahren sind nur unter gewissen Bedingungen f�ur die Zeitschrittgr�o�e �t sta-
bil. Die Stabilit�atsbedingung f�uhrt bei sehr gro�er Gitterdichte an Grenzschichten turbulenter
Str�omungen zu �au�erst kleinen Zeitschrittgr�o�en. Von Vorteil bei expliziten Schemata ist, da�

keine algebraischen Gleichungssysteme iterativ zu l�osen sind, was also weniger Speicherplatz
erfordert, da die algebraischen Beziehungen nacheinander abgearbeitet werden. Dies ist be-
sonders vorteilhaft bei Vektorrechenanlagen.

Implizite Verfahren erfahren verh�altnism�a�ig wenige Einschr�ankungen der Zeitschrittgr�o�e,
so da� sie im allgemeinen nur durch das Zeitma� des physikalischen Vorgangs bestimmt ist.

Bei impliziten Verfahren mu� jedoch ein algebraisches nichtlineares Gleichungssystem bei je-
dem Zeitabschnitt gel�ost werden, was zu einem gro�en Speicherplatzbedarf f�uhrt. Interessiert
man sich nur f�ur einen station�aren Zustand, k�onnen die gr�o�tm�oglichen Zeitschrittgr�o�en

pro Zellenvolumen mit Vorteil eingesetzt werden, welche die CFL-Bedingung erf�ullen. Mit
der CFL-Bedingung ist gemeint, da� der Einu�bereich eines Di�erenzenverfahrens den Ein-

u�bereich der partiellen Di�erentialgleichungen einschlie�t. Diese Bedingung ist nur eine
notwendige Bedingung f�ur Stabilit�at, jedoch keine hinreichende.

Bei impliziten Verfahren (�m 6= 0) ist ein algebraisches nichtlineares Gleichungssystem

der Form

V

�t
�mQn+m �N(Qn+m) = 0 (3:39)

mit

N(Qn+m) = � V

�t

m�1X
j=0

�jQn+j �
mX
j=0

�jRes(Qn+j) (3:40)
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f�ur Qn+m bei jedem Zeitschritt zu l�osen, da die Funktion Res(Qn+m) aus (3.36) eine nichtli-

neare Funktion des gesuchten L�osungsvektors Qn+m ist.

Dabei ist die Genauigkeit von Qn+m gegen Q(tn+m) durch die Ordnung q des verwendeten

Di�erenzenverfahrens bestimmt. Vom Di�erenzenverfahren (3.38) ist bei jedem Zeitschritt

ein lokaler Diskretisierungsfehler von O(�tq+1) auf der Zeitachse t zu erwarten, wenn ein

Zeitschritt mit allen exakten vorhergehenden Erhaltungsgr�o�en in (3.36) (z. B., Qn+m�1 =

Q(tn+m�1)) gemacht wird. Das Schema von Ordnung q liefert den globalen Diskretisierungs-

fehler Q(tn+m)�Qn+m = O(�tq) auf der Zeitachse t, wenn man (3.38) f�ur n!1 von t0 bis

zu einem bestimmten Zeitpunkt tn+m integriert.

Die lokale Genauigkeit ist z. B. bei dem expliziten Euler-vorw�arts-Verfahren (m = 1,

�1 = ��0 = 1:0, �1 = 0, �0 = 1:0)

V
(Qn+1 �Qn)

�t
= �Res(Qn) (3:41)

sowie bei dem impliziten Euler-r�uckw�arts-Verfahren (m = 1, �1 = ��0 = 1:0, �1 = 1:0,

�0 = 0)

V
(Qn+1 �Qn)

�t
= �Res(Qn+1) (3:42)

ebenso von erster Ordnung (q = 1). Die Verwendung des explizitenEuler-vorw�arts-Verfahrens
f�uhrt oft auf Schwierigkeiten mit der Stabilit�at. Das implizite Euler-r�uckw�arts-Verfahren ist

zwar stabil, jedoch dissipativ f�ur zeitliche Au�osung wegen der niedrigen Ordnung und kommt
derzeit h�au�g zur Berechnung station�arer Str�omungen zum Einsatz. Der zeitliche Abbruch-
fehler zweiter Ordnung wirkt als eine numerische Dissipation wie die bei der Flu�berechnung

erster Ordnung im Str�omungsfeld, so da� es notwendig ist, eine zeitliche Diskretisierung h�oher-
er Ordnung zu verwenden, um die mit dem zeitlichen Abbruchfehler verbundene numerische

Dissipation zu vermeiden.
Ein semi-implizites Verfahren, bei welchem die Genauigkeit und vor allem die Stabilit�at

erh�oht wird, ist das Crank-Nicolson-Verfahren (m = 1) zweiter Ordnung (q = 2). Es setzt

sich aus dem expliziten Euler-vorw�arts und dem impliziten Euler-r�uckw�arts-Verfahren zu-
sammen

V
(Qn+1 �Qn)

�t
= �Res(Q

n) +Res(Qn+1)

2
; (3:43)

wobei die Fl�usse zu den zwei verschiedenen Zeitpunkten linear gemittelt werden.

Die lokale Genauigkeit zweiter Ordnung (q = 2) ergibt das r�uckw�arts genommene Schema

(m = 2, �2 = 1:5, �1 = �2:0, �0 = 0:5, �2 = 1:0, �0 = �1 = 0)

V
(3Qn+2 � 4Qn+1 +Qn)

2�t
= �Res(Qn+2); (3:44)

bei welchem f�ur Qn+2 die L�osungsvektoren auf den zwei vorhergehenden Zeitebenen ben�otigt

werden. F�ur die Berechnung instation�arer Str�omungen wird in dieser Arbeit dieses r�uckw�arts

genommene Schema eingesetzt.

Die Erhaltungsgr�o�en Q(tn+m) in (3.36) enthalten bereits einen auf die r�aumlichen Dis-

kretisierung bezogenen Fehler gegen�uber den Erhaltungsgr�o�en Q in (2.7), w�ahrenddessen
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enth�alt der L�osungsvektor Qn+m in (3.38) die Diskretisierungsfehler in Bezug auf Raum sowie

Zeit. Die Genauigkeit vonQn+m wird au�erdem von Randbedingungen sowie Rundungsfehlern

beeinu�t. Mit zunehmenden Zeitschritten vermehrt sich der mit der r�aumlichen Diskretisie-

rung verbundene Fehler unabh�angig von O(�tq), und die Anzahl der Zeitschritte bei expliziten

Verfahren ist f�ur einen bestimmten Zeitraum gr�o�er als bei impliziten. Als Folge sind f�ur Vor-

gehen gleicher Ordnung auf der Zeitachse implizite Verfahren vor expliziten zu bevorzugen,

wenn man nur den E�ekt des r�aumlichen Diskretisierungsfehlers auf die L�osungsgenauigkeit

von Qn+m betrachtet.

3.3 Anfangs- und Randbedingungen

Um die Gleichung (3.38) in der Zeitrichtung anzutreiben, sind entsprechend dem vorlie-

genden Str�omungsproblem eine Anfangsverteilung der abh�angigen Variablen zum Zeitpunkt

t0 und geeignete Randbedingungen bei jedem diskreten Zeitpunkt tn+m erforderlich.

3.3.1 Anfangsbedingungen

Zu Beginn der Rechnung (t0 = n�t = 0) ist die vollst�andige Beschreibung eines Str�omungs-
feldes auf allen Gitterpunkten notwendig. Falls man sich vom Anfangszeitpunkt t0 an f�ur eine

L�osung zu einem bestimmten Zeitpunkt tn+m, wie z. B. die Kreiszylinderumstr�omung zum
Anfangsstadium bei Anfahrt aus der Ruhe, interessiert, mu� man eine gute Anfangsl�osung
des vorliegenden Problems vorgeben, und man schreibt daf�ur in der Regel die station�are ana-

lytische L�osung des Problems vor, wenn sie zur Verf�ugung steht. Soll jedoch ohne Interesse
an instation�aren Str�omungen in der Zeit der Anfangsphase nur eine zeitlich voll ausgebildete
periodische Str�omung gewonnen werden, hat die Anfangsl�osung �uberhaupt keinen Einu� auf

die Genauigkeit der periodischen Str�omung, wenn die Anfangsverteilung zumindest physika-
lisch ist, so da� die Anfangsbelegung des Str�omungsfeldes v�ollig willk�urlich ist. In der Regel

kommt eine Approximation der station�aren Str�omung zur Verwendung.
F�ur ein m-Schritt-Verfahren (m � 2), wie z. B. bei (3.44), sind zus�atzlich f�ur die An-

fangsverteilung der abh�angigen Variablen Q0(r) die Str�omungsfelder zu den vorhergehenden

Zeitpunkten (0 < n �m-1) erforderlich, f�ur welche ein (m-1)-Schritt-Verfahren zur Verf�ugung

steht.

3.3.2 Randbedingungen

Zur L�osung von (3.39) bei jedem Zeitschritt tn+m sind zus�atzlich zu den physikalischen

Randbedingungen, welche in Kapitel 2 erl�autert wurden, geeignete numerische Bedingungen
auf den Berandungen des vorliegenden Str�omungsproblems vorzuschreiben.

F�ur den statischen Druck p existiert keine physikaliche Randbedingung an der Wand. Der
statische Druck an der Wand wird daher bei gro�en Reynolds-Zahlen n�aherungsweise aus der
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Impulsgleichung

@p

@n
= 0 (3:45)

bestimmt, wenn die Druck�anderung und die Gitterweite in der Grenzschicht senkrecht zur

Wand hinreichend klein sind.

Angenommen, da� der Ein- und Austrittsrand des verwendeten Rechennetzes weit ge-

nug von einem angestr�omten Gegenstand entfernt ist, also der Reibungse�ekt am Ein- und

Ausstr�omrand vernachl�assigbar ist, erh�alt man aus der Charakteristikentheorie f�ur die Euler-

Gleichungen [42] die Art der Randbedingungen. Die Anzahl der vorzugebenden Variablen am

Ein- und Ausstr�omrand ist aus der Ausbreitungsrichtung von St�orungen und Informationen

bestimmt und unterscheidet sich zwischen den Unterschall- und �Uberschallr�andern. Die �ubri-

gen abh�angigen Variablen werden aus dem Inneren des Rechennetzes extrapoliert.

Um die Berechnung der Str�omung durch eine Schaufelreihe nur in einem Schaufelkanal zu

erm�oglichen, ist die periodische Randbedingung zum Zeitpunkt tn+m z. B. in der Form (siehe
Bild 6.3)

Qn+m(x; y; z) = Qn+m(x; y + S; z) (3:46)

an einer Grenz�ache der benachbarten Schaufelkan�ale vorzugeben, wobei S die Teilung ei-
nes Schaufelgitters ist. Die Punkte auf den periodischen Berandungen werden in der gleichen

Weise wie die Punkte im Inneren des Rechengebietes behandelt. Zun�achst wird das verwen-
dete Rechennetz dadurch modi�ziert, da� man eine Gitterlinie k�unstlicher Gitterpunkte zum

urspr�unglichen Rechennetz addiert, welche den inneren Punkten des eine Teilung entfern-
ten benachbarten Schaufelkanals entsprechen. Hierbei m�ussen die so k�unstlich entstandenen
Zellen mit denen der eine Teilung entfernten Zellen �ubereinstimmen. Dann werden die Er-

haltungsgr�o�en, welche auf den inneren Punkten berechnet wurden, bei jeder nichtlinearen
Iteration zu den k�unstlichen Punkten transferiert.
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