
Kapitel 2

Mathematische Modellierung

2.1 Die Erhaltungsgleichungen

2.1.1 Integrale Form

Die Str�omung eines Kontinuums, wie Luft im relevanten Temperatur- und Druckbereich,

wird durch die physikalischen Prinzipien der Erhaltung von Masse, Impuls sowie Energie
beschrieben. Mathematisch lassen sich die Erhaltungsprinzipien entsprechend den in Frage
kommenden, physikalischen Modellen in unterschiedlichen Formen ausdr�ucken. �Au�ere Kr�afte

und W�armequellen werden hier nicht ber�ucksichtigt. Betrachtet man ein durchstr�omtes Kon-
trollvolumen V mit der in Bezug auf Ort und Zeit unver�anderlichen Ober�ache S, so werden
die Erhaltungsgleichungen f�ur ein homogenes Kontinuum in integraler Form im ortsfesten

Bezugssystem wie folgt angegeben [84]:
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wobei Q den Zustandsvektor der auf das Kontrollvolumen V bezogenen Erhaltungsgr�o�en, d.

h. die volumenspezi�sche Masse �, den volumenspezi�schen Impuls �u und die volumenspe-
zi�sche totale innere Energie �E, zu einem Zeitpunkt t darstellt.

FI stellt die reibungsfreie Flu�funktion �uber die Ober�ache S dar, w�ahrend FV die auf die

Reibung bezogene Flu�funktion zum Ausdruck bringt. Im �ubrigen entsprechen E der totalen
inneren Energie pro Masse, n dem nach au�en gerichteten und zur Ober�ache S normalen Ein-

heitsvektor, I dem Einheitstensor, T dem Reibungsspannungstensor, q dem W�armestromvek-
tor sowie u dem Geschwindigkeitsvektor. Bei der reibungsfreien Str�omung ist die Flu�funktion

F eine nichtlineare Funktion der Erhaltungsgr�o�en Q, w�ahrend bei der reibungsbehafteten

Str�omung zus�atzlich dazu die Flu�funktion F von den Gradienten der primitiven Variablen
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� abh�angt. Daneben ist die Flu�funktion F ein Tensor zweiter Ordnung, da die Erhaltungs-

gr�o�en Q physikalisch einen Tensor erster Ordnung, d. h. einen Vektor, darstellen.

Die Erhaltungsgleichungen gelten auch f�ur das Kontrollvolumen V im mitbewegten Bezugs-

system, wenn die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors u sowie die totale innere Energie

E die Gr�o�en relativ zum ortsfesten Bezugssystem annehmen. In kompressiblen Str�omungen

k�onnen Verdichtungsst�o�e auftreten, �uber welche sich die Str�omungsgr�o�en unstetig �andern.

Die Erhaltungsgleichungen in integraler Form sind auch an der Stelle der Unstetigkeiten im

Str�omungsfeld g�ultig.

2.1.2 Di�erentielle Form

Unter der Annahme, da� die Flu�funktion F im Kontrollvolumen V kontinuierlich di�e-

renzierbar ist, k�onnen die Erhaltungsgleichungen in integraler Form (2.1) nach dem Gau�-Satz

[2]

Z
S
F � ndS =

Z
V
r � FdV (2:3)

auf die di�erentielle konservative Form in einem Koordinatensystem �uberf�uhrt werden. Un-

stetige L�osungen wie z. B. Verdichtungst�o�e im Str�omungsfeld lassen sich aber durch die
di�erentielle Form der Erhaltungsgleichungen nicht beschreiben, da Ableitungen der Flu�-
funktion F in Diskontinuit�aten nicht de�nierbar sind. Somit ist f�ur unstetige L�osungen eine

geeignete numerische Formulierung der di�erentiellen Form der Erhaltungsgleichungen erfor-
derlich, welche Sprungbedingungen (jump conditions) �uber Diskontinuit�aten erf�ullt.

Die praktisch in den Anwendungen auftretenden meisten Str�omungsprobleme zeichnen sich

jedoch durch eine beliebige komplexe Geometrie aus, deren Berandungen mit einem rechtwink-
ligen Koordinatensystem in der Regel nicht �ubereinstimmen. Somit ist es zweckm�a�ig, f�ur die

numerische L�osung die integrale Form (2.1) auf eine di�erentielle Form zu �uberf�uhren, welche
ohne Bezug auf ein spezielles Koordinatensystem anwendbar ist. Insbesondere bei der nume-
rischen L�osung erlaubt eine derartige Transformation, die Randbedingungen f�ur Str�omungs-

probleme mit nicht rechtwinkligen Berandungen ohne gro�en Verlust an Genauigkeitsordnung
einfach zu formulieren und zu implementieren.

Gegeben sei der Ortsvektor r eines Volumenelements dV im kartesischen Koordinaten-

system (x; y; z), welches sich bez�uglich eines beliebigen krummlinigen Koordinatensystems

(�1; �2; �3)

r = r(�1; �2; �3) (2:4)

transformieren l�a�t. Die Fl�achenormalen n�
i

dS sowie das Volumenelement dV im krummlini-

gen Koordinatensystem sind durch

n�
1

dS = r�2^r�3d�2d�3; n�
2

dS = r�3^r�1d�3d�1; n�
3

dS = r�1^r�2d�1d�2 (2:5)

dV = r�1 � r�2 ^ r�3d�1d�2d�3 (2:6)
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gegeben [2], wobei ^ das Vektorprodukt bezeichnet. Also ergeben sich die Erhaltungsgleichun-

gen in integraler Form (2.1) zur di�erentiellen Form
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= 0 ; (2:7)
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V = r�1 � r�2 ^ r�3 (2:9)

und es kommt zum Gradienten der primitiven Variablen �

r� =
3X
i=1

S�
i

V
��i (2:10)

im krummlinigen Koordinatensystem, wobei S�
i

=V den kontravarianten Basisvektor dar-
stellt. Die Verwendung der Koordinate �i als Subskript bezeichnet die partielle Ableitung in
Richtung der krummlinigen Koordinaten, bezeichnet mit dem Superskript i. Die Quantit�at

V entspricht der Determinante der Jacobi-Matrix @(x; y; z)=@(�1; �2; �3). Alle Terme in (2.7)
sind Ableitungen der unbekannten Komponenten bez�uglich der unabh�angigen Variablen, was

man als die streng konservative Form der Erhaltungsgleichungen bezeichnet.
Die Erhaltungsgleichungen in di�erentieller Form (2.7) bilden einen Ausgangspunkt des

hier verwendeten numerischen Verfahrens. Die transformierten Erhaltungsgleichungen (2.7)

lassen sich auch in der kontravarianten Form

@Q̂

@t
+

3X
i=1

@F̂ �i

@�i
= 0 (2:11)

mit

Q̂ = VQ; F̂ �i = F � S�i (2:12)

darstellen. Hierbei stellt der Vektor F̂ �i die kontravariante Flu�funktion dar. Die Gleichung
(2.11) wird auch als die �aquivalente kartesische Form bezeichnet.

Unter Vernachl�assigung der Reibung (FV=0) sind die Erhaltungsgleichungen (2.7) hy-
perbolisch in der Zeit. Dies bedeutet, da� f�ur jede Komponente von Q die Eigenwerte der

Jacobi-Matrix, die Ableitungen der Flu�funktion F nach Q, reell sind, und die Matrix diago-

nalisierbar ist, d. h. eine Reihe linear unabh�angiger Eigenvektoren vollst�andig existiert. Diese
Hyperbolizit�at spielt eine wesentliche Rolle bei der Entwicklung numerischer Verfahren f�ur
die Erhaltungsgleichungen (2.7). Die Impuls- und Energieerhaltungsgleichungen in (2.7) sind

aufgrund der Reibungs- sowie W�armeleistungsterme 2. Ordnung im Ortsraum vom paraboli-

schen Typ in der Zeit, w�ahrend die Massenerhaltungsgleichung 1. Ordnung im Ortsraum vom

hyperbolischen Typ in der Zeit ist. Das gesamte Gleichungssystem (2.7) kann daher nicht

einheitlich klassi�ziert werden, und man bezeichnet es oft als unvollst�andig parabolisch in
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der Zeit. Die unterschiedlichen Str�omungsvorg�ange k�onnen durch Anpassung der noch freien

Parameter in den Erhaltungsgleichungen, vor allem aber durch die zugeh�origen Rand- und

Anfangsbedingungen mathematisch modelliert werden.

2.2 Vereinfachung der Erhaltungsgleichungen

Mit den Erhaltungsgleichungen (2.7) und den zugeh�origen Rand- und Anfangsbedingungen

kann man die Str�omung eines Kontinuums ohne Einschr�ankungen und f�ur allgemeine Geo-

metrien der Str�omungsberandung numerisch im Prinzip berechnen. Die Gleichungen stellen

jedoch aus mathematischer Sicht ein kompliziertes nichtlineares System gekoppelter partieller

Di�erentialgleichungen dar, dessen L�osung sich im allgemeinen als ein schwieriges Problem

erweist. Es kommt also bei dem vorliegenden Problem darauf an, die Gleichungen so zu ver-

einfachen, da� eine numerische L�osung m�oglich wird, und gleichzeitig der wesentliche Kern des

Problems erhalten bleibt. Dies ist bei allen technischen Str�omungsproblemen auch in mehr

oder weniger gro�em Umfang m�oglich. Als Folge ist die Vereinfachung der Erhaltungsglei-

chungen eine notwendige Vorarbeit zur numerischen Berechnung eines Str�omungsvorgangs.
Durch die schnell fortschreitende Entwicklung sehr leistungsf�ahiger Rechenanlagen werden
Str�omungsprobleme ohne einschneidende Vereinfachungen in immer gr�o�er werdendem Um-

fang l�osbar. Nachfolgend werden daher Str�omungen betrachtet, welche alle in gewisser Weise
vereinfacht sind.

2.2.1 Transportkoe�zienten

Zun�achst geht es um den Reibungsspannungstensor T, durch welchen ein in Frage kom-
mendes Fluid gekennzeichnet ist. F�ur ein Newton-Fluid ist ein Ausdruck f�ur den Reibungs-

spannungstensor T als Funktion der Geschwindigkeitsgradienten durch

T = �sr � uI+ �[(ru+ (ru)T )] (2:13)

gegeben. Hierbei ist � die dynamische Z�ahigkeit, �s ein Proportionalit�atsfaktor f�ur Sto�gr�o�en,

und ( . )T bezeichnet den transponierten Operator. Dieser lineare Zusammenhang beschreibt

das wirkliche Verhalten der meisten, technisch wichtigen Fluide. Bei einatomigen Gasen ist
die sogenannte Volumenz�ahigkeit

�V = �s +
2

3
� = 0: (2:14)

Der E�ekt der Volumenz�ahigkeit kann f�ur die Struktur der Sto�wellen wichtig sein, ist aber
sonst von untergeordneter Bedeutung, und deshalb wird auch bei mehratomigen Gasen mei-

stens von der Stokes-Hypothese �V = 0 Gebrauch gemacht.
Die dynamische Z�ahigkeit � h�angt vom thermodynamischen Zustand ab, also � = �(p; T ).

F�ur Gase ist die Druckabh�angigkeit gering, und daher kann eine alleinige Abh�angigkeit von

der Temperatur angesetzt werden. Die Temperaturabh�angigkeit der Z�ahigkeit � wird durch
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das Sutherland-Gesetz

� = C1

T 3=2

T + C2

(2:15)

mit den Gr�o�en

C1 = 1:458� 10�6kg=(ms
p

oK); C2 = 110:4oK (2:16)

ermittelt.

Das Fourier-Gesetz gibt einen linearen Zusammenhang zwischen dem W�armestromvektor

q und den Temperaturgradienten

q = ��rT (2:17)

an. Hierin ist � eine positive Funktion des thermodynamischen Zustandes und wird als W�arme-

leitf�ahigkeit bezeichnet. F�ur Gase ist � � �, so da� die W�armeleitf�ahigkeit � dieselbe Tempe-

raturabh�angigkeit hat wie die dynamische Z�ahigkeit �. F�ur ein thermisch und kalorisch ideales

Gas ist bei einer gegebenen Z�ahigkeit � die W�armeleitf�ahigkeit � durch die Prandtl-Zahl

Pr = cp
�

�
=

R�

( � 1)�
(2:18)

bestimmt. Hierbei entsprechen  dem Verh�altnis der spezi�schen W�armekapazit�aten, R der

Gaskonstante sowie cp der spezi�schen W�armekapazit�at bei konstantem Druck. Diese dimen-
sionslose Kennzahl ist mit Pr=0:72 in etwa konstant f�ur Gase.

2.2.2 Zustandsgleichungen

Die Erhaltungsgleichungen enthalten sechs unbekannte Gr�o�en in nur f�unf zur Verf�ugung

stehenden Gleichungen. Die L�osung eines str�omungsphysikalischen Problems ist dann eindeu-
tig, wenn die Anzahl der zu l�osenden Gleichungen mit der Anzahl der unbekannten Gr�o�en

�ubereinstimmt und dem Problem angepa�te Anfangs- und Randwerte vorliegen. Das Glei-

chungssystem (2.7) l�a�t sich also numerisch nicht l�osen, wenn es anhand einer zus�atzlichen
Beziehung nicht geschlossen wird. Aus den Zustandsgleichungen f�ur ein thermisch und kalo-

risch ideales Gas

p = �RT; �e =
�RT

 � 1
(2:19)

ergibt sich

p = ( � 1)(�E � �

2
u � u); (2:20)

wobei e die innere Energie pro Masse ist. Mit Hilfe der Zustandsgleichung (2.20) werden die
Erhaltungsgleichungen geschlossen. F�ur eine sehr gro�e Mach-Zahl (M > 5) verh�alt sich das

Gas jedoch nicht mehr kalorisch ideal. Im solchen Fall kann die Zustandsgleichung f�ur kalorisch

ideale Gase nicht mehr angewendet werden.
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2.2.3 Mittelung der Str�omungsgr�o�en

Die Str�omungsvorg�ange im Kontinuumsbereich werden f�ur sowohl laminare als auch turbu-

lente Verh�altnisse gleicherma�en durch die Erhaltungsgleichungen beschrieben. Ein besonderes

und weitgehend ungel�ostes Str�omungsproblem ist aber die Abh�angigkeit der Erhaltungsglei-

chungen von der nur als Parameter auftretenden Reynolds-Zahl. Unterhalb einer gewissen

kritischen Reynolds-Zahl bleibt die Str�omung laminar erhalten, bei welcher jedes Expe-

riment durch eine numerische Simulation ohne zus�atzlich empirische Information mit guter

N�aherung abgebildet werden k�onnte. Wird die kritische Reynolds-Zahl gen�ugend weit �uber-

schritten, so stellt sich eine ganz andere Str�omung ein. Diese Str�omung ist durch die stark

erh�ohte Di�usion, die Dreidimensionalit�at und die immer wirbelbehaftete Instationarit�at sowie

das stochastische Verhalten der Str�omungsgr�o�en gekennzeichnet. Mi�t man eine Str�omungs-

gr�o�e an einem bestimmten Ort, so stellt man fest, da� sie unregelm�a�ig um einen Mittelwert

schwankt. Man bezeichnet derartige Str�omungen als turbulent. Die in der Praxis vorkommen-

den Str�omungen sind meistens turbulent.

Auch wenn die direkte Simulation oder die Large-Eddy-Simulation turbulenter Str�omun-
gen [24] wenig empirische Information zu den Erhaltungsgleichungen erfordert, sind sie infolge
einer hohen Au�osung des Gitternetzes und der damit verbundenen Rechenkosten vom Stand-

punkt gegenw�artiger Rechenanlagen aus unwirtschaftlich, um die zeitlichen Verl�aufe und die
r�aumlichen Strukturen turbulenter Str�omungen ausreichend aufzul�osen. F�ur die meisten tech-

nischen Anwendungen interessieren im allgemeinen nicht die Einzelheiten der Turbulenzbe-
wegung, sondern haupts�achlich deren Mittelwerte, weshalb es zweckm�a�ig ist, halbempirische
N�aherungsverfahren anzuwenden, welche nur die Mittelwerte der Str�omungsgr�o�en liefern

k�onnen. In den meisten F�allen wird die turbulente Str�omung durch eine Mittelwertbildung
der Str�omungsgr�o�en in den Erhaltungsgleichungen n�aherungsweise berechnet.

Betrachtet man den zeitlichen Verlauf einer Str�omungsgr�o�e a an einem bestimmten Ort,

so �andert sich die Str�omungsgr�o�e mit der Zeit. Damit ist die turbulente Str�omung streng
genommen als instation�ar anzusehen. Dabei kann man sich die Str�omung als eine �Uberlage-

rung der mittleren Str�omung mit einer ungeordneten stochastischen Schwankungsbewegung
vorstellen. Die Str�omungsgr�o�e a l�a�t sich daher folgenderma�en darstellen:

a = �a+ a
0

: (2:21)

Diese Aufteilung ist dann zweckm�a�ig, wenn die Schwankungsgr�o�e a
0

viel kleiner als die
mittlere Gr�o�e �a ist. Eine Mittelwertbildung erfolgt gem�a�

�a =
1

�t

Z t+�t=2

t��t=2
adt (2:22)

und dabei gilt weiterhin

1

�t

Z t+�t=2

t��t=2
a
0

dt = 0; (2:23)

d. h. der Mittelwert der Schwankungsgr�o�e ist Null. Die Str�omungsgr�o�e a schwankt mit

nur kleinen Ausschl�agen a
0

um den gemittelten Wert �a f�ur einen Zeitraum �t. Das Mitte-

lungsinterval �t ist jedoch geeignet gro� zu w�ahlen. Wird es zu gro� gew�ahlt, so wird der
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instation�are Verlauf herausgemittelt; wird es zu klein gew�ahlt, bringt die gemittelte Gr�o�e �a

nicht den tats�achlichen Mittelwert.

F�ur die Mittelwertbildung der Str�omungsgr�o�en bei kompressiblen Str�omungen kommt der

massengewichtete Mittelungsproze� nach Favre h�au�g zum Einsatz. Zun�achst werden die

massengemittelten Gr�o�en von u und T

~u =
�u

�
; ~T =

�T

�
(2:24)

eingef�uhrt, wobei mit dem �Uberstreichen die zeitliche Mittelung gem�a� (2.22) gemeint ist.

Die Momentanwerte von u und T werden zuerst in die Summe aus den massengewichteten

Mittelwerten und ihren Schwankungswerten aufgespalten, gekennzeichnet mit zwei Strichen.

Hingegen werden die Massendichte � und der statische Druck p wie f�ur (2.21) in die Summe

aus den zeitlich gemittelten Werten und ihren Schwankungswerten aufgespalten:

� = ��+ �
0

; � = �p+ p
0

; u = ~u + u
00

; T = ~T + T
00

: (2:25)

Setzt man dann die aufgespaltenen Gr�o�en in die Erhaltungsgleichungen ein und unterwirft

man die resultierenden Gleichungen der zeitlichen Mittelung f�ur ein Zeitinterval �t gem�a�
(2.22), dann ergeben sich unter Vernachl�assigung geringer Einu�terme

Q =

0
B@

��

��~u

�� ~E

1
CA ; FI =

0
B@

��~u

��~u~u+ �pI

(�� ~E + �p)~u

1
CA ; FV =

0
B@

0
~T� �u00u00

( ~T� �u00u00) � ~u� ~q� cp�T
00
u
00

1
CA(2:26)

mit

~T = �[r~u+ (r~u)T � 2

3
r � ~uI]; (2:27)

~q = ��r ~T ; (2:28)

�� ~E = ��~e + ��
~u � ~u
2

+ ��k: (2:29)

Die turbulente kinetische Energie k pro Masse infolge Schwankungsbewegung ist als Summe

der turbulenten Normalspannungen

k =
1

2
u
00 � u00 (2:30)

de�niert. Mit den zwei zus�atzlichen Termen ��u00u00 und cp�T 00
u
00 werden die Schwankungsbe-

wegungen turbulenter Str�omungen ber�ucksichtigt. Die Schwankungsgr�o�e ��u00u00 , bezeichnet
als Reynolds-Spannungen, sind physikalisch gesehen Tr�agheitskr�afte, denn sie r�uhren von den
konvektiven nichtlinearen Termen her. Die durch die Schwankungen verursachten Tr�agheits-

kr�afte in der Str�omung erwecken den Eindruck, da� in der Str�omung eine zus�atzliche Reibung

wirksam ist. Deshalb werden diese Schwankungsterme auch als zus�atzliche Reibungsterme
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interpretiert, obwohl sie direkt nichts mit den Reibungse�ekten gemeinsam haben. In diesem

Zusammenhang wird auch von turbulenter Scheinreibung gesprochen. Die Schwankungsgr�o�e

cp�T
00
u
00 , bezeichnet als Reynolds-W �armestromvektor, beschreibt in der Energiegleichung

den zus�atzlichen Energietransport, welcher durch die Schwankungsbewegung hervorgerufen

wird.

Um die derartig gemittelten Erhaltungsgleichungen numerisch zu l�osen, sind zus�atzliche

Annahmen f�ur die Beziehung zwischen den scheinbaren und den gemittelten Str�omungsgr�o�en

zu tre�en. Dies ist als Schlie�ungsproblem bekannt, dessen L�osung meistens auf starken Ver-

einfachungen und Hypothesen beruht. Auf der untersten Stufe wird die Schlie�ung durch

die Beziehung zwischen den scheinbaren und den gemittelten Str�omungsgr�o�en erreicht. Die-

se halbempirische Beziehungen stellen Turbulenzmodelle dar, welche die Form algebraischer

Beziehungen oder von Di�erentialgleichungen annehmen k�onnen, und welche nach der Zahl

von Di�erentialgleichungen eingeordnet werden. Sie alle enthalten Gr�o�en, welche experi-

mentell bestimmt werden m�ussen. Die Mehrzahl der gegenw�artig in technischen Anwendun-

gen zur Verf�ugung stehender Turbulenzmodelle basiert auf dem Wirbelviskosit�atansatz von

Boussinesq:

��u00u00 = �t[r~u + (r~u)T � 2

3
r � ~uI]� 2

3
��kI; (2:31)

cp�T
00
u
00 = ��tr ~T : (2:32)

Hierbei sind �t und �t die turbulente V iskosit�at und die turbulente W �armeleitf�ahigkeit.
Diese Koe�zienten sind keine Sto�gr�o�en, sondern h�angen von der Turbulenzstruktur ab.
Schlie�lich werden die Erhaltungsgr�o�en sowie der Flu�tensor in den gemittelten Erhaltungs-

gleichungen und die Zustandsgleichung der Einfachheit halber unter Vernachl�assigung aller
Striche durch

Q =

0
B@

�

�u

�E

1
CA ; FI =

0
B@

�u

�uu + pI

(�E + p)u

1
CA ; FV =

0
B@

0
T

T � u� q

1
CA ; (2:33)

T = (�+ �t)[ru + (ru)T � 2

3
r � uI]� 2

3
�kI (2:34)

q = �(�+ �t)rT (2:35)

p = ( � 1)(�E � �

2
u � u� �k) (2:36)

beschrieben. Der letzte Term in (2.34) leistet einen Beitrag als Normalspannung zum gemit-

telten statischen Druck p
Ein zu dieser Gruppe geh�orendes Turbulenzmodell unterscheidet sich von einem anderen

darin, wodurch die turbulente Viskosit�at �t und die turbulente kinetische Energie k bestimmt

werden. Da ein Turbulenzmodell in der Regel nur f�ur eine bestimmte Str�omung anwendbar ist,
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mu� vor der Anwendung gekl�art werden, was f�ur eine Art von Str�omung berechnet werden

soll. Jedes Turbulenzmodell basiert auf experimentellen Ergebnissen, welche f�ur festgelegte

Reynolds- und Mach-Zahlbereiche sowie f�ur zus�atzliche Parameter ermittelt wurden. Die in

dem Turbulenzmodell enthaltenen Konstanten beziehen sich auf diese experimentellen Ergeb-

nisse. Vor der Berechnung der Str�omung mu� also gepr�uft werden, ob die im Turbulenzmodell

enthaltenen Konstanten passend f�ur die zu berechnende Str�omung sind. Au�erdem mu� der

Rechenaufwand insbesondere dann ber�ucksichtigt werden, wenn die Turbulenz dreidimensio-

naler Str�omungen modelliert wird. Die prinzipielle Struktur der ungemittelten Erhaltungs-

gleichungen wird im wesentlichen erhalten, so da� die L�osung der gemittelten Erhaltungsglei-

chungen wie f�ur laminare Str�omungen erfolgen kann. Die in technischen Anwendungsbereichen

auftretenden turbulenten Str�omungen k�onnen durch die gemittelten Erhaltungsgleichungen

n�aherungsweise gut berechnet werden.

2.2.4 Dimensionslose Betrachtung

Die in den bisher beschriebenen Erhaltungsgleichungen sowie den darauf bezogenen Be-
ziehungen auftretenden Gr�o�en sind dimensionsbehaftet. Um zu dimensionslosen Kennzah-

len zu gelangen, welche eine Str�omung charakterisieren, ist es von Vorteil, durch geeigne-
te Referenzgr�o�en die Erhaltungsgleichungen und die Beziehungen auf eine dimensionslose
Form zu �uberf�uhren. Es gibt viele M�oglichkeiten f�ur die Wahl von Referenzgr�o�en, durch

welche die dimensionsbehafteten Gr�o�en dimensionslos gemacht werden. Hier werden die di-
mensionsbehafteten Gr�o�en(im folgenden mit einem �Uberstreichen � gekennzeichnet) auf

folgende Referenzgr�o�en, bezeichnet mit dem Subscript 1,

r =
�r
�L1

; u =
�u
�V1

; � =
��

��1
; T =

�T
�T1

; t =
�t

�L1= �V1
;

p =
�p

��1 �V 2
1

; � =
��

��1
; �t =

��t

��1
; k =

�k
�V 2
1

(2:37)

bezogen. Hierbei sind �V1, �L1, ��1, �T1 sowie ��1 geeignet w�ahlbare Referenzgr�o�en. Im weite-
ren Verlauf dieser Arbeit werden nur noch die dimensionslosen Gr�o�en angegeben. Um Konfu-
sion zu verhindern, werden die dimensionsbehafteten Gr�o�en explizit mit dem �Uberstreichen

� bezeichnet, wenn eine Gleichung oder eine Gr�o�e dimensionsbehaftet zu verstehen ist. Die

dimensionslose Form der Erhaltungsgleichungen und der dazugeh�origen Beziehungen bleibt

unver�andert, abgesehen von folgenden Beziehungen:

� = T 3=2

 
1 + C2= �T1

T + C2= �T1

!
; (2:38)

T =
�+ �t

Re1
[ru + (ru)T � 2

3
r � uI]� 2

3
�kI; (2:39)

q = � 1

( � 1)M2
1
Re1

(
�

Pr
+

�t

Prt
)rT; (2:40)
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T =
M2

1
p

�
; (2:41)

wobeiRe1 = ��1 �V1 �L1=��1 dieReferenz-Reynolds-Zahl ist,M1 = �V1=
q
 �R �T1 dieReferenz-

Mach-Zahl und Prt die turbulente Prandtl-Zahl, also Prt = �cp��t=��t, welche f�ur Luft �ubli-

cherweise Prt = 0:9 ist. Die Prandtl-Zahl ist etwa konstant f�ur die meisten Gase im relevanten

Temperatur- und Druckbereich. Daher werden die Str�omungsvorg�ange bei kompressiblen Flui-

den ausschlie�lich durch dieMach- und Reynolds-Zahlen charakterisiert, d. h. die Str�omungen

in �ahnlichen Geometrien verhalten sich gleich, wenn die zwei dimensionslosen Kennzahlen je-

weils imWert �ubereinstimmen. Die Reynolds-Zahl ist als das Verh�altnis der charakteristischen

L�ange �L1 zur viskosen L�ange ��1=��1 �V1 anzusehen, so da� mit zunehmender Reynolds-Zahl

die viskose L�ange kleiner wird, d. h. die Grenzschichtdicke d�unner wird. Aus (2.39) und (2.40)

geht auch hervor, da� die Reibungse�ekte dann vernachl�assigbar sind, wenn die Reynolds-

Zahl gegen unendlich geht, d. h. die Erhaltungsgleichungen beschreiben das Verhalten einer

reibungsfreien Str�omung, welche nur durch die Mach-Zahl charakterisiert wird. Bei der Ver-

wendung eines Turbulenzmodells m�ussen die zugeh�origen Gleichungen in geeigneter Weise
so dimensionslos gemacht werden, da� die Referenz-Reynolds-Zahl in den dimensionslosen

Turbulenzmodellgleichungen auftreten kann.

2.3 Anfangs- und Randbedingungen

Die Erhaltungsgleichungen sind von parabolischem und hyperbolischem Typ in der Zeit,
aber elliptisch und hyperbolisch im Ortsraum, was zu einem Anfangs- und Randwertproblem

f�uhrt. Daher ben�otigt man sowohl Anfangs- als auch Randbedingungen zur L�osung des Glei-
chungssystems. Die Str�omungsvorg�ange eines Fluids werden vor allem durch die zugeh�origen
Anfangs- und Randbedingungen festgelegt. Aus der Theorie der gew�ohnlichen Di�erential-

gleichungen (DGl) ist bekannt, da� die Ordnung einer unabh�angigen Variablen in der DGl die
Anzahl der erf�ullbaren Anfangs- und Randbedingungen festlegt. Genauso legt die Ordnung

einer unabh�angigen Variablen in der partiellen DGl die Zahl der zu Beginn und am Rand
erf�ullbaren Funktionen fest.

2.3.1 Anfangsbedingungen

Bei instation�aren Str�omungsproblemen sind die Anfangsbedingungen, also die Feldgr�o�en

zu Beginn des interessierenden Zeitabschnitts (t = 0) anzugeben:

Q(r; t = 0) = Q(r): (2:42)

2.3.2 Randbedingungen

Die L�osung des vorliegenden Str�omungsproblems verlangt bei jedem Zeitabschnitt Anga-
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ben �uber die Art der Berandung des interessierenden Str�omungsgebiets und die Angabe der

Bedingungen, welche die Str�omung an der Berandung erf�ullen mu�. Mathematisch gesprochen

handelt es sich hierbei um Randbedingungen. Man unterscheidet bei der Berandung zwischen

der undurchl�assigen Wand und dem Ein- und Austrittsrand.

Bei einer reibungsfreien Str�omung ist es im allgemeinen nicht mehr m�oglich, sowohl Normal-

als auch Tangentialgeschwindigkeit an der Wand vorzuschreiben. Da an einer undurchl�assi-

gen Wand auf jeden Fall die Normalkomponenten von Wand- und Str�omungsgeschwindigkeit

�ubereinstimmen m�ussen�anderenfalls w�urde die Wand durchstr�omt�so lautet die Randbe-

dingung

(u� uw) � n = 0; (2:43)

welche kinematische Randbedingung genannt wird.

Die Erfahrung lehrt, da� Newton-Fluide unter �ublichen Str�omungsbedingungen an un-

durchl�assigen W�anden haften. Dies bedeutet, da� sowohl Tangential- als auch Normalge-

schwindigkeit von Fluid und Wand an jedem Punkt der Wand �ubereinstimmen m�ussen. Der

Geschwindigkeitsvektor u des Fluids an der Wand mu� gleich dem Vektor der Wandgeschwin-

digkeit uw sein:

u = uw; (2:44)

bei welcher von dynamischer oder physikalischer Randbedingung gesprochen wird.
Auch die Temperaturdi�erenz zwischen dem Fluid an der Wand und der Wand ist nicht

vernachl�assigbar in w�armeleitenden Str�omungen. F�ur Gase kommen aber �ublicherweise die

Bedingungen (no-temperature-jump conditions)

T = Tw oder
@T

@n
= 0 (2:45)

als die Temperatur des Fluids an der Wand zum Einsatz, wobei n die Richtung normal zur
Wand andeuten soll. F�ur den statischen Druck p existiert aber keine nat�urliche Randbedin-
gung an der Wand.

In vielen Str�omungsproblemen ist es zweckm�a�ig und notwendig, die L�osung der Erhal-
tungsgleichungen auf ein endliches Integrationsgebiet zu beschr�anken. Dies ist zul�assig, wenn

die Eigenschaften einer Str�omung sowohl am Eintritt als auch am Austritt des Gebiets vor-
geschrieben werden. Die Erhaltungsgleichungen (2.7) sind von parabolischem und hyperbo-

lischem Typ in der Zeit, und damit k�onnen sie i.a. nur unvollst�andig beschrieben werden.

Falls aber der Eintritts- oder Austrittsrand weit genug von einem angestr�omten Gegenstand
entfernt ist, spielen die Reibungsterme normal zur Berandung keine Rolle, also k�onnen die-

selben Randbedingungen wie bei reibungsfreier Str�omung mittels Charakteristiken angegeben

werden. Verlassen abgel�oste Wirbel das Integrationsgebiet �uber den Austrittsrand, so w�urde

Reibung nur einen geringen Einu� auf die Str�omung in dem eigentlich interessierenden Ge-

biet aus�uben. Die Reibungse�ekte sind aber in erster N�aherung dann vernachl�assigbar, wenn
der Abstand zwischen dem angestr�omten Gegenstand und dem Austrittsrand entsprechend

gro� ist.

19


