
(3.11)

�(�) = s�g�(�)e
�i�

4 e�R+

�
1 +O(���0)

2 sin ��1
2
sin ��2

2

e
i�
R x2
x1

j�j
+

1 +O(���0)

2 sin ��1
2
sin ��2

2

e
�i�

R x2
x1

j�j
�

(j�j ! 1; � 2 S�1);

denn f�ur den dritten bis siebten Summanden innerhalb der geschweiften Klammern in

(3.10) gilt, da� sie wegen Re� � 0; Im� � 0 in S�1 gleich

O(���0) e
�i�

R x2
x1

j�j
(j�j ! 1; � 2 S�1)

sind, und sich deshalb mit dem ersten bzw. zweiten Summanden zusammenfassen lassen.

Bei dem vorletzten Summanden beachte man dazu, da� jIm�j � jRe�j in S�1 gilt, also

j�j2 = (Im�)2 + (Re�)2 � 2 (Re�)2 f�ur alle � 2 S�1;(3.12)

und daher dann���(i+O(���0)) e�2�
R x1
0

j�j
��� � j�j��0

�����0ie�2� R x10
j�j +O(1)e�2�

R x1
0

j�j
���

� j�j��0
�
j�j�0e�2Re (�)

R x1
0

j�j + Ce�2Re (�)
R x1
0

j�j
�

(3:12)

� j�j��0
�
(
p
2 Re�)�0e�2Re (�)

R x1
0

j�j + C
�

� j�j��0 ~C (� 2 S�1; j�j � �0)

mit geeigneten Zahlen C; ~C; �0 � 0 wegen

lim
t!1

t�0e�2t
R x1
0

j�j = 0

(mit t := Re�) nach der Regel von de l'Hospital.

Der folgende Ausdruck in (3.11)

E(�) :=
1 +O(���0)

2 sin ��1
2
sin ��2

2

e
i�
R x2
x1

j�j
+

1 +O(���0)

2 sin ��1
2
sin ��2

2

e
�i�

R x2
x1

j�j
(j�j ! 1; � 2 S�1)

stellt nun eine asymptotische Exponentialsumme dar. Dabei ist die in (3.11) vor E be�nd-

liche Funktion S�1 ! C; � 7! s�g�(�)e
�i�

4 e�R+ holomorph und nullstellenfrei, so da� die

Nullstellen von � nur durch E bestimmt werden.

E ist in jedem Punkt von S�1 holomorph, denn es gilt

E(�) =
�(�)

s�g�(�)e�R+

ei
�
4 =

W(i�; �)

s�g�(�)e�R+

ei
�
4 (� 2 S�1);

darin istW(i�; �) in jedem Punkt von S�1 holomorph (vgl. Lemma 2.9 b)) und der Nenner

ebenfalls in jedem Punkt von S�1 holomorph und nullstellenfrei.
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Lemma 3.1 mit

p := 2 ; c1 :=
1

2 sin ��1
2
sin ��2

2

6= 0 ; c2 :=
1

2 sin ��1
2
sin ��2

2

6= 0 ;

#1 := �
Z x2

x1

j�j = �R� ; #2 :=
Z x2

x1

j�j = R�

liefert f�ur die Nullstellen �n von E (und damit von �)

�n =
2n�

2R�

�
1 +O

� 1
n

��
(n!1);

also gilt f�ur die Eigenwerte �2n

�2n = ��2n = �n2�2

R2
�

�
1 +O

� 1
n

��
(n!1);

das ist die Behauptung.

Nun zum allgemeineren Fall

1. b) T1 = III; T2 = : : : = Tm�1 = I; Tm = IV ; m � 3

Die folgende Abbildung zeigt ein Beispiel f�ur �2 mit m = 6.

�2

x1 x2 x3 x4 x5 x6

Bild 3.4: Beispiel f�ur �2 im Fall 1.b)

In der hier untersuchten Situation 1.b) gilt

R� =
Z xm

x1

j�j ; R+ =
Z x1

0
j�j+

Z 1

xm

j�j :
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Es ist mit � =: i� gem�a� Lemma 3.2

C1(III; I) =

0
BB@

[1]

2 sin
��1
2

e
i�
R x2
x1

j�j
+ [cos��2]

2 sin
��1
2

e
�i�

R x2
x1

j�j

[0]2 sin ��1
2
e
�i�

R x2��
x1

j�j
e
i�
R x2
x2��

j�j
+[�i cos ��2]2 sin

��1
2
e
�i�

R x2
x1

j�j

[0]

2 sin
��1
2

e
i�
R x1+�
x1

j�j
e
�i�

R x2
x1+�

j�j
+ [i]

2 sin
��1
2

e
�i�

R x2
x1

j�j

[1]2 sin ��1
2
e
�i�

R x2
x1

j�j

1
CCA e�i

�
4

(j�j ! 1; � 2 S�1);

C�(I; I) =

0
BB@

[1]

sin���
e
i�
R x�+1
x�

j�j
+ [cos��� cos���+1]

sin���
e
�i�

R x�+1
x�

j�j

[0] sin ���e
�i�

R x�+1��
x�

j�j
e
i�
R x�+1
x�+1��

j�j
+[�i cos ���+1] sin���e

�i�
R x�+1
x�

j�j

[0]

sin���
e
i�
R x�+�
x�

j�j
e
�i�

R x�+1
x�+�

j�j
+ [i cos��� ]

sin���
e
�i�

R x�+1
x�

j�j

[1] sin ���e
�i�

R x�+1
x�

j�j

1
CA

(j�j ! 1; � 2 S�1; � = 2; : : : ;m� 2);

Cm�1(I; IV ) =

0
BB@

[1]

sin��m�1
e
i�
R xm
xm�1

j�j
+ [cos��m�1]

sin��m�1
e
�i�

R xm
xm�1

j�j

[0] sin ��m�1e
�i�

R xm��
xm�1

j�j
e
i�
R xm
xm��

j�j
+ [�i] sin��m�1e

�i�
R xm
xm�1

j�j

[0]

sin��m�1
e
i�
R xm�1+�
xm�1

j�j
e
�i�

R xm
xm�1+�

j�j
+ [i cos��m�1]

sin��m�1
e
�i�

R xm
xm�1

j�j

[1] sin ��m�1e
�i�

R xm
xm�1

j�j

1
CCA

(j�j ! 1; � 2 S�1):

Wir betrachten nun a1; a2; a3; a4 und die Summe innerhalb der gro�en Klammern von (3.9).

Da C1(III; I); C�(I; I) f�ur � = 2; : : : ;m � 2 und Cm�1(I; IV ) nur e
i#�{Terme mit # 2 R

enthalten, liest man aus der Gestalt der C�(T� ; T�+1) ab, da� in (3.5) gilt

(3.13)

8>>>>><
>>>>>:

�(k) = 0 sowie

�R� = �
Z xm

x1

j�j � #
(k)
1 < #

(k)
2 < : : : < #(k)

pk
�
Z xm

x1

j�j = R�

f�ur k = 1; 2; 3; 4:
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Weiter ist mit (3.13)

ak(i�) = eiR�� �O(1) (j�j ! 1; � 2 S�1; k = 1; 2; 3; 4);(3.14)

denn nach (3.5) ist

ak(i�) =
pkX
j=1

�
d
(k)
j + o(1)

�
ei#

(k)

j
�

= eiR��
pkX
j=1

�
d
(k)
j + o(1)

�
ei(#

(k)

j
�R�)� (j�j ! 1; � 2 S�1)

mit ���ei(#(k)j
�R�)�

��� = eIm (�)(R��#
(k)

j
) � 1 (� 2 S�1; j = 1; : : : ; pk)

wegen Im� � 0 und (3.13).

Da in der Summe innerhalb der gro�en Klammern von (3.9) der Term e
�
R x1
0

j�j+�
R
1

xm
j�j

derjenige von den Faktoren e
��
R x1
0

j�j��
R
1

xm
j�j

ist, der f�ur j�j ! 1; � 2 S�1 das st�arkste

Wachstum besitzt und die ak nur ei#�{Terme mit # 2 R besitzen, werden wir die Summe

in der gro�en Klammer von (3.9) wie folgt ausrechnen (die so durchgef�uhrte Vereinfachung

der asymptotischen Exponentialsumme H in der folgenden Rechnung ist analog zu Langer

[14, Part I, Section 9]):

H(�) := a1(i�)
�
s� +O(���0)

� 1

sin ��m
2

e
�
R x1
0

j�j+�
R
1

xm
j�j

+ a2(i�)O(�
��0) 2 sin ��m

2
e
�
R x1
0

j�j��
R
1

xm
j�j

+ a3(i�)
�
� 1 +O(���0)

� 1

sin ��m
2

e
��
R x1
0

j�j+�
R
1

xm
j�j

+ a4(i�)O(�
��0) 2 sin ��m

2
e
��
R x1
0

j�j��
R
1

xm
j�j

= e
�
R x1
0

j�j+�
R
1

xm
j�j �

�
a1(i�)

�
s� +O(���0)

� 1

sin ��m
2

+ a2(i�)O(�
��0) 2 sin ��m

2
e
�2�

R
1

xm
j�j

+ a3(i�)
�
� 1 +O(���0)

� 1

sin ��m
2

e�2�
R x1
0

j�j

+ a4(i�)O(�
��0) 2 sin ��m

2
e
�2�

R x1
0

j�j�2�
R
1

xm
j�j
�

(3:14)
= e

�
R x1
0

j�j+�
R
1

xm
j�j �

�
a1(i�)

�
s� +O(���0)

� 1

sin ��m
2

+ eiR�� � o(1)
�
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(3:5)
=

e
�
R x1
0

j�j+�
R
1

xm
j�j

sin ��m
2

�
�
s�

� p1X
j=1

�
d
(1)
j + o(1)

�
ei#

(1)

j
�
�
+ eiR�� � o(1)

�

=
s�e

�
R x1
0

j�j+�
R
1

xm
j�j

sin ��m
2

�
�� p1X

j=1

�
d
(1)
j + o(1)

�
ei#

(1)

j
�
�
+ eiR�� � o(1)

�

(j�j ! 1; � 2 S�1);

so da� (3.9) hier lautet (mit p := p1; dj := d
(1)
j ; #j := #

(1)
j f�ur j = 1; : : : ; p zur Abk�urzung)

(3.15)
�(�) = s�g�(�)

e�R+

sin ��m
2

�� pX
j=1

�
dj + o(1)

�
ei#j�

�
+ o(1) ei�R�

�

(j�j ! 1; � 2 S�1);

dabei wurde
x1R
0

j�j+
1R

xm

j�j = R+ eingesetzt.

Um Lemma 3.1 anwenden zu k�onnen, werden wir nun zeigen:

#1 = �R� ; #p = R� ; d1 6= 0 ; dp 6= 0 :(3.16)

Zur Bestimmung von #1; #p; d1; dp:

Zur Bestimmung von d1; #1 aus
m�1Y
�=1

C�(T� ; T�+1) sind, wie in [5] beschrieben, genau die

Terme in C�(T� ; T�+1) zu ber�ucksichtigen, die einen Faktor der Form e
�i�

R x�+1
x�

j�j
enthalten,

denn f�ur alle Exponentialterme ei#� in den Matrizen C�(T� ; T�+1) gilt # � �
x�+1R
x�

j�j und

die Terme mit # > �
x�+1R
x�

j�j liefern keinen Beitrag zu #1. Deshalb reicht es gem�a� [5] aus,

die in De�nition 3.3 angegebenen, f�ur d1; #1 relevanten Teilmatrizen zu betrachten; hier ist

C1;1(III; I) =

0
@ cos��2

2 sin
��1
2

i

2 sin
��1
2

�2i sin ��1
2
cos ��2 2 sin ��1

2

1
A e�i

�
4 e

�i�
R x2
x1

j�j
;

C�;1(I; I) =

0
@ cos��� cos���+1

sin���

i cos���
sin���

�i cos ���+1 sin ��� sin ���

1
A e

�i�
R x�+1
x�

j�j
;

(� = 2; : : : ;m� 2) ;

Cm�1;1(I; IV ) =

0
@ cos��m�1

sin��m�1

i cos��m�1
sin��m�1

�i sin ��m�1 sin ��m�1

1
A e

�i�
R xm
xm�1

j�j
;

nach [5] ist es ausreichend, statt
m�1Q
�=1

C�(T� ; T�+1) nun
m�1Q
�=1

C�;1(T� ; T�+1) zu untersuchen.
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Hier ist

m�1Y
�=1

C�;1(T� ; T�+1) = e�i
�
4

�m�1Y
�=2

1

sin ���

�
e
�i�

R xm
x1

j�j

0
@ 1

2 sin
��1
2

i

2 sin
��1
2

�2i sin ��1
2

2 sin ��1
2

1
A :

Also gilt

d1 = e�i
�
4

1

2 sin ��1
2

�m�1Y
�=2

1

sin ���

�
6= 0 und #1 = �

Z xm

x1

j�j = �R�:

Entsprechend sind f�ur die Bestimmung von dp; #p gem�a� [5] genau die Terme in den Matri-

zen C�(T� ; T�+1) zu ber�ucksichtigen, die einen Term der Gestalt e
i�
R x�+1
x�

j�j
enthalten, denn

f�ur alle ei#�{Terme in C�(T� ; T�+1) gilt # �
x�+1R
x�

j�j und alle ei#�{Terme mit # <
x�+1R
x�

j�j
liefern keinen Beitrag zu #p. Deshalb betrachten wir die in De�nition 3.3 angegebenen, f�ur

dp; #p relevanten Teilmatrizen

C1;p(III; I) =

0
@ 1

2 sin
��1
2

0

0 0

1
A e�i

�
4 e

i�
R x2
x1

j�j
;

C�;p(I; I) =

0
@ 1

sin���
0

0 0

1
A e

i�
R x�+1
x�

j�j
(� = 2; : : : ;m� 2) ;

Cm�1;p(I; IV ) =

0
@ 1

sin��m�1
0

0 0

1
A e

i�
R xm
xm�1

j�j
:

Nun ist es ausreichend,
m�1Q
�=1

C�;p(T� ; T�+1) statt
m�1Q
�=1

C�(T� ; T�+1) zu untersuchen. Hier ist

m�1Y
�=1

C�;p(T� ; T�+1) = e�i
�
4

�m�1Y
�=2

1

sin ���

�
e
i�
R xm
x1

j�j

0
@ 1

2 sin
��1
2

0

0 0

1
A :

Also gilt

dp = e�i
�
4

1

2 sin ��1
2

�m�1Y
�=2

1

sin ���

�
6= 0 und #p =

Z xm

x1

j�j = R�;

womit (3.16) bewiesen ist.

Wegen #p = R� l�a�t sich nun in (3.15) zusammenfassen:

�(�) = s�g�(�)
e�R+

sin ��m
2

pX
j=1

�
dj + o(1)

�
ei#j� (j�j ! 1; � 2 S�1):(3.17)

100



Der Vorfaktor vor der asymptotischen Exponentialsumme

E(�) :=
pX

j=1

�
dj + o(1)

�
ei#j� (j�j ! 1; � 2 S�1)

in (3.17) ist nullstellenfrei, � und E besitzen in S�1 also dieselben Nullstellen. Wie bei

Fall 1.a) sieht man, da� E in jedem Punkt von S�1 holomorph ist. Nach Lemma 3.1 gilt

mit (3.16) f�ur die Nullstellen �n von E bzw. von �

�n =
2n�

2R�

�
1 +O

� 1
n

��
(n!1);

womit f�ur die Eigenwerte �2n dann

�2n = ��2n = �n2�2

R2
�

�
1 +O

� 1
n

��
(n!1);

das ist die Behauptung, folgt.

Nun verallgemeinern wir das Ergebnis von 1.b):

1. c) T1 = III; T2 = : : : = Tl�1 = I; Tl = IV;

Tl+1 = III; Tl+2 = : : : = Tm�1 = I; Tm = IV

Die folgende Abbildung zeigt ein Beispiel f�ur m = 6, l = 3.

�2

x1 x2 x3 x4 x5 x6

Bild 3.5: Beispiel f�ur �2 im Fall 1.c)
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Es entspricht in Fall 1.c) also T1; : : : ; Tl und Tl+1; : : : ; Tm jeweils der Situation in Fall 1.b)

bzw. 1.a); nun ist

R+ =
Z x1

0
j�j+

Z xl+1

xl

j�j+
Z 1

xm

j�j ; R� =
Z xl

x1

j�j+
Z xm

xl+1

j�j :

Es gilt mit � =: i�, � 2 S�1

Cl(IV; III) =

0
BB@

[1]

2 sin
��l
2

e
�
R xl+1
xl

j�j
+ [0]

2 sin
��l
2

e
��
R xl+1
xl

j�j

[0]2 sin ��l
2
e
��
R xl+1��
xl

j�j
e
�
R xl+1
xl+1��

j�j
+ [0]2 sin ��l

2
e
��
R xl+1
xl

j�j

[0]

2 sin
��l
2

e
�
R xl+�
xl

j�j
e
��
R xl+1
xl+�

j�j
+ [0]

2 sin
��l
2

e
��
R xl+1
xl

j�j

[1]2 sin ��l
2
e
��
R xl+1
xl

j�j

1
CCA ei

�
4

(j�j ! 1; � 2 S�1)

nach Lemma 3.2. Die anderen Matrizen C�(T� ; T�+1) mit � 6= l enthalten nur ei#�{Terme

mit # 2 R (vgl. F�alle 1.a), 1.b)). Man liest auch hier aus der Gestalt der C�(T� ; T�+1) ab,

da�

(3.18)

8>>>>>>><
>>>>>>>:

�(1) =
Z xl+1

xl

j�j ; �
Z xl+1

xl

j�j � �(k) �
Z xl+1

xl

j�j f�ur k = 2; 3; 4;

�R� = �
Z xl

x1

j�j �
Z xm

xl+1

j�j � #
(k)
1 < : : : < #(k)

pk
�
Z xl

x1

j�j+
Z xm

xl+1

j�j = R�

f�ur k = 1; 2; 3; 4;

so da� mit (3.5) folgt:

ak(i�) = e�
(1)�eiR�� �O(1) (j�j ! 1; � 2 S�1; k = 1; 2; 3; 4):(3.19)

Analog zu Fall 1.b) erhalten wir f�ur die Summe H in der gro�en Klammer von (3.9)

H(�) = e
�
R x1
0

j�j+�
R
1

xm
j�j �

�
a1(i�)

�
s� +O(���0)

� 1

sin ��m
2

+ a2(i�)O(�
��0) 2 sin ��m

2
e
�2�

R
1

xm
j�j

+ a3(i�)
�
� 1 +O(���0)

� 1

sin ��m
2

e�2�
R x1
0

j�j

+ a4(i�)O(�
��0) 2 sin ��m

2
e
�2�

R x1
0

j�j�2�
R
1

xm
j�j
�

(3:19)
= e

�
R x1
0

j�j+�
R
1

xm
j�j �

�
a1(i�)

�
s� +O(���0)

� 1

sin ��m
2

+ e�
(1)�eiR�� � o(1)

�
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(3:5)
=

e
�
R x1
0

j�j+�
R
1

xm
j�j

sin ��m
2

�
�
e�

(1)�s�

� p1X
j=1

�
d
(1)
j + o(1)

�
ei#

(1)

j
�
�
+ e�

(1)�eiR�� � o(1)
�

(3:18)
=

s�e
�R+

sin ��m
2

�
�� p1X

j=1

�
d
(1)
j + o(1)

�
ei#

(1)

j
�
�
+ o(1) eiR��

�

(j�j ! 1; � 2 S�1);

(3.9) lautet also hier (mit p := p1, dj := d
(1)
j , #j := #

(1)
j f�ur j = 1; : : : ; p zur Abk�urzung)

(3.20)
�(�) = s�g�(�)

e�R+

sin ��m
2

�� pX
j=1

�
dj + o(1)

�
ei#j�

�
+ o(1) ei�R�

�

(j�j ! 1; � 2 S�1):

Wir werden zeigen:

#1 = �R� ; #p = R� ; d1 6= 0 ; dp 6= 0 :(3.21)

Wie bei 1.a) bzw. 1.b) erh�alt man f�ur die relevanten Teilmatrizen

l�1Y
�=1

C�;1(T� ; T�+1) = e�i
�
4

� l�1Y
�=2

1

sin ���

�
e
�i�

R xl
x1

j�j

0
B@

1

2 sin
��1
2

i

2 sin
��1
2

�2i sin ��1
2

2 sin ��1
2

1
CA(3.22)

und analog

m�1Y
�=l+1

C�;1(T� ; T�+1) = e�i
�
4

� m�1Y
�=l+2

1

sin ���

�
e
�i�

R xm
xl+1

j�j

0
B@

1

2 sin
��l+1

2

i

2 sin
��l+1

2

�2i sin ��l+1
2

2 sin
��l+1

2

1
CA:(3.23)

Da in Cl(IV; III) nur e
#�{Terme mit # 2 R vorhanden sind, sind gem�a� (3.18), (3.19) und

der Vereinfachung von H gem�a� Langer [14] wie bei 1.b) als relevante Teilmatrizen

(3.24)

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

Cl;1(IV; III) =

0
@ 1

2 sin
��l
2

0

0 0

1
A ei

�
4 e

�
R xl+1
xl

j�j
;

Cl;p(IV; III) =

0
@ 1

2 sin
��l
2

0

0 0

1
A ei

�
4 e

�
R xl+1
xl

j�j

zu ber�ucksichtigen, n�amlich jeweils der f�ur j�j ! 1; � 2 S�1 am st�arksten wachsende

Term (vgl. auch [5]).

Die weiteren in De�nition 3.3 angegebenen relevanten Teilmatrizen, die in den nachfolgen-

den Untersuchungen ben�otigt werden, sind wie bei [5] nach demselben Prinzip gebildet wie

hier und in Fall 1.b).

Es ist dann wieder gem�a� [5] ausreichend,
m�1Q
�=1

C�;1(T� ; T�+1) statt
m�1Q
�=1

C�(T� ; T�+1) zu un-

tersuchen. Mit (3.22), (3.23) und (3.24) folgt:
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m�1Y
�=1

C�;1(T� ; T�+1) = e�i
�
4

1

2 sin ��l
2

� m�1Y
�=2

� 6=l;l+1

1

sin ���

�
�

�e�i�
R xl
x1

j�j�i�
R xm
xl+1

j�j � e�
R xl+1
xl

j�j �

0
BB@

1

4 sin
��1
2

sin
��l+1

2

i

4 sin
��1
2

sin
��l+1

2

�i sin
��1
2

sin
��l+1

2

sin
��1
2

sin
��l+1

2

1
CCA :

Daher ist

d1 = e�i
�
4

1

8 sin ��1
2
sin ��l

2
sin

��l+1
2

� m�1Y
�=2

� 6=l;l+1

1

sin ���

�
;

also

d1 6= 0 und #1 = �
Z xl

x1

j�j �
Z xm

xl+1

j�j = �R� :

F�ur dp und #p hat man wie bei 1.a) bzw. 1.b)

l�1Y
�=1

C�;p(T� ; T�+1) = e�i
�
4

� l�1Y
�=2

1

sin ���

�
e
i�
R xl
x1

j�j �
0
@ 1

2 sin
��1
2

0

0 0

1
A ;

und wieder analog zu 1.a) bzw. 1.b)

m�1Y
�=l+1

C�;p(T� ; T�+1) = e�i
�
4

� m�1Y
�=l+2

1

sin ���

�
e
i�
R xm
xl+1

j�j �
0
@ 1

2 sin
��l+1

2

0

0 0

1
A ;

so da� mit (3.24)

m�1Y
�=1

C�;p(T� ; T�+1) =

e�i
�
4

1

2 sin ��l
2

� m�1Y
�=2

� 6=l;l+1

1

sin ���

�
e
i�
R xl
x1

j�j+i�
R xm
xl+1

j�j � e�
R xl+1
xl

j�j �
0
@ 1

4 sin
��1
2

sin
��l+1

2

0

0 0

1
A :

Daraus liest man ab

dp = e�i
�
4

1

8 sin ��1
2
sin ��l

2
sin

��l+1
2

� m�1Y
�=2

� 6=l;l+1

1

sin ���

�
;

und so

dp 6= 0 und #p =
Z xl

x1

j�j+
Z xm

xl+1

j�j = R� :

Damit ist (3.21) bewiesen. Wegen #p = R� l�a�t sich in (3.20) zusammenfassen:

�(�) = s�g�(�)
e�R+

sin ��m
2

pX
j=1

�
dj + o(1)

�
ei#j� (j�j ! 1; � 2 S�1):

104



Auch hier ist der Vorfaktor vor der asymptotischen Exponentialsumme

E(�) :=
pX

j=1

�
dj + o(1)

�
ei#j� (j�j ! 1; � 2 S�1)

nullstellenfrei, und E ist in jedem Punkt von S�1 holomorph, wie man wie bei 1.a) zeigt.

Nach Lemma 3.1 gilt mit (3.21) f�ur die Nullstellen �n von �

�n =
n�

R�

�
1 +O

� 1
n

��
(n!1);

d.h. es gilt auch hier

�2n = �n2�2

R2
�

�
1 +O

� 1
n

��
(n!1):

Nun zum allgemeinen Fall

1. d) T1 = III; Tm = IV ; m � 3

Aus Lemma 3.2 ist ersichtlich, da� (mit � = i�) die Exponentialterme in den Verbindungs-

matrizen C�(T� ; T�+1) nicht nur in diesem Fall 1.d), sondern allgemein folgender Eigenschaft

gen�ugen:

(3.25)

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

F�ur alle T1; : : : ; Tm und � 2 f1; : : : ;m� 1g gilt:

C�(T� ; T�+1) enth�alt nur e
i#�{Terme mit # 2 R () �2 < 0 in (x� ; x�+1);

und

C�(T� ; T�+1) enth�alt nur e
#�{Terme mit # 2 R () �2 > 0 in (x� ; x�+1):

Deshalb erh�alt man in (3.5) aus der Gestalt der Verbindungsmatrizen in Lemma 3.2 in zu

1.b) und 1.c) analoger Weise

(3.26)

8>><
>>:

�(1) =
Z xm

x1

q
�2
+ ; �

Z xm

x1

q
�2
+ � �(k) �

Z xm

x1

q
�2
+ f�ur k = 2; 3; 4;

�R� � #
(k)
1 < : : : < #(k)

pk
� R� f�ur k = 1; 2; 3; 4;

woraus gem�a� (3.5)

ak(i�) = e�
(1)�eiR�� �O(1) (j�j ! 1; � 2 S�1; k = 1; 2; 3; 4)(3.27)

folgt. Gleichung (3.9) l�a�t sich daher wieder wie bei 1.b), c) schreiben als (mit p := p1,

dj := d
(1)
j , #j := #

(1)
j f�ur j = 1; : : : ; p)
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(3.28)
�(�) = s�g�(�)

e�R+

sin ��m
2

�� pX
j=1

�
dj + o(1)

�
ei#j�

�
+ o(1) ei�R�

�

(j�j ! 1; � 2 S�1):

Wir untersuchen nun die Zahlen #1; #p; d1; dp.

Zur Bestimmung von #1; #p:

Mit (3.25) ergeben sich entsprechend der e
�i�

R x�+1
x�

j�j
{Terme und der e

i�
R x�+1
x�

j�j
{Terme in

den Verbindungsmatrizen wieder die Beziehungen

#1 = �R� ; #p = R� :(3.29)

Zur Bestimmung von d1; dp:

Da die Exponentialterme e
�i�

R x�+1
x�

j�j
in den relevanten Teilmatrizen C�;1(T� ; T�+1) bzw.

C�;p(T� ; T�+1) nur f�ur die Bestimmung von #1 bzw. #p von Bedeutung sind und nicht f�ur

die Untersuchung von d1 bzw. dp, verwenden wir im weiteren der k�urzeren Formulierung

halber die ebenfalls in De�nition 3.3 angegebenen Matrizen

Ĉ�;1(T� ; T�+1) statt C�;1(T� ; T�+1) und Ĉ�;p(T� ; T�+1) statt C�;p(T� ; T�+1);

bei denen lediglich die Exponentialterme weggelassen wurden.

Aufgrund der vorausgesetzten Stetigkeit von �2 erhielten wir die in Bemerkung 3.2 b)

angegebene Tabelle 3.1 f�ur T�+1 in Abh�angigkeit von T� f�ur � = 1; : : : ;m � 1; andere

Kombinationen sind nicht m�oglich. Daher gilt:

Auf einen turning point x� vom Typ T� = III folgt einer vom Typ T�+1 = IV oder einer

oder mehrere vom Typ I sowie dann ein turning point vom Typ IV . Diese ergeben in
m�1Q
�=1

Ĉ�;1(T� ; T�+1) ein Teilprodukt der Gestalt

Ĉ�;1(III; IV ) oder Ĉ�;1(III; I) � Ĉ�+1;1(I; I) � : : : � Ĉ�+l;1(I; IV );(3.30)

es soll immer mit einer Nullstelle vom Typ IV enden. Falls diese Nullstelle nicht bereits

die letzte, also xm ist, so gilt f�ur die nachfolgenden Nullstellen (vgl. wieder Tabelle 3.1):

Auf T� = IV folgt T�+1 = III oder ein oder mehrere turning points vom Typ II sowie

dann ein turning point vom Typ III. Diese ergeben in
m�1Q
�=1

Ĉ�;1(T� ; T�+1) ein Teilprodukt

der Gestalt

Ĉ�;1(IV; III) oder Ĉ�;1(IV; II) � Ĉ�+1;1(II; II) � : : : � Ĉ�+k;1(II; III);(3.31)

es endet stets mit einer Nullstelle vom Typ III. Daran schlie�t sich wegen Tm = IV wieder

ein Teilprodukt der Gestalt (3.30) an.

In
m�1Q
�=1

Ĉ�;1(T� ; T�+1) wechseln sich daher stets ein Teilprodukt der Form (3.30) mit einem

der Gestalt (3.31) ab, beginnend mit (3.30) wegen T1 = III und endend mit (3.30) wegen

Tm = IV .
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Nach Lemma 3.2 und einer zu 1.b) analogen Rechnung ergibt sich nun, da� jedes Produkt

der Form (3.30) die Gestalt



0
@ 1

�
i
�

�i� �

1
A mit geeigneten �;  6= 0

besitzt, und jedes Produkt der Form (3.31) die Gestalt

�

 
1 0

0 0

!
mit geeignetem � 6= 0

besitzt; letzteres, da jede Matrix Ĉ�;1(T� ; T�+1) im Teilprodukt (3.31) nach Lemma 3.2

selbst die Form ��

 
1 0

0 0

!
mit �� 6= 0 besitzt. Das Produkt eines Teilproduktes vom Typ

(3.30) mit einem vom Typ (3.31) hat deshalb die Gestalt



0
@ 1

�
0

�i� 0

1
A mit passenden �;  6= 0:(3.32)

m�1Q
�=1

Ĉ�;1(T� ; T�+1) besteht so aus einem oder mehreren Faktoren (3.32) und besitzt als

letzten Faktor ein Teilprodukt der Form (3.30), d.h. mit geeigneten Zahlen j 6= 0; �j 6= 0

f�ur j = 1; : : : ; j0 gilt

m�1Y
�=1

Ĉ�;1(T� ; T�+1) =

0
@j0�1Y

j=1

j

0
@ 1

�j
0

�i�j 0

1
A
1
A � j0

0
@ 1

�j0

i
�j0

�i�j0 �j0

1
A

=

� j0Y
j=1

j

�
�

0
B@

1
�1�:::��j0�1

0

�i�1
�2�:::��j0�1

0

1
CA
0
@ 1

�j0

i
�j0

�i�j0 �j0

1
A

=

� j0Y
j=1

j

�0B@
1

�1�:::��j0

i
�1�:::��j0

�i�1
�2�:::��j0

�1
�2�:::��j0

1
CA ;

also ist

d1 =
1 � : : : � j0
�1 � : : : � �j0

6= 0:

Da alle Ĉ�;p(T� ; T�+1) Matrizen der Form ��

 
1 0

0 0

!
mit passenden Zahlen �� 6= 0 f�ur

� = 1; : : : ;m� 1 sind, ist

m�1Y
�=1

Ĉ�;p(T� ; T�+1) = �0

 
1 0

0 0

!
mit �0 :=

m�1Y
�=1

�� 6= 0;
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also gilt

dp = �0 6= 0 :

Mit #p = R� nach (3.29) l�a�t sich (3.28) vereinfachen zu

�(�) = s�g�(�)
e�R+

sin ��m
2

pX
j=1

�
dj + o(1)

�
ei#j� (j�j ! 1; � 2 S�1):

Auch hier ist der Vorfaktor S�1 ! C; � 7! s�g�(�)
e�R+

sin ��m
2

vor der asymptotischen Expo-

nentialsumme

E(�) :=
pX

j=1

�
dj + o(1)

�
ei#j� (j�j ! 1; � 2 S�1)

nullstellenfrei, und E ist in jedem Punkt von S�1 holomorph. Nach Lemma 3.1 gilt mit

(3.29) auch hier f�ur die Nullstellen von �

�n =
n�

R�

�
1 +O

� 1
n

��
(n!1);

also

�2n = �n2�2

R2
�

�
1 +O

� 1
n

��
(n!1);

das ist die Behauptung.

Im folgenden Fall untersuchen wir

2. T1 = II; Tm = IV

Wegen �2 2 C(I) ist dann m � 3, und es existiert ein l 2 f1; : : : ;m � 1g mit Tl = III,

vgl. Tabelle 3.1 in Bemerkung 3.2 b); l sei dabei kleinstm�oglich gew�ahlt, d.h.

l := min
n
k j k 2 f1; : : : ;m� 1g; Tk = III

o
:

Dann ist also

T1 = T2 = : : : = Tl�1 = II; Tl = III; : : : ; Tm = IV:

Nach [9, Thm. 3.2] gelten f�ur (wII
1;1)

(�)(0; �), (wII
1;2)

(�)(0; �) f�ur � 2 S�1 und � = 0; 1 die

gleichen Absch�atzungen wie f�ur (wIII
1;1 )

(�)(0; �), (wIII
1;2 )

(�)(0; �) in Fall 1. Also bleibt auch

hier Gleichung (3.9) g�ultig.

Nach Lemma 3.2 ergibt sich mit (3.25)

(3.33)

8>><
>>:

�(1) =
Z xm

x1

q
�2
+ ; �

Z xm

x1

q
�2
+ � �(k) �

Z xm

x1

q
�2
+ f�ur k = 2; 3; 4;

�R� � #
(k)
1 < : : : < #(k)

pk
� R� f�ur k = 1; 2; 3; 4:
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Daraus folgt ebenfalls

ak(i�) = e�
(1)�eiR�� �O(1) (j�j ! 1; � 2 S�1; k = 1; 2; 3; 4);(3.34)

so da� sich (3.9) vereinfacht zu (mit p := p1, dj := d
(1)
j , #j := #

(1)
j f�ur j = 1; : : : ; p)

(3.35)
�(�) = s�g�(�)

e�R+

sin ��m
2

�� pX
j=1

�
dj + o(1)

�
ei#j�

�
+ o(1) ei�R�

�

(j�j ! 1; � 2 S�1):

Mit (3.25) erh�alt man wie bisher

#1 = �R� ; #p = R� :(3.36)

Zur Bestimmung von d1; dp:

Es ist nach Lemma 3.2 bzw. De�nition 3.3

l�1Y
�=1

Ĉ�;1(T� ; T�+1) = �

 
1 0

0 0

!
mit einem geeigneten � 6= 0;

f�ur Tl = III; : : : ; Tm = IV ergibt sich analog zu 1.d)

m�1Y
�=l

Ĉ�;1(T� ; T�+1) = �

0
@ 1


i


�i 

1
A mit geeigneten �;  6= 0:

Damit erhalten wir
m�1Y
�=1

Ĉ�;1(T� ; T�+1) = � �

0
@ 1


i


0 0

1
A

mit

d1 =
� �


6= 0 :

Alle Matrizen Ĉ�;p(T� ; T�+1) sind von der Form ��

 
1 0

0 0

!
mit �� 6= 0 f�ur � = 1; : : : ;m�1,

deshalb folgt
m�1Y
�=1

Ĉ�;p(T� ; T�+1) = �0

 
1 0

0 0

!
mit �0 6= 0;

d.h.

dp = �0 6= 0 :

Mit (3.33), (3.35) und (3.36) ergibt sich dann

�(�) = s�g�(�)
e�R+

sin ��m
2

pX
j=1

�
dj + o(1)

�
ei#j� (j�j ! 1; � 2 S�1);

109



und Lemma 3.1 liefert

�2n = ��2n = �n2�2

R2
�

�
1 +O

� 1
n

��
(n!1):

3. T1 = II oder T1 = III; Tm = II

Nach [9, Thm. 3.2] gilt f�ur � = 0; 1

(wII
1;1)

(�)(0; �) = (wIII
1;1 )

(�)(0; �) = j�(0)j�� 1

2 (�i�)�e�i�
R
0

x1
j�j � [1] (j�j ! 1; � 2 S1);

(wII
1;2)

(�)(0; �) = (wIII
1;2 )

(�)(0; �) = j�(0)j�� 1

2 (i�)�e
i�
R
0

x1
j�j � [1] (j�j ! 1; � 2 S1);

(wII
m;1)

(�)(1; �) = j�(1)j�� 1

2 (�i�)� 1

sin ��m
e
�i�
R
1

xm
j�j � [1] (j�j ! 1; � 2 S1);

(wII
m;2)

(�)(1; �) = j�(1)j�� 1

2 (i�)� sin ��m e
i�
R
1

xm
j�j � [1] (j�j ! 1; � 2 S1);

gegen�uber den F�allen 1. und 2. ist in den Absch�atzungen f�ur (wII
m;j)

(�)(1; �), j = 1; 2, der

Faktor 2 sin ��m
2

in (wIV
m;j)

(�)(1; �) nun durch sin ��m und ei
�
4 durch 1 zu ersetzen.

Mit � =: i�, � 2 S�1, und

g�(�) :=

8>>>>><
>>>>>:

h(i�)i

vuut j�(1)j
j�(0)j ; falls sin� = 0;

h(i�)i
q
j�(0)�(1)j � � sin�; falls sin� 6= 0

gilt durch analoges Vorgehen wie bei Fall 1. statt (3.9) nun

(3.37)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�(�) = g�(�)�
�
a1(i�)

�
2s� +O(���0)

� 1

sin ��m
e
�
R x1
0

j�j+�
R
1

xm
j�j

+ a2(i�)O(�
��0) sin��m e

�
R x1
0

j�j��
R
1

xm
j�j

+ a3(i�)
�
� 2 +O(���0)

� 1

sin ��m
e
��
R x1
0

j�j+�
R
1

xm
j�j

+ a4(i�)O(�
��0) sin��m e

��
R x1
0

j�j��
R
1

xm
j�j
�

(j�j ! 1; � 2 S�1);

gegen�uber (3.9) ist nur 2 sin ��m
2

durch sin ��m sowie der Faktor ei
�
4 in g� durch 1 zu
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ersetzen. Da gem�a� (3.25) auch hier (3.33) und (3.34) gelten, ist in (3.37) in analoger

Weise

�(�) = g�(�)
e
�
R x1
0

j�j+�
R
1

xm
j�j

sin ��m

�
2s� e

�(1)�

� p1X
j=1

�
d
(1)
j + o(1)

�
ei#

(1)

j
�
�
+ o(1) e�

(1)�eiR��
�

(j�j ! 1; � 2 S�1);

mit �(1) =
xmR
x1

q
�2
+ nach (3.33) und p := p1, dj := d

(1)
j , #j := #

(1)
j f�ur j = 1; : : : ; p also

(3.38)
�(�) = 2s�g�(�)

e�R+

sin ��m

�� pX
j=1

�
dj + o(1)

�
ei#j�

�
+ o(1) ei�R�

�

(j�j ! 1; � 2 S�1):

Beziehung (3.25) liefert

#1 = �R� ; #p = R� :(3.39)

Da �2(0) > 0 und nach Voraussetzung �2 inde�nit ist, existiert (mindestens) ein Teilinter-

vall (x� ; x�+1) � [0; 1] mit � 2 f1; : : : ;m � 1g, so da� �2 < 0 auf (x� ; x�+1) ist. Also gibt

es mindestens ein l 2 f2; : : : ;m � 2g mit Tl = IV , dieses l sei maximal gew�ahlt, und ein

k 2 f1; : : : ;m� 3g mit Tk = III, dieses k sei minimal gew�ahlt. T1; : : : ; Tl entspricht dann

der Situation in Fall 1, falls T1 = III, bzw. der in Fall 2, falls T1 = II.

3. a) T1 = III

Dann ist also k = 1, und Tl+1 = : : : = Tm = II, denn w�are f�ur ein s 2 fl + 1; : : : ;mg
Ts 6= II, so g�abe es wegen �2 2 C(I) ein t 2 fl + 1; : : : ;mg mit Tt = IV (vgl. Tabelle 3.1

in Bemerkung 3.2 b)) im Widerspruch zur Wahl von l.

Nach 1.d) gilt
l�1Y
�=1

Ĉ�;1(T� ; T�+1) = 

0
@ 1

�
i
�

�i� �

1
A mit �;  6= 0:

Nach Lemma 3.2 bzw. De�nition 3.3 ist

m�1Y
�=l

Ĉ�;1(T� ; T�+1) = Ĉl;1(IV; II)
m�1Y
�=l+1

Ĉ�;1(II; II)

= �

 
1 0

0 0

!
mit � 6= 0:

Also erhalten wir
m�1Y
�=1

Ĉ�;1(T� ; T�+1) =  �

0
@ 1

�
0

�i� 0

1
A
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mit

d1 =
 �

�
6= 0 :

Alle Matrizen Ĉ�;p(T� ; T�+1) besitzen s�amtlich die Gestalt ��

 
1 0

0 0

!
mit �� 6= 0 f�ur

� = 1; : : : ;m� 1, daher folgt

m�1Y
�=1

Ĉ�;p(T� ; T�+1) = �0

 
1 0

0 0

!
mit �0 6= 0;

also

dp = �0 6= 0 :

Wie bisher folgt durch Zusammenfassen in (3.38) mit Hilfe von (3.39) und Anwendung von

Lemma 3.1

�2n = ��2n = �n2�2

R2
�

�
1 +O

� 1
n

��
(n!1):

3. b) T1 = II

Dann ist k > 1 und T1 = : : : = Tk�1 = II aufgrund der Wahl von k, denn w�are f�ur ein

s 2 f2; : : : ; k�1g Ts 6= II, so g�abe es ein t 2 f2; : : : ; k�1g mit Tt = III (vgl. Tabelle 3.1)

im Widerspruch zur Minimalit�at von k. Es gilt nach De�nition 3.3

k�1Y
�=1

Ĉ�;1(T� ; T�+1) = �

 
1 0

0 0

!
mit � 6= 0:

Analog zu 3.a) ist

m�1Y
�=k

Ĉ�;1(T� ; T�+1) = 

0
@ 1

�
0

�i� 0

1
A mit �;  6= 0;

so da�
m�1Y
�=1

Ĉ�;1(T� ; T�+1) = � 

0
@ 1

�
0

0 0

1
A

gilt, mit

d1 =
� 

�
6= 0 :

Weiter gilt mit De�nition 3.3 wie auch bisher

m�1Y
�=1

Ĉ�;p(T� ; T�+1) = �0

 
1 0

0 0

!
mit �0 6= 0;
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also

dp = �0 6= 0 :

Zusammenfassen in (3.38) mit Hilfe von (3.39) und Anwendung von Lemma 3.1 zeigt

�2n = ��2n = �n2�2

R2
�

�
1 +O

� 1
n

��
(n!1):

B. �2(0) < 0

Diesen Fall untersucht man analog zu [5] und der bisherigen Vorgehensweise.

2

3.4 Beispiel

Abschlie�end betrachten wir das folgende

Beispiel 3.1. Wir untersuchen ein Eigenwertproblem im Zusammenhang mit der Airy-

Di�erentialgleichung, n�amlich

� u00 + xu = �2�2(x)u ; x 2 I := [0;1) ;(3.40)

u(0) = 0 ;(3.41) Z 1

0
j�2(x)jju(x)j2 dx <1 ;(3.42)

mit

�2(x) := (x� 1
3
)(x� 2

3
)�0(x) (x 2 I);

�0(x) :=

8<
:

9; x 2 [0; 2
3
];

9((x� 2
3
)3 + 1); x 2 (2

3
;1):

Zur Einordnung in den Kontext der bisherigen Betrachtungen ist � := 0 sowie �(x) := x

f�ur alle x 2 I zu w�ahlen. Es gilt

m = 2; x1 =
1
3
; l1 = 1; T1 = III;

x2 =
2
3
; l2 = 1; T2 = IV;
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weiter ist �0 > 0 auf I mit �0 2 C2(I) wegen

�00(x) =

8<
:

0; x 2 [0; 2
3
];

27(x� 2
3
)2; x 2 (2

3
;1);

�000(x) =

8<
:

0; x 2 [0; 2
3
];

54(x� 2
3
); x 2 (2

3
;1);

schlie�lich ist � auf [0; 1] beschr�ankt und �uber I lokal integrierbar.

Wir zeigen zun�achst, da� �2 und � die Voraussetzungen von Satz 3.1 erf�ullen. Es ist �2 > 0

auf [0; 1
3
) [ (2

3
;1) und �2 < 0 auf (1

3
; 2
3
), d.h. �2 ist inde�nit. F�ur x � x2 gilt

�2(x) = 9x5 � 27x4 + 32x3 � 29

3
x2 � 11

3
x+

38

27
;

also erf�ullt �2 Bedingung (2.7) aus Bemerkung 2.4 a) mit n := 5, f�ur � gilt

j�(x)j = jxj � 1 � x� f�ur alle x 2 I mit � := 1 <
n

2
� 1 =

3

2
;

daher erf�ullt � Bedingung (2.8) aus Bemerkung 2.4 a), au�erdem ist � � 0 auf I. Bemer-

kung 2.4 liefert daher die G�ultigkeit der Voraussetzungen von Satz 2.1 und Satz 3.1.

In unserem Beispiel gilt

�2
�(x) =

8<
:
��2(x); x 2 (1

3
; 2
3
);

0; x 2 I n (1
3
; 2
3
);

und daher

R� =
Z 1

0

q
�2
� =

Z 2=3

1=3

q
��2(t) dt =

Z 2=3

1=3

q
�9(t� 1

3
)(t� 2

3
) dt

= 3
Z 2=3

1=3

q
1
36
� (t� 1

2
)2 dt =

1

12

Z 1

�1

p
1� u2 du

=
�

24
;

so da� f�ur die Eigenwerte von (3.40), (3.41), (3.42) gem�a� (3.1)

�2n = �n2�2

R2
�

�
1 +O

� 1
n

��
= �242n2

�
1 +O

� 1
n

��
= �576n2

�
1 +O

� 1
n

��
(n!1)

folgt. Damit ergibt sich auch die folgende Aussage: Es gibt eine Nullfolge (cn)n2N in R, so

da�

�2n = �576n2 (1 + cn) (n 2 N)
gilt.
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