Kapitel 3

Asymptotik der Eigenwerte

3.1 Hauptsatz iiber die Eigenwertasymptotik

Da nach Satz 2.1 die EWe p?, n € N, von L reell und negativ sind sowie Vielfachheit 1
besitzen, seien sie im folgenden durch eventuelle Umnumerierung der Gréfle nach geordnet:

0>p2>p5>p5>...

Ziel dieser Arbeit ist es, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 3.1. Es seien die Voraussetzungen von Satz 2.1 erfiillt. Weiter sei ¢* indefinit,

d. h.
es gebe ein v € {1,...,m — 1} mit ¢*(z) < 0 fiir alle x € (z,,2,41) C [0,1],
oder
es gelte ¢*(z) < 0 fiir alle = € [0,2,).
Dann existieren abzéihlbar unendlich viele EWe p?, n € N, von L. Diese besitzen die
asymptotische Darstellung

2.2

(3.1) =" (140(0)  (n o)

Bemerkung 3.1. Stakun hat in [29, S. 671] u. a. gezeigt, dal das Punktspektrum von L
eine endliche Menge ist, falls

m=1, ¢*x)=(x—a1)"¢o(x) (x€1), wobeil; €N gerade,
und ¢o € C*(I) mit ¢ >0, v € C(I);
es ist dann ¢? > 0 auf / und R_ = 0. Um dieses in Satz 3.1 auszuschlieBen, haben wir in

den Voraussetzungen von Satz 3.1 gefordert, daB ein Teilintervall (a,b) C I mit ¢* < 0 auf
(a,b) existiert. Dann ist stets R_ > 0, und wegen ¢? > 0 auf (z,,,00) gilt R_ < oo.
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3.2 Bezeichnungen und Definitionen

Wir fithren folgende Bezeichnungen wie in [5], [9] ein:
Seien mit dem eingangs fest gewihlten € > 0

Do = [0,21 — €],
D, = [z,+ea,41—¢ firl<v<m-—1,
Dy = [z, +61],
L, = D,y . Ulz,—¢ex,+€UD,, firl<v<m.

Gemif der Wahl von ¢ sind alle D, # 0 (0 < v < m), und I, (I < v < m) ist eine
abgeschlossene Umgebung von z,, die keine weitere Nullstelle von ¢* enthilt. Die folgende
Skizze zeigt ein Beispiel fiir den Fall m = 3.

DO,E Dl,e DZ,E DB,E

: —— — —> R

r1—€ T1+e€ To—€ Tote€ T3—€ T3t€
0 21 ) T3 1

]1,5

]2,5
]3,5
Bild 3.1: Beispiel
Wir iibernehmen aus [5], [9] die Definition des sogenannten Typs jeder Nullstelle @1, ..., z,,

von ¢?:

Definition 3.1. Sei v € {1,...,m} und (wie eingangs) [, € N die Ordnung der Nullstelle
z, von ¢*. Dann heifit x, Nullstelle (bzw. turning point) vom Typ

2(1,
2

1
11, wenn [, gerade ist und

&*(x)( z,)” < 0 fiir alle z € 1T,;

¢ (x)(
IIT, wenn I, ungerade ist und ¢*(z)(x

¢ (x)(

, wenn [, gerade ist und x

x b> 0 fiir alle x € I

=

)
T,)
z,)

)

x,)7 >0 fiir alle z € I,

-l <0 fiir alle x € ]1/,5;

Az

IV, wenn [, ungerade ist und x
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Bemerkung 3.2. a) Das lokale Verhalten von ¢* in einer Umgebung eines turning points
x, vom Typ T, (1 < v < m) veranschaulicht folgende Abbildung:

T, =1 T, =11 T, =111 T, =1V

EANVAS

‘ «5“«5‘

Bild 3.2: Typ der turning points

Das néchste Bild zeigt ein Beispiel fiir den Fall m = 4; hierist Ty = IV, T, = 11, T3 = 111,
T,=1V.

¢2

[N

€1 T2 T3 Tyq

Bild 3.3: Beispiel fiir ¢?

b) Aufgrund der Stetigkeit von ¢? sind fiir aufeinanderfolgende turning points z,, 7,41
(1 <v <m —1) nur die folgenden Méglichkeiten fiir 7, und 7,11 erlaubt:

r, | 1 | n | m | v
Tysr | Toder IV | IIoder I11| I oder IV | IT oder I11

Tabelle 3.1: Kombinationen der turning points
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Weiter definieren wir fiir 1 < v < m wie in [5] und [9] mit einem wie dort fest gewéhlten
o mit 0 < 6 < 1

py— 1 .
lul/ T 2 —I— ly?
1, falls p, > i;
o, = 1 =6, falls p, = i;
Ay, ,  falls g, < i;
oo = min{oy,...,0,}.
Dann gilt offensichtlich
0 < (oXs) S 1.

Fir z € C setzen wir als Verallgemeinerung der Landau—Symbole zur Abkiirzung
[z] = 2z+p7°° - B(x,p) mit einer beschrankten Funktion B,

deren Definitionsbereich sich jeweils aus dem Zusammenhang ergeben wird, und die bei
wiederholtem Auftreten des Symbols [z] verschieden sein darf. Fiir & € Z definieren wir
schlieBlich folgende Sektoren in der punktierten komplexen Ebene:

Sk::{Z|ZEC\{O}, %ﬂgargz§@}.

Wir geben nun einen Uberblick iiber die Vorgehensweise bei dem Beweis von Satz 3.1 und
treffen auch bereits einige Vorbereitungen dazu.

Um Satz 3.1 zu beweisen, werden wir gemifl Korollar 2.4 eine asymptotische Darstellung
fiir die Nullstellen p, von W(-, «) herleiten. Da W(-,a) = Y(0,-) cos o + Y'(0,-) sin & und
die die Funktion Y (-, p) definierende Integralgleichung (2.18) nur fiir @ > z(p) > @, + €
und somit nicht fiir « = 0 gilt (siehe Lemma 2.3), lassen sich direkt aus (2.18) keine
Erkenntnisse fiir Y/(0,-), Y’(0,-) und W(-, @) gewinnen.

Um die bisherigen Ergebnisse und die Resultate von Eberhard-Freiling bzw. Eberhard-
Freiling-Schneider in [5], [9], die dort nur fiir das kompakte Intervall [0, 1] formuliert und
bewiesen sind, doch anwenden zu kénnen, werden wir deshalb Y (-, p) fiir |p| > p1 (siehe
Lemma 2.3 zur Bedeutung von p;) auf dem Intervall D,, . = [z,, +¢,1] = [0, 1]N]z,, + ¢, 0)
als Linearkombination eines geeigneten Fundamentalsystems von /,u = 0 auf [0, 1] mit fiir
unsere Zwecke geeigneten asymptotischen Abschitzungen fiir [p| — oo, die wir dann [9]
entnehmen, schreiben. Genauer werden wir folgendes aus den Arbeiten [5], [9] verwenden:

Sei 1 < v < m und z, Nullstelle von ¢* vom Typ T, und sei p € Si mit fest gewihltem
k € Z. Dann gibt es nach [9, Thm. 3.2] ein Fundamentalsystem wi”l(-,p), wZ”Q(-,p) von
[,u=0auf I, fiir das gewisse asymptotische Darstellungen fiir |p| — oo, p € S} existieren;
der Beweis dieses Satzes verwendet im wesentlichen Ergebnisse aus Langer [15].

Weiter sind in [9] die sogenannten Verbindungsmatrizen untersucht. Diese beschreiben den
Ubergang des Fundamentalsystems wZ”l(-,p), wZ”Q(-,p) auf 1, zu wl,Tj_Jfl(-,p), wl,Tj_sz(-,p)

auf 1,,4,, d.h. sie sind 2 x 2-Matrizen C,(T,,T,41) = C,(1,,T,41)(p), die von T, T, 4
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und von p und k£ abhdngen, mit

T, Tut1
wu,l(xvp) wu+1,1($7/’)
( T, ) - Cu(TuvTu-I—l)(p) ( Tyt (l‘ € Du,e)v
wu,z(l'a/’) wu+1,2(51?7/))

fiir fest gewdhlte v € {1,...,m — 1} und p € S;. Fiir die Verbindungsmatrizen sind
ebenfalls in [9, Thm. 4.1] asymptotische Darstellungen fiir |p| — oo, p € Sg bewiesen. Ist
z;(+, p) die Fortsetzung von wilj(-,p) auf [0,1] (j = 1,2,p € Sk), so gilt

Tj41

(32) ( ) ) TG T ) ( witale.p) ) O<j<m—1,

Zz(w,p) v=1 w]T_JI_JfQ(:I;,p) LS ]j-l—l,m/) € Sk)v

und man erhilt ein Fundamentalsystem z(-, p), za(+, p) von {,u = 0 auf dem ganzen Inter-
vall [0,1] (vgl. [9, Abschn. 4.2] zusammen mit [5, S. 27]), das u. a. zum Beweis von Satz
3.1 geeignet ist.

Nachdem wir dann Y (-, p) als Linearkombination von z (-, p), z2(-,p) geschrieben haben
und Darstellungen fiir die Koeffizienten gefunden haben, erhalten wir mit Hilfe der asym-
ptotischen Eigenschaften von z;, 2], zo und z} aus [5], [9] eine asymptotische Darstellung
fiir W(-, «) fiir |p| — oo als sogenannte asymptotische Exponentialsumme, deren Nullstel-
len das folgende Lemma 3.1 unter gewissen Voraussetzungen liefern wird. Dazu wird im
Beweis von Satz 3.1 eine Fallunterscheidung je nach Typ der turning points zq,..., 2,
erforderlich werden.

Aus [5] iibernehmen wir das folgende

Lemma 3.1. ([5, Lemma 1]) Seien p € N\ {1}, J; < ¥y < ... < 0, reelle Zahlen, und fiir
J=1,...,pseien¢; : Sy USy — C Funktionen mit

li (A)=0
im_e;(A) =0,
weiter seien ¢, ...,¢, € C mit ¢y # 0 und ¢, # 0, und sei

p
E:5,US5—-C, \— Z (cj + 6]4()\))6%A
7=1

holomorph. Dann erfiillen die Nullstellen A\, von E die asymptotische Abschitzung

nw 1
nm 20l e

Beweis. Folgerung aus Tamarkin [30, S. 26]; auch in Langer [14, Part I]. O

Definition 3.2. Wir nennen (wie in [5]) jede Funktion £ mit der in Lemma 3.1 angege-
benen Gestalt eine asymptotische Frponentialsumme.

Die Verbindungsmatrizen C,(7,,7,,,) und deren asymptotisches Verhalten gehen gemif
(3.2) in wesentlicher Weise in das Fundamentalsystem z(-, p), z2(-, p) ein. Die asymptoti-
schen Abschitzungen fiir die Verbindungsmatrizen entnehmen wir [9]:
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Lemma 3.2.

C,(1,1)

CV(]vjv)

C,(I1,11)

C,(I1,111)

C,(I111,1)

([9, Thm. 4.1]) Fiir p € Sy und 1 < v <m—1 gilt:

’ x
] e [o Tl feosmu cos mapga] = [, 19
sin iy SIN 7Ty,

- o o N . _ Ty41
[0] sin 7€ s el f%+1—€| |—I- [—1cos Tty 1] sin wpe o Lo el

&epff:-l-ekﬂe fm V-:'el || _I_ M _pf v+1 6|

sin 7Ty sin Ty

[1] sin ﬂ'luye_pfm,,yﬂ ||

(|p] — o0),

Pf v+1 |p] _I_ [cos Tpay] _pf v+1 16|

51n7rp,l, 51n7rp,l,

v € v+1
[0] sin 742, e—pf el pfu+1 —c |—I— [—¢]sin Tp,e

x
_pfmyv+1 |¢|

&6 fmy+€|¢| _/)f v+1 |¢| _I_ Me_pf;:-pl |¢|

SN Ty sin Ty

[1] sin ﬂ'lul,e_pfm,,yﬂ ||

(|p] — o0),

&e_ipf;yyﬂ |¢] T &eipf;;-l-l 4]

Sin Ty, sin Ty,

v41— €|¢| _pr v+1 |¢|

0] sin wp, ¢ coan=< !4 (0] sin w1

&6_20 fmﬁyy+€ |¢|ell) fmmyy-:-el |(b| _I_ &620 f;iy-l-l |¢|

sin 7Ty Sin 7Ty

[1] sin 7, ¢ Ji )

(|p] — o0),

xT
pf v+l |¢| —I— [cos?rul,_l_l e_pfm:+1 |¢|
. 251n g” 2 sin Trg”
o v+1—¢ v+l |¢| Tyl
[0]2 sin 5% e /., f$v+1—€ + [~ cos T, 41]2 sin To¥e = [, el

_ [

fmy+€|¢| - f y+1 |¢| _I_ [; pf v41 |¢|
Ty
2

Ty

c - )
sin 5 Y

[1]2sin "5=e = [0 1ol

(|p] — o0),
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o it ] - i
Ml/ f —I_ [ Ty f

C,(II1,IV) = 251“ 2 . 2:m 5 n »
[O]ZSm Thv o pf f$"+1_€|¢|—|-[ i]2 sin e pfmu I#]

BN el P ol BN DY S U
25in7r2ﬂ 2sin g e_ig
[1]2sin e =0 Lol
(|o] = o0),
C,(IV,I1) =
&e—ipf;:-l-l |¢| —I_ 7 pr v+1 |¢|
in TL¥ sin TE2
C,(IV,IIT) = | ™" L
vH1Te —ip | Y V41
[0]2 sin W;” pf |¢| f$u+1—e |l + [0]2 <in mzw Pf |4
l/+€ Tyt V41
_Z @ ) 13
g o f,) mD+€||_|_m o [T 16l .
els
v+1
[1]2 <in mzw Pf gl
(lp| — o0).
Beweis. Siche [9, Thm. 4.1]. 0

Fiir spatere Zwecke definieren wir noch folgende Matrizen, deren Bedeutung und Verwen-
dung erst im Beweis des Satzes 3.1 deutlich werden wird, die aber bereits hier notiert
werden sollen. Die Herleitung der Gestalt dieser Matrizen wird analog zu [5] verlaufen.

Definition 3.3. Die folgenden Matrizen nennen wir (wie in [5]) relevante Teidlmatrizen:
Seien fiir | <v<m—1und p € 5

COS Ty COS T Hy41 1 COS T [y
A L sin 7 sin
Coa(I, 1) = 2 c

—1COS Tfly41 SINTfL, SINTYL,

Cy,l(la I) = va,l(ly I)e—pf;:+1 |¢| ,
Cy (] ]) sin%rul, 0

vp\ds — 0 0 )
Coo(I1) = Cy (1, 1)’ 100,
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Coa(1,1V)

Coa(1,1V)
Co(1,1V)
Cop(1,1V)
Cor(I1,11)
Cya(I1,11)
C,p(11,11)
C,(I1,11)
Coa(I11,1)
Coa(I11,1)
Co (I11,1)
C,p(IT1,1)
Coa(IT1,1V)
Coa(I11,1V)

Cop(I11,1V)

C
= ( sin 7y )

= OU7P(I7 ]V)epf;:‘l'l |¢| ,

= Cya(I1,111) :=

C
= éy7p(]]7]]]) . (smmh, )

€OS ity LCos Ty

e sin 7y, sin Tty

= T . 7
—isSITU, SINTU,

(1, 1V)e " du T 1l

1/1

A _ 1 0
= Cu,l(]]ajjj) = (Slnﬂﬂu 0) :

0

(11, 1) el

= Cl/p ]] ]]]) = éu,p(]], ]])e—ipf;:+1 [¢] 7

COS Ty 41 #

2sin T”“’ 2sin TEY T

= iz
—2isin “5% cos Wty 41 2sin

2

= Coa(II1, Dye?Ju 1l

= ( 2 sin TE¥ ) e_i% 7

jam)

Il
&
3
N
~
~
~
~
S’
™
%
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Cop(IILIV) = C (111, IV)e P

Coa(IV,IT) = C,,(IV,III) := (mn > )e

Coa(IVIT) = Coy(IV,IT1) = Copy (V.11 W

LalE]

C
wap(]V?]]) = Ou,p(]vajjj) = (2smmw ) : )
CoplIV.IT) = Cop(IV,IIT) = G, (IV, 11" J T T

Um mit Hilfe des asymptotischen Verhaltens des Fundamentalsystems zy(-, p), (-, p) aus
(3.2) Aussagen iiber Y(0,-), Y’(0,-) und W(-, &) zu erhalten, verwenden wir die folgenden
drei Hilfssdtze.

Hilfssatz 3.1. Seien die Voraussetzungen von Satz 3.1 ertiillt, und sei p1(-, p), @2(-, p) ein

fest gewédhltes Fundamentalsystem von [,u = 0 auf [0, 1] fiir jedes feste p € S; U S,. Dann
CeirE(1) p5/6
gilt mit h(p) := (p € SLUSy) firT=0,1:

Wi(e1(-p),pa(-, p))/ 02(1)

(
Y“Mmp>=:h@){orl+an4D(¢aiﬁ»¢Ykmp>—4au,m¢ykmpn
+(u¢uﬂ—rourw)@am,m¢ykmp>—4am,m¢YkmpD}

(Ip| = o0,p € 51U 5),

(Ip] = 00,p € S1U 5).

Beweis. Wir lassen den Parameter p in den Argumenten der Funktionen meist weg. Da
©1, p2 Fundamentalsystem von [,u = 0 auf [0, 1] ist, gilt

(3.3) YO(2) = e1(p)p (@) + ea(p)pd (@) (x €[0,1];7 = 0,1)
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mit ¢1(p), c2(p) € C, nach der Cramerschen Regel ist dabei

_ W(Y7 992) _ W(S‘ley)
Cl = =< Co =

W(S‘le@?) 7 ? W(S‘QDS‘QZ) ‘

Da die asymptotischen Abschatzungen fiir Y und Y’ in Lemma 2.3 d) fiir |p| > p; fiir alle
r € [, + €,00) gelten, werden wir die Wronskifunktionen in ¢; und ¢; deshalb an der
Stelle x =1 € [z, + €,00) N [0, 1] auswerten. Nach Lemma 2.3 d) gilt

1

Y(l,p) = (01/’_1/6 + 0(9_7/6)) W

e'rtt) (|p| = o0, p € S1USy),

Y/(Lp) = (Coip™® +0(p7/%) Jo2(1) €0 (|p] = 00,p € Sy US,).
Damit folgt

W(Y7 992) = W(Yv 992)|x=1

1 .
= (Cip™Vo+0(p7%)) ——— "t Wi(1, p)
( ) o0

—(C1ip™ + 0(p)) /5 (1) €% 0ps(1,0) (o] = 00, p € S1 U 5),

W(%, Y) = W(tph Y)|x=1

= oi(L,p)(Chip™® + O(p™"1%)) /¢2(1) eV

1 .
—i (L. p) (Crp™0 + 0(p7T1%)) P (|p] — co,p € 51U S).
/o2 (1)
Also ist
(Crp™ 540719 ks €1, p)=(Crip™*+0 (%)) 62(1) €51, p)
T W (g1, ¢2)
(Ip] = 00,p € S1U Sy),
(Crip™+0(p=1)) {f2(1) €W (L, p)—(Cop™*+0(0777%) ) s #0064 (1, p)
Cy =

W(e1,e2)

(lp| = o0, p € S1USy),

so daff geméaf (3.3)
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(C1p™5 + 0(p~ 1)) 1 A= 70 (4 (1, p) (0, p) = &4(1, p)e(0, p))

Y(T)(Ovp) = : = W(g@l 992)
, (Cuip™® + 0(p71) 02(1) €70 (1 (1, )" (0. ) = 22(1, )21 (0. )
W(@la‘foz)

(Ip| = 00,p € S1USy;7=0,1).

Also gelten in S; U .Sy die asymptotischen Abschatzungen
CeiPt(t) /6

Y(0,p) = Vo )4¢2(1){(p—1-+<9<p-2>)(¢;<1,p>¢§”<o,p>——44<1,p>¢3ﬂ<o,p>)

+(N¢OM—FOOFU)GaO,M¢$KQp)—4&O,M¢YKmpD}

(o] = c0,p € 5, U Sy 7 = 0,1).

Mit der Definition von A und mit W(p, o) = Y(0, p) cos o + Y'(0, p) sin & folgt daraus die
Behauptung. O

Zur Vorbereitung des Beweises von Satz 3.1 dient ferner:

Hilfssatz 3.2. FEs seien mit ay, ag, as, ay : S; — C die Elemente der 2 x 2-Matrix

m—1
[T C.(T,,T,41) bezeichnet, d.h.
v=1

(3.4) ( o) esle) ) = ﬂﬁl CAT,, Tora)(p)  (p € 51),

as(p) aslp) v=1

und sei z((-, p), z(-,p) fiir p € S das Fundamentalsystem gemd8 (3.2). Dann gilt fiir
7=0,1

24(1,p) 2470, p) = 211, p) 247(0, p)
= (wp)' (1, p) (as(p)({}) (0, p) = ax(p) () (0, )
+(wy) (1, p) (aa(p) (0] )0, p) = az(p)(w05) (0, p))  (p € 50),
21(1,p) 2700, p) — 22(1,p) 2470, p)
= wim (1, p) (a1(p) (w]3) (0, p) = as(p) (wf1) (0, p)

+wly(1,p) (a2(p)(w]h) (0, p) — as(p) (w{H)(0,0))  (p € S1).

86



Beweis. Nach (3.2) gilt fiir p € S;, 7 =0,1
( ZY)(OaP) ) B ( (s 1)( (0, p) )
A7(0,p) (1w0) (0, p)

29, m—1 wim) (1,
( (1 p) ) - H Cu(TuaTu-I—l)(p) ( E Tm) ( p) )

A7(1,p)

damit ist dann fiir 7 = 0, 1
(L, p) 270, p) = 24(1, p) 25710, p)
= (as(p)(wln) (1, ) + as(p)(wlr)' (1, p)) (w]3) (0, p)
—(ar(p) (i) (1, p) + as(p) (w0l (1, p) ) (]5) (0, p)
= () (1, p) (as(p) (1) (0, p) = ax(p) (w]) (0, )

+(w0]75) (1, p) (a4(p) (1) (0, p) — ax(p)(w]3)7(0,0))  (p € Sy,

(1, p) 2470, p) — za(1,p) 2470, p)
= (a(p)wln (1, p) + as(p)wlry (L, p) ) (w]5) (0, p)
—(as(p)wln (1,p) + as(p)winy (1, p)) (w]}) (0, p)
= wim (1, p) (a1(p) (w]3) (0, p) = as(p) (w0]1) (0, p)

+wiry(1,p) (a2(p) (i) (0, p) — as(p) (w{H)(0,p))  (p € S1).
O

Hilfssatz 3.3. Wir setzen fiir p € 57 p =: ¢A mit A € S_4. @y, as, a3z und ay besitzen dann
die Gestalt

Pk '
ar(id) = NS (P 4 o(1)) e (A = 0o\ € S_y)
(3.5) fiir k= 1,2,3,4; mit 00 € R, p, €N, 4 € C,
9P <9l o< 9.
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Beweis. Aus der allgemeinen Gestalt der Verbindungsmatrizen C,(T,,7T,+1) gemiB
Lemma 3.2 und (3.4) ist (nach Substitution p =: ¢A, XA € S_;) ersichtlich, daf jedes
ar(iX) folgende Gestalt besitzt:

Pk

a(id) = Y (AP 4 of1)) e e (A = 00, ) € §1)
7=1

fir k =1,2,3,4; mit p, e N, d¥ e C, I e R,
0 R fir j=1,...,p

Seien fir £ =1,2,3,4

AN max{ﬁgk), e ,(9]()?},
FO = il e{l. .}, 0 =00},

so gilt:

Pk . I
a(id) = NS (d 4 o(1)) el =N

J

7=1
7 9L 5 (k) _ O]

= NS (@ o) S () o(1)) e

JjEFU) GE{L,pp \NF (R
= NS (@ o) Y et

jEFk) FE{1 e pu \NF(F)

PE o, B
= ISP 4 (1)) (A — oo, A € S_y)

7=1

mit "
. d\, falls j € F*),
4" = { ! (k=1,2,3,4).
0, sonst

Nach eventueller Umindizierung haben die az(iA) also die behauptete Gestalt
. 00 ) o [ 4(k) 9\
ar(iA) = "3 (&Y +o(1)) e (JA| = 00, A € 5_1)
J=1

fiir k= 1,2,3,4; mit %) € R, p, €N, dP) e C,

9P <l << 9.
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3.3 Beweis des Hauptsatzes iiber die Eigenwertasymptotik
Wir beginnen nun den

Beweis von Satz 3.1.

Nach Korollar 2.4 sind die Nullstellen p,,n € N, von W(-, «) zu untersuchen.

Wir machen zunéchst eine Voriiberlegung dazu, welche Sektoren Sy zum Beweis der Be-
hauptung zu betrachten sind. Nach Satz 2.1 liegen die Nullstellen p,,n € N, von W(-, «)
auf der positiven imagindren Achse, also sowohl in Sy als auch in S;. Weiter ist W(-, )
nach Lemma 2.9 b) in jedem Punkt von S; U Sy holomorph, und fiir jedes k € {1,2} sind
zi(x, ), 24(x,+), j = 1,2, fiir jedes = € [0, 1] holomorph in Sy (vgl. [5], [9]).

Setzt man in Hilfssatz 3.1 ¢1(-, p) := z1(+, p), @2(-,p) := z2(+, p), zunéchst fir p € 5y, dann
fiir p € S, so erhélt man Darstellungen fiir W(p, ), jeweils fiir S; und fiir Sy, die formal
identisch sind. Wegen p,, € S1NS3, n € N, ist es daher ausreichend, W(-, &) allein in S; zu
betrachten. (Ebenso wire natiirlich auch die Untersuchung in Sy ausreichend und lieferte
dasselbe Ergebnis wie in 5;.)

Also erhalten wir mit Hilfssatz 3.1
YO(0.p) = hip) { (07" +0(™) (2(1,p)27(0,p) — 21(1,p)27(0. p))
+(il6(1)] + 0(p™) (21(L, p)247(0, p) = 22(1,p)247(0, p) ) }

(|p| = o0,p € 51),

wobel A in S; nullstellenfrei ist.

Da das asymptotische Verhalten von z1, 27, z3 und z5 vom Typ der turning points abhangt,
fithren wir, wie bereits erlautert, eine Fallunterscheidung fiir das weitere Vorgehen durch.
Den zuerst behandelten Fall A.1 werden wir austiihrlich untersuchen, um die Methodik der
Vorgehensweise deutlich zu machen, bei den nachfolgenden Fillen werden wir uns hingegen
etwas kiirzer fassen.

A, ¢(0)>0
1. T=1I11I1,7T, =1V
Dann gilt nach [9, Thm. 3.2] fir 7 = 0,1
(W{)0,p) = 1o(0)H(=ipye 0T (o] = o p e S0)

WHO(0,0) = [0 F(ip) e ¥ 1] (|p] = 00, p € S1),
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»I:\

W) (1Lp) = (1) (ip) o P 1 (ol = sosp € S),

2s1n TEm 5

(wm‘))( )(1 p) = le(1)]"” ( p)’2sin e pf
Daher sind in (3.6) mit Hilfssatz 3.2

241, p) 270, p) — 21(1,p) 2570, p)

—:%;: Tl g (1) B L By gy — o e Bl )11

197 sin T ((_1)76” T e ) '¢'a2(p>[1]) } (lo(0)ip)”

(|p| _>007P€ SI;TZO,l),

»I:\
—

—
P

(lp| = oc0,p € 51).

a1(Lp) 257 (0.p) = 22(1,0) 57 (0, )
1 { i (e—z’p Jottel=ie f, gy (p)[1] = (—1)7 e Jo 191=io I |¢|a3(p)[1])

= e
2 sin Tém

9(0)0(1) ;
2sin g (7P Vo (1) = (-1 B L Vlayo)n] )} (1610)1ip)”

(lp| = 00, p € S1;7=0,1).

7

Lok}

Damit ergibt sich in (3.6) wegen
(P + 0™ Np = 14+0(p™")  (Ipl = 00,p € S1);
(L+0(p NI = 1+0(p7™)  (lpl = c0,p € 51)

die Beziehung

'<a1(p)(1 + O(p—ao));w e—ipf(fl |¢|—ipfmm ]
+a3(p)O(p™7°)2 sin T= pf |él+ip [, 1]

_|_a3(p)(_1)7(_1_|_O(p—ao))smmm wf |¢|—ipfm1m|¢|

Faa(p)(—1)TO(p=" )2 sin Tz 0 S0 l¢l+wfjm|¢|)

(lp| = 00, p € Sy;7=0,1).



Um Lemma 3.1 anwenden zu kénnen, setzen wir fiir p € .54

p=:tA mit eSS,

und

A(N) == W(p,a) = W(iA, a) = Y(0,iX) cosa + Y'(0,7X) sin « (A€ S_q).
Wir verwenden fiir A die Landau-Symbole in derselben Weise wie fiir p; es ist |A| = |p| fiir
alle A € S_;.

Mit (3.7) erhalten wir folgende Darstellung fiir A in S_;:
Es gilt mit

A = g { eosar (a N+ O M B,

+a2(IN)O(A=70)2 sin e Mo 191 [, 19

. 1 ! 1
Fas(iN)(—1+ O(A=")) e Mot A 19
2

Fag(iA)O(A=70)2sin Tom Mo WA, |¢|)

+(—]¢(0)]\) sin a- (al(i)\)(l 4 O(A_UO))Sinlwﬂ Mot A [ 1ol

Fay(IN)O(A=o0)2 sin T Mo 1AL, 191

i 1 _ x7 1
Fas(A) (1 + OA")) e Mot IelA [, 12l
2

+ag(IAN)O(A=70)2 sin Tm ¢~ el f) |¢|) }

(JA| = o0, A € 5_4),

also
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AR = g(0)

1 e [
<a1 (ZA ( L+ O(A))cosa—(1 + O()\_UO)))\|¢(O)|sinoz) = eAfO |¢|+Afmm 2]

Tfm
2

+az(iA) (O(A=7°) cos a—O(A=70) A $(0) | sin @) 2 sin T4 ML
1 [ 1
(38) 1 +as(i) (F1+0(A 7)) cos a—(1+O(A)A|G(0) sin ) = e o 152,
2
+ a4 (1A (o A=) cos a—O(A™7)A|6(0 )|sma)gsm mim AN, |¢|)

(1Al = 00, A € 54),

wobei ¢ in S_; nullstellenfrei ist.

Wir unterscheiden nun die beiden folgenden Félle:

(i) Ist sina = 0, also cosa = +1, so 1afit sich in (3.8) auf der rechten Seite der Term
cos a ausklammern, deshalb reicht es o. B. d. A. aus, cosa = 1 zu untersuchen. Dann ist

mit (3.8)

AW = g0 (@01 + 00 L AR

F a,(i\)O(A=70)2sin Tm Mo 1913, 19

1 A [ !
Fas(iA)(—1 + OA7)) ¢ Mo AL, 1

gin THm

a0 2sin 2 N ) ) oo e ),

(ii) Ist sina # 0, so liefert Ausklammern von A|¢(0)]sina in (3.8) (man beachte, daf}
0 < (oX)) S 1)

AN = g(AAIG(0)]sina-

70 /\fml |¢S|+/\f
(N (00 = (140077 g
o007 — 02 g 0 ML

70 L o frekn S 1l
+a(id) (O™ = (1 + O(A~ )))We .
F (N (O1) = O(A))25in Zem = WAL, |¢|)
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— gV(0)]sina -

. 1 g 1
-<a1(m)( —1+4 O(A‘”O)) T Ao el [ 19l
2

F a(IN)O(A=)2sin Tm Mo 1913, 19

| I TN
‘I’GS(Z)\)(_ 1 ‘|‘O()\ 0))@6 /\fo |¢|+/\f$m Il
2

1 ag(iN)O(A=0)2sin T N AL, '¢') (JA] = 00, A € 5_y).

Wir setzen nun zur Abkiirzung
1, falls sina =0,
—1, falls sina # 0,
g(A), falls sina =0

92) = { g(MA|o(0)]sin o, falls sina # 0 (€ 50)

Jo 18t holomorph in jedem Punkt von S_; und in S_; nullstellenfrei. Dann gilt fiir jedes
«, gemeinsam fiir

(i) und (ii)

AQ) = gam-(a1<M>(sa+o<A—“°>).1eAfo” 0 [, 1

sin TEm
+ax(IN)O(A70)2 sin Zm Mo 1= L, 19

(3.9) + a3(i)\)( -1+ O()\_UO)) L e_AfOml ol fflm 141

1 THm
S111 D)

+as(IN)O(A=70)2 sin Tm M AL |¢|)

(JA| = o0, A € 5_4).

Wir untersuchen zunichst den (einfachsten) Fall der Existenz zweier turning points von
¢?, also

1.a) m=2 Ty=1III, T =1V
Es ist dann wegen

*(x) >0 fiir x € [0,21) U (24,1] und  ¢*(x) <0 fiir @ € (21, 22)
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offensichtlich

:/01@:/:2|¢|, R+:/01¢¢7+=/0m|¢|+/;|¢|-

Mit p =:eA, A € S_q, ist gemédB Lemma 3.2

. zo . zo
[1] zAfml |8 L e—mfml |8
25111% 25111%

Ci(I11,1V) =
—; r2—¢ i 2 zo

[0]2 sin *te Mo #lg Moy 1ol + [—i]2 sin e i [ el
ECRENCY M CIpea ¥ e B B W

. ki . ki
SN —— SN —— T
2 = 2 = iz
e 4

£
[1]2 sin e - “’;1 141

(JA| = o0, A € 5_4).
Also ist mit (3.9)

AQ) = ga(WemiFMe AL
‘ {Sa 1+ 0( ) RN

2 sin WS” sin %

L+ O(A") e_M S 18]

+Sa " 5=
“ ZSmﬂzﬂsm S
S0 92 [I el =i [, 18l -2 [ 1ol
- 2 z)+e€
-I_O()\ UO) m +
2
sin 752 o\ (7214 —aa [*
(3.10) Fo(T) S 2 JoZ el =2 [ 1el
sin *
QSIH T —'A To—€ A\ To 7
_I_O()\_UO) - ﬁ ¢ f‘rl |¢|€Z f‘r2_€|¢|€_2A~’; |¢|
sin
28in 75 i\ [T g gy (m
. — - — ¢
-I-(Z—I-O()\ UO))siniﬂiie Jus e~ ot 1ol
2

. x9 xq 1
_I_O()\—cro) 4sin 7U2t1 sin gﬁ 6_2/\ f$1 |¢|e—2/\f0 [6]—2A f% |¢|}

(JA| = 00, A € S_4).

Durch Zusammenfassen in der Summe innerhalb der geschweiften Klammern auf der rech-

xr1 1
ten Seite von (3.10) ergibt sich mit [ |¢|+ [ |¢| = Ry die Beziehung
0 r2
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