
Kapitel 1

Einf�uhrung in die Problemstellung

1.1 Grundlegendes und generelle Voraussetzungen

Wir untersuchen Spektrum und asymptotische Eigenwertverteilung der Eigenwertaufgabe

� u00 + �(x)u = �2�2(x)u; x 2 I := [0;1);(1.1)

u(0) cos�+ u0(0) sin� = 0 mit festem � 2 [0; 2�);(1.2) Z 1

0
j�2(x)jju(x)j2 dx <1;(1.3)

wobei

�2 2 C Eigenwertparameter (die Betrachtung von 0 � arg � � �, d.h. Im (�) � 0, ist

ausreichend),

�2 reellwertige Gewichtsfunktion mit m Nullstellen x� ; � = 1; : : : ;m, der Ordnungen

l� 2 N mit 0 < x1 < x2 < : : : < xm < 1 und

�2(x) =
mY
�=1

(x� x�)
l��0(x) (x 2 I) mit �0 2 C2(I); �0 > 0;

� 2 L1
loc(I) reellwertig und auf [0; 1] beschr�ankt.

Die Tatsache, da� Eigenwertparameter und Gewichtsfunktion in (1.1) als Quadrate �2; �2

geschrieben wurden, dient nur der Vereinfachung der Schreibweise und Vermeidung von

Wurzeln in den nachfolgenden Abschnitten.

Da � als nicht notwendig stetig vorausgesetzt wird, verwenden wir folgenden L�osungsbegri�

f�ur Di�erentialgleichungen der Gestalt �u00 + qu = f :

De�nition 1.1. Sei J � R ein Intervall und seien q; f 2 L1
loc(J). Eine Funktion u : J ! C

hei�t Carath�eodory{L�osung (im folgenden kurz L�osung genannt) von

lu := �u00 + qu = f auf J;

wenn

u 2 ACloc(J); u
0 2 ACloc(J) und (lu)(x) = f(x) f�ur fast alle x 2 J(1.4)
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gilt. F�ur (1.4) schreiben wir kurz: lu = f auf J .

Zwei L�osungen v; w von lu = 0 auf J nennen wir Fundamentalsystem von lu = 0 auf J ,

wenn v und w linear unabh�angig sind.

F�ur zwei L�osungen v; w von lu = 0 auf J de�nieren wir die Wronskifunktion von v und w

durch

W (v; w)(x) := v(x)w0(x)� v0(x)w(x) (x 2 J):

Anmerkung zu De�nition 1.1:

Wir nennen wie �ublich (siehe hierzu z. B. Wheeden-Zygmund [35, S. 115]) eine Funktion

u : [a; b] ! C (mit a; b 2 R, a < b) absolut stetig auf [a; b], wenn f�ur alle � > 0 ein � > 0

existiert, so da� f�ur alle paarweise disjunkten Teilintervalle (aj; bj) � [a; b], j 2 J mit

endlicher oder abz�ahlbar unendlicher Indexmenge J , mit
X
j2J

(bj � aj) < � gilt:

X
j2J

ju(bj)� u(aj)j < �:

Sei

AC([a; b]) := fu j u : [a; b]! C absolut stetigg;

und sei f�ur ein beliebiges Intervall J � R

ACloc(J) := fu j u : J ! C; ujK absolut stetig auf K

f�ur jedes kompakte Teilintervall K � Jg

die Menge der auf J lokal absolut stetigen Funktionen. Es gilt (siehe Wheeden-Zygmund

[35, S. 115f.]):

(i) Ist u 2 AC([a; b]), so existiert die Ableitung u0 fast �uberall in (a; b) mit u0 2 L1((a; b)).

(ii) Es ist u : [a; b]! C in AC([a; b]) genau dann, wenn es ein v 2 L1([a; b]) gibt mit

u(x)� u(a) =
Z x

a
v(t) dt (x 2 [a; b]):

Gilt dieses, so ist u0(x) = v(x) f�ur fast alle x 2 [a; b].

Ist ein beliebiges Intervall J � R gegeben, so �ubertragen sich die Eigenschaften (i) und (ii)

sinngem�a� auf ACloc(J) bzw. L
1
loc(J).

Sind in De�nition 1.1 q; f 2 C(J) und u 2 C2(J) mit (lu)(x) = f(x) f�ur alle x 2 J , so ist

u nat�urlich auch Carath�eodory{L�osung von lu = f auf J .

Wegen � 2 L1
loc(I) und �2 2 C2(I) ist auch q := �� �2�2 2 L1

loc(I), so da� De�nition 1.1

insbesondere auf Di�erentialgleichungen vom Typ (1.1) anwendbar ist.
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Wir beginnen mit einigen allgemeinen Aussagen �uber die Di�erentialgleichung (1.1). Sei

dazu gem�a� (1.1) f�ur jedes � 2 C n f0g mit 0 � arg � � � der Di�erentialausdruck

l�u := �u00 + �u� �2�2u

de�niert; (1.1) ist damit �aquivalent zu

l�u = 0 auf I:

Wir notieren noch die folgenden bekannten Lemmata, deren Beweise sich in Anhang A

be�nden:

Lemma 1.1. Sei � 2 C n f0g mit 0 � arg � � � fest gew�ahlt und J � I ein Intervall.

a) F�ur je zwei L�osungen v; w von l�u = 0 auf J ist W (v; w) konstant.

b) F�ur je zwei L�osungen v; w von l�u = 0 auf J gilt:

W (v; w) 6= 0() v; w sind linear unabh�angig:

Beweis. Siehe Anhang A. 2

Lemma 1.2. Sei � 2 C n f0g mit 0 � arg � � � fest gew�ahlt und J � I ein Intervall.

Sei y1; y2 ein Fundamentalsystem der Di�erentialgleichung l�u = 0 auf J , und seien weiter

f 2 L1
loc(J) sowie x0 2 J fest.

a) u : J ! C ist genau dann L�osung von l�u = f auf J , wenn es Zahlen c1; c2 2 C gibt

mit

u(x) = c1y1(x) + c2y2(x) +
Z x

x0

y1(x)y2(t)� y2(x)y1(t)

W (y1; y2)
f(t) dt (x 2 J):(1.5)

Gilt (1.5), so ist

u0(x) = c1y
0
1(x) + c2y

0
2(x) +

Z x

x0

y01(x)y2(t)� y02(x)y1(t)

W (y1; y2)
f(t) dt (x 2 J);

und es sind u; u0 2 ACloc(J).

b) Sind a; b 2 C, so gibt es genau eine L�osung u von l�u = f auf J mit

u(x0) = a; u0(x0) = b:

Beweis. Siehe Anhang A. 2
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1.2 De�nition des zum Eigenwertproblem geh�orenden Di�eren-

tialoperators

Wir betrachten im folgenden den Vektorraum

L2
j�2j(I) :=

n
u j u : I ! C;

1R
0

j�2jjuj2 <1
o
;

versehen mit dem Skalarprodukt (u; v) :=
1R
0

j�2ju v f�ur u; v 2 L2
j�2j(I); da j�2j > 0 fast

�uberall in I, ist (�; �) positiv de�nit, und L2
j�2j(I) mit (�; �) und der von (�; �) induzierten

Norm k � k ist ein Hilbertraum.

Gem�a� (1.1), (1.2), (1.3) de�nieren wir einen linearen Operator L durch

D(L) := fu j u : I ! C; u 2 L2
j�2j(I); u 2 ACloc(I); u

0 2 ACloc(I);

u(0) cos�+ u0(0) sin� = 0;

es gibt ein v 2 L2
j�2j(I) mit � u00 + �u = �2v auf Ig;

Lu := v (u 2 D(L); v wie oben):

Also ist f�ur u 2 D(L)

Lu =
1

�2
(�u00 + �u) und Lu 2 L2

j�2j(I);

wie bei der Betrachtung von Sturm{Liouville{Operatoren �ublich. Wegen der vorausgesetz-

ten Existenz von Nullstellen von �2 haben wir (wie z. B. in Daho{Langer [3]) jedoch die

obige, in D(L) angegebene Schreibweise bevorzugt. Es ist also f�ur u aus dem De�nitions-

bereich D(L) von L, v aus dessen Wertebereich und �2 2 C

Lu = v () �u00 + �u = �2v auf I;

Lu = �2u () �u00 + �u = �2�2u auf I;

das Problem (1.1), (1.2), (1.3) ist dann �aquivalent zum Eigenwertproblem f�ur den Ope-

rator L. L ist o�ensichtlich ein linearer Operator, dessen De�nitions{ und Wertebereich

Teilmengen von L2
j�2j(I) sind.

Im Hinblick auf die angesprochenen Aussagen �uber das Spektrum werden wir die Resolvente

(L � �2id)�1 von L untersuchen (dabei sei id die identische Abbildung in L2
j�2j(I)) und

de�nieren dazu f�ur jedes � 2 C n f0g mit 0 � arg � � � einen linearen Operator L� durch

L� := L� �2id mit D(L�) := D(L):

Wir erhalten damit aber auch

(1.6)

D(L�) = fu j u : I ! C; u 2 L2
j�2j(I); u; u

0 2 ACloc(I);

u(0) cos�+ u0(0) sin� = 0;

es gibt ein v 2 L2
j�2j(I) mit l�u = �2v auf Ig;
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denn die Bedingung es gibt ein v 2 L2
j�2j(I) mit �u00 + �u = �2v auf I in der De�nition

von D(L) ist wegen u 2 L2
j�2j(I) �aquivalent zur Bedingung es gibt ein v 2 L2

j�2j(I) mit

l�u = �u00 + �u� �2�2u = �2v auf I in obiger Charakterisierung (1.6) von D(L�).

Es gilt f�ur u aus dem De�nitionsbereich und v aus dem Wertebereich von L�

L�u = v () �u00 + �u� �2�2u = �2v auf I;

nach De�nition von L und L� gilt n�amlich

L�u = v () Lu� �2u = v

() Lu = v + �2u

() �u00 + �u = �2(v + �2u) auf I

() �u00 + �u� �2�2u = �2v auf I:

Nun noch eine �Uberlegung zur Wahl des Raumes L2
j�2j(I):

Bemerkung 1.1. Der sonst bei Sturm{Liouville{Operatoren mit de�niter Gewichtsfunk-

tion w > 0 betrachtete Raum L2
w(I) := fu j u : I ! C;

1R
0

wjuj2 < 1g mit dem Skalar-

produkt [u; v] :=
1R
0

w u v f�ur u; v 2 L2
w(I) ist, wie bereits erw�ahnt, im Falle w = �2 bei

vorliegender Inde�nitheit von �2 kein Hilbertraum und [�; �] nicht positiv de�nit. Deshalb

betrachten wir stattdessen L und L� wie Stakun [27], [28], [29] und Daho{Langer [3] im

Raum L2
j�2j(I) mit dem Skalarprodukt (�; �) und der davon induzierten Norm k � k.

Bemerkung 1.2. Unter den eingangs aufgef�uhrten Voraussetzungen an �2 bestehen die

folgenden Zusammenh�ange zwischen den R�aumen L2
j�2j(I), L

2(I) und L1
loc(I):

a) Falls lim
x!1

�2(x) � 1, so gilt C(I) \ L2
j�2j(I) � L2(I);

b) u 2 L2
j�2j(I) =) �2u 2 L1

loc(I);

c) F�ur z. B. �2(x) := x� 1
2
; x 2 I; gilt L2

j�2j(I) 6� L2(I).

Beweis.

a) Sei u 2 C(I)\L2
j�2j(I). Wegen lim

x!1
�2(x) � 1 gibt es ein A � 0 mit �2(x) � 1

2
f�ur alle

x � A. Dann gilt

Z 1

A
juj2 � 2

Z 1

A
j�2jjuj2 � 2

Z 1

0
j�2jjuj2 < +1:

Da u stetig und somit auf dem Kompaktum [0; A] beschr�ankt ist, existiert auch
AR
0

juj2,
mithin ist Z 1

0
juj2 < +1:
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b) Sei K eine beliebige kompakte Teilmenge von I. Wegen u 2 L2
j�2j(I) gilt

Z
K
j�2jjuj2 �

Z 1

0
j�2jjuj2 < +1;

wegen �2 2 C(I) gilt
R
K

j�2j < +1. Weiter ist

ju(x)j �

8<
:

1 f�ur x 2 I mit ju(x)j � 1;

ju(x)j2 f�ur x 2 I mit ju(x)j > 1:

Setzen wir f�ur M � R
1M(x) :=

(
0; x 62M;

1; x 2M;

so gilt die Absch�atzungZ
K
j�2uj �

Z
K

�
j�2(t)j � 1fx2I:ju(x)j�1g(t) + j�2(t)jju(t)j2 � 1fx2I:ju(x)j>1g(t)

�
dt

�
Z
K
j�2j+

Z
K
j�2jjuj2 < +1:

c) Wir geben eine Funktion u mit u 2 L2
j�2j(I) und u 62 L2(I) an: Sei

u(x) :=

8><
>:

1

(1
2
� x)3=4

f�ur 0 < x < 1
2
;

0 f�ur x = 0 oder x � 1
2
:

Dann gilt nach dem Satz von Levi

Z 1

0
j�2jjuj2 =

Z 1=2

0

1q
1
2
� x

dx = lim
b"1=2

� Z 1=2

1=2�b

1p
t
dt

�
= lim

b"1=2
2
p
t
��� 12
1

2
�b

=
p
2 < +1;

aber w�are u 2 L2(I), so folgte nach dem Satz von Lebesgue

+1 >

Z 1

0
juj2 =

Z 1=2

0

1

(1
2
� x)3=2

dx = lim
b"1=2

Z b

0

1

(1
2
� x)3=2

dx

= lim
b"1=2

�
� 2t�1=2

��� 12
1

2
�b

�
= �2

p
2 + 2 lim

b"1=2

1q
1
2
� b

;

jedoch ist lim
b"1=2

1q
1
2
� b

= +1. 2
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1.3 Spektraltheoretische Grundbegri�e und De�nitionen

Sei nun H ein Hilbertraum mit Norm k � k und Skalarprodukt (�; �), und sei id : H ! H

die identische Abbildung. Weiter sei T eine lineare Abbildung. Es bezeichne D(T ) den

De�nitionsbereich von T und R(T ) := fTu j u 2 D(T )g den Wertebereich von T . Gilt

D(T ); R(T ) � H, so nennen wir T einen linearen Operator in H.

Sei T ein linearer Operator in H. Wir nennen T invertierbar , wenn T injektiv ist; der zu

T inverse Operator sei mit T�1 : R(T )! D(T ) bezeichnet, dieser ist ebenfalls ein linearer

Operator in H.

Analog zu Weidmann [32] bzw. Naimark [22] de�nieren wir:

T hei�t beschr�ankt , wenn ein C � 0 existiert mit

kTuk � Ckuk f�ur alle u 2 D(T ):

Es bezeichne B(H) den Raum aller beschr�ankten linearen Operatoren in H mit D(T ) = H.

F�ur jedes T 2 B(H) sei

kTk := inffC j C � 0; kTuk � Ckuk f�ur alle u 2 D(T )g

die Operatornorm von T ; (B(H); k � k) ist ein Banachraum (s. Weidmann [32, S. 63]).

Eine Zahl � 2 C hei�t Eigenwert (abgek�urzt EW) von T , wenn ein u 2 D(T ) mit u 6= 0

existiert, so da� Tu = �u. Ist � EW, so hei�t jedes u 2 D(T )nf0gmit Tu = �u Eigenvektor

(bei Di�erentialoperatoren T auch Eigenfunktion) von T zum EW �, weiter hei�t

E� := fu j u 2 D(T ); Tu = �ug

der zu � geh�orende Eigenraum (dies ist ein Untervektorraum von D(T )), und dimE� die

(geometrische) Vielfachheit des EW �.

Die Resolventenmenge von T ist de�niert durch

�(T ) := f� j � 2 C; (T � � id) ist invertierbar; (T � � id)�1 2 B(H)g;

jedes � 2 �(T ) hei�t regul�arer Punkt von T , und die Abbildung (T � � id)�1 hei�t f�ur

� 2 �(T ) die Resolvente von T im Punkt �. Das Spektrum von T ist dann die Menge

�(T ) := C n �(T ):

Jeder EW von T geh�ort zu �(T ), denn ist � EW von T , so besitzt (T � � id)u = 0

nichttriviale L�osungen, d.h. T � � id ist nicht invertierbar, so da� � =2 �(T ) ist, also

� 2 �(T ). Das Punktspektrum �p(T ), auch als diskretes Spektrum bezeichnet, sei die

Menge der EW von T

�p(T ) := f� j � 2 C; � EW von Tg;

das kontinuierliche Spektrum �c(T ) sei f�ur unsere Zwecke wie in Naimark [22, S. 17] de�niert

als

�c(T ) := �(T ) n �p(T );
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d.h.

�c(T ) = f� j � 2 C; (T � � id) ist invertierbar; (T � � id)�1 =2 B(H)g:

Weiter nennen wir T abgeschlossen, wenn gilt: Ist (un)n2N eine Folge in D(T ), die

(bez�uglich der Norm inH) gegen ein Element u 2 H konvergiert, und ist die Folge (Tun)n2N
konvergent, so ist u 2 D(T ) und Tu = lim

n!1
Tun. Ist T abgeschlossen, so ist die Abbildung

�(T )! B(H) ; � 7! (T � � id)�1

stetig (s. Weidmann [32, S. 99]).

Schlie�lich nennen wir T hermitesch, wenn

(Tu; v) = (u; Tv) f�ur alle u; v 2 D(T )

gilt. Ist D(T ) dicht in H, so hei�t der durch

D(T �) := fu j u 2 H; es existiert vu 2 H mit

(vu; w) = (u; Tw) f�ur alle w 2 D(T )g;

T �u := vu (u 2 D(T �); vu wie oben)

de�nierte Operator T � der zu T adjungierte Operator ; gilt D(T ) = D(T �); T = T �, so

hei�t T selbstadjungiert .

Weitergehende Ausf�uhrungen zu den hier vorgestellten Begri�en �ndet man z. B. ebenfalls

in Weidmann [32] und in Naimark [22].

15


