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Einleitung

In dieser Arbeit werden das Spektrum und die Verteilung der Eigenwerte gewisser sin-

gul�arer Sturm-Liouville-Eigenwertprobleme mit inde�niter Gewichtsfunktion untersucht.

Das Eigenwertproblem sei dazu in der folgenden Form gegeben bzw. durch geeignete Trans-

formation in folgende Form �ubergef�uhrt:

� u00 + �(x)u = �w(x)u ; x 2 [0;1);(0.1)

u(0) cos�+ u0(0) sin� = 0 mit fest vorgegebenem � 2 [0; 2�);(0.2) Z
1

0
jw(x)jju(x)j2 dx < +1:(0.3)

In der Di�erentialgleichung (0.1) hei�t � 2 C Eigenwertparameter und die Funktion w

Gewichtsfunktion. Diese sei stets reellwertig und zweimal stetig di�erenzierbar. Ist w > 0

auf [0;1) oder ist w < 0 auf [0;1), so nennen wir w (positiv oder negativ) de�nit , w hei�t

inde�nit , wenn es t1; t2 2 [0;1) gibt mit w(t1) > 0 und w(t2) < 0. Ist die Gewichtsfunktion

inde�nit, so besitzt sie mindestens eine Nullstelle in (0;1). Wir betrachten in dieser Arbeit

Gewichtsfunktionen mit endlich vielen Nullstellen x1; : : : ; xm 2 (0;1) mit m 2 N, wobei

ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit angenommen sei, da� 0 < x1 < x2 < : : : < xm < 1

gilt. Die Nullstellen der Gewichtsfunktion werden im hier untersuchten Zusammenhang

auch turning points genannt.

Weiter sei die Funktion � in (0.1) reellwertig, �uber [0;1) lokal (Lebesgue-) integrierbar

und auf [0; 1] beschr�ankt, aber nicht notwendig stetig.

Eine Funktion u : [0;1)! C soll Carath�eodory-L�osung (im weiteren kurz L�osung genannt)

von (0.1) hei�en, wenn u und u0 lokal absolut stetig auf [0;1) sind (dann existiert u00 fast

�uberall auf [0;1)) und Gleichung (0.1) f�ur fast alle x 2 [0;1) erf�ullt ist. u ist also

Carath�eodory-L�osung von (0.1) genau dann, wenn u; u0 lokal absolut stetig in [0;1) sind

und
1

w(x)
(�u00(x) + �(x)u(x)) = �u(x) f�ur fast alle x 2 [0;1)(0.4)

gilt. 1

w
(�u00 + �u) entspricht dem �ublicherweise bei de�niter Gewichtsfunktion betrach-

teten Sturm-Liouville-Di�erentialausdruck; da w bei obigen Voraussetzungen nur endlich

viele Nullstellen besitzt, ist also f�ur (0.1) auch die Schreibweise (0.4) wie im de�niten Fall

zul�assig.

Bedingung (0.2) ist eine Anfangsbedingung, die Bedingung (0.3) ersetzt eine Randbedin-

gung, die bei kompaktem Grundintervall am rechten Intervallendpunkt gefordert werden

w�urde.

Jede Zahl � 2 C, f�ur die eine von der Nullfunktion verschiedene L�osung von (0.1) existiert,

die (0.2) und (0.3) erf�ullt, hei�t Eigenwert von (0.1), (0.2), (0.3); jede zum Eigenwert �
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geh�orende L�osung von (0.1), (0.2), (0.3), die nicht die Nullfunktion ist, nennen wir Eigen-

funktion; das Problem (0.1), (0.2), (0.3) hei�t ein Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem.

Wie in �Curgus-Langer [2, S. 42] werden wir das Problem

�u00 + q(x)u = �r(x)u ; x 2 (a; b) ; �1 � a < b � +1;

wobei q; r lokal integrierbar �uber (a; b);

regul�ar nennen, falls �1 < a < b < +1 und q; r integrierbar �uber (a; b) sind, andernfalls

singul�ar . Der Intervallendpunkt a hei�t regul�ar, falls a > �1 und q; r integrierbar �uber

[a; a+ "] sind f�ur ein geeignetes " > 0, andernfalls singul�ar. Ebenso nennen wir b regul�ar,

falls b < +1 und q; r integrierbar �uber [b�"; b] f�ur passendes " > 0 sind, ansonsten singul�ar.

Im Sinne dieser De�nition ist (0.1), zun�achst auf (0;1) betrachtet, ein singul�ares Problem,

+1 ist singul�arer Randpunkt. Da unter den eingangs aufgef�uhrten Voraussetzungen jedoch

0 regul�arer Randpunkt ist, kann (0.1) dann auf [0;1) betrachtet werden.

Eigenwertprobleme vom Sturm-Liouville-Typ, insbesondere singul�are Probleme, ergeben

sich zum Beispiel in der Quantenphysik. Die Schr�odinger-Gleichung (siehe z. B. Messiah

[19]), ein wesentliches Element der nicht-relativistischen Quantenmechanik, f�ur ein Teilchen

der Masse m > 0 in einem Potential V : R! R lautet in ihrer zeitunabh�angigen Form

�
~2

2m

d2

dx2
u(x) + V (x)u(x) = Eu(x) (x 2 R);(0.5)

darin ist ~ eine physikalische Konstante (Plancksches Wirkungsquantum). Gleichung (0.5)

wird dann noch durch gewisse Regularit�ats- und Randbedingungen erg�anzt. Die Eigen-

werte E charakterisieren dann die Energie, die zugeh�origen L�osungen (Wellenfunktionen

genannt) erm�oglichen Wahrscheinlichkeitsaussagen �uber den Aufenthaltsort des betrachte-

ten Teilchens. Auch inde�nite Sturm-Liouville-Probleme ergeben sich in der Physik (z.B.

bei der Untersuchung des Tunnel-E�ektes), siehe z. B. Kaper-Lekkerkerker-Zettl [12] und

die in Beals [1] angegebene Literatur.

Eigenwertprobleme vom Sturm-Liouville-Typ mit de�niter oder sogar konstanter Gewichts-

funktion sind in der Literatur in weitreichendem Ma�e untersucht. Wichtige Betrachtungen

im inde�niten Falle, auf beschr�anktem (kompaktem) oder auch unbeschr�anktem Grundin-

tervall, stammen zum Beispiel von

�Curgus, Daho, H. Langer ([2], [3]),

Dorodnicyn ([4]),

Eberhard, Freiling, Schneider ([5], [6], [7], [8], [9]),

R. E. Langer ([13], [15], [16]),

Stakun ([27], [28], [29]),

Tamarkin ([30]),
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um nur einige wenige zu nennen, auf die sich auch diese Arbeit st�utzt. Es sollen weiter

die fundamentalen Arbeiten von Weyl [33], [34] erw�ahnt werden, in denen u. a. auch

die Klassi�zierung nach Grenzpunktfall und Grenzkreisfall sowie deren Einu� auf das

Spektrum im de�niten Fall behandelt wurden (siehe dazu auch Pleijel [24]).

Einen �Uberblick �uber die historische Entwicklung der Untersuchung inde�niter Sturm-

Liouville-Probleme �ndet man in McHugh [18].

Die Ergebnisse mancher dieser Arbeiten beschr�anken sich auf das Vorliegen genau einer

Nullstelle der Gewichtsfunktion bzw. auf lokale Aussagen in einer Umgebung einer Null-

stelle. Die in der oben angegebenen Literatur behandelten Fragestellungen sind u. a. die

Verteilung der Eigenwerte, asymptotische Absch�atzungen geeigneter Fundamentalsysteme

und Entwicklungss�atze. Wichtig ist dabei im Hinblick auf Methoden und Ergebnisse zu

unterscheiden, ob das Grundintervall beschr�ankt (kompakt) oder unbeschr�ankt ist, bzw.

ob das Eigenwertproblem regul�ar oder singul�ar ist.

Ein m�oglicher Zugang zu den angesprochenen Problemen ist der folgende:

Die Theorie der sogenannten Liouville-Green-Approximation (siehe Olver [23, Kap. 6],

f�ur stetiges �) liefert die Existenz zweier linear unabh�angiger L�osungen der Di�erential-

gleichung (0.1) mit asymptotischen Absch�atzungen (auch Liouville-Green-Funktionen oder

JKWB-Funktionen genannt) auf jedem kompakten Teilintervall des Grundintervalls, das

keinen turning point enth�alt. Diese Absch�atzungen k�onnen jedoch nicht in einer Umge-

bung eines turning points gelten, da L�osungen von (0.1) stetig und auf jedem Kompaktum

beschr�ankt sind, wohingegen Terme in den Approximationen Pole in den turning points

besitzen.

R. E. Langer bewies in [13], [15] Absch�atzungen f�ur gewisse L�osungen von (0.1), die in

einer Umgebung eines turning points g�ultig sind. Weiter zeigte er dann in [16], da� es bei

Vorliegen mehrerer turning points jedoch nicht ohne weiteres m�oglich ist, das Grundinter-

vall in Teilintervalle, die genau einen turning point enthalten, aufzuteilen und mit den von

ihm zuvor bewiesenen Absch�atzungen, in jedem Teilintervall angewandt, eine Absch�atzung

auf dem gesamten Intervall zu erhalten.

Eberhard, Freiling und Schneider haben im Falle eines kompakten Grundintervalls [0; 1]

mit mehreren turning points und speziellen Zwei-Punkt-Randbedingungen in der Arbeit [9]

ausgehend von Langers Ergebnissen in [15] und der Liouville-Green-Theorie unter gewissen

Voraussetzungen ein Fundamentalsystem von (0.1) konstruiert, das Absch�atzungen auf dem

gesamten Grundintervall [0; 1] besitzt, so da� damit u. a. auch asymptotische Aussagen

�uber die Eigenwerte m�oglich sind. In [5] wurde damit bewiesen, da�, ebenfalls unter

geeigneten Annahmen, zwei Folgen (�+
n )n2N, (�

�

n )n2N von Eigenwerten existieren, die den

Absch�atzungen

(0.6)

�+
n =

n2�2

R2
+

�
1 +O

� 1
n

��
(n!1);

��n = �
n2�2

R2
�

�
1 +O

� 1
n

��
(n!1)
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gen�ugen (siehe [5, S. 26]); dabei seien

R+ :=
Z 1

0

q
maxfw(t); 0g dt;

R� :=
Z 1

0

q
maxf�w(t); 0g dt;

falls R+ bzw. R� gleich Null ist, so ist die Folge (�+
n )n2N bzw. (��n )n2N als leer zu

betrachten.

Von Stakun existieren ebenfalls mehrere Arbeiten [27], [28], [29] �uber obige Problemstel-

lung, allerdings mit unbeschr�anktem Grundintervall. In [27] betrachtet er (0.1) auf [0;1)

bei Vorliegen genau eines turning points x1 > 0 mit der von ihm gew�ahlten Gewichtsfunk-

tion w(x) := (x � x1)w0(x) f�ur alle x 2 [0;1), wobei w0 > 0, sowie (0.2) mit � = 0 und

(0.3). Er zeigt, da� unter geeigneten Bedingungen eine Folge (�n)n2N von Eigenwerten

existiert, f�ur die ebenfalls

�n = �
n2�2

R2
�

�
1 +O

� 1
n

��
(n!1)(0.7)

gilt (siehe [27, S. 1459f.]), und da� ein (nicht-leeres) kontinuierliches Spektrum vorliegt,

n�amlich das Intervall (0;1); der Punkt � = 0 wurde dabei nicht untersucht. In [29]

betrachtet er auch Nullstellen von w h�oherer Ordnung.

Stakuns Vorgehensweise ist dabei wie folgt: Ausgehend von der gegebenen Di�eren-

tialgleichung (0.1) betrachtet er wie Dorodnicyn und R. E. Langer eine Vergleichs-

Di�erentialgleichung, die explizit durch ein Fundamentalsystem v1; v2 l�osbar ist, das im

wesentlichen aus Hankelfunktionen besteht, und das die Angabe spezieller L�osungen y; Y

der gegebenen Gleichung erm�oglicht. Diese Funktionen y; Y bilden unter gewissen Bedin-

gungen ein Fundamentalsystem, so da� die Greensche Funktion des vorgelegten Problems

damit konstruiert werden kann, und sie besitzen geeignete asymptotische Darstellungen,

die man aus den Eigenschaften der Funktionen v1; v2 folgert. Zum Beweis der Beziehung

(0.7) benutzt Stakun dann Eigenschaften der Resolvente und der Greenschen Funktion.

In der vorliegenden Arbeit verwenden wir Methoden und Ergebnisse sowohl von Eberhard,

Freiling und Schneider aus [5], [9] als auch von Stakun aus [27] zur Untersuchung des

gegebenen Eigenwertproblems, also bei Vorliegen mehrerer turning points. Wir werden

zeigen, da� unter �ahnlichen Voraussetzungen wie bei Stakun [27] f�ur die Eigenwerte (0.7)

gilt sowie Stakuns Aussage �uber das kontinuierliche Spektrum g�ultig bleibt.

Andere Zug�ange zu inde�niten Sturm-Liouville-Problemen sind u. a. die Betrachtung von

Di�erentialoperatoren in R�aumen mit inde�nitem inneren Produkt (sogenannte Krein-

R�aume) wie z. B. in �Curgus-Langer [2] und Daho-Langer [3] mit Hilfe des Begri�es der

J-Selbstadjungiertheit. Zur Erl�auterung dessen, angewandt auf obiges Problem (0.1), (0.2),

(0.3) mit inde�nitem w, betrachten wir

L2
jwj([0;1)) :=

n
u j u : [0;1)! C;

Z
1

0
jw(x)jju(x)j2 dx < +1

o
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(wir identi�zieren dabei die �Aquivalenzklassen mit ihren Repr�asentanten), versehen mit

dem inde�niten inneren Produkt

[u; v] :=
Z
1

0
u(x)v(x)w(x) dx (u; v 2 L2

jwj([0;1)) );

wir nennen den Raum K := (L2
jwj([0;1)); [�; �]) einen Krein-Raum (siehe �Curgus-Langer [2,

Abschn. 1.1]). K ist o�ensichtlich kein Hilbertraum; H := (L2
jwj([0;1)); (�; �)) mit

(u; v) :=
Z
1

0
u(x)v(x)jw(x)j dx (u; v 2 L2

jwj([0;1)) )

ist jedoch ein Hilbertraum, da jwj � 0 auf [0;1) und fx j x 2 [0;1); w(x) = 0g bei

unseren eingangs erw�ahnten Voraussetzungen endlich, also eine Lebesgue-Nullmenge ist.

De�nieren wir nun speziell f�ur (0.1), (0.2), (0.3) einen linearen Operator A mit De�niti-

onsbereich D(A) zum Beispiel durch (es bezeichne supp u den Tr�ager der Funktion u)

D(A) :=
n
u j u : [0;1)! C; u 2 C2([0;1)); supp u � (0;1);

supp u kompakt;
1

w
(�u00 + �u) 2 L2

jwj([0;1))
o
;

Au :=
1

w
(�u00 + �u) (u 2 D(A));

so ist A, betrachtet als Operator im Hilbertraum H, nicht hermitesch, d.h. es gilt nicht

(Au; v) = (u;Av) f�ur alle u; v 2 D(A);

wie man mit partieller Integration und der Inde�nitheit von w leicht sieht. Dies gilt

ebenfalls f�ur jeden zu (0.1), (0.2), (0.3) geh�orenden Operator B mit D(B) � D(A).

In beiden F�allen, bei Betrachtung in H und in K, ist also auf inde�nite Sturm-Liouville-

Operatoren die funktionalanalytische Theorie symmetrischer und selbstadjungierter Ope-

ratoren in Hilbertr�aumen nicht unmittelbar anwendbar. Es ist allerdings m�oglich, die Be-

gri�e hermitesch, selbstadjungiert usw. f�ur Operatoren in K zu de�nieren und eine Theorie

�uber das Spektrum solcher Operatoren in Krein-R�aumen zu entwickeln (siehe dazu zum

Beispiel �Curgus-Langer [2], Daho-Langer [3] sowie die dort angegebene Literatur).

Wir verwenden die folgenden allgemeinen Bezeichnungen f�ur Intervalle J � R:

C(J) := fu j u : J ! C; u stetigg;

Ck(J) := fu j u : J ! C; u k-mal stetig di�erenzierbarg; k 2 N;

Lk(J) := fu j u : J ! C;
R
J

ju(x)jk dx < +1g; k 2 N;

L1
loc(J) := fu j u : J ! C; ujK 2 L1(K) f�ur jedes kompakte Teilintervall K � Jg;
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wobei ujK die Einschr�ankung der Funktion u auf K bezeichne. Alle Integrale in dieser

Arbeit seien Lebesgue-Integrale. Wir schreiben auch

Z b

a
u anstelle von

Z b

a
u(x) dx bzw. von

Z
(a;b)

u(x) dx

f�ur a; b 2 R [ f�1;+1g.

Wir werden in den weiteren Kapiteln der vorliegenden Arbeit auf die hier in der Einleitung

lediglich kurz angerissenen Begri�e noch ausf�uhrlicher eingehen.

In Kapitel 1 werden wir einen zum Problem (0.1), (0.2), (0.3) geh�orenden Di�erential-

operator de�nieren und allgemeine Eigenschaften der Di�erentialgleichung (0.1) angeben.

Zum Ende des Kapitels nennen wir einige funktionalanalytische De�nitionen, die im wei-

teren zugrundegelegt werden sollen. Im zweiten Kapitel untersuchen wir das Spektrum

des zu (0.1), (0.2), (0.3) geh�orenden Di�erentialoperators, Kapitel 3 ist dem Beweis der

Eigenwertasymptotik und der Betrachtung eines Beispiels gewidmet.

Schlie�lich soll noch erw�ahnt werden, da� es | �uber Fragestellungen nach Entwick-

lungss�atzen bei kompaktem Intervall wie in Eberhard-Freiling [6] hinausgehend | auch

bei Vorliegen eines beliebigen, nicht notwendig kompakten Intervalls mit mehreren turning

points m�oglich ist, gewisse Entwicklungss�atze anzugeben, zum Beispiel in �Curgus-Langer

[2], auf die hier aber nicht n�aher eingegangen werden soll.

Ich m�ochte mich an dieser Stelle sehr herzlich bei Herrn Prof. Dr. W. Eberhard und Herrn

Prof. Dr. G. Freiling f�ur die Anregung zu diesem Thema und die wertvollen Gespr�ache

bedanken. Ferner danke ich Herrn Prof. Dr. V. A. Yurko (Universit�at Saratov, Ru�land)

f�ur die hilfreichen Diskussionen w�ahrend seiner Besuche an der Universit�at Duisburg.
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