
Anhang A

Beweise der Lemmata 1.1 und 1.2

Wir beweisen nun die in Kapitel 1 angegebenen Lemmata 1.1 und 1.2.

Beweis von Lemma 1.1.

a) Seien v; w : J ! C zwei L�osungen von l�u = 0 auf J ; wir zeigen, da� W (v; w) : J ! C

eine konstante Funktion ist.

Wegen v; v0; w; w0 2 ACloc(J) ist W (v; w) 2 ACloc(J) fast �uberall in J di�erenzierbar mit

(W (v; w))0(x) = (vw0 � v0w)0(x)

= v0(x)w0(x) + v(x)w00(x)� v00(x)w(x)� v0(x)w0(x)

= v(x)
�
�(x)� �2�2(x)

�
w(x)�

�
�(x)� �2�2(x)

�
v(x)w(x)

= 0 f�ur fast alle x 2 J:

Daraus folgt zusammen mit W (v; w) 2 ACloc(J), da� W (v; w) in J konstant ist.

b) Es gilt f�ur zwei L�osungen v; w : J ! C von l�u = 0 auf J :

W (v; w) = det

 
v w

v0 w0

!
6= 0 ()

 
v

v0

!
;

 
w

w0

!
linear unabh�angig

() v; w linear unabh�angig.

2

Beweis von Lemma 1.2.

a) Zu zeigen ist zun�achst:

u : J ! C ist L�osung von l�u = f auf J () es gibt c1; c2 2 C mit

u(x) = c1y1(x) + c2y2(x) +
Z x

x0

y1(x)y2(t)� y2(x)y1(t)

W (y1; y2)
f(t) dt (x 2 J):

Seien zur Abk�urzung

W := W (y1; y2) 6= 0 ; R := �� �2�2 :

Da nach Voraussetzung y1; y2 ein Fundamentalsystem von l�u = 0 auf J ist, gilt insbeson-

dere yj; y
0
j 2 ACloc(J) � C(J); j = 1; 2, und wegen � 2 L1

loc(J) und �
2 2 C(J) � L1

loc(J)

ist R 2 L1
loc(J).
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(i) "(=": Es gelte

u(x) = c1y1(x) + c2y2(x) +
Z x

x0

y1(x)y2(t)� y2(x)y1(t)

W (y1; y2)
f(t) dt (x 2 J);(A.1)

mit c1; c2 2 C und fest gew�ahltem x0 2 J . Wir zeigen:

u; u0 2 ACloc(J);

u0(x) = c1y
0
1(x) + c2y

0
2(x) +

Z x

x0

y01(x)y2(t)� y02(x)y1(t)

W (y1; y2)
f(t) dt (x 2 J);

�u00(x) +R(x)u(x) = f(x) f�ur fast alle x 2 J:

Aufgrund von f 2 L1
loc(J); yj 2 C(J) f�ur j = 1; 2 ist yjf 2 L

1
loc(J) und�

J ! C; x 7!

Z x

x0

yjf

W

�
2 ACloc(J) (j = 1; 2);

zusammen mit yj 2 ACloc(J) f�ur j = 1; 2 folgt nach (A.1)

u 2 ACloc(J):

Daher ist u fast �uberall in J di�erenzierbar mit (siehe (A.1))

(A.2)

8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

u0(x) = c1y
0
1(x) + c2y

0
2(x) + y01(x)

Z x

x0

y2f

W
+ y1(x)

y2(x)f(x)

W

�y02(x)
Z x

x0

y1f

W
� y2(x)

y1(x)f(x)

W

= c1y
0
1(x) + c2y

0
2(x) + y01(x)

Z x

x0

y2f

W
� y02(x)

Z x

x0

y1f

W

(fast alle x 2 J):

Da die rechte Seite von (A.2) lokal absolut stetig und lokal integrierbar auf J ist, gibt es in

der �Aquivalenzklasse von u0 2 L1
loc(J) einen Repr�asentanten, f�ur den (A.2) f�ur alle x 2 J

gilt. Daher folgt

u0 2 ACloc(J);

und u0 ist in J fast �uberall di�erenzierbar mit (siehe (A.2))

(A.3)

8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

u00(x) = c1y
00
1(x) + c2y

00
2(x) + y001(x)

Z x

x0

y2f

W
+ y01(x)

y2(x)f(x)

W

�y002(x)
Z x

x0

y1f

W
� y02(x)

y1(x)f(x)

W

= c1y
00
1(x) + c2y

00
2(x) +

Z x

x0

y001(x)y2(t)� y002(x)y1(t)

W
f(t) dt� f(x)

(fast alle x 2 J):
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Mit (A.1), (A.3) und l�yj = 0 auf J , j = 1; 2, veri�ziert man durch Einsetzen sofort

�u00(x) +R(x)u(x) = f(x) (fast alle x 2 J):

Der Zusatz �uber u0 in der Behauptung wurde in (A.2) und der nachfolgenden Argumenta-

tion, da� (A.2) f�ur alle x 2 J gilt, bereits bewiesen.

(ii) "=)": Sei u 2 ACloc(J) mit u
0 2 ACloc(J) und

� u00(x) +R(x)u(x) = f(x) (fast alle x 2 J):(A.4)

Sei x0 2 J fest gew�ahlt. Wir zeigen, da� c1; c2 2 C existieren mit

u(�)(x) = c1y
(�)

1 (x) + c2y
(�)

2 (x) +
Z x

x0

y
(�)

1 (x)y2(t)� y
(�)

2 (x)y1(t)

W
f(t) dt (x 2 J; � = 0; 1):

Dazu transformieren wir (A.4) in ein Di�erentialgleichungssystem 1. Ordnung verm�oge

u1 := u ; u2 := u0 :

Damit ist (A.4) �aquivalent zu

(A.5)

 
u1(x)

u2(x)

!0

=

 
u2(x)

R(x)u1(x)� f(x)

!
=

 
0 1

R(x) 0

! 
u1(x)

u2(x)

!
+

 
0

�f(x)

!

(fast alle x 2 J):

Das zugeh�orige homogene Di�erentialgleichungssystem besitzt nach Voraussetzung die Fun-

damentalmatrix

�(x) :=

 
y1(x) y2(x)

y01(x) y02(x)

!
(x 2 J);

und wegen det�(x) = W 6= 0 f�ur alle x 2 J ist die Matrix �(x) f�ur alle x 2 J invertierbar.

Mit Hilfe der "Variation der Konstanten"geben wir zun�achst eine spezielle L�osung des

inhomogenen Systems (A.5) an:

 
u1(x)

u2(x)

!
= �(x)

Z x

x0

�(t)�1

 
0

�f(t)

!
dt (x 2 J):

Die allgemeine L�osung von (A.5) lautet deshalb

 
u1(x)

u2(x)

!
= �(x)

 
c1

c2

!
+ �(x)

Z x

x0

�(t)�1

 
0

�f(t)

!
dt (x 2 J)

mit c1; c2 2 C. Dabei ist nun

�(x)
Z x

x0

�(t)�1

 
0

�f(t)

!
dt = �(x)

Z x

x0

1

det�(t)

 
y02(t) �y2(t)

�y01(t) y1(t)

! 
0

�f(t)

!
dt
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= �(x)
Z x

x0

1

W

 
y2(t)f(t)

�y1(t)f(t)

!
dt

=

0
BBB@
y1(x)

xR
x0

y2f

W
� y2(x)

xR
x0

y1f

W

y01(x)
xR
x0

y2f

W
� y02(x)

xR
x0

y1f

W

1
CCCA (x 2 J);

so da�

0
@ u1(x)

u2(x)

1
A =

0
@ c1y1(x) + c2y2(x)

c1y
0
1(x) + c2y

0
2(x)

1
A+

0
BBB@

xR
x0

y1(x)y2(t)�y2(x)y1(t)

W
f(t) dt

xR
x0

y0
1
(x)y2(t)�y

0

2
(x)y1(t)

W
f(t) dt

1
CCCA (x 2 J);

und es folgt:

u(�)(x) = c1y
(�)

1 (x) + c2y
(�)

2 (x) +
Z x

x0

y
(�)

1 (x)y2(t)� y
(�)

2 (x)y1(t)

W
f(t) dt (x 2 J; � = 0; 1):

b) Nach a) besitzt jede L�osung von l�u = f auf J die Gestalt

u(�)(x) = c1y
(�)

1 (x) + c2y
(�)

2 (x) +
Z x

x0

y
(�)

1 (x)y2(t)� y
(�)

2 (x)y1(t)

W
f(t) dt (x 2 J; � = 0; 1)

mit geeigneten c1; c2 2 C. Dann gilt also

u(x0) = c1y1(x0) + c2y2(x0) = a;

u0(x0) = c1y
0
1(x0) + c2y

0
2(x0) = b

genau dann, wenn c1; c2 das folgende lineare Gleichungssystem l�osen:

 
y1(x0) y2(x0)

y01(x0) y02(x0)

! 
c1

c2

!
=

 
a

b

!
:(A.6)

Wegen

det

 
y1(x0) y2(x0)

y01(x0) y02(x0)

!
= W (y1; y2) 6= 0

nach Voraussetzung gibt es genau ein

�
c1
c2

�
2 C

2, welches (A.6) l�ost. Daher existiert

genau eine L�osung u von l�u = f auf J mit u(x0) = a; u0(x0) = b.

2
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Anhang B

Hankelfunktionen

Hankelfunktionen H(1)
� , H(2)

� der Ordnung � 2 C (auch Zylinderfunktionen dritter Art

genannt) sind linear unabh�angige L�osungen der Besselschen Di�erentialgleichung

d2u

dz2
+
1

z

du

dz
+
�
1�

�2

z2

�
u = 0 auf C n f0g; � 2 C fest:

Sie sind als Funktion von z f�ur festes � analytisch in C n f0g und besitzen folgende Eigen-

schaften:

Sei � 2 C fest gew�ahlt. Dann gilt f�ur j = 1; 2:

�1
z

d

dz

�n�
z�H(j)

� (z)
�
= z��nH

(j)
��n(z) (z 2 C n f0g; n 2 N)(B.1)

(siehe Magnus-Oberhettinger-Soni [17, S. 67] oder auch Watson [31, S. 74]),

H
(j)
��(z) = e(�1)j�1��iH(j)

� (z) (z 2 C n f0g)(B.2)

(siehe [17, S. 66] bzw. [31, S. 74]),

(B.3)
W (H(1)

� ; H(2)
� )(z) := H(1)

� (z)
d

dz
H(2)

� (z)�H(2)
� (z)

d

dz
H(1)

� (z) = �
4i

�z

(z 2 C n f0g)

(siehe [17, S. 68], [31, S. 76]),

(B.4)

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

H(1)
�

�
zen�i

�
=

sin(1� n)��

sin ��
H(1)

� (z)� e���i
sinn��

sin ��
H(2)

� (z);

H(2)
�

�
zen�i

�
=

sin(1 + n)��

sin ��
H(2)

� (z) + e��i
sinn��

sin ��
H(1)

� (z)

(z 2 C n f0g; n 2 Z)

(siehe [17, S. 68], [31, S. 75]),

H
(1)

� (z) = H
(2)
� (z) ; H

(2)

� (z) = H
(1)
� (z) (z 2 C n f0g)(B.5)

(siehe [17, S. 66]).
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Ferner ben�otigen wir in Kapitel 2 zur asymptotischen Absch�atzung der Funktionen v1; v2
die asymptotischen Darstellungen der Hankelfunktionen f�ur � 2 f13 ;

2

3
g. Nach Watson [31,

S. 197f.] gilt f�ur � 2 f13 ;
2

3
g: Es gibt c1; c2 > 0, so da� gilt:

(B.6)

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

H(1)
� (z) =

s
2

�z
ei(z�

��
2
��

4
) � (1 +  1(z))

f�ur z 2 C n f0g;�� + � � arg z � 2� � �; mit � > 0;

mit j 1(z)j � c1
1

jzj
; wobei c1 nur von � und �; aber nicht von z abh�angt;

(B.7)

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

H(2)
� (z) =

s
2

�z
e�i(z�

��
2
��

4
) � (1 +  2(z))

f�ur z 2 C n f0g;�2� + � � arg z � � � �; mit � > 0;

mit j 2(z)j � c2
1

jzj
; wobei c2 nur von � und �; aber nicht von z abh�angt:

F�ur H(1)
� gilt daher insbesondere

(B.8)

8>><
>>:

H(1)
� (z) =

s
2

�z
ei(z�

��
2
��

4
) �
�
1 +O

�1
z

��
(jzj ! 1; 0 � arg z � �)

(gleichm�a�ig in 0 � arg z � �):

Die Darstellung (B.7) f�ur H(2)
� ist jedoch f�ur arg z = � nicht mehr g�ultig. Um trotzdem

eine gleichm�a�ige Absch�atzung f�ur 0 � arg z � � zu erhalten, wie in Kapitel 2 ben�otigt,

verwenden wir zus�atzlich (B.4):

Sei 0 < � < �

2
und z 2 C n f0g mit �� � � arg z � 2�� �. Es ist dann �� � arg(z e��i) �

� � �, und mit (B.4) gilt

H(2)
� (z) = H(2)

�

�
(z e��i)e�i

�

=
sin(2��)

sin(��)
H(2)

�

�
z e��i

�
+ e��iH(1)

�

�
z e��i

�

= 2 cos(��)H(2)
�

�
z e��i

�
+ e��iH(1)

�

�
z e��i

�
:

Wegen �� � arg(z e��i) � � � � und 0 < � < �

2
sind (B.6) und (B.7) anwendbar, und wir

erhalten

H(2)
� (z) = 2 cos(��)

s
2

�z
e
�i
2 e�i(�z�

��
2
��

4
) � (1 +  2(z e

��i))

+e��i

s
2

�z
e
�i
2 ei(�z�

��
2
��

4
) � (1 +  1(z e

��i))
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=

s
2

�z

�
e�i(z�

��
2
��

4
) � (1 +  1(z e

��i))

+2 cos(��) i e�i(�z�
��
2
��

4
) � (1 +  2(z e

��i))

�

=

s
2

�z
e�i(z�

��
2
��

4
) �

�
1 +  1(z e

��i) + 2 cos(��) i e2iz(1 +  2(z e
��i))

�

d.h. es ist speziell f�ur z 2 C n f0g, 0 � arg z � �, mit (B.7) und dem letzten Ergebnis

H(2)
� (z) =

s
2

�z
e�i(z�

��
2
��

4
) � (1 +  3(z))

mit

 3(z) =

8<
:

 2(z); 0 � arg z � � � �;

 1(z e
��i) + 2 cos(��) i e2iz(1 +  2(z e

��i)); � � � � arg z � �:

Ist nun 0 � arg z � �, so gilt wegen je2izj = e�2Im z � 1 und (B.6), (B.7)

j 3(z)j �

8>>><
>>>:

c2
1

jzj
; 0 � arg z � � � �

c1
1

jzj
+ j2 cos(��)j

�
1 + c2

1

jzj

�
; � � � � arg z � �

9>>>=
>>>;

� C f�ur jzj � A; 0 � arg z � �

mit geeigneten C > 0, A > 0, d.h. es ist

(B.9)

8>><
>>:

H(2)
� (z) =

s
2

�z
e�i(z�

��
2
��

4
) �
�
1 +O(1)

�
(jzj ! 1; 0 � arg z � �)

(gleichm�a�ig in 0 � arg z � �):

Diese Absch�atzung ist, auf 0 � arg z � � � � eingeschr�ankt betrachtet, gegen�uber (B.7)

zwar gr�ober, aber sie gilt gleichm�a�ig in 0 � arg z � � und ist ausreichend zur Herleitung

der gew�unschten Ergebnisse.
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Symbolverzeichnis

Symbol Erkl�arung

N Menge der nat�urlichen Zahlen 1; 2; 3; : : :

Z Menge der ganzen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

C Menge der komplexen Zahlen

z die zu z 2 C konjugiert-komplexe Zahl

Re (z); Im (z) Realteil, Imagin�arteil von z

o(f(z)); O(f(z)) Landau-Symbole

[c] spezielles Landau-Symbol (c 2 C)

AC(I) Menge der auf dem Intervall I absolut stetigen Funktionen

ACloc(I) Menge der auf I lokal absolut stetigen Funktionen

C(I) Menge der auf I stetigen Funktionen

Cn(I) Menge der auf I n-mal stetig di�erenzierbaren Funktionen (n 2 N)

L1(I) Menge der auf I (Lebesgue-) integrierbaren Funktionen

L1
loc(I) Menge der auf I lokal integrierbaren Funktionen

L2(I) Menge der auf I quadratisch integrierbaren Funktionen

L2
k(I) Menge der auf I mit dem Gewicht k quadratisch integrierbaren

Funktionen

H Hilbertraum L2
j�2j([0;1)) mit dem Skalarprodukt (�; �)

(�; �) Skalarprodukt in L2
j�2j([0;1))

M? orthogonales Komplement in H der Menge M � H

H(1)
� ; H(2)

� Hankelfunktionen der Ordnung � 2 C n f0g

W (u; v) Wronskifunktion von u und v

ujM Einschr�ankung von u auf die Menge M

1M Charakteristische Funktion der Menge M
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Symbol Erkl�arung

D(T ) De�nitionsbereich des Operators T

W (T ) Wertebereich von T

T�1 der zu T inverse Operator

T � der zu T adjungierte Operator

�(T ) Resolventenmenge von T

�(T ) Spektrum von T

�p(T ) Punktspektrum von T

�c(T ) Kontinuierliches Spektrum von T

��(T ) ��(T ) := �(T ) n f0g

��p(T ) ��p(T ) := �p(T ) n f0g

��c (T ) ��c (T ) := �c(T ) n f0g

L der zum gegebenen Eigenwertproblem geh�orende Di�erentialopera-

tor

L�1
� Resolvente von L im Punkt �2

l� Ordnung der Nullstelle x� von �
2, � 2 f1; : : : ;mg

T� Typ der Nullstelle x� , T� 2 fI; II; III; IV g

C�(T� ; T�+1) Verbindungsmatrix

C�;1(T� ; T�+1) Relevante Teilmatrix von C�(T� ; T�+1)

C�;p(T� ; T�+1) Relevante Teilmatrix von C�(T� ; T�+1)

Sk Sektor in C n f0g, k 2 Z
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