Anhang A

Mathematischer Charakter des
Modellgleichungssystems

Die Kenntnisdesmathematische@harakterglesDifferentialgleichungssystemgasaus
der Erganzungder Bilanzgleichungemit den Transportgleichungeentstandenst, ist
wichtig fur die numerischdehandlunglesSystemsMan unterscheidezwischerellipti-
schenhyperbolischemund parabolischerBystemenDer Typ erlaubtAussageruberden
EinfluBbereichvon Storungenund ist deshalbfur die AuswahldesLosungserfahrens
entscheidend=ur Systemejn denenZeit und Weg die Koordinatersind, ermoglichtder
CharakterdesDifferentialgleichungssystenfsussageniber Ausbreitungsgeschwindig-
keit und Ausbreitungsrichtungon Storungen:

¢ In elliptischenSystemererfolgtdie Informationsausbreitunig alle Richtungermit
unendlichgroRerSignalausbreitungsgeschwindigkeit,

¢ in hyperbolischerSystemerkanndie Informationsausbreitungp alle Richtungen
mit begrenzterSignalausbreitungsgeschwindigkeitolgen,

¢ in parabolischesystemererfolgtdie Informationsausbreitungurin eineRichtung
mit unendlichgroRerSignalausbreitungsgeschwindigkeit.

Insbesonder&asserelliptischeSystemeauf dasVorliegeneines, schlechtgestelltenAn-
fangswertproblenisschlieRenbeidenerkleineVeranderungeerAnfangsbedingungen
groReAnderungerbei der Losungbewirken.

Die hier betrachteterGleichungenbilden ein DifferentialgleichungssystemrsterOrd-
nungin der Zeit und zweiter Ordnungim Ort, global alsoein Differentialgleichungssy-
stemzweiterOrdnung.Um dieszu verdeutlichenyerdendie in dieserArbeit verwende-
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tenGleichungemocheinmalaufgefihrt:
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(pP)e + (pPup), = =, (A-4)
(ppup) = e+ (ppup + ep) = —Jup— |, (A.5)
(ppep)t —up p e + (ppepup + epup), = —Jep — fup — 4, (A.6)

Die Indizest¢ und z stehenfir Ableitungennach der Zeit und dem Ort. p* wurde
eingetihrt,um denEinfluld des, Partikeldruck—kKorrekturerm$ aufdenmathematischen
CharakterdesSystemszu erlautern.Wird p* = p gesetztliegt derfir die Rechnungen
benutzteSatz von Gleichungenvor. Um das Systemuntersucherzu konnen,wird es
in ein SystemersterOrdnunguberfuhrt,indem K + 2 zusatzliche Variablewr, us und
ug und die K + 2 zusatzlichen Gleichungeneingefihrt werden,in denendie neuen
Variablendefiniertwerden.Der CharakterdesgesamterDifferentialgleichungssystems
wird hierdurchnichtverandertDie 2 - K + 7 Variablenlautennun:

Uy = pg(k), (A.7)
Uy = pauc, (A.8)
Uz = paea, (A.9)
Ug = PP, (A.10)
us = ppup, (A.11)

ug = ppep, (A.12)
) ME @k
ure = —pa DO (VI 4 pe =2-D® =Ty, (A.13)
Mg Ta
4
Ug = —gflqu (A14)
vy = ~ATa,, (A.15)

mitk =1...K.
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DasSystemkannwiederin Matrix—VektoForm geschriebenverden:

A u; + B(u) ux = g(u) (A.16)
mit
50 . )
A= ( 0’“ 0) k=1.K+5, j=1.K+5 (A.17)
und
B =
V) ug® 4 ug® g Vi 0 0 0 0 1
Tk — 2ug 0 = 0 o0
asik W uG e pp;O 0 0 hgj) e
0 0 0 0 1 0 0 0
=Ty 0 0 T e = up — 2up 0 0 0
Le :jjg il 0 0 GEL —up(ep+Lo) ept+ LS wup 0 0
—D®W§l 4 pEly P 0 0 0 0 0 0 0
%M _%L 0 0 0 0 0 0
PG PG
_K)G%V(u‘é - EG,) p)\c;uc(:’/ _pc;)\cv 0 0 0 0 0
(A.18)
- 4 Rm - . -
mit as;x = —ug((eq + i—g — Ep%“’Gf> + WTG) sawie k£ und j alsden Zeilen—und

Spaltenindizesler Untermatrizendie beidevon 1 bis K™ laufen.s; ist dasKronecker
Symbol,dasdurchd; = 1 furk = j und§] = 0 fur k # 5 definiertist.

EineKlassifizierungdesSystemsrforderteineUntersuchunglerEigenwerteund Eigen-
vektoren.Die Eigenwertet sinddie Losungerder Gleichung:

IBéE—Al=0 (A.19)
Die Eigervektorenx ergebersichaus:

Béx = Ax (A.20)
NachZauderef49] ist dasSystem

elliptisch, wennalle Eigenwertekomplex sind,

o O

O OO O O O =
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hyperbolisch, wennalle Eigenwertereell sindund alle Eigervektorenlinearunablangig
sind,wasinsbesonderderFall ist, wennalle Eigenwertaeellundvonein-
anderverschiedersind,

parabolisch, wennalle Eigenwertereell, abernicht alle voneinandewrerschiedersind
unddie Eigervektorennichtlinearunabl&ngigsind.

Dascharakteristisch®olynomdesSystemsst:

P(E) = £654 (€up — €€ (- D5 + DOV T e (A.21)
Cy PG
TP . B i SIS (A.22)
I —e PPo PPro
Die EigenwertedesvorliegenderSystemssind:
k=86 =0=¢n=,=E§ =0 (A.23)
€4 =1/up (A.24)
, p—(1—¢)p* ]
=1/ \up — \| ————— A.25
o / [“P (1 —€)pro ( )
D — ] — € * i
§e =1/ jup + p—(1=9pr (A.26)
(1 - 6)PPO

Mit p* = 0 werdendie Eigenwertets undée:

_ _ _ L
& =1/ |up— J—L | =1/ lup — L (A.27)
i (1 —¢€)pro | i 1—e\ pro |

e ] [ L fPe]
56— 1/ -UP‘I‘ m- = 1/ _UP+1—6 pPO_ (A28)

Fur p* = p, alsofur dasin dieserArbeit verwendetéModell, ergebensichdie Eigenwerte
& undég als

_ ep _ I Jepa
55—1/[’1@— m]—l/lup—l_e P?] (A-29)
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= u P | u ! 1/ﬁ
{:6—1/[13—}- (1_6>PP0] 1/[13—}-1_6 o

In beidenFallen sind alle Eigenwertereell. Das Systemist also nicht elliptisch, anders
als bei einemahnlichenFall, der von Stuhmiller[8] untersuchtwwurde.Dort fuhrte die
Annahmep* = p zu komplexen Eigenwertendie fur lineare Systemeauf ein schlecht
gestelltesAnfangswertproblenhindeuten.

(A.30)

Da 0 ein mehrfachelEigenwertist, misserdie Eigervektorenbetrachtetverden,um zu
entscheidemb dasSystemhyperbolischoderparabolischst. Die Eigervektorenfir den
mehrfacherkEigenwertt = 0 sinddie LosungerderGleichung:

Ax =0 (A.31)

Nur K + 2 linearunablangigelL dsungsektorensind moglich:

xik=(0xk 00 000 ef 0 0)7T, k=1.K, (A.32)
x3=(0k 0 000 0 0g 1 0)T, (A.33)
x3=(0r 0 0000 0g 0 1)%. (A.34)

0 stehtfur einenNullvektorder Dimensionk'. e;, ist derkanonischeéinheits\ektorder
Dimensionk’, desserk-te Komponentel ist, wahrenddie andererKomponenter® sind.
Da die Anzahl der linear unablangigenEigervektorenfur diesenEigenwertkleiner ist
als seineVielfachheit(2 - K 4 4), sind die Eigervektorennicht linear unablangig.Das
Systemist alsovon parabolischenTypus.Insbesonderbegt kein schlechigestelltesAn-
fangswertproblenvor. Bemerkenswerist, dal3die EinfuhrungdesDruckkorrekturterrs
Paas € denCharaktedesDifferentialgleichungssystemscht beeinfluf3t.



Anhang B

Warmestrahlungsmodell

DieAnderungen}de] undqmdpj derinnerenEnegienvon Gas-undPartikelphas&urch
Warmestrahlungn deneinzelnerZellenwerdenausdenvon denjeweiligen Phasemund
denBehalterwandenabsorbiertemund emittiertenStrahlungsengienberechnet:

(jradGJ = q.a‘bsgj - (}emGJ (Bl)
(.Zradpj — (}absPJ - (.Zempj (BZ)

In diesemAbschnittwerdenzuréchstdie berbtigten Grundbegriffe der Warmestrahlung
eingefihrt,mit denendanndie BerechnunglerAbsorptions-undEmissionsvarmestéme
erlautertwird.

B.1 Grundbegriffe

Einewesentliche5rol3ezur BeschreilnngdesEmissions-und Absorptionserhaltenvon
Gasenoder Feststafen beziglich Warmestrahlungst die Strahlungsintensitat 7. Sie
beschreibtlie pro Flachenelemernih ein Raumwinkelelemerdabgestrahlt&trahlungslei-
stung.Bei denin dieserArbeit betrachtetergrauenOberfichenist die Intensitt 7 un-
abhangigvon der Abstrahlrichtung Die von eineminfinitesimalenFlachenelement A,
(vgl. Abb. B.1) in ein Raumwinkelelement( unterdemWinkel 5 zur Flachennormalen
(beziglichdA,) gelangendéStrathngsleistundQB ist nachdem LambertschenKosi-
nusgesetz:

dQs = I cosfdA, dQ = I3 dA, dQ (B.3)
Mit der BeschreibngdesRaumwinkelelements

dQ = singdg dp (B.4)
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Abbildung B.1: Bezeibnungenfur Winkel und Flachenbei der Strah-
lungin einenHalbraum

laRtsichdaraudie in denHalbraumabgestrahltéeistungdesFlachenelementdserech-
nen,die gleichzeitigdie gesamtabgestrahltébstrahlungdesinfinitesimalenFachenele-
mentesl A, darstellt,daderandereHalbraumnichtvon Warmestrahlenond A, erreicht
werdenkann:

dQ 2m 2m
o = ” = / I cos Bd} = / I cos B sinfpdpde
0 0

dA, /
0
2 1 %
. / S sin?f| dg (B.5)
0 0
Zusammengefal@rgibt das:
C}em =1In (86)

DasBeerscheGesetdeschreibdie Abnahmed/ derintensititentlangeinerStreckeds
mit Hilfe desAbsorptionskodizientenk’, dervon der Temperatuundvom Partialdruck
desabsorbierendeMediumsablangt:

dl = —K Ids (B.7)

Darauslaftsich die absorbiertdntensitt entlangeiner Streckes, auf der der Absorpti-
onskoefizient K konstanist, berechnen.

Iy — I =1,(1 — e’ (B.8)
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Der Absorptionsgradr ist dannalsdimensionslosegbsorbierténtensifit zu verstehen:

Io— 1 )
a = 2 =1 - el (B.9)
Iy

NebendemAbsorptionsgradpieltder Emissionsgrad einewesentlicheRolle. Er setzt
die realeEmissionsleistung.,, einesKorpersins Verhaltnis zur Emissionsleistungines
schwarzerStrahlergyleicherTemperatuff'.
Gem
€ = B.10
oT* ( )

Hierinisto = 5,67 - 107® W/(m* K*) die Stefan—Boltzmann—#nstanteFur die hier
betrachteteuliffus grauenStrahler(Gaseund Korper)sind Emissions-und Absorptions-
gradevon der Wellenkangeder Strahlungunabltangig. Au3erdemsind bei diffus grauen
StrahlernEmissionsgradind Absorptionsgradleich.

Io—1T

£ =a = =1 —eghs (B.11)
Io

B.2 Strahlungskennwertevon Gasund Partik eln

Zur Berechnungler Warmestémewerdenunterder zuvor gemachterAnnahmegrauer
Strahlemur die Emissionsgradeon Gasund Partikelnberbtigt.

Fur die einzelnenGasspeziesind die Emissionsgraden Diagrammerals Funktionder
Gastemperatuind desProduktesausSchichtdickeund Gaspartialdruclabgelgt.

Er = Sk(T(;,ka) (812)

DerIndex £ bezeichnetie Gasspezied:ir die vorliegendeArbeit wurdennur H,O und

CQO, als absorbierend&asebericksichtigt,derenDatenausdenin [50] anggebenen
Diagrammerfir 1 barGesamtdruclermitteltwurden(Abb. B.2 undB.3). HohereDriicke

sawie die AnderungerdurchdasgleichzeitigeVorhandenseinon H,O und CO, werden
uberin [47] daigestellteKorrekturfaktoreny, #,0 und f, co, sovie einenKorrekturemis-
sionsgradi¢ berticksichtigt.

e = fpmo emo + [pco, cco, + Ac (B.13)

Fur die numerischeBerechnungvurdendie Kurvenin den Diagrammerfur die Emis-
sionsgradeund die Druckkorrekturfakbrendurch analytischeFormelnangef@hert.Die
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Abbildung B.2: Diagrammzur Bestimmungles Emissionsgadesvon
H,Oin AbhangigkeitvonTempeatur unddemProduktausSdichtdicke
undPartialdruck nach Hottel und Egbert[52].
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Abbildung B.3: Diagrammzur Bestimmungles Emissionsgadesvon
CG, in AbhangigkeitvonTempeatur unddemProduktausSdaichtdicke
und Partialdruck nach Hottel und Egbert[52].
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Korrekturemissionsgraderurden durch lineare Interpolation zwischendiskretisierten
WertenderKurververlaufeberechnef51].

Bei den Strahlungseigenschaftester Kohlenstoffpartik el ist neben Absorption und
Emissioni.a. die Streuungder Strahlungvon Bedeutunglhre Effekte werdenbei der
BerechnunglesPartikelemissionsgrades> bericksichtigt.Fur die insgesamemittierte
Strahlungist die Partikelbeladungein wesentlichetlParameterHohe Beladungerfiihren
zu einemhohenAbsorptionsermbgendes Gas/Rirtikel-Gemischeg Verbindungmit

einemhohenAnteil anriickwartsgerichteteBtreuungDie Aufteilung zwischenStreuung
undAbsorptionist berdie Mie—Theorieberechenbadie bei

s Dp

ps = L > 5 (B.14)

gilt. Beips < 1 befindetmansichim Bereichder Rayleigh—Streuungjazwischeriegt
ein UbemangsbereichDr bezeichneten Partikeldurchmessen die Wellenkangeder
auftrefendenStrahlung.

Fur die untersuchterialle ergebensich fur WellenlangenA = 0,1..100 um die in der
folgendenTabelleaufgetihrtenKennzahlems:

Dp [pm] | Ps
0,369 | 11,6..0,0116
3,69 116..0,116
36,9 1160..1,16

Die Falle liegen zum grof3tenTeil im Bereichder Mie—Theorie,die deshalbin dieser
Arbeit zurBerechnungyon Emissionsgradr» undAbsorptionskodizient K'» derPartikel
eingesetzivurde.Der Partikelemissionsgrags wurdeschlie3lichunterBeriicksichtigung
derruckwartsgerichteterStreuungnachderfolgendenFormel berechnet:

( — 1) 1 —exp(—9)
ep = [1- , B.15
r ( C+1) 1-— g%exp(—qb) ( )
mit
¢ = 1+2§’:t’“ (B.16)
, 3pps(
¢ = Qabsﬁ (B.17)
P

Dp ist der PartikeldurchmesseDie Partikeldichtepp ist die auf dasGesamtelumen
V = V& + Vp bezogendlartikelmasse:

o T

pp = nppp ¢ Dp (B.18)



84 ANHANG B. WARMESTRAHLUNGSMODELL

Qs und Q5 stellendie relatven Wirkungsquerschnittbeziglich Rickwartsstreuung
und Absorptiondar. In ihnensinddie optischerEigenschaftewerschiedeneBtaubparti-
kel enthaltendie anhandvon MeRwerterunddurchiterative Rechnungemachder Mie—
Theorieals FunktiondesPartikeldurchmessetsestimmtundin [53] dagestelltsind.

In denfolgendenAbschnitterwerdenu.a.die AbsorptionskodizientenK'; und K'p von
Gasund Partikeln verwendet Sie berechnersich entsprechenéleichungB.11 ausder
Schichtdickes unddenEmissionskodizientens undep von Gasund Partikeln:

—€ l—e¢
Ko = In(l —eg) Kp = In(1 —ep) (B.19)

—s5 —s5

B.3 Emittierte Strahlung

Berodtigt werdenGleichungenzur Berechnungder emittiertenStrahlungsengiestbme
von Gasund PartikelnausdeneinzelnerZellen sowie die von denBelalterwandenemit-
tierte Strahlungsleistung.

Gesamtemissioreinesinfinitesimalen, strahlungsdurchlassigenvolumensdV/

Mit Hilfe derfolgendernGedankenschritteird eineBerechnungsformélir dievoneinem
VolumendV in alle Raumrichtungeron Gasbzw. PartikelnabggebeneStrahlungslei-
stunghemeleitet.AbbildungB.4 zeigtdie dazuangenommenKonfiguration.

dv

dv

dx

Abbildung B.4: \blumenelemend}” in einemabgesblossenerRaum
mit schwarzstrahlendenNanden Ein vonder Wandausgehenddsicht-
strahlbliindeldurchdringt dasTeilvolumendV’ = d A d= vondV'.
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¢ Ein mit einemstrahlungsdurclilssigerMedium gefulltes Volumenelemend V' be-
findet sich in einem abgeschlossenelBehalter, dessenwande schwarzeK orper
sind. Zwischendem VolumendV und denWandenfindet keine Absorptionstatt.
DasMediumin dV ist ein grauesMedium. Das Systembefindetsich im thermi-
schenGleichgevicht, d.h.die Temperaturerron WandenunddV sindgleich.

o Mit Qem,dv wird der vom infinitesimalenVolumendV insgesamin seineUmge-
bungdurchWarmestrahlungbg@ebeneEnegiestrombezeichnet.

¢ Die Intensitit, die auf dasVolumendV einstrahlt,ist die Intensitt 7, der schwarz
strahlendewWande die natugenalRkeineStrahlungeflektieren.

e Betrachtetwird ein von der Behalterwandunter dem Raumwinkeld(? ausgehen-
desStrahlungstindel,dasdasVolumendV durchquertDas Strahlungstindeltritt
durchdie Flached A in dasVolumendV mit der Intensitt /, ein und durchkuft
esauf der Streckedz. Dasvon diesemStrahlungsiindeldurchleuchtet&eilvolu-
menvon dV istdV’ = dA dz. Die durchdiesesBundelim Volumenabsorbierte
Strahlungsleistungst dann:

I, dAdQ K dz = [,dQ K dV’ (B.20)

¢ Die im ganzenVolumenabsorbierteStrahlungsleistungusdem Raumwinkeld(2
ist:

K I, dQ / V' = K 1,dQdV (B.21)
dv

¢ Die ausallenRaumrichtungeif() = 47) absorbiertéstrahlungst dann:

Qabs,av = K I, 47 dV (B.22)

¢ Dielntensifaiteinerschwarzstrahlende®berfichekannnachGleichung(B.6) und
mit Hilfe desStefan—Boltzmann—Gesetzdisrch

4
_of (B.23)

™ s

[S — dem,s

ersetztwerden.Zusammenmit der Gleichheit von absorbierterund emittierter
StrahlungaufgrunddesthermischerGleichgavichtesfolgt:

Qemav = Qupsav = 4 Ko T*dV (B.24)
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Hiermit lassersich die Emissionerny..,. ¢, und Q... p, von Gasund Partikelnin Zelle j
folgendermal3eaufschreiben:

Qema, = 4 Ka; AV; 0 T}, (B.25)
Qemp, = 4 Kp, AV; 0 Tp, (B.26)

Fur die in denGleichungerB.1 und B.2 berbtigtenvolumenbezogeneBmissionsener
giestbmefolgt dann:

Geme, = 4 Kg, 0 Tg, (B.27)
Gemp = 4 Kp o Tp (B.28)

Der fur die Absorptionsengjiestbmeim folgendenUnterabschnitau3erdenberitigte
Wandemissionsterny.., w,, berechnesich aus Wandemissionsgraehy,,, Wandfiache
Aw,. undWandtemperatufy, nachdemStefan—Boltzmann—-Gesetz:

Qemw,, = ew,, Aw,, o Tjy, (B.29)

B.4 Absorbierte Strahlung

Fur die BerechnungjerStrahlungsengﬁestbmeqmdaj und qmdPJ werdennachGl. B.1
und B.2 nebendenemittiertenStrahlungsengiestbmendie volumenbezogenembsor
biertenStrahlungswirmestomeq,;s., undq.;s, berbtigt,die vom GasundvondenPar-
tikeln getrenntin jederZelle absorbierwerden.Im folgendenwird die Bestimmungder
in einerZelle 5 absorbierterStrathngsengﬁestbme@absﬁj unanbst (s.Gleichungen
B.63undB.64)erlautertausdenersichdie bert')tigtenvolumenbezogene@rbﬁenqa;,mj
unddas,, durchDivisiondurchdasZellvolumenAV; ergeben:

QabsG
. _ J B.30
qabsGJ AV] ( )
Qabs;::
.a sp. — = B.31
Qabsp, AV ( )

In diesenTermensoll nicht nur die Strahlungsenejiie bericksichtigtwerden,die direkt
von einerZelle : aufeineZelle 5 einstrahltund dort absorbiertwird, sonderrnzusatzlich
der Strahlungsengieanteil, derdurchZelle ; transmittiertvon denBehalterwandenbe-
liebig oft reflektiertund dannerstin Zelle ; absorbiertwird (Abb. B.5). Mit Hilfe der
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AbbildungB.5: Zelle ; emp&ngtStrahlungdirektvonZelle: oderindi-
rekt iber Refl&ionender Strahlungvon Zelle: an denWanden.Nicht
absorbierteStrahlungsanteildaufen so lange im Gefal3 hin und her,
bis die kompletteStrahlungabsorbiertwordenist. Alle andeen Zellen
wirken bei der BerechnungdesStrahlungsenagieflusseson Zelle: in
Zelle j nur strahlungsabsorbiend.

Zonenmethodgon Hottelund Sarofim[31] unddendorteingefihrtentotalenAustausch-
flachenlassensich dieseStrahlungsengiestbmebestimmenyon denendie auf dir ek-
tem Wege empfangenenind absorbierterStrahlungsengiestbme natugenaf3ein Teil
sind. Letzterewerdenbei Hottel und Sarofimmit Hilfe der direkten Austauschfichen
berechnetfolglich setzersichdie totalenAustauschéicherausdendirektenAustausch-
flachenund einemAnteil, der die wiederholterBehalterwandreflgionenbericksichtigt,
zusammenDer auchmogliche Berechnungswgeder auf direktemWege emittiertenund
absorbierterStrahlungsengiestibme tiber gleichwertigeSchichtdickenwird hier nicht
weitererlautert.

Dir ekte Austauschfbchen

Zur Berechnunglerauf direktemWeg ausgetauschtestrahlungst essinnvoll, zunachst
die dir ekten Austauschficheneinzufuhren,wasanhanddesStrahlungsengiestromes
Qd,wiwm , derdurcheinemit GasundPartikelngefullte Zelle: voneinerZellgrenzfche
zur andererdurchgelasse(transmittiert)wird, geschehekann.Hottel und Sarofim[31]
gebenfur diesenEnegiestroman:

Qd7WiWi+1 =aw,wiy, O T;}Vi (B.32)

DerFaktoraw,w,,, zwischerschwarzeEmissionderZellgrenzfacheunddervonderan-
derenWandempfangene®trahlungsleistungird alsdirekteAustauschtichebezeichnet

undberechnesichfur zweibeliebigzueinandeliegendeFlachenA; und A; nachderFor-
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L 3

Abbildung B.6: Geometrishe \erhaltnisse fur die Beredinung des
Strahlungsenagieaustaudeeszwistien\Wandelementen

mel:

T re

dA; 0; dA; 0;
Gas, = // ; COS j cosb; T(T) (B.33)
A A

In dieserFormelist r die AbstandsfunktiorewischendenFlachen(Abb. B.4), und (r)
ist die Transmissiitatsfunktion

T(r) = exp

- / K(r) dr} , (B.34)

0

wobei der K der Absorptionskodizient des Mediums zwischenStrahlungssendaind
Strahlungsemggingerist. Wenn Strahlungssenderund —empfngerfachenicht direkt
aneinandergrenzen,ist K also der Absorptionskodizient des dazwischenligenden
Gas/Rirtikel-GemischesBemerkenswertst die Symmetrieder Formel fur die direk-
te Austauschfiche,d.h. eine Vertauschungon Strahlungssendemund Empfangerféche
fuhrtaufdie gleichedirekte Austauschfichea 4, 4, .

Furdenin dervorliegenderrbeit untersuchterall zweierzueinandeparallelerebener
unendlichausgedehntefellgrenzfichenW; und W, mit dendifferentiellenFlachen-
elementerdA; unddA; wird die direkteAustauschfiche:

dA; 0; dA; 0
AW, W4 — // o8 7 S8 T(r) (835)
Wi W,

T re
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do.

dA,

dAi
AX

A 4

A

Abbildung B.7: Bezeibnungenfur die Integration zur Beredhnungder
direktenAustausbflachenzwishienzweiparallelen Wandelementen

Zur Durchfuhrungder Integrationenwerdendie Flachend A;, die sichim Abstandr von
Flachenelement A; befinden als Kreisringemit demUmfang2x= r sin § undder Brei-
te r df/ cos  betrachte(Abb. B.7). 4 ist der OffnungswinkeldesKegels,der durchdie
Spitzed A; unddenKreisringd A; bestimmtwird. Der Abstandr latsich mit demKe-
gelwinkel# undder Zellbreite Az, formulieren:r = Ax;/ cos 0. Fur die Kreisringflache
emibtsichdA; = 27 r? tan 6 df, undesfolgt:

/2
aw,wi,, = / / 2sin 6§ cos § e KA/ %0 4 4 A; (B.36)

W, 0

Die direkte Austauschfichewird dann:
/2
awwip, = Aj / 2sinf cos § e KA/ st g (B.37)
0

1

cos 0

Mit der Substitutiony =

d
folgt sinf cosfdf = cos®Hdy = —g,sodaB
Y

o0

e—f\"Ari Y
a’WiVVi+1 = 4]2 /7(11/ = 4]2 Eg([\"—AJJZ’% (838)

3
1 Y

wobei K derin derZelle : zwischenZellgrenzfichel; und ZellgrenzficheW, ., kon-
stanteAbsorptionskodizientist. Das Integral wird auchals drittes Exponentialintgral
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bezeichnetindlaltsichnaherungsweiséberfolgendeReihedarstellen:

1 >~ (—KA
E3(KAz) = 5—[ Azx+— [0 92278 —In( K Az)|( ]&A”c Z VAz)”

m:3

T2 (B.39)

m — 2)m|

Ihr Verlaufistin Abbildung B.8 damgestellt.

0,6

0,5

o |\
E3o:3 \
N

0’2 \\

0,1

x

0 0,5 1 1,5 2
K AXx

Abbildung B.8: \erlauf der Approximationsfunktiont’s( K’ Az ) fur das
dritte Exponentialintgral [ exp(— KAz y)y~>dy
1

Fur die weitereHerleitungist die EinfuhrungeinerdimensionslosedirektenAustausch-
flache

/
/ . AW, w4,
AW, Wy = A

- = 2 B3(KAg;)
J
hilfreich. Mit ihr laRtsichderpro m? auf die StrahlungsemjggingerfachetreffendeStrah-

lungsenagiestromder direkt von der unendlichausgedehntedellgrenzficheW; kom-
menderStrahlungeinfachdarstellen:

de% = diyw,, 0Ty, = 2 Es(KAz;) o Tj, (B.40)
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Anschaulichbeschriebergibt die dimensionsloselirekte Austauschicheay, ., den
Anteil dervon ZellgrenzfichelV; an ZellgrenzfichelV; ., durchgelassenestrahlung
wieder Vonderzur ZellgrenzfichelV; ., durchgelassenestrahlungwird wiederumnur
derAnteil ayy,, ., zurZellgrenzfchelW,, , durchgelassesodalay, .., = ay,w,,, -
CL%/VZ,+1WZ,+2 ist.

Zwischenzwei beliebigenZellgrenzfchen; und W; ist die dimensionsloselirekte
Austauschfichefur die hiervorliegendeGeometriealsodasProduktderdimensionslosen
AustauschéichenderdurchquerteZellen:

7=1
1 2Bs(Ky Axy) (B.41)

j—1
CL, = | | Q, =
wiw; — WiWii1 —

Die IndizierungdesProduktzeichensst hier fur denFall : < j anggeben.Fur: > j
muf3derIndex & desProduktesdementsprechemebn j bis: — 1 laufen(vgl. Numerie-
rungvon ZellgrenzfhcherundZellenin Abb. B.9). K, istder Absorptionskodfzientdes
Gas/Rirtikel-Gemischem Zelle k. 2 E5( K, Axy,) istalsoderdurchdie Zelle k durchge-
lassenéAnteil, demnachist 1 — 2F5( Ky, Axzy) derin Zelle k& absorbierteAnteil. Da der
GesamtabsorptionskdefientdesGas/Rirtikel-Gemischeapriori nichtbekannist, wird
derTerm2F;( K, Azy) ausderBedingungabgeleitetdalRdie Gesamtabsorptiom Zelle
k sichausdenbereitsbekannterAbsorptionenvon Gasund Partikelnzusammensetzt:

Fur die weitereBerechnungler berbtigtendirekten Austauschtichenist die Definition
dervonderlinken Zellgrenzfichel; im Gasbzw. in denPartikelnderselberzelle ab-
sorbierterStrahlungsengieanteile alsoder direktenAustauschficheay, . bzw. ayy, p.,
hilfreich:

Ay, = 1—2B(Kg,Az;) (B.43)
Ay = 1—2E3(Kp A, (B.44)

Hiermit lassensich die direkten Austauschéicheneiner beliebigenzZellgrenzfche WV,
mit derGasphas®&zw. PartikelnderZelle j konstruierenindemdervon Zellgrenzfache
W, anZellgrenzfichelV; durchgelassen®trahlungsanteinit demAnteil dervon Zell-
grenzfiicheW; kommendenundin Zelle ; absorbierterstrahlungmultipliziert wird:

=1

Gy, = O, - awa, = 1] [2Ps(KeAay)] - [1 — 2B5(Kg, Axy)| - (B.45)
k=1
ji-1

Gyp, = Gy, dhyp, = [ [2Bs(KiAay)] - [| = 2B5(Kp Azj)] (B.46)

k=1
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i i+1 j j+1

AX; AX;

< »|

Dl e O

k=i+1

Abbildung B.9: Nomenklaturfur Zell- und Zellgrenzfachennumerie-

rung amBeispielder Zellen; und;.
Auf gleicheArt latsich die direkte AustauschichezwischendemGasin Zelle : und
demGasin Zelle 5 berechnergvgl. AbbildungB.9).

! ! !
a = a - a ¢
GGy G;W; W,;G;

! !
= 9wa " %w,a,
=1
= I [2Es(KiAa)] [l — 2B5(Kg,Ax;)] - [1 — 2Bs(Kg, Axj)]
k=1+1
=1
= [I = 2B5( Ko, Ax)] [1 = 2B5(Kg,Axj)| - T[  [2Ba(KiAxy)) (B.A7)

k=141

Hier wurdedie Symmetrieder Formelnfir die Strahlungsaustauschfihenausgenutzt:

a’IW]Gi = a’IGiW] (B.48)

Die direkte Austauschfichezwischenden Partikelphaserzweier verschiedenegZellen
berechnesichauf gleicheWeise:

7—1
dpp, = (1= 2B5(KpAwy)] [1 = 2B5(Kp, Axj)| - T [2Es(KiAwy)] (B.49)
k=i+1

Fur die direkte AustauschtichezwischenGasund Partikeln in verschiedeneZellen
und; fuhrtdieszu:

I I I o L
Ggp, = Aew, Awip, = Awia; T Aw,p,

=1
= [I = 2B3( Ko, Ax)] [1 = 2B5(Kp Axy)| - T[ [2Es(KiAxy)] (B.50)
k=1+1
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PerDefinition soll der StrahlungsvirmeaustausciwischenGasund Partikelnin dersel-
benZelle: vernachassigtwerden:

alyp = dpg =0 (B.51)

Fur eineVerfeinerungder Modellierungder Warmestrahlungannfur ay, , = ap ;. €in
geeignetegd\bsorptionsmodeléingesetziverden.

Auch die direktenAustauschfichenfiir Gasund Partikel in derselberzelle : sind nicht
mit derobengezeigterProduktbildungsmethodableitbar Die Eigenabsorptiowon Gas
und Partikeln ergibt sich auseinerBilanzierungder emittiertenEnegien auseinerZelle

! _ O U ot o
ag.q, = 4Kg Az, — agy, aG Wit ag.p, (B.52)

! — o A ! ! /

DasbedeutetdalRdie Eigenabsorptiodie Differenzzwischendervom Gasbzw. von den
PartikelnemittiertenStrahlungt K, Az; bzw. 4 Kp, Az; unddenvondortandenWanden
derselberzelleankommendeBtrahlungsenegienist, abziglichderwarmeabgabandie
jeweils anderePhasen derselberZelle, diejedochin Gleichung(B.51) zu null festgelgt
wordensind.

Totale Austauschfiichen

Bei KenntnisdertotalenAustauschfichenAg,,, Ap.¢, usw kannaufeinfacheArt der

voneinerPhasen derZelle j odereinerBehalterwandnsgesamabsorbierteéstrahlungs-
enegiestromberechnetverden dersichaufgrundderEmissioneinerPhaseausderZelle

1 odervon einerBehalterwandeinstellt,einschliel3lichallerdie Zelle ; aufdirektemWege

oderiiberBehalterwandreflgionenerreichenderstrahlungsengiestiome.

Qabs,GiG] = Agq, o Tg, (B.54)
Qubs,pc, = Apg, o Th (B.55)
Qa,bs,WiG] = Awg, o Ty, (B.56)
Quscip, = Aap, 0 T, (B.57)
Quvs,pp, = App, o Th (B.58)
Qabs,WiPJ = Awp, o Ty, (B.59)
Quscow, = Acw, o Ta, (B.60)
Quvspw, = Apw, o Th (B.61)

Quvswiw, = Aww, o Ty, (B.62)
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Die totalenAustauschfichenenthalteralso

¢ die Emissionseigenschafteler strahlungssendendé&elle,

die Absorptionseigenschafteferempfangendeielle,

die Transmissionseigenschaftatler von der StrahlungdurchquerterzZellen,

denEinflu3 derGeometriader Strahlungstichenund—korperund

die zusatzlichenStrahlungsanteildurchdie Reflexionender transmittierterStrah-
lung andenBehalterwanden.

Mit ihrerHilfe 1aRtsichdievom GasoderdenPartikelnin einerZelle odereinerBehélter
wandinsgesamempfangenegbsorbiert&Strahlunguss ¢, » Qubs, 7, DZW. Qs w,,, beStim-
men.Die entsprechenderolumenbezogene@roRenwerdenhieraushachdenGleichun-
genB.30undB.31berechnetStrahlungsquelleaindwiederumdie Behalterwandesawvie
GaseundPartikelin deneinzelnerzellen.

. N . Nwr .
Qa,bsC;J abs,GiG; T+ Z Qubs,p.c;, + Z Qabs,w,a,

Nw

N
G;G; a Tél + Z Apigj g T;Z + Z AWZ‘GJ g T{’le (863)

N .
>0
2§1

YA

. N . N . NW .
QabsPJ = E Qabs,g;p; + Z Qabs, P, + Z Qabs,w; P,
=1 =1 i=1

N N Nw
= Z AGiPJ o Téz + Z Apipj o Tﬁl + Z AWiPJ o T;lh (864)
=1

. N . N . NW .
QabsW] = Z Qabs,GiWJ + Z Qabs,PiWJ + Z Qabs,WiWJ
i=1 =1 =1

Nw

N N
= Z AGiW] a Té«t + Z APiW] a T;L + Z AWiWJ a TIA}VL (865)
1=1

=1 1=1

Die BetrachtunglesZusammenhangavischendirektenundtotalenAustauschtichena
und A wird durchdie VerwendunglerdimensionsloserdirektenundtotalenAustausch-
flachenvereinfachtdie durcheinenhochgestellterstrich gegerilberdendimensionsbe-
haftetenAustauschfichengekennzeichnesind. Fir die Austauschéichezwischender
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GasphaseéerZelle: undder GasphaseéerZelle ;5 wird die Entdimensionierun@uf fol-
gendeArt erreicht,wobei A; die FlachedesStrahlungsemgingers; ist:

! AGi G

GiGj - A
J

(B.66)

Mit ihnenlaltsich nach[54] dergesucht&Zusammenhangusder Enegiebilanzfur die
von der Behalterwandm pro m? abgestrahlt&Enegie ¢, (m = 1,2 fur die linke und
rechteWanddesReaktionsgeil3esybleiten:

W = Em Ew,, + pm (Z AW, W, GW,, -I-ZCLGW Eg, + ZaPW Ep)(B67)

n=1 ]1

n#m

&m Undp,, sindder Emissionsgradind der Reflexionsgradder Wandm. Ey,,, Eg, und
Ep, sind die jeweiligen StrahlungsleistungsdichtesthwarzerStrahlerbei Temperatur
Tw,, anderWandr» und Gastemperatufy;, bzw. Partikeltemperatui’’s, in Rechenzelle

Ew, = oTy.
_ 4
_ 4
E P, = a TP]

Zur Berechnungder totalen Austauschtichenwerdenhierausdie von Wand m bzw. n

abgestrahltefEnegien g, w,, bzw. ¢¢,w, bestimmtdie sichfur denFall egebenwenn
nur in Rechenzelle die Gastemperatufy, # 0 ist. Die Temperaturern allenanderen
Rechenzellerund der beidenWandesind dannalsonull, d.h. Eyw, = 0 (n = 1...2),

Eq, =0( #49)undEp, =0 (j = 1...N). Dannemibt sich:

n=1
ngm

2
) ) m=1,2
4GiWp = Pm (Z Sy GGWn + AGw, EGl) LN (B.68)

Esenstehein Satzvon2 - N Gleichungermitden2 - N Unbekanntenq‘—m (t=1..N

undm = 1...2), dasnachdiesenGrofRenaufgebstwerdenkann. NachkurzerRechnung
erglbt sichmit aw, w, = AW, w, -

q-Giwl — P1 (a/VV1W2 P2 aIGiWQ + alGiwl) (B 69)
EGi 1 - plp?&v%ﬁWQ

P al aly + ab

qG; w, _ P2( waw, P1 4G w, (;sz,) (B.70)

’
2
e 1 = p1paayy, w,
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Fur die Berechnungder totalen dimensionsloseustauschtichenwird jetzt auf ihre
Definition zuruckgeyriffen: Die totalevon Rechenzelle emittierteEnegie, die von der
Wand:n pro m* absorbiertwird, ist A, ;. Fg,. Mit der Gleichheitvon Emissionsgrad
¢ und Absorptionsgradr bei grauenStrahlernfolgt, daauf Wand:m prom? die Enegie
Aqw. Fa, [ en eintrifft, vonderwiederump,, Ay FEg, [ e, vonderWandm reflek-
tiert wird. Da alle andererZellenund WandekeineEnegie abstrahlenist dieseEnegie
die von Wandr» prom?* aufgrundder Strahlungvon Zelle : abgestrahlt&negie ¢a,w,,,:
AIG'in EGi

46wy = — L Pm (B.71)

woraussichdurchUmformungdie totaleAustauschficheAy, i, ergibt:

Em QG W,
Pm EGi

Apw. = (B.72)
Die totaleAustauschfichevon Wandm zu Rechenzelle lal3tsichdurchdie Ausnutzung
der EigenschaftdalRbei tiberall gleicherTemperaturder Strahlungsaustausawischen
Rechenzellé undWandm — undumgekehrt— null seinmuf3,bestimmenAus

Agw,. Fa, = Ay g Ew,, =0 (B.73)
folgt mit £, = Ew,, (weil Tg, = Ty,, =const.):
Ay a. = Agw, (B.74)

Die totaleAustauschtichezwischerzweiRechenzellemund; ergibt sichdanndurchdie
Uberlegung,daRdie durchdie Zelle j aufgenommen&negie gleichder Summeausder
direktvon Zelle; eintrefendenEnegie unddervon Zelle: kommendenandenWanden
reflektiertenEnegie ist:

2

Abia, Ba. = agg, Ea, + Y aw, g, dc.wn, (B.75)
m=1

Durch Division der Gleichungdurch E¢, ergibt sich die dimensionslosdotale Aus-

tauschfiche;die dannauf der rechtenSeiteder GleichungauftretenderGrof3ensind be-

kannt. Die dimensionslosenotalen AustauschfichenAy,  , A% und A%, ergeben

sichdurchumbenennen.

Die dimensionslosetotalenAustauschéichenAy, ., zwischendenWanden(m = 1,2
undn = 1,2) werdenschlie3lichausder Enegiebilanzfur die von Wandm aufgrund
einerallein strahlendeWandrn abgegebeneStrahlunggw, w,, bestimmt:

A,I/VnWm E[/V

AW Wy = g—n pm + O, &0 Fw, (B.76)
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o7 ist dasKroneckerSymbol fur dasgilt:

Pr { 0 furm #n (B.77)

m 1 firm =n

Die Gleichung(B.76) laltsich nach Ay, .~ aufiosen.Die Abstrahlungder Wand rn
aufgrundder allein strahlendenVand . emibt sich aus Gleichung(B.67), wenn dort
Ew,, = 0undalle £, = 0 und Ep, = 0 gesetztverden:

(}WnWm - 5:; Em EWm + Pm a%/Vlwz q.Wn,Wl (878)

EVV EW

n ke

mit

I 1 wennm = 2
] 2wennm =1

Aus diesenvier Gleichungerergebensich die vier in denGleichungerB.76 berbtigten
dimensionsloseEnegiestbme”V]‘gn%.

Insgesamergebensich danndie nachfolgendaufgefihrtenBerechnungsformelfiir die
dimensionslosetotalenAustauschéichen:

2 2
€ a
Ay, = T (B.80)
— P1P20w, w,
€1 €9 af
Ay, = A, = 7% (B.81)
— P1pP20w,w,
61((1%/‘/16;1' + IO2 a%/V]WQ a,I/V2G1>
A{/VlGi = A/lel = 1 ) (882)
- P1P20w, w,
52(“%’2(;1- + p1 @, w, a’vmm)
A{/VQGL‘ = A/G/LWQ = 1 ) (883)
— P1pP28w,w,
51(“’%’1 p. P2 aww, a,WQPl-)

’
2
1 = prp2ay,w,
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/
AWQPi

!
GGy

P P;

!
AGiPJ

! ! !

I _ EQ(GWQPi + P1 CLW1W2 awlpi) (B 85)
Wy T 1 — 2 :

P1P20wy, w,

! ! ! !

A a4 aw,c,P1(aw, G, + P20, w, Yw,c;)
G;G; GG, 1 — a’2
P1P20w, w,

! ! ! !
aw,, P2(Aw,c; T P1aW, w, %W, ;)

+ 1 - (B.86)
- P1P20w, w,
! ! ! !
A aw, p,P1 (@, p, + P20, w, %, p,)
PP, = dpp, t 1 3
— P1P20w, W,
! ! ! !
aw, p; p2(@w, p, + LA, W, W, ;)
1 ! (B.87)
— P1P20w, w,
! ! ! !
, o, aw, p,P1(@w, G, T P20, w, @, )
pPG; = dg.p, t 1 2
— P1P20w, w,
! ! ! !
aw,p,p2(Cw,q, + PLaw,w, %W, ;)
(B.88)

P)
- P1P20yy, w,



Anhang C

Zellwandflissenach Harten und Yee

Beim Harten/Yee—\érfahren33] sinddie numerischerrlisseanderZellgrenze: + 1/2
nachfolgendemSchemaaufgebaut:

Fiyi2 = % (Fi + Fipr + mm) (C.1)
Die FlusseF; und F,;; werdenmit denZellmittelwertender links und rechtsder Zell-
grenzeliegendenZellen gebildet.Der TermR, 1/, @4/, enthalt die FluRkorrekturzur
Berticksichtigungder EinfluRrichtungenn der Stromung.Die StrichetiberdenBuchsta-
benzeigenan, dal3dieseTermemit Hilfe der Roe—Mittelwerte(AnhangD) ausgevertet
werden.R;y;/, ist Rechtseigevektormatrixder Jacobi—MatrixA=0F/9U. Die Jacobi-

Matrix A hatdie EigenwerteA!"). Die Berechnungsformeiir die Komponenterﬁ)f.ﬂzl/2
desVektors®; 1/, lautet:

I I I I
q)7(7-|21/2 = Ui(/\a(t-gl/z) (92(44)1 + gz( )) (C.2)

A l I
- @/)(/\2(421/2 + 62(4-)1/2) az('-|21/2

oi(z) undy(z) sind Funktionerfiir Zeit- und Entropiekorrektur:

1 2AL ,

oi(z) = 3 MZ)_MZ (C.3)
2] 2| > 6
(2) = C4
¥(z) g (C.4)
. 2| <6
26

99
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Fur die empirischeSchranke) der Entropiekorrektuerwiessichdervon He in [55] ver-
wendeteWertvon§ = 10~7 auchfir die BerechnungedieserArbeit alszielfiihrend Des
weiterenwerdendie Wellensirkena!}, ,, und die Eigenwerte() der Jacobi-MatrixA
berbtigt. Siesinddie Komponentemies"\/ektorsdercharakterischeldariablenﬁll/2 Aq
desRoe-\érfahrensFur eine besserdJbersichtlichkeitwird derIndex : + 1/2 beiden
GroRenAp, Ap und Aw in derfolgendenGleichungnichtgeschrieben.

(1)

@if1/2 ApM) — Y1) Ap/e?
Aip1/2 = W = Ri_-|-11/2 qu‘+1/2 = ) .(1") | , (C.5)
Fit1/2 Ap\™) =Y R) Ap/e
al iy 3(Ap/e® + p Aufe)
(K+2) s(Ap/@ — pAuf?)
it1/2

Die GroRenAp™®), Ap und Au sindalsDifferenzerderbenachbarteBAustndezu bilden:

k k k
Aﬂ(k) = A/92('-|-)1/2 = Pz('+)1 _Pz(') (C.6)
Ap = Apiyijz = pit1 — P (C.7)
Au = Auipryy = uipr — u; (C.8)

Hinter derGrbBeg,fl) verbegensichlimitierte Wellenstrken.Sie werden,je nachWahl

der Limitierfunktion, auf verschiedenért ausdenWeIIensiétrkenozf.l_)l/2 und 0%(21/2 ge-
bildet:

g = Limitierfunktion(al(.l_)l/z,anl/z) (C.9)
Zum Einsatzkamendrei Limitierfunktionen:

e Minmod—Limiter:

! . IO . l { . {
g = sign(al), ;) max{o, minflaf), |, el signal), )} (C.10)
e Superbee-Limiter:

0

0

o o _ _
max{0, min(1,2 —=2) min(2, ==2)} o fiural  #£0
(0 _ 0) 0 i+1/ i+1/
g;" = Yir1/2 Xit1)2
0 fura) =0

i+1/2

(C.11)
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e VVanlLeer-Limiter:

0] 0] 0] 0]
Qi yy9 O lyyy T |ai-|-1 2 Oy 2| .. 1 I
/ (1)/ + / 2 tural), 40l , £0

gz(l) = X T Ay (C.12)

. (1 I
0 for 0‘5’-21/2 + ozl(._)l/Z =0

Verwendetwurdein denmeistenFallenderLimiter nachvanLeer.

Mit denlimitierten Wellenstrkeng” kannnunderTermBZ.(_?u2 ang@ebernwerden:

o; A0 O g0 N
(isry2) (G 9 ) fir af), ), # 0

0]
62'(-1;-)1/2 = Qit1/2 (C.13)

0 fural),,, =0




Anhang D

Berechnungsbrmeln fiur die
Roe—Mittelwerte

Beim Roe—Schemuaird dasGleichungssystem
q, +F. =Q (D.1)

im wesentlicherdurchdasSystem

d +A@a, = Q (D.2)

ersetzt.Die Matrix A approximiertdF /dq lokal. Die Roe—Mittelwerteq sind derart
konstruiert,dal3u.a.folgendeBedingungerfullt wird:

F(qr) — F(qr) = A(@)(gr — qr.) (D.3)

gr undqr, sinddie Anfangszusinderechtsund links der Diskontinuitt einesRiemann-
problemsDer Roe—Mittelwertektorq laltsichausdenbeidenZus&indenberechnen.

In dervorliegenderrbeit werdendie Roe—Mittelwertenurfir die BerechnunglerFlisse
nachdemVerfahrenvon HartenundYee[33] in denErhaltungsgleichungesher Gasphase
eingesetztLiu und Vinokur [56] gebenFormeln fur die zur Berechnungvon A(q) in
diesemFalle notwendigenZustandsariablenan. Da sich alle hier auftretenderGrof3en
auf die Gasphasdeziehenwird ausGriindender Ubersichtlichkeitauf die Indizierung
"(G* verzichtet.

P = \/PLPR (D.4)
yH = _Pr . PR (D.5)

pPL+p  PrRTP
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(pw)r (pu)r (D.6)
PLTP  PRTP

po- et | lpetpl (D.7)
pPL+p PRTP

=
|

e ist die innereEnegie desGaseseinschliel3lichdeskinetischenEnegieanteilsund ist
identischmit e ausGleichung(2.11). Fur Einphasenstimungenreichendie angee-
benenGrolRenzur Berechnungron A(q) aus.Bei Mehrphasensﬂ']mungensindfijr ihre
Berechnungiach[56] nochweitere,gemittelteGroReny®) und = notwendig,die sich
ausderDifferentiationderthermischerZustandsgleichungrgeben:

dp = Z X ) + k*de (D.8)

Hier sind:
<= ©9)
X® = RO Th — ke (D.10)

wobei e®) die innere Enegie der Komponentek ist. Liu und Vinokur [56] gebendie
Roe—Mittelwertean:

_ DY®) 4+ 2 Ap)gp

(k) = D.11
X DNy (D.11)
_ D k>
¥ D.12
" D — Apép ( )
K )
mit dp = Ap — D xW ApF) — gx Ae (D.13)
k=1
K
und D = S (2 AW 4 (Ap)? (D.14)
k=1

Die ZeichenA() und (A) bezeichnemarindie Differenzenbzw. dasarithmetischeMittel
zwischendenbeidenNachbarzustndenrechtsundlinks derbetrachteterbtelle:

A)=0n=0n ;o (=Untle (015)

p4

Die Schallgeschwindigkeit ergibt sichaus:

= (k + 1)‘7—) = ~RT (thermischidealesGas) (D.16)
p
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Schlie3lichwird fur die BerechnungeinigerKomponentervon A undder Eigervektoren
noch der Roe-Mittelwertc? desQuadratesier lokalen Schallgeschwindigkeiberitigt.
Er berechnesichaus:

uu) (D.17)

K 1
Z =Y VO O] 4 7 (f - L
k=1 2



Anhang E

Zeitintegrationsverfahren DASSL

Fur die Zeitintegrationwurdedaslintegrationsprogramr®ASSL [37] herangezogeigein
Nameleitet sichausder Abktirzungfir "Dif ferential Algebraic SystemSolver* her. Mit
demProgrammpaketonnenSystemey/on Differentialgleichungeandalgebraisch&lei-
chungerder Form

f(y7Y7t) = 07 Y(to) =Yo, y(to) = }"0 (El)

gelostwerden.

Zur numerischerLosung des Systemswird der Vektor der zeitlichen Ableitungeny
ersetztdurch einen Differenzenquotienterektor d. Der Losungsektor y ist dannder
Losungsektory®+!) zumneuenZeitpunktt 1),

f(d, y ), 1y = (E.2)

Fur d wird ein rickwartiger Differenzenquotienton maximal 5. Ordnungverwendet,
sodaldasLosungserfahrenimplizit ist. Der Differenzenquotienterektord lal3tsichals
LinearkombinatiordesL dsungsektorsy*t!) undeinemFunktionsektorg derLdsungs-
vektorenzu friherenZeitpunktendarstellen:

d = ay™V fg(..,y®@b ym) (E.3)

DASSL wahlt die OrdnungdesDifferenzenquotienteand den Zeitschrittin Abhangig-
keitvom VerhaltenderLosungyon denvorgegebenerehlerschrankeandvon derKon-
vergenzdeszur LosungherangezogenanodifiziertenNewton—\erfahrensMit demmo-
difiziertenNewton—\erfahrenwird der Nullstellervektory*+!) desSystemszum zu be-
rechnendeZeitpunktt("t") schrittweisg(lterationsind& m) ermittelt:

(y(n+1))(m+1) — (y(n+1))(m)
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od gyt
H

-1
- (“@+ = ) f(d, (y" ), 10y (E.4)

Da die Bestimmungder IterationsmatrixH numerischsehr aufwendigist, wird die-
se,nachdensie einmal an einer Stelle (y+))(") bestimmtwordenist, fur moglichst
viele Iterations-und ZeitschrittebeibehaltenFalls dasNewton—\erfahrennicht korver-
giert, wird der Zeitschrittverkleinertoder/unddie IterationsmatrixH mit denaktuellen
Zustindenmeubestimmt.

Derin Gleichung(E.4) auftretendddampfungsfaktor berechnesichaus:

(E.5)

wobeia derjeweils aktuelleWertfur denKoeffizientenin Gleichung(E.4)ist, wahrendx

auf demStandder geradeverwendetenterationsmatrixst. Er beriicksichtigteine Ande-
rung im Differenzenquotienterektor d, die z.B. durch eine veranderteZeitschrittnge
bewirkt werdenkann.

Dasin dieserArbeit behandeltd’roblemkann— mit Einschénkungerbei der Warme-
strahlung— soformuliertwerdendafidie IterationsmatribHd eineBandstruktuannimmt,
d.h.nurdie mittlerenDiagonalersindbesetztBei derLdsungdesDifferentialgleichungs-
systemanmit DASSL kanndie Bandstrukturzur effizienterenLdsungausgenutziverden.
Anschaulichkanndie BreitederBandstruktualsMalR3fur die Grol3edesnumerischenjrt-
lichenAbhangigkeitsbereichderZustindein einerZellevondenZus&ndenn denande-
renZellenbeiderBerechnunglerLdsungzu einemneuenZeitpunktinterpretiertwerden.
EineNichtausnutzungler Bandstruktuihatte beidemuntersuchteisystemschonfir die
Untersuchungon Zundwrgangemmit derfur die Simulationerzur Verflgungstehenden
Rechnerleistungu Rechenzeiteim Bereichvon einigenWochenbis Monatengefuhrt.



FORMELZEICHEN 107

Formelzeichen

Symbol Einheit Bedeutung

Uin m/s Minimale Signalausbreitungsgeschwindigkeit

Amaz m/s MaximaleSignalausbreitungsgeschwindigkeit

ap m?/m? VolumenbezogenBartikeloberfache

Ap m? Partikeloberfche

A m? Flache

A (cm?/mol)"~'/s Frequenzfaktorfiir Geschwindigkeitskoéizient einer Reaktion
derOrdnungn

ac,aq, m? Direkte Strahlungsaustauschfihezwischenden Gasphasemler
Zellen: und

ap,a, m? Direkte Strahlungsaustauschtihe zwischenden Partikeln der
Zelle: undderGasphaséerZzelle 5

aw,a, m? Direkte Strahlungsaustauschfihezwischender Wand: und der
GasphasderZelle 5

Ag,a, m? Totale Strahlungsaustauschfihe zwischenden Gasphaserder
Zellen: und

Aprg, m? TotaleStrahlungsaustauschihezwischerdenPartikelnderZel-
le » undderGasphasederZelle ;

Aw,a, m? Totale Strahlungsaustauschfihezwischender Wand : und der
GasphasderZelle 5

B 1 Koeffizientin Stromungswiderstandsgleichung

¢ m/s Schallgeschwindigkeit

Cdrag 1 Stromungswiderstandsbeiwert

Cji 1 Gewichtungsfaktorfur Grofze ; in der Gewichtungsfunktionin
Zelle:

¢ J/kg/K Warmekapaziit bei konstantenDruck

Cy J/kg/K Warmekapazit bei konstantem/olumen

D m?/s Diffusionskoefizient

Dp m Partikeldurchmesser

e J/kg InnereEnegie

E W/m? Strahlungsleistungsdich&nesschwarzerKorpers

g J/Mol FreieEnthalpie

Gi diverse Limitierfunktion beiderFluRberechnung

Gy — Platzhaltefiir Namenvon Gasspezies
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Symbol Einheit Bedeutung

G, 1 Wert der Gewichtungsfunktiorfiir Rechengitteradaptioin Zelle
3

Gr 1 Grashofzahl

h J/kg Enthalpie

I W/m? Strahlungsintensitt

Jq Jim? Diffusiver Enegieflul3

J kg/n?/s Gesamtproduktionsterater Gasphase

k; (cm*/mol)*~'/s GeschwindigkeitskoéizienteinerReaktionder Ordnungn

K 1 AnzahlderGasspezies

K 1/m Im AbschnittWarmestrahlungAbsorptionskodizient

K. diverse Gleichgevichtskonstante

Kg 1/m StrahlungsabsorptionskdeientdesGases

Kp 1/m Strahlungsabsorptionskdezientder Partikel

Kn 1 Knudsenzahl

l m Mittlere freie Weglange

ma, kg Masseder Gaskomponente

mp kg Partikelmasse

M kg/Mol Molmasse

M; 1/m Wert der Monitorfunktionin Zelle:

N 1 AnzahlderRechenzellen

n; 1/m Rechenzellendicht@itteradaption)

np 1/m? Partikelkonzentration

Np 1 Partikelanzahl

Nhyet 1 Anzahlder(heterogenenas/Rirtikelreaktionen

Nhom 1 Anzahlder(homogenenizasphasenreaktionen

Nw 1 AnzahlderWandedesReaktionsgeiReqhier: Ny = 2)

Nu 1 Nusseltzahl

P Pa Druck

Ps 1 Kennzahkur Einteilungder Strahlungsbereiche

P — Platzhalterfur Feststoff in Reaktionsgleichung

Pr 1 Prandtlzahl

q W/m? Volumenbezogendtnegiestromin die Gasphase

Ga wW/m? Flachenbezogenestrahlungsengiestrom durch direkte Ein-
strahlung

Qa W StrahlungsengiestromdurchdirekteEinstrahlung
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Bedeutung

Symbol Einheit

Qem

Qem G]
Qem P7
QQbsGJ
%165}:7
C]de]

QTGC{G]

qT(ldp]

QTﬂ,dpj

qGi Wm

Qa,bs
Qrstr

W/m?
wW/im?3

W/m?
wim?
wim?
W/m?

w
W/m?

W
W/m?

1
1
m
1
J/kg/K
J/Mol/K
Mol/m?3/s

Mol/m?3/s
Mol/m?3/s

FachenbezogenezmittierterStrahlungsengiestrom
Volumenbezogengrom Gasin Zelle ; emittierter Strahlungs-
enegiestrom

VolumenbezogengvondenPartikelnin Zelle ; emittierterStrah-
lungsenegiestrom

Volumenbezogengvom Gasin Zelle ; absorbierteStrahlungs-
enegiestrom

Volumenbezogengewnvon den Partikeln in Zelle ; absorbierter
Strahlungsengiestrom
Volumenbezogenestrahlungsengiestromin dasGasder Zelle
J

Strahlungsengiestromin dasGasderZelle ;
Volumenbezogenebtrahlungsengiestromin die Partikelphase
derZelle 5

Strahlungsenegiestromin die PartikelphaselerZelle ;

Auf Wandm auftrefendeStrahlungsleistungsdichsifgrundder
WarmestrahlunglesGaseglerZelle:

Relativer Wirkungsquerschnititiir Absorption

Relatver Wirkungsquerschnittiir Ruckwartsstreung
Ortskoordinate

Reynoldszahl

StoffspezifischeGaskonstante
Allgemeine(molare)Gaskonstante
Reaktionsgeschwindigkeit
HomogeneReaktionsgeschwindigkedier Reaktion;
Heterogend&eaktionsgeschwindigkeder Reaktion;

Weg

Zeit

Temperatur

Geschwindigkeit

Volumen

Gaswlumen

Partikelvolumen

Weg, Ort

Molenbruch Volumenbruch

Massenbruch
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Symbol Einheit Bedeutung
7, Mol/m?/s StolRzahber Gaskomponente

Vektorenund Matrizen
EinheitenbeziehersichaufeineeinzelneKomponenteVektorenundMatrizensinddurch
Fettdruck gekennzeichnet.

Symbol Einheit Bedeutung

E 1 Einheitsmatrix

f N/m?®  VektorderKrafteauf die Gasphase

f diverse Allgemeinevektorielle Funktion

F diverse FluRwektor

farag N/m®  Vektorder Stromungswiderstandsifte

f, N/m*®  Vektordervolumenbezogenebruckkrafte auf die Partikel
Fp N Vektorder Druckkrafteauf die Partikel

g diverse Allgemeinevektorielle Funktion

j kg/m*/s VektorderdiffusivenMassentflisse

Iq Jimt/s  VektorderdiffusivenEnegieflisse

q diverse VektorderbilanziertenGrof3en

Q diverse VektorderQuellterme

R diverse RechtseigevektormatrixderJacobi—Matrix
R-! diverse LinkseigewektormatrixderJacobi—Matrix

u m/s  Geschwindigkeitsektor
w diverse Vektordercharakteristischewariablen
y diverse Losungsektor

y diverse Zeitliche AbleitungdesLdsungsektors

Operatoren

d Differentiationsoperator
d Partielle Ableitung

) Operatorfir Berandung

§/ KroneckerSymbol
A Differenzoperator
\Y Gradientenoperator
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Indizes

Zustandbeiz — oo

Aktivierung

Absorption

Konzentration

Korrektur

direkt (Warmestrahlung)

Diffusion

Stromungswiderstand

Emission

FreieKornvektion

Gas

Ortsindex derZelle:

Bezeichnundir rechteZellgrenzevon Zelle:

Bezeichnundir linke Zellgrenzevon Zelle
Index fir chemischdreaktion

{ Zellindex (im AbschnittWarmestrahlung)

Index fir chemischeRiickreaktion

Stoffindex

Korvektion

links

Zeitschrittinde

Poren

Partikel

Enegie

rechts

SchwarzeStrahler

thermisch

Thermodifusion

Wand

GriechischeZeichen

Symbol Einheit Bedeutung
a W/m?/K Warmeibegangskodizient
a 1 Im AbschnittWarmestrahlungAbsorptionsgrad
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Symbol Einheit Bedeutung

Titi/z diverse Wellenstrkenfir ZellwandfLisse

aw 1 Wandabsorptionsgra@Vvarmestrahlung)

a; 1 Reaktionswahrscheinlichkdiieterogen®eaktionen)

Ié; 1 Winkel

€ 1 Partikelvolumenbruch

€por 1 Partikelporosiat

5 1 Emissionsgrad

eq, 1 Emissionsgradier Gasphase Zelle j

Ep, 1 Partikelemissionsgranh Zelle ;

ew 1 Wandemissionsgrad

Em 1 Emissionsgradton Wandm

n Ns/m?  DynamischeViskosit

~y 1 Isentropengponent

K* 1 Dichtegewichteterlsentropengponentfiir Roe—Mittelwerte

A W/m/K  Warmeleitihigkeit

A m Wellenlange

A diverse Diagonalisiertelacobi—Matrix

w kg/m’/s  ChemischeProduktionsterm

Q 1 Raumwinkel

i 1 StochiometrischeKoeffizient fuir Feststoff in Reaktion;

Vk,j 1 StochiometrischeKoeffizient fiir Gaskomponentg in Reaktion;
v m?/s KinematischeViskositt

© 1 Winkel

o) 1 Begrenzungkodizientfur Zellbreiterverhaltnis (Gitteradaption)
P diverse Vektorfur Harten/Yee—Flisse

P 1 Entropiekorrekturfunktnfir Harten/\ee—Fluf

g diverse AllgemeinevektorielleFunktion

PW 1 Wandrefl&ionsgradWarmestrahlung)

Pm 1 Reflexionsgradvon Wandm (Warmestrahlung)

PG kg/m®  Gasdichtebezogerauf Gesamtelumenvon Gasund Partikeln
P2 kg/m*  Gasdichtebezogerauf Gaswlumen

PP kg/m*  Partikeldichtebezogerauf Gesamtelumenvon Gasund Partikeln
PP kg/m*  Partikelmaterialdichte

o N/m?  TensorderDruck—undZahigkeitsspannungerzw.

o W/m?/K*  beiWarmestrahlungBoltzmann—-Knstanto = 5,67 - 10~ W/m?/K*)
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Symbol Einheit Bedeutung

o 1 Zeitkorrekturfunktionfir Harten/Yee—Flufdn Zelle:
TStoB m molekularerStoRdurchmesser

T N/m?  Reibspannungstensor

W 1 WandtransmissionsgrgtVarmestrahlung)

T, S Zeitkonstantdur Gitterbavegung(Gitteradaption)
C) 1 Thermodifusionskoefizient

£ s/m  Eigenwerte

X J/kg  HilfsgroRefur Roe—Mittelwerte
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