
Kapitel 3

NumerischeBehandlungdesModells

DasGleichungssystemfür dasin Kapitel 2 beschriebeneModell hatdieForm���� q � ���� F � Q (3.1)

wobei der Fluß F selbstwiederOrtsableitungen1. Ordnungentḧalt. Mathematischge-
sehenhandeltessichum ein quasilinearesgekoppeltespartiellesGleichungssystemmit
denzweiunabḧangigenVariablen

�
und

�
. Die Ansätzefür denSpannungstensorunddie

Wärmeleitung(im Flußvektor F) führenzu zweitenAbleitungenim Ort, durchdie die
GesamtordnungdesSystems2 wird. Außerdemwird durchdieseAnsätzeausdeman-
sonstenhyperbolischenSystemeinesmit parabolischemCharakter. Einzelheitenhierzu
sindin AnhangA aufgef̈uhrt.

Für die numerischeLösungdesSystemsvon Dif ferentialgleichungenwird dasVerfah-
ren der Finiten Volumenherangezogen,bei demdie zeitlicheÄnderungeinerGrößein
einemKontrollvolumendurchFlüsseüberdie Volumenbegrenzungenund durchQuell-
termebeschriebenwird. Dazuwird eineörtlicheDiskretisierungdesRechengebietes,d.h.
eineZergliederungin räumlicheTeilstücke,durchgef̈uhrt.Diesewird zusammenmit den
zur FlußberechnungverwendetenVerfahrenim Abschnitt3.1 beschrieben.Eine weitere
in dieserArbeit verwendeteMaßnahme,nämlich die Konzentrierungvon Gitterpunkten
anOrten,andenensichdie Zustandsgr̈oßenstarkverändern,durchein dynamischadap-
tiertesRechengitter, wird in Abschnitt3.2beschrieben.Schließlichwird in Abschnitt3.3
dasverwendetezeitlicheLösungsverfahrenbehandelt.

Die KombinationdesverwendetenFlußberechnungsverfahrenmit demdynamischadap-
tiertenGitter wurdein der Arbeit von Uphoff [32] anhandvon Testf̈allen für dasStoß-
rohrproblemundfür die EntstehungeinerDetonationausf̈uhrlich dargestellt.

27



28 NUMERISCHE BEHANDLUNG DES MODELLS

3.1 Ortsdiskr etisierung

Für die numerischeLösungwird dasRechengebietin der Ortsrichtung
�

in � Rechen-
zellenderBreite � �
	��� ��������� aufgeteilt.Die bilanzierteGrößein derZelle


, q

	
, ändert

sichzeitlichdadurch,daß� überdie Zellgrenzen,die mit
�� ����� und

 ������� bezeichnetwerden,die Flüsse
F
	��
� �"!

undF
	$#�� �"!

hinein–oderhinausfließen,� derQuelltermQ
	
einezeitlicheVeränderungderbilanziertenGrößenbewirkt.

Die örtlich diskretisiertenBilanzgleichungenhabendieForm:���� q 	 � F
	$#%�&�"! �

F
	��
� �"!� �'	 � Q

	
mit

 �������$� (3.2)

NachderDiskretisierungsinddie Größenrechentechnischnur nochmit einemWert pro
Rechenzellebekannt(z.B.alsZellmittelwertoderalslokalerZustandim Zellmittelpunkt).
Die ZusẗandeandenZellrändern

%� ����� und
 �(����� sindalsonichtmehrexakt bekannt,

sodaßfür die Flüssean denRändernNäherungenverwendetwerdenmüssen,die zum
physikalischenFlußF konsistentsindunddenGradienten

�
F � ���

möglichstgenauwie-
dergeben.

Hierfür sind in den letztenJahrenviele Lösungsans̈atzeentwickeltworden,die auf ap-
proximativen Lösungendes sogenanntenRiemann–Problemsbasieren.Ein Riemann–
Problemist ein Anfangswertproblemmit zwei konstantenZusẗanden.Ein Beispielsind
zwei Zellen mit unterschiedlichhohenDrücken,die durcheineMembranvoneinander
getrenntsind.NachEntfernungderMembranfindeteinWellenausbreitungsvorgangstatt,
derdurchdie LösungdesRiemann–Problemsbeschriebenwird. Abbildung3.1zeigtden
qualitativen Druckverlauf der exaktenLösungdesRiemann–Problemsmit demExpan-
sionsf̈acher, in demder Druck sichnichtlinearändert.Die verwendetenapproximativen
Riemann–L̈oserber̈ucksichtigenbei der Berechnungder neuenZusẗandeAusbreitungs-
richtungenund -geschwindigkeitendieserWellen (sogenannteUpwind–Verfahren),be-
rechnenjedochin der Regel nicht alle von der UnstetigkeitausgehendenWellenpḧano-
mene(z.B. denExpansionsf̈acher)exakt.

Ein gutesBeispiel für mögliche Strategien von Riemann–L̈osern ist das Flußvektor–
Splitting nachRoe.Deshalbwerdendie Grundgedankenfür diesesVerfahrenim folgen-
denkurz skizziert.Mit demFlußvektor–SplittingnachRoewird daslinearisierteBilanz-
gleichungsystem

q )*� A q +,� Q mit A � �
F�
q

(3.3)
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Abbildung3.1: Riemann–Problem.Unten:Druckverlaufbei
� �.- . Oben:Druckverlauf

bei
�0/ - . Esbildensich eineStoßwelleundeinExpansionsf̈acher aus.

exaktgelöst(Matrix A unabḧangigvon
�

und
�
). Die Indizes

�
und

�
bezeichnenpartielle

AbleitungennachderZeit
�

unddemOrt
�
. Die Vorgehensweiseist:� TransformationdesgekoppeltenGleichungssystems(3.3) in einungekoppeltes:

w ) �21 w + � Q’ (3.4)

w ist der Vektor der transformiertenVariablen. 1 ist nur auf der Diagonalenmit
denEigenwertenderJacobi–MatrixA besetzt.( 1 =R

�
�
AR mit R undR

�3�
alsden

MatrizenderRechts-undLinkseigenvektorenvonA)� Wahl desjeweiligen Dif ferenzenquotienten(vorwärtsgerichtetoder rückwärtsge-
richtet) für jedeKomponentevon w + entsprechenddemVorzeichendeszugeḧori-
genKoeffizienten(Eigenwertvon A, Signalgeschwindigkeitder jeweiligen Kom-
ponente)ausderDiagonalmatrix1 .



30 NUMERISCHE BEHANDLUNG DES MODELLS� Rücktransformationin dieurspr̈unglichenVariablenq

Dannergibt sichmit 4 5647�98:4 ;<4=8 �
>
derRoe–FlußF

	$#%�&�"!
anderZellwand

 �?����� :@BA #�>C�"D � EFHG @BA � @BA #%>JI � EF 4 564 G K A � K A #�>�I
(3.5)

DiesesVerfahrenist nur exakt,wenndieJacobi–MatrixA konstantist. Bei einigenande-
renFlußformulierungenwird versucht,die in demhier betrachtetenBilanzgleichungssy-
stemrealvorhandeneAbhängigkeitderJacobi–MatrixvondenZusẗandenq überKorrek-
turtermefür dieZellwandfl̈ussezu ber̈ucksichtigen.MöchtemantrotzdemdenRoe–Fluß
verwenden,mußdafür Sorgegetragenwerden,daßdie Matrix A mit passendenWerten
für die Zustandsgr̈oßenq gebildetwird. Ein Ansatzhierfür sind die Roe–Mittelwerte,
derenBerechnungin AnhangD aufgezeigtist.

3.1.1 Gasphase:Harten/Yee–Flußformulierung

Die Flußberechnungfür die Gasphaseerfolgtemit demVerfahrenvon Hartenund Yee
[33]. DiesesVerfahrenverwendeteinenFlußkorrekturtermzur Erhöhungder Ordnung
desVerfahrens.DernumerischeFlußhatdie Form:

F
	$#�� �"! � �� L

F
	 � F

	M#�� � R
	M#�� �N! OP	$#�� �"!RQ

(3.6)

Die FlußvektorenF
	

und F
	$#��

werdenmit denZusẗandender Zellen


und
 �S� rechts

undlinks derZellwand
 �T����� gebildet.DerTermR

	M#�� �N! O 	M#�� �N!
korrigiertdenZellwand-

flußentsprechendderEinflußrichtungderCharakteristikenin derStrömungundwird mit
denRoe–Mittelwerten(AnhangD) gebildet.Die Berechnungsvorschriftenfür R

	$#�� �"!
undOP	M#�� �N!

sindin AnhangC aufgef̈uhrt.

3.1.2 Partik elphase:Harten/Lax/van Leer–Flußformulierung

Für diePartikelphasewird derRiemann–L̈oservonHarten,Lax undvanLeer(HLL) [34]
verwendet.Er ist einfacheraufgebautalsdasfür die GasphaseverwendeteVerfahrenvon
HartenundYeeunderfordertdeshalbwenigerRechenaufwand.

Beim HLL–Verfahrenwird bei der Ausbreitungder Wellen vom Zellrand (Riemann–
Problem)nurdiegrößteunddiekleinsteSignalausbreitungsgeschwindigkeitfür dieFluß-
berechnungandenZellrändernber̈ucksichtigt.DerZustandzwischendenbeidenCharak-
teristiken,die durchdie minimaleunddie maximaleSignalausbreitungsgeschwindigkeit



NUMERISCHE BEHANDLUNG DES MODELLS 31

t  > 0

t = 0

1

Charakteristik
kleinste und größte 

p i

p i+1

i+1/2

p i

p i+1

i+1/2

p i+1/2

Abbildung3.2: Riemann–Problem.Unten: Druckverlaufbei
� �U- . Oben:HLL–Lösung

bei
�0/ - . Der ZustandzwischendenäußerenCharakteristikenwird durch einenkonstan-

tenWert V 	$#%�&�"!
approximiert.

festgelegt werden,wird alskonstantangenommen.Abbildung3.2verdeutlichtdiesesVor-
gehen.

An einerZellgrenze
 ������� folgt dannfür die j-te KomponenteF’ WYX[Z	$#�� �"!

descharakteri-
stischenFlußvektorsF’

	M#�� �N!
mit denminimalenund maximalenSignalausbreitungsge-

schwindigkeiten\'W]X"Z^ 	`_
und \ WYX[Z^ba + :

F’ WYX[Z	$#�� �"! � \ WYX[Z^�a +\
WYX[Z^�a + � \
WYX[Z^ 	`_ F’ WYX[Z	 � \ WYX[Z^ 	`_\'W]X"Z^ba + � \
WYX[Z^ 	`_ F’ WYX[Z	$#�� � \ W]X"Z^ba + \ W]X"Z^ 	`_\
WYX[Z^ba + � \
WYX[Z^ 	c_ G q’ WYX[Z	$#�� �
q’ WYX[Z	 I

(3.7)

Hierin ist q’ W]X"Z	
bzw. q’ WYX[Z	$#��

diej-te KomponentedercharakteristischenZustandsvektorenin
Zelle


bzw.

 �d� . Die kleinstenundgrößtenSignalausbreitungsgeschwindigkeitensind
diekleinstenundgrößtenEigenwertevon e�fe=g .
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3.2 DynamischeGitteranpassung

Bei der Simulationvon Verbrennungswellenin einemGef̈aßwie im hier untersuchten
Fall stellt sich dasProblemstark unterschiedlicherLängenskalen.Die Reaktionszonen
sind in der Regel sehrdünn (einigeMikrometer, abḧangigvon Druck und Gemischzu-
sammensetzung),währenddie Geḧauseabmessungendeutlichgrößersind. Aber gerade
in diesendünnenZonenlaufendie für dieReaktionenentscheidendenVorgängeab. Auf-
grund der exponentiellenTemperaturabḧangigkeitder chemischenReaktionsgeschwin-
digkeitmüssendieseStellensehrgutaufgel̈ostwerden,damitdiechemischenQuellterme
korrektwiedergegebenwerden.

Bei VerwendungeinesRechengittersmit gleichm̈aßigerZellbreitewürdediesedurchdie
irgendwoim Rechengebietminimal notwendigeZellbreite festgelegt. Zur Abdeckung
desRechengebietesergäbesichsoeineunnötig großeZellenanzahl.Die numerischeBe-
schreibungvon großenRechengebietenstößt bei äquidistantenRechengitternschnellan
dieGrenzenderRechnerkapazität bzw. führtzuhohenRechenzeiten.

Durchdie Verwendungvon dynamischen,sichandasProblemanpassendenGittern läßt
sich mit geringererRechnerkapazität auskommen.Bei solchenVerfahrenwerdendie
ZellwändewährendderRechnungderartverschoben,daßin bestimmtenGebieten,etwa
denenmit starkerZustands̈anderung,viele schmaleZellen liegen,währenddasrestliche
Rechengebietmit wenigenbreitenZellenabgedecktwird.

Die Diskretisierungin Gleichung3.2 muß dannallerdingsan die Veränderlichkeitder
Zellbreitenangepaßtwerden,durchdie sichquasidie KontrollvoluminaderDiskretisie-
rungzeitlichverändernkönnen:� G q	 � �'	�I��� � F h"i�j	$#%�&�"! �

F h"i�j	��
� �"! � Q
	 � � 	

(3.8)

Die relativenFlüsseF h"i�j unterscheidensichvon denbisherbeschriebenenFlüssenF da-
durch,daßsiedie durchdie ZellwandbewegungverursachteFluß̈anderungber̈ucksichti-
gen.

Die Verfahrenzur GitteradaptionlassensichanhanddesZeitpunktesder Gitteradaption
unterteilen:� Die Gitterneuverteilungerfolgt nacheinerbestimmtenZahl von Integrationsschrit-

tenanhandderdannaufdemaltenGittervorliegendenLösung(Remeshing).� Die Gitterneuverteilung erfolgt kontinuierlich, also währendjedesIntegrations-
schrittes(DynamischeGitteradaption).
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Für denerstenFall müßteeineVorabscḧatzungder für ein Remeshingsinnvollen Zeit-
absẗandeerfolgen,die aberim vorliegendenFall von komplexen chemischenReaktio-
nenmit ihren starkvariierendenZeitskalenkaum möglich ist. Für die in dieserArbeit
eingesetztedynamischeGitteradaptionsinddieseVorüberlegungennicht notwendig.Sie
erfordertallerdingsdie Lösungeinesum die Gittergleichungenerweiterten,gekoppelten
Bilanzgleichungssystems.

T

x

∆X

u T, i+1/2

u T, i-1/2

x i+1/2x i-1/2

Abbildung 3.3: Temperaturprofil mit angepaßtenZellbreiten. Die Bogenl̈angen der
Temperaturkurve in den einzelnenZellintervallen werden durch den dynamischen
Gitteradaptionsalgorithmusangeglichen.

Dorfi undDrury [35] stellteneinVerfahrenvor, mit demdieZellgrenzenin dergewünsch-
tenArt verschobenwerdenkönnen.SiegehenvomPrinzipgleicherBogenl̈angeneinerzu
definierendenKontrollfunktion,z.B. der Temperatur, in allenZellenaus.Abbildung3.3
zeigtbeispielhaftdie Positionder Zellgrenzen,wennder dargestellteTemperaturverlauf
alsAnpassungskriteriumverwendetwird.

Mathematischkannmandie Gleichheitder Bogenl̈angender Kontrollfunktion in jeder
Zelle rekursiv formulieren:� � 	%kl	 � � � 	$#%��kl	$#�� � - (3.9)

wobei � �
	
und � �
	$#��

dieZellbreitenderZellen

und

 �m� sind.DamitderTerm � �
	 k 	
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dieBogenl̈angedesTemperaturverlaufsin derZelle

repr̈asentiert,mußdie im folgenden

MonitorfunktiongenannteFunktion
kl	

definiertwerdenals:k 	 � n �o�qp 	 � p 	 � rts3us �*vvvvv 	�w
!

(3.10)

bzw. in diskretisierterForm:p 	 �yx � u 	� �
	Rz !
(3.11)

Dorfi undDrury [35] verallgemeinertendieMonitorfunktion
k 	

zu:k 	 � n �o�qp 	 � p 	 �|{ X~} X � 	 r ��� X � 	� �
	 w !
(3.12)

��� X � 	 ist dieVeränderungderKontrollgrößein Zelle

, wobei � verdeutlicht,daßmehrere

Größen(z.B.Temperatur, Druck,Massenbr̈uche)gemeinsamalsKriterium herangezogen
werdenkönnen.Über } X&� 	 könnendie einzelnenKontrollgrößenzueinanderin jederZelle
separatgewichtetwerden.p 	

wird im folgendenalsGewichtungsfunktionbezeichnet.

Dorfi und Drury [35] limitierten dar̈uberhinausdasZellbreitenverḧaltnis zwischenbe-
nachbartenZellen,die sogenannteGitterverzerrung,indemsiestattder Gitterbreiteeine
Zelldichte � 	

einführten:� 	 � �� �'	 �(� G � �9� I G �� �
	$#�� � � �� �'	 � �� �
	��
� I (3.13)

Dadurchlimitiert der(positive)Parameter
�

dasVerḧaltniszweierbenachbarterZellbrei-
tenin folgenderWeise:�� �9��� � �
	$#��� �
	 � � �9�� (3.14)

Die zugeḧorigeGittergleichunglautet:� 	k 	 � � 	$#��k 	$#�� (3.15)

Im vorliegendenFall führtedieseGittergleichungzu Konvergenzproblemenbei der nu-
merischenLösung.Deshalbwurdedie Gitterbewegungmit Hilfe einervon Mack et al.
[36] vorgeschlagenenDif ferentialgleichungverz̈ogert:��� r s � 	s � �k 	 � s � 	$#%�s � �k 	$#�� w � � 	k 	 � � 	$#��k 	$#%� �|- (3.16)



NUMERISCHE BEHANDLUNG DES MODELLS 35�R� ist eineVerz̈ogerungszeitkonstante.Wie bei Uphoff [32] erläutert,kannmansich die
ZellwändedurchFeder/D̈ampfer-Elementeverbundendenken,diedurchdiestarkenGra-
dientenim Lösungsverlaufausgelenktwerden.Die BewegungderZellwändewird durch
dieFeder/D̈ampfer–Elementeverz̈ogert.

Die von Dorfi undDrury [35] angegebeneGewichtungsfunktionp 	
derMonitorfunktionk 	

erwiessich in derobenangegebenenForm in Kombinationmit demin dieserArbeit
eingesetztenFluß–Splitting–Verfahrenalsproblematisch,daletzteresUnstetigkeitenmit
möglichstwenigPunktenwiedergebensoll, währenddasadaptive Gitter geradedort be-
sondersviele Punktekonzentriert.Mit der untenangegebenenGewichtungsfunktionp 	
konntedie Gradientengewichtungim BereichreinerDiskontinuiẗatenabgeschẅachtwer-
den,sodaßeinePunktkonzentrationin ihnenvermiedenwerdenkonnte:

p 	 � { X } X G ��� X&� 	�I ! � G ��� X&� 	$#���I !
maxG � �
	�� � � ^ 	`_7I ! (3.17)

mit ��� X � 	 � � X � 	%� � X&� 	��
�
maxG � X � 	"� � X � 	��
��I und ��� X&� 	M#�� � � X&� 	M#���� � X&� 	

maxG � X � 	$#���� � X&� 	�I
Als Kontrollgrößen� X&� 	 zurKonstruktionderGewichtungsfunktionp 	

wurdenin dervor-
liegendenArbeit derDruck,dieGastemperaturunddieMassenbr̈uchederGaskomponen-
tenverwendet.

3.3 Zeitliche Lösung

Daszu lösendeDif ferentialgleichungssystementḧalt zeitlicheAbleitungen.DasSystem
derBilanzgleichungen(3.8)� G q	 � �'	�I��� � �

F h"i�j	$#�� �"! � F h"i�j	��
� �"! � Q
	 � � 	

(3.18)

läßtsichin derfolgendenForm formalabgek̈urzt darstellen:�
y ��� G y I

(3.19)

y ist derVektorderLösungsfunktionen,f derVektorder rechtenSeiten.Der Punktsteht
für diezeitlicheAbleitung.

Ein einfachesLösungsverfahrenfür solcheSystemeist dasexplizite Einschritt–Euler–
Verfahren,in demdieZeitintegrationübereinganzeszeitlichesIntegrationsintervall � � �� W _�#�� Z �o� W _ Z in einemSchrittausgef̈uhrt wird undalle anderenTermezumZeitpunkt

� W _ Z
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ausgewertet werden.Das diskretisierteSystemder Bilanzgleichungenlautet in diesem
Fall: � W _�#�� Z � � W _ Z� W _�#�� Z �:� W _ Z ��� G y W _ Z I (3.20)

Die hochgestelltenIndizes G � I
und G ����� I bezeichnendenaltenunddenzuberechnenden

neuenZeitpunkt.Es ist zu erkennen,daßdie GleichungeinfachnachdemLösungsvek-
tor y W _�#�� Z aufgel̈ostundderZustandzumneuenZeitpunktdirektberechnetwerdenkann.
DiesesVerfahrenhat den Nachteil,daßzugunstender Konsistenzder Zeitschritt nach
obenbegrenztwerdenmuß.Er mußanderkleinstenim Bilanzgleichungssystemvorkom-
mendenZeitskalaausgerichtetwerden.DadurchwürdedermaximalzulässigeZeitschritt
beidenhieruntersuchtenSystemenmit detaillierterChemiesehrklein,waszugewaltigen
Rechenzeitenführenwürde.Außerdembliebedie Unsicherheitbestehen,ob derIntegra-
tionszeitschrittwirklich ausreichendklein gewähltwordenist.

Implizite IntegrationsverfahrenerforderndieseZeitschrittfestlegungnicht. Dasdiskreti-
sierteGleichungssystemlautetin zeitlich impliziter Formulierung:� W _�#�� Z � � W _ Z� W _�#�� Z �:� W _ Z ��� G y W _=#�� Z I (3.21)

Hier ist eineexplizite Auflösungnach

� W$� #�> Z nichtmehrmöglich,daauchdierechteSeite
vomzu berechnendenZustandabḧangt.DerLösungsvektor

� W$� #�> Z mußalsoz.B. iterativ
bestimmtwerden.

Bei denGittergleichungen��� r s � 	s � �k 	 � s � 	$#%�s � �k 	$#�� w � � 	k 	 � � 	$#��k 	$#%� �|- (3.22)

lassensich die zeitlichen Ableitungennicht entkoppeln,sodaßsie nicht in die Form�� ��� G � I
gebrachtwerdenkönnen.(Über die Zellkonzentrationen� 	

hängtdie Bewe-
gungsgeschwindigkeitderZellränderin einerZelle


auchvondenBewegungsgeschwin-

digkeitender Zellränderin denNachbarzellenab.) Eine formaleZusammenfassungder
Bilanzgleichungenvon Strömungund Chemiemit denGittergleichungenführt deshalb
zu einemProblemderForm:� > G �� � � I � � D G � I

oder � G �� � � I �9- (3.23)

AufgrunddiesesCharaktersdeszulösendenProblemsundaufgrundderVorteileimplizi-
terLösungsverfahrenfür denvorliegendenFall wurdedasIntegrationsprogrammDASSL
[37] herangezogen.Esist für SystemederForm� G �� � � �R��I � � � � G �R��I � �¡  � �� G �R��I � ��¡ 

(3.24)
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geeignet,wobei auchrein algebraischeGleichungen(ohneZeitableitungen)zugelassen
sind.DerVektorderAnfangsbedingungenfür dieZeitableitung,

��  
, mußnicht zwingend

vorgegebenwerden,DASSL ist auchin derLage,
��¡ 

zu berechnen,wennzumindestder
Vektor der Anfangsbedingungen

�¡ 
vorgegebenwird. Die Funktionsweisevon DASSL

wird in AnhangE erläutert.


