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wobei ���� und ���� die Materialdichtenvon GasundPartikelnsind,d.h. sie sind auf ihre
jeweiligenVolumen � � und � � bezogen:� � ��� � �� � 	 � ��
� � �� � (2.6)

Da dasPartikelmaterialin dieserArbeit als inkompressibelbetrachtetwird, ist ���� kon-
stant.Dasgilt nicht für ���� . Die mittlereGasgeschwindigkeit� � wird alsmassengewich-
tetesMittel derGeschwindigkeiten� ����� dereinzelnenGaskomponenten� definiert:

� � � ������ � ����� � ������ � (2.7)

2.1 Grundgleichungen

Im folgendenwerdendie BilanzierungenaneinemausdemKontinuumherausgeschnit-
tenenVolumendurchgef̈uhrt.Bei dieserBetrachtungsweisewird einezeitlicheÄnderung
einerGrößein demVolumen � durchZu- undAbflüssedieserGröße,innereKraftwir-
kungenoderdurchelementinterneQuellenbzw. Senkenverursacht.Für einenVektor q
zubilanzierenderGrößenlautetdasBilanzgleichungssystemin seinerallgemeinenForm:������� q d ��� � F dA � Q (2.8)

Der QuellvektorQ entḧalt auchdenVektor der äußerenKräfte,deralsein Quelltermin
derImpulsbilanzaufgefaßtwerdenkann.In derGleichungstehtF für denFlußvektorund!

für die BerandungdesbetrachtetenVolumens� . Für differenzierbareVektorenF gilt
derSatzvon Gauß:

� F dA � �� �#"$� div F %&� (2.9)

Hiermit kanndasobigeGleichungssystemin differentiellerFormdargestelltwerden:���� q � div F � Q (2.10)
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Mit ' als der Anzahl der Gasspeziesund u � und u � als den Vektorender mittleren
GeschwindigkeitenvonGasundPartikelnlautenq undF dann:

q �
()))))))))))))))))))))*

� �+�,��--� � � ��� � u �� �/.0�� �� � u �� �1.2�3 �

465555555555555555555557
	 F �

())))))))))))))))))))*

� �+�,�� u � � j
�$�,�--� �98 u � � j
� � �� � u � u � � :�;=<?>A@CB� � u �D.0� �E:�;F<?>A@CB u � � j G� � u �� � u � u �� � u � . �3 � u �

46555555555555555555557
(2.11)

Die diffusivenFlüssej
����

dereinzelnenGaskomponentenwerdenin Abschnitt2.2.4näher
erläutert.Die Größen . � und . � sinddie innerenEnergienvon Gas–undPartikelphase.
DerVektorj G entḧalt dieWärmeleitungseffektein derGasphase,derTensorB dieDruck–
undZähigkeitseinfl̈usse:B � E HI�KJ=L (2.12)

wobeiE für denEinheitstensorund H für denDruck stehen.Im TensorJ findensichdie
ReibungsspannungenaufgrundderZähigkeitseinfl̈ussewieder.

DerQuellvektorQ entḧalt dieaufgrundvonchemischenReaktionenauftretendenTerme,
diezwischendenPhasenausgetauschtenGrößensowie eventuelläußereKräfte.

Q �
())))))))))))))))))))*

MN �$�,�-- MN � � �O
u � � fO . � � f P u � � MQ � MQSRUT�V�W< O< O u � < f < f X< O .2� < f P u � < MQ � MQ RYT�V�Z[

4 555555555555555555557
(2.13)

Diesesindim einzelnendie Quellterme
MN ���� für die einzelnenSpezies,derGesamtquell-

term O � ������ MN ���� L (2.14)
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die zwischenGas–undPartikelphasewirkendenKräfte f, derüberKonvektionzwischen
denPhasenausgetauschteWärmestrom

MQ sowie diedurchWärmestrahlungvonGas,Par-
tikelphaseundWändenbewirktenEnergiestr̈ome

MQ RYT�V W bzw.
MQ RUT�V�Z in dieGas–bzw. Parti-

kelphase.Positive Wertevon
MQ RYT�V W bzw.

MQ RUT�V�Z bedeuteneinelokaleEnergiezufuhrdurch
Wärmestrahlung.Die Größef X ist derVektor der äußerenKraftwirkungenauf die Parti-
kelphase.WeitereäußereKraftwirkungen,etwaauf die Gasphase,werdennicht ber̈uck-
sichtigt.

2.2 Zustands–und Transportgleichungen

NebendenErhaltungsvariablenMasse,ImpulsundEnergie tretenin denGrundgleichun-
genweitereGrößenauf, die durchAnsätzemit Hilfe derErhaltungsvariablendargestellt
werdenmüssen.

2.2.1 Kalorische Zustandsgleichung

DenZusammenhangzwischeninnererthermischerEnergie ( . �9\^] bzw. . �_\^] ) undTempe-
ratur( ` � , ` � ) sowohl für dieGas–alsauchfür diePartikelphasebeschreibtdiekalorische
Zustandsgleichung:a . �9\^] �cb � W a ` � d2e�f - a . �g\#] � b � Z a ` � (2.15)b � W und b � Z sind die im allgemeinentemperaturabḧangigenspezifischenWärmekapa-
zitäten von Gas–bzw. Partikelphasebei isochorerZustands̈anderung.Sie wurden für
die Anwendungenin dieserArbeit mit demCHEMKIN–Programmpaket[19] ermittelt.
CHEMKIN verfügt überthermodynamischeDateneinerAuswahlvonreinenStoffen.Die
massenbezogenenWärmekapaziẗatenb � W für dasGasgemischwerdenin CHEMKIN [19]
mit Hilfe der Massenbr̈uche h ����� der gasf̈ormigenStoffe ausdenReinstoffwärmekapa-
zitätenb ����� gebildet:b � W � ������ h ����� b ����� (2.16)

Die in denBilanzgleichungenauftretendeninnerenEnergien( . � und . � ) beinhaltenauch
denkinetischenEnergieanteil:.i� � .0� \#] � ;j �lk� bzw. .S� � .2� \^] � ;j �lk� (2.17)
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2.2.2 ThermischeZustandsgleichung

Der einzigein denGleichungenauftretendeDruck, derGasdruckH � , wird mit Hilfe der
thermischenZustandsgleichungfür idealeGasemit denanderenVariablenverknüpft:H � � � �Dmn� ` � (2.18)

Zu beachtenist, daßdurchdenBezugderDichte � � aufdasGesamtvolumenausGasund
PartikelnderDruck H � nichtmit demmeßbarenGasdruckH �o� �� � mn� ` � � H �qp :�;F<r>A@ (2.19)

identischist.

2.2.3 Zähigkeitseinflüsse

Für die hier ausschließlichbetrachtetenNewton’schenFluidehatderZähigkeitstensorJ
die folgendeForm:

J � <tsvuxw v �y:,w v @ "{z �y: j| s}<rs�~�@A:,w�P v @ E (2.20)

Für einatomige,idealeGaseliefert diekinetischeGastheorieeineVolumenz̈ahigkeits�~ � [
(2.21)

Für mehratomigeGasegilt diesesErgebnisnichtmehrstreng,aberdieVolumenz̈ahigkeits ~ ist sehrklein undwird hier vernachl̈assigt.

2.2.4 Massendiffusion

Unter Dif fusion verstehtmandie Bewegung einerGaskomponenterelativ zum Gasge-
misch.DasGasgemischist dabeidurcheineüberdieGaskomponentengemittelteDichte
undeinemit denMassenanteilenderGaskomponentengewichtetemittlereGasgemisch-
geschwindigkeitsowie durch seineTemperaturund seinenDruck gekennzeichnet.Der
Dif fusionsmassenflußj

����
ist überdieGleichung

j
���� � � ����� u

�����l� � � � h ����� u
������� (2.22)
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definiert. In dieserGleichungist u
����� � die RelativgeschwindigkeitzwischenGasspezies

undGasgemisch.Zur ModellierungderDif fusionsmassenströmewerdenhiernurdieAn-
teile ber̈ucksichtigt,die durchKonzentrations–undTemperaturunterschiedehervorgeru-
fen werden.Die Thermodiffusionbewirkt, daßleichteMoleküle in heißeRegionenwan-
dernundschwereMoleküle in kalte.DieseEffektespielenvor allembeiGemischeneine
Rolle,derenKomponentensehrunterschiedlicheMolmassenhaben,wie z.B.einGemisch
ausWasserstoff und höherenKohlenwasserstoffen. AndereEffekte,wie Druckdiffusion
werdenhier nicht ber̈ucksichtigt.Keeet al. [20] folgend,wird für denDif fusionsstrom
aufgrundvon Konzentrationsunterschiedenein Dif fusionsgesetzin Fick’scherForm an-
gesetzt,dasauf CurtissundHirschfelder[21] zurückgehtunddassich trotz seinerEin-
fachheitbewährthat:

j
�����{���0� � � ����� u

������� �{���i� � < � �����E� ����� ����� w � ����� � < � � � ������ ������ � w � ����� (2.23)

Dabeisind � ���� derDif fusionskoeffizientderGaskomponente� in dasGasgemisch,� �����
die MolmassederGaskomponente� und � � die mittlereMolmassedesGasgemisches.� ����� ist derMolenbruchderGaskomponente� . Für dieThermodiffusionwird derAnsatz
vonKee[20] für leichteMoleküleverwendet:

j
����"$�A� R6� � � ����� u

����~ W "$�A� R6� � � �����E� ����� ����� � ����` � w�` �� � � � ������ ������ � � ����` � w�` � (2.24)

�  ist der Thermodiffusionskoeffizient, der innerhalbdesUnterprogrammpaketesvon
Keeet al. [20] ausdenMoleküldatenderReinstoffe bestimmtwird. AufgrundderNähe-
rungenin denDif fusionsteilans̈atzenhebensichdieDif fusionsfl̈ussejedochnichtnotwen-
digerweiseauf, wie eseigentlichausder Definition desDif fusionsmassenflussesfolgen
müßte.Keeet al. führen[20] deshalbeineKorrekturgeschwindigkeitu ��� �{� R6R ein, sodaß
dieBedingung������ j ���� � ����l� : j �����{���0� � j

����"$�A� R6� � � ����� u � � �{� R6R @ � 0 (2.25)

erfüllt wird. Für dieKorrekturgeschwindigkeitu ~ W �{� R6R folgt dann:

u �l� �{� R6R � < ;� � ������ : j �����{���0� � j
����"$�A� R,� @�L (2.26)
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Als Dif fusionsgeschwindigkeitu
����� � derKomponente� ist anzusetzen:

u
����� � � u

����� � �{���0� � u
����� � "+�A� R6� � u � � �{� R6R (2.27)

DerDif fusionsmassenstromj
����

derKomponente� berechnetsichschließlichzu:

j
���� � j

�����{���i� � j
����"$�A� R6� � � ����� u � � �{� R6R (2.28)

2.2.5 Energiediffusion

Die Energiediffusion setzt sich aus der Wärmeleitung innerhalb des Gas/Partikel–
Gemischesund dem Energietransportaufgrund der Speziesdiffusion zusammen.Die
Energiediffusionj G kannmodelliertwerdenüber:

j G � <y��w�` � � ������ :6� ����� j
���� @ - (2.29)

� ����� ist die massenbezogeneEnthalpiederGaskomponente� und � die Wärmeleitf̈ahig-
keit desGasgemisches.In dervorliegendenArbeit wird die Gesamtẅarmeleitf̈ahigkeit �
desGasgemischesinnerhalbdesProgrammpaketesvon Keeet al. [20] ausdenWärme-
leitfähigkeiten� ���� dereinzelnenGaskomponenten� mit einerMittelungnachMathuret
al. [22] bestimmt:� � ;j�� ������ � ����� � ���� � ;� � ���� � ����� p � ����S� (2.30)

Zur Bestimmungder Wärmeleitf̈ahigkeiten� ���� der reinenStoffe wurdedie SANDIA–
Programmbibliothekbenutzt,in der die Reinstoffwärmeleitf̈ahigkeitenausdentransla-
torischen,rotatorischenundvibratorischenAnteilen zusammengesetztwerden(Warnatz
[23]).

2.2.6 ChemischeQuellterme

Die Quellterme
MN ���� :6� � ;�L -$-+- L2'�LS��@ für alle Komponentender Gasphaseund für die

dispersePhasewerdenausder detailliertenKinetik der homogenenGasphasenreaktio-
nenunddenglobalen,heterogenenGas/Feststoff–Reaktionenberechnet.Formalkannder
Gesamtmechanismusaushomogenenund heterogenenReaktionenfolgendermaßenge-
schriebenwerden:�������� ����  ¡ ���� �£¢  2¤  ,¥§¦� ¨© �������� ����¦� ª¡ ���� L « � ; -&-�-�¬ � � � � ¬ �A�{" - (2.31)
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G
����

stehtfür eineGaskomponente� , und � ����  und � ����¦�  sinddie stöchiometrischenKoef-
fizientenderGaskomponentenauf denlinkenundrechtenSeitenderReaktionsgleichun-
gen.Der PlatzhalterP stehtfür denFeststoff, und ¢   ist sein stöchiometrischerKoef-
fizient. ' ist die Anzahl der Gaskomponentenim Reaktionsmechanismus.Die Indizes« und <« verdeutlichendie Hin– und Rückreationsrichtungen.¬ � � � ist die Anzahl der
homogenen,¬ �A�{" die Anzahl der heterogenenReaktionen.Aus darstellungstechnischen
Gründensollenhier die heterogenenReaktionenim Gesamtmechanismusnachdenho-
mogenenGasphasenreaktionenangeordnetwerden.Dasimpliziert ¢   � [

für «¯® ¬ � � �
und ¢  ±°� [

für «³² ¬ � � � . Für jedeheterogeneReaktionwird vorausgesetzt,daßnur eine
Gaskomponentemit demFeststoff reagiert,sodaßfür ein «³² ¬ � � � nurein � ����  verschie-
denvon null ist. Der Quellterm

MN  für die Gaskomponente� aufgrundvon homogenen
undheterogenenReaktionenkannfolgendermaßenberechnetwerden:MN ���� � � ����µ´ ]U¶{·¹¸ ´ ]Uº{\�  �l� <»: � ����  < � ����¦¼  @ M½   L � � ; -&-�- ' (2.32)

wobei � ����
dieMolmassederGaskomponente� ist. EswerdenunterschiedlicheAnsätze

zur DarstellungderReaktionsgeschwindigkeiten
M½   für die homogenenundheterogenen

Reaktionenverwendet:M½   � m   für diehomogenenReaktionen(«�® ¬ � � � ) (2.33)M½   �¿¾   für die heterogenenReaktionen(«³² ¬ � � � ) (2.34)

HomogeneReaktionen

Die Reaktionsgeschwindigkeitm   einerElementarreaktion« wird ausdenReaktionsko-
effizienten �   und � ¦�  der Hin– und Rückreaktionen,den Partialdichten � ����� und den
Molmassen� ����

derGaskomponentenberechnet:

m   � �   �À���� (* � ������ ���� 47�ÁÃÂxÄ�ÅÆ < � ¦�  �À���� (* � ������ ���� 47�ÁÃÂÇÄ�ÅÈ Æ L « � ; -�-&-�¬ � � � (2.35)

Der Reaktionskoeffizient �   hängtvon derGastemperaturabundkannmit einemArrhe-
niusausdruckbeschriebenwerden:�   :6` � @ � !   ` � Æ� É0Ê&Ë � < ` T Æ` � � (2.36)!   ist der Frequenzfaktor, 3   derTemperaturexponentund ` T Æ die Aktivierungstempera-
tur derReaktion« . Für vieleElementarreaktionenist derTemperaturexponentnull, sodaß
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einelogarithmischeDarstellungdesReaktionskoeffizienten�   über ; p ` � eineGeradeer-
gibt. Im allgemeinenmußderReaktionskoeffizienteinerElementarreaktionin kinetischen
Experimentenbestimmtwerden.TheoretischeBerechnungenvonReaktionskoeffizienten
ausdenMoleküldatenliefern bis heutenoch keinehinreichendverläßlichenErgebnis-
se.Der Rückreaktionskoeffizient � ¦�  � �   p ' �   einer Elementarreaktion« wird unter
derAnnahmechemischenGleichgewichtesausdemHinreaktionskoeffizienten�   undder
Gleichgewichtskonstanten' �   bestimmt.Die Gleichgewichtskonstanteläßtsichmit Hilfe
derthermodynamischenDatenderbeteiligtenStoffe ermitteln:

' � ¥   � ÉiÊ&Ë � <tÌÎÍ � m � ` �EÏ H �m � `IÐ
������ � ���� 

(2.37)

Ì}Í �  ist dieDif ferenzderfreienEnthalpienderStoffe aufderrechtenundlinkenSeiteder
Reaktionsgleichung« beiStandarddruck(H � � ; atm)undderjeweiligenTemperatur̀ .

ÌÎÍ �  � ������ � ����  Í ���� :6`=L6H � @ (2.38)

HeterogeneReaktionen

Der Stoffumsatzdurch heterogeneReaktionenwird mit Hilfe der heterogenenReakti-
onsgeschwindigkeit¾   , unter der hier die Anzahl der Formelums̈atzeder heterogenen
Reaktion « pro Zeit- und Volumeneinheitverstandenwird, in dasModell integriert. In
dieBerechnungderheterogenenReaktionsgeschwindigkeit¾   gehendieReaktionswahr-
scheinlichkeitÑ   , die reaktivePartikeloberfl̈achepro VolumeneinheitderSuspensionÒ � ,
derstöchiometrischeKoeffizient � ����  unddieStoßzahlproZeit–undPartikeloberfl̈achen-
einheit Ó ���� dermit denPartikelnreagierendenGaskomponente� ein:

¾   � ;� ������ � ����  � k Ñ   Ò �
�������� ����  Ó ���� « � ¬ � � � �Ô; -�-�-�¬ � � � � ¬ �A�{" (2.39)

Ähnlich wiederReaktionskoeffizientfür homogeneReaktionenkannbeiheterogenenRe-
aktionendie Reaktionswahrscheinlichkeitmit Hilfe einesArrheniusausdrucksdargestellt
werden:Ñ   � !   ` � � Æ É0Ê&Ë � < ` T  ` � � (2.40)
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wobei ` � die TemperaturanderPartikeloberfl̈acheist. Die ReaktionswahrscheinlichkeitÑ   liegt zwischen0 und 1 und beschreibtdie Anzahl der zu einerReaktionführenden
Zusammenstößeder Gaskomponente« mit der Partikeloberfl̈achebezogenauf die Ge-
samtzahlderZusammenstößedieserGaskomponentemit derPartikeloberfl̈ache.

Ausgangspunktfür dieBerechnungderreaktiven,volumenbezogenenOberfl̈acheÒ � von
monodispersenPartikelnsinddie Partikelanzahldichte3 � unddie Oberfl̈acheeinerglat-
tenKugelmit Durchmesser� � , diemit Hilfe derPartikelpor̈osiẗat >6Õ � R anAbweichungen
vondieserIdealgestaltangepaßtwird. Bei starkzerklüftetenPartikel gilt für diePartikel-
porösiẗatdeshalbin derRegel >6Õ � R ² ; . Andererseitswird >6Õ � R entsprechendvermindert,
wenndie physikalischePartikeloberfl̈achebeispielsweisedurchzu langsamePorendiffu-
sionnicht vollständigfür dieReaktionwirksamist.

Die Partikelporosiẗatist dasVerḧaltnisauswirklich reaktiverPartikeloberfl̈achezurOber-
flächeeinerglattenKugelgleichenDurchmessers.Damit gilt:Ò � ��Ö � � k 3 � >6Õ � R (2.41)

Der Partikeldurchmesser� � kannausdemPartikelvolumenanteil> und der Partikelan-
zahldichte3 � berechnetwerden.

Die StoßzahlÓ  zwischenPartikeln und Gaskomponente� wird mit Hilfe der Hertz–
Knudsen–Gleichungbestimmt:

Ó ���� � ;× � ������ ����FØ ÙÖ m ���� ` � (2.42)

wobei � der Index der Gaskomponente� ist. Die Größen � ����� , � ����
, m ���� und ` � sind

ihre Dichte,Molmasse,Gaskonstanteund die Gastemperatur. Der Term unterder Wur-
zel ist die mittlereMolekülgeschwindigkeitder Komponente� entsprechendder kineti-
schenGastheorie.DieseGleichunggilt nur strikt, wennGasundPartikeldie gleicheGe-
schwindigkeithaben.HeterogeneReaktionenfindenjedocherststatt,wenndie Partikel
ihre ZündtemperaturdurchkonvektivenWärmëubergangerreichthaben.Es wird davon
ausgegangen,daßPartikelundGaszu diesemZeitpunktdie gleichenGeschwindigkeiten
haben.

2.2.7 Austauschterme

Im letztenAbschnittwurdenmit denchemischenQuelltermenfür dieheterogenenReak-
tionenschonPhasenaustauschtermebeschrieben,dennbei denheterogenenchemischen
ReaktionenentstehenausfestenPartikelnGase.Abbildung2.2stellt die im Rahmendie-
serArbeit modelliertenAustauschvorgängezwischenGasundPartikelndar.
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Abbildung 2.2: Im Modell berücksichtigte Austauschmechanismenzwischen Gas- und
Partikelphase:HeterogenechemischeReaktionen,Wärmëubergangdurch Konvektionund
Strahlung,Strömungswiderstandskräfte

MassenaustauschÚ
DerMassenaustausch

O
zwischenGas–undPartikelphaseaufgrundvonheterogenenRe-

aktionenentsprichtder Summeder Massenproduktionsraten
MN ���� :,� � ; -Û-Ü- 'Ý@ der

GaskomponentenoderauchdemVerbrauchdesFeststoffes � :O � ������ MN ���� � < MN � (2.43)

Kraftwechselwirkung f

Als WechselwirkungskraftzwischenGas–undPartikelphasewird hier nur die aerodyna-
mischeWiderstandskraftderPartikelber̈ucksichtigt:

f V6RUTYÞ � ;j b VYRYTYÞ=� � : u � < u � @=ßu � < u � ß Ö � k� 3 � (2.44)� � ist der DurchmessereinesPartikels, 3 � die Partikelanzahlkonzentration.Für b V6RUT6Þ
wird dervonderReynoldszahlmà. � ßu � < u� ß � �� (2.45)



MODELL FÜR REAKTIVE GAS/PARTIKEL–STRÖMUNGEN 17

abḧangigeWiderstandsbeiwerteinerKugelverwendet.Darin ist � die kinematischeVis-
kosiẗat des Gasgemisches.Für die Berechnungdes Widerstandbeiwerteswerdendie
Ansätzefür station̈areStrömungenverwendet:

0 á mà. ® [ L j b VYRYTYÞ � jµ× p�mà. (Stokes)
0,2á mà. ®â; b VYRYTYÞ � j�ã p�mà. � ¥ äUå (Boothroyd[24])

1 á mà. ®â; [¼[�[ b VYRYTYÞ � jµ× p�mà. P�:�;�� [ Li;0æ mà. � ¥ çUä�è @ (Boothroyd[24])

Für Knudsenzahlen' 3 ��é p � � ( é ist diemittlerefreieWeglängederGasmolek̈ule)um1
odergrößermußderKontinuumsausdruckfür denWiderstandsbeiwertb ~ aufgrundvon
molekularenEffektenangepaßtwerden(Friedlander[25]).b V6RUT6Þ�ê �ëb V6RUT6Þ :�;�� j ' 3�ì @ ¦ k (2.46)

DerFaktor ì in dieserGleichungist:ì � ;�L j æ ã < [ L × É0Ê&Ë Ï < [ LAæ¼æ' 3 Ð (2.47)

Nach[26] ist esüblich,mit derKnudsenzahlfolgendeGebietezuunterscheiden:

Kontinuum Kn á 0,01
Gleitstr̈omung 0,01 á ' 3 á 0,1
Übergangsgebiet 0,1 á ' 3 á 10
FreieMolekülbewegung 10 á ' 3

Für die Berechnungder Knudsenzahlwird die mittlere freie Weglänge é der Gasmo-
leküleben̈otigt. Sieist derzwischenzweiaufeinanderfolgendenMolekülstößenim Mittel
zurückgelegteWeg undläßtsichüberéD� ;í j Ö�î kï " ��ð 3 � (2.48)

berechnen.Hierin bezeichnet3 � die Konzentrationder Gasmolek̈ule. Bei denin dieser
Arbeit durchgef̈uhrtenUntersuchungenergabensichDrückezwischen1 und10barsowie
Temperaturenzwischen800K und3500K. Für idealeGaseergibt sichdarausmit3 � � Hm � ` m � � Ù L | ; × ñò1ó�ôgõ (2.49)

einKonzentrationsbereichvon3 � � j P�; [ � ä -$-+-gö P�; [ ��÷ùøSú ¦�û -
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In Gleichung2.48bezeichnetî ï " ��ð denStoßdurchmesserdesMoleküls.Nach[20] liegen
dieStoßdurchmesserfür dievorkommendenStoffe in denH k /Ok – undCHå /Ok –Systemen
zwischen

j P¹; [ ¦�ä und
× P¹; [ ¦�ä øSú . Damit ergebensich mittlere freie Weglängenvon

15nmbis2800nm.Mit Partikeldurchmessernzwischen0,369bis36,9¢ m überspanntdie
KnudsenzahldemnacheinenBereichvon

× Pü; [ ¦ýå bis 7,6,alsovom Kontinuumsbereich
bis zumÜbergangsgebiet,sodaßdieobenangegebeneFallunterscheidungnotwendigist.

MöglicheAuswirkungender Reaktionenander Partikeloberfl̈acheauf die Widerstands-
kraft sindnichtBestandteildereingesetztenModelle.

Druckkraft auf die Partikel f X
Der Gasdruckübt auf die Oberfl̈acheeinesPartikelseineKraft aus,die zu einerKom-
pressiondesPartikelsführt. AufgrunddergeringenKompressibiliẗat desPartikelmateri-
alswird sie in dieserArbeit vernachl̈assigt.Weiterhinkann,wennder Gasdruckauf der
Partikeloberfl̈achenichtkonstantist,eineresultierendeKraft FÕ aufdasPartikelauftreten.

F þ � � Z H n % ! (2.50)

Der Normalenvektorn stehtlokal senkrechtauf derPartikeloberfl̈ache
! � . Umgeschrie-

benaufdieverwendetedifferentielleSchreibweisewird dieaufdasVolumenausGasund
PartikelnbezogeneKraft f X ([27, 28]):

f X � >�w±H (2.51)

Energiefluß ÿ� durch Konvektion

Für die WärmëubertragungzwischenGasundPartikelnwerdenals relevanteMechanis-
menKonvektion und Strahlungber̈ucksichtigt.In diesemAbschnittwird die Modellie-
rungdeskonvektivenWärmëubergangsbeschrieben,die Modellierungder Wärmestrah-
lung folgt im nächstenAbschnitt. Allgemein wird der konvektive Wärmëubergangan
Körpernmit Hilfe desWärmëubergangskoeffizientenÑ formuliert:MQ � Ñ1Ò �� :6` � <r` � @ (2.52)Ò �� ist dieKugeloberfl̈achederPartikelpro Gemischvolumeneinheit:Ò �� �cÖ � k�¯3 � (2.53)
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Der Wärmëubergangskoeffizient Ñ ist a priori nicht bekannt.Er wird in dimensionsloser
Form durchdieNusseltzahl¬ � dargestellt.¬ � � Ñ � �� (2.54)

Für kugelförmigePartikel ist die NusseltzahleineFunktionvon Reynolds–undPrandtl-
zahl. ¬ � � j � [ L ã mà. ��� k�� ½ ��� û mit � ½ � � � � b Õ� (2.55)b Õ ist die spezifischeWärmekapaziẗat desGasgemischesbei konstantemDruck. Im Falle
reinerWärmeleitungohneAn– oderAbtransportvon Wärmedurchdie Strömungerḧalt
manfür kugelförmigePartikel eineNusseltzahlvon ¬ � � j

. Damit ergibt sich für den
konvektivenWärmëubergang:MQ � � ¬ � Ö � � :6` � <r` � @ 3 � (2.56)

AuswirkungenderReaktionenanderPartikeloberfl̈acheaufdenkonvektivenWärmëuber-
gangwurdenvernachl̈assigt.

2.2.8 Wärmestrahlung

Nebender Konvektion wird in partikelbeladenenGasgemischenvor allem der Wärme-
strahlungein deutlicherEinfluß auf denAblauf der Verbrennungsvorgängezugeschrie-
ben.Unter WärmestrahlungverstehtmanelektromagnetischeEnergie mit Wellenl̈angen
von 0,1bis 100 ¢ m, die sp̈urbarzur WärmëubertragungzwischendenStoffenbeitragen.
QuantitativeAussagen̈uberdenEinflußderWärmestrahlungderPartikelaufdasVerhal-
tender hier betrachtetenSystemewarenausdenin der LiteraturvorhandenenAngaben
nichtableitbar. Chelliah[29] führtez.B.einenumerischeUntersuchungzumEinflußvon
heterogenerKinetik undWärmestrahlungauf die Oxidationvon Graphitpartikelndurch,
derenRandbedingungenabernicht auf denhier betrachtetenFall übertragbarsind.Um
denEinfluß der Wärmestrahlungfür die hier untersuchtenPartikelgr̈oßen–undPartike-
lanzahlbereicheerkennenzukönnen,wurdein dervorliegendenArbeit die Änderungder
innerenEnergienvon Gas–undPartikelphasedurchWärmestrahlungin denErhaltungs-
gleichungen2.10überdie Größen

MQ RUT�V�W und
MQ RYT�V Z ber̈ucksichtigt,die sichausdenlokal

emittiertenundabsorbiertenStrahlungsenergiestr̈omenzusammensetzen.MQ RUT�V W � MQ T���� W < MQ � � W (2.57)MQ RUT�V�Z � MQ T����YZ < MQ � � Z (2.58)
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Als zur Strahlungbeitragendwurdendie GaseH k O und COk , die Kohlenstoffpartikel
sowie dieBeḧalterwändeber̈ucksichtigt,diezudemallealsgraustrahlendbetrachtetwer-
den,sodaßEmissionsgrad� und AbsorptionsgradÑ der einzelnenStoffe jeweils gleich
sind.Die weitereErläuterungderWärmestrahlungsmodellierungwird vereinfacht,wenn
man dasRechengebietin Zellen unterteilt, in denendie Strahlungseigenschaftenkon-
stantsind.Dasist insbesondereder Fall, wenninnerhalbeinerZelle Zusammensetzun-
gen,TemperaturundDruck keineörtliche Änderungaufweisen.Außerdemist für diese
Betrachtungenein Übergangauf überdie ZellvoluminaaufintegrierteGrößen

M� RYT�V hilf-
reich: M� RUT�V W Æ � �	ù� Æ MQ RUT�V W Æ

a � � MQ RUT�V W Æ Ì��   (2.59)

M� RUT�V�Z Æ � �	v� Æ MQ RUT�V�Z Æ
a � � MQ RUT�V�Z Æ Ì �   (2.60)

Entsprechendwerdenauchdie Emissions–undAbsorptionsenergiestr̈ome
M� T
��� und

M� � �
definiert.

Absorbierte Strahlungsleistung ÿ������
Ein ersterSchritt zur Bestimmungder insgesamtvon Gas–und Partikelphasein einer
Zelle « absorbiertenStrahlungsleistungen

M� T���� ¥ � Æ und
M� T���� ¥ � Æ ist die Berechnungder

Strahlungsleistungen
M� V ¥ T���� ¥ � Æ und

M� V ¥ T
��� ¥ � Æ , die Gas–bzw. Partikelphaseauf direktem
Wege,d.h.ohnevonderWandreflektierteStrahlungsanteile,in einerZelle « empfangen.M� V ¥ T
��� ¥ � Æ berechnetsichformalvereinfachtnachderfolgendenGleichung(vgl. [30]).M� V ¥ T
��� ¥ � Æ � ´�� ��� M� � ���� �
� �

Emission

 À�� � ¸ � :�;=<��  @� �
� �
Transmission

� � Æ�
���
�
Absorption

(2.61)

DasPrinzipist in Abbildung2.3für denFall dargestellt,daß5 ZellenzwischenStrahlung
emittierenderZelle � undStrahlungabsorbierenderZelle « liegen.In die Zelle « tritt von
Zelle � emittierteStrahlungsleistungein,die umdie Absorptionenin den5 Zwischenzel-
len geschẅachtwordenist. In Zelle « selbstwird durchdasGasderAnteil � � Æ der in sie
einfallendenStrahlungabsorbiert.DurchdieSummenbildung̈uber � wird ber̈ucksichtigt,
daßalle Zellen desRechengebieteseinenBeitrag zur insgesamtvon der Gasphaseder
Zelle « aufgenommenenStrahlungsenergieleisten.Die Gleichungber̈ucksichtigtfolglich
nichtdenEffekt, daßStrahlung,diedurchZelle « transmittiertwurde,durchReflexion an



MODELL FÜR REAKTIVE GAS/PARTIKEL–STRÖMUNGEN 21

1  j 2345 i 

Abbildung2.3:WärmestrahlungvonZelle � nach Zelle « . Die vonZelle � emittierteStrah-
lungwird beiderDurchquerungderZellen5 bis1 durch Absorptiongeschwächt. Ein Teil
der transmittiertenStrahlungwird dannin Zelle « absorbiert.

denBeḧalterwändenwiederumdie Zelle « erreichenunddenabsorbiertenEnergiestrom
weitererhöhenkann.

Die Emissionsgrade�  in Gleichung2.61,dieaufgrunddergrauenStrahlungseigenschaf-
tendenAbsorptionsgradenÑ  entsprechen,sindalssolchefür dasGas/Partikel–Gemisch
zuverstehen.SieberechnensichausderAnnahme,daßdieAbsorptiondesGas/Partikel–
GemischessichalsSummederAbsorptionenvonGas–undPartikelphasebestimmenläßt.
Die vonZelle � emittierteStrahlungsleistungwird ebenfallsalsSummedervonderGas–
undPartikelphaseemittiertenStrahlungsleistungberechnet:M� � ��� �cî ` å� � � � � � î ` å� � � � � (2.62)

Bei der Anwendungder Gleichungen2.61 und 2.62 ist zu beachten,daßdie zur Be-
stimmungder EmissionsgradenotwendigengleichwertigenSchichtdickenim betrach-
tetenFall parallelerZellgrenzfl̈achennicht mit denZellbreitenidentischsind. Der Un-
terschiedkommt dadurchzustande,daßStrahlungein infinitesimalesZellgrenzfl̈achen-
elementnicht nur in Normalenrichtungzur Zellgrenzfl̈acheverläßt, sondernhalbku-
gelförmig,sodaßeinTeil derStrahlungeinengrößerenAbsorptionsweg alsdieZellbreite
passierenmuß,bevor er auf die strahlungempfangendeZellgrenzfl̈achetrif ft (Abbildung
2.4).

Um die VerwendungdergleichwertigenSchichtdickenzu vermeiden,wurdendie Strah-
lungsformelndirekt für denFall planparallelerStrahlungssende–und–empfangsfl̈achen
abgeleitet(AnhangB). DieseVorgehensweisebietetdenVorteil, daßdieEmissionsgrade
ausdenDiagrammenbzw. Tabellenwerkenmit derZellbreitealsSchichtdickeabgelesen
werdenkönnen.Die Herleitungergibt, daßfür planparalleleFlächenderTransmissions-
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∆x

dA1

A2

Abbildung 2.4: Von eineminfinitesimalenFächenelementausgehendeStrahlungdurch-
querteineZellenicht nur auf demdirektenWegenormalzur aussendendenFläche,son-
dernauch unteranderenWinkeln,sodaßdieserStrahlungsanteileinelängere Absorpti-
onsstreckezurückzulegenhat.

term :�;=<��  @ ausGleichung2.61durchdenTermj � �� :�;=<��  @��� û a �
ersetztwerdenmuß.Der Emissionsgradder Empf̈angerzelle� � Æ wird dementsprechend
durchdenAbsorptionsterm

;=< j � �� :�;n<�� � Æ @��� û a �
ersetzt.Um dieHandhabungderStrahlungsformelnzuerleichtern,wird in AnhangB mit
dendir ektenStrahlungsaustauschflächeneineabk̈urzendeSchreibweisefür die Integrale
undihre Produkteeingef̈uhrt,sodaßGleichung2.61kompaktgeschriebenwerdenkann:M� V ¥ T
��� ¥ � Æ � ´�� ��� : î ` å� � Ò � � � Æ � î ` å� � Ò � � � Æ @ (2.63)
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mit

 � � � Æ"! Ï$#"%'& � �� ( #�%*) � �,+ �- û . - Ð  �¦ �À�� � ¸ � & � �� ( #"%/)  + �- û . - � #"%'& � �� ( #"%/) � Æ + �- û . - �
 � � � Æ"! Ï #�%0& � �� ( #�%*) � � + �- û . - Ð  �¦ �À�� � ¸ � & � �� ( #"%/)  + �- û . - � #"%'& � �� ( #�%1) � Æ + �- û . - �

In den direktenAustauschfl̈achensind also die Emissionseigenschaftender sendenden
Zelle, die Transmissionseigenschaftender durchstrahltenZellen, die Absorptionseigen-
schaftenderempfangendenZelle sowie dieGeometriedesProblemszusammengefaßt.

Die Berechnungsformelfür die in denGleichungen2.57 und 2.58eigentlichben̈otigte,

insgesamtabsorbierteWärmestrahlung
MQ T
��� ¥ � Æ � 235476�8�9 W Æ	v� Æ bzw.

MQ T���� ¥ � Æ � 235476:8�9 Z Æ	ù� Æ basiert
auf derZonenmethodevon Hottel undSarofim[31] und ist wegenderBerücksichtigung
beliebigvieler StrahlungsreflexionenandenBeḧalterwändennicht in der einfachenArt
wie die direktenWärmestr̈ome

M� V ¥ T
��� ¥ � Æ (Glg. 2.61) bzw.
M� V ¥ T���� ¥ � Æ darstellbar. Formal

wird hierzuin Analogiezu dendirektenAustauschfl̈achen(Gleichung2.63)der Begriff
dertotalen Austauschfl̈achen

!
eingef̈uhrt,die im GegensatzzudendirektenAustausch-

flächenmit Großbuchstabenbezeichnetwerdenundmit denensichdievonderGasphase
derZelle « insgesamtabsorbierteStrahlungsenergiekompaktschreibenläßt:M� T
��� ¥ � Æ � ´� � �l� : î ` å� � ! � � � Æ � î ` å� � ! � � � Æ @ (2.64)

Die Berechnungderben̈otigtentotalenAustauschfl̈achengeschiehtunterVerwendungder
direktenAustauschfl̈achenund ist in AnhangB dargestellt.Für die Zonenmethode,die
konstanteTemperaturundZusammensetzungin einerZonevoraussetzt,bietetessichan,
jedenumerischeRechenzellealsZoneim SinnevonHottelundSarofimanzusehen.Denn
es ist die Strategie der eingesetztennumerischenGitteradaption,die Temperatur– und
Konzentrationsunterschiedein jederZellezubegrenzenundsodieFehlerzuminimieren,
diedurchdie AnnahmekonstanterTemperaturin jederZelle entstehen.

Die Zonenmethodebasiertauf demPrinzip, daßjedeZone « von der Zone � Strahlung
sowohl überdirektenStrahlungsaustauschalsauchnachReflexion vondenWänden(Abb.
2.5)empf̈angt.Auf demWegedurchdasGef̈aßvonZelle � nach« wird Strahlungsenergie
in dendurchquertenZellen absorbiert.Die Strahlungläuft so langeim Gef̈aßhin und
her, bis diekompletteStrahlungdurchAbsorptionaufalle Zellenverteilt wordenist. Zur
Ermittlung der von der Zone « insgesamtempfangenenStrahlungwerdendie von allen
Zellen � andie Zelle « übertragenenStrahlungsenergienaufsummiert.
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i j
;

Abbildung2.5:PrinzipderZonenmethodenachHottelundSarofim[31]: Zelle« empf̈angt
StrahlungdirektvonZelle � oder indirekt überReflexionender StrahlungvonZelle � an
denWänden.Nicht absorbierteStrahlungsanteilelaufenso langeim Gef̈aßhin undher,
bisdiekompletteStrahlungabsorbiertwordenist. Alle anderenZellenwirkenbeiderBe-
rechnungdesStrahlungsenergieflussesvonZelle � in Zelle « nur strahlungsabsorbierend.

Emittierte Strahlungsleistung ÿ�1<�=
Die Berechnungderebenfallsin denGleichungen2.57und2.58ben̈otigtenGesamtemis-

sionsleistungenvon Gasphase
MQ � � ¥ � Æ � 23 º{· 9 W Æ	ù� Æ und Partikeln

MQ � � ¥ � Æ � 23 º{· 9 Z Æ	v� Æ in einer
Zelle « mit demVolumen Ì �   liefert alsErgebnis(AnhangB):M� � � ¥ � Æ � × ' � Æ Ì��   î ` å� Æ (2.65)M� � � ¥ � Æ � × ' � Æ Ì��   î ` å� Æ (2.66)' � Æ und ' � Æ sind die Absorptionskoeffizientenvon Gasund Partikeln in Zelle « und
wurdenausdenEmissionsgraden� � Æ und � � Æ undderZellbreite Ì/>   berechnet.

' � Æ � < ô@? :�;n<�� � Æ @Ì/>   ' � Æ � < ô@? :�;n<�� � Æ @Ì/>   (2.67)

Die EinzelheitenderStrahlungsmodellierung,insbesonderedie BestimmungderEmissi-
onsgradeunddirektenundtotalenAustauschfl̈achen,sindin AnhangB aufgef̈uhrt.

2.3 Eindimensionale,instationäreBilanzgleichungen

Untersuchungsgegenstandder vorliegendenArbeit ist die reaktionstechnischeAuswir-
kungvon Gas/Feststoff–Reaktionenauf Flammenausbreitungsvorgängein Gas/Partikel–
Gemischen.Einflüsseder GeometriedesReaktionsraumessollenhier nicht untersucht
werden.UnterdiesemGesichtspunktist eineörtlich eindimensionale,zeitlichinstation̈are
ModellierungderReaktions–undStrömungsvorgängeausreichend.Die in Abschnitt2.1
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aufgef̈uhrtenBilanzgleichungen2.10nehmendanndie in Tabelle2.1 angegebeneForm
an: Der Ansatzfür denSpannungstensorB , alsodie Druck– und Zähigkeitseinfl̈ussein
der Gasphase,sowie die Druckkraft auf die Partikel wurdenin die Impuls–und Ener-
giebilanzeneingearbeitet,die Ansätzefür die Transportgr̈oßenmüssenentsprechendauf
eineOrtsdimensionreduzierteingesetztwerden.Im UnterschiedzurDarstellungin Glei-
chung(2.11)findet sich die Druckkraft >BA ÕADC auf die Partikel in der Partikelimpulsbilanz
nunaufderlinkenSeitederGleichungalseinTeil desTerms AAEC : >�Hl@ � H AGFADC � > A ÕADC wieder.
Der Term AADC :U>�H�@ wurdeeingef̈uhrt, um gleicheStrukturenfür Gasphasen–undPartikel-
bilanzgleichungenzu erreichen,wasdie numerischeFlußbehandlungerleichtert.Durch
dendadurchzus̈atzlich entstehendeTeilterm H AGFAEC , würdeallerdingsein Partikelkonzen-
trationsgradienteineKraft aufdiePartikelverursachen.DurchHinzufügungdesgleichen
TeiltermsH AGFAEC aufderrechtenSeitederBilanzgleichungwird dieserEffekt eliminiert.

Die wichtigstenVereinfachungenfür dasbisherbeschriebenenModells sind hier noch
einmalzusammengefaßt:

H EindimensionaleGleichungen.SiesindaufgrunddesUntersuchungszielesausrei-
chend,liefernaberkeineAussagen̈uberdie EinflüssederGef̈aßgeometrie.H Thermisch idealesGasverhalten.DieseAnnahmebringt für größereDrückeUn-
genauigkeitenmit sich,ist im untersuchtenDruckbereichfür dasUntersuchungsziel
aberhinreichendgenau.H KeineKollisionen zwischendenPartikeln. DieseVereinfachungist angemessen,
dain denuntersuchtenFällendiePartikelstarkverdünntim Gasvorliegen.DerAb-
standzwischenzwei Partikeln ist danngroßim Verḧaltniszu ihrenAbmessungen.
Nicht kollidierendePartikelhabenauchkeineneigenen

”
Partikeldruck“ .H KeineVolumenkrafteinfl üsse(Schwerkraft etc.).Ziel ist in ersterLinie die Un-

tersuchungderchemischenWechselwirkungenzwischendenPhasenunterBerück-
sichtigungderdadurchinitiiertenStrömungsvorgängeunabḧangigvonüberlagerten
Kraftfeldern.
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Tabelle2.1: Verwendeteeindimensionale,instationäreErhaltungsgleichungen

Massenbilanzender einzelnenGasspezies���� � ����� � �� > I � ����� � � � � � h ����� � ����� �KJ � MN ���� (2.68)

Impulsbilanz desGasgemisches���� : � � � � @�� �� > L � � � � � � � :�;=<?>A@�:+Hâ< ×| s � � �� > @NM � O � � �PO (2.69)

EnergiebilanzdesGasgemisches���� : � �q.i� @¹� �� > L � � .0� � � �y:�;=<?>A@�:+Hü� � < × | s�� � � � �� > @¹�Ý« G M � O .2� �QOù� � � MQ � MQ RUT�V W
(2.70)

Massenbilanzder Partikelphase���� � � � �� > u � � � � z � < O (2.71)

Impulsbilanz der Partikelphase���� : � � � � @�� �� > u � � � � � � � >lH z � < O � � <RO�� H � >� > (2.72)

Energiebilanzder Partikelphase���� : � �q.2� @¹� �� > u � �¯.S� � � �E>lH�� � z � < O .2� <SO�� � < MQ � MQ RYT�V�Z � � � H � >� >
(2.73)


