
Kapitel 3

Das Triangulierungsverfahren

Im letzten Kapitel haben wir ein einfaches Verfahren zur Approximation mit

DMS-Splines kennengelernt. Dazu wird eine Triangulierung ben�otigt, die beson-

deren Anforderungen gen�ugen mu�. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels sollen

die Grundlagen, die f�ur das im dritten Abschnitt vorgestellte Triangulierungsver-

fahren, welches das bereits beschriebene Problem l�ost, gescha�en werden. Das

Verfahren, das im dritten Abschnitt vorgestellt wird, greift teilweise auf bereits

bekannte Algorithmen zur�uck. Diese werden in Abschnitt zwei noch einmal vor-

gestellt. Zun�achst kommen wir also zu den Grundlagen.

3.1 Theoretische Grundlagen

Es sollen zu Beginn einige Bezeichnungen festgelegt werden.

De�nition 3.1 (ungerichtete, gerichtete und o�ene Kante)

Eine Kante t1� t2 ist die konvexe H�ulle [ft1; t2g] der beiden Punkte t1; t2 2 IR2.

Eine gerichtete Kante wird mit t1 ! t2 bezeichnet. Eine o�ene Kante t1{
o t2 ist

gegeben durch [ft1; t2g] n ft1; t2g.

De�nition 3.2 (Lage von Punkten, Innen- und Au�enkante einer Tri-

angulierung, Nachbarschaft)

1. Gegeben seien drei Punkte ti = (xi; yi) 2 IR2 (i = 1; 2; 3) mit t2 6= t3. Dann

sagen wir t1 liegt links von t2 ! t3 , falls gilt

(x3 � x2)(y1 � y2) � (x1 � x2)(y3 � y2):

Wir sagen echt links statt links, falls in der Ungleichung sogar > gilt. Wei-

ter hei�t es echt rechts, falls < in der Ungleichung gilt.
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2. Gegeben sei eine Triangulierung T = T (S). Existiert zu zwei Punkten

ti; tj 2 S ein Dreieck [ti; tj; tk] oder [tj; ti; tl] aus T , so nennen wir ti� tj
eine Kante von T . Existiert nur ein Dreieck, so ist ti�tj eine Au�enkante,

existieren beide, so ist ti � tj eine Innenkante.

3. Existiert eine Kante ti� tj, so sind ti und tj Nachbarn. Die Nachbarschaft

(tj1 ; :::; tjg) eines Punktes ti nennen wir die entgegen dem Uhrzeigersinn

geordnete Liste aller seiner Nachbarn. Der erste Nachbar ist frei w�ahlbar,

sofern ti nicht auf dem Rand der Triangulierung liegt. Ansonsten ist der

erste Nachbar tj1 eindeutig bestimmt durch die Tatsache, da� auch er auf

dem Rand der Triangulierung liegt und mit tj2 und ti ein Dreieck [tj1 ; tj2 ; ti]

der Triangulierung bildet.

ti

tj1

tj2

Bemerkung 3.3

1. De�nition 3.2 1. hat folgende geometrische Bedeutung: Gilt in der Unglei-

chung

� >, so liegt t1 links der gerichteten Geraden durch t2 und t3

� =, so liegt t1 auf der Geraden

� <, so liegt t1 rechts der Geraden.

<

=

>

t2

t3
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2. Gegeben sei ein Dreieck [t1; t2; t3]. Da wir eine Ordnung entgegen des

Uhrzeigersinns vereinbart haben, gilt

� t1 liegt echt links von t2 ! t3,

� t2 liegt echt links von t3 ! t1 und

� t3 liegt echt links von t1 ! t2.

3. Diese Ungleichung k�onnen wir vielf�altig f�ur die Implementierung verwenden,

insbesondere um die Lage der Daten zu untersuchen. Z.B. liegt ein Datum

di genau dann in einem Dreieck [t1; t2; t3], falls gilt:

� di liegt links von t1 ! t2,

� di liegt links von t2 ! t3 und

� di liegt links von t3 ! t1.

Folgendes Lemma �ndet sich bei Schumaker [Shu87].

Lemma 3.4 (Anzahl an Dreiecken einer Triangulierung)

Die Anzahl m an Dreiecken einer Triangulierung T = T (S) einer Punktmenge

S ist durch S eindeutig festgelegt. �Uber Induktion kann gezeigt werden, da� gilt:

m = 2n� na � 2:

Hierbei ist n = jSj die Gesamtanzahl an Punkten und na = jS \ @[S]j die Anzahl

an Punkten auf dem Rand der konvexen H�ulle von S und somit auf dem Rand

der Triangulierung.

Zu einer Menge S von Punkten existieren i.allg. mehrere Triangulierungen

Ti(S); i 2 I. Die Gestalt der Dreiecke einer Triangulierung ist aus numerischen

Gr�unden von erheblicher Bedeutung. Um aus den m�oglichen Triangulierun-

gen einer Punktmenge S eine m�oglichst gute auszuw�ahlen, versucht man eine

gegebene Triangulierung zu optimieren. Solche Optimierungsalgorithmen (einer

wird in Abschnitt 3.2.2.3 vorgestellt) testen in konvexen Vierecken, die sich aus

zwei Dreiecken der Triangulierung ergeben, die eine gemeinsame Kante besitzen,

ob ein Diagonalentausch die Triangulierung bzgl. eines bestimmten Kriteriums

verbessern w�urde. Ein paar wichtige Begri�e zur Optimierung von Triangulierun-

gen sollen nun eingef�uhrt werden. Solche Grundlagen �nden sich z.B. in [Shu87],

[ClR84] oder [HoL93].

De�nition 3.5 (Diagonalentausch und Tauschtest)

1. Gegeben seien zwei benachbarte Dreiecke [ti; tj; tk] und [ti; tk; tl] einer

Triangulierung T , die ein echt konvexes Viereck bilden, d.h.
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(a) [fti; tj; tk; tlg] = [ti; tj; tk] [ [ti; tk; tl] und

(b) keine drei Punkte sind kollinear.

Einen Diagonalentausch nennen wir das Ersetzen von

fti; tj; tkg und fti; tk; tlg

in T durch

fti; tj; tlg und ftj; tk; tlg:

2. Gegeben sei die Kante ti � tk einer Triangulierung T (S) von S. Ein

Tauschtest angewandt auf ti � tk ist positiv bzgl. eines Kriteriums K, falls

die folgenden Punkte erf�ullt sind:

� ti � tk ist eine Innenkante.

� Die beiden Dreiecke [ti; tj; tk] und [ti; tk; tl] von T bilden ein echt kon-

vexes Viereck [fti; tj; tk; tlg].

� Die Triangulierung

T1( ~S) = ffti; tj; tlg; ftj; tk; tlgg

von ~S = fti; tj; tk; tlg ist bzgl. des Kriteriums K besser als die Trian-

gulierung

T2( ~S) = ffti; tj; tkg; fti; tk; tlgg:

Sonst ist der Tauschtest negativ.

tj

tk

tl

ti

tj

tk

tl

ti

(Diagonalentausch)

Ein wichtiges Kriterium zur Optimierung von Triangulierungen ist das folgende:

De�nition 3.6 (Max-Min-Winkelkriterium)
~T ist eine bessere Triangulierung als T im Sinne des Max-Min-Winkelkriteriums,

falls gilt

min
i2f1;:::;mg

fa(Ti) : Ti 2 ~T g > min
i2f1;:::;mg

fa(Ti) : Ti 2 T g:

Dabei bezeichnet a(Ti) den kleinsten Innenwinkel im Dreieck [Ti].
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Da bei den in dieser Arbeit behandelten Triangulierungen nicht nur auf die

Gestalt der Dreiecke sondern auch auf die Lage der Daten geachtet werden mu�,

wird nun ein neues Kriterium eingef�uhrt.

De�nition 3.7 (erweitertes Max-Min-Winkelkriterium)

Gegeben sei eine Triangulierung T (S) und eine Datenmenge D. Jedes Dreieck

[Ti] der Triangulierung T beinhalte mindestens d Daten aus D:

j[Ti] \ Dj � d 8i = 1; :::;m:

~T (S) ist eine bessere Triangulierung als T (S) bzgl. des erweiterten Max-Min-

Winkelkriteriums, falls

� ~T eine bessere Triangulierung bzgl. des Max-Min-Winkelkriteriums ist, und

� in jedem Dreieck [Ti] der Triangulierung ~T auch mindestens d Daten ent-

halten sind.

Durch Optimierungsalgorithmen werden i.allg. lokal optimale Triangulierungen

angestrebt und erreicht:

De�nition 3.8 (lokal optimale Triangulierungen)

1. Eine Kante ti � tj einer Triangulierung ist lokal optimal (bzgl. eines Kri-

teriums K), falls ein Tauschtest angewandt auf ti � tj negativ ist.

2. Eine Triangulierung ist lokal optimal, falls alle Kanten lokal optimal sind.

Bemerkung 3.9 (Bezeichnungen optimaler Triangulierungen)

Eine Triangulierung, die bzgl. des Max-Min-Winkelkriteriums lokal optimal ist,

hei�t Delaunay-, Dirichlet-, Thiessen- oder Voronoi-Triangulierung.

Noch sch�arfer sind die Anforderungen an globale Optimalit�at:

De�nition 3.10 (global optimale Triangulierugen)

Sei a(T) eine numerische Berechnung der G�ute eines Dreiecks bzgl. eines Krite-

riums K (z.B. w�are a(T ):=kleinster Innenwinkel im Dreieck [T ] die De�nition

von a(T) beim Max-Min-Winkelkriterium). Desweiteren seien im Vektor

a(T ) := (a(T1); :::; a(Tm))

die G�ute der Dreiecke Ti der Triangulierung T in der Form eingetragen, da� Ti+1

bzgl. K besser (bzw. gleich gut) ist als (bzw. wie) Ti f�ur alle i 2 f1; :::;m � 1g.

Dann ist T (S) eine global optimale Triangulierung der Menge S bzgl. K, falls f�ur

jede Triangulierung ~T (S) gilt:
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Zu jedem Element Ti 2 T (i 2 f1; :::;mg) mit

~Ti 2 ~T ist (echt) besser bzgl. K als Ti

existiert ein Element Tj 2 T (j 2 f1; :::; i� 1g) f�ur welches gilt:

~Tj 2 ~T ist (echt) schlechter bzgl. K als Tj:

Eine lokal optimale Triangulierung ist nicht notwendig global optimal. Bei

Delaunay-Triangulierungen ist das anders.

Satz 3.11 (globale Optimalit�at der Delaunay-Triangulierung)

Eine Delaunay-Triangulierung ist bzgl. des Max-Min-Winkelkriteriums global op-

timal.

Beweis: (siehe Lawson [Law77]).

Hat man eine Punktmenge S = fti 2 IR2 : i = 1; :::; ng gegeben, so kann man

die Ebene IR2 in Voronoi-RegionenD(ti;S) unterteilen, deren abgeschlossene Ver-

einigung erneut die gesamte Ebene IR2 ergibt. Zum einen ben�otigen wir diese

Voronoi-Parkettierung bei einem sp�ater beschriebenen Clustering-Algorithmus

(siehe Abschnitt 3.2.3), zum anderen wird durch Satz 3.15 klar, woher der Begri�

Voronoi-Triangulierung kommt.

De�nition 3.12 (Voronoi-Region, Voronoi-Diagramm)

Sei S = ft1; :::; tng � IR2 gegeben. Desweiteren sei

D(ti; tj) := fz 2 IR2 : jti � zj < jtj � zjg 8ti; tj 2 S mit ti 6= tj:

Dann nennen wir

D(ti;S) :=
\

j2f1;:::;ng

i 6=j

D(ti; tj)

die (o�ene) Voronoi-Region von ti 2 S (bzgl. S). ti hei�t Voronoi-Center-Punkt.

Weiter nennen wir

V (S) :=
[

i2f1;:::;ng

@D(ti;S)

das Voronoi-Diagramm von S.

Bemerkung 3.13

O�ensichtlich bildet der Rand einer Voronoi-Region einen Polygonzug.
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De�nition 3.14 (Voronoi-Nachbarn)

Sei S = ft1; :::; tng � IR2 gegeben. Zwei Punkte ti; tj mit i 6= j hei�en

Voronoi-Nachbarn, falls gilt:

@D(ti;S) \ @D(tj;S) 6= ;:

Man bezeichnet ti; tj als schwache Voronoi-Nachbarn, falls der Durchschnitt der

beiden Voronoi-Regionen exakt ein Punkt ist. Ist der Durchschnitt eine ganze

Kante, so spricht man von starken Voronoi-Nachbarn.

Der folgende Satz wird oft als De�nition f�ur Delaunay-Triangulierungen verwen-

det. Es wird auch klar, weshalb diese Triangulierung auch Voronoi-Triangulierung

hei�t.

Satz 3.15 (Voronoi-Triangulierung)

Eine Triangulierung T = T (S) der Menge S = ft1; :::; tng � IR2 ist genau

dann eine Voronoi- bzw. Delaunay-Triangulierung, wenn alle starken Voronoi-

Nachbarn ti; tj der Menge S eine Kante ti � tj von T bilden.

Beweis: (siehe [Law77]).

Bemerkung 3.16

Inhaltlich �ndet man die Aussage des obigen Satzes auch bei Schumaker [Shu87].

Dort ist lediglich die Delaunay-Triangulierung �uber die Voronoi-Nachbar-Bezie-

hung de�niert, und dann wird erw�ahnt, da� diese bzgl. des Max-Min-Winkelkri-

teriums lokal optimal ist. Zum Beweis wird auch dort auf Lawson [Law77] ver-

wiesen. In diesem Artikel wird die �Aquivalenz dreier Kriterien gezeigt: das

Max-Min-Winkelkriterium, das sogenannte Voronoi-Regionen-Kriterium und das

Umkreiskriterium. Beide neuen Kriterien sind von der Anschauung etwas schwie-

riger, und es soll an dieser Stelle nicht mehr genauer auf sie eingegangen werden,

da sich aufgrund der �Aquivalenz zum Max-Min-Winkelkriterium keine weiteren

Erkenntnisse ergeben. Es sei abschlie�end lediglich noch erw�ahnt, da� man den

Beweis von Satz 3.11 mit Hilfe der Voronoi-Regionen f�uhren kann.

3.2 Bekannte Algorithmen

In dem folgenden Abschnitt werden Algorithmen zu den Problemen konvexe

H�ulle, Delaunay-Triangulierung und Clustering vorgestellt. Zu solchen geometri-

schen Problemstellungen gibt es eine gro�e Menge an Literatur. Z.B. besch�aftigen

sich F. P. Preparata und M. I. Shamos [PSh85], G. Aumann und K. Spitzm�uller

[AuS93] oder E. Quaisser [Qua94] mit deren L�osungen. In Software-Paketen wie
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z.B. Mathematica sind Implementierungen solcher Algorithmen bereits enthalten.

Auch kann man sich Implementierungen in verschiedenen Programmiersprachen

aus dem Internet ziehen. Da L�osungen zu den behandelten Problemen in dem in

Abschnitt 3.3 vorgestellten Algorithmus ben�otigt werden, sei der Vollst�andigkeit

halber jeweils ein Beispiel zur L�osung hier aufgef�uhrt.

3.2.1 Konvexe H�ulle

Der im folgenden vorgestellte Algorithmus bestimmt aus einer endlichen Menge

S von Punkten im IR2 zun�achst einen geschlossenen Polygonzug, der sich nicht

�uberschneidet und alle Punkte beinhaltet oder umschlie�t (vgl. auch das darauf-

folgende Beispiel). Im Anschlu� wird aus diesem Polygonzug die konvexe H�ulle

generiert. Man �ndet ihn in [AuS93].

Algorithmus 3.17 (konvexe H�ulle)

Gegeben sei die Menge S = ft1; :::; tng � IR2. Gesucht ist eine Liste � =

(ti1 ; :::; til), die einen Polygonzug (entgegen dem Uhrzeigersinn) beschreibt, der

genau die Punkte auf dem Rand der konvexen H�ulle beinhaltet.

Schritt 1: Bestimme die Punkte tl und tr aus S mit minimaler bzw.

maximaler x-Koordinate. (Existieren mehrere solcher Punkte, w�ahle

f�ur tl den mit kleinster und f�ur tr den mit gr�o�ter y-Koordinate.)

Schritt 2: Bestimme zwei Mengen So und Su der Punkte aus S, die ober-

halb bzw. unterhalb der durch tl und tr bestimmten Gerade liegen. (tl
und tr sollen zu beiden Mengen geh�oren, sonstige Punkte auf der Ge-

raden werden nicht hinzugenommen, da sie nicht zur konvexen H�ulle

geh�oren k�onnen.)

Schritt 3: Bilde zwei Folgen �o bzw. �u der Punkte aus So bzw. Su, so

da� die x-Werte bei �o ab- und bei �u zunehmen. (Existieren mehrere

Punkte mit gleichen x-Werten, so nehme in �o nur den mit dem gr�o�ten

y-Wert auf und bei �u nur den mit dem kleinsten, wobei Punkte mit

gleichen x-Werten wie tl bzw. tr von dieser Regel ausgenommen sind.)

Schritt 4: Verbinde �o und �u zu einem geschlossenen Polygonzug �.

Schritt 5: F�ur je drei aufeinanderfolgende Punkte ti1 ; ti2 ; ti3 aus � mu�

gelten:

ti3 liegt links von ti1 ! ti2 :

Gilt dies nicht, dann l�osche ti2 aus �. Ist die Bedingung erf�ullt, so

hat man einen Polygonzug � gefunden, der die konvexe H�ulle von S

beschreibt und entgegen dem Uhrzeigersinn angeordnet ist.
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Beispiel 3.18

Gegeben sei die Menge S = ft1; t2; t3; :::; t16g, wie im Bild durch die Indices

angegeben. Es ergeben sich in Schritt 1 und 2

tl = t7 und tr = t1

sowie

So = ft1; t2; t3; t4; t5; t6; t7; t8g und Su = ft1; t7; t10; t11; t12; t13; t14; t15; t16g:

Schritt 3 ermittelt zun�achst

�o = (t1; t2; t3; t5; t8; t6; t7) sowie �u = (t7; t10; t11; t12; t13; t14; t15; t16; t1)

bevor Schritt 4 zu

� = (t1; t2; t3; t5; t8; t6; t7; t10; t11; t12; t13; t14; t15; t16; t1)

f�uhrt.

Schritt 5 bringt dann letztendlich das Ergebnis:

� = (t1; t3; t5; t6; t7; t10; t12; t14; t15; t16; t1):
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3.2.2 Delaunay-Triangulierung

Gegeben ist eine Menge S = ft1; :::; tng � IR2, und gesucht ist eine Delaunay-

Triangulierung T (S). Eine umfangreiche Liste solcher Konstruktionsalgorith-

men �ndet sich in [Shu87]. Hier soll nun ein Algorithmus von Cline und Renka

[ClR84] vorgestellt werden, der in mehrere Teilalgorithmen unterteilt ist. In dem

genannten Artikel �nden sich auch Aussagen zu m�oglichen Datenstrukturen, um

m�oglichst speichere�zient zu arbeiten, was uns hier aber weniger interessiert.

3.2.2.1 Initialtriangulierung

Normalerweise erh�alt man die Initialtriangulierung, indem man die ersten drei

Punkte als erstes Element der Triangulierung verwendet. Das ist aber nur m�og-

lich, falls diese nicht kollinear sind.

Algorithmus 3.19 (Initialtriangulierung)

Gegeben ist eine Menge S = ft1; :::; tng � IR2 paarweise verschiedener Punkte.

Gesucht ist ein minimales j (j � n) und eine Triangulierung T (Sj), so da� eine

Triangulierung T (Sj) mit Sj = ft1; :::; tjg existiert.

Schritt 1: Bestimme j � 3, so da� ft1; :::; tj�1g kollinear liegen, die

Punkte der Menge ft1; :::; tjg jedoch nicht.

Schritt 2: Dann liegen ft1; :::; tj�1g auf einer Geraden. Je zwei benach-

barte Punkte davon bilden mit tj ein Element der Initialtriangulierung.

Somit erhalten wir

T (ft1; :::; tjg) = fT1; :::; Tj�2g:

Eine Initialtriangulierung k�onnte beispielsweise wie folgt aussehen.
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Es liegt mit der Initialtriangulierung o�ensichtlich immer eine Delaunay-Trian-

gulierung vor. Im folgenden wird beschrieben, wie die Punkte tj+1; :::; tn sukzes-

sive hinzugef�ugt werden k�onnen. Dazu wird zun�achst der einzuf�ugende Punkt

ti lokalisiert und die Triangulierung entsprechend erweitert. Danach wird sie

optimiert, so da� erneut eine Delaunay-Triangulierung entsteht.

3.2.2.2 Punktlokalisierung und Erweiterung

Seien eine (Delaunay-) Triangulierung T (Si�1) von Si�1 = ft1; :::; ti�1g � IR2

und ein Punkt ti 2 IR2 gegeben. Der folgende Algorithmus 3.20 liefert dann

drei Indizes �; � 2 f1; :::; i � 1g und  2 f0; :::; i � 1g, wobei  = 0 ist, wenn

der zu lokalisierende Punkt ti auf dem Rand oder au�erhalb des bereits trian-

gulierten Bereichs liegt. Anhand dieser drei Indizes kann man leicht die Lage des

zu lokalisierenden Punktes bestimmen. Es k�onnen vier F�alle eintreten, die nun

erl�autert werden:

1. ti =2 [ft1; :::; ti�1g]: Der Algorithmus liefert dann mit � und � die Indizes

zweier Punkte auf dem Rand des triangulierten Bereichs. Neue Elemente

der Triangulierung entstehen dann, indem wir genau die Punkte aus Si�1
zwischen t� und t� auf dem Rand (entgegen dem Uhrzeigersinn durch-

laufen) mit ti verbinden. Es werden also keine Elemente der alten Trian-

gulierung gel�oscht, sondern nur die entsprechenden neuen hinzugef�ugt.

t�

t�

ti
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2. ti 2 @[ft1; :::; ti�1g]: Der Algorithmus liefert dann mit � und � die Indizes

der Punkte, die die Kante der Triangulierung de�nieren, auf der ti liegt.

Das (eindeutig bestimmte) Element der Triangulierung, das beide Punkte

enth�alt, wird gel�oscht, und die beiden neuentstandenen werden hinzugef�ugt

(vgl. Skizze).

t�

t�

ti

3. ti 2 [ft1; :::; ti�1g] � @[ft1; :::; ti�1g]: Der Algorithmus liefert dann mit

�; � und  die Indizes dreier Punkte, die ein Element der Triangulierung

de�nieren in dem ti liegt. Hierbei k�onnen zwei F�alle auftreten:

(a) ti 2 [ft�; t�; tg]� @[ft�; t�; tg]: Dann wird das Element ft�; t�; tg

gel�oscht, und die drei neuentstandenen werden eingef�ugt.

t�

t�

t

ti

(b) ti 2 @[ft�; t�; tg]: Dann werden die beiden Elemente aus der Tri-

angulierung gel�oscht, deren konvexe H�ullen ti enthalten, und die vier

neuentstandenen werden eingef�ugt.
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t�

t�

t

ti

Kommen wir nun zur Beschreibung des Algorithmus zur Bestimmung der In-

dizes �; � und . In den Schritten 1 bis 5 wird zun�achst initialisiert. In den

Schritten 6 und 7 wird ein Kegel mit Scheitelpunkt t� bestimmt, der ti enth�alt.

Als n�achstes wird durch die Schritte 8 bis 13 die Position des Punktes ti bestimmt

und durch die Indizes { wie zuvor erkl�art { beschrieben. Als letztes werden, falls

ti =2 [Si�1] gilt, in den Schritten 14 bis 18 die Punkte t� und t� so bestimmt, da�

auf dem Rand der Triangulierung zwischen ihnen genau die Punkte liegen, die

mit ti verbunden werden m�ussen (vgl. auch nochmal die Skizze zuvor unter 1.).

Algorithmus 3.20 (Punktlokalisierung)

Gegeben ist eine (Delaunay-) Triangulierung T (Si�1) von Si�1 = ft1; :::; ti�1g �

IR2 und ein Punkt ti 2 IR2. Gesucht sind drei Indices �; � und , wie zuvor

beschrieben.

Schritt 1: Sei � 2 f1; :::; i � 1g der Index eines beliebigen Punktes, z.B.

� := 1.

Schritt 2: Bestimme die Indizes " und � des ersten und des letzten Nach-

barn von t� (vgl. De�nition 3.2).

Schritt 3: Ist t� ein Punkt auf dem Rand der Triangulierung und gilt

ti liegt echt rechts von t� ! t";

so setze

� := � und � := "

und gehe zu Schritt 14.

Ist t� ein Punkt auf dem Rand der Triangulierung und gilt

ti liegt echt rechts von t� ! t�;

so setze

� := � und � := �

und gehe zu Schritt 16.
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Schritt 4: Suche unter den Nachbarn von t� nach einem Punkt tk, f�ur

den gilt:

ti liegt echt rechts von t� ! tk:

Existiert ein solcher Punkt, so setze

� := k

und gehe zu Schritt 6.

Schritt 5: Setze

� := k;

wobei k der Index des Punktes tk ist, der mit t� und t� ein Dreieck

[tk; t�; t�] der Triangulierung bildet. Gehe zu Schritt 2.

Schritt 6: Setze

� := k;

wobei k der Index des Punktes tk ist, der mit t� und t� ein Dreieck

[tk; t�; t�] der Triangulierung bildet.

Schritt 7: Gilt

ti liegt links von t� ! t�;

so setze

 := �

und gehe zu Schritt 8. Andernfalls setze

� := �

und gehe zu Schritt 6.

Schritt 8: Gilt

ti liegt links von t� ! t�;

so gehe zu Schritt 12.

Schritt 9: Ist t� � t� eine Au�enkante der Triangulierung, so gehe zu

Schritt 14.

Schritt 10: Setze

� := k;

wobei k der Index des Punktes tk ist, der mit t� und t� ein Dreieck

[tk; t�; t�] der Triangulierung bildet.
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Schritt 11: Gilt

ti liegt links von t� ! t�;

so setze

 := � und � := �:

Andernfalls setze

 := � und � := �:

Gehe zu Schritt 8.

Schritt 12: Ist t�t� eine Au�enkante der Triangulierung und gilt weiter

ti liegt links von t� ! t;

so setze

� := �; � := ;  := 0

und beende den Algorithmus.

Schritt 13: Ist t��t� eine Au�enkante der Triangulierung und gilt weiter

ti liegt links von t� ! t�;

so setze

 := 0:

Beende den Algorithmus.

Schritt 14: Setze

" := k;

wobei k der Index des ersten Nachbarn von t� ist.

Schritt 15: Gilt

ti liegt echt rechts von t� ! t";

so setze

� := "

und gehe zu Schritt 14.

Schritt 16: Setze

� := k;

wobei k der Index des letzten Nachbarn von t� ist.

Schritt 17: Gilt

ti liegt echt rechts von t� ! t�;

so setze

� := �

und gehe zu Schritt 16.
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Schritt 18: Setze

 := 0

und beende den Algorithmus.

Mit Hilfe des Ergebnisses, das der Algorithmus liefert, f�uhrt man dann nur noch

die Ersetzungen in der Triangulierung durch, wie es zuvor ausf�uhrlich beschrieben

wurde.

3.2.2.3 Optimierung der Triangulierung

Die Triangulierung, die nun vorliegt, ist i.allg. keine Delaunay-Triangulierung

mehr. Um dies wieder zu erreichen, f�uhren wir noch einen Optimierungsalgo-

rithmus durch, der um den neu eingef�ugten Punkt herum pr�uft, ob Diagonalen-

tausche durchgef�uhrt werden k�onnen. Dazu werden Vierecke bestimmt, an denen

ti als Ecke beteiligt ist. Entstehen durch einen positiven Tauschtest und den

anschlie�enden Diagonalentausch neue solcher Vierecke, so werden auch diese auf

einen Diagonalentausch hin getestet. Man vergleiche auch das Beispiel im An-

schlu� an den Algorithmus.

Algorithmus 3.21 (Optimierungsalgorithmus)

Gegeben ist eine Triangulierung T 0(Si), die entstanden ist, indem wir mit dem zu-

vor beschriebenen Algorithmus einen Punkt ti 2 IR2 in die Delaunay-Triangulie-

rung T (Si�1) eingef�ugt haben. Gesucht ist eine Delaunay-Triangulierung T (Si).

Schritt 1: Setze

� := k und " := k;

wobei k der Index des ersten Nachbarn von ti ist. (t� aus dem Ergeb-

nis des vorangegangenen Algorithmus kann immer als erster Nachbar

verwendet werden.)

Schritt 2: Setze

� := k;

wobei k der Index des Punktes tk ist, der mit ti und t� ein Dreieck

[tk; ti; t�] der Triangulierung bildet.

Schritt 3: Ist t� � t� eine Au�enkante der Triangulierung, so gehe zu

Schritt 6.

Schritt 4: Setze

 := k;

wobei k der Index des Punktes tk ist, der mit t� und t� ein Dreieck

[tk; t�; t�] der Triangulierung bildet.
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Schritt 5: Wende einen Tauschtest auf t� � t� bzgl. des Max-Min-Win-

kelkriteriums an. Ist der Test positiv, so f�uhre den Diagonalentausch

durch, setze

� := 

und gehe zu Schritt 3.

Schritt 6: Setze

� := �:

Schritt 7: Gilt � = " oder ist t� ! ti eine Au�enkante, so beende den

Algorithmus. Andernfalls gehe zu Schritt 2.

An folgendem Beispiel soll die Funktionsweise des Optimierungsalgorithmus

illustriert werden.

Beispiel 3.22 (Optimierungsalgorithmus)

Der Punkt ti wurde eingef�ugt, und nun steht die Optimierung an.

t� = t"

t�

t

ti

(Nach den Schritten 1, 2, 3 und 4.)

t"

t�

t�

t

ti

(Nach den Schritten 5, 6, 7, 2, 3 und 4.)
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t"

t�

t

t�

ti

(Nach den Schritten 5, 3 und 4.)

t"
t

t�

t�

ti

(Nach den Schritten 5, 6, 7, 2, 3 und 4.)

t" = t�
t

t�

ti

(Nach den Schritten 5, 6, 7 und 2.)
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t" = t� = t�
t

ti

(Nach den Schritten 3, 6 und 7 wird gestoppt.)

3.2.3 Clustering-Algorithmus

In Algorithmus A aus dem folgenden Abschnitt 3.3 wird als Hilfsmittel zur Be-

stimmung eines Teils der Punkte, aus denen die Triangulierungen erzeugt werden,

ein Clustering-Algorithmus benutzt.

Der im folgenden beschriebene Algorithmus stammt von T. Schreiber [Shr91].

Es ist ein einfacher, schneller Clustering-Algorithmus. Clustering erkl�art Schrei-

ber als Gruppieren gleichartiger Objekte unter Optimierung einer Kriteriums-

Funktion. In der urspr�unglichen Form Clustering is the grouping of similar objects

stammt die Beschreibung von Hartigan [Har75]. Der Algorithmus ist allgemein

f�ur den IRd gehalten und bedient sich multidimensionaler Voronoi-Regionen. Bei

gegebenen Voronoi-Center-Punkten S = ft1; :::; tng � IRd ergeben sich die zu-

geh�origen Voronoi-Regionen D(tj;S) durch

Dj := D(tj;S) = fx 2 IRd : kx� tjk2 < kx� tkk2; j 6= kg 8tj 2 S:

Algorithmus 3.23 (Clustering-Algorithmus)

Gegeben seien die Punkte di 2 IRd; i = 1; :::; l und zugeh�orige Gewichte wi 2 IR

mit wi > 0. Gesucht sind Cluster-Punkte ti 2 IRd; i = 1; :::; n � l:

Schritt 1: Der erste Cluster-Punkt t1 ergibt sich als gewichtetes Mittel

 
lX

i=1

wi

!�1
�

lX
i=1

widi

aller Daten. Die zugeh�orige Voronoi-Region D1 ist der gesamte Raum

IRd.



KAPITEL 3. DAS TRIANGULIERUNGSVERFAHREN 51

Schritt 2: Unterteile die Menge der Daten der RegionDe mit dem gr�o�ten

Fehler Fe in zwei Mengen. Die Fehlerfunktion sei gegeben durch:

F (Dj) = Fj :=

0
@X

i2Ij

wi

1
A�1 �X

i2Ij

wiktj � dik
2;

wobei Ij eine Indexmenge ist, f�ur die gilt i 2 Ij , di 2 Dj.

Zur Unterteilung bestimme die neuen Indexmengen und ihre Mittel-

Punkte:

1. Berechne zun�achst die Koordinaten-Achse k 2 f1; :::; dg mit der

gr�o�ten projizierten Abweichung:

X
i2Ie

wi(d
k
i � tke) = max

m=1;:::;d

8<
:X

i2Ie

wi(d
m
i � tme )

9=
; ;

wobei xm die m-te Komponente des Vektors x bezeichnet.

2. Teile alle Punkte di (i 2 Ie) mit einer Hyperebene durch den in De

liegenden Cluster-Punkt te senkrecht zur k-ten Koordinatenachse.

Bestimme die neuen Indexmengen und ihre zugeh�origen Cluster-

Punkte wie folgt:

Ie1 = fi : dk
i � tke ; i 2 Ieg und Ie2 = fi : dk

i > tke ; i 2 Ieg

t� =

0
@X

i2Ie1

wi

1
A�1 � X

i2Ie1

widi und t� =

0
@X

i2Ie2

wi

1
A�1 � X

i2Ie2

widi

Schritt 3: Aktualisiere das Voronoi-Diagramm:

Ersetze den Cluster-Punkt te durch die beiden neuen Cluster-Punkte

t� und t� und aktualisiere die Indexmengen Ij derart, da� gilt:

i 2 Ij , di 2 Dj:

Schritt 4: F�ur alle ver�anderten Regionen Dj:

Ersetze tj durch das gewichtete Mittel

 P
i2Ij

wi

!�1
�
P
i2Ij

widi.

Schritt 5: Wiederhole Schritt 2 - Schritt 4 sooft wie gew�unscht (z.B. bei

n Cluster-Punkten noch n�2 mal oder in Abh�angigkeit von der Fehler-

funktion).
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Bemerkung 3.24 (zu Algorithmus 3.23)

1. Die Ver�anderungen, die in Schritt 4 angesprochen werden, ergeben sich

aus ver�anderten Voronoi-Regionen und den daraus eventuell resultierenden

neuen Zuordnungen der Punkte unter Schritt 3.

2. T. A. Foley, S. Dayanand und D. Zeckzer verwenden in [FDZ95] ebenfalls

diesen Algorithmus zur Ermittlung von Punkten, aus denen eine Trian-

gulierung generiert wird, die eine Menge D an Daten �uberdeckt. Wie in der

Einleitung bereits erw�ahnt, erf�ullt diese Triangulierung allerdings nicht die

geforderten Bedingungen (A2) und (A3).

3.3 Ein neuer Triangulierungsalgorithmus

In diesem Abschnitt wird ein neuer Triangulierungsalgorithmus vorgestellt, der

das Problem 1.1 (bis auf zwei Sonderf�alle, vgl. hierzu Algorithmus C) l�ost. Er

besteht aus drei Teilalgorithmen: Algorithmus A, B und C. Algorithmus A be-

stimmt eine Punktmenge S = ft1; :::; tlg � IR2 und eine zugeh�orige Triangulie-

rung T (S), bei der jedes Dreieck mindestens d Daten beinhaltet. Dazu werden

zun�achst Au�enpunkte, die den Rand der Triangulierung festlegen, bestimmt.

Anschlie�end erg�anzen wir die Menge der Au�enpunkte SA durch Innenpunkte,

bis wir mit dem daf�ur angewendeten Verfahren keine Punkte mehr hinzuf�ugen

k�onnen, ohne die Minimal-Anzahl d an Daten in den Dreiecken zu verletzen. Al-

gorithmus B f�ugt dann mit einem anderen Verfahren sukzessive der Menge S

Punkte t hinzu, so da� die Triangulierung T (S [ ftg) immer noch (wie zuvor

T (S)) in jedem Dreieck gen�ugend Daten hat. Auf diese Weise wird die Trian-

gulierung verfeinert, und wir n�ahern uns dem Ziel, eine Maximal-Anzahl von

Daten in keinem Dreieck zu �uberschreiten. Kann Algorithmus B keine Punkte

mehr hinzuf�ugen, so beginnt Algorithmus C (wiederum mit einem anderen Ver-

fahren), neue Punkte zu berechnen, und die Triangulierung somit zu verfeinern.

Algorithmus C setzt in den Dreiecken mit 3d (oder mehr) Daten einen Punkt

t so ein, da� die Dreiecke in je drei Dreiecke unterteilt werden, die ihrerseits je

d Daten beinhalten. Auf diese Weise garantiert Algorithmus C eine maximale

Anzahl von 3d� 1 Daten in jedem Dreieck der Triangulierung. Eine Sta�elung

in drei Algorithmen, die auf verschiedene Art und Weise Punkte bestimmen, ist

insofern sinnvoll, da jeder Algorithmus zu dem bestimmten Zeitpunkt Vorteile

gegen�uber den anderen hat. Zum Beispiel k�onnte Algorithmus B ganz entfallen.

Eine Benutzung liefert aber in Bezug auf die Gestalt der Triangulierung viel

bessere Ergebnisse, da Algorithmus C z.B. keine Punkte auf dem Rand der Tri-

angulierung zuf�ugen kann (vgl. auch die Beispiele in Abschnitt 3.5). Andererseits

liefert Algorithmus B so gute Ergebnisse, da� die Triangulierung sehr oft gar
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keine Dreiecke mehr besitzt, die 3d Daten beinhalten. Algorithmus C kommt

also oft gar nicht zum Einsatz. Wollen wir allerdings eine maximale Anzahl an

Daten in den Dreiecken garantieren, so k�onnen wir auf ihn nicht verzichten. Zur

Veranschaulichung von Algorithmus A bzw. Algorithmus B �nden sich Beispiele

in Abschnitt 3.5.

3.3.1 Algorithmus A

Algorithmus A hat den Sinn, eine Triangulierung zu �nden, die eine minimale

Anzahl an Daten in den Dreiecken garantiert. Zus�atzlich soll

� der triangulierte Bereich eine kleine Obermenge der konvexen H�ulle der

Daten bilden, und

� eine sch�one Triangulierung berechnet werden.

Mit einer kleinen Obermenge ist gemeint, da� der triangulierte Bereich nur eine

etwas gr�o�ere Fl�ache einnimmt als die konvexe H�ulle der Daten D, in denen die

Werte zu approximieren sind. Eine sch�one Triangulierung ist bezogen auf die

Tatsache, da� lange spitze Dreiecke vermieden werden sollen. Deshalb werden

ausschlie�lich Delaunay-Triangulierungen verwandt.

Zu Beginn von Algorithmus A wird zun�achst eine Punktmenge SA bestimmt,

die ein konvexes Polygon beschreibt. Dieses Polygon soll alle Daten enthalten.

Daraufhin wird die Delaunay-Triangulierung T (SA) berechnet und gepr�uft, ob

kein Dreieck die Minimal-Anzahl d an Daten, die es beinhaltet, unterschreitet.

In einer Schleife werden sukzessive Cluster-Punkte berechnet. Diese Cluster-

Punkte ergeben zusammen mit SA die Menge S. Wiederum wird eine Delaunay-

Triangulierung T (S) berechnet und die Anzahl an Daten in den Dreiecken �uber-

pr�uft. Ergibt sich dreimal hintereinander, da� eine �uberpr�ufte Triangulierung

in einem Dreieck zu wenig Daten beinhaltet, wird die Schleife abgebrochen, da

wir davon ausgehen k�onnen, da� wir durch Hinzuf�ugen weiterer Cluster-Punkte

nicht mehr zu einer passenden Triangulierung gelangen werden. Die letzte Tri-

angulierung, die in jedem Dreieck gen�ugend Daten hatte, stellt das Ergebnis des

Algorithmus A dar. Hatte noch keine Triangulierung in jedem Dreieck gen�ugend

Daten, wird die Anzahl der Au�enpunkte reduziert, und wir springen erneut in

die Schleife, um Cluster-Punkte zu berechnen.

Algorithmus 3.25 (Algorithmus A)

Gegeben ist eine Menge von Daten D = fd1; :::;dlg � IR2, wobei nicht alle Daten

aus D kollinear liegen. Gesucht ist eine Menge S = ft1; :::; tng � IR2 und eine

Triangulierung T (S), so da� die Triangulierung mit jedem Dreieck mindestens

d 2 IN Daten (d � l) aus D �uberdeckt:

j[Ti] \ Dj � d 8Ti 2 T :
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Schritt 1: Bestimme eine Punktmenge SA = ft1; :::; tn1g von Au�enpunk-

ten mit

[SA] \ D = D;

die ein konvexes Polygon beschreibt (vgl. Algorithmus 3.27).

Schritt 2: Bestimme die Delaunay-Triangulierung T (SA) von SA und ord-

ne jedem Element der Triangulierung Ti 2 T (SA) = fT1; :::; Tmg die

Daten di 2 D \ [Ti] zu, die es beinhaltet. Wir erhalten den Vektor

fD1; :::;Dmg, der die Datenmengen der einzelnen Dreiecke von T (SA)

beinhaltet.

Schritt 3: Gilt

jDij � d 8i = 1; :::;m;

gehe zu Schritt 4. Ansonsten gehe zu Schritt 5.

Schritt 4: Setze

tria := T (SA);SI := ; und durchlauf := 1:

gehe zu Schritt 6. (SI sind die Innenpunkte der Triangulierung.)

Schritt 5: Setze

tria := ;;SI := ; und durchlauf := 1:

Schritt 6: Gilt

durchlauf > 3;

gehe zu Schritt 11.

Schritt 7: Erh�ohe durch einen Clustering-Algorithmus (vgl. Algorithmus

3.30) die Anzahl der Innenpunkte der Triangulierung jSI j um eins. Be-

rechne die Delaunay-Triangulierung T (S) = fT1; :::; Tmg mit S := SA [

SI und ordne jedem Element der Triangulierung die Daten zu, die es

beinhaltet. (wie in Schritt 2)

Schritt 8: Gilt

jDij � d 8i = 1; :::;m;

gehe zu Schritt 9. Ansonsten gehe zu Schritt 10.

Schritt 9: Setze

tria := T (S) und durchlauf := 1:

Gehe zu Schritt 6.
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Schritt 10: Setze

durchlauf := durchlauf + 1:

Gehe zu Schritt 6.

Schritt 11: Gilt

tria = ;;

gehe zu Schritt 12. Ansonsten beende den Algorithmus.

Schritt 12: Reduziere die Anzahl der Au�enpunkte um eins, indem Algo-

rithmus 3.31 angewandt wird. Wir erhalten die neue Punktmenge SA.

Gehe zu Schritt 2.

Bemerkung 3.26

Die Variable durchlauf steht f�ur die Anzahl der aufeinanderfolgenden Fehldurch-

l�aufe der Schleife. Ein Fehldurchlauf liegt vor, wenn die neu erhaltene Triangu-

lierung nicht die Anforderung (A2) aus Kapitel 1 erf�ullt. Bei durchlauf � 3

ist die 3 willk�urlich gew�ahlt. Man k�onnte eine gr�o�ere Konstante w�ahlen, doch

sinkt die Wahrscheinlichkeit, noch einmal eine passende Triangulierung zu �n-

den, mit jedem neuen Cluster-Punkt. Es hat sich in Testdurchl�aufen gezeigt,

da� ein Abbruch nach dem ersten Fehldurchlauf sehr oft zum gleichen Ergebnis

gef�uhrt h�atte. Ist ein sp�aterer Durchlauf allerdings erfolgreich, so verbessert sich

die Gestalt der Triangulierung meist betr�achtlich. Der Wert 3 stellt also einen

hier gew�ahlten Kompromi� aus der Wahrscheinlichkeit einer Verbesserung der

Triangulierung und der Laufzeit dar.
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Den Ablauf des Algorithmus soll folgendes Flu�diagramm illustrieren.

Aussenpunkte SA der Triangulierung bestimmen

?

Delaunay-Triangulierung T (SA) bestimmen,

Daten den Elementen der Triangulierung zuordnen,

Erhalt von fD1; :::;Dmg

?

Gilt jDij � d

8i = 1; :::;m?
? ?

j n

tria := ;,

dl:=1, PI := ;

tria := T (SA),

dl:=1, PI := ;

dl � 3?

?

?

?

n j

Anzahl der Innenpunkte der Triangulierung jSI j erh�ohen,

Delaunay-Triangulierung T (S) bestimmen,

Daten den Elementen der Triangulierung zuordnen,

Erhalt von fD1; :::;Dmg

?

Gilt jDij � d

8i = 1; :::;m?
? ?

j n

tria := T (S)

dl:=1
dl:=dl+1

Gilt tria = ;?

?

?

n j

Anzahl der Au�enpunkte jSAj reduzieren

Stop!
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Im folgenden Algorithmus wird dargestellt, wie man an eine Menge von Au�en-

punkten der Triangulierung kommen kann. In der konvexen H�ulle dieser Punkte

m�ussen nat�urlich alle Daten aus D enthalten sein. Es sind vielf�altige L�osungen

vorstellbar. Welche Vorteile mit dem hier beschriebenen Weg verbunden sind,

wird anschlie�end kurz dargestellt.

Oftmals m�ochte man den zu triangulierenden Bereich jedoch gar nicht berech-

nen, sondern einfach vorgeben. Z.B. operiert man oft nur auf dem Einheitsqua-

drat [0; 1]2. Schritt 1 in Algorithmus 3.25 kann dann durch eine De�nition des

(meist einfachen) Bereichs ersetzt werden. Beispielsweise

SA := f(0; 0); (1; 0); (1; 1); (0; 1)g:

Nun kommen wir aber zur Beschreibung des angesprochenen Algorithmus.

Algorithmus 3.27 (Schritt 1 aus Algorithmus 3.25)

Gegeben ist eine Menge D = fd1; :::;dlg � IR2. Gesucht ist eine Menge SA =

ft1; :::; tn1g � IR2 mit

[SA] \ D = D:

Schritt 1: Bestimme die Daten di 2 D, die auf dem Rand der konvexen

H�ulle [D] von D liegen. Wir erhalten die Menge

D0 := fd�1 ; :::;d�l1
g = D \ @[D] � D:

Schritt 2: Bestimme die Menge SA := ft1; :::; tl1g wie folgt:

ti := 1:1

0
@d�i �

1

l1

l1X
j=1

d�j

1
A+

1

l1

l1X
j=1

d�j 8i = 1; :::; l1:

Schritt 3: Streiche (soweit m�oglich) Punkte aus SA, die �uberfl�ussig in

dem Sinne sind, da� auch ohne diese gilt:

[SA] � D:

Sei dazu die Menge SA entgegen dem Uhrzeigersinn geordnet und Se
A =

(t1; :::; tl1 ; t1; t2) eine um die ersten beiden Elemente noch einmal er-

weiterte Folge. Gilt f�ur drei aufeinanderfolgende Punkte ti1 ; ti2 ; ti3 aus

Se
A

dj liegt echt links von ti1 ! ti3 8j = 1; :::; l1 (dj 2 D
0);

so kann ti2 aus S
e
A gel�oscht werden.
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Bemerkung 3.28

1. Am folgenden Bild kann man gut erkennen, wie aus den Daten auf dem

Rand der konvexen H�ulle von D durch Aufblasen die Menge SA entsteht.

Dabei ist der Faktor 1.1 unter Schritt 2 (der bestimmt, wie weit aufgeblasen

wird) willk�urlich gew�ahlt.

2. Das Streichen von Punkten im dritten Schritt hat den Zweck, da� ins-

besondere sehr kurze Kanten auf dem Rand des triangulierten Bereichs

vermieden werden. Diese f�uhren zu fl�achenm�a�ig kleinen Dreiecken in der

Triangulierung, was ein rasches Finden einer ersten Triangulierung mit min-

destens d Daten pro Dreieck verhindern k�onnte. Man erkennt am Bild

unten, da� einer der beiden gestrichenen Punkte eine sehr kurze Kante

verursacht h�atte.

3. Es sei noch erw�ahnt, da� die Menge zu streichender Punkte nicht eindeutig

bestimmt ist.

4. Durch die mit diesem Algorithmus vorgenommene Wahl an Punkten wird

sichergestellt, da� der triangulierte Bereich nur wenig gr�o�er ist als die

konvexe H�ulle der Daten D.
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Bemerkung 3.29 (zu Schritt 2 aus Algorithmus 3.25)

Zur Bestimmung der Delaunay-Triangulierung sei auf 3.2.2 verwiesen. F�ur die

Zuordnung der Daten k�onnen wir Algorithmus 3.20 verwenden.

Als n�achstes ist der in Algorithmus 3.25 Schritt 7 angesprochene Clustering-

Algorithmus zu beschreiben. Durch diesen werden Punkte im Inneren der Tri-

angulierung hinzugef�ugt. Das hat die Vorteile, da� zum einen der im folgenden

noch behandelte Algorithmus B bei gr�o�eren Start-Triangulierungen T (S) (d.h.

mit einer m�achtigeren Menge S) bessere Ergebnisse liefert als bei welchen aus sehr

wenig Punkten. Zum anderen erf�ullt die in Algorithmus 3.25 Schritt 2 berechnete

Triangulierung oft die Anforderung (A2) aus Kapitel 1 nicht, da h�au�g schmale

Dreiecke auftreten. Eine Triangulierung mit einem zugef�ugten Cluster-Punkt

scha�t oft Abhilfe bei diesem Problem (vgl. Beispiel 3.53).

Der Clustering-Algorithmus beruht auf dem von Schreiber [Shr91], der in Al-

gorithmus 3.23 ausf�uhrlich beschrieben wurde. Geringf�ugige �Anderungen sowie

eine genaue Anpassung an das gegebene Problem (z.B. durch Angabe der Fehler-

funktion) sind vorgenommen worden.

Algorithmus 3.30 (Clustering gem�a� Schritt 7 in Algorithmus 3.25)

Gegeben seien Daten D = fd1; :::;dlg � IR2. Gesucht ist eine Menge von Cluster-

Punkten SI = ft1; :::; tn2g � IR2.

Schritt 1: Der erste Cluster-Punkt t1 ergibt sich wie folgt:

t1 :=
1

n

nX
j=1

dj:

Dem Cluster-Punkt t1 werden alle Daten di 2 D zugeordnet: M1 :=

D. Setze SI := ft1g.

Schritt 2: Um die Menge der Cluster-Punkte SI um eins zu erh�ohen, gehe

wie folgt vor:

1. Bestimme den Cluster-Punkt ti 2 SI , dem die gr�o�te Menge Mi

an Daten zugeordnet ist.

2. Streiche den so ausgew�ahlten Cluster-Punkt, und ersetze ihn in SI
durch zwei neue t�; t� nach folgendem Schema (also SI := (SI n

ftig) [ ft�; t�g):

(a) Bestimme maximale x- und y-Werte der zugeordneten Daten

dj 2Mi.

(b) Teile die Datenmenge durch eine Gerade in der Mitte des

Rechtecks (das durch die Punkte (xmin; ymin); (xmax; ymin);
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(xmax; ymax); (xmin; ymax) bestimmt wird) parallel zur Achse

mit der geringeren Ausdehnung der Datenpunkte (bei Gleich-

heit ist eine auszuw�ahlen). So entstehen zwei Datenmengen

M�
i und M�

i ober- und unterhalb bzw. links und rechts der

Geraden.

(c) Die beiden neuen Cluster-Punkte t� und t� entstehen nun als

Mittel der beiden Datenmengen:

t� :=
1

jM�
i j

X
dj2M

�
i

dj

und

t� :=
1

jM
�
i j

X
dj2M

�

i

dj:

3. Ordne den Cluster-Punkten ti genau die Daten dj zu, die im Ab-

schlu� ihrer Voronoi-Region liegen, wenn die Cluster-Punkte die

Menge der Voronoi-Center-Punkte darstellen. Dann gilt:

dj 2Mi () kdj � tik = min
k
kdj � tkk und

[
i

Mi = D

6

-

xmin xmax

ymin

ymax

ti
t�

t�

(ti mit zugeordneter Datenmenge Mi wird ersetzt durch t� und t�)
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Die wesentlichen �Anderungen in Algorithmus 3.30 im Vergleich zum originalen

Algorithmus 3.23 von Schreiber bestehen zum einen darin, da� er auf diese spezi-

elle Berechnung abgestimmt wurde. D.h. es sind die Gewichte wi weggefallen, und

eine andere Fehlerfunktion ist speziell angegeben worden. Die Region mit dem

gr�o�ten Fehler stellt die dar, die die meisten Daten enth�alt. Die zweite grundle-

gende �Anderung ist, da� der zun�achst angegebene Schritt 4 entfallen ist. Der

Algorithmus wurde mit und ohne diesen Schritt getestet, und die Unterschiede

in den Ergebnissen waren so gering, da� er letztendlich entfallen ist. Dies ist auf

die besondere Fehlerfunktion zur�uckzuf�uhren.

Wurde bis Schritt 11 in Algorithmus 3.25 keine passende Triangulierung gefun-

den, so k�onnen wir die Suche durch Reduzierung der Punkte SA vereinfachen

oder erst erm�oglichen. Dies wird in Schritt 12 verlangt und im folgenden n�aher

erl�autert. Die Beschreibung des Algorithmus erfolgt zum optimalen Verst�andnis

in Prosa, mit einer anschlie�enden Abbildung.

Algorithmus 3.31 (Schritt 12 aus Algorithmus 3.25)

Um die Menge der Au�enpunkte SA zu verkleinern, werden die zwei Punkte einer

Kante ti1 � ti2 (ti1 ; ti2 2 SA), auf die verzichtet werden soll, ersetzt durch den

Schnittpunkt t der Verl�angerung der beiden angrenzenden Kanten. Es sollen die

Punkte der k�urzesten Kante ersetzt werden, deren angrenzende Kanten so liegen,

da� die beiden Geraden durch diese Kanten folgende Bedingung erf�ullen:

Eine Gerade durch die Kante ti1 � ti2 , die ersetzt werden soll, teilt den

Raum in zwei Halbebenen. Die beiden Geraden durch die angrenzenden

Kanten haben einen Schnittpunkt in der Halbebene, die keine Daten

enth�alt.

Existiert keine solche Kante (vgl. Bemerkung 3.32 3.), so soll die Menge der

Daten durch ein Dreieck eingeschlossen werden, dessen Eckpunkte dann SA bil-

den.

t
ti1

ti2

�1

�2
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Bemerkung 3.32 (zu Algorithmus 3.31)

1. Die k�urzeste Kante wurde gew�ahlt, da kurze Kanten kleine Dreiecke ver-

ursachen und die Vermutung nahe liegt, da� daher keine Triangulierung

gefunden wurde, die in jedem Dreieck gen�ugend Daten hat.

2. Leicht einzusehen ist, da� die Bedingung an die Lage eines Schnittpunktes

genau dann gegeben ist, wenn die Summe der Innenwinkel �1 und �2 gr�o�er

als � ist. (Bei �1+�2 = � existiert kein Schnittpunkt, und gilt �1+�2 < �,

so liegt der Schnittpunkt auf der falschen Seite.)

3. Desweiteren ist leicht zu erkennen, da� bei jedem konvexen Polygon mit

(mindestens) f�unf Ecken eine Kante existiert, die auf diese Weise ersetzt

werden kann. Ein Viereck besitzt genau dann keine solche Kante, wenn es

ein Parallelogramm ist. (Beweise ergeben sich sofort, wenn man ber�uck-

sichtigt, da� die Summe der Innenwinkel in einem n-Eck (n� 2)� ist, sowie

da� bei den gegebenen Polygonen alle Innenwinkel kleiner als � sind.)

4. Aufgrund von Algorithmus 3.31 kann garantiert werden, da� eine Trian-

gulierung gefunden wird, die in jedem Dreieck mindestens d Daten enth�alt

(vgl. dazu Satz 3.46).

Beispiel 3.33 (zu Algorithmus 3.31)

An dem vorliegenden Beispiel soll demonstriert werden, wie Algorithmus 3.31 ar-

beitet. Dazu wurde eine Menge D von 20 Daten generiert und eine Mindestanzahl

von d = 20 Daten pro Dreieck der Triangulierung verlangt. Folglich kann nur eine

triviale Triangulierung aus genau einem Element akzeptiert werden. Dreimal

m�ussen je zwei Punkte gegen einen dritten ausgetauscht werden.
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3.3.2 Algorithmus B

Algorithmus B untersucht eine gegebene Triangulierung, die in jedem Dreieck

mindestens d Daten hat, ob sie verfeinert werden kann derart, da� Punkte hinzu-

gef�ugt werden und die Triangulierung somit aus mehr Dreiecken besteht. Dabei

soll jedes Dreieck weiterhin mindestens d Daten beinhalten.

Wir gehen von einer geordneten Triangulierung T = fT1; :::; Tmg aus, der ein

Vektor fD1; :::;Dmg zugeordnet ist, wobei Di � D genau die Menge der Daten

ist, die Ti beinhaltet. Es soll gelten: jDij � jDi+1j (i = 1; :::;m� 1).

Beim Einf�ugen von Punkten in die Triangulierung mu� man meistens zwei

Dreiecke zugleich betrachten. Es w�are leicht, ein Dreieck mit 2d Daten in zwei

Dreiecke zu unterteilen, so da� jedes Dreieck d Daten beinhaltet.

ti2

ti3

ti1

t

Doch dazu m�u�te ti2 � ti3 eine Au�enkante sein, denn sonst h�atte man keine

Triangulierung mehr vorliegen, da 3. und 4. in De�nition 2.10 verletzt w�aren.
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ti2

ti3

ti1 ti4

t

Die einzige M�oglichkeit sich generell beim Einf�ugen von Punkten auf ein einziges

Dreieck zu beschr�anken ist, im Inneren eines Dreiecks der Triangulierung einen

Punkt hinzuzuf�ugen. Die neuen Kanten erh�alt man durch Verbindungen des

neuen Punktes zu den drei Eckpunkten des Dreiecks, in das dieser eingesetzt

wurde. Dieses Verfahren wird in Algorithmus C angewandt und bringt diverse

Nachteile mit sich, die sp�ater noch aufgezeigt werden.

Wir sind also darauf angewiesen, mehrere Dreiecke zu betrachten. Die Suche

nach einem Punkt t, der die Triangulierung weiter verfeinert, �ndet bei Algo-

rithmus B meistens in einem Viereck statt (oder manchmal auf einer Dreiecks-

au�enseite). Leider existiert nicht in jedem Viereck, das (mindestens) 4d Daten

beinhaltet, ein Punkt t derart, da� vier Dreiecke entstehen, die jeweils d Daten

enthalten. Die folgende Abbildung verdeutlicht das:

[T1]

[T2]

[T3]

[T4]

t1 t2

t3t4

t

� Liegt t unter der Linie, auf der die Daten liegen, so beinhaltet [T1] keine

Daten.

� Liegt t dar�uber, so beinhaltet [T3] keine.

� Liegt t darauf, so beinhalten beide maximal ein Datum.

Aus diesem Grund mu� die Suche eventuell abgebrochen werden, und dazu

ben�otigen wir ein passendes Kriterium, auf das sp�ater noch eingegangen wird.
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Im folgenden wird der Ablauf von Algorithmus B zun�achst in groben Z�ugen

beschrieben. Wie bereits in Algorithmus A gehen wir danach noch einmal genauer

auf einzelne Schritte ein.

Algorithmus 3.34 (Algorithmus B)

Gegeben sei eine Triangulierung T (S) = fT1; :::; Tmg der Menge S � IR2, sowie

zugeh�orige Datenmengen D1; :::;Dm � D � IR2. Dabei gelte

jD1j � ::: � jDmj � d sowie [Ti] \ D = Di (i = 1; :::;m):

Gesucht ist eine feinere Triangulierung T (S 0) = fT1; :::; Tm0g der Menge S 0 � S,

so da� immer noch

jDij = j[Ti] \ Dj � d (i = 1; :::;m0)

gilt.

Schritt 1: Setze j := 1.

Schritt 2: Gilt jDjj < 2d oder hat die Triangulierung weniger als j Ele-

mente, so beende den Algorithmus.

Schritt 3: Untersuche mit Hilfe des j-ten Dreiecks, ob ein Punkt t hin-

zugef�ugt werden kann. Falls ja, f�uge ihn hinzu, indem T (S) mit S :=

S[ftg und der neue Vektor (D1; :::;Dm) bestimmt werden. Findet man

keinen Punkt t, setze ftg := ; (vgl. Algorithmus 3.35).

Schritt 4: Gilt ftg = ;, setze j := j+1 und gehe zu Schritt 2. Ansonsten

gehe zu Schritt 5.

Schritt 5: Optimiere die neu erhaltene Triangulierung, und gehe dann zu

Schritt 2. (Dabei soll die optimierte Triangulierung wieder geordnet

sein, d.h. es gelte weiter jDij � jDi+1j.)

Zun�achst wird der wichtige Schritt 3 genauer beschrieben. Die Skizzen in der

anschlie�enden Bemerkung 3.36 dienen der besseren Veranschaulichung.

Algorithmus 3.35 (Schritt 3 aus Algorithmus 3.34)

Gegeben sei ein Element Tj = ftj1 ; tj2 ; tj3g einer Triangulierung T (S) = fT1; :::;

Tmg sowie die Datenmengen (D1; :::;Dm), die die einzelnen Dreiecke der Triangu-

lierung enthalten. Gesucht ist ein Punkt t in dem Dreieck [tj1 ; tj2 ; tj3 ] oder einem

angrenzenden (d.h. die beiden Dreiecke haben eine gemeinsame Kante), so da� in

den neu entstehenden Dreiecken jeweils mindestens d Daten aus D liegen.

Schritt 1: Untersuche die Kante gegen�uber dem gr�o�ten Innenwinkel des

Dreiecks [Tj] = [tj1 ; tj2 ; tj3 ] (O.B.d.A. sei dies tj2 � tj3) der Triangulie-

rung T darauf, ob sie eine Au�en- oder eine Innenkante von T ist.
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Schritt 2: Ist sie eine Au�enkante, so suche auf ihr nach einem Punkt

t, so da� die Dreiecke [tj1 ; tj2 ; t] und [tj1 ; t; tj3 ] je mindestens d Daten

beinhalten.

Schritt 3: Ist sie eine Innenkante gehe wie folgt vor:

(a) Bestimme das an [Tj] angrenzende Dreieck [Ti] = [ti1 ; ti2 ; ti3 ] =

[ti1 ; tj3 ; tj2 ], das ebenfalls tj2 � tj3 als Kante enth�alt (O.B.d.A. sei

dies ti2 � ti3).

(b) Gilt jDi[Djj � 4k, so suche, wie unter (i) und (ii) beschrieben, im

Inneren des Vierecks [ftj1 ; tj2 ; ti1 ; tj3g] nach einem Punkt t, so da�

jedes der Dreiecke [tj1 ; tj2 ; t]; [tj2 ; ti1 ; t]; [ti1 ; tj3 ; t] und [tj3 ; tj1 ; t]

mindestens d Daten beinhaltet.

(i) Ist das Viereck echt konvex, so suche zun�achst auf der Strecke

tj1 � ti1 (vgl. Skizze in Bemerkung 3.36).

(ii) War die Suche nicht erfolgreich, oder ist das Viereck nicht echt

konvex, so suche auf der Strecke tj2�tj3 nach einem geeigneten

Punkt t.

Schritt 4: War die Suche nicht erfolgreich, so setze sie zun�achst mit Hilfe

der Kante gegen�uber des zweitgr�o�ten Innenwinkels von [Tj] fort (durch-

laufe also erneut die Schritte 1 bis 3). War auch dies vergebens, so ver-

suche es mit der Kante gegen�uber des kleinsten Winkels, und falls auch

dies erfolglos verlief, setze ftg := ;.

Schritt 5: Hat man hingegen einen Punkt t gefunden, so streiche man

Tj bzw. Ti und Tj und ersetze sie durch die zwei bzw. vier neu erhal-

tenen Dreiecke. (Das Einordnen in die Triangulierung soll so erfolgen,

da� sie weiterhin geordnet ist, d.h. es gilt weiter jDij � jDi+1j.)

Bemerkung 3.36 (zu Algorithmus 3.35)

1. Die Suche eines Punktes t gem�a� Algorithmus 3.35 auf einer Au�enkante

tj2 � tj3 eines Dreiecks [tj1 ; tj2 ; tj3 ] wurde wie folgt realisiert:

Schritt 1: Setze a := 0:5; b := 0:5 und i := 1.

Schritt 2: Setze ti := atj2 + btj3 .

Schritt 3: Gilt i � N , dann breche die Suche ab (N ist frei w�ahlbar

und bestimmt die Genauigkeit der Berechnung).

Schritt 4: Pr�ufe, ob die Dreiecke [tj1 ; tj2 ; ti] und [tj3 ; tj1 ; ti] je min-

destens d Daten beinhalten.

Schritt 5: Ist dies der Fall, setze t := ti und breche ab.
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Schritt 6: Beinhaltet [tj1 ; tj2 ; ti] weniger als d Daten, so setze a :=

a� 0:5i+1 und b := b+0:5i+1, sonst setze a := a+0:5i+1 und b :=

b� 0:5i+1. Setze i := i+ 1 und gehe zu Schritt 2.

tj2

tj3

tj1

ti

2. Die Punktsuche auf einer Strecke im Inneren eines Vierecks erfolgt analog.

Es ergeben sich lediglich vier Dreiecke. Daher kommen zus�atzlich zum N-ten

Schleifendurchlauf zwei weitere Abbruchkriterien mit negativem Ausgang

hinzu. Wir ersetzen Schritt 4 und Schritt 5 durch

Schritt 4 : Pr�ufe, ob die Dreiecke [tj1 ; tj2 ; ti]; [tj2 ; ti1 ; ti]; [ti1 ; tj3 ; ti];

und [tj3 ; tj1 ; ti] je mindestens d Daten beinhalten.

Schritt 5 : Ist dies der Fall, setze t := ti und breche ab.

Schritt 5 a: Beinhalten die Dreiecke [tj1 ; tj2 ; ti] und [ti1 ; tj3 ; ti] je

weniger als d Daten, so breche ab.

Schritt 5 b: Beinhalten die Dreiecke [tj3 ; tj1 ; ti] und [tj2 ; ti1 ; ti] je

weniger als d Daten, so breche ab.

Schritt 6 : Beinhaltet [tj1 ; tj2 ; ti] oder [tj2 ; ti1 ; ti] weniger als d Da-

ten, so setze a := a � 0:5i+1 und b := b + 0:5i+1, sonst setze a :=

a+0:5i+1 und b := b�0:5i+1. Setze i := i+1 und gehe zu Schritt

2.

tj2

ti1

tj3

tj1 ti

� k

� k < k

< k

(Versuch der Punktsuche im Viereck gem�a� Algorithmus 3.35,
zus�atzliches Abbruchkriterium (Schritt 5 a) wird angewandt)
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3. Die neu erhaltenen Dreiecke beinhalten fast immer weniger Daten als das

untersuchte Dreieck [Tj], so da� sie zu einem sp�ateren Zeitpunkt nochmals

untersucht werden k�onnen, da sie weiter hinten in der geordneten Trian-

gulierung stehen.

Es hat sich gezeigt, da� die Verwendung eines Optimierungsalgorithmus f�ur den

Erhalt einer guten Triangulierung unabdingbar ist. In Schumaker [Shu87] wird

auf einige Algorithmen verwiesen, die eine Triangulierung nach Einsetzen eines

Punktes optimieren. Einer von diesen wurde bereits vorgestellt (vgl. Algorith-

mus 3.21). Das Einf�ugen eines Punktes durch Algorithmus 3.35 erfolgt jedoch

eventuell anders als bei Cline und Renka (vgl. Abschnitt 3.2.2.2).

Angenommen es wird ein Punkt t in das Viereck [ftj1 ; tj2 ; ti1 ; tj3g], das sich aus

den zwei Dreiecken [tj1 ; tj2 ; tj3 ] und [ti1 ; tj3 ; tj2 ] ergibt, eingesetzt. Dann liegt der

neue Punkt entweder auf der Kante tj2 � tj3 oder auf tj1 � ti1 .

tj2

ti1

tj3

tj1 t

Liegt der neue Punkt t also auf tj2 � tj3 , so stimmt die neu erhaltene (Teil-)

Triangulierung bei Cline und Renka mit der aus Algorithmus 3.35 �uberein:

tj2

ti1

tj3

tj1 t
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Liegt t hingegen auf tj1 � ti1 , so ergeben sich unterschiedliche Ergebnisse:

tj2

ti1

tj3

tj1 t

tj2

ti1

tj3

tj1

t

(gem�a� Cline, Renka) (gem�a� Algorithmus 3.35)

In diesem Fall mu� vorab ein Tauschtest bzgl. des erweiterten Max-Min-Winkel-

kriteriums auf die Kante t�ti1 bzw. t�tj1 angewandt werden, was davon abh�angt,

ob t in [tj1 ; tj2 ; tj3 ] liegt oder in [tj2 ; ti1 ; tj3 ]. Ist der Tauschtest positiv, so wird

ein Diagonalentausch durchgef�uhrt. Dieser Tauschtest w�urde im Verlauf des Op-

timierungslgorithmus von Cline und Renka (und der Wahl der Kanten gem�a�

Cline und Renka) irgendwann durchgef�uhrt, je nach Wahl des ersten Nachbarn

in Schritt 1 von Algorithmus 3.21 auch als erstes. Beim der Wahl der Kanten

gem�a� Algorithmus 3.35 ist allerdings nicht garantiert, da� dieser Tauschtest

durchgef�uhrt wird. Somit wird er vorangestellt und pr�uft lediglich, welche der

beiden M�oglichkeiten die bessere ist. Im Anschlu� k�onnen wir dann allerdings

auf den bereits vorgestellten Optimierungsalgorithmus 3.21 von Cline und Renka

zur�uckgreifen.

Algorithmus 3.37 (Optimierung gem�a� Algorithmus 3.34 Schritt 5)

Gegeben ist eine Triangulierung T 0(S), in die ein Punkt t { wie in Algorithmus

3.35 zuvor beschrieben { eingef�ugt wurde. Gesucht ist eine optimierte Trian-

gulierung T (Si).

Schritt 0: Wurde t auf einer Kante der urspr�unglichen Triangulierung

eingef�ugt, so gehe zu Schritt 1. Wurde t im Inneren eines Dreiecks

[tj1 ; tj2 ; tj3 ] der alten Triangulierung eingef�ugt, das mit ti1 ein echt kon-

vexes Viereck [ftj1 ; tj2 ; ti1 ; tj3g] bildet, gehe wie folgt vor:

1. Wende einen Tauschtest bzgl. des erweiterten Max-Min-Winkelkri-

teriums auf die Kante t� ti1 an.

2. Ist der Tauschtest positiv, f�uhre den Diagonalentausch durch.

Schritt 1: Setze

� := k und " := k;

wobei k der Index des ersten Nachbarn von t ist.
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Schritt 2: Setze

� := k;

wobei k der Index des Punktes tk ist, der mit t und t� ein Dreieck

[tk; t; t�] der Triangulierung bildet.

Schritt 3: Ist t� � t� eine Au�enkante der Triangulierung, so gehe zu

Schritt 6.

Schritt 4: Setze

 := k;

wobei k der Index des Punktes tk ist, der mit t� und t� ein Dreieck

[tk; t�; t�] der Triangulierung bildet.

Schritt 5: Wende einen Tauschtest auf t��t� bzgl. des erweiterten Max-

Min-Winkelkriteriums an. Ist der Test positiv, so f�uhre den Diagona-

lentausch durch, setze

� := 

und gehe zu Schritt 3.

Schritt 6: Setze

� := �:

Schritt 7: Gilt � = " oder ist t� ! t eine Au�enkante, so beende den

Algorithmus. Andernfalls gehe zu Schritt 2.

Bemerkung 3.38 (zur Optimierung)

Wird ein neuer Punkt t in eine Delaunay-Triangulierung eingesetzt und diese

mit dem beschriebenen Algorithmus bzgl. des Max-Min-Winkelkriteriums opti-

miert, so entsteht erneut eine Delaunay-Triangulierung. Bei dem erweiterten

Max-Min-Winkelkriterium k�onnen wir das nicht garantieren, da die Tauschtests

an einer weiteren Bedingung scheitern k�onnen, n�amlich an einer zu kleinen Menge

an Daten in den Dreiecken. Wir erhalten allerdings eine bzgl. des erweiterten

Max-Min-Winkelkriteriums lokal optimale Triangulierung. (Daraus folgt beim

Max-Min-Winkelkriterium die globale Optimalit�at.)

3.3.3 Algorithmus C

Bislang haben wir erreicht, eine Triangulierung zu �nden, die in jedem Dreieck

eine Mindestanzahl an Daten hat. Durch die beiden vorangegangenen Algorith-

men ist diese oft sogar schon sehr fein, d.h. da� in den Dreiecken auch nicht

�uberm�a�ig viele Daten liegen. Eine Garantie daf�ur, sprich eine obere Schranke,

konnten wir daf�ur allerdings bislang nicht geben. Das soll nun durch Algorithmus

C erreicht werden. Wir beginnen zun�achst mit dem daf�ur wichtigen Existenzsatz,

aus dessen Beweis der Algorithmus abgeleitet wird.
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Satz 3.39 (Grundlage f�ur Algorithmus C)

Gegeben sei ein Dreieck [t1; t2; t3], das eine Datenmenge D = fd1; :::;dlg mit

l � 3d beinhaltet

D \ [t1; t2; t3] = D:

F�ur die Lage der Daten gilt:

� Auf keiner o�enen Dreieckskante ti{
o tj ((i; j) 2 f(1; 2); (2; 3); (1; 3)g) liegen

soviele Daten, da� im Dreieck ohne jene Kante weniger als 2d Daten liegen:

j ([t1; t2; t3] n ti{
o tj) \ Dj � 2d:

� Auf keinen zwei (halbo�enen) Dreieckskanten ti � tj [ tj � tk n fti; tkg

((i; j; k) 2 f(1; 2; 3); (2; 3; 1); (3; 1; 2)g) liegen soviele Daten, da� im Dreieck

ohne diese zwei Kanten weniger als d Daten liegen:

j ([t1; t2; t3] n ((ti � tj [ tj � tk) n fti; tkg)) \ Dj � d:

Dann existiert ein Punkt t im Inneren des Dreiecks, so da� in den drei entstan-

denen Dreiecken je (mindestens) d Daten liegen. Diesen Punkt kann man durch

einen Algorithmus bestimmen.

Der folgende Beweis des Satzes ist konstruktiv. Wir gehen immer von einem

gegebenen Punkt t aus. Daraufhin k�onnen verschiedene F�alle der Verteilung der

Daten D auf die drei Teildreiecke [t; t2; t3]; [t1; t; t3] und [t1; t2; t] auftreten. Zu

jedem einzelnen Fall wird ein Verfahren angegeben, wie wir einen neuen Punkt

t0 bestimmen. Mit diesem neuen Punkt tritt eventuell ein anderer Fall ein, und

es wird gezeigt, da� wir nach endlich vielen neu bestimmten Punkten den Fall

erreichen, da� in jedem Teildreieck mindestens d Daten liegen. Mit jedem neu

bestimmten Punkt, tritt eine Verbesserung ein insofern, da� die Anzahl der Daten

in den Dreiecken mit zu wenigen Daten vergr�o�ert wird. Sind am Anfang (als

Initialisierung wird der Schwerpunkt des Dreiecks empfohlen) alle Daten in einem

Teildreieck, so ben�otigen wir maximal 2d Iterationen, um zum Ziel zu gelangen.

Beweis: Zun�achst werden einige Bezeichnungen vereinbart.

Wir beginnen mit dem Inneren der drei Teildreiecke, die durch den Punkt t im

Inneren von [t1; t2; t3] entstehen:

I1 = [t; t2; t3] n @[t; t2; t3]

I2 = [t1; t; t3] n @[t1; t; t3]

I3 = [t1; t2; t] n @[t1; t2; t]:
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tt1

t2

t3

Als n�achstes de�nieren wir zwei Teildreiecke, denen eine halbo�ene Kante ent-

nommen wurde, was an dieser Stelle noch nicht einleuchtet, aber im Verlauf des

Beweises noch von Bedeutung sein wird:

TD2 = [t1; t; t3] n (t{o t3 [ ftg)

TD3 = [t1; t2; t] n (t{o t2 [ ftg):

MengenM, die sich bzgl. eines neuen Punktes t0 ergeben, seien analog de�niert

und mit M0 bezeichnet. Als letztes wollen wir noch die Teilmenge der Daten D

in einer Teilmenge M des Dreiecks mit einer Bezeichnung versehen:

DM = D \M (M� [t1; t2; t3]):

Nun sollen die verschiedenen F�alle der Verteilung der Daten auf drei Teil-

dreiecke, die durch das Einf�ugen eines Punktes t in ein Dreieck entstehen k�onnen,

zun�achst einmal aufgelistet werden: von Fall 1 Kein Teildreieck enth�alt gen�ugend

Daten bis Fall 4 Alle drei Teildreiecke enthalten gen�ugend Daten.

O.B.d.A. gelte:

jD[t;t2;t3]j| {z }
=:a

� jD[t1;t;t3]j| {z }
=:b

� jD[t1;t2;t]j| {z }
=:c

:

Fall 1: a; b; c < d: Kann nicht eintreten. Ein Widerspruch wird hergelei-

tet.

Fall 2: a; b < d ^ c � d: Konstruktion eines Punktes t0, so da�

(a0 > a ^ b0 � b ^ c0 � d)

_ (a0 � a ^ b0 > b ^ c0 � d)

gilt. Daraus folgt sofort, da� mit dem neuen Punkt Fall 2 (a0; b0 < d),

Fall 3 (a0 < d � b0 < d) oder Fall 4 (a0; b0 � d) eintri�t (evtl. ist eine

Umindizierung erforderlich, damit wieder a0 � b0 � c0 gilt). Tri�t Fall

2 ein, ist auch klar, da� nach endlich vielen Schritten Fall 3 oder Fall 4

eintre�en wird.
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Fall 3: a < d ^ b; c � d: Diesen Fall k�onnen wir noch in 4 Teilf�alle

unterteilen. In zwei Teildreiecken liegen mindestens d Daten. Es kann

aber sein, da� diese teilweise auf einer bestimmten Kante liegen, was

f�ur den Beweis besondere Bedeutung hat, falls im Dreieck ohne diese

Kante nicht mehr gen�ugend Daten liegen.

(a) jDTD2
j < d ^ jDTD3

j < d: Kann nicht eintreten. Ein Widerspruch

wird hergeleitet.

(b) jDTD2
j � d ^ jDTD3

j � d: Konstruktion eines Punktes t0, so da�

a0 > a ^ b0; c0 � d

gilt. Es tritt also entweder Fall 3 (a0 < d) mit gr�o�erem a := a0

oder Fall 4 (a0 � d) ein.

(c) jDTD2
j � d ^ jDTD3

j < d: Konstruktion eines Punktes t0, so da�

(i) (a0 > a ^ b0; c0 � d)

_ (ii) (jDTD0

3
j > jDTD3

j ^ jDTD0

2
j| {z }

)b0�d

; c0 � d)

gilt.

Zu (i): Es tritt also entweder Fall 3 (a0 < d) mit gr�o�erem a := a0

oder Fall 4 (a0 � d) ein.

Zu (ii): Es tritt also entweder Fall 3 (b) (jDTD0

3
j � d) oder erneut

Fall 3 (c) (jDTD0

3
j < d) ein. Ist es Fall 3 (c), so ist klar, da� sich dies

nicht endlos wiederholen kann, und wir somit nach endlich vielen

neu berechneten Punkten t0 bei Fall 3 (b) landen, oder im Fall 3

(c) tri�t Punkt (i) zu.

(d) jDTD2
j < d ^ jDTD3

j � d: Konstruktion eines Punktes t0, so da�

(i) (a0 > a ^ b0; c0 � d)

_ (ii) (jDTD0

2
j > jDTD2

j ^ jDTD0

3
j; c0 � d)

gilt.

Die Argumentation ist analog in Fall 3 (c) gef�uhrt.

Da wir nach Fall 3 entweder erneut in Fall 3 oder in Fall 4 landen, und

wir nach endlich vielen Durchl�aufen von Fall 3 die Anzahl der Daten

in dem Teildreieck mit weniger als d Daten erh�oht haben (ohne in den

beiden anderen Teildreiecken unter d Daten zu sinken), ist klar, da� wir

in endlich vielen Durchl�aufen Fall 4 erreichen.

Fall 4: a; b; c � d: Ziel ist es, hierher zu gelangen!
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Zu Fall 1: Angenommen, es gelte also a; b; c < d. Dann f�uhrt

3d > jD[t;t2;t3]j+ jD[t1;t;t3]j+ jD[t1;t2;t]j

� jD[t;t2;t3] [ D[t1;t;t3] [ D[t1;t2;t]j = jDj � 3d

sofort zum Widerspruch.

Zu Fall 2: Da in den Dreiecken [t; t2; t3] und [t1; t; t3] jeweils zu wenig Daten

liegen, wird der neue Punkt t0 so gew�ahlt, da� sich diese beiden Teildreiecke

vergr�o�ern. Der neue Punkt t0 wird auf der Verl�angerung der Kante t3 � t

im Inneren des Dreiecks [t1; t2; t] liegen.

Das Teildreieck soll aber nur um ein Minimum verkleinert werden, d.h. da�

alle Daten, die sich im Inneren von [t1; t2; t] be�nden, wieder in [t1; t2; t
0]

liegen sollen. Somit mu� ein Datum auf t1� t0 bzw. auf t2� t0 liegen und zu

zwei Dreiecken z�ahlen; und dadurch erh�oht sich eben in einem der Teildreiecke

mit zuwenig Daten deren Anzahl.

tt1

t2

t3

t
0

Die Bestimmung dieses Punktes t0 wollen wir noch einmal genauer beschrei-

ben.

Zun�achst gilt:

DI3 6= ;;

da sonst

jDI3 [ D[t;t2;t3] [ D[t1;t;t3]j � jDI3j+ jD[t;t2;t3]j+ jD[t1;t;t3]j < 0 + d+ d = 2d

einen Widerspruch zur im Satz gemachten Voraussetzung der Anzahl an

Daten im Dreieck ohne eine Au�enkante darstellen w�urde. Zu jedem Da-

tum di 2 DI3 existieren nun zwei Schnittpunkte auf der Verl�angerung der

Kante t3 � t im Inneren des Dreiecks [t1; t2; t]: zum einen als Schnitt mit

der Geraden durch di und t1 und zum anderen als Schnitt mit der Geraden

durch di und t2.
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tt1

t2

t3

di
s2

s1

Von allen Schnittpunkten, die sich zu den jeweiligen Daten ergeben, w�ahlen

wir den als neuen Punkt t0, der am n�achsten an t liegt.

Aufgrund der Wahl von t0 ergibt sich c0 = D[t1;t2;t0] = DI3 [Dt1�t2 und somit

c0 � d, denn sonst h�atten wir mit

jDj = jDI3 [ Dt1�t2 [ D[t1;t;t3] [ D[t;t2;t3]j

� jDI3 [ Dt1�t2j+ jD[t1;t;t3]j+ jD[t;t2;t3]j < d+ d+ d = 3d

einen Widerspruch zur Gesamtmenge der Daten.

Zu Fall 3 (a): Angenommen es gelte a; jDTD2
j; jDTD3

j < d. Dann f�uhrt

3d > jD[t;t2;t3]j+ jDTD2
j+ jDTD3

j

� jD[t;t2;t3] [ DTD2
[ DTD3

j = jDj � 3d

zum Widerspruch.

Zu Fall 3 (b): Da im Dreieck [t; t2; t3] zu wenig Daten liegen, wird der neue

Punkt t0 so gew�ahlt, da� sich dieses Teildreieck vergr�o�ert. Der neue Punkt

t0 wird auf der Kante t1 � t liegen. Die beiden Teildreiecke [t1; t; t3] und

[t; t2; t3] sollen erneut nur um ein Minimum verkleinert werden, d.h. da� alle

Daten, die sich im Inneren dieser Teildreiecke be�nden (sowie auf der o�enen

Kante t1{
o t), wieder in [t1; t

0; t3] bzw. in [t1; t2; t
0] liegen sollen. Somit mu�

ein Datum auf t2 � t0 oder auf t3 � t0 liegen und zu zwei Dreiecken z�ahlen;

und dadurch liegen nun in [t0; t2; t3] mehr Daten als zuvor in [t; t2; t3].

tt1

t2

t3

t
0
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Nun zur genaueren Beschreibung der Bestimmung von t0.

Es gilt jDI2j+ jDt1{o t
j > 0 oder jDI3j+ jDt1{o t

j > 0 , denn gelte

jDI2j+ jDt1{o t
j+ jDI3 j = 0;

so folgt mit

jDI2 j+ jDt1{o t
j+ jDI3j+ jD[t;t2;t3]j < 0 + 0 + 0 + d = d

ein Widerspruch zur im Satz gemachten Voraussetzung zur Datenmenge im

Dreieck ohne zwei Kanten.

Zu jedem Datum di 2 DI2 existiert ein Punkt si auf t1{
o t als Schnittpunkt

mit der Geraden durch t3 und di. Ebenso existiert zu jedem Datum dj 2 DI3

ein Punkt sj auf t1{
o t als Schnittpunkt mit der Geraden durch t2 und dj.

tt1

t2

t3

sjsi

dj

di

Von allen Schnittpunkten und den Punkten aus D
t1{o t

w�ahlen wir den als

neuen Punkt t0, der am n�achsten an t liegt.

Da durch die Wahl von t0 nun b0 = jDTD2
j und c0 = jDTD3

j gilt, folgt sofort

b0; c0 � d.

Zu Fall 3 (c): Da im Dreieck [t; t2; t3] zu wenig Daten liegen, wird der neue

Punkt t0 so gew�ahlt, da� sich dieses Teildreieck vergr�o�ert. Im Gegensatz

zum Fall 3 (b) k�onnen wir den neuen Punkt aber nicht mehr auf t1{
o t be-

stimmen, da jDTD3
j < d gilt, und somit auf t2 � t so viele Daten liegen,

da� durch einen neu bestimmten Punkt t0 diese Kante im Dreieck [t1; t2; t
0]

zun�achst nicht fehlen darf. Wir suchen uns den neuen Punkt also im Inneren

des Dreiecks [t1; t; t3] und zwar auf der Verl�angerung der Kante t2� t. Dabei

soll [t1; t; t3] wieder nur um ein Minimum verkleinert werden, d.h. da� alle

Daten, die sich im Inneren dieses Teildreiecks be�nden, wieder in [t1; t
0; t3]

liegen sollen. Somit mu� ein Datum auf t3� t0 oder auf t1� t0 liegen und zu

zwei Dreiecken z�ahlen. Liegt dieses Datum auf t3 � t0, so gilt a0 > a. Liegt

es hingegen auf t1 � t0, so gilt c0 > c und jDTD0

3
j > jDTD3

j.
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tt1

t2

t3

t
0

Auf die Bestimmung des Punktes t0 wollen wir wieder genauer eingehen.

Zun�achst gilt:

DI2 6= ;;

da sonst

jDI2 [ D[t;t2;t3] [ DTD3
j � jDI2j+ jD[t;t2;t3]j+ jDTD3

j < 0 + d+ d = 2d

einen Widerspruch zur im Satz gemachten Voraussetzung der Anzahl an

Daten im Dreieck ohne eine Au�enkante darstellen w�urde. Zu jedem Da-

tum di 2 DI2 existieren nun zwei Schnittpunkte auf der Verl�angerung der

Kante t2 � t im Inneren des Dreiecks [t1; t; t3]: zum einen als Schnitt mit

der Geraden durch di und t1 und zum anderen als Schnitt mit der Geraden

durch di und t3 (vgl. auch Fall 2).

tt1

t2

t3

di

s2

s1

Von allen Schnittpunkten, die sich zu den jeweiligen Daten ergeben, w�ahlen

wir den als neuen Punkt t0, der am n�achsten an t liegt.

Aufgrund der Wahl von t0 ergibt sich b0 = D[t1;t0;t3] = DI2 [Dt1�t3 und somit

b0 � d, denn sonst h�atten wir mit

jDj = jDI2 [ Dt1�t3 [ D[t;t2;t3] [ DTD3
j

� jDI2 [ Dt1�t3 j+ jD[t;t2;t3]j+ jDTD3
j < d+ d+ d = 3d
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einen Widerspruch zur Gesamtmenge der Daten.

Liegt nun ein Datum d auf t3� t
0 so gilt a0 > a. Liegt kein Datum auf dieser

Kante, so liegt eins auf t1{
o t0. Damit gilt jDTD0

3
j > jDTD3

j. Desweiteren gilt

wegen Dt3�t0 = ; immer noch jDTD0

2
j = jD[t1;t0;t3]j � d.

Zu Fall 3 (d): Die Argumentation und die Konstruktion des Punktes verlaufen

analog. Der neue Punkt t0 wird hier allerdings im Inneren des Dreiecks

[t1; t2; t] auf der Verl�angerung der Kante t3 � t gesucht.

Bemerkung 3.40 (zu Satz 3.39)

1. Es ist im obigen Satz nicht m�oglich zu fordern, da� im Inneren jedes Teil-

dreiecks d Daten liegen, auch nicht, wenn im Ausgangsdreieck keine Daten

auf dem Rand liegen.

An obiger Abbildung sieht man, da� bei dem gew�ahlten Punkt kein Teil-

dreieck im Inneren Daten hat, aber auf dem Rand jeweils 2d = 8. W�urde

man einen anderen Punkt im Inneren eines Teildreiecks w�ahlen, so h�atte

man in einem Dreieck gar keine Daten. Ein Verschieben des Punkts auf

dem Rand eines Teildreiecks w�urde das Problem o�ensichtlich auch nicht

l�osen.

2. Im obigen (konstruktiven) Beweis wurden Daten auf dem Rand der Teil-

dreiecke beiden selbigen zugeordnet. Darauf kann man verzichten und statt-

dessen eine geschickte eindeutige Zuordnung vornehmen, was aus Gr�unden

des Erhalts der �Ubersichtlichkeit des Beweises nicht gemacht wurde. Bei

der Implementierung des unten angegebenen zugeh�origen Algorithmus C sei

allerdings dazu geraten. Das kann zu weiteren Iterationen f�uhren, da durch

die eindeutige Zuordnung die Anzahl der Daten in manchen Teildreiecken

sinken kann.
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3. Die Voraussetzungen an die Lage der Daten im obigen Satz haben bei Scat-

tered-Data-Problemen lediglich theoretischen Charakter, denn Kanten sind

im IR2 Nullmengen, und die Wahrscheinlichkeit, da� mehrere Daten kol-

linear und zudem noch auf einer Kante liegen, darf als ,,verschwindend

gering\ angenommen werden.

4. Auch bei regelm�a�ig verteilten Daten (z.B. Spurdaten) sind diese Sonder-

f�alle (bei einer hohen Anzahl von Testdurchl�aufen) nie aufgetreten.

Falls die Sonderf�alle dennoch auftreten, so w�are, wie wir gleich sehen werden,

die Menge der Daten in einem Dreieck trotzdem durch eine von d abh�angige

Konstante beschr�ankt.

Beispiel 3.41 (Sonderf�alle)

Liegen auf einer Kante ti � tj eines Dreiecks [ti; tj; tk] 2d Daten, so ist es leicht

einen Punkt t zu �nden, der die Kante so unterteilt, da� zu beiden Seiten von

t je d Daten liegen. (Dies erledigt Algorithmus B, falls die Genauigkeit bei der

Punktsuche, die durch N festgelegt wurde, gen�ugend gro� ist { vgl. Schritt 3 in

Bemerkung 3.36.) Diesen Punkt k�onnten wir in die Triangulierung einf�ugen (mit

den zugeh�origen Verbindungen), und sie w�urde immer noch alle Anforderungen

erf�ullen.

tk

ti

tl

tj

Unter vorheriger Verwendung von Algorithmus B k�onnen wir also davon ausge-

hen, da� auf zwei Kanten je maximal 2d� 1 Daten liegen; im Rest des Dreiecks

k�onnen nach den Voraussetzungen im Satz noch maximal d � 1 Daten liegen,

damit kein Punkt t im Inneren gefunden wird. Im schlechtesten Fall liegen also

5d� 3 Daten in einem Dreieck.

Entfallen die Voraussetzungen an die Lage der Daten in Satz 3.39, und l�a�t man

im Gegenzug den zu berechnenden Punkt t auch auf dem Rand des Dreiecks zu,

so gilt der Satz auch, und es k�onnten entartete Dreiecke auftreten.
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Korollar 3.42 (Satz 3.39 mit entarteten Dreiecken)

Gegeben sei ein Dreieck [t1; t2; t3], das eine Datenmenge D = fd1; :::;dlg mit

l � 3d beinhaltet. Dann existiert ein Punkt t 2 [t1; t2; t3], so da� in den drei

entstandenen (eventuell entarteten) Dreiecken je (mind.) d Daten liegen.

Beweis:

Der Beweis ist analog zu f�uhren wie bei Satz 3.39. An vier Stellen in dem Beweis

wurde ein Punkt t0 bestimmt. Als Hilfsmittel dazu verwendeten wir Teilmengen

von D, die im Inneren eines Teildreiecks [ti; tj; t] bzw. im Inneren der Vereinigung

zweier Teildreiecke [ti; tj; t] [ [tk; ti; t] lagen. Die gemachten Voraussetzungen

ben�otigten wir an diesen Stellen, um zu zeigen, da� im Inneren Daten liegen.

Zum Beweis unseres Korollars nimmt man nun an diesen Stellen noch die Menge

Dti�tj bzw. Dti�tj[Dtk�ti hinzu, und somit ben�otigt man die beiden zus�atzlichen

Voraussetzungen nicht mehr. Schnittpunkte k�onnen dann auch auf ti � tj oder

tk � ti liegen, und man erh�alt entartete Dreiecke.

Kommen wir nun zur Beschreibung von Algorithmus C. Wir gehen zur Verein-

fachung wieder von einer geordneten Triangulierung aus (vgl. Algorithmus B),

d.h. mit steigenden Indizes der Elemente der Triangulierung sinkt die Anzahl

der enthaltenen Daten. Konnten wir einen Punkt hinzunehmen, d.h. ein Dreieck

der Triangulierung wurde durch die entstandenen drei Teildreiecke ersetzt, so

folgt wieder eine Optimierung der Triangulierung. Diesmal ist das Ergebnis des

Einf�ugens (im Gegensatz zu Algorithmus B) immer das gleiche wie bei Cline und

Renka. Somit kann Algorithmus 3.37 ohne Schritt 0 �ubernommen werden.

Algorithmus 3.43 (Algorithmus C)

Gegeben sei eine Triangulierung T (S) = fT1; :::; Tmg der Menge S � IR2, sowie

zugeh�orige Datenmengen D1; :::;Dm � D � IR2. Dabei gelte

jD1j � ::: � jDmj � d sowie [Ti] \ D = Di (i = 1; :::;m):

Gesucht ist eine feinere Triangulierung T (S 0) = fT1; :::; Tm0g der Menge S 0 � S,

so da� immer noch

jDij = j[Ti] \ Dj � d (i = 1; :::;m0)

gilt. Desweiteren soll die Verfeinerung genau so stark sein, da� kein Dreieck der

Triangulierung mehr als 3d � 1 Daten enth�alt, es sei denn, es handelt sich um

einen der beiden Sonderf�alle in Satz 3.39.

Schritt 1: Setze j := 1.

Schritt 2: Gilt jDjj < 3d oder hat die Triangulierung weniger als j Ele-

mente, beende den Algorithmus.
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Schritt 3: Gelten die beiden Anforderungen aus Satz 3.39 an die Lage

der Daten nicht, so setze j := j + 1 und gehe zu Schritt 2.

Ansonsten bestimme einen Punkt t im Inneren von [Tj], so da� in je-

dem der drei entstehenden Teildreiecke mindestens d Daten liegen (vgl.

Algorithmus 3.44). Ersetze in T (S) das j-te Element durch die drei neu

entstandenen. Achte dabei auf die Einhaltung der Ordnung

jD1j � ::: � jDmj � d mit Di = [Ti] \ D (i = 1; :::;m):

Schritt 4: Optimiere die neu erhaltene Triangulierung (durch Algorith-

mus 3.37 ohne Schritt 0), setze j := 1 und gehe dann zu Schritt 2.

(Dabei soll die optimierte Triangulierung wieder geordnet sein, d.h. es

gelte weiter jDij � jDi+1j.)

Die Bestimmung des Punktes t gem�a� Schritt 3 kann einfach aus dem Beweis

zu Satz 3.39 abgeleitet werden.

Algorithmus 3.44 (zu Schritt 3 in Algorithmus 3.43)

Gegeben sei ein Dreieck [Tj] = [tj1 ; tj2 ; tj3 ] einer Triangulierung T (S), das eine

Datenmenge Dj = fd1; :::;dlg mit l � 3d beinhaltet

Dj \ [tj1 ; tj2 ; tj3 ] = Dj:

Bestimme einen Punkt t im Inneren des Dreiecks, so da� in den drei entstande-

nen Dreiecken je (mindestens) d Daten liegen. Setze zur Vereinfachung zun�achst:

[Tj1 ] := [t; tj2 ; tj3 ];

[Tj2 ] := [tj1 ; t; tj3 ] und

[Tj3 ] := [tj1 ; tj2 ; t]:

Schritt 1: Setze t := 1=3 � (tj1 + tj2 + tj3).

Schritt 2: Gilt jDj \ [Tji ]j � d 8i 2 f1; 2; 3g, so breche ab.

Schritt 3: Gilt jDj \ [Tji ]j � d f�ur genau zwei Indices i 2 f1; 2; 3g, so

setze diese zu i1 und i2 (also (i1; i2) 2 f(1; 2); (2; 3); (3; 1)g), und gehe

zu Schritt 5.

Schritt 4: Gilt jDj\ [Tji ]j � d f�ur genau einen Index i 2 f1; 2; 3g, so setze

diesen zu �, und gehe zu Schritt 7.

Schritt 5: Gilt jDj \ ([Tji1 ] n (t{
o tji2 [ ftg))j < d, so setze � := i1, und

gehe zu Schritt 7.

Schritt 6: Gilt jDj \ ([Tji2 ] n (t{
o tji1 [ ftg))j < d, so setze � := i2, und

gehe zu Schritt 7.

Ansonsten setze � := i1 und � := i2, und gehe zu Schritt 8.
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Schritt 7: Berechne zu jedem Datum

di 2 Dj \ ([Tj� ] n @[Tj� ])

zwei Punkte, auf der Verl�angerung der Kante ti� � t im Inneren des

Dreiecks [Tj� ]. Diese ergeben sich als Schnittpunkte mit den beiden

Geraden durch di und tjk(k 2 f1; 2; 3g n f�g).

Von allen so berechneten Punkten w�ahle den als neuen Punkt t, der den

k�urzesten Abstand zum bisherigen Punkt t hat. (Vergleiche z.B. Fall 2

im Beweis zu Satz 3.39.) Gehe zu Schritt 2.

Schritt 8: Berechne zu jedem Datum

di 2 Dj \ (([Tj� ] [ [Tj� ]) n @([Tj� ] [ [Tj� ]))

einen Punkt auf der Kante tjk�t mit eindeutigem k 2 f1; 2; 3gnf�; �g.

Diese ergeben sich im Fall di 2 [Tj� ] n @[Tj� ] als Schnittpunkt mit der

Gerade durch di und tj� , im Fall di 2 [Tj� ]n@[Tj� ] als Schnittpunkt mit

der Gerade durch di und tj� und im Fall di 2 tik {
o t (k wie oben) als

di selbst.

Von allen so berechneten Punkten w�ahle den als neuen Punkt t, der den

k�urzesten Abstand zum bisherigen Punkt t hat. (Vergleiche Fall 3 (c)

im Beweis zu Satz 3.39.) Gehe zu Schritt 2.

Beispiel 3.45 (zu Algorithmus 3.44)

An diesem Beispiel wird deutlich, wie man sich durch die jeweils neu bestimmten

Punkte t dem Ziel n�ahert, mit jedem Dreieck d = 6 Daten zu �uberdecken.

t

t1 t2

t3

t

t1

t2

t3

Der erste Punkt t wurde initialisiert.

[t1; t2; t] und [t1; t; t3] beinhalten je 5

Daten und [t; t2; t3] 10. t wird auf der

Verl�angerung der Kante t1�t verscho-

ben.

Ein Datum liegt auf der Kante t3 � t.

Somit enth�alt [t1; t2; t] 5, [t1; t; t3] 6

und [t; t2; t3] 10 Daten. t wird auf der

Kante t3 � t verschoben.
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t

t1 t2

t3

t

t1

t2

t3

Auf den Kanten t1� t und t3� t liegt

je ein Datum. Somit enth�alt [t1; t2; t]

6, [t1; t; t3] 6 und [t; t2; t3] 10 Daten.

Ordnet man die Daten eindeutig zu,

kann man aber nicht jedem Teildreieck

6 zuordnen. t wird auf der Verl�ange-

rung der Kante t1 � t verschoben.

Auf den Kanten t1�t und t3�t liegt je

ein Datum. Somit enth�alt [t1; t2; t] 6,

[t1; t; t3] 7 und [t; t2; t3] 9 Daten. Eine

eindeutige Zuordnung ist m�oglich.

3.4 Korrektheit

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, da� das in der Einleitung vorgestellte Pro-

blem 1.1 durch die Algorithmen A, B und C gel�ost wird. Dabei seien die in

Abschnitt 3.3.3 hinl�anglich besprochenen Sonderf�alle ausgenommen. Es soll nach

Ablauf von Algorithmus C also eine Triangulierung bestimmt worden sein, die

folgende Anforderungen erf�ullt:

(A1) Das triangulierte Gebiet beinhaltet alle Daten.

(A2) Jedes Dreieck der Triangulierung enth�alt mindestens d 2 IN Daten.

(A3) Jedes Dreieck enth�alt h�ochstens 3d� 1 Daten.

Die vierte Forderung nach Vermeidung langer spitzer Dreiecke ist durch keine

numerische Vorgabe { wie z.B. einem Minimalwert bzgl. der Innenwinkel, der

nicht unterschritten werden darf { weiter spezi�ziert und ist somit nicht beweis-

bar. Durch die ausschlie�liche Verwendung von Triangulierungen, die bzgl. des

erweiterten Max-Min-Winkelkriteriums (vgl. De�nition 3.7) lokal optimal sind,

wird diese Forderung aber gen�ugend ber�ucksichtigt. Die lokale Optimalit�at errei-

chen wir in Algorithmus A durch die ausschlie�liche Verwendung von Delaunay-

Triangulierungen und in den Algorithmen B und C durch die Verwendung eines

Optimierungsalgorithmus.
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Satz 3.46 (Korrektheit von Algorithmus A)

Algorithmus A endet nach endlich vielen Schritten und liefert bei Angabe einer

Datenmenge D = fd1; :::;dlg � IR2, wobei nicht alle Daten aus D kollinear liegen,

und bei Angabe einer unteren Schranke d, mit d � l, eine Menge S � IR2 und eine

Triangulierung T (S), so da� die Triangulierung mit jedem Dreieck mindestens d

Daten (d 2 IN) aus D �uberdeckt.

Beweis: Die Menge SA wird in Schritt 1 als konvexes Polygon bestimmt, in

dem alle Daten D liegen. Diese Menge kann nur in Schritt 12 ver�andert werden.

Dort bleiben die genannten Eigenschaften weiter erhalten. Da alle Punkte aus

SI Konvexkombinationen von Daten aus D sind, liegen auch sie in der konvexen

H�ulle von SA. Die Menge S wird somit aus Au�en- und Innenpunkten gebildet.

Aufgrund dieser Geometrie von S und D liegen in jeder berechneten Trian-

gulierung T (S) alle Daten D, und Anforderung (A1) ist erf�ullt.

Die Variable tria beinhaltet immer die letzte berechnete Triangulierung, die in

jedem Dreieck gen�ugend Daten beinhaltete. Somit ist zu zeigen, da�

� tria irgendwann mit einer Triangulierung (au�er der leeren Menge) belegt

wird

� der Algorithmus endet.

Angenommen es w�urde nie eine Triangulierung gefunden, die in jedem Dreieck

d Daten hat, so w�urden zun�achst die Schritte 1, 2, 3 und 5 durchlaufen. Nach den

Schritten 6, 7 und 8 w�urde in Schritt 10 die Z�ahlvariable durchlauf erh�oht. Es

k�amen noch zweimal die Schritte 6, 7, 8 und 10, bis wir �uber Schritt 6 zu Schritt

11 gelangen w�urden, da dreimal hintereinander in Schritt 7 eine Triangulierung

bestimmt wurde, die die Anforderung an die Minimalanzahl an Daten nicht in

jedem Dreieck erf�ullen konnte. In Schritt 12 w�urde dann die Anzahl an Punkten

in SA um eins reduziert derart, da� weiterhin

[SA] \ D = D

gilt, und wir k�amen erneut zu Schritt 2. Auf dem gleichen Weg (durch die Schritte

des Algorithmus) k�amen wir immer wieder zu Schritt 11, bis die Anzahl an Punk-

ten in SA von 4 auf 3 reduziert w�urde. Die n�achste berechnete Triangulierung

best�unde nur aus einem Dreieck und w�urde alle l Daten beinhalten und aufgrund

von l � d somit angenommen. Damit ergibt sich der gewollte Widerspruch.

Es bleibt lediglich zu zeigen, da� der Algorithmus nach endlich vielen Schritten

endet. Haben wir einmal eine passende Triangulierung gefunden, so werden nur

noch Punkte der Menge SI zugef�ugt und gepr�uft, ob weiterhin T (S) = T (SA[SI)
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in jedem Dreieck gen�ugend Daten hat. Ist dies nicht der Fall, wird die Z�ahlvari-

able durchlauf um eins erh�oht. Gilt

durchlauf = 4;

so wird in Schritt 11 abgebrochen. Ein Abbruch des Algorithmus w�are also nur

zu verhindern, falls immer wieder neue Triangulierungen mit folglich immer mehr

Dreiecken gefunden w�urden. Da die Anzahl der Daten aber beschr�ankt ist, und

jedes Dreieck ein Minimum derer enthalten mu�, ist ein Abbruch des Algorithmus

garantiert.

Satz 3.47 (Korrektheit von Algorithmus B)

Algorithmus B endet nach endlich vielen Schritten und liefert bei Eingabe einer

Triangulierung T (S) = fT1; :::; Tmg, die in jedem Dreieck mindestens d Daten aus

D beinhaltet eine Triangulierung T (S 0) = fT1; :::; Tm0g (m0 � m), die weiterhin

in jedem Dreieck minimal d Daten enth�alt.

Beweis: Eine neue Triangulierung kann nur in Schritt 3 durch Einf�ugen eines

neuen Punktes t entstehen, oder in Schritt 5 durch eine anschlie�ende Opti-

mierung der neuen Triangulierung. Wir werden noch sehen, da� Algorithmus

3.35, der Schritt 3 n�aher beschreibt, korrekt ist, d.h. da� er terminiert und eine

Triangulierung liefert, die weiterhin die Anforderungen (A1) und (A2) erf�ullt.

Die Korrektheit der Optimierung ergibt sich aus der Verwendung des erweiterten

Max-Min-Winkelkriteriums (vgl. De�nition 3.7).

Zun�achst wollen wir noch zeigen, da� Algorithmus B terminiert. Die Variable

j bezeichnet die Position des zu untersuchenden Dreiecks in der geordneten Liste

aller Dreiecke der Triangulierung. Mit steigender Position j f�allt die Anzahl an

Daten jDjj im Dreieck [Tj].

In Schritt 3 steigt entweder die Anzahl der Dreiecke der Triangulierung, falls

ein passender Punkt t gefunden wurde, oder j wird erh�oht. Da die Anzahl der

Daten beschr�ankt ist, k�onnen nicht unendlich viele passende Punkte gefunden

werden, denn ein Punkt t ist nur passend, falls die neue Triangulierung T (S[ftg)

wieder die Anforderung (A2) erf�ullt. Somit endet der Algorithmus, falls er nicht

irgendwann wegen jDjj < 2d beendet wird, aufgrund der Tatsache, da� j �uber

die Anzahl der Dreiecke der Triangulierung steigt.

Es bleibt also noch die Korrektheit von Algorithmus 3.35 zu zeigen. Die Schritte

1 bis 4 werden maximal dreimal durchlaufen und Schritt 5 genau einmal. Danach

kehren wir zur�uck in den eigentlichen Algorithmus B. Wurde kein Punkt t gefun-

den, so wird, wie erforderlich, ftg := ; gesetzt. Wurde ein Punkt t gefunden, so

enthalten die neu entstandenen Dreiecke wieder mindestens d Daten, was Schritt

2 bzw. Schritt 3 in Algorithmus 3.35 garantieren. Somit erf�ullt die neu erhaltene
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Triangulierung Anforderung (A2). Anforderung (A1) ist erf�ullt, da der trian-

gulierte Bereich nicht verkleinert wird.

Satz 3.48 (Korrektheit von Algorithmus C)

Algorithmus C endet nach endlich vielen Schritten und liefert bei Eingabe einer

Triangulierung, die die Anforderungen (A1) und (A2) erf�ullt, eine Triangulie-

rung, die die Anforderungen (A1), (A2) und (A3) erf�ullt. (Ausgenommen sind

hierbei die Sonderf�alle; vgl. Beispiel 3.41.)

Beweis: Die Variable j bezeichnet erneut die Position des zu untersuchenden

Dreiecks in der geordneten Liste aller Dreiecke der Triangulierung. Mit steigender

Position j f�allt die Anzahl an Daten jDjj im Dreieck [Tj].

Durch die Abfrage in Schritt 3 bzgl. der Anforderungen aus Satz 3.39 schlie�en

wir das Vorkommen der Sonderf�alle aus, und wir gelangen zu dem Dreieck der

Triangulierung mit den meisten Daten, das keinen Sonderfall darstellt und min-

destens 3d Daten beinhaltet. Existiert kein solches, wird bereits in Schritt 2

abgebrochen.

Die Korrektheit der Bestimmung des Punktes t unter Schritt 3 folgt aus dem

Beweis zu Satz 3.39.

Da nur endlich viele Daten existieren, k�onnen nur endlich viele neue Punkte be-

stimmt werden, bis in der Triangulierung kein Dreieck mehr vorkommt, das mehr

als d Daten beinhaltet und keinen Sonderfall darstellt. Somit ist ein Abbruch des

Algorithmus und die Erf�ullung von Anforderung (A3) garantiert.

Da� Anforderung (A1) weiterhin gilt, ist gesichert dadurch, da� sich der trian-

gulierte Bereich nicht verkleinert.

Anforderung (A2) ergibt sich aus Satz 3.39 sowie der Verwendung des erweiter-

ten Max-Min-Winkelkriteriums bei der Optimierung.

3.5 Beispiele zur Triangulierung

In diesem letzten Kapitel werden einige Versuche mit dem Triangulierungsver-

fahren illustriert. Sie sollen zum einen die Arbeitsweise verdeutlichen, zum an-

deren erkl�aren, warum eine Splittung in drei Teilalgorithmen sinnvoll { f�ur gute

Ergebnisse gar notwendig ist. Desweiteren sollen schlicht Ergebnisse demonstriert

werden.

Beispiel 3.49 (Ablauf von Algorithmus A)

Das Beispiel zeigt detailliert den Ablauf von Algorithmus A. Man wird sehen, da�

zum einen die konvexe H�ulle des triangulierten Bereichs ver�andert werden mu�te,
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um eine passende Triangulierung zu �nden, zum anderen durch ver�anderte und

neue Punkte im Inneren (durch den Clustering-Algorithmus) die Triangulierung

mal den Anforderungen (an eine Minimalanzahl an Daten pro Dreieck) entsprach

und mal nicht. Sch�on zu erkennen ist auch, wie durch den Clustering-Algorithmus

jeweils ein Punkt durch zwei neue ersetzt wird. Es wurde durch Zufallszahlen ein

Datensatz mit n = 60 Daten bestimmt, und d = 3 Daten pro Dreieck wurden

verlangt.

(die konvexe H�ulle wurde in Schritt 1

bestimmt)

(nach Schritt 2, 3, 5: die Triangulie-

rung wurde z.B. wegen Dreieck [1,2,7]

abgelehnt, tria:=;, dl:=durchlauf:=1)

(nach Schritt 6, 7, 8, 10: die Trian-

gulierung wurde wegen Dreieck [1,8,7]

abgelehnt, tria=;, dl:=2)

(nach Schritt 6, 7, 8, 10: die Trian-

gulierung wurde wegen Dreieck [1,9,7]

abgelehnt, tria=;, dl:=3)
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(nach Schritt 6, 7, 8, 10: die Trian-

gulierung wurde wegen Dreieck [1,8,7]

abgelehnt, tria=;, dl:=4)

(nach Schritt 6, 11, 12: die Anzahl der

Au�enpunkte wurde reduziert)

(nach Schritt 2, 3, 5: die Triangulierung

wurde wegen Dreieck [3,4,5] abgelehnt,

tria:=;, dl:=1)

(nach Schritt 6, 7, 8, 9: die Trian-

gulierung wurde angenommen, dl=1)
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(nach Schritt 6, 7, 8, 10: die Trian-

gulierung wurde wegen Dreieck [3,4,7]

abgelehnt, dl:=2)

(nach Schritt 6, 7, 8, 9: die Trian-

gulierung wurde angenommen, dl:=1)

(nach Schritt 6, 7, 8, 9: die Trian-

gulierung wurde angenommen, dl=1)

(nach Schritt 6, 7, 8, 10: die Tri-

angulierung wurde z.B. wegen Dreieck

[9,11,10] abgelehnt, dl:=2)
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(nach Schritt 6, 7, 8, 10: die Tri-

angulierung wurde z.B. wegen Dreieck

[8,10,9] abgelehnt, dl:=3)

(nach Schritt 6, 7, 8, 10, 6, 11: die Tri-

angulierung wurde z.B. wegen Dreieck

[4,10,3] abgelehnt, dl:=4, Stop des Al-

gorithmus)

Beispiel 3.50 (Ablauf von Algorithmus B)

Das Verfahren der weiteren Punktbestimmung zur Verfeinerung der Triangulie-

rung aus Algorithmus B wird an diesem Beispiel illustriert. Erneut wurden die 150

Daten mit Hilfe von Zufallszahlen erzeugt, und es wurden minimal d = 6 Daten

pro Dreieck gefordert. Algorithmus B hat schon eine Maximalanzahl von 12

Daten in einem Dreieck erreicht. Zun�achst wird das Ergebnis von Algorithmus A

pr�asentiert und im Anschlu� die Triangulierungen mit den jeweils neu eingef�ugten

Punkten vor und nach der Optimierung.

(die Triangulierung nach Algorithmus A)
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(ein neuer Punkt wurde eingef�ugt) (nach der Optimierung)

(ein neuer Punkt wurde eingef�ugt) (nach der Optimierung)

(ein neuer Punkt wurde eingef�ugt) (kein Optimierungserfolg)
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(ein neuer Punkt wurde eingef�ugt) (kein Optimierungserfolg)

(ein neuer Punkt wurde eingef�ugt) (kein Optimierungserfolg)

(ein neuer Punkt wurde eingef�ugt) (nach der Optimierung)
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(ein neuer Punkt wurde eingef�ugt) (nach der Optimierung)

(ein neuer Punkt wurde eingef�ugt) (kein Optimierungserfolg)

Beispiel 3.51 (Notwendigkeit der Optimierung)

Da� die Verwendung von Optimierungsalgorithmen Vorteile bringt in Bezug auf

die Vermeidung langer spitzer Dreiecke, zeigt dieses Beispiel. Mit der Opti-

mierung ergibt sich bzgl. des erweiterten Max-Min-Winkelkriteriums eine deutlich

bessere Triangulierung. Weiter sieht man, da� auch bei regelm�a�igen Daten gute

Ergebnisse erzielt werden.

(mit Optimierungsalgorithmus) (ohne Optimierungsalgorithmus)

Beispiel 3.52 (Notwendigkeit von Algorithmus B)

Da� Algorithmus B f�ur die L�osung der Problemstellung gar nicht notwendig ist, ist

bereits mehrfach erw�ahnt worden. Ein Verwendung von Algorithmus B (ebenso

wie die Einbindung von Optimierungsalgorithmen) liefert in Bezug auf die Ver-

meidung langer spitzer Dreiecke allerdings bessere Ergebnisse, wie dieses Beispiel
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zeigt. Beim rechten Bild sind einige Dreiecke am Rand so spitz, da� man diese

kaum noch erkennen kann. (150 Daten wurden zuf�allig erzeugt; ein Minimum

von d = 3 wurde verlangt.)

(Verwendung von Algorithmus B im

Anschlu� an Algorithmus A, Algorith-

mus C wurde dann nicht mehr ben�otigt)

(Verwendung von Algorithmus C im

Anschlu� an Algorithmus A)

Beispiel 3.53 (Notwendigkeit der inneren Punkte in Algorithmus A)

In Algorithmus A werden neben den Au�enpunkten auch innere durch einen

Clustering-Algorithmus berechnet. Dieses Verfahren wurde entwickelt, da wir

vorher teilweise sehr viele Punkte abschneiden mu�ten (vgl. Schritt 12 in Al-

gorithmus 3.25), bis wir �uberhaupt eine Triangulierung erhielten, die in jedem

Dreieck gen�ugend Daten hatte. Oft gen�ugt ein einziger innerer Punkt, um ohne

Ver�anderung der Au�enpunkte sofort zu einem Ergebnis zu gelangen.

Zus�atzlich stellte sich heraus, da� die Ergebnisse mit dem zus�atzlichen Verfahren

oft besser aus�elen.
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(nach Algorithmus A mit inneren Punk-

ten)

(nach Algorithmus B mit inneren Punk-

ten)

(nach Algorithmus A ohne innere Punk-

te)

(nach Algorithmus B ohne innere Punk-

te)

Beispiel 3.54 (Triangulierungen zu den Beispielen aus Abschnitt 2.3)

Es sollen der Vollst�andigkeit halber die Triangulierungen, die sich zu den Beispie-

len zur Approximation in Abschnitt 2.3 ergeben haben, dargestellt werden.

1. Bei den Beispielen zur Reproduktion wurden bei k = 2 minimal d = 6 Daten

pro Dreieck gefordert; im Fall k = 3 waren es d = 10. Die Au�enpunkte der

Triangulierung wurden nicht berechnet, sondern als Einheitsquadrat fest

vorgegeben.
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(Reproduktion k = 2) (Reproduktion k = 3)

2. Auch f�ur die Beispiele zur Franke-Funktion wurden im Falle k = 2 bzw. k =

3 in jedem Dreieck minimal 6 bzw. 10 Daten verlangt. Die Au�enpunkte

der Triangulierung wurden diesmal durch f (-0.1,-0.1), (1.1,-0.1), (1.1,1.1.),

(-0.1,1.1) g vorgegeben.

(25 Daten, k = 2) (33 Daten, k = 3)

(100 Daten sowohl f�ur k = 2 als auch

f�ur k = 3)

(300 Daten, k = 2)
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