7 Geladener Rohrfluss

In diesem Kapitel werden wir elektrisch geladene Teilchen in einer Rohrengeo-
metrie betrachten. Im Rohrfluss befindet sich die granulare Materie in einem
volldynamischen Regime [89, 88], das heifit die Dynamik ist bei geringer Dichte
hauptséchlich durch bindre St6fle bestimmt. Das System erfdhrt &uflere Energie-
zufuhr, sei es durch die Gravitation oder durch einen Luftstrom beim pneuma-
tischen Transport und gleichzeitig wird durch die Kollisionskiihlung Energie dis-
sipiert. Diese beiden Mechanismen definieren den Fluss der granularen Materie.
Weiterhin werden die Wandeigenschaften des Rohres diesen erheblich beeinflus-
sen: Die elektrischen Wechselwirkungen mit den Wénden unterscheiden sich fiir
Rohrwénde aus Metall von denen, wenn diese aus einem isolierenden Material
hergestellt wurden. Um einen schrittweisen Zugang zum Rohrfluss elektrisch ge-
ladener granularer Materie zu erhalten, sollen zunéchst geladene Teilchen in der
Rohrgeometrie ohne treibende Kraft untersucht werden.

7.1 Isolatorrohre

7.1.1 Elektrische Wechselwirkung

Die geladenen Teilchen befinden sich in einer isolierenden Rohre des Radius W/2
und der Lange L. Auf der Innenflache der Réhre soll sich die Gesamtladung () be-
finden. Diese kann entweder kiinstlich aufgebracht sein oder die natiirliche Gegen-
ladung der granularen Teilchen im Inneren sein, die sich wédhrend des Flussvor-
gangs dort niedergeschlagen hat und nun die Gesamtladung des Systems aus
Rohre und granularen Teilchen neutralisiert. Da die Ladung auf (idealen) Isola-
toren unbeweglich ist, werden sich die aufgebrachten Ladungen nicht gleichmafig
verteilen. Gehen wir aber davon aus, dass bei dem Prozess der Ladungsgenerie-
rung jeder Punkt der Innenfliche gleichberechtigt war, so ist die Beschreibung
durch eine homogene Fliachenladungsdichte @Q/mLW gerechtfertigt. Das heifit,
das von den Wénden erzeugte elektrische Feld wird radialsymmetrisch sein:

E=FE e . (7.1)
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7 Geladener Rohrfluss

Wenn man die Randeffekte der Rohrenden vernachléssigt, also unendlich lange
Rohre annimmt, so zeigt der Gaufische Satz der Elektrostatik [50]

divE =4mp (7.2)

(p ist die Ladungsdichte), dass im Rohrinneren die geladenen Rohrwénde kein
elektrisches Feld verursachen. Demnach spielt die Ladung auf der Rohrinnenfldche
keinerlei Rolle und die geladenen Teilchen im Inneren spiiren nur ihre wechselsei-
tige Coulombabstoflung. Dies gilt, wenn wir Polarisationen des Isolatormaterials
durch die Ladungen im Inneren vernachléssigen.

7.1.2 Dichteprofil

Wie bereits im Kapitel 6 erwdhnt ist die Behandlung dreidimensionaler Probleme
in zwei Dimensionen effizienter. Wir machen also folgendes zweidimensionales Mo-
dell: Die geladenen Teilchen seien in ein zweidimensionales Rohr der Fliache L-W
gebracht. Die Stofie mit den Wénden seien vollstiandig elastisch (e, = 1), weiter-
hin gelte v, = —v,’ und v, = v,/, wenn die gestrichenen Groéflen die Werte nach
dem Wandstofl angeben und x die radiale b.z.w. y die axiale Richtung bezeich-
net. In axialer Richtung nehmen wir periodische Randbedingungen an und hier
wechselwirken die geladenen Teilchen gemé&fl der Minimum Image Beschréankung.
Die homogene Ladung der Wénde spielt keine Rolle, wie im vorherigen Unterab-
schnitt gezeigt wurde. Die Teilchen selbst sollen iiber das Coulombpotential (6.1)
wechselwirken. Da die Teilchen weiterhin gleich geladen sind, stoflen sie sich ge-
genseitig ab und wir erwarten, dass sie sich an den Rohrwénden konzentrieren
und in der Rohrmitte eine verwaiste Zone entsteht. Somit ist das System nicht
mehr homogen, sondern weist ein um z = W/2 symmetrisches Dichteprofil auf.

Abbildung 7.1 zeigt das radiale Profil der lokalen Packungsdichte 11, gegen die
skalierte radiale Koordinate z/W fiir Computersimulationen von zwei Systemen
unterschiedlicher Breite. Die Systeme haben beide die Lénge L = 60d. Die ge-
zeigte Dichteverteilung gilt fiir das stationdre System, e, = 1. Die granularen
Temperaturen waren hier E,/mT = 1.7. Zur Bestimmung der lokalen Packungs-
dichte wurde das Rohr in gleichdicke Schalen um die Rohrmitte herum wie eine
Zwiebel eingeteilt. Fiir eine bessere Statistik wurden die Werte fiir die Schalen, die
die gleiche Entfernung zur Rohrmitte hatten, zusammengezahlt, was erklért, dass
die Profile tatsichlich vollkommen symmetrisch um # = W/2 herum sind. Die ge-
strichelte Gerade gibt die globale Packungsdichte von v = 0.1862 an. Dieses flache
Profil erwarten wir fiir unendlich hohe Temperaturen. Fiir endliche Temperatu-
ren zeigt wie erwartet die Packungsdichte ein deutliches Profil und die geladenen
Teilchen konzentrieren sich an den Rohrwénden. Jedoch ist die Rohrmitte nicht
vollkommen teilchenfrei. Fiir absinkende Temperaturen wird das Profil starker
ausgepragt werden und das System schliefSlich fiir 7" = 0 den Zustand minimaler
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Abbildung 7.1: Profil der lokalen Packungsdichte fiir Systeme der Breite W =
45d und W = 22.5d.

Energie annehmen. Wie dieser Zustand minimaler Energie aussieht wollen wir
schnell abschétzen:

Die Ladungsdichte ist homogen in axialer Richtung:

p(r,y) =qn(z) . (7.3)
Hiermit konnen wir die Coulombenergie der Teilchen im Rohrinneren berechnen:

U= % O/de O/L dy ZVUde'dy' 7 NG _”gl"f( ; —= (7.4)

Da das System in axialer Richtung periodische Randbedingungen aufweist und
die Wechselwirkungen der Teilchen gem&fl der Minimum Image Beschriankung
beschnitten sind, kénnen wir das Integral iiber dy’ transformieren in:

L2

_ !
:—2ln|x i

1
dZ )
/(I' _ LE,)Z + 22 L

~L/)2

(7.5)

wenn wir annehmen, dass L > |z — 2/| also L > W ist.

Somit ergibt sich fiir die elektrostatische Energie:

wow
| — |

U=—¢L /dx /dx'n(:(:)n(x') In 7 : (7.6)
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7 Geladener Rohrfluss

Dichteprofile n(z), wie in Abbildung 7.1, konnen in erster Naherung parabolisch
abgeschétzt werden:

n(x):a+b<%—%>2+... , (7.7)

mit der globalen Dichte ng = N/W L als Normierungsfaktor

no - W = /Wd:vn(x) , (7.8)

was fiir die beiden Konstanten das Verhéltnis festlegt zu
a=mny—b/12 . (7.9)

Mit der Approximation (7.7) lisst sich das Doppelintegral (7.6) 16sen zu
2 2
q (17 L 1/[a 1
Sy NCL Y [t TS P (R . 1
v L(12+HW+3<n0 2)) (7.10)

Man sieht, dass fiir den Zustand a/ng = 1/2 die elektrostatische Energie minimal
wird. Das heifit das parabolische Profil

n(x) = ng (% 46 (% _ %>2> (7.11)

approximiert am besten den Zustand, wie er fiir m7/E; — 0 angenommen wird.
Hier schlagen sich also nicht alle Teilchen an den Rohrwénden nieder, sondern
in der Rohrmitte ist die Dichte sogar noch halb so grof§ wie die globale Dichte
no. Eine flache Verteilung (@ = ng) hat eine hohere Energie, weil die Ladungen
nicht weit genug separiert sind. Stirkere Konzentration aber (a < ny/2) lassen
die elektrostatische Energie an den Rindern in die Hohe schnellen, so dass die
gesamte potentielle Energie im Vergleich zu a = ng/2 steigt. Der quantitative
Wert des Energieminimums Uiy, = U(a = ng/2) ist zu hoch; einerseits, weil
das Dichteprofil nicht parabolisch ist und auch hohere gerade Potenzen in (7.7)
beriicksichtigt werden miissen. Andererseits, weil wir Punktteilchen annahmen
und nicht beriicksichtigt haben, dass die Ladungen sich hichstens auf den Teil-
chendurchmesser ndhern kénnen. Jedoch kann die Interpretation fiir das wirkliche
Modellsystem iibernommen werden und man kann sagen, dass selbst fiir sinkende
Temperaturen die Teilchen sich nicht vollkommen an den Rohrwénden konzen-
trieren werden, sondern die Dichte in der Rohrmitte immer in der Gréflenordnung
der globalen Dichte ny bleiben wird, da bei stirkerer Konzentration der Teilchen
am Rand dort die elektrostatische Energie unverhéiltnisméfig steigen wiirde.
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Abbildung 7.2: Profil der lokalen Dissipationsrate fiir das System der Breite W =
45d von Abbildung 7.1. Die Kreise geben die lokal gemessene
Dissipationsrate an, wéahrend die Quadrate die mit den lokalen
Werten fiir 1,. und Ti,. berechnete Dissipationsrate angeben.

7.1.3 Kollisionskiihlung

Dadurch, dass im Rohr fiir ' < E,/m ein Dichteprofil vorliegt, stellt sich die Kol-
lisionskiihlung verédndert dar: in den Bereichen in der Nihe der Winde herrscht
eine grofle Dichte, weswegen es hier zu mehr Kollisionen kommt und dementspre-
chend zu einer erh6éhten Energiedissipation. Das heif3t die Dissipationsrate wird
radial inhomogen.

Abbildung 7.2 zeigt das Profil der Dissipationsrate fiir das System mit W = 45d
aus Abbildung 7.1. Der Wert y,.(z) wurde im System mit ausgeschalteter Dissi-
pation gewonnen, indem fiir einen gedachten Restitutionskoeffizienten von e} = 0
beim elastischen Stof} die gedachte verlorene kinetische Energie berechnet wurde,
obwohl tatsédchlich keine Energie dissipiert wurde. Dies verschafft den Vorteil,
iiber einen langen Zeitraum konstanter Temperatur mitteln zu konnen. Mit der
Annahme, dass die Kollisionskiihlung im Quasigleichgewicht (siehe Kapitel 4.1)
stattfindet, ist die so berechnete Dissipationsrate identisch mit der tatséchlich
auftretenden bei E,/mT = 1.7. Die lokale Dissipationsrate wurde skaliert mit
der Dissipationsrate eines homogenen Systems gleicher globaler Dichte ny und
ansonsten identischer Parameter. Man erkennt deutlich die erheblich erhéhte Dis-
sipation an den Rohrwénden.

Die Quadrate geben die berechneten Dissipationraten an, die geméfl Glei-
chung (6.10) und (6.11) mit dem Verhlnis d/¢ = 1.06 v*/? gewonnen wurden.
Zur Berechnung wurden jeweils die lokalen Werte fiir die Packungsdichte und die
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7 Geladener Rohrfluss

Temperaturen®’ benutzt. Man sieht, dass die Dissipationsraten des homogenen
Systems hervorragend die Kollisionskiihlung im Rohr beschreiben. Lediglich in
direkter Wandnéhe ist die berechnete Dissipationsrate zu hoch. Dies ist verstind-
lich, wenn man sich klar macht, dass hier bei der linken Wand beispielsweise die
Teilchen x < 0 fehlen, die fiir eine Beschreibung mit einem lokal homogenen Sy-
stem wichtig sind. Das Fehlen dieser Nachbarn driickt die Zahl der Stof3e, genauso
wie es die effektive Energiebarriere gegen den homogenen Wert erhoht, da diese
Nachbarn fiir das Molekularfeld nicht zur Verfiigung stehen.

Es ist ein bemerkenswertes Ergebnis, dass die Gleichungen der Dissipationsrate
fiir das homogene System sich derart iiberzeugend auf die lokale Dissipationsrate
der Kollisionskiihlung im Rohr {ibertragen lassen. Insbesondere die Abhéngigkeit
der effektiven Energiebarriere von der Packungsdichte wird richtig beschrieben,
was hier besonders wichtig ist, da die lokale Packungsdichte von ihrem Minimum
bis zu ihrem Maximum fast dreimal so grofl wird, wie man in Abbildung 7.1
sieht. Eine Theorie, die die Abhéngigkeit der effektiven Energiebarriere von der
Packungsdichte vernachléssigen wiirde, diirfte die lokale Dissipationsrate nur sehr
unbefriedigend wiedergeben. Die Untersuchungen wurden in zwei Dimensionen
gemacht, wir gehen aber davon aus, dass die am dreidimensionalen homogenen
System gewonnenen Gleichungen die lokalen Dissipationsraten im dreidimensio-
nalen Isolatorrohr genauso gut beschreiben.

7.2 Metallrohre

In einer geerdeten Metallréhre werden die Coulombpotentiale der geladenen Teil-
chen gestort, da die Innenfliiche der Rohre eine Aquipotentialfléiche ist. Das heifit
fiir die Bestimmung des Potentials ist die Poissongleichung mit Dirichlet Randbe-
dingungen zu 16sen. Fiir das dreidimensionale Rohr ist dies nur numerisch moéglich
[101]. Macht man jedoch den Ubergang in zwei Dimensionen, so kann die zweidi-
mensionale Poisson Gleichung mit der Methode der konformen Abbildungen [11]
gelost werden: [101]

sin(mzo /W) sin(mz /W)
— cos(mxo /W) cos(mx /W) + cosh(my /W)

®(x,y) = ¢* artanh (7.12)

Die Gleichung gibt das Potential am Punkt (z,y) an, wenn bei (zy,0) die Ladung
q sitzt.

Die Abbildungen 7.3 und 7.4 zeigen die Feld- und Aquipotentiallinien von Ladun-
gen in einer geerdeten zweidimensionalen Metallrohre geméfi Gleichung (7.12).

'Das Profil der Temperatur ist wesentlich flacher: Uber die gesamte Rohrbreite variiert 7' nicht
mehr als 4% mit einem Maximum in der Rohrmitte.
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Abbildung 7.3: Feld- und Aquipotentiallinien in einer geerdeten Metallrihre
geméB Gleichung (7.12) fiir eine Ladung bei (0.5,0).
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Abbildung 7.4: Feld- und Aquipotentia]linien in einer geerdeten MetallrGhre
geméB Gleichung (7.12) fiir eine Ladung bei (0.25,0).
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7 Geladener Rohrfluss

Das Potential weicht stark von dem einer Punktladung ab, gerade fiir die zwei-
te Abbildung sind die Feldlinien stérker anisotrop. Sobald die Ladung sich von
der Rohrachse entfernt, sorgt die Bildladung der ndheren Wand dafiir, dass diese
unweigerlich das geladene Teilchen anzieht und dieses schliefilich an der Wand
haften bleibt. In diesem System wird also das radiale Dichteprofil ausgepriagter
sein als im Isolatorrohr. Weiterhin wird die Beschreibung der Coulombabstoflung
zwischen kollidierenden Teilchen komplizierter werden, da hier das Potential nicht
mehr rotationssymmetrisch ist. Diese Anisotropie des Potentials wird fiir dichte-
re Systeme zunehmend unwichtiger, da hier die Abstidnde zwischen den Teilchen
kleiner sind und das Potential fiir kleine Abstinde weniger anisotrop ist, was
man in den Abbildung 7.3 und 7.4 sieht. Fiir das geerdete Metallrohr wurden
keine Computersimulationen durchgefiihrt, weshalb wir seine Betrachtung hier
abschlieflen.

7.3 Getriebene Systeme

Im Folgenden soll die Betrachtung auf getriebene Systeme, also wirklichen gra-
nularen Rohrfluss ausgedehnt werden. Das Rohr befinde sich in einem Gravi-
tationsfeld mit einer konstanten Erdbeschleunigung g entlang der Rohrachse.
Ohne entgegenwirkende Kraft wiirden die granularen Teilchen im freien Fall un-
gebremst beschleunigt werden und die Schwerpunktsgeschwindigkeit (v,) wiirde
beliebig (im klassischen Sinne) grofi werden. Die WandstoBe jedoch fithren ei-
ne stochastische Bremskraft ein: Wenn Teilchen mit der Wand stoflen, werden
sie nicht vollkommen elastisch reflektiert (wie es zur Vereinfachung im Unterab-
schnitt 7.1.3 bei g = 0 angenommen wurde), sondern der Geschwindigkeitsvektor
wird randomisiert, das heifit in dem grofiten Teil der Wandstofle wird die axiale
Komponente der Teilchengeschwindigkeit v, nach dem Stof kleiner sein als vor-
her Av, = v, —v; > 0, was eine Bremsung der Gesamtgeschwindigkeit bedeutet
und einer rauhen Wand entspricht. Die Wandstéfle konnen zur Vereinfachung als
nichtdissipativ betrachtet werden, das heisst der Betrag der Aufprallgeschwindig-
keit bleibt beim Wandstof§ erhalten |v| = |v/| und tangentiale Geschwindigkeit
wird bei nicht verschwindender Schwerpunktsgeschwindigkeit (v,) > 0 in radiale
Geschwindigkeit umgewandelt. Somit wird die Bremsung des Systems durch die
Erzeugung von granularer Temperatur an den Rohrwénden geleistet. Die Dissi-
pation der durch die Gravitation zugefiihrten Energie geschieht dann im Rohrin-
neren durch die Kollisionskiihlung bei Stoflen unter den granularen Teilchen.

Das Bremsen der Packungsgeschwindigkeit (v,) an den Rohrwénden und die
Kiihlung der thermischen Geschwindigkeit 7' = ((v?) — <v>2) /2 im Inneren wird
das System in einen stationdren Zustand bringen. Zur Beschreibung des stati-
ondren Zustands soll zunéchst eine Energieratengleichung [108] aufgestellt wer-
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den:
0 1 0=, -
— - V= mg a ;21 Y; + ima i:E 1 v; + Ecoul . (713)

Hierbei ist die globale Dissipationsrate v als Summe der lokalen Dissipationsraten
zu verstehen. Der erste Term auf der rechten Seite beschreibt die Anderung der
potentiellen Energie im Schwerefeld, der zweite die der kinetischen Energie. Fron
ist die Anderung der Coulombenergie des Systems. Mit 2 (v?) = T+ 2(v) (V)
im zweidimensionalen System ergibt sich:

—yV/N = mg (v,) +m (T'/z +(v) <v>) Y E.a/N . (7.14)

Im stationdren Zustand hat die Rohrstromung eine konstante Stromungsge-
schwindigkeit vy bei einer konstanten granularen Temperatur 7 angenommen,
das heiflt die Zeitableitungen der entsprechenden Grofien verschwinden und fiir
den stationdren Zustand gilt E’coul = 0. Man erhélt so:

v =n"tm g, : (7.15)

wobei die globale Dissipationsrate des stationdren Zustands s unter anderem
von der granularen Temperatur des stationdren Zustands abhéngt. Wenn ein
stationdrer Zustand existiert, so muss er dieser Gleichung gehorchen. Das Problem
ist nun wie in Kapitel 7.1.3 die Bestimmung der globalen Dissipationsrate ;.

Nimmt man vereinfacht an, dass die Dissipation sowohl axial als auch radial
homogen geleistet wird, so ist 75 gegeben durch Gleichung (6.7) und (6.10). Man
erhélt eine Beziehung fiir die stationdre Flussgeschwindigkeit v und granulare
Temperatur Ty:

Ee
vs o< T3/? - exp (—m—;> (7.16)

oder, wenn ein ungeladenes granulares Gas betrachtet wird:

TTS/2 = const : (7.17)
Diese Beziehung fiir den ungeladenen granularen Rohrfluss wurde fiir schmale
Rohre durch Computersimulationen bestétigt [92, 93] und die Konstante kann
tiber (6.7) und (6.8) exakt bestimmt werden zu:

VRS (1) gitw) (7.18)

Fiir breitere und dichtere Rohre indes sorgt die , Heizung“? des Systems an der
Wand dafiir, dass sich ein radiales Profil der granularen Temperatur mit ei-
nem Minimum in der Rohrmitte ausbildet. Abbildung 7.5 zeigt das Profil der

2Als Heizung wird hier der Prozess der Umwandlung der gerichteten Abwirtsbewegung der
Teilchen in ungeordnete Bewegung durch die Stofe mit der rauhen Wand bezeichnet.
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Abbildung 7.5: Profil der lokalen Packungsdichte (hier als n(x) bezeichnet) und
der lokalen thermischen Geschwindigkeit in radialer Richtung

0. = 1/ (v2) — (v,)? in Einheiten von \/gd fiir ein System der

Breite W = 40d (Lédnge L = 20d) und Packungsdichte v = 0.45.
Die Abbildungen stammen aus [89)].

Packungsdichte und der thermischen Geschwindigkeit in axialer Richtung fiir
einen stationdren Rohrfluss ungeladener granularer Materie in der Computersi-
mulation von Jochen Schéfer [89]. Man erkennt deutlich die Quelle der granularen
Temperatur an den Rohrwinden im rechten Bild. Dieses Temperaturprofil fiihrt
nun zu einem umgekehrten Dichteprofil im Bild links. Es erklart sich dadurch,
dass Bereiche hoher Temperatur einen héheren Druck haben als solche geringerer
Temperatur, weshalb sich eine Migration der Teilchen in die Rohrmitte vollzieht.
Vergleicht man das obige Profil der Packungsdichte mit dem von Abbildung 7.1, so
erkennt man, dass die elektrostatische Abstofung und die Wandheizung kontra-
produktiv zueinander sind. Das heift in einem elektrisch geladenen Rohrfluss wird
die Coulombabstolung der Konzentration der Teilchen im Rohrinneren entgegen-
wirken und man erwartet fiir einen Rohrfluss geladener granularer Teilchen ein
flacheres Profil als fiir den ungeladenen Fall. Die elektrostatische Abstolung fiihrt
zu einer erh6hten Dichte an den Réndern, weshalb hier die Bremsung stérker wird
als im ungeladenen granularen System. Die Packungsgeschwindigkeit (v,) wird
also durch eine Aufladung der Teilchen reduziert und fiir grofle Ladungen kann
der Rohrfluss sogar komplett verstopfen [3]. Weiterhin ist wegen des flacheren
Temperatur- und Dichteprofils zu erwarten, dass im elektrostatischen Rohrfluss
die Beschreibung der globalen Dissipationsrate durch die homogene Dissipations-
rate fiir einen grofleren Parameterbereich gerechtfertigt ist als im ungeladenen
Rohrfluss.
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7.4 \Weiteres

Der oben beschriebene granulare Rohrfluss war in axialer Richtung immer als
vollkommen homogen angenommen worden. Fiir kurze Rohre oder geringe Dich-
ten ist diese Annahme gerechtfertigt [89]. Dichtere und lingere Rohre hingegen
zeigen spontan auftretende Dichtewellen [80, 96] entlang der Achse, welche mit
dem spontanen Entstehen von Autobahnstaus verglichen werden kénnen [109].
In dieser Arbeit werden Dichtewellen nicht untersucht, es scheint aber schliissig,
dass die elektrostatische Abstolung auch hier das System zu einer axial homo-
genen Dichteverteilung treibt und so das Entstehen von Dichtewellen erschweren
wird.

Weiterhin wurde angenommen, dass die Geschwindigkeiten der granularen Teil-
chen gaufiverteilt sind. Fiir freie Systeme (ohne duflere Anregung) ist dies gut
erfiillt, fiir den granularen Rohrfluss hingegen, bei dem Teilchen, die mit der
Wand stoflen, immer stark abgebremst werden, zeigen sich nichtgaufische Vertei-
lungen [92]. Fiir derartige Geschwindigkeitsverteilungen hingt die Dissipations-
rate im ungeladenen System nicht mehr nur von der granularen Temperatur ab,
sondern auch von hoheren Momenten der Verteilung [30, 74, 26]. Jedoch zeigt
sich [74], dass diese Anderung der Dissipationsrate nur sehr gering ist und in
den meisten Féllen vollstdndig durch einen Faktor ~ 1 ausgedriickt werden kann.
Diese Untersuchungen wurden bisher noch nicht fiir das monopolare granulare
System durchgefiihrt. Es ist jedoch anzunehmen, dass nichtgaufische Geschwin-
digkeitsverteilungen auf das geladene System &hnlich geringen Einfluss haben,
wie auf das ungeladene.

87



7 Geladener Rohrfluss

88



