
6 Zweidimensionale Systeme

In der Simulation granularer Systeme w�ahlt man bevorzugt eine zweidimensio-

nale Repr�asentation des dreidimensionalen Problems. Gel�au�ge Beispiele sind

die zweidimensionale rotierende Trommel [9, 14, 23], der zweidimensionale Rohr-

uss [89, 78] oder die Kraftnetzwerke in zweidimensionalen granularen Packungen

[82, 81]. Die Reduzierung der Raumdimension bedeutet vor Allem eine e�zien-

tere Berechenbarkeit: Einige Simulationsmethoden eignen sich besonders f�ur die

zweidimensionale Geometrie [8, 81, 28, 58] und sind nur schwer auf drei Dimensio-

nen zu erweitern. Andere Simulationsmethoden, wie z.B. die Molekulardynamik,

bereiten konzeptionell keine Probleme bei der Anwendung in drei Dimensionen,

jedoch steigt der Rechenzeitbedarf rapide an.

Auch wir werden im Folgenden nur noch zweidimensionale Systeme betrachten.

Da wir letztendlich an dem Verhalten des dreidimensionalen Systems interessiert

sind, ist es notwendig zu kl�aren, inwieweit die zweidimensionale Beschreibung die

dreidimensionale Realit�at abbildet. Die Reduktion auf zwei Dimensionen ist ein

erprobtes Verfahren in der Theorie der ungeladenen granularen Materie. Zwei-

dimensionale Ergebnisse des Rohrusses beispielsweise k�onnen durch geeignete

Skalierungsfaktoren gut auf drei Dimensionen �ubertragen werden [17]. Auch die

Kollisionsk�uhlung ungeladener Materie wurde haupts�achlich in zwei Dimensio-

nen untersucht [64, 68, 21]. Wir gehen davon aus, dass auch im Fall der Kollisi-

onsk�uhlung geladener granularer Materie eine geeignete Umsetzung zweidimen-

sionaler Ergebnisse auf drei Dimensionen existiert und sich das zweidimensionale

System als einfachere Repr�asentation der Wirklichkeit eignet. W�ahrend die Um-

setzung der rein granularen Eigenschaften in dem von uns gew�ahlten Modell mit

dem Ersetzen der Kugeln durch Scheiben
"
intuitiv\ ist, muss die Umsetzung der

Coulombwechselwirkung in zwei Dimensionen genauer betrachtet werden.
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6 Zweidimensionale Systeme

6.1 Kollisionsk�uhlung in zwei Dimensionen

6.1.1 Coulombwechselwirkung

Das Gesetz der Coulombkraft zwischen zwei geladenen Teilchen ist empirisch f�ur

drei Dimensionen aufgestellt worden, und da noch kein Physiker Flatland1 betre-

ten hat, kann man �uber die Wechselwirkung geladener Teilchen in zwei Dimensio-

nen nur spekulieren. F�ur das geladene granulare System sind zwei verschiedene

zweidimensionale Coulombpotentiale [35] m�oglich:

�2d =
q
2

r
(6.1)

und

��2d = �q2 ln
r

L
: (6.2)

M�oglichkeit (6.1) ist die bekannte dreidimensionale Abh�angigkeit. Ein System

mit derartiger Coulombwechselwirkung entspricht einem zweidimensionalen Un-

tersystem des dreidimensionalen Raumes. Etwa einem hohlen Quader, dessen

Dicke sehr klein verglichen mit der H�ohe und Breite ist. Die Teilchen bewegen

sich in ihm quasi-zweidimensional, die elektrische Wechselwirkung zwischen ih-

nen f�allt aber weiterhin mit 1=r ab. Ein weiteres Beispiel f�ur ein solches System

sind zweidimensionale Elektronenmonolagen auf der Ober�ache �ussigen Heliums

[55, 104, 36], die auch �uber das dreidimensionale Coulombpotential wechselwir-

ken. Gleichung (6.2) gibt das Coulombpotential in einem wahren zweidimensiona-

len System wieder: Diese Beziehung ist die L�osung der zweidimensionalen Poisson

Gleichung. L ist als Normierungsl�ange beliebig, wird jedoch im Allgemeinen als

die Systeml�ange gew�ahlt. Ein System unendlich langer, paralleler St�abe zeigt

eine Coulombwechselwirkung gem�a� Gleichung (6.2). Diese Form wird auch im

zweidimensionalen One Component Plasma [19, 16] benutzt.

6.1.2 Kinetische Theorie

Im Folgenden wollen wir noch keine spezielle Form der Coulombwechselwir-

kung w�ahlen, sondern die zweidimensionale Dissipationsrate entsprechend Ab-

schnitt 4.1 f�ur das verd�unnte zweidimensionale System berechnen.

Wiederum m�ussen zwei kollidierende Teilchen zun�achst eine Energiebarriere Eq

�uberwinden, die den maximalen Sto�parameter wie in Gleichung (4.2) reduziert.

Nur wird nicht �uber ein Sto�volumen, sondern �uber eine Sto��ache integriert.

1In seinem 1884 erschienenen Roman
"
Flatland\ beschreibt Edwin A. Abbott [2] die Welt

zweidimensionaler Lebewesen.
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6.1 Kollisionsk�uhlung in zwei Dimensionen

Das hei�t, wenn wir nun analog zu (4.3) die Kollisionsfrequenz berechnen, ergibt

sich

f = 2n

Z
u�u0

d
2
u u bmaxp(u) ; (6.3)

wobei u die zweidimensionale Relativgeschwindigkeit ist. u0 =
p
Eq=m ist wieder

die minimale Relativgeschwindigkeit, f�ur die ein Sto� gerade noch m�oglich ist, und

n = N=L
2 ist die Anzahldichte im zweidimensionalen System. Die Verteilung p(u)

sei eine Gau�verteilung mit: 

u
2
�
= 4T : (6.4)

Hier ist T die zweidimensionale granulare Temperatur gem�a� Gl. (1.2). Man

erh�alt so f�ur die Sto�rate pro Volumeneinheit im verd�unnten zweidimensionalen

System:

_Ng =
p
� n

2
d

p
T � exp

�
�

Eq

mT

�
(6.5)

und �aquivalent ergibt sich die Dissipationsrate zu:

 =
p
� n

2
dm
�
1� e

2
n

�
T
3=2 � exp

�
�

Eq

mT

�
: (6.6)

Ein Vergleich mit Gl. (4.5) und Gl. (4.12) des dreidimensionalen Systems zeigt die

gemeinsame Struktur der dreidimensionalen und zweidimensionalen L�osungen.

Durch den Limes Eq=mT ! 0 erhalten wir die Dissipationsrate pro Fl�achenein-

heit f�ur das ungeladene verd�unnte System in zwei Dimensionen [53, 54]:


2d
0 =

p
� n

2
dm
�
1� e

2
n

�
T
3=2

: (6.7)

Hier muss entsprechend die Dissipationsrate f�ur Systeme endlicher Dichte mit

der radialen Verteilungsfunktion des zweidimensionalen Harte-Kugel Gases am

Kontaktpunkt erweitert werden. Die Dissipationsrate f�ur das dichte System ist

also:

 = 
2d
0 � g2dhs (�) ; (6.8)

wobei laut Henderson [41]

g
2d
hs (�) =

1� 7
16
�

(1� �)2
(6.9)

mit der zweidimensionalen Packungsdichte � = �d
2
n=4 gegeben ist.

6.1.3 Coulombbarriere

F�ur die Dissipationsrate (6.6) hatten wir noch keine Annahme �uber die konkrete

Form der Coulombwechselwirkung gemacht. Mit dem Wissen �uber die Abh�angig-

keit der Coulombbarriere von der Packungsdichte im dreidimensionalen System
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6 Zweidimensionale Systeme
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Abbildung 6.1: Arrheniusauftragung der Dissipationsrate f�ur ein zweidimensiona-

les System geladener Teilchen, die gem�a� Gl. (6.1) wechselwirken.

Das System hat die Packungsdichte � = 0:16. Die Ausgleichsge-

rade gibt die Steigung �0:33 an.

erwarten wir, dass auch hier eine e�ektive Energiebarriere Ee� existiert, die in

guter N�aherung nur von der Packungsdichte abh�angt.

Im Folgenden soll die Reduzierung der Coulombabsto�ung von der Packungsdich-

te f�ur die beiden m�oglichen Coulombpotentiale (6.1) und (6.2) untersucht werden.

Hierf�ur machen wir Computersimulationen in periodischen Systemen der Fl�ache

L
2. Mit den Gleichungen (6.6) { (6.8) erh�alt man wieder die Beziehungsgleichung

f�ur die e�ektive Coulombbarriere:

 = 
2d
0 � g2dhs (�) � exp

�
�
Ee�

mT

�
: (6.10)

Dementsprechend l�asst sich Ee� erneut aus Arrheniusauftragungen bestimmen.

Die Abbildungen 6.1 und 6.2 zeigen diese f�ur ein System der Packungsdichte

� = 0:16 f�ur jeweils beide Potentialtypen. W�ahrend die Arrheniusauftragung f�ur

das Potential gem�a� Gleichung (6.1) in guter N�aherung linear ist, zeigt das loga-

rithmische Potential eine deutliche Kr�ummung nach oben. Das bedeutet, dass hier

die e�ektive Energiebarriere eine Temperaturabh�angigkeit zeigt. Die Ausgleichs-

geraden jedoch haben bei dieser Packungsdichte beinahe gleiche Steigungen.

Um die Abh�angigkeit der e�ektiven Energiebarriere von der Packungsdichte zu

bestimmen, haben wir wiederum Systeme verschiedener Dichte simuliert und je-

weils per Arrheniusauftragung das Verh�altnis Ee�=Eq bestimmt. In zwei Dimen-

sionen erwarten wir eine Abh�angigkeit von �
1=2, da hier der typische Nachbarab-

stand mit n�1=2 skaliert und somit Ee� von d=n
�1=2 oder �1=2 abh�angen wird.

Abbildung 6.3 zeigt einen Vergleich der bekannten dreidimensionalen Ergebnisse
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6.1 Kollisionsk�uhlung in zwei Dimensionen
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Abbildung 6.2: Dieselbe Auftragung wie in Abbildung 6.1. Hier wechselwirken

die Teilchen gem�a� Gl. (6.2). Die Packungsdichte ist � = 0:16.

Die Ausgleichsgerade hat eine Steigung von �0:34.
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Abbildung 6.3: Abh�angigkeit der e�ektiven Energiebarriere gegen�uber der

Packungsdichte in verschiedenen Dimensionen. Die Kreise wie-

derholen die dreidimensionalen Ergebnisse von Abbildung 4.6,

die Rauten geben zweidimensionale Simulationen gem�a� Gl. (6.1)

und die Quadrate gem�a� Gl. (6.2) wieder.
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6 Zweidimensionale Systeme

(gegen �
1=3) mit den zweidimensionalen (gegen �

1=2). Man sieht, dass die Simula-

tionen mit dem 1=r-Potential wie erwartet f�ur kleiner werdende Packungsdichten

e�ektive Energiebarrieren zeigen, die denen des dreidimensionalen Systems immer

�ahnlicher werden. F�ur h�ohere Packungsdichten wird die Abweichung allerdings

gr�o�er.

Die Simulationen mit dem logarithmischen Potenial zeigen jedoch ein vollkommen

unerwartetes Verhalten, da hier der verd�unnte Limes Ee� ! Eq o�enbar nicht

erreicht wird. Zu diesem Zeitpunkt ist der Grund f�ur dieses Verhalten des loga-

rithmischen Systems nicht ganz klar. Bei der Simulation wurde jedoch bemerkt,

dass ein wesentlich kleinerer Zeitschritt ben�otigt wurde, um ein logarithmisches

System mit en = 1 stabil (d.h. bei konstanter Energie) zu halten als bei einem

vergleichbaren System, das �uber Gl. (6.1) wechselwirkt. Dies liegt daran, dass

die Wechselwirkungen gem�a� ln r=L sehr langsam divergieren. Anzumerken ist

au�erdem, dass in dem periodischen System mit logarithmischem Potential die

Kr�afte nur mit 1=r abklingen, d.h. die Kraft auf ein Teilchen ist nur noch bedingt

konvergent. Somit scheint auch nicht ausgeschlossen, dass die endliche System-

gr�o�e dieses Verhalten verursacht (engl. �nite size e�ect) und wesentlich mehr

Teilchen bei gleicher Dichte simuliert werden m�ussen, was zusammen mit der Re-

duzierung der Zeitschrittweite die Systeme mit einem logarithmischen Potential

extrem rechenzeitaufwendig macht.

F�ur eine Computersimulation bietet sich also das Potential gem�a� Gleichung (6.1)

eher an. Die Auswirkungen der Packungsdichte sind f�ur verd�unnte Systeme gleich

der im dreidimensionalen System. F�ur hohe Packungsdichten wird die Abwei-

chung allerdings gr�o�er. Dies liegt daran, dass in zwei Dimensionen nicht mehr

die Nahordnung realisiert werden kann, die die Form von Ee�(�) in drei Dimensio-

nen bestimmt. Mit einer �aquivalenten Diskussion kann auch in zwei Dimensionen

die Reduktion der e�ektiven Energiebarriere �uber das Verh�altnis des Durchmes-

sers d und des typischen Nachbarabstandes ` approximiert werden:

Ee�=Eq =

�
1�

d

l

�2

: (6.11)

Abbildung 6.4 zeigt noch einmal einzeln die Ergebnisse f�ur das zweidimensionale

System mit dem 1=r-Potential. Zus�atzlich ist der Verlauf von Ee�(�) gem�a� Glei-

chung (6.11) f�ur verschiedene Nahordnungen aufgetragen. Die Abh�angigkeit von

d=` von der Packungsdichte ist f�ur eine Nahordnung im Dreiecksgitter und im

quadratischen Gitter in Tabelle 6.1 gegeben. Die simulierten Werte stimmen sehr

gut mit Gleichung (6.11) f�ur die Nahordnung entsprechend eines Dreiecksgitters

�uberein.
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6.1 Kollisionsk�uhlung in zwei Dimensionen
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Abbildung 6.4: Verlauf der e�ektiven Energiebarriere des zweidimensionalen Sy-

stems mit dem Coulombpotential (6.1). Die durchgezogene Kurve

gibt Gl. (6.11) entsprechend der Nahordnung eines Dreiecksgitters

wieder. Die gepunktete f�ur ein Quadratgitter.

Struktur d=` �max

Dreiecksgitter
�
2
p
3=�
�1=2

�
1=2 � 1:05 �1=2 0.91

Quadratgitter (2=
p
�) �1=2 � 1:13 �1=2 0.79

Tabelle 6.1: Verh�altnis von d=` f�ur zweidimensionale Nahordnungen. �max gibt

die maximal m�ogliche Packungsdichte der jeweiligen Gitterstruktu-

ren an.
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6 Zweidimensionale Systeme

6.2 Ladungsverteilungen

In diesem Kapitel wollen wir die Kollisionsk�uhlung f�ur monopolare Ladungsver-

teilungen untersuchen, bei denen nicht alle Teilchen dieselbe elektrische Ladung

tragen. Eine nichtsingul�are Ladungsverteilung entspricht eher den real auftreten-

den Problemen, wobei die exakte Form der Verteilung vom jeweiligen Prozess

der Ladungserzeugung abh�angt. Im Folgenden sollen zwei spezielle Verteilungen

betrachtet werden, deren Verhalten dann Aufschluss �uber beliebige andere geben

wird: die bimonopolare Verteilung, bei der nur zwei Ladungsgr�o�en vorkommen,

die beide dasselbe Vorzeichen tragen, und eine Gau�verteilung der Ladungen.

6.2.1 Bimonopolare Verteilung

Eine bimonopolare Verteilung wird beschrieben durch zwei Teilchensorten, die

sich nur durch die Ladungen unterscheiden:

q1 > q2 > 0 ; (6.12)

wobei die Teilchensorten in der Anzahl N1 und N2 vorkommen sollen. Aufgrund

der unterschiedlichen Paarkonstellationen existieren drei unterschiedliche Ener-

giebarrieren:

E
11
q =

q
2
1

d
> E

12
q =

q1q2

d
> E

22
q =

q
2
2

d
: (6.13)

F�ur den Fall hoher Temperaturen T � E
11
q =m verh�alt sich das System als w�aren

die Teilchen nicht geladen. Findet hier ein Sto� statt, so ist die Wahrscheinlich-

keit, dass es ein 1! 1, 1! 2 oder 2! 2 Sto� ist, gegeben durch:

p
11 =

N
2
1

N2
; p

22 =
N

2
2

N2
; p

12 = 1�
N

2
1 +N

2
2

N2
(6.14)

f�ur gro�e N1 und N2.

Separieren wir jetzt die gesamte Dissipationsrate in die Anteile f�ur die jeweiligen

Paarkonstellationen, so erhalten wir f�ur das System unendlich hoher Temperatur:


11 = 

2d
0 � g2dhs � p

11
; 

12 = 
2d
0 � g2dhs � p

12
; 

22 = 
2d
0 � g2dhs � p

22
; (6.15)

wobei 2d0 die Dissipationsrate gem�a� Gl. (6.7) f�ur N = N1 +N2 Teilchen ist.

Um die Dissipationsrate auf den Bereich geringerer Temperaturen zu erweitern,

m�ussen wir Aussagen �uber die Coulomabsto�ung im bimonopolaren Gas machen.

Auch hier werden die Energiebarrieren (6.13) e�ektiv erniedrigt. Wir nehmen
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Abbildung 6.5: Doppeltlogarithmische Auftragung der einzelnen Dissipationsra-

ten. Die Normierung der Achsen wurde entsprechend Abbildung

4.2 vorgenommen, wobei Eq durch E
12
q ersetzt wurde. Die Sym-

bole geben die gemessenen Dissipationsraten wieder, die Kurven

den Verlauf gem�a� Gleichung (6.17).

an, dass die Reduzierung der e�ektiven Energiebarriere f�ur eine Paarkonstella-

tion anteilsm�a�ig genauso stark ist, wie in einem monopolaren System gleicher

Packungsdichte mit nur einer Ladungsgr�o�e, also:

E
�
e�(�)

E�
q

=
Ee�(�)

Eq

; (6.16)

wobei � = 11; 12; 22 die Paarkonstellation angibt. Mit der Abh�angigkeit f�ur

Ee�(�)=Eq gem�a� Gl. (6.11). So erhalten wir dann die partiellen Dissipations-

raten:


� = 

2d
0 � g2dhs � p

� � exp
�
�
E

�
q

Eq

Ee�(�)

mT

�
; (6.17)

unter der Voraussetzung, dass die granulare Temperatur T f�ur beide Teilchen-

sorten identisch ist. Der tats�achlich Wert von Eq b.z.w. Ee� des Referenzsystems

interessiert nicht, da nur der Quotient eingeht.

Zum Testen dieser Annahmen wurde ein bimonopolares System mit N = 512

simuliert. Hierbei waren die zwei Ladungssorten gleichm�a�ig verteilt, N1 = N2 =

N=2, und die Ladungsgr�o�en waren q1 = 10 � q2. Die Packungsdichte des Systems
war � = 0:09, was laut Abbildung 6.4 einem Wert von Ee�=Eq = 0:46 entspricht.

Der Restitutionskoe�zient war en = 0:97. Die granularen Temperaturen der bei-

den Teilchensorten wurden zu jedem Zeitpunkt (im Rahmen des Rauschens) als

vollkommen gleich gemessen, was die oben gemachte Annahme best�atigt. Abbil-

dung 6.5 zeigt die Ergebnisse. Man erkennt, dass der Bereich hoher Temperaturen
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6 Zweidimensionale Systeme

korrekt beschrieben wird und alle drei Dissipationsraten linear mit T 3=2 verlau-

fen, wobei laut Gl. (6.14) und (6.15) die Rate 
12 doppelt so gro� ist wie die

beiden anderen. F�ur niedrige Temperaturen bricht zuerst 11 weg, da zwischen

diesen Paaren die Energiebarriere am gr�o�ten ist. Es folgt 12, und 
22 schlie�lich

verl�asst f�ur die dargestellten Temperaturen den linearen Bereich nicht.

Der theoretische Verlauf stimmt f�ur gro�e Temperaturen gut mit den gemessenen

Werten �uberein. Es zeigen sich aber Abweichungen sobald die jeweiligen Quotien-

ten E
�
e�=mT gr�o�er werden. Hierbei ist zu beachten, dass die Theorie f�ur 11 zu

gro�e Werte voraussagt, w�ahrend die f�ur 12 und 
22 vorausgesagten zu niedrig

sind. Dies bedeutet, dass E11
e� zu niedrig und die anderen e�ektiven Energiebar-

rieren zu hoch eingesch�atzt wurden. So wird klar, dass die einfache Absch�atzung

(6.16) die e�ektiven Coulombbarrieren nicht vollst�andig beschreibt. Dort setzen

wir indirekt voraus, dass die Reduktion durch eine Nahordnung von Teilchen glei-

cher Ladung wie die der Kollisionspartner (oder deren geometrisches Mittel bei


12) geleistet wird. Tats�achlich werden sich in der Nachbarschaft kollidierender

Teilchen aber immer Teilchen beiderlei Ladungsgr�o�e aufhalten und eine lokale

Gitterstruktur wird durch die unterschiedliche Ladung der beteiligten Teilchen

gest�ort. Die Gr�o�e des Molekularfelds der Nachbarteilchen h�angt von der Ladung

dieser Teilchen ab. Wenn man also f�ur E11
e� alle Nachbarteilchen als mit q1 geladen

annimmt, �ubersch�atzt man das Molekularfeld und damit untersch�atzt man die

e�ektive Energiebarriere, was den Verlauf der Kurve f�ur 11 erkl�art. �Aquivalent

untersch�atzen wir f�ur 22 den Einuss des Molekularfelds, was erkl�art, dass die

theoretische Kurve die gemessenen Werte unterbietet. Um die Dissipationsraten

exakter zu bestimmen, m�usste eine genauere Untersuchung des Molekularfeldes

der einzelnen Kollisionspartner vorgenommen werden, worauf wir aber an dieser

Stelle verzichten m�ochten.

Ein weiteres interessantes Ph�anomen zeigt die Gesamtdissipationsrate:

 = 
11 + 

22 + 
12

; (6.18)

aufgetragen in Abbildung 6.6.

Wie bereits in Abbildung 6.5 zu sehen, klingen 11 und 
12 f�ur tiefere Temperatu-

ren schneller ab als 22, so dass f�ur tiefe Temperaturen die Gesamtdissipationsrate

vollkommen durch 
22 bestimmt wird. In der Auftragung verl�auft  deshalb zwi-

schen zwei Geraden mit den Steigungen T
3=2: Die erste gibt den Grenzfall hoher

Temperaturen an, wo  entsprechend Gl. (6.8) verl�auft. Die untere Gerade ent-

spricht der Dissipationsrate 22, wenn die elektrische Ladung der Teilchensorte

2 keine Rolle spielen w�urde. Man sieht, dass die Gesamtdissipationsrate einen
�Ubergang von der einen Geraden zur anderen vollzieht, wobei sie f�ur tiefer wer-

dende Temperaturen schlie�lich aufgrund der Coulombabsto�ung auch die untere

Gerade verlassen wird. Das Verhalten der Dissipationsrate ist also f�ur Systeme

mit verschiedenen Ladungsgr�o�en �au�erst facettenreich. F�ur endliche Tempera-
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6 Zweidimensionale Systeme
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Abbildung 6.7: Doppeltlogarithmische Auftragung der skalierten Dissipationsrate

gegen die skalierte Temperatur f�ur ein System mit gau�verteilter

Ladung.

der Durchschnittsladung hqi > 0 negativ geladen sind2. In diesem System gibt

es unendlich viele Kombinationen der Ladungen qi und qj von kollidierenden

Teilchen. Geht man naiv vor und nimmt die Kollisionspartner als vollkommen

unkorreliert durch die jeweiligen Ladungen an, so w�urde das durchschnittliche

Ladungsquadrat bei Kollisionen sich ergeben als:

hqiqji = hqii hqji = hqi2 : (6.19)

Hierbei stehen die eckigen Klammern f�ur eine Mittelung �uber alle Kollisionen.

In dieser naiven Betrachtung w�urde das System mit gau�verteilter Ladung also

dieselbe Dissipationsrate zeigen wie ein System mit singul�arer Ladungsverteilung,

in dem alle Teilchen dieselbe Ladung hqi tragen.

Abbildung 6.7 zeigt ein simuliertes System mit einer Varianz von � = hqi =5.
Hierbei wurde zur Skalierung die Energiebarriere Eq = hqi2=d f�ur den Mittelwert

hqi der Verteilung genommen. Die durchgezogene Kurve entspricht Gl. (6.10)

mit Ee� = 0:46 � Eq gem�a� der Packungsdichte des Systems von � = 0:09. Man

sieht, dass die mit der mittleren Ladung hqi gewonnene Dissipationsrate f�ur hohe
Temperaturen das Verhalten noch erwartungsgem�a� gut wiedergibt. F�ur tiefere

Temperaturen indes untersch�atzt sie die Dissipationsrate, da die Ladungen der

sto�enden Teilchen mehr und mehr korreliert werden und die Dissipation dann

haupts�achlich �uber die weniger stark geladenen Teilchen geleistet wird. Dieses

2Dies kann nur f�ur ein endliches System vollst�andig realisiert werden. F�ur jede von Null ver-

schiedene Varianz kommen f�ur gro�e N gegengeladene Teilchen vor. Die Varianz � soll also

so bemessen sein, dass diese Teilchen durch ihre kleine Anzahl f�ur das Systemverhalten keine

Rolle spielen.
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6.2 Ladungsverteilungen

Ph�anomen ist �ahnlich dem f�ur das bimonopolar geladene System, nur dass hier

nicht einzelne Bereiche, in denen jeweils eine Energiebarriere dominiert, separiert

werden k�onnen, sondern die e�ektive Energiebarriere kontinuierlich vermindert

wird und eine Temperaturabh�angigkeit aufweist. Je breiter die Verteilung ist,

desto weniger wird sich das Verhalten der Dissipationsrate mit der mittleren

Ladung hqi beschreiben lassen.

Eine breite Ladungsverteilung sorgt hier f�ur eine e�ektive Erh�ohung der Dissi-

pationsrate gegen�uber der f�ur eine singul�are Verteilung. Anders ausgedr�uckt: Es

kann also durch eine breitere Verteilung der Ladungen bei gleicher Gesamtladung

des granularen Systems der Einuss der elektrischen Ladung auf das granulare

System vermindert werden.

6.2.3 Diskussion

Es zeigte sich, dass die Ergebnisse, die f�ur die singul�are Ladungsverteilung ge-

wonnen wurden, sich auf allgemeinere Ladungsverteilungen �ubertragen lassen.

Anhand der bimonopolaren Verteilung wurde deutlich, dass f�ur tiefe Temperatu-

ren die Dissipationsrate haupts�achlich �uber die weniger stark geladenen Teilchen

getragen wird. Eine quantitative Beschreibung der Dissipationsrate in granularen

Systemen mit Ladungsverteilung bereitet Schwierigkeiten, vor allem weil hier die

Reduktion der e�ektiven Energiebarriere von Teilchen verschiedener Ladungs-

gr�o�e geleistet wird. Dies hat unter anderem Auswirkungen auf die Nahordnung

der Teilchen, die nachweislich die e�ektive Reduktion der Energiebarriere be-

stimmt.

Weiterhin wurde der E�ekt beobachtet, dass durch eine breitere Verteilung der

Gesamtladung auf die einzelnen Teilchen der Einuss der elektrischen Ladung auf

das System reduziert werden kann. Die Betrachtung von realistischen Ladungs-

verteilungen in granularen Systemen war hier nicht m�oglich. Haupts�achlich, weil

verl�assliche Daten fehlen und diese letztendlich stark von schwer kontrollierba-

ren Umweltfaktoren abh�angen. Jedoch k�onnte der erw�ahnte E�ekt interessan-

te Anwendungsm�oglichkeiten f�ur die Praxis er�o�nen, wenn die Auswirkung der

Aufladung granularer Systeme vermindert werden soll.
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