
5 Radiale Verteilungsfunktion

Wir haben die Dissipationsrate immer unter der Annahme des Quasigleichge-

wichts betrachtet. Das hei�t auch, dass zu jedem Zeitpunkt des Abk�uhlens die

Sto�rate identisch ist zu der des zugrundeliegenden station�aren Systems ohne

Dissipation. Im Fall des ungeladenen granularen Systems w�are das korrespon-

dierende nichtdissipative System das Harte-Kugel Gas (HS); sind die granularen

Teilchen geladen, so besteht dieser Zusammenhang mit dem Geladenen Harte-

Kugel Gas (CHS). Wie wir gesehen haben, ergibt sich aus der Enskog Theorie der

dichten Gase die Dissipationsrate f�ur dichte ungeladene Systeme, indem der Wert

f�ur verd�unnte Systeme mit der radialen Verteilungsfunktion des Harte-Kugel Ga-

ses am Kontaktpunkt multipliziert wird, 
 = 
0 � ghs, Gl. (4.16). Weiterhin ist

der Boltzmannfaktor, exp(�Eq=mT ), in der analytischen L�osung f�ur verd�unnte

geladene System der Grenzwert der Paarkorrelationfunktion gchs des CHS Mo-

dells am Kontaktpunkt f�ur verd�unnte Systeme [37]. So ist es einsichtig, dass sich

die Dissipationsrate im dichten geladenen granularen System auch alternativ for-

mulieren l�asst, durch die Dissipationsrate im vollkommen unkorrelierten System

multipliziert mit dem Wert der Paarkorrelationfunktion des CHS Modells am

Kontaktpunkt:


 = 
0 � gchs ; (5.1)

dabei beinhaltet gchs nun sowohl die Korrelationen durch den Volumenausschluss-

e�ekt des Harte-Kugel Systems, als auch die Korrelationen, die die Coulombwech-

selwirkungen induzieren. Die Gleichung wird nur dann gelten, wenn Temperatur

und Packungsdichte die Beschreibung der Dynamik durch die kinetische Theorie

zulassen, wie im Abschnitt 4.4 diskutiert. Aus dem Obigen folgt, dass die radiale

Verteilungsfunktion gchs die beiden Limites erf�ullen muss:

lim
�!0

gchs = exp

�
�

Eq

mT

�
und lim

Eq=mT!0
gchs = ghs : (5.2)

Durch die Einf�uhrung der e�ektiven Coulombbarriere in Kapitel 4.2.2 haben wir

demnach mit Gl. (4.18) und (5.1) eine einfache Approximation f�ur die radiale

Verteilungsfunktion am Kontaktpunkt gegeben:

gchs � ghs � exp
�
�
Ee�(�)

mT

�
: (5.3)
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Abbildung 5.1: Radiale Verteilungsfunktion f�ur ein System der Packungsdichte

� = 1:5625 � 10�2 oder d=a = 0:5. Die Abst�ande wurden mit

dem Ionensph�arenradius skaliert, x = r=a. Die durchgezogene

Kurve stellt ein Harte-Kugel Gas dar. F�ur die gepunktete gilt

Eq=mT = 3:9 und f�ur die gestrichelte Eq=mT = 7:8.

Die radiale Verteilungsfunktion des geladenen Harte-Kugel Gases wurde in der

Literatur ausgiebig untersucht. 1972 haben Palmer und Weeks [77] mit Hilfe der

Mean Spherical Approximation das CHS Modell betrachtet. Sie fanden unter

anderem einen analytischen Ausdruck f�ur gchs am Kontaktpunkt. Es zeigte sich

aber durch Vergleich mit Simulationsdaten [38], dass ihre Approximation zwar

die thermodynamischen Gr�o�en gut vorhersagt, die radiale Verteilungsfunktion

jedoch stark von den Simulationswerten abweicht. Neuere Arbeiten [84, 57] ge-

ben bessere Approximationen f�ur gchs an, wobei jedoch allen gemeinsam ist, dass

sie die Paarkorrelationen nicht als analytischen Ausdruck liefern, sondern diese

mit Integralgleichungen approximieren, die numerisch gel�ost werden m�ussen. Im

Gegensatz zu diesen Theorien gingen wir zur Bestimmung von gchs empirisch vor,

indem wir die Simulationen zu Grunde legten und �uber Ee� die radiale Vertei-

lungsfunktion diesen anpassten. Wir erhielten so einen geschlossenen Ausdruck

f�ur gchs, was die Formulierung der Dissipationsrate wesentlich kompakter macht.

Weiterhin bietet das empirische Vorgehen den Vorteil, dass unsere Approximation

dem tats�achlichen Wert exakter entspricht.

5.1 Abh�angigkeit vom radialen Abstand

Im Folgenden soll der Verlauf der radialen Verteilungsfunktion bei Abst�anden

gr�o�er als der Kugelradius betrachtet werden. Die Abbildungen 5.1, 5.2 und 5.3
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Abbildung 5.2: Radiale Verteilungsfunktion f�ur ein System der Packungsdichte

� = 1:6637 � 10�1 oder d=a = 1:1. Die durchgezogene Kurve ist

ein Harte-Kugel Gas. F�ur die gepunktete gilt Eq=mT = 4:3 und

f�ur die gestrichelte Eq=mT = 7:8. Die Skalierung der Abst�ande

ist entsprechend Abb. 5.1.
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Abbildung 5.3: Radiale Verteilungsfunktion f�ur ein System der Packungsdichte

� = 0:45 oder d=a = 1:53. Hier k�onnen die Kurven f�ur Eq=mT =

3:9 und Eq=mT = 6:2 kaum noch von dem Harte-Kugel Ergebnis

unterschieden werden. Die Skalierung der Abst�ande ist entspre-

chend Abb. 5.1.
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stellen diese f�ur simulierte Systeme dar. In den Simulationen haben wir die Dissi-

pation ausgeschaltet, en = 1, und lie�en die Systeme zun�achst ins thermodynami-

sche Gleichgewicht relaxieren bevor wir die Messungen der radialen Verteilungs-

funktionen starteten. Wir untersuchten Packungsdichten von � = 1:5625 � 10�2,
� = 1:6637 � 10�1 und � = 0:45 mit jeweils drei unterschiedlichen Quotienten

Eq=mT . Dabei wurde immer ein Quotient als Eq=mT = 0 gew�ahlt, also ein rei-

nes Harte-Kugel System simuliert. Die radialen Abst�ande wurden mit dem Ionen-

sph�arenradius skaliert, x = r=a, wobei der Teilchendurchmesser der kleinstm�ogli-

che Abstand ist und weshalb die drei Graphen bei unterschiedlichen Werten star-

ten.

Der Ein
uss des Harte-Kugel Anteils im CHS wird f�ur steigende Packungsdichte

erwartungsgem�a� immer prominenter. Tats�achlich ist es f�ur das System der Ab-

bildung 5.3 kaum noch m�oglich das CHS vom HS f�ur die gew�ahlten Temperaturen

zu unterscheiden. Die weniger dichten Systeme (Abb. 5.1 und 5.2) zeigen ab x > 3

keine nennenswerten Korrelationen mehr, w�ahrend das dritte System langreich-

weitige Ordnung besitzt (das HS durchl�auft bei � � 0:5 [5] einen Phasen�ubergang

erster Ordnung).

An den radialen Verteilungsfunktionen sieht man noch einmal deutlich die

Grenzf�alle dieses granularen Modells: F�ur geringe Packungsdichten (Abbil-

dung 5.1) dominiert die Coulombwechselwirkung das System und der Volumen-

ausschlusse�ekt des Harte-Kugel Gases hat wenig Ein
uss auf den Verlauf der

radialen Verteilungsfunktion. Diese �ahneln dann auch stark denen des OCP in

Abbildung 3.2 auf Seite 30. F�ur dichtere Systeme, wie in Abbildung 5.3 zu er-

kennen, wird der Harte-Kugel Ein
uss bestimmend und die Ladung hat zumin-

dest f�ur den dargestellten Temperaturbereich keine Auswirkung. An diesen drei

Schaubildern wird klar, wie stark die Packungsdichte den e�ektiven Ein
uss der

Teilchenladungen reduziert.

5.2 Bestimmung des e�ektiven Potentials

Mit den gewonnenen radialen Verteilungsfunktionen sollen nun die in Ab-

schnitt 4.2.2 gemachten Annahmen �uber das e�ektive Potential untersucht wer-

den.

Gleichung (5.3) approximiert die radiale Verteilungsfunktion am Kontakt durch

die e�ektive Coulombbarriere. Analog l�asst sich nun umgekehrt mit der Vertei-

lungsfunktion das e�ektiv wirkende Paarpotential auch zu gr�o�eren Abst�anden

bestimmen. Die radiale Verteilungsfunktion wird approximiert [106, 85, 52, 22]

durch das e�ektive Potential:

gchs(r) � ghs(r) � exp
�
�
�e�(r)

mT

�
: (5.4)
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Abbildung 5.4: Das e�ektive Paarpotential f�ur die Systeme mit � = 1:5625 � 10�2

(durchgezogene Kurve) und � = 1:6637 �10�1 (gestrichelte Kurve)
bei Eq=mT = 7:8. Der Auschnitt ist eine Vergr�o�erung derselben

Daten.

Die Form von ghs(r) h�angt nur von der Packungsdichte ab. Das e�ektive Paar-

potential �e�(r) ist in erster N�aherung unabh�angig vom Harte-Kugel Ein
uss, so

dass hier `, der typische Nachbarabstand, die einzige charakteristische L�ange ist

(dieser Annahme folgen auch die Gleichungen (4.20) und (4.21)). Gem�a� Gl. (5.4)

kann nun aus den gemessenen Kurven f�ur ghs(r) und gchs(r) das e�ektive Paar-

potential gebildet werden:

�e�(r) = mT � ln
�
ghs(r)

gchs(r)

�
: (5.5)

Abbildung 5.4 zeigt das e�ektive Paarpotential f�ur die Systeme der Abbildun-

gen 5.1 und 5.2 zu der skalierten Temperatur Eq=mT = 7:8. Um die Systeme

unterschiedlicher Packungsdichte vergleichen zu k�onnen, wurde �e� mit q
2
=a ska-

liert. Man erkennt deutlich, dass das e�ektive Potential gegen�uber dem reinen

Coulombpotential verringert ist, letzteres h�atte in der Auftragung bei x = 1 eine

St�arke von q
2
=a w�ahrend sich das e�ektive Potential zu nur � 0:15 q2=a ergibt.

Die Kurven f�ur die Systeme unterschiedlicher Packungsdichte stimmen in erster

N�aherung �uberein. Die Nullstelle der ersten Ableitung des e�ektiven Potentials

liegt bei ungef�ahr x = 1:7, womit sich laut Gl. (4.20) der Nachbarabstand zu

` = 1:7 a oder d=` = 1:18 �1=3 ergibt. Dies stimmmt erstaunlich gut mit dem

Fit an gro�e Dichten in Abbildung 4.6 �uberein, f�ur den wir ein Verh�altnis von

d=` = 1:17 �1=3 erhalten hatten.

Der eingesetzte Ausschnitt vergr�o�ert den interessanten Bereich: Das Minimum

ist f�ur das System h�oherer Packungsdichte wesentlich ausgepr�agter. Der Grund
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5 Radiale Verteilungsfunktion

f�ur die Abweichung der Kurven ist, dass bei dem System h�oherer Packungsdichte

eine gr�o�ere Kopplung � vorliegt. Beide Systeme wurden zwar im selben Verh�alt-

nis Eq=mT = 7:8 pr�apariert, jedoch haben sie gem�a�

� =
d

a

Eq

mT
= 2 �1=3

Eq

mT
(5.6)

eine Kopplung von � = 3:9 b.z.w. � = 8:58. Das e�ektive Potential weist damit

eine schwache Abh�angigkeit von der Kopplung auf, eine Tatsache die auch f�ur

das OCP Modell best�atigt wird [10, 85]. F�ur die Kollisionsk�uhlung eines gelade-

nen granularen Systems hei�t das, dass bei sinkender Temperatur das e�ektive

Potential st�arkere Strukturen zeigt; Wir hatten bisher immer ein von der Tempe-

ratur unabh�angiges e�ektives Potential angenommen. Die Temperaturabh�angig-

keit kann aber in dem von uns betrachteten Temperaturbereich, Eq=mT < 8,

als eher gering betrachtet werden. Denn der Ein
uss auf die aus dem e�ektiven

Potential gebildeteten Energiebarriere Ee� sollte in den Arrheniusauftragungen

(Abbildung 4.4 auf Seite 40) eine Nichtlinearit�at induzieren. Hier sehen wir jedoch

im Rahmen der Streuung keine Abweichung von den Ausgleichsgeraden, weshalb

wir die Temperaturabh�angigkeit von Ee� vernachl�assigen k�onnen.

Das e�ektive Potential selbst ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.

Durch die Gleichung (5.5) ergibt diese sich hier so, dass �e� f�ur gro�e Abst�ande

verschwindet, obwohl die aufaddierten Coulombwechselwirkungen immer einen

positiven Wert ergeben. Diese spezielle Wahl der additiven Konstante erkl�art

auch, dass im Bereich des Minimums das e�ektive Potential leicht negativ wird.

Das bedeutet, dass dieser Abstand ein bevorzugter Nachbarabstand des Systems

ist, was bei der Herleitung der Approximation f�ur das e�ektive Potential in 4.2.2

benutzt wurde.

Als zweiter Punkt ist nun zu fragen, inwieweit die N�aherung der linearen

Abh�angigkeit des Molekularfelds, �al(r), von dem Teilchenabstand gerechtfer-

tigt ist. In Abbildung 5.5 haben wir ��al(r) = q
2
=r��e�(r) gegen den skalierten

Abstand aufgetragen. Man erkennt deutlich, dass das Molekularfeld-Potential f�ur

die Systeme unterschiedlicher Packungsdichte in guter N�aherung gleich ist. Das

hei�t die Annahme, dass der Teilchendurchmesser d das Molekularfeld-Potential

in erster N�aherung nicht beein
usst, ist best�atigt. Die dennoch leichte Abwei-

chung der Kurven liegt an der unterschiedlichen Kopplung � der Systeme, wie

bereits oben erw�ahnt. Der Verlauf von �al(x) ist im Bereich 1 < x < 1:5 linear.

F�ur Abst�ande x > 1:5 n�ahert sich das Molekularfeld-Potential immer mehr dem

reinen Coulombpotential 1=x. Hier w�urde das e�ektive Paarpotential verschwin-

den, was �uber die Gleichsetzung mit der Korrelationsfunktion, Gleichung (5.4),

nur bedeutet, dass hier die Teilchen nicht mehr als Paar ausgezeichnet sind, son-

dern die gegenseitige Korrelation nicht st�arker als zu jedem weiteren Teilchen im

System ist.

Im Kapitel 4.2.2 haben wir die lineare N�aherung des Molekularfeld-Potentials nur
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Abbildung 5.5: Molekularfeld Anteil am e�ektiven Potential. Die Kreise stehen

f�ur das System � = 1:5625 �10�2, die Kreuze f�ur � = 1:6637 �10�1.
F�ur beide Systeme gilt Eq=mT = 7:8. Die gestrichelte Gerade

dient zur Orientierung.

f�ur kleine Paarabst�ande als erf�ullt angenommen. Nun zeigt sich, dass sie sogar bis

r=a = 1:5 gilt, was den Bereich der erfassten Packungsdichte auf d=a = 2 �1=3 <

1:5 festlegt, das hei�t Systeme bis zu einer Packungsdichte von � � 0:42 k�onnen

durch eine lineare Approximation beschrieben werden. Die f�ur die Bestimmung

der e�ektiven Energiebarriere simulierten Systeme in Abbildung 4.6 liegen somit

alle weit unterhalb dieser Bedingung, und Systeme in dem Bereich oberhalb der

kritischen Packungsdichte wurden nicht betrachtet. Tats�achlich ist es fraglich, ob

eine kinetische Beschreibung f�ur derart dichte Systeme �uberhaupt noch zul�assig

ist, wie man an der Korrelationsfunktion f�ur das System der Packungsdichte

� = 0:45 in Abbildung 5.3 sieht.

F�ur kleine Paarabst�ande, x � 1, beobachten wir, dass das Molekularfeldpoten-

tial ebenfalls nichtlinear wird. Diese Nichtlinearit�at ist wichtiger als die obige,

da sie zu kleinen Abst�anden hin zunimmt, was bedeutet, dass sie sich f�ur kleine

Packungsdichten � in der e�ektiven Coulombbarriere auswirken wird: Man sieht,

dass eine lineare Approximation das reduzierende Molekularfeld, �al, �ubersch�atzt,

was bedeutet, dass man f�ur kleine Packungsdichten die e�ektive Energiebarrie-

re, Ee� , untersch�atzt. Das bewirkt, dass der Fit in Abbildung 4.6 auf Seite 44,

den wir f�ur die Datenpunkte hoher Packungsdichte gemacht hatten, bei geringen

Packungsdichten �uber den Messwerten liegt.

Nichtlinearit�at des reduzierenden Molekularfeldpotentials wird auch in dem OCP

Modell beobachtet: F�ur die geringen Paarabst�ande, die die Reaktionen der Nu-

kleonen in dichten Sternen bestimmen, sind nichtlineare Korrekturen [85, 46]

extrem wichtig, da auch in die nuklearen Reaktionsraten das e�ektive Potential
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5 Radiale Verteilungsfunktion

�uber einen Exponentialterm eingeht und so im betrachteten Parameterbereich ein

Fehler von nur 2% im e�ektiven Potential eine Abweichung in der Reaktionsrate

von einer Gr�o�enordnung bedeuten w�urde [85]. In unseren Systemen schr�anken

die vergleichsweise geringen Kopplungen � die Wirkung dieser Nichtlinearit�at ein,

weshalb sich auch in Abbildung 4.6 keine dramatischen Abweichungen ergeben.

Diskussion

Aus der Betrachtung des e�ektiven Potentials aus den gemessenen radialen Ver-

teilungsfunktionen l�asst sich sagen, dass die in Abschnitt 4.2.2 gemachten Annah-

men gerechtfertigt sind. Es best�atigt sich sowohl die Linearit�at des Molekularfeld-

potential �al(r), als auch, dass dieses in erster N�aherung von der Packungsdichte

unabh�angig ist. Die hier dargestellte n�ahere Betrachtung macht aber zugleich

auch die Grenzen der gemachten Annahmen deutlich:

� Temperaturunabh�angigkeit:

Die leichte Temperaturabh�angigkeit des e�ektiven Potentials zeigt sich in

Abbildung 5.4 an dem f�ur h�ohere Kopplungen � (und damit geringere Tem-

peraturen) ausgepr�agterem Minimum beim typischen Nachbarabstand. Das

verletzt die gemachte Annahme, dass sich im Boltzmannfaktor der Dissi-

pationsrate die Temperaturabh�angigkeit vollkommen durch den Quotien-

ten einer festen e�ektiven Energiebarriere und der granularen Temperatur

ausdr�ucken l�asst. Um diese Temperaturabh�angigkeit des e�ektiven Poten-

tials zu ber�ucksichtigen, m�usste dort die e�ektive Energiebarriere selbst als

temperaturabh�angig betrachtet werden. Zuk�unftige Untersuchungen sind

notwendig, um dieses Ph�anomen besser zu verstehen.

Allerdings ist die Auswirkung der Temperaturabh�angigkeit auf die Dissipa-

tionsrate f�ur die von uns untersuchten Systeme als vernachl�assigbar anzu-

sehen. Dies erkennt man an den Arrheniusauftragungen in Abbildung 4.4:

Die Messwerte liegen innerhalb der statistischen Streung auf den Aus-

gleichgeraden, was bedeutet, dass die Temperaturabh�angigkeit hier geringer

sein muss als das Rauschen. F�ur den untersuchten Temperaturbereich von

mT > Eq=10 erwarten wir also, dass die Dissipationsrate gut durch eine

feste e�ektive Energiebarriere beschrieben werden kann.

� Linearit�at des Molekularfelds:

Die Linearit�at des Molekularfelds ist f�ur moderate Paarabst�ande durch Ab-

bildung 5.5 bewiesen. F�ur kleinere Abst�ande hingegen tritt die aus dem

OCP Modell bekannte Nichtlinearit�at auf. Dies hat st�arkere Auswirkungen

60



5.2 Bestimmung des e�ektiven Potentials

auf die Dissipationsrate bei kleinen Packungsdichten als die obige Tempe-

raturabh�angigkeit und f�uhrt zu der Abweichung der Werte der e�ektiven

Energiebarriere in Abbildung 4.6 f�ur kleine Packungsdichten. Hier k�onnte

ein Zur�uckgreifen auf die Literatur des OCP Modells zuk�unftig helfen, diese

Abweichungen quantitativ zu fassen.
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