
2 Modell

F�ur die Untersuchungen der Kollisionsk�uhlung ungeladener granularer Materie

wird meistens ein dissipatives Harte-Kugel Gas verwendet. Wir werden dieses

einfache Modell erweitern, indem wir geladene harte Kugeln betrachten, deren

St�o�e dissipativ sind. Das so vorgestellte Modell folgt damit den in der Einleitung

skizzierten Ideen.

2.1 De�nition

Das Modellsystem bestehe aus N gleichartigen Kugeln, welche jeweils eine Masse

m und dieselbe Ladung q besitzen. Die Teilchen sollen den Durchmesser d haben

und be�nden sich in einem Volumen der Dimension V = L
3 (Abb. 2.1).

Wir modellieren den Ein
uss der Elektrizit�at durch eine Punktladung q, welche

im Mittelpunkt der Kugeln �xiert ist. Die Teilchen wechselwirken dann �uber das

Coulombpotential:

�ij = q
2
=rij ; (2.1)

rij ist der Abstand der Mittelpunkte1. Wir fordern, dass die Teilchen nicht pola-

risiert werden k�onnen und dass kein Ladungs�ubertrag beim Kontakt statt�ndet,

d.h. die elektrischen Eigenschaften bestehen allein aus der Wechselwirkung der

Punktladungen im Inneren der Teilchen2. Teilchengeschwindigkeiten in granula-

ren Gasen sind gering gegen die Lichtgeschwindigkeit, weswegen wir relativistische

E�ekte (wie Retardation und magnetische Felder) vernachl�assigen k�onnen.

Da wir nur absto�ende Wechselwirkungen betrachten, w�urde unser System un-

aufhaltsam expandieren. So verhalten sich alle Systeme ohne starke anziehende

Wechselwirkungen, wie z.B. auch das Harte-Kugel Gas oder das ideale Gas (bei

1Die obige Darstellung des Coulombpotentials ist im cgs System und ist richtigerweise wegen

des quadratischen Erscheinens der Ladung eine Energie. Diese Notation geschieht nur, um

die Schreibweise zu erleichtern.
2Die durch Ladungen bewirkte Wechselwirkung l�asst sich f�ur Metalle nur n�aherungsweise

durch Punktladungen beschreiben. Tats�achlich bilden sich durch die Anwesenheit von �au�e-

ren Ladungen bei Metallteilchen Bildladungen, die eine Abweichung vom Punktladungspo-

tential (2.1) bewirken [86].
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Abbildung 2.1: N granulare Teilchen be�nden sich in einer periodischen Box des

Volumens V = L
3. Die Teilchen haben alle dieselben physikali-

schen Eigenschaften, gegeben durch die Masse m, den Durchmes-

ser d und die Ladung q.

endlicher Temperatur). Um das System auf ein bestimmtes Volumen V zu be-

schr�anken, werden also Systemr�ander ben�otigt. Reale R�ander (wie z.B. starre

W�ande) �uben in ihrer N�ahe starke Rande�ekte aus und das System zeigt dort

nicht dieselben Eigenschaften wie weiter im Inneren. Damit diese Rande�ekte

unterdr�uckt werden, benutzen wir periodische Randbedingungen: Die abgebilde-

te Basiszelle wird mit allen in ihr enthaltenen Teilchen unendlich oft als exakte

Kopie fortgesetzt in allen drei Raumrichtungen. Sollte ein Teilchen die Basis-

zelle in einer Richtung verlassen, so wird statt dessen nun das periodische Bild

betrachtet, das durch dieselbe Bewegung die Basiszelle in der entgegengesetzen

Ecke betreten hat.

Periodische Randbedingungen sind die einzigen, welche die Betrachtung eines ho-

mogenen monopolar geladenen Systems erm�oglichen. Sp�ater (Kapitel 7) werden

wir auch andere Randbedingungen betrachten, die eine inhomogene Dichtever-

teilung bewirken. Die am periodischen System gefundenen Beziehungen f�ur die

Kollisionsk�uhlung lassen sich dann lokal auf das inhomogene System �ubertragen.

Die Teilchenst�o�e seien dissipativ, d.h. ein Teil der kinetischen Energie der Re-

lativbewegung wird beim Sto� unwiderbringlich f�ur das System verloren. Die

Gr�o�e des Energieverlustes wird bestimmt durch den Restitutionskoe�zienten

en, Gl. (1.1). Der Restitutionskoe�zient sei ein konstanter Materialparameter,

unabh�angig von der Aufprallgeschwindigkeit, mit en 2 [0; 1]. Die St�o�e sollen

instantan statt�nden.

Wir betrachten ein reines Harte-Kugel System mit elektrischer Ladung. Das hei�t,

der Rotationsfreiheitsgrad wird unterdr�uckt. Dementsprechend macht unser Mo-

dell keine Aussage �uber Tangentialkr�afte beim Sto� und ein tangentialer Resti-

tutionskoe�zient ist nicht de�niert. Die Einbeziehung tangentialer Kr�afte w�are

weniger ein Problem f�ur die Computersimulation (Sch�afer, Dippel und Wolf [90]

geben eine �Ubersicht zu diesem Thema), sondern dies w�urde vielmehr die ana-
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lytische Betrachtung erschweren und den Blick auf die neue Physik unn�otig ver-

stellen.

Das Modell beschreibt ein monopolar geladenes granulares Gas. Die Ladungsver-

teilung ist singul�ar (alle Teilchen tragen denselben Ladungsbetrag), was der in

der Einleitung erw�ahnten experimentellen Beobachtung [72] entspricht, dass die

Ober
�achenladungsdichte eines geladenen granularen System ann�ahernd konstant

ist und wir Teilchen gleichgro�er Ober
�ache annehmen. In Kapitel 6.2 wird dann

die Untersuchung auf nicht singul�are monopolare Ladungsverteilungen erweitert

werden.

2.2 Gr�o�en

An dieser Stelle sollen einige Gr�o�en de�niert werden, die im Weiteren h�au�g

benutzt werden.

Die in der Einleitung de�nierte granulare Temperatur, Gl. (1.2), gibt ein Ma�

f�ur die kinetische Energie des Systems (im Schwerpunktsystem): Ekin =
3
2
N mT .

Eine weitere charakteristische Energie, ist die Coulombenergie zweier Teilchen im

Kontaktabstand:

Eq =
q
2

d
: (2.2)

Das Verh�altnis der beiden Energieskalen zueinander wird das Verhalten des granu-

laren Systems bestimmen: F�ur hohe Temperaturen, mT � Eq, wird die Kinetik

das System bestimmen und die Ladung wird keine Rolle mehr spielen. F�ur diesen

Grenzfall muss die Dynamik der des ungeladenen granularen Systems entspre-

chen. Niedrige Temperaturen hingegen, mT � Eq, werden eine andere Physik

liefern.

Weiterhin werden wir noch zwei Ma�e f�ur die Dichte des Systems benutzen: Ein-

mal de�nieren wir die Anzahldichte als

n = N=V (2.3)

und die Packungsdichte

� =
�

6
n d

3
; (2.4)

welche das Verh�altnis des Anteils des durch die Teilchen eingenommen Volumens

zu dem Gesamtvolumen ausdr�uckt. Die Packungsdichte nimmt Werte zwischen 0

und 0:74 (Dichteste Kugelpackung) an, w�ahrend die Anzahldichte unbegrenzt ist.

Neben dem Teilchendurchmesser gibt der Ionen-Sph�aren Radius ein zweites

L�angenma� an:

a =

�
3V

4�N

�1=3

: (2.5)
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2 Modell

Das ist der Radius der N Kugeln, deren Volumen addiert V ausf�ullen w�urde.

Mit dieser Gr�o�e l�asst sich eine neue typische elektrostatische Energie de�nieren,

q
2
=a, wir nehmen diese aber nur als Teil einer abgeleiteten Gr�o�e, der sogenannten

Kopplung

� =
2q2=a

3mT
; (2.6)

welches das Verh�altnis der typischen kinetischen Energie zur typischen elektrosta-

tischen Energie des Systems angibt. Sowohl die Kopplung � als auch der Ionen-

Sph�aren-Radius a sind wichtige Gr�o�en der Plasmaphysik und kommen aus der

Literatur zum One Component Plasma (siehe Kapitel 3.2.2).

2.3 Elektrostatische Energie und Kraft im

periodischen System

2.3.1 Elektrostatische Energie

Die De�nition einer elektrostatischen Energie ist unm�oglich f�ur das periodische

System. Dies liegt daran, dass alle Teilchen gleich geladen sind und wir keine Ge-

genladung im System annehmen. Summiert man alle einzelnen elektrostatischen

Energien3 auf, so erh�alt man:

U1 =
q
2

2

X
n

0

NX
i;j

1

jrij + nj
: (2.7)

Die Summation l�auft �uber alle periodischen Bilder n = (lL;mL; nL) und in der

Basiszelle n = 0 wird das Paar i = j ausgelassen, was durch den Strich im Sum-

mationsindex angedeutet wird. Diese unendliche Summe konvergiert nicht, aus

denselben Gr�unden, aus denen auch die harmonische Reihe
P

1=k nicht konver-

giert.

Wie man sieht, besteht dieses Problem deshalb, weil wir periodische Randbedin-

gungen verwenden. W�urden wir echte R�ander, also ein abgeschlossenes System

verwenden, so w�are die elektrostatische Energie wohlde�niert. F�ur das verwendete

unendliche System l�asst sich aber eine geeignete Hilfsgr�o�e de�nieren:

Umi =
q
2

2

X
n

NX
i6=j

fmi (rij + n)

jrij + nj
; (2.8)

3Die elektrostatische Energie ist hier und im Folgenden die elektrostatische Energie, welche

durch die Wechselwirkung der Teilchen der Basiszelle untereinander und mit allen periodi-

schen Bildern hervorgerufen wird.
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2.3 Elektrostatische Energie und Kraft im periodischen System

mit

fmi (r) =

8>><
>>:

0 f�ur jrxj > L=2

0 f�ur jryj > L=2

0 f�ur jrzj > L=2

1 sonst

: (2.9)

Die Energie ist endlich, da die k�unstlich eingef�uhrte Funktion fmi daf�ur sorgt, dass

jeweils nur das periodische Bild des Teilchens j mit i ber�ucksichtigt wird, welches

ihm am n�achsten ist. Dieses Verfahren ist als Minimum Image Beschr�ankung in

der Literatur gel�au�g.

Die Coulombenergie in der Minimum Image Beschr�ankung h�angt davon ab, wel-

chen Abstand die Teilchen voneinander im Durchschnitt haben. Im Grundzu-

stand wird dieser maximiert sein, w�ahrend f�ur unendliche Temperaturen bis auf

den Teilchendurchmesser alle Abst�ande angenommen werden und die potentielle

Energie maximal ist. So k�onnen wir also eine einfache obere Schranke f�ur Umi

angeben, wenn wir annehmen, dass alle Teilchen homogen verschmiert sind und

sogar Abst�ande kleiner als der Teilchendurchmesser angenommen werden. F�ur

diesen Spezialfall �ndet man die obere Schranke:

Umi �
1

2

Z
V

d
3
r

Z



d
3
r
0
n
2 q

2

jr� r0j
fmi(r� r

0) ; (2.10)

wobei hier 
 das unendliche Volumen der periodischen Bilder bedeutet. Die Mi-

nimum Image Funktion fmi beschr�ankt das Volumen des zweiten Integrals auf

den W�urfel um r. Um die Berechnung einfacher zu machen, erweitern wir das

Integrationsvolumen auf die Kugel mit dem Radius
p
3L=2, die den W�urfel gera-

de einschlie�t. Damit wird die obere Schranke noch einmal vergr�o�ert und man

erh�alt:

Umi �
1

2

Z
V

d
3
r

p
3L=2Z
0

dr
0 4�n2q2r0

=
3�

4
Nq

2
nL

2 =
3�

4
q
2
n
1=3

N
5=3

: (2.11)

Die obere Schranke ist also nicht extensiv, sondern Umi w�achst st�arker als mit

der Systemgr�o�e4. Dieses Problem wird im Kapitel Computersimulation (Ab-

schnitt 3.2) wieder aufgegri�en.

Man sieht also, dass die De�nition einer potentiellen Energie in jedem Falle f�ur

ein Modell, das die Gegenladungen nicht ber�ucksichtigt, ein Problem bleibt. Im

4Nat�urlich kann argumentiert werden, dass die blo�e Existenz einer nicht extensiven oberen

Schranke nichts dar�uber aussagt, ob das, was sie einschr�ankt, selbst nicht extensiv ist. Hier

jedoch sollte mit physikalischer Intuition gesehen werden, dass tats�achlich Umi st�arker als

mit der Systemgr�o�e anw�achst.
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2 Modell

Speziellen liegt die Wurzel des Problems in den periodischen Randbedingungen,

die wir ben�otigen, um ein monopolar geladenes System im vollkommen homoge-

nen Zustand zu betrachten. In Kapitel 7 werden wir monopolare Systeme unter

Randbedingungen betrachten, f�ur die die De�nition einer potentiellen Energie

m�oglich ist. Im Folgenden werden wir sehen, dass dennoch f�ur das periodische

System eine Dynamik wohlde�niert ist.

2.3.2 Dynamik des Systems

Die Gesamtenergie des Systems ist f�ur das Problem der Kollisionsk�uhlung keine

Erhaltungsgr�o�e. Weiterhin soll in dieser Arbeit haupts�achlich der Temperatur-

bereich betrachtet werden, in dem die Kinetik, also Teilchenst�o�e, der treiben-

de Mechanismus der Dynamik ist und die Coulombwechselwirkung vielmehr als

St�orung des dissipativen Harte-Kugel Gases angesehen werden kann. Wir wollen

also hier die Nichtextensivit�at der potentiellen Energie f�ur einen Moment aus dem

Blickwinkel schieben und untersuchen, ob die durch die elektrischen Ladungen

bewirkten Kr�afte auf ein Teilchen im periodischen System wohlde�niert sind.

Ein einzelnes Teilchen sp�urt die elektrostatische Wechselwirkung aller Teilchen

der Basiszelle, sowie die ihrer periodischen Bilder. Dies ergibt f�ur die durch elek-

trostatische Wechselwirkungen ausge�ubte Kraft auf ein Teilchen i den Ausdruck:

F
el
i = �q2

X
n

0

NX
j

rij + n

jrij + nj3
: (2.12)

Die Bezeichnungen sind analog zu Gl. (2.7).

Anders als die elektrostatische Energie im System Gl. (2.7), sind die elektrosta-

tischen Kr�afte auf die Teilchen auch ohne die Einf�uhrung der Minimum Image

Beschr�ankung wohlde�niert. Denn jede Raumkomponente der unendlichen Sum-

me in Gl. (2.12) konvergiert. Somit zeigt das System eine physikalisch sinnvolle

Dynamik. F�ur die im n�achsten Kapitel erl�auterte Computersimulation des Sy-

stems ben�otigen wir nur die Kr�afte auf die Teilchen.
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