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wDie Logik muf fiir sich selber sorgen.“

L. WITTGENSTEIN — TRACTATUS LOGICO-PHILOSOPHICUS

»Das Mdgliche und das
Wahrscheinliche sind nicht dasselbe;
das Mogliche braucht noch lange
nicht das Wahrscheinliche zu sein.“

F. DURRENMATT — DER VERDACHT

»Nur allein der Mensch
Vermag das Unmdgliche:
Er unterscheidet,
Wihlet und richtet;
Er kann dem Augenblick
Dauer verleihen.“

J. W. vON GOETHE — DAs GOTTLICHE






Einleitung

In den vergangenen drei Jahrzehnten hat sich die Theorie der mehrwertigen Mengen
(engl. Fuzzy-Set-Theory) als Methode zur Reprisentation ungenauer Aussagen etabliert.
Dabei war neben der Control-Theory die Entscheidungstheorie eines der wichtigsten An-
wendungsfelder der neuen Anséitze. Ausgelost wurde diese Entwicklung von einer Arbeit
von R. Bellman und L. A. Zadeh [Bellman ’70]. In dieser schlugen sie einen Ansatz zur
Beschreibung von Entscheidungsproblemen vor, in dem verschiedene Kriterien eines Ent-
scheidungsproblems durch mehrwertige Menge dargestellt werden. Dieser Ansatz wird als
symmetrisches Entscheidungsmodell bezeichnet, da bei der Modellbildung nicht zwischen
den Zielen und den Nebenbedingungen der Entscheidung unterschieden wird. Seit dieser
ersten Veroffentlichung wurden zahlreiche Ansdtze entwickelt, die entweder den Bellman-
Zadeh’schen Vorschlag erweiterten — hier sind vor allem die Arbeiten von Zimmermann
(vgl. u. a. [Zimmermann ’75, Zimmermann '76, Zimmermann ’91]) und Rommelfanger (vgl.
[Rommelfanger ’94]) zu erwéhnen — oder die auf anderen Konzepten zur Beschreibung von
Optimalitét beruhten. Zu nennen sind hier die Arbeiten von Orlovski [Orlovski '77], Ra-
mik und Rimanek [Ramik ’85], Tanaka, Ichihashi und Asai [Tanaka ’84] sowie Slowinski
[Slowinski ’86]. Eine Ubersicht iiber die verschiedenen Ansitze sowie Beispiele zu ihrer An-
wendung finden sich in dem Werk von Lai und Hwang [Lai '92] sowie in dem bereits ge-
nannten Buch von Rommelfanger [Rommelfanger '94]. Nach wie 148t sich jedoch feststellen,
dafl das symmetrische Entscheidungsmodell der zentrale Ansatz bei der Beschreibung von
Entscheidungsproblemen mit Methoden der Fuzzy-Set-Theory ist.

Trotz der zahlreichen Untersuchungen, die zu dem symmetrischen Entscheidungsmodell
durchgefiihrt wurden, und trotz den unbestreitbaren Erfolgen dieses Ansatzes in der An-
wendung ist der symmetrische Ansatz zur Darstellung von Entscheidungsproblemen nicht
frei von jeder Problematik. So bestehen bei der Modellbildung stets eine grofle Anzahl
von Freiheitsgeraden. Diese betreffen die Abbildungen, die zur Darstellung der mehrwerti-
gen Mengen verwendet werden, sowie verwendeten Verkniipfungen der Mengen. Diese Frei-
heitsgerade ermdglichen sicher einen grofien Freiraum bei der mathematischen Modellierung
und erlauben prinzipiell eine sehr genaue und problem-spezifische Modellbildung. Aller-
dings stellt sich die Frage, wie Verdnderungen der Modellparameter — dieses sind eben die
mehrwertigen Mengen und ihre Verkniipfungen — das Modell beeinflussen und ob gewisse
Parameterkonstellationen nicht zu vergleichbaren Resultaten fiihren. Fragestellungen dieser
Art sind bereits mehrfach untersucht worden. Zu nennen sind hier unter anderem die Ar-
beiten von Hersh und Caramazza [Hersh ’76], Zimmermann und Zysno [Zimmermann ’82]
sowie Leberling [Leberling '82]. Allerdings erfolgten diese Untersuchungen auf empirischer
Ebene. Gegebenenfalls kénnen hier jedoch allgemeingiiltige Aussagen abgeleitet werden, die
dann Aufschliisse iiber prinzipielle Zusammenhéinge geben.

Zudem erscheint es problematisch, dafl sich im Rahmen der symmetrischen Entscheidungs-
theorie zwar Entscheidungsprobleme mit mehreren Zielen und ungenau definierten Neben-

1



2 FEinleitung

bedingungen abbilden lassen, daf} jedoch ungenaue Informationen im Sinne der klassischen
Entscheidungstheorie nicht darstellbar sind. So kénnen keine Entscheidungsprobleme unter
Risiko oder Unsicherheit modelliert werden. In der Vergangenheit war diese Tatsache schon
mehrfach Gegenstand der wissenschaftlichen Untersuchungen und die eingangs erwihnten
Modelle von Ramik und Rimanek [Ramik '85] , Tanaka, Ichihashi und Asai [Tanaka ’84],
Slowinski [Slowinski '86] sowie Rommelfanger [Rommelfanger '94] sind letztlich mit der Ziel-
setzung entwickelt worden, das symmetrische Modell entsprechend zu erweitern. Allerdings
haben diese Ansétze nur bedingt zur Lésung des Problems beitragen konnen. So ist lediglich
der Ansatz von Rommelfanger eine Erweiterung des symmetrischen Optimierungsmodells.
Alle andere Ansitze fiihren im Fall vollstdndiger Information zu Modellen, die mit einem
entsprechenden symmetrischen Ansatz nicht iibereinstimmen. Zudem konnen in keinem der
genannten Ansétze die klassischen Methoden der Entscheidungstheorie zur Beschreibung
von unvollstidndiger Information integriert werden. Angesichts des unbestreitbaren Erfolgs
der klassischen Anséitzen in vielen Anwendungsfillen ist dies sicher unbefriedigend.

Schliefflich orientieren sich die Arbeiten zur symmetrischen Entscheidungstheorie im allge-
meinen eng an konkrete Anwendungen. Eine Darstellung oder Ableitung im Sinne einer ma-
thematischen Theorie erfolgt nicht. J. v. Neumann und O. Morgenstern haben jedoch bereits
in ihrem grundlegenden Werk zur mathematischen Entscheidungstheorie auf die Notwendig-
keit einer systematischen Ableitung der Entscheidungsmodelle hingewiesen. So findet sich
hier unter anderem die Forderung ,Die Theorie, die wir schliefilich erhalten, mufl mathe-
matisch streng und begrifflich sein.“ (vgl. [Neumann ’53, S. 7]). Sie argumentieren weiter,
dafl nur durch die mathematische Strenge der Ableitung des Modells die Plausibilitit des
gesamten Ansatzes gesichert werden kann (vgl. [Neumann ’53, S. 7 f.]). Diese Position hat
sicher mit zum Erfolg der mathematischen Entscheidungstheorie beigetragen und das Feh-
len der entsprechenden Strenge in der Darstellung zur symmetrischen Entscheidungstheorie
muf} daher als ein Schwachpunkt angesehen werden.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Beschreibung eines neuen Ansatzes zur mathema-
tischen Beschreibung von Entscheidungsproblemen auf der Basis von mehrwertigen Mengen.
Dieser wird eine Erweiterung des symmetrischen Entscheidungsmodells von Bellman und
Zadeh sein, in der sdmtliche der oben skizzierten Schwachpunkte der Theorie ausgerdumt
werden. Da in dem Ansatz lediglich mehrwertige Relationen (bzw. mehrwertige Mengen)
sowie der Vergleich und die Verkniipfung von mehrwertigen Relationen zur Darstellung von
Entscheidungsproblemen verwendet werden, wird diese Methode als relationale Entschei-
dungstheorie bezeichnet. Die relationale Entscheidungstheorie wird es erlauben, einen syste-
matischen Vergleich zwischen verschiedenen Entscheidungsmodellen durchzufiihren. So kann
zur Analyse der Parameter der Entscheidung beigetragen werden. Ferner werden sémtliche
Klassen von unvollstéindiger Information, die in der Entscheidungstheorie betrachtet werden,
im Rahmen der relationalen Theorie abbildbar sein. Dies wird innerhalb eines einheitlichen
Grundmodells moglich sein und es werden insbesondere auch Problemstellungen darstell-
bar, bei denen verschiedenen Kategorien von Information gleichzeitig auftreten. Ahnliches
ist bei keinem der bisher bekannten Ansitzen zur Entscheidungstheorie moglich. Schliefllich
erfolgt die Darstellung in der gebotenen mathematischen Strenge. Hierdurch wird relationa-
le Entscheidungstheorie insgesamt begriindbar und es werden Zusammenhéngen zwischen
verschiedenen mathematischen Teilgebieten klar, die in dieser Art bisher nicht bekannt wa-
ren. So wird gezeigt, wie sich die Theorien der Wahrscheinlichkeits- und Fuzzy-Mafle in
ein mehrwertiges logisches Konzept integrieren lassen und wie klassische Ansétze zur Ent-
scheidungstheorie unter Unsicherheit durch Operationen mehrwertiger Mengen dargestellt



werden konnen.

Grundlage der relationalen Entscheidungstheorie ist eine spezielle Klasse mehrwertiger logi-
scher Sprachen, die sogenannten Mafisprachen oder die Sprachen der Klasse MS. Wesentlich
sind dabei zwei Konzepte. Dies ist zum einen die Mehrwertigkeit der Logik. Diese Mehr-
wertigkeit erlaubt es, wesentliche Aspekte der Fuzzy-Set-Theory durch die Sprachen der
Klasse MS zu erkldren. Dies ist kein prinzipiell neuer Ansatz, allerdings erlaubt das in
dieser Arbeit erstmals eingefiihrte Konzept der Wahrheitsrdume eine Klassifizierung der lo-
gischen Sprachen. Als Konsequenz ergeben sich entsprechende Klassen von vergleichbaren
Systemen mehrwertiger Relationen und es kénnen neue, grundlegende Aussagen iiber die-
se Systeme abgeleitet werden. So ermdéglicht das hier eingefiihrte w-Isomorphie-Konzept,
solche Systeme von mehrwertigen Relationen zu charakterisieren, die unter gewissen Rand-
bedingungen austauschbar sind. Der zweite wichtige Ansatz ist der der logischen Mafle.
Diese sind mit klassischen Konzepten wie beispielsweise das der klassischen Mengeninklu-
sion verwandt. Sie ermdoglichen die bereits oben angesprochene Integration der Theorien
der Wahrscheinlichkeits- und Fuzzy-Mafle in eine mehrwertige Logik. Hierdurch werden die
konzeptionellen Unterschiede zwischen den Begriffen von Mehrwertigkeit und Wahrschein-
lichkeit deutlich und es werden Methoden bereitgestellt, beide Konzepte innerhalb einer
Theorie zu betrachten. Die eigentliche relationale Entscheidungstheorie ergibt sich schlief3-
lich aus der Anwendung der zuvor bereitgestellten Methoden. Hier wird sich zeigen, daf} sich
die strukturellen Eigenschaften der mehrwertigen Sprachen (und der mehrwertigen Relatio-
nen) in den entsprechenden Strukturen der Entscheidungsmodelle wiederfinden. Es ergeben
sich insbesondere die oben bereits erwihnten Moglichkeiten der Analyse und des Vergleichs
von Entscheidungsmodellen. Die Theorie der logischen Mafle wird die Abbildung allen Klas-
sen von unvollstindiger Information in Entscheidungsmodellen ermdglichen.

Die klassische Entscheidungstheorie mit Nutzenfunktionen, wie sie unter anderem von J.
v. Neumann und O. Morgenstern [Neumann 53], L.J. Savage [Savage '72] oder P. Fish-
burn [Fishburn ’70] hergeleitet wurde, unterscheidet sich konzeptionell grundlegend von der
relationalen Entscheidungstheorie. So ist es das Bestreben der obigen Autoren, die Ent-
scheidungstheorie axiomatisch als eigenstdndige Theorie zu begriinden. Dies ist — wie oben
erwiahnt — in der relationalen Entscheidungstheorie nicht der Fall, da diese sich aus der
Anwendung allgemeinerer Konzepte ergibt. Die relationale Entscheidungstheorie kann da-
her auf einer methodischen Ebene nicht mit den klassischen Ansédtzen mit Nutzenfunktion
verglichen werden. Allerdings kann eine solche Diskussion auf der Modellebene erfolgen.
Dieser Vergleich der entsprechenden Modelle zeigt, dafl die hier entwickelte relationale Ent-
scheidungstheorie nicht nur die symmetrische Entscheidungstheorie umfafit. Es bestehen
vielmehr wesentliche Parallelen auch zur klassischen Entscheidungstheorie mit Nutzenfunk-
tion. Im Gegensatz zur klassischen Theorie, in der eine Vielzahl von Modellierungsverfahren
mit heterogenen axiomatischen Grundlagen verwendet werden, ist die Darstellung von Ent-
scheidungsproblemen im Falle der relationalen Theorie jedoch stets vor dem Hintergrund
eines einheitlichen Konzeptes méoglich.

Der folgende Text ist im Detail wie folgt strukturiert:

In Kapitel 1 werden die fiir die gesamte Arbeit grundlegenden Begriffe und Konzepte ein-
gefiihrt. Der Schwerpunkt der Untersuchungen liegt dabei auf der Betrachtung der Sprachen
der Klasse MS, einer speziellen Familie von mehrwertigen logischen Sprachen. Diese werden
eingefiihrt und es werden Methoden abgeleitet, die einen systematischen Vergleich und eine
Klassifizierung der Sprachen zulassen.
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Der Abschnitt 1.1 dient zur Einleitung in die Thematik. Bei der Einfiihrung der Spra-
chen wird in Abschnitt 1.2 zunéchst die gemeinsame Syntax der Sprachen der Klasse MS
festgelegt. In den Abschnitten 1.3 bis 1.6 wird im Anschlufl die Semantik der Sprachen
bestimmt. Die Festlegung der Semantik erfolgt in mehreren Schritten. Zunichst werden in
Abschnitt 1.3 Funktionen auf Wahrheitswerten definiert, die im folgenden zur Konstruktion
der semantischen Bewertungen verwendet werden. Diese werden in Abschnitt 1.4 zu dem
Begriff des Wahrheitsraumes zusammengefafit, welcher die gesamte semantische Struktur
einer Sprache der Klasse MS reprisentiert. Das Konzept des Wahrheitsraumes wird in den
Abschnitten 1.4.2 und 1.4.3 dazu benutzt, um mit den Begriffen der Aquivalenz und Isomor-
phie von Wahrheitsrdumen eine Klassifizierung der Sprachen der Klasse MS vorzunehmen.
Wesentliche Aussagen zu diesen Begriffen werden in dem Aquivalenzsatz 1.34 und in dem
Isomorphiesatz 1.44 von Wahrheitsrdumen gezeigt. In Abschnitt 1.5 wird mit den parametri-
sierten t-Normen ein erstes Beispiel fiir die Anwendung der bis dahin eingefiihrten Begriffe
gegeben. Schliefllich wird in Abschnitt 1.6 mit der Definition der Begriffe der Interpretation
und des Modells die formale Grundlage fiir die Anwendung der Sprachen der Klasse MS
gelegt. Den Abschlufl des Kapitels 1 bildet der Abschnitt 1.7, in dem die wesentlichen Er-
gebnisse des Kapitels zusammengefaf}t, weitere Anwendungsfelder beschrieben und mogliche
anschliefende Fragestellung skizziert werden.

In Kapitel 2 werden die grundlegenden Begriffe fiir den Umgang mit mehrwertigen Relatio-
nen erldutert und die Ankniipfungspunkte zur Fuzzy-Set-Theory dargestellt. Zudem wird
mit den mehrwertigen Gleichheitsrelationen eine wichtige Klasse von mehrwertigen Rela-
tionen eingefiihrt (Abschnitt 2.2). Der Abschnitt 2.3 befafit sich mit den Verkniipfungen
mehrwertiger Relationen. Diese sind verschiedene Verallgemeinerungen der klassischen Men-
genoperationen und lassen sich jeweils in einer Sprache der Klasse MS durch logische Ver-
kniipfungen interpretieren (Abschnitt 2.3.1). Die verschiedenen semantischen Strukturen der
Sprachen der Klasse MS fiihren so zu unterschiedlich strukturierten Verkniipfungen von Re-
lationen. Mit der Untersuchung dieses Aspektes ist insbesondere der Abschnitt 2.3.2 befaf}t,
in dem der Begriff der w-Isomorphie als Konzept zum Vergleich von Relationen und ihrer
Verkniipfungen eingefiihrt wird. Zentral ist hier der Isomorphiesatz 2.19 von Relationen-
systemen. Der Abschlu8 der Uberlegungen zu mehrwertigen Relationen bildet eine Anwen-
dungsbeispiel (Abschnitt 2.4). Dieses zeigt am Beispiel des symmetrischen Entscheidungs-
modells die Relevanz des Isomorphie-Konzeptes fiir die Anwendung.

In dem Kapitel 3 wird das Konzept der logischen Mafle eingefiihrt. Zunéchst wird zu die-
sem Zweck in Abschnitt 3.2 der grundsétzliche Ansatz erldutert und Beispiele angegeben.
Der Abschnitt 3.3 beschiftigt sich mit einer speziellen Klasse von logischen Maflen, den
logischen Inklusionsmaflen. Nach der Einfiihrung des Begriffes sowie der Angabe wichtiger
Reprisentaten dieser Familie von logischen Mafien (Abschnitt 3.3.1 und Abschnitt 3.3.2)
werden die Eigenschaften von logischen Inklusionsmaflen diskutiert (Abschnitt 3.3.3). Es
werden insbesondere die Konzepte des dualen Inklusionsmafles sowie des Durchschnittes,
der Vereinigung und des Kartesischen Produktes von Inklusionsmaflen eingefiihrt. Der Ab-
schnitt 3.4 ist dann mit einem Vergleich des Konzeptes der Fuzzy-Mafle mit dem des lo-
gischen Mafles befaf3t. Hier wird nachgewiesen, dafl sich wesentliche Fuzzy-Mafle eindeutig
durch logische Inklusionsmafle représentieren lassen. Wesentliche Ergebnisse sind hier die
Darstellungssitze von Moglichkeits-, Notwendigkeits- und Wahrscheinlichkeitsmaflen (3.42,
3.44 und 3.48). Eine mogliche Anwendungen der Resultate wird in dem Beispiel des Ab-
schnittes 3.5 aufgezeigt. In Abschnitt 3.6 werden schliellich die wesentliche Ergebnisse des
Kapitels 3 zusammengefafit und kommentiert.



Gegenstand des vierten Kapitels ist schliellich die eigentliche relationale Entscheidungs-
theorie. Hier wird insbesondere der Begriff des relationalen Entscheidungsmodells selbst
geprégt. Ein solches Modell ist als mathematische Struktur zu verstehen und kann als sol-
che selbst zum Gegenstand eines mathematischen Formalismus werden. So ermoglicht es
das in Abschnitt 4.3 eingefiihrte Kartesische Produkt von relationalen Entscheidungsmodel-
len, Entscheidungsmodelle mit mehreren Kriterien in die relationale Entscheidungstheorie
zu integrieren. Wesentliches Resultat dieses Abschnittes ist der Homomorphiesatz 4.10, der
einen Zusammenhang zwischen der Menge der relationalen Entscheidungsmodellen und der
Menge der mehrwertigen Relationen beschreibt. Als Anwendung dieses Satzes wird in Ab-
schnitt 4.4 die relationale Entscheidungstheorie dem symmetrischen Ansatz zur Entschei-
dungstheorie nach Bellman und Zadeh gegeniibergestellt. In Abschnitt 4.5 ist die zentrale
Fragestellung die Invarianz der Modellbildung gegeniiber der Anderung von Modellparame-
tern. Wichtige Begriffe sind hier die Aquivalenz und Isomorphie von Systemen von Ent-
scheidungsmodellen. Beide Konzepte werden eingefiihrt und es wird in den Aquivalenz- und
Isomorphiesitzen (4.19 und 4.25) ein wichtiger Zusammenhang zwischen der Aquivalenz und
Isomorphie von Systemen von Entscheidungsmodellen und den entsprechenden Konzepten
von Wahrheitsrdumen hergestellt. Abschnitt 4.6 enthilt ein ausfiihrliches Beispiel.

Der Vergleich zwischen der relationalen Entscheidungstheorie und der Entscheidungstheo-
rie mit Nutzenfunktion wird in Kapitel 5 gefiihrt. Dabei werden in Abschnitt 5.2 zunéchst
Modelle verglichen, in denen nur ein Entscheidungskriterium beriicksichtigt wird. Es wird
insbesondere gezeigt, dafl wichtige klassische Ansiitze zur Entscheidung bei Sicherheit (Ab-
schnitt 5.2.1), bei Risiko (Abschnitt 5.2.2) und bei Unsicherheit (Abschnitt 5.2.3) ihre jewei-
lige Entsprechung im relationalen Entscheidungsmodell finden. Demgegeniiber zeigen sich in
Abschnitt 5.3 deutliche Unterschiede zwischen klassischer und relationaler Entscheidungs-
theorie bei der Modellierung von mehreren Zielkriterien. Diese Unterschiede werden disku-
tiert und in Beispielen verdeutlicht. Insbesondere im Anwendungsbeispiel des Abschnittes
5.4 werden beide Methoden vor dem Hintergrund einer realen Problemstellung miteinander
verglichen. Im Abschnitt 5.5 werden die wesentlichen Inhalte des vorangegangenen Abschnit-
tes noch einmal zusammengefafit und kommentiert.

Ich mochte die Gelegenheit nutzen, um Herrn Prof. Dr. G. Térner und Herrn Prof. Dr. W.
Luther fiir ihre Unterstiitzung bei der Erstellung dieser Dissertation zu danken. Ferner gilt
mein besonderer Dank Frau Dr. Claudia Osmann fiir ihre vielen kritischen Bemerkungen und
die zahlreichen fruchtbaren Diskussionen. Schliefilich gilt mein Dank Herrn Dr. Jérg Esser,
Herrn Dr. Thomas Mollers, Herrn Dr. Jorg Wenz, Herrn Dipl.-Math. Oliver Annen, Herrn
Dipl.-Math. Sigurdur Marinésson, Herrn Dipl.-Kfm. Christopher Rentrop, Herrn Dipl.-Phys.
André Stebens sowie Herrn Dipl.-Math. Christoph Schuster.
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Kapitel 1

Die Sprachen der Klasse MS

Zusammenfassung:

In diesem Kapitel werden Begriffe und Konzepte eingefiihrt, die grundlegend fiir die
Formulierung von relationalen Entscheidungsmodellen sind. Dabei wird eine spezielle Fa-
milie von mehrwertigen logischen Sprachen im Mittelpunkt der Betrachtungen stehen,
die sogenannten Sprachen der Klasse MS. Diese gleichen in ihrem syntaktischen Aufbau
den klassischen logischen Sprachen, verfiigen mit den in dieser Arbeit eingefithrten Maf-
symbolen allerdings iiber zuséitzliche Sprachelemente, welche es erlauben, unvollstindige
Informationen und ungenaues Wissen im Rahmen einer mehrwertigen Logik darzustellen.

Neben der Einfithrung von Grundbegriffen liegt der Schwerpunkt dieses Kapitels auf der
Beschreibung wichtiger Eigenschaften der Sprachen der Klasse MS. Dabei wird insbe-
sondere eine Klassifizierung der semantischen Struktur der Sprachen vorgenommen. Ent-
scheidend sind hier die Begriffe des Wahrheitsraumes, durch den sich die verschiedenen
Sprachenklassen formal repriasentieren lassen, sowie die Konzepte der Isomorphie und der
Aquivalenz von Wahrheitsriumen, mittels derer Gemeinsamkeiten und Unterschiede der
Sprachen charakterisiert werden konnen. Zentrale Aussagen enthalten der Aquivalenzsatz
1.34 sowie der Isomorphiesatz 1.44.

1.1 Mehrwertige Sprachen und Mengen

Allen klassischen logischen Kalkiilen sind zwei grundlegende Prinzipien gemeinsam. Dies
ist zum einen das Prinzip der Zweiwertigkeit, welches besagt, dafl jede logische Aussage
entweder wahr oder falsch ist, daf} also insbesondere keine weiteren Bewertungen des Wahr-
heitsgehaltes von Aussagen existieren. Zum anderen ist dies das Fxtensionalitdtsprinzip.
Nach diesem Prinzip ist der Wahrheitswert eines zusammengesetzten Ausdrucks ausschlief3-
lich von den Wahrheitswerten seiner Teilausdriicke abhéngig, nicht jedoch von deren inhalt-
licher Beziehung. (In der Pridikatenlogik wird zusétzlich angenommen, dafl ein Préadikat
eindeutig durch die Objekte bestimmt wird, auf die es zutrifft, vgl. [Gottwald '89, S. 1].)
Unter einer mehrwertigen Logik wird im allgemeinen ein logisches System verstanden, das

7
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zwar das Extensionalitdtsprinzip beibehélt, das aber das Prinzip der Zweiwertigkeit in dem
Sinne negiert, als daf$ mehr als zwei Wahrheitswerte zugelassen sind.!

Die historischen Wurzeln der Untersuchung solcher mehrwertiger Systeme liegen in den Ar-
beiten von McColl [McColl 1897], Peirce [Peirce 1900-01}, Lukasiewicz [Lukasiewicz ’20] und
Post [Post '20]. Allerdings gehoren sicher schon die Uberlegungen von Aristoteles in De In-
terpretatione, cap. 9 zur Vorgeschichte der mehrwertigen Logik. Dort diskutiert Aristoteles,
welcher Wahrheitswert einer auf Zukiinftiges bezogenen Aussage zugeordnet werden sollte
(vgl. [Gottwald 89, S. 5]). Weitere Eckpunkte der Forschung im Bereich der mehrwerti-
gen Logik werden durch die Arbeiten von Lukasiewicz [Lukasiewicz '30 A], Lukasiewicz und
Tarski [Lukasiewicz ’30 B|, Wajsberg [Wajsberg '31] und Godel [Godel '32] markiert, in de-
nen die urspriinglichen Ideen weiter prézisiert und Parallelen zu anderen Logikkonzepten
aufgezeigt worden sind. Eine Ubersicht iiber die Arbeiten und Ergebnisse dieser Forschungs-
periode findet sich in [Rescher ’69], [Rutz '73] und [Kreiser '88]. Das oben bereits zitierte
Buch von Gottwald [Gottwald "89] eignet sich besonders zur Einfiihrung in die Thematik.

Zunéchst unabhéngig von der oben skizzierten Entwicklung entstand mit der Fuzzy-Set-
Theory in den letzten Jahrzehnten eine der mehrwertigen Logik verwandte Theorie. Gegen-
stand der Fuzzy-Set-Theory ist unter anderem die Untersuchung von mehrwertigen Mengen
und deren Verkniipfungen. Als Ursprung dieser Theorie gilt im allgemeinen die Arbeit von
L. A. Zadeh [Zadeh ’65]. Tatséchlich sind die Konzepte von mehrwertiger Logik und mehr-
wertiger Mengentheorie jedoch eng verwandt und viele der Uberlegungen von Zadeh finden
sich bereits in den Arbeiten von Lukasiewicz. So verwenden beide analoge Konzepte zur
Erweiterung der logischen Grundoperationen ‘und’, ‘oder’ und ‘nicht’ auf der einen und zur
Verallgemeinerung der Mengenoperatoren ‘Durchschnitt’, ‘Vereinigung’ und ‘Komplement’
auf der anderen Seite.

Angesichts der explosionsartigen Entwicklung der Fuzzy-Set-Theory ist es an dieser Stelle
nicht moglich, einen Uberblick iiber die historische Entwicklung dieser Theorie oder den
aktuellen Stand der Forschung zu geben. Zahlreiche wissenschaftliche Zeitschriften befas-
sen sich ausschlieflich mit Themen aus dem Bereich der Fuzzy-Theorie sowie ihrer An-
wendung und bezeugen so die rasante Weiterentwicklung des Forschungsgebietes. Neuere
Einfiihrungen in die Grundziige der Theorie bieten die Biicher von Tanaka [Tanaka '96], von
Klir, Clair und Yuan [Klir ’97] sowie von Morderson und Premchand [Morderson '98]. Im
deutschsprachigen Raum sind die Werke von Bohme [Bohme ’93], Kruse, Gebhardt und Kla-
wonn [Kruse '95], Gottwald [Gottwald '93] sowie Bandemer und Gottwald [Bandemer ’93]
empfehlenswert. Das Buch von Zimmermann [Zimmermann ’87] ist nach wie vor ein wich-
tiges Standardwerk.

Trotzdem die Theorien der mehrwertigen Logik und der mehrwertigen Mengen sowohl hi-
storisch als auch inhaltlich viele Parallelen aufweisen und obwohl Spezialfille mehrwertiger
logischer Systeme auch im Rahmen der Fuzzy-Theorie betrachtet werden, unterscheiden
sich beide Ansiitze grundlegend in ihrer Zielsetzung. Wahrend sich ndmlich die mehrwertige
Logik als Gebiet der mathematischen Grundlagenforschung versteht, steht die praktische
Anwendung im Mittelpunkt des Interesses der Fuzzy-Set-Theory. So sind Fragestellungen
wie etwa die Vollstindigkeit verschiedener logischer Sprachen sicher von groflem mathema-
tischen Interesse und daher ein zentraler Forschungsgegenstand der mehrwertigen Logik.

!Es sind logische Systeme bekannt, in denen das Extensionalitéitsprinzip nicht gilt. Diese werden im
weiteren nicht betrachtet. Der interessierte Leser sei exemplarisch auf [Kreiser '88] verwiesen, wo ein
ausfiihrlicher Uberblick iiber verschiedene alternative Ansétze zu finden ist.
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Der Nutzen dieser Untersuchungen fiir aulermathematische Anwendungen ist jedoch bisher
nicht erschlossen und in der Fuzzy-Set-Theory wird dieses Thema daher eher am Ran-
de behandelt.? Umgekehrt werden bedeutende Gebiete der Fuzzy-Set-Theory wie etwa die
Fuzzy-Entscheidungstheorie, die Fuzzy-Control-Theory oder die Fuzzy-Mafitheorie in der
Literatur zumeist nicht systematisch aus ihren logischen Wurzeln heraus abgeleitet. Die Zu-
sammenhinge und Hintergriinde der Theorie werden so nicht deutlich und die Eingrenzung
und Diskussion der Konzepte erschwert.

Fiir die vorliegende Arbeit ergibt sich daher die Aufgabe, die vorhandene Liicke zwischen
der Theorie der mehrwertigen Logik auf der einen und speziellen Feldern der Fuzzy-Set-
Theory auf der anderen Seite zu fiillen. Dabei liegt der Fokus der Untersuchungen auf der
ErschlieSung solcher Methoden und Konzepte, die in Kapitel 4 zur Formulierung des relatio-
nalen Entscheidungsmodells benotigt werden. Diese sind insbesondere die Fuzzy-Maf3- und
Fuzzy-Mengentheorie, die wir in Kapitel 2 aus den im folgenden beschriebenen Grundlagen
herleiten werden. Nur durch diese Art der ErschlieSung der relationalen Entscheidungstheo-
rie und ihrer Hintergriinde werden die mathematischen Zusammenhénge transparent und
der relationale Ansatz letztlich plausibel.

Ausgangspunkt der Untersuchungen ist eine spezielle Klasse von mehrwertigen logischen
Sprachen, die sogenannten Maf@sprachen bzw. Sprachen der Klasse MS.? Syntaktisch glei-
chen diese in wesentlichen Punkten der mehrwertigen und der klassischen Pridikatenlogik
(vgl. [Gottwald 89, S. 183 f.] oder [Ebbinghaus ’96, § 2]). Allerdings gehoren keine logischen
Quantoren (wie z. B. V, 3) zum Umfang der Sprachen der Klasse MS.* Andererseits besitzen
die Sprachen der Klasse MS mit den in dieser Arbeit eingefiihrten Maflsymbolen zusétzliche
Sprachelemente, die allenfalls im Klassenkalkiil (vgl. [Hilbert '72]) logische Vorbilder besit-
zen. Die Maflsymbole werden es in Abschnitt 2 erstmals erlauben, die Fuzzy-Maf}-Theorie
und damit auch die Theorie der Wahrscheinlichkeitsmafle aus einer mehrwertigen Logik her-
aus zu begriinden.® Hierdurch wird die Abbildung unvollstéindiger Information im Rahmen
eines logischen Konzeptes ermdoglicht.

Wihrend die Syntax aller Sprachen der Klasse MS iibereinstimmt, unterscheiden sich die
Sprachen hinsichtlich ihrer semantischen Struktur. So fiihren verschiedene Sprachen der
Klasse MS zu unterschiedlichen Verallgemeinerungen der Mengentheorie und zu anderen
Erweiterungen der Theorie der Fuzzy-Mafle. Obwohl formal alle relationalen Entscheidungs-
modelle identisch sind, kann daher die tatsichliche Entscheidung im Anwendungsfall wesent-
lich von der zugrundeliegenden Sprache bestimmt werden. Insofern wird durch die Klasse
der Sprachen auch eine Klasse von Entscheidungsmodellen induziert. Daher wird in dem
nun folgenden Kapitel insbesondere der Vergleich und die Klassifizierung der verschiedenen
semantischen Strukturen vertieft.

In Analogie zur klassischen Prédikatenlogik sind zur Festlegung einer Semantik der Spra-
chen der Klasse MS zwei Schritte notwendig. Erstens mufl den Ausdriicken eine inhaltliche
Bedeutung zugeordnet werden. Jedem Relationssymbol wird in einer Sprache MS hierzu

’Die Arbeiten von Pavelka [Pavelka *79] und Novak [Novak ’87], in denen die Vollstéindigkeit einer Fuzzy-
Logik gezeigt wird, sind hier Ausnahmen.

3Wir werden anstelle der Bezeichnung ,Sprache der Klasse MS’ auch den Begriff ,Sprache MS’ verwenden.

“Bei mehrwertigen pridikatenlogischen Sprachen werden gelegentlich auch allgemeinere Quantoren be-
trachtet (vgl. [Gottwald ’89, S. 184 ff.]).

Die Interpretation von Wahrheitswerten als Wahrscheinlichkeiten ist bereits bei [Reichenbach ’32],
[Gaines ’78] und [Kosko ’90] untersucht worden. Allerdings sind bisher keine systematischen Ableitungen
wahrscheinlichkeitstheoretischer Konzepte aus einer mehrwertigen logischen Sprache heraus bekannt.
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eine mehrwertige Relation, jeder Variablen und jeder Konstanten ein Objekt und jedem
MaBsymbol ein logisches Maf® zugewiesen. In einem zweiten Schritt werden die nun mit
einer Bedeutung versehenen Ausdriicke hinsichtlich ihres Wahrheitsgehaltes bewertet. Diese
Bewertung erfolgt im Falle der Ausdriicke mit Junktoren nach einem Regelwerk. Es legt fest,
wie von den Wahrheitswerten der Teilausdriicke auf den Wahrheitswert des entsprechenden
Gesamtausdrucks geschlossen werden kann.

Im Falle der klassischen Logik wird das obige Regelwerk vollsténdig durch die bekannten
Wabhrheitstafeln beschrieben (vgl. [Ebbinghaus ’96, S. 34]). Bei den Sprachen der Klasse
MS sind neben den klassischen Wahrheitswerten wahr und falsch weitere Zwischenwerte
zugelassen. Die Festlegung der Wahrheitswerte von Ausdriicken mit Junktoren kann daher
nicht {iber einfache Wahrheitstafeln erfolgen, sondern wird durch geeignete Abbildungen
beschrieben. Wir setzen dabei geméfi dem Extensionalititsprinzip voraus, daf§ die Festlegung
der Wahrheitswerte von Ausdriicken mit Junktoren unabhingig ist von der inhaltlichen
Bedeutung dieser Ausdriicke. So soll der Wahrheitswert eines Ausdrucks (¢ A ¢) in jeder
Sprache MS ausschlieflich von den Wahrheitswerten seiner Teilausdriicke ¢ und ) abhéngen,
nicht aber von ihrer inhaltlichen Beziehung.

Entsprechend den obigen Uberlegungen erfolgt die Festlegung der Semantik der Sprachen
MS in mehreren Schritten. Die Zuordnung der Sprachelemente zu einer inhaltlichen Bedeu-
tung findet in Abschnitt 1.6 mit den Begriffen der Struktur und der Interpretation seine ma-
thematische Entsprechung. Die Definition des Regelwerks zur Bewertung der Ausdriicke mit
Junktoren erfolgt stufenweise. Zunichst werden in Abschnitt 1.3 die Abbildungen definiert,
welche die Regeln beschreiben, nach denen von den Wahrheitswerten der Teilausdriicke eines
Ausdrucks auf seinen gesamten Wahrheitswert geschlossen werden kann. Dieses wird zu den
Begriffen der ¢- und s-Normen, der Involution sowie des Residuums fiihren. Dabei handelt
es sich um Klassen von Abbildungen, die iiber gemeinsame charakteristische Eigenschaften
verfiigen. Die Verwendung unterschiedlicher Abbildungen dieser Klassen fiihrt zu verschiede-
nen semantischen Regelwerken fiir die Sprachen MS. Mathematisch werden diese Regelwerke
durch den Begriff des Wahrheitsraumes repréasentiert, den wir in Abschnitt 1.4 einfiihren.
Wahrheitsrdume erlauben es, die Eigenschaften der verschiedenen semantischen Strukturen
zu charakterisieren und Unterschiede herauszustellen. Diese Diskussion wird ebenfalls in
Abschnitt 1.4 erfolgen. Zentral werden hier die Begriffe von A quivalenz und Isomorphie von
Wahrheitsraumen sowie die entsprechenden Aquivalenz- und Isomorphiesitze sein, die in
dieser Arbeit erstmals formuliert werden.

1.2 Die Syntax der Sprachen MS

Der formale Aufbau der Sprachen der Klasse MS gleicht in wesentlichen Teilen der Syntax
der klassischen sowie der mehrwertigen Pridikatenlogik. So werden Relationssymbole (bzw.
Pridikate) sowie Variablen und Konstanten zur Représentation von Eigenschaften der be-
trachteten Objekte verwendet. Beispielhaft kann das Relationssymbol P die Relation ,ist
grofier oder gleich’ reprasentieren. Der Ausdruck Pxy ist dann ein Element der Sprachen
MS, das die Aussage ,x grifier oder gleich y’ abbildet. Da zudem die klassischen Junktoren
zum Sprachumfang der Sprachen MS gehéren, sind einfache logische Ausdriicke — etwa der
Form
((Pzy A Pyz) — Pxz)

Logische Mafe und mehrwertige Relationen werden in Abschnitt 1.6 definiert (S. 44, 45).
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der die bekannte Transitivitdt der Relation ,ist grofler oder gleich’ beschreibt — ebenfalls
Elemente der Sprachen MS.

Die syntaktischen Unterschiede zur Pradikatenlogik folgen aus zwei Gegebenheiten. Einer-
seits fehlen im Umfang der Sprachen MS jegliche Quantoren, wie etwa die aus der klassi-
schen Logik bekannten Quantoren 3 und V. Andererseits verfiigen die Sprachen der Klasse
MS mit den erstmals in dieser Arbeit eingefiihrten Maflsymbolen iiber zusétzliche Sprach-
elemente. Diese werden spéter zur Darstellung von Eigenschaften von Relationen verwendet.
Repriisentiert etwa das Malsymbol E ein Ma$ fiir die Gleichheit von Relationen und sind P
und @ Relationssymbole, so soll der Ausdruck EP(Q zum Umfang der Sprachen MS gehoren.
Er beschreibt hier die Aussage, dafl die durch P und @) repréisentierten Priadikate gleich sind.
Die Verkettung auch solcher Ausdriicke durch Junktoren ist zuléssig.

In Kapitel 3 werden weitere Beispiele fiir die Anwendung von logischen Maflen ausfiihrlich
diskutiert. Dort werden wir unter anderem zeigen, wie sich verschiedene Arten von un-
vollstindiger Information durch logische Mafle darstellen lassen. So kénnen beispielsweise
Wahrscheinlichkeitsmafle durch logische Mafle reprisentiert werden (vgl. Satz 3.48). An die-
ser Stelle sei lediglich darauf hingewiesen, dafl der durch das Fehlen der klassischen Quanto-
ren hervorgerufene geringere Sprachumfang der Sprachen MS teilweise durch spezielle Mafle
kompensiert werden kann. Auch dieser Aspekt wird erst in Kapitel 3 vertieft.

Die oben skizzierte formale Verwandtschaft der Sprachen MS mit der Pridikatenlogik er-
laubt es, sich bei der Konstruktion der Semantik der Sprachen MS eng an dem Vorbild der
Préadikatenlogik zu orientieren, obwohl eine génzlich neue Familie von formalen Sprachen
beschrieben wird. Die im folgenden verwendeten Begriffe finden daher in der Préadikatenlogik
ihre jeweilige Entsprechung. Die formalen Eigenschaften der Sprachen MS gleichen im we-
sentlichen denen der Priddikatenlogik. Daher kénnen wir uns hier auf die Zusammenstel-
lung einfacher Eigenschaften beschréinken. Eine ausfiihrliche Darstellung der Semantik der
Pridikatenlogik sowie die wesentlichen Beweise findet sich u. a. in [Ebbinghaus ’96]. Ei-
ne vollstdndige Beschreibung der Syntax von mehrwertigen pridikatenlogischen Sprachen
findet sich in [Gottwald '89).

Unter einem Alphabet A verstehen wir eine nichtleere Menge von Zeichen. Endliche lineare
Reihen von Zeichen eines Alphabets heilen Waorter. Die Menge aller Worter eines Alphabets
A sei mit A" bezeichnet. Die leere Zeichenreihe, d.h. die Zeichenreihe, in der kein Zeichen
vorkommt, wird ebenfalls als ein Wort des Alphabets A aufgefa3t und mit & bezeichnet.

Die Anzahl der in einem Wort ¢ € AT vorkommenden Zeichen heifit die Linge des Wortes
(. Treten Zeichen mehrfach in einem Wort auf, so werden diese auch mehrfach gezéhlt. Die
Léange von < ist Null. Zwei Worter ¢, (" € AT heilen gleich (in Zeichen: { = ('), wenn sie
an jeder Stelle iibereinstimmen.

In der folgenden Definition 1.1 werden die speziellen Alphabete der Sprachen MS festgelegt.

1.1 Definition FEin Alphabet A einer Sprache der Klasse MS besteht aus den folgenden
Zeichen:

(i) Bezeichner fir Variablen: x,y, z, ... (ggf. mit Indez)
(i) Bezeichner fir Konstanten: a,b,c... (ggf. mit Index)

(1ii) Zeichen (Junktoren):
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nicht: —

und: N

oder: V

Pfeil: —
Doppelpfeil: <

(iv) Klammersymbole: ), (
(v) Firv > 1 eine Menge von v-stelligen Relationssymbolen: A, B,C'. ..

(vi) Fir v > 1 und k > 1 eine Menge von v-stelligen Mafsymbolen der Dimension k:

A,B,C,...

Ein v-stelliges Relationssymbol wird spéter eine Relation von v Elementen einer Menge
reprisentieren. Die klassische Aquivalenzrelation ist in diesem Sinne eine 2-stellige Relation.
Durch v-stellige Mafle der Dimension xk werden entsprechend Aussagen iiber v Relationen,
die selbst x-stellig sind, abgebildet.

Offensichtlich sind nicht alle Worter, die sich aus einem Alphabet der Sprachen MS bilden
lassen, bei der Formulierung der Sprachen MS zweckmifig. Ein in diesem Sinne ‘sinnvolles’
Wort konnte beispielsweise
((Pxy A Pyz) — Pzz)
sein. Hingegen ist
z—= A P)(
im obigen Sinne ‘sinnlos’ und soll als Sprachelement der MS ausgeschlossen werden. Wir

werden in Definition 1.2 die Worter eines Alphabets A charakterisieren, welche als Sprach-
elemente der Sprachen MS zuléssig sind. Diese heiflen Ausdriicke.

1.2 Definition Die Ausdriicke einer Sprache MS sind genau diejenigen Worter aus A7,
welche durch endliche Anwendung der folgenden Regeln gebildet werden kénnen:

(A1) Sind qq,...,q, Variablen oder Konstanten und ist R ein v-stelliges Relationssymbol,
so ist Rqy ...q, ein Ausdruck.

(A2) Sind Ry,..., R, k-stellige Relationssymbole und ist M ein v-stelliges Mafsymbol der
Dimension k, so ist MRy ... R, ein Ausdruck.

(A3) Ist ¢ ein Ausdruck, so ist auch (—p) ein Ausdruck. (Negation)
(A4) Sind ¢ und ¢ Ausdricke, so sind

(o A ) (Konjunktion)
(o V) (Disjunktion)
(= 1) (Subjunktion)
(v ¥) (Bisubjunktion,)

ebenfalls Ausdriicke.
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Die Menge aller Ausdriicke eines Alphabets A der Sprachen MS wird mit F* bezeichnet.
Die unter (A1) und (A2) definierten Ausdriicke heiffen atomare Ausdriicke. Die Menge
aller atomaren Ausdriicke wird mit F* bezeichnet.

Durch die Konstruktionsregeln der Definition 1.2 werden die strukturellen Eigenschaften der
Ausdriicke der Sprachen MS vollstindig festgelegt. Im folgenden werden wichtige Eigenschaf-
ten zusammengestellt. Wesentlich ist insbesondere die Aussage des Satzes 1.4 wesentlich, der
Aufschliisse iiber die Eindeutigkeit des Aufbaus von Ausdriicken gibt. Wegen der eingangs
bereits erwdhnten Verwandtschaft zu den klassischen Logikkalkiilen verzichten wir hier auf
die explizite Beweisfithrung.

Das folgende Lemma dient der Vorbereitung des Satzes 1.4.

1.3 Lemma Fiir alle Ausdriicke @, € FA gilt: ¢ ist kein echtes Anfangsstiick von ¢
(d.h. es gibt kein von < wverschiedenes ¢ € AT mit o = ¢').

Beweis: Der Beweis erfolgt induktiv. Eine explizite Darstellung der Argumentation findet
sich bei [Ebbinghaus ’96, S. 22 f.]. n

Es kann nun gezeigt werden, daf sich jeder Ausdruck in eindeutiger Weise in Teilausdriicke
zerlegen la83t.

1.4 Satz Jeder Ausdruck ist entweder von der Gestalt (i) Rqy ...q, oder (ii) MR, ...R,
oder (iii) (—p) oder (iv) (¢ A1) oder (v) (p V) oder (vi) (¢ — 1) oder (vii) (¢ <> ).
Dabei sind eindeutig bestimmt das Relationssymbol R und die Variablen oder Konstanten
Q- -, qy 1m Fall (i), das Mafsymbol M sowie die Relationssymbole Ry, ..., R, im Fall (ii),
der Ausdruck ¢ im Fall (iii) und die Ausdriicke ¢ und ¢ in den Fdllen (iv) bis (vii).

Beweis: Bei (i) und (ii) ist nichts zu zeigen. Die Behauptung (iii) folgt ebenfalls sofort
durch Abzéhlen und Vergleich der Zeichen des Ausdrucks.

Es seien Ausdriicke ¢, ¢', 1,1 € F4 und Junktoren o,o' € {A,V,—, ¢} gegeben, so daf
(pop) = (¢ o' ¢') gilt.
Wir nehmen an, dafl ¢ # ¢' gilt. Dann ist entweder ¢ ein echtes Anfangsstiick von ¢’ oder

umgekehrt. Nach Lemma 1.3 kann dann ¢ (bzw. ¢') kein Ausdruck sein, im Widerspruch
zur Annahme. Folglich gilt ¢ = ¢’ und es folgt o = o' sowie ¢ = 1)/. [

Aus Satz 1.4 ergibt sich eine Moglichkeit, Abbildungen auf den Ausdriicken der Sprachen MS
zu definieren. Dabei reicht es, die Abbildung auf den atomaren Ausdriicken festzulegen und
eine eindeutige Vorschrift fiir die in (A3) und (A4) definierten Verkniipfungsregeln anzuge-
ben. Diese beschreibt, wie von den Bildern der jeweiligen Teilausdriicke auf das des Gesamt-
ausdruckes geschlossen werden kann. Da sich nach Satz 1.4 jeder Ausdruck eindeutig durch
die Regeln (A3) bis (A4) in Teilausdriicke zerlegen 148t, kann letztlich auf die Wohldefiniert-
heit der Abbildung geschlossen werden. Der hier beschriebene Konstruktionsmechanismus
wird auch induktive Definition von Abbildungen genannt (siehe auch [Ebbinghaus '96, S.
24]). Er wird explizit in Abschnitt 1.4 verwendet, wo auch die obige Uberlegung verfeinert
wird.



14 Kapitel 1. Die Sprachen der Klasse MS

1.3 Abbildungen auf Wahrheitswerten

Gegenstand des folgenden Abschnitts sind die Abbildungen, die spéter zur Bestimmung der
Wahrheitswerte von Ausdriicken mit Junktoren dienen. Hierzu ist es zunéchst notwendig,
die Menge der Wahrheitswerte selbst festzulegen.

Die erste Forderung an die Menge der Wahrheitswerte ist, dafl diese mit einer vollstdndigen
Ordnung versehen ist. Je zwei Wahrheitswerte sollen stets in dem Sinne vergleichbar sein, dafl
der eine grofler oder gleich dem anderen ist. Es wird ferner angenommen, dafl die Menge der
Wabhrheitswerte ein Maximum (waehr) und ein Minimum (falsch) beziiglich dieser Ordnung
besitzt. Prinzipiell sind diese Bedingungen ausreichend fiir die wesentlichen Uberlegungen
des folgenden Abschnitts und offenbar sind verschiedene Mengen von Wahrheitswerten denk-
bar. Es zeigt sich jedoch, dafl es aus technischen Griinden zweckmifBig ist, die Menge der
Wahrheitswerte stets als eine geeignete Teilmenge des reellen Intervalls [0, 1] aufzufassen
(vgl. z. B. S. 25). Der Wert 1 wird dabei mit wahr, der Wert 0 mit falsch identifiziert.
Auf diese Art konnen Sprachen der Klasse MS, die beziiglich verschiedener Mengen von
Wahrheitswerten definiert werden, einfach miteinander verglichen und ihre Konstruktion
vereinheitlicht werden.

Die obigen Konventionen erlauben es, alle Abbildungen, die die Wahrheitswerte der Aus-
driicke mit Junktoren bestimmen, durch Abbildungen zu beschreiben, die auf dem Intervall
[0, 1] definiert sind. Der Wahrheitswert der Negation eines Ausdrucks wird hierzu durch ei-
ne einstellige Abbildung [0, 1] — [0, 1] dargestellt. Konjunktion, Disjunktion, Subjunktion
und Bisubjunktion werden durch zweistellige Abbildungen [0, 1> — [0, 1] bewertet. Bei der
Konstruktion der Abbildungen wird stets so vorgegangen, daf} sich bei der Einschrinkung
der Wahrheitswerte auf {0,1} die klassischen Wahrheitstafeln ergeben. Jede Sprache der
Klasse MS wird in diesem Sinne eine Erweiterung der klassischen Logik sein. Eine genauere
Untersuchung dieses Aspektes findet sich in Abschnitt 1.4.

Die Inhalte dieses Abschnitts finden sich an verschiedenen Stellen in der Standardliteratur
zur Fuzzy-Set-Theory und zur mehrwertigen Logik. Wir verweisen stellvertretend fiir ande-
re auf [Bohme ’93, Kruse '95] und [Gottwald 93] sowie auf [Gottwald ’89]. Die Darstellung
unterscheidet sich dort von der hier gewéhlten jedoch in mehreren Punkten. So werden die
Begriffe der dualen s-Norm sowie des Residuums mit Blick auf die beabsichtigte Einfiihrung
der Wahrheitsrdume in Abschnitt 1.4 allgemeiner eingefiihrt als tiblich. Zudem werden wir
spezielle, fiir das weitere zweckméflige Notationen verwenden. Schliefilich ist es beabsich-
tigt, die im Bereich der Fuzzy-Set-Theory hiufig verwendete, eher intuitive Einfiihrung der
Begriffe mathematisch exakt zu fassen und die entsprechenden Aussagen mit der fiir diese
Arbeit notwendigen Strenge zu beweisen.

1.3.1 t-Normen und s-Normen

Die Wahrheitswerte der Konjunktion und Disjunktion werden durch Abbildungen beschrie-
ben, die t-Normen bzw. s-Normen genannt werden. Diesen entstammen urspriinglich Un-
tersuchungen zur verallgemeinerten Geometrie (vgl. etwa [Schweizer '60, Schweizer '61]).

Beide Abbildungen unterscheiden sich in ihrer Axiomatik lediglich hinsichtlich der Festle-
gung ihres neutralen Elements. Im Falle der ¢-Norm ist dieses das Maximum (wahr oder 1)
der Menge der Wahrheitswerte. Bei den s-Normen ist es das Minimum (falsch oder 0).
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1.5 Definition Eine Abbildung t : [0,1]> — [0,1] heift t-Norm, wenn sie die folgenden
Bedingungen erfillt:

(T1) Ya € [0,1]: t(a,1) =a (Neutrales Element)
(T2) Ya,b,c€[0,1]: a < b= t(a,c) < t(b,c) (Monotonie)
(T3) VYa,be[0,1] : t(a,b) =t(b,a) (Kommutativitit)
(T4) Ya,b,ce|0,1]: t(a,t(b,c)) = t(t(a,b),c) (Assoziativitdt)

s-Normen werden wie folgt definiert.

1.6 Definition Fine Abbildung s : [0,1]> — [0, 1] heift s-Norm (oder t-Conorm ), wenn
sie die folgenden Bedingungen erfiillt:

(S1) Ya €[0,1]: s(a,0) =a (Neutrales Element)
(S2) Va,b,ce0,1]: a <b= s(a,c) < s(b,c) (Monotonie)
(S3) Ya,be[0,1]: s(a,b) = s(b,a) (Kommutativitdit)
(S4) Ya,b,c€10,1]: s(a,s(b,c)) = s(s(a,b),c) (Assoziativitit)

Eine Motivation der Eigenschaften von ¢- und s-Normen findet sich bei Kruse [Kruse '95,
S. 21]. Wir geben an dieser Stelle lediglich je zwei wichtige ¢-Normen und s-Normen an.
Dies sind der Maximum- und der Minimum-Operator sowie die Drastische Summe und das
Drastische Produkt. Weitere Beispiele finden sich in Tabelle 1.1.

1.7 Beispiel Beispiele fiir t-Normen sind:

(i) Minimum-Operator:

tmin : [0,1]* — [0,1]  (a,b) — min(a, b)

(17) Drastisches Produkt:

in(a,b =1vb=1
tp: 0,12 —[0,1]  (a,b) — { mina,b) @
0 sonst
Beispiele fiir s-Normen sind:

(1) Maximum-Operator:

Smax © [0, 1] — [0,1] (a,b) — max(a, b)
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Abbildung 1.1: tyin(a, b) und Spyax(a, b)

(77) Drastische Summe:

max(a,b) a=0Vb=0

sp 1 [0,1]* — [0,1] (a,b) — { 1 sonst

Durch die ¢- und s-Normen des Beispiels 1.7 konnen alle iibrigen ¢- und s-Normen ab-
geschitzt werden. Es gilt der folgende Satz:

1.8 Satz Fiir jede t-Norm t : [0,1]> — [0, 1] und jede s-Norm s : [0,1]*> — [0, 1] gilt:

(1) Ya,b € [0,1] : tp(a,b) <t(a,b) < tmin(a,b)
(1i) Ya,b € [0,1] : smax(a,b) < s(a,b) < sp(a,b)
Beweis: zu (i): Es sei ¢ eine t-Norm. Wir betrachten zunéchst die linke Seite der Unglei-
chung. Ist a # 1 und b # 1, so gilt nach der Definition von ¢p:
tp(a,b) =0 <t(a,b).
Nehmen wir den Fall b =1 an, so gilt:

tp(a,1) =a 2 t(a,1).

Wegen der Kommutativitét von ¢ folgt die Behauptung auch fiir a = 1.

Wir betrachten nun die rechte Seite der Ungleichung. Fiir jede ¢-Norm ¢ und a,b € [0,1]
gilt:
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und

(T2)
Ha,b) 2 t(b,a) < (b 1)

(T1)

b.
Insgesamt erhalten wir: ¢(a,b) < min(a,b).

Die Behauptung (ii) folgt durch analoge Uberlegungen. n
In Abbildung 1.1 wird die Aussage des Satzes 1.8 veranschaulicht. Dort sind die Graphen des
Minimum- und des Maximum-Operators aufgetragen. Drastisches Produkt und Drastische
Summe sind nicht dargestellt, da beide Abbildungen nur auf dem Rand (im Falle a =
1V b = 1) des zwei-dimensionalen Einheitswiirfels ungleich 0 bzw. 1 sind und dort mit
dem Minimum- bzw. dem Maximum-Operator iibereinstimmen. Der Graph jeder weiteren

t-Norm liegt unterhalb der abgebildeten Flichen, der Graph jeder s-Norm oberhalb dieser.
Der von den Fléchen eingeschlossene Raum wird von ¢- und s-Normen nicht erreicht.

Aus Satz 1.8 ergibt sich eine wichtige Folgerung.

1.9 Satz Es seit : [0,1]* — [0, 1] eine t-Norm und s : [0,1]> — [0, 1] eine s-Norm. Dann
qgilt:

(i) Va €10,1] : t(a,0) =0

(ii)) Va € [0,1]: s(a,1) =1

Beweis: Die Behauptung folgt aus den Abschétzungen des Satzes 1.8. u

1.3.2 Negationsfunktionen

Um die Negation darzustellen, werden die sogenannten Negationsfunktionen verwendet. Thre
Eigenschaften sind eine intuitive Erweiterung der klassischen Negation.

1.10 Definition Eine Abbildung n : [0,1] — [0, 1] heifit eine Negationsfunktion, wenn
sie die folgenden Bedingungen erfillt:

(N1) n(0) =1 und n(1) =0

(N2) Ya,b e [0,1]: a < b= n(a) > n(b) (Monotonie)
FEine Negationsfunktion heifst streng, wenn zusdtzlich gilt:

(N3) n e C([0,1]) und Ya,b € [0,1] :

a < b= n(a) > n(b) (Stetigkeit und strenge Monotonie)
FEine strenge Negationsfunktion heifit Involution, wenn zusdtzlich gilt:

(N4) Va €10,1] : n(n(a)) =a
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Bezeichnung

Vorschrift (a,b € [0,1])

Minimum-Operator

Maximum-Operator

tmin(a, b) = min(a, b)

Smax (@, b) = max(a, b)

Beschrankte Differenz

tp(a,b) = max(0,a+ b — 1)

Beschrinkte Summe sp(a,b) = min(1,a + b)

Algebraisches Produkt | t4(a,b) =a-b
Algebraische Differenz | sa(a,b) =a+b—a-b
, min(a,b) a=1vb=1
Drastisches Produkt tp(a,b) =
0 sonst
, max(a,b) a=0VvVb=0
Drastische Summe sp(a,b) =

1 sonst

Tabelle 1.1: Duale Paare von ¢- und s-Normen

Wir werden im weiteren stets Involutionen betrachten.

1.11 Beispiel Die in der Prazis am hdufigsten verwendete Negationsfunktion ist die Funk-
tion

ns : [0,1] — [0, 1] ar—1—a.

Sie ist eine Involution.

Involutionen erdffnen die Moglichkeit, einen Zusammenhang zwischen bestimmten #- und
s-Normen herzustellen. Dieser fiihrt zu dem Begriff der zu ¢ dualen s-Norm, den wir im
folgenden Satz einfiihren.

1.12 Satz FEs seit : [0,1)> — [0,1] eine t-Norm und n : [0,1] — [0,1] eine Involution.
Die Abbildung
(a,b) —> n(t(n(a), n(b)))

ist eine s-Norm. Sie heifit die zu t duale s-Norm (beziiglich n).

St [07 1]2 — [07 ]-]

Beweis: Es seien t,n und s;, wie oben gegeben. Wir weisen die Eigenschaften der Defini-
tion 1.6 nach.
zu (S1) (Neutrales Element): Es sei a € [0, 1] beliebig, dann gilt:

stn(a,0) = n(t(n(a), n(0)))
zu (S2) (Monotonie): Es seien a,b, ¢ € [0, 1], mit a < b. Wir erhalten:

a<b
n(a) > n(b)

(g)
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zu (S3) (Kommutativitét): folgt sofort aus (T3)
zu (S4) (Assoziativitit): Es seien a, b, ¢ € [0,1]. Dann gilt:
St,n(aa St,n( c))

(t(n(a), n(n(t(n(b), n(c))))))

(t(n(a), t(n(b), n(c))))

(t(t(n(a), n(b)), n(c)))

(t(n(n(t(n(a),n(b)))), n(c)))
—_—

st,n(a,b)
— St,n(st,n(aa b)a C)

I
S

I
S

I
S

I
S

)
)
)

1.13 Bemerkung

(i) In der Literatur wird der Begriff der dualen s-Norm hdufig nur fir die Involution
n, definiert und untersucht. Allerdings wdre ein solcher Ansatz fiir die beabsichtigten
Untersuchungen zu speziell. Die gewdhlte Bezeichnung s; ., orientiert sich an einer von
Gottwald [Gottwald *93] verwendeten Notation.

(ii) Es sei s :[0,1]> — [0, 1] eine s-Norm. Dann definiert

tsm : [0,1> — [0,1] (a,b) — n(s(n(a),n(b))

eine t-Norm. Diese heifst die zu s duale t-Norm (bzgl. n). Ist s eine duale s-Norm
zu einer t-Norm t bzgl. n, so ist t die duale t-Norm zu s bzgl. n. Demnach gilt fir jede
t-Norm t und jede Involution n: t,  , =1.

In Tabelle 1.1 sind exemplarisch duale Paare von ¢- und s-Normen aufgefiihrt. Bei allen
abgebildeten Paaren ist die Involution n, aus Beispiel 1.11 zugrunde gelegt worden.

1.3.3 Das Residuum

Bisher wurden Abbildungen zur Darstellung von Konjunktion, Disjunktion und Negation

behandelt. Wir werden in diesem Abschnitt als letztes die Abbildungen zur Darstellung von

Subjunktionen, die sogenannten Residuen, einfiihren. Die Bewertung der Bisubjunktionen

wird spiter durch eine Kombination von Residuen und ¢-Normen erfolgen (vgl. Abschnitt
4 (S. 25)) und daher an dieser Stelle nicht explizit behandelt.

Wir beginnen mit der Definition des Residuums.
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t-Norm (a,b € [0, 1]) Residuum (a,b € [0,1])

) 1 a<bd
tmin(@, b) = min(a, b) Tmin (@, b) = { b oasb
tg(a,b) = max(0,a +b—1) rg(a,b) = min(1,1 — a + b)

B _J min(1,b/a) a#0
talab) = a-b ralan) = { MG 20
_J min(a,b) a=1Vvb=1 b oa=1

tp(a,b) = { 0 sonst ro(a,b) = { 1 sonst

Tabelle 1.2: Residuen verschiedener ¢t-Normen

1.14 Definition FEs seit: [0,1]> — [0, 1] eine t-Norm. Die Abbildung
0P 0] (a8) — sup{d € [0,1); #(ad) <)

heifit das Residuum von t.
In Tabelle 1.2 sind Residuen zu verschiedenen ¢-Normen aufgefiihrt.

1.15 Bemerkung Wir orientieren uns bei der Begriffsbildung der Definition 1.14 an dem
Vorgehen von Gottwald [Gottwald 93, S. 13, Def. 1.4], der allerdings den Begriff des ®-
Operators verwendet und lediglich nach unten halbstetige t-Normen betrachtet. In der Lite-
ratur zur Fuzzy-Set-Theory ist eine andere Definition des Residuums ublich (vgl. [Kruse 95,
S. 59, Def. 2.62]). Diese stimmt im Falle einer stetigen t-Norm mit der Begriffsbildung der
Definition 1.14 dberein (vgl. [Kruse 95, S. 59, Satz 2.63]). Im Fulle einer nicht stetigen
t-Norm kann mit der diblichen Definition allerdings die FExistenz und Eindeutigkeit eines
Residuums nicht gesichert werden, so dafi diese Begriffsbildung mit Blick auf die beabsich-
tigte Finfihrung der Wahrheitsrdume nicht zweckmdfig erscheint.

Wir geben einige grundlegende Eigenschaften des Residuums an.

1.16 Satz Es sei t : [0,1]> — [0,1] eine t-Norm und 7y : [0,1]> — [0,1] das Residuum
von t. Das Residuum hat die folgenden Eigenschaften:

(i) Ya,b,c€[0,1]: b<c = ria,b) <ria,c) (Monotonie)
a<b = ria,c)>ryib,c)

(i) Ya,b € [0,1]: a < b= rya,b) =1

(111) YVa € [0,1]: r(1,a) =a (Neutrales Element)
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Beweis: zu (i): Wir zeigen zunichst die erste Ungleichung. Seien a,b, ¢ € [0,1] und b < c.
Fiir alle d € [0, 1] und jede t-Norm ¢ : [0, 1]> — [0, 1] gilt:

t(a,d) <b = t(a,d) <c.
Folglich ist

ri(a,b) = sup{d € [0,1]; t(a,d)
< sup{d € [0,1]; t(a,d)

Wir wenden uns dem Beweis der zweiten Ungleichung zu:
Seien a,b,c¢ € [0,1] und a < b. Es gilt nach (T2) stets t(a,d) < ¢(b,d) fiir alle d € [0, 1].
Somit folgt

t(b,d) <c¢ = t(a,d) <c

und wir erhalten die Behauptung wie im ersten Fall.
zu (ii): Es seien a,b € [0, 1] mit a < b.

1.8 (T2)
Fiir jede t-Norm ¢ gilt nun: ¢(a,d) < min(a,d) < min(a,b) = a < b, fiir alle d € [0,1]. Also
folgt:
ro(a,b) = sup{d € [0,1]; t(a,d) < b} = sup{d € [0,1]} = 1.

zu(iii): Sei a € [0,1], dann gilt

ri(1,a) = sup{d € [0,1]; t(1,d) < a} =sup{d € [0,1]; d < a} =a

Im néchsten Satz werden wichtige Eigenschaften von Verkniipfungen von ¢-Normen und
Residuen aufgefiihrt.

1.17 Satz Es sei t : [0,1]> — [0,1] eine t-Norm, die nach unten halbstetig ist, und
re 2 [0,1]> — [0, 1] das Residuum von t. Es gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ya,b € [0,1]: t(a,ri(a,b)) <b
(i) Ya,b € [0,1] : r(a,t(a,b)) > b
(ii1) Y a,b,c € [0,1] : t(ri(a,b), (b, c)) < ri(a,c)

Beweis: zu (i): Da die t-Norm nach Voraussetzung nach unten halbstetig ist, ist die Menge
{d € [0,1];t(a,d) < b} abgeschlossen. Es folgt die Behauptung.

zu (ii): Es gilt:
ri(a,t(a, b)) = sup{d € [0,1]; t(a,d) < t(a,b)}

Wegen der Monotonie der ¢-Norm gilt fiir d < b stets t(a,d) < t(a,b). Also ist

sup{d € [0,1]; t(a,d) < t(a,b)} > b
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zu (iii): Es seien a, b, ¢ € [0, 1] beliebig gew&hlt. Dann gilt:
t(a,t(r¢(a,b),ri(b,c)))

T t(t(a, ro(a, b)), m(b, ¢))
(i b 14(b. )

(i)

< ¢

Wir erhalten daher:
t(rt(aa b)a Tt(ba C)) < Sup{d S [07 1]’ t(aa d) < C}

= r(a,c)

1.3.4 Charakterisierung des Minimum-Operators

In der Theorie mehrwertiger Mengen ist der Minimum-Operator die am hiufigsten ver-
wendete t-Norm. Seine Anwendung im Bereich der mehrwertigen Mengen geht auf Zadeh
[Zadeh '65] zuriick. Allerdings betrachtete schon Lukasiewicz in [Lukasiewicz '30 A] eine
mehrwertige Logik, in der das Minimum zur Verallgemeinerung des klassischen und’ ver-
wendet wurde. Auch heute wird bei der Untersuchung der Fuzzy-Logik fast ausschliefflich
der Minimum-Operator zugrundegelegt (vgl. [Pavelka '79, Novak '87] oder [Bohme ’93, S.
209 ff.]).

Wir werden diesen Operator daher nun genauer betrachten und einige charakteristische
Eigenschaften zusammenstellen. Wichtig sind hier vor allem die Distributivgesetze, die wir
in Satz 1.24 zeigen. Wir beginnen mit dem Begriff der Idempotenz einer Abbildung.

1.18 Definition Fine Abbildung u : [0,1]*> — [0,1] heifit idempotent, wenn fir alle
a € [0,1] gilt: u(a,a) = a.

1.19 Satz Ist eine t-Norm t : [0,1]*> — [0, 1] idempotent, so gilt: t = tyn.

Beweis: Es seien ¢ eine idempotente t-Norm und a, b € [0, 1]. Wir nehmen a < b an. Dann
gilt:
(T2) (T2)
a=t(a,a) < tla,b) < t(a,1) Dy,

Also gilt t(a,b) = a = min(a,b). Fiir a > b folgt die Behauptung aus Symmetriegriinden
nach (T3). ]

1.20 Definition FEine Abbildung u : [0,1]> — [0, 1] heifit interaktiv, wenn a,b € [0, 1]
derart ezistieren, daf$ u(a,b) & {a,b} gilt.

Es wird sich zeigen, daf§ jede -Norm mit Ausnahme des Minimum-Operators interaktiv ist.

1.21 Satz Ist eine t-Norm t : [0,1]* — [0, 1] nicht interaktiv, so gilt: t = tmin.
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Beweis: Es sei t eine nicht interaktive ¢-Norm. Fiir jedes a € [0, 1] gilt dann t(a,a) = a.
Also ist t idempotent. Aus Satz 1.19 folgt: ¢ = £ ;,. m

Die Eigenschaften der Interaktivitéit und Idempotenz charakterisieren nicht nur ¢~-Normen,
sondern auch ihre dualen s-Normen. Dies zeigt der folgende Satz.

1.22 Satz Sei t : [0,1]* — [0,1] eine t-Norm, n : [0,1] — [0,1] eine Involution und
St o 10,12 — [0,1] die zu t duale s-Norm bzgl. n. Es ist s, genau dann idempotent (bzw.
nicht interaktiv), wenn t idempotent (bzw. nicht interaktiv) ist.

Beweis: Wir weisen die Idempotenz nach.

Fiir alle a, b € [0, 1] ist s;,,(a,b) = n(t(n(a),n(b))). Ist nun ¢ idempotent, so folgt: s;,(a, a) =
n(t(n(a),n(a)))) = n(n(a)) = a.

Fiir alle a,b € [0, 1] ist andererseits t(a,b) = n(s;,(n(a), n(b))). Ist nun s,, idempotent, so
folgt: t(a,a) = n(sin(n(a),n(a))) = n(n(a)) = a.

Die entsprechende Behauptung der Interaktivitéit kann nun wie in Satz 1.21 bewiesen wer-
den. -

Zum Abschluf} dieses Abschnittes soll gezeigt werden, dafl es genau ein Paar von dualer ¢-
und s-Norm gibt, fiir das ein Distributivgesetz gilt. Als Vorbereitung dazu dient das folgende
Lemma.

1.23 Lemma FEs sein : [0,1] — [0,1] eine Involution. Es sei ferner t = tmi,. Dann gilt
fir alle a,b € [0,1]:

Stn(a,b) = max(a,b) = Smax(a,b) .

Beweis: Unter den Voraussetzungen des Lemmas gilt fiir a,b € [0, 1]:

sinla;b) = n(min(n(a),n(b)))
(1\5)) n(n(max(a,b)))
(124) max(a, b)
Da a und b beliebig gewihlt sind, ist die Behauptung des Lemmas gezeigt. [

Analog 148t sich zeigen, dafl die zu sy, duale t-Norm stets der Minimum-Operator ist, und
zwar unabhéngig von der betrachteten Involution.

1.24 Satz FEs sei t : [0,1]*> — [0,1] eine t-Norm, n : [0,1] — [0,1] eine Involution und
Stm ¢ [0,1]2 — [0,1] die zu t duale s-Norm bzgl. n. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) Es ist t = tmin-
(1i) Es gilt eines der beiden folgenden Distributivgesetze:

(a) Ya,b,c € [0,1]: t(a,s.n(b,c)) = sin(t(a,b),t(a,c))
(b) Ya,b,c € [0,1]: sin(a,t(b,c)) =t(sin(a,b), sin(b,c))
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Beweis: (i) = (ii)“: Es sei t = tyin. Nach Lemma 1.23 ist dann s;,, = Syax. Die Giiltigkeit
der Distributivgesetze fiir den Minimum- und den Maximum-Operator folgt aus elementaren
Umformungen.

,(il) <= (1)“: Es gelte das Distributivgesetz (a) fiir alle a, b, ¢ € [0,1]. Dann gilt es insbeson-
dere fiir b = ¢ = 1. Ist a € [0, 1] beliebig gewihlt, so folgt:

o 2 10, 1) 2 t(a,500(1,1) 2 s (t(a,1), (0, 1) = s10(a.0)

Also ist s;, idempotent und aus Satz 1.22 folgt die Idempotenz von ¢, was nach Satz 1.19
t = tmin impliziert.

Das Distributivgesetz (b) gelte fiir alle a, b, ¢ € [0, 1]. Dann gilt es insbesondere fiir b = ¢ = 0.
Ist a € [0, 1] beliebig gewihlt, so folgt:

a2 5 0(@,0) 2 s (@, t(0,0)) Y (s, (a, 0), 500(a,0)) 2 t(a, a) .

=

Also ist ¢ idempotent und Satz 1.19 liefert ¢ = tin. m

Eine Folgerung des Satzes 1.24 ist, da8 das Distributivgesetz (a) genau dann gilt, wenn das
Distributivgesetz (b) gilt. Ferner zeigt sich, daf§ die Eigenschaft der Distributivitét lediglich
von einer t-Norm — ndmlich dem Minimum-Operator — erfiillt wird. Hier wird deutlich,
dal wesentliche strukturelle Unterschiede zwischen den verschiedenen ¢-Normen bestehen.
Diese Unterschiede werden sich spiter entsprechend in der Semantik der mit den ¢-Normen
definierten Sprachen wiederfinden (vgl. Bsp. 1.53).

Die Aussage des Satzes 1.24 148t sich auch fiir Teilmengen von [0, 1] zeigen, sofern diese
die Elemente 0 und 1 umfassen. Solche Mengen werden in Abschnitt 1.4 als Mengen von
Wahrheitswerten aufgefafit.

1.25 Bemerkung FEs seinen {0,1} C T C [0, 1] sowie eine t-Norm t : [0,1]> — [0,1] und
eine Involution n : [0,1] — [0, 1] gegeben. Fir die Einschrinkungen t|p2 und si,|r> gilt
eines der beiden Distributivgesetze aus Satz 1.24 genau dann, wenn gilt: t|p2 =t |72

1.4 Wahrheitsriume und Tautologien

In diesem Abschnitt wird festgelegt, wie ¢-Normen, s-Normen, Negationsfunktionen und
Residuen zur Ermittlung der Wahrheitswerte solcher Ausdriicken verwendet werden, in de-
nen Junktoren vorkommen. Dabei werden wir ausnutzen, dafl sich mit der Vorgabe einer
t-Norm und einer Involution bereits eine (duale) s-Norm sowie ein Residuum ableiten las-
sen. Involution und ¢-Norm werden daher als Erzeugende der Semantik der Sprachen MS
verwendet. Dieses Vorgehen ist prinzipiell vergleichbar mit dem Vorgehen in der klassischen
Logik. Auch dort werden gelegentlich Konjunktion und Negation als Erzeugende der iibrigen
Grundoperationen (vgl. [Carnap '68]) gebraucht.

In Abschnitt 1.3 wurde bereits gezeigt, dafl verschiedene ¢-Normen und Involutionen existie-
ren. Durch unterschiedliche Vorgabe dieser beiden Elemente entstehen verschiedene seman-
tische Strukturen. Allerdings mufl zur vollstdndigen Festlegung der Struktur der Semantik
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neben ¢-Norm und Involution noch die zulédssige Menge der Wahrheitswerte festgelegt wer-
den. Diese wird durch eine geeignete Teilmenge des Intervalls [0, 1] représentiert. Durch die
drei Elemente ¢-Norm, Involution und Menge der Wahrheitswerte wird die Struktur der Se-
mantik einer Sprache der Klasse MS vollstindig erklért. Wir werden diese Elemente zu dem
Begriff des Wahrheitsraumes zusammenfassen. Dieser stellt somit das wesentliche Charakte-
ristikum der Semantik der betrachteten Sprache dar. Er bietet die konzeptionelle Grundlage
zur Untersuchung und Gegeniiberstellung der verschiedenen Sprachen.

Neben der Einfiihrung der grundlegenden Begriffe ist die Zielsetzung des folgenden Ab-
schnitts die strukturelle Analyse der Eigenschaften von Wahrheitsrdumen. Dabei werden
zwei Schwerpunkte gesetzt. Zum einen ist dies die Frage der Vergleichbarkeit der durch
die Wahrheitsrdume beschriebenen semantischen Strukturen. Diese Problemstellung wird
zu den Begriffen der Aquivalenz bzw. der Isomorphie von Wahrheitsrdumen fithren. Ein
zweiter Schwerpunkt wird die Betrachtung von speziellen semantischen Charakteristika von
Wahrheitsrdumen sein. Hier wird der Begriff der Tautologien einer Sprache MS von zentraler
Bedeutung sein. Dieser Begriff entspricht inhaltlich dem klassischen Vorbild. Er bezeichnet
Ausdriicke, die unabhéngig von ihrer konkreten Bedeutung wahr sind.

Der Diskurs der beiden obigen Schwerpunkte wird sich auf Aussagen beschrinken, die fiir
die beabsichtigte Formulierung des Entscheidungsmodells in Kapitel 4 von Bedeutung sind
oder die uns wichtig fiir das Verstédndnis des hier vorgestellten Konzepts erscheinen. Zudem
werden wir auf Beriihrungspunkte zu anderen logischen Konzepten hinweisen, ohne daf} hier
eine vollstdndige Abhandlung dieser Verwandtschaft beabsichtigt ist.

Die von uns im folgenden vorgenommenen Begriffsbildungen und der durchgefiihrte sy-
stematische Vergleich verschiedener semantischer Strukturen sind sowohl methodisch als
auch inhaltlich grundsétzlich neu. Sie geben Aufschluf iiber wichtige Gemeinsamkeiten und
Unterschiede der Sprachen der Klasse MS, die es bei ihrer Anwendung erlauben werden,
angemessene Sprachen zur konkreten Problembeschreibung zu bestimmen.

1.4.1 Wahrheitsriume und Wahrheitsfunktionen

Wir beginnen mit der Definition von Wahrheitsriumen, geben Beispiele und stellen im
Anschluf} einige Eigenschaften zusammen. Im folgenden sei A ein fest gewihltes Alphabet
der Sprachen MS. Die Menge aller Ausdriicke von A sei wie iiblich mit F* bezeichnet.
Um triviale Fille auszuschlieBen, nehmen wir ferner an, daf$ die Menge F:* der atomaren
Ausdriicke mindestens zwei Elemente enthélt.

1.26 Definition FEs sei {0,1} C T C [0,1]. T heifit eine Menge von Wahrheitswerten.
Es seien ferner t : [0,1]> — [0,1] eine t-Norm, n : [0,1] — [0,1] eine Involution, s;, :
[0,1]2 — [0,1] die zu t duale s-Norm beziiglich n und r; : [0,1]*> — [0,1] das Residuum
von t. Das Tripel T = (t,n,T) heifit ein Wahrheitsraum, wenn die Einschrinkungen von
t,n, sty und ry auf T abgeschlossen sind, d. h. es gilt:

(W].) t|T2 N T2 — T
St,n|T2 N T2 — T

Tt|T2 :T? — T
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Zwei Wahrheitsrdume 7 = (t1,n1,T1) und 7 = (tg,ny, 1) heiffen gleich (in Zeichen:
T = Ty), wenn gilt: t; = ty, ny = ny und Ty = Ts.

Eine Abbildung || - || : FA — T heifit eine Wahrheitsfunktion in einem Wahrheitsraum
7= (t,n,T), wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:
(W2) Yo e FA: [[(=o)ll = n(llell)
(W3) Vo, € FA:
(1) [Ilte Al =l lll)
(ii) (e V) = sealllell, 1410

(i) || = D) = rlllells [[#1)
(i) [[(e < D) =t (rlllells (11D, e (111 e l]))

~—~~ I~

Ist]|-|| : FA* — T eine Wahrheitsfunktion in 7, so schreiben wir kurz ||-|| € 7. Fiir ¢ € FA
wird ||| der Wahrheitswert von ¢ genannt.

Jede Abbildung FA — T ist eine Bewertung der Ausdriicke einer Sprache MS mit Wahr-
heitswerten. Diese sind zunéchst vollig beliebig und nicht jede dieser Bewertungen kann
als zweckmiflige Bewertung im Sinne einer mehrwertigen logischen Sprache verstanden wer-
den. Durch die Forderungen (W2) und (W3) werden aus der Menge aller dieser Abbildungen
gewisse zuldssige Funktionen — die Wahrheitsfunktionen iiber einem Wahrheitsraum — cha-
rakterisiert. Sie sind die semantisch zuldssigen Bewertungen der Ausdriicke und jede dieser
Abbildungen ist im obigen Sinne logisch sinnvoll. Indem durch einen Wahrheitsraum die
zuldssigen Bewertungen festgelegt werden, definiert dieser die semantische Struktur einer
Sprache aus der Klasse MS.

Wir geben zuniichst einige einfache Beispiele an.

1.27 Beispiel — Klassische Aussagenlogik

Wir betrachten die Menge der Wahrheitswerte T = {0,1}, eine t-Norm t : [0,1]* — [0, 1]
und eine Involution n : [0,1] — [0, 1]. Wir weisen nach, daff 7 = (t,n,{0,1}) stets ein
Wahrheitsraum ist.

Den Ausfithrungen des Abschnittes 1.3 entnehmen wir die folgenden Tabellen:

a || n(a) a|b| tlabd) | sin(a,d) | re(a,b) ‘
0 1 00 0 0 1
0 0|1 0 1 1
110 0 1 0
1)1 1 1 1

Wie man an diesen Tabellen abliest, ist T = (t,n,{0,1}) stets ein Wahrheitsraum, da (W1)
erfillt ist.

Aus den Aziomen (W2) und (W3) ergeben sich die folgenden Wahrheitswerte fiir Ausdriicke,
in denen Junktoren enthalten sind:
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Il || =)l Il | Il | e APl vl | ll(e = )l | [[(e < 9l
0 1 0| 0 0 0 1 1
1 0 0 | 1 0 1 1 0
1|0 0 1 0 0
1|1 1 1 1 1

Diese Tabellen entsprechen den Wahrheitstafeln der klassischen Aussagenlogik. In diesem
Sinne definiert der Wahrheitsraum ™ = (t,n,{0,1}) die Semantik einer Sprache MS, die zu
der Semantik der klassischen Aussagenlogik dquivalent ist. Allerdings verfiigt diese Sprache
mit den Mafsymbolen tber Elemente, die in der klassischen Aussagenlogik keine Entspre-
chung besitzen.

1.28 Beispiel

(i) Der Wahrheitsraum 1 = (tmin, 15, {0,1}) ist ein Wahrheitsraum. Er beschreibt die
logische Sprache des Beispiels 1.27.

(it) T2 = (tmin, ns, {0, 5, 1}) ist ein Wahrheitsraum. Er gleicht semantisch der dreiwertigen
Lukasiewicz-Logik (vgl. [Béhme °93, 209 f.]). Ein weiterer Wahrheitsraum mit drei
Wahrheitswerten wird durch m3 = (tp, ns, {0, 1,1}) definiert. Wir werden spiter nach-
weisen, daf$ er nicht dieselbe Semantik wie der Wahrheitsraum o beschreibt (vgl. auch
Bsp. 1.37).

(11i) Es sei {0,1} C T C[0,1] eine Menge von Wahrheitswerten. Ferner sei eine Involution
n:[0,1] — [0, 1] gegeben, fir die n|y: T — T gilt. Dann sind

Tmin = (tmina n, T) und ™D = (tDa n, T)

Wahrheitsrdume. Der Wahrheitsraum Tmin tst mit den mehrwertigen logischen Spra-
chen der Klasse L verwandt, die von Lukasiewicz und Tarski in [Lukasiewicz '30 B]

untersucht wurden (vgl. auch [Gottwald 89, S. 84 f.]).

Es ist zunéchst nicht klar, ob in allen Wahrheitsrdumen stets Wahrheitsfunktionen exi-
stieren, ob also der Begriff des Wahrheitsraumes immer zu zuldssigen Bewertungen und
infolgedessen zu einer sinnvollen Semantik fiihrt. Um die Diskussion dieses Abschnittes in
dieser Hinsicht zu rechtfertigen, werden wir daher in Satz 1.29 zunichst die Existenz von
Wabhrheitsfunktionen in beliebigen Wahrheitsrdumen nachweisen.

1.29 Satz - Satz von der Existenz und Eindeutigkeit von Wahrheitsfunktionen
Es sei 7 = (t,n,T) ein Wahrheitsraum. Es sei ferner F* C F4 die Menge aller atomaren
Ausdriicke. Ist o : FA — T beliebig, so existiert genau eine Wahrheitsfunktion || - || € 7,
so dap || - ||| g2 = a gilt.

Beweis: s sei a: F4 — T gegeben. Wir definieren eine Abbildung ¢ : 74 — T durch
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(iii) und fiir o, € FA sei

Wir weisen nach, dafl g eine Wahrheitsfunktion iiber 7 ist.
Zunéchst zeigen wir induktiv die Wohldefiniertheit und die Eindeutigkeit von g.
Fiir die atomaren Ausdriicke ist nach der Definition von a und g nichts zu zeigen.

Sei ¢ € FA ein Ausdruck und g(¢) € T sei eindeutig bestimmt. Dann ist auch ¢ = (1))
ein Ausdruck und es ist n(g(y)) € T, da 7 = (t,n,T) ein Wahrheitsraum ist. Da g(v))
eindeutig bestimmt ist und da sich nach Satz 1.4 ¢ eindeutig aus ¢ erzeugen 1a8t, folgt die
Eindeutigkeit von g(¢) = n(g(v)).

Seien 1, x € FA, mit eindeutig bestimmten g(v),g(x) € T. Dann ist ¢ = (¢ A x) ein
Ausdruck und es ist t(g(¢), g(x)) € T, da 7 = (t,n,T) ein Wahrheitsraum ist. Da g(¢)) und
g(x) eindeutig bestimmt sind und da sich nach Satz 1.4 ¢ eindeutig aus ¢ und x erzeugen
148t, folgt die Eindeutigkeit von g(¢) = t(g(1), g(x)). Analog la8t sich die Behauptung fiir
die iibrigen Junktoren nachweisen.

Da sich jeder Ausdruck durch endliche Anwendung der Regeln (A1) bis (A4) erzeugen li8t,
folgt insgesamt die Wohldefiniertheit und die Eindeutigkeit von g durch Induktion”.

Nach der Konstruktion ist g eine Wahrheitsfunktion {iber 7 und die Existenz und Eindeu-
tigkeit einer geeigneten Wahrheitsfunktion ist nachgewiesen. [

Wir stellen grundlegende Eigenschaften von Wahrheitsfunktionen zusammen. Es zeigt sich,
daf} viele der GesetzméfBligkeiten der klassischen Logik auch fiir die Sprachen der Klasse MS
gelten.

1.30 Lemma Sei 7 = (t,n,T) ein Wahrheitsraum und || - || € T eine Wahrheitsfunktion.
Dann gilt:
(i) Vo€ F* lell = 1 (==
(ii) Vo, € FAr (e V)l = I(=((=9) A (=)l
(iii) Yo, € F4o oAl = [l A
eVl = litw Vel
(iv) Vo, 0,0 € FAr (e AY) Aw)ll = [[(eA (W Aw)l
(V) vl = itV (@ V)l

Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus den Eigenschaften von ¢-Normen, dualen s-
Normen und Negationsfunktionen (vgl. Abschnitt 1.3). m

"Zum Konzept der Induktion bei der Konstruktion logischer Sprachen vgl. [Ebbinghaus 96, S. 19 f.]
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Das folgende Lemma enthélt Aussagen iiber die Subjunktion.

1.31 Lemma Sei 7 = (t,n,T) ein Wahrheitsraum und || - || € 7 eine Wahrheitsfunktion.
Dann gilt:

(i) Vo, € FA, mit [lo] =0: [l(p =)l =1
(i) Vo, € FA4 il & 9l = (g = ) A — )
(iii) ¥ o, € FA: (¢ < )| = min(||(p —= D), (& = @)I])

Ist t nach unten halbstetig, so gilt zudem:

(iv) Vo, € FA: (9 Al = ¥) = )| =1
() Vo, h,we FA (0= ) A > w)) = (¢ 2 w))l| =1

Beweis: Die Aussagen (i) bis (iii) folgen direkt aus Satz 1.16 und der Definition 1.26. Die
Behauptungen (iv) und (v) folgen aus dem Satz 1.17. n

Die Ausdriicke aus (iv) und (v) aus Lemma 1.31 besitzen unabhéngig von den Wahrheits-
werten ihrer Teilausdriicke den Wahrheitswert 1. Solche Ausdriicke heiflen Tautologien. Wir
werden sie spéter weitergehend untersuchen (S. 40 f). Zunéichst werden wir jedoch Begriffe
einfiihren, die einen systematischen Vergleich verschiedener Wahrheitsrdume erlauben.

1.4.2 Aquivalenz von Wahrheitsriumen

Wir haben bereits darauf hingewiesen, daf3 verschiedene Wahrheitsriume die gleiche Se-
mantik beschreiben kénnen. So zeigt das Beispiel 1.27, daf} alle Wahrheitsrdume der Gestalt
T = (t,n,{0,1}) die gleiche Semantik, ndmlich die der klassischen Logik, definieren. Allge-
mein sollen Wahrheitsriume, die die gleiche Semantik beschreiben, als dquivalent bezeichnet
werden.

1.32 Definition Fs sei T eine Menge von Wahrheitswerten. Zwei Wahrheitsriume m =
(t1,n1,T) und 79 = (ta,n9,T) heiffen Aquivalent (in Zeichen: 1 ~ 1), wenn fir jede
Abbildung || - || : FA — T gilt:

-len s [-len.

1.33 Bemerkung

(i) Die Relation ~ der Definition 1.32 definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der Wahrheitsrdume, die beziiglich der gleichen Menge T von Wahrheitswerten gebildet
werden.

(i) Nach Definition 1.32 sind zwei Wahrheitsraume genau dann dquivalent, wenn die
Mengen ihrer Wahrheitsfunktionen tbereinstimmen. Die semantisch zulissigen Be-
wertungen der Ausdriicke sind dann die gleichen. Beide Wahrheitsrdume beschreiben
in diesem Sinne dieselbe semantische Struktur.
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(iii) Es sei F* die Menge der atomaren Ausdriicke und oo : FA — T eine beliebige Abbil-
dung. Es seien ferner iy = (t1,n1,T) und 7o = (to, no, T') dquivalente Wahrheitsrdume.
Nach Satz 1.29 existieren dann Wahrheitsfunktionen || - || € 71 und ||+ ||2 € 72, so daf
|- [lilza = @ = || - |l2|za gilt. Da nach Satz 1.29 die Wahrheitsfunktionen || - ||, und
| - ||2 eindeutig bestimmt sind und auflerdem || - |1 € 1o gilt, folgt || - ||s = || - ||2- Fiir
alle Ausdriicke o € FA gilt also: ||¢||1 = ||¢]o-

Der folgende Satz vereinfacht die Charakterisierung dquivalenter Wahrheitsraume.

1.34 Satz - Aquivalenzsatz von Wahrheitsriumen
Es seien 1y = (t1,n,T) und 19 = (t3,n9,T) Wahrheitsriume. Dann sind die folgenden
Aussagen dqivalent:

(Z) T ~ To

(ii) Es gilt:

tilre = ta|r
n1|T = n2|T (1 1)
Stl,n1|T2 = Stg,n2|T2 '
Ttl |T2 = Tt2 |T2

Dabei bezeichnen sy, p,; die zu t; duale s-Norm beziiglich n; und ry, das Residuum von
t; firi=1,2.

Beweis: ,(i)=(ii)“: Es sei 71 ~ 7. Wir weisen die Behauptung fiir die t~-Normen nach.
Dazu seien ¢, € F: mit ¢ # o beliebig gewithlt. Dann gilt fiir alle || - || € 71

e ADI = el 19l (da |-l en)

und

[l = (el l¥l)  (dal-]| )
Da || - || beliebig ist, folgt mit Satz 1.29: ¢y|p> = to|r
Die iibrigen Gleichungen aus (1.1) lassen sich analog rechtfertigen.

,(i1)=(1)“: Folgt sofort aus der Definition von Wahrheitsriumen (1.26). m

1.35 Beispiel

(i) Wir haben in Beispiel 1.27 gezeigt, dafi die FEinschrinkungen aller t-Normen, s-
Normen, Involutionen und Residuen auf der Menge {0, 1} ibereinstimmen. Nach Satz
1.34 sind daher alle Wahrheitsriume der Form T = (t,n,{0,1}) dquivalent. Es exi-
stiert also nur eine Aquivalenzklasse von Wahrheitsriumen dieser Art.

(ii) Betrachtet man die Menge von Wahrheitswerten [0, 1], so folgt nach Satz 1.4, dafl zwei
Wahrheitsrdume der Form T = (t,n,[0,1]) genau dann dquivalent sind, wenn die t-
Norm und die Involution tibereinstimmen, wenn die betreffenden Wahrheitsraume also
gleich sind. Jede Aquivalenzklasse von Wahrheitsriumen der Gestalt T = (t,n,[0,1])
enthdlt demnach genau ein Element.
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Unter gewissen Voraussetzungen lafit sich die Charakterisierung dquivalenter Wahrheits-
rdume nach Satz 1.34 weiter vereinfachen.

1.36 Satz FEs sei T eine Menge von Wahrheitswerten mit endlicher Mdchtigkeit. Es seien
ferner 7 = (t1,n1,T) und 15 = (tz,n9,T) Wahrheitsraume, t; und ty seien nach unten
halbstetig. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(Z) T ~ To

(ZZ) t1|T2 — t2|T2

Beweis: ,(i)=(ii)“: Diese Aussage ist bereits in Satz 1.34 gezeigt worden.

,(i1)=(1)“: Wir weisen nach, dafl unter den Voraussetzungen des Satzes gilt:

t1|T2 = t2|T2 (1.2)
nlr = nolr (1.3)
StimlT? = Styna|r2 (1.4)
Tolre = Tiylre (1.5)

Die Behauptung ergibt sich dann aus Satz 1.34.

Nach der Voraussetzung gilt t1|r2 = to|72, so daf} fiir Gleichung (1.2) nichts mehr zu zeigen
ist.

Wir betrachten die Involutionen n; und ny und weisen Gleichung (1.3) nach. Per Definition
ist jede Involution auf [0, 1] eine streng monoton fallende Abbildung. Also ist jede Involution
auch streng monoton fallend auf jeder Teilmenge von [0, 1], insbesondere also auf T'. Da 7,
und 7, Wahrheitsrdume sind, sind die Involutionen n; und ns auf 7" zudem abgeschlossen.

Es sei nun 7' = {ay,...,a,} die zugrunde liegende Menge von Wahrheitswerten (7" hat nach
Voraussetzung eine endliche Méchtigkeit).
O.B.d.A. sei

O=a1 <ay...<ap,_1<a,=1.

Die Abbildung
n:T—T Qi — Ay i1

ist dann die einzige streng monoton fallende, abgeschlossene Abbildung auf 7. Folglich gilt:
n1|T = n = n2|T

Damit ist Gleichung (1.3) gezeigt.

Da die t-Normen t;,t; und die Involutionen ny,ny auf 7" iibereinstimmen, folgt Gleichung
(1.4), denn nach Definition gilt fiir alle a,b € T

St (@, 0) = ny(ti(ni(a),n1(b))) = na(t2(nala),n2(b))) = sim(a,b)

Es bleibt Gleichung (1.5) zu zeigen. Dazu seien a, b € T beliebig gewéhlt. Da ¢; nach unten
halbstetig ist, gilt ¢;(a, 4, (a,b)) < b (vgl. Satz 1.17 (i)) und es folgt:

ti(a,r, (a,0)) = ta(a,ry, (a,b)) < b
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Folglich ist 4, (a,b) < r4,(a,b) (= sup{d € [0, 1]; t2(a, d) < b}). Andererseits ist auch ¢, nach
unten halbstetig und wir erhalten

to(a,ry,(a,0)) = ti(a,ry(a,b)) < b

Somit ist 7, (a, b) < 1y, (a,b) und es folgt ry, (a,b) = ry,(a,b).

Da a,b € T beliebig gewéhlt sind, folgt die Behauptung. n

Wir schliefen die Uberlegungen zur Aquivalenz mit einem Lemma ab, das die Aussagen
der Sdtze 1.34 und 1.36 weiter verdeutlichen soll. Wir werden nachweisen, daf§ genau vier
verschiedene Aquivalenzklassen von Wahrheitsrdumen existieren, die beziiglich der Menge

von Wahrheitswerten {0, 5,1} gebildet werden.

1.37 Lemma Wir betrachten die Menge von Wahrheitswerten T = {0, 55
genau vier Aquivalenzklassen von Wahrheitsriumen, die von der Gestalt 7 = (t,n,{0,3,1})
sind. Reprdsentanten dieser Aquivalenzklassen sind:

1}. Es existieren

Tmin (tmin, 15, {0, 3 5, 1})
5 = (t,n,,{0,5,1})
™ = (tp,ns, {0 ,2,1})
TH = (tHansa{()?Q? )

Dabei ist ty eine t-Norm, die durch

_ 2 min(a,b) a+b>1
H - [07 1] — [07 1] (Cl, b) — { 0 sonst
definiert ist.

Beweis: Wir weisen zunéchst nach, dafl 7., 75, 7p und 7y vier nicht dquivalente Wahr-
heitsrdume sind.

Zu diesem Zweck sei ein beliebiger Wahrheitsraum 7 = (¢,n, {0, 5,1}) gegeben. Wir betrach-
ten die moglichen Funktionswerte, die die t-Norm und die duale s-Norm sowie die Involution
und das Residuum auf 7" annehmen konnen. Die Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten
zur Definition dieser Abbildungen 148t nach Satz 1.34 Riickschliisse auf die Anzahl der
existierenden Aquivalenzklassen von Wahrheitsriumen zu.

Fiir jede Involution n in einem Wahrheitsraum des Typs 7 = (¢,n,T) gilt nach den
Uberlegungen aus dem Beweis zu Satz 1.36: n|r = ng|r.

Da n auf T eindeutig ist, ist auch die duale s-Norm s;,, auf 7" eindeutig bestimmt, wenn ¢
auf T" vorgegeben wird. Es bleiben daher lediglich die ¢~-Norm und das Residuum zu unter-
suchen. Wir betrachten zu diesem Zweck die folgende Tabelle, in der aufgetragen ist, welche
Funktionswerte die t-Norm und das Residuum auf der Menge 1" annehmen:
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o~
—

b) ‘ r¢(a, b) ‘ Begriindung ‘
1 (Satz 1.9, Satz 1.16 (ii))
(Satz 1.9, -)

(Satz 1.9, Satz 1.16 (iii))
(Satz 1.9, Satz 1.16 (ii))
(-, Satz 1.16 (ii))

(Def. 1.5 (T1), Satz 1.16 (111)
(Def. 1.5 (T1), Satz 1.16
(Def. 1.5 (T1), Satz 1.16
(Def. 1.5 (T1), Satz 1.16 (iii)
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Wie man der Tabelle entnimmt, werden lediglich die durch ¢ und ¢’ gekennzeichneten
Funktionswerte nicht durch die Axiomatik des Abschnitts 1.3 eindeutig bestimmt. Wahr-
heitsriiume der Gestalt 7 = (t,n, {0, 5, 1}) sind folglich genau dann nicht dquivalent, wenn
sich die Funktionswerte der entsprechenden ¢-Normen und Residuen an mindestens einer
dieser beiden Stellen unterscheiden.

Es gilt:
tmin(3,3) =3 und  rpin(3,0) =0
tH(%:%):% und TH(%ao):%
tB(%, %) =0 und rB(%,O) = %
tD(%, %) =0 und TD(%,O) =1

Da die Einschrinkungen der obigen ¢-Normen und Residuen auf 7" paarweise verschieden
sind, sind die Wahrheitsrdume 7,,;,, 75, 7p und 75 nach Satz 1.34 nicht dquivalent. Es sind
Représentanten von vier verschiedenen Aquivalenzklassen von Wahrheitsraumen der Gestalt

T = (t,n, {0,2,1})

Wir weisen nun nach, daf jeder Wahrheitsraum der Gestalt 7 = (¢,n, {0, 3,1}) zu einer der
vier Wahrheitsrdume 7, 75, 7p oder 75 dquivalent ist.

Jede t-Norm 148t sich nach Satz 1.8 nach oben durch ¢,,;, abschitzen. Ist ein Wahrheitsraum
der Gestalt 7 = (t,n, {0, 5,1}) gegeben, so gilt folglich

t(3,3) =3 oder t(3,1)=0.

Jede dieser t-Normen stimmt also auf 7" mit einer der obigen ¢-Normen iiberein.
Sei t(%, 1) = 0. Dann gilt:

272
ri(3,0) = sup{d € [0,1]; #(5,d) <0} > 3
Also gilt in diesem Fall r,(3,0) = 3 oder r,(3,0) = 1.
Ist t(3,3) = 3, so gilt:
ri(3,0) = sup{d € [0,1]; #(5,d) <0} < 3

In diesem Fall ist r,(%,0) = 0 oder r(3,0) =

1
5
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Insgesamt kénnen also nur vier verschiedene Arten von Wahrheitsrdumen existieren, da nur
vier paarweise verschiedene Einschrinkungen von ¢-Normen und Residuen auf 7" moglich
sind. [

1.38 Bemerkung Die Wahrheitsriume Ty, und 7y sowie Tg und Tp sind nicht dquivalent,
obwohl die entsprechenden t-Normen auf T tibereinstimmen. Hier zeigt sich, daf$ die Halb-
stetigkeit der t-Normen in Satz 1.36 eine notwendige Bedingung ist (ty und tp sind nicht
nach unten halbstetig).

1.4.3 Isomorphie von Wahrheitsrdumen

Ein weiterer wichtiger Begriff bei der Klassifizierung von Wahrheitsraumen ist der Begriff der
Isomorphie zweier Wahrheitsriume. Wihrend sich das Konzept der Aquivalenz auf Wahr-
heitsrdume bezieht, die beziiglich der gleichen Menge von Wahrheitswerten gebildet werden,
stellt die Isomorphie eine Beziehung zwischen Wahrheitsrdumen mit Mengen von Wahrheits-
werten gleicher Méchtigkeit dar. Wir motivieren den Begriff der Isomorphie zunéchst mit
einem Beispiel.

1.39 Beispiel FEs sei ¢ €]0,1[ gegeben. Wir definieren eine Abbildung n. durch

“La+1 ael0(

“(a—1) a€lc]l]

ne: [0,1]> — [0, 1] av—>{

Man rechnet leicht nach, daf$ n. eine Involution ist. Dabei ist ¢ stets Fixpunkt von n.; d. h.
es ist n.(c) = c. Als Spezialfall ergibt sich ng =ny.

Wir betrachten die folgenden Tabellen:

2

8
=
~

‘ b H tmin(a” b) ‘ Stmin,Ne (a'a b) ‘ Tmin

(@] |
0 1

C

o
o O O o e

0
0
0
0

— 0 O =D R = e~

o

_— 0 O = 0o O = 0o O
o

_ = = = O O = o O

— = =0
— 0o O 0

Wie man den Tabellen entnimmt, definiert 7. = (tmin, ne, {0, ¢, 1}) fiir alle ¢ €]0,1[ einen
Wahrheitsraum.

Zwischen allen Wahrheitsrdumen des Beispiels 1.39 existieren offenbar semantische Paralle-
len, da der Wahrheitswert ¢ austauschbar zu sein scheint. Wahrheitsrdume, die solche struk-
turellen Ahnlichkeiten aufweisen, sollen als isomorph bezeichnet werden. Wir prézisieren
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zunichst den Begriff der [somorphie. Dabei orientieren wir uns konzeptionell an der Defini-
tion der Aquivalenz von Wahrheitsraumen.

1.40 Definition FEs seien 71 = (t1,n1,T1) und 15 = (to,ng, To) Wahrheitsraume. Der
Wahrheitsraum 1, heiffit isomorph zu 1o (in Zeichen: 7 ~ 15), wenn eine bijektive, mo-
noton steigende Abbildung 2 : [0,1] — [0,1] derart existiert, daf$ die folgenden beiden
Bedingungen erfillt sind:

(i) UaeTl{Q(a)} =15

(it) Fir alle || - || € 7 gilt: Qo - || € 7

1.41 Bemerkung Ist Q:[0,1] — [0, 1] bijektiv und monoton steigend, so gilt:

(i) 2(0) =0 und Q(1) = 1.
(11) Q ist streng monoton steigend.

(111) Q ist stetig.

Der Begriff der Isomorphie von Wahrheitsrdumen ist symmetrisch, wie das folgende Lemma
zeigt.

1.42 Lemma FEs seien 7 = (t1,n1, 11) und 7o = (t2, no, Ty) Wahrheitsriume. Ferner seien
7~ 1y und Q:[0,1] — [0,1], so daff Q die Bedingungen (i) und (ii) der Definition 1.40
erfillt. Dann gilt:

(i) Qlp, : Ty — Ty ist bijektiv.

(i1) Es existiert eine bijektive Abbildung zwischen den Mengen der Wahrheitsfunktionen
in 71 und den Wahrheitsfunktionen in 7o, d. h. es existiert eine bijektive Abbildung
Q:1 — 1.

(111) T ~ T

Beweis: Es seien 17 ~ 7 und Q : [0, 1] — [0, 1], so daB die Bedingungen (i) und (ii) der
Definition 1.40 erfiillt sind. €2 ist dann bijektiv und monoton steigend.

zu (i): Q ist nach Voraussetzung auf [0, 1] injektiv. Daher ist © auch auf 7 injektiv. Da
User, Q(a) =T, gilt, ist Q auf T} auch surjektiv. Also ist Q|7, bijektiv.

zu (ii): Es sei T17 die Menge aller Abbildungen o : FA — T) und T,7 die Menge aller
Abbildungen 3 : F* — T,. Nach Satz 1.29 existieren bijektive Abbildungen

A A
(1)1 : le:“ —r 71 und (1)2 : TQ}—“ — To,

die jeder Abbildung aus T} 3 (bzw. Ty 3 ) eindeutig eine Wahrheitsfunktion zuordnen. Zu-
dem ist die Abbildung R 3 B
Q-7 — 1,7 a— Qo
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bijektiv, da die Abbildung Q|r, : T — T, bijektiv ist. Also definiert
Q;:<1>20fzo<1>1—1:71 — Ty

eine bijektive Abbildung von der Menge der Wahrheitsfunktionen in 7y in die Menge der
Wahrheitsfunktionen in 7.

zu (iii): Die Abbildung Q|7 : Ty — T3 ist bijektiv (vgl. (i)). Also ist die Umkehrfunktion
! ebenfalls monoton steigend und bijektiv und es gilt:

Ui t@i=n

a€Th
Es bleibt nachzuweisen, daf fiir alle || - |2 € 72 gilt: Q Lo ||+ |2 € 71 -
Die Abbildung
Virp—7 |- l— Qo]
ist injektiv, da Q bijektiv ist. Da 71 und 75 nach (ii) gleich méchtig sind, ist Q" auch surjektiv.
Es existiert daher fiir alle || - ||o € p ein || - ||y € 71, so daB || - [[a = Qo] - ||1 ist. Es folgt:
Q7 ol-llo=07 0 Qo =1k
Also ist dann insbesondere Q7' o || - ||, € 7. n

1.43 Bemerkung

(i) Die Relation ~ definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Wahrheitsriume,
deren Mengen von Wahrheitswerten die gleiche Mdchtigkeit besitzen.

(11) Sind zwei Wahrheitsrdume dquivalent, so sind sie auch isomorph, d. h. 7y ~ 75 =
T X To.

(iii) Gilt fiir zwei Wahrheitsriume 7 ~ T, so existiert fiir alle || |1 € 7 ein || |2 € T
mit || - |la = Qo || ||1. Dabei bezeichne Q : Ty — Ty die entsprechende Abbildung aus
Definition 1.40. Da Q streng monoton steigend ist, gilt fiir alle @, € FA:

lelle = ¥l & Nlellz = (Y]l

FEine durch ¢ reprdsentierte Aussage ist genau dann in dem Wahrheitsraum 7 ,wah-
rer“ als die entsprechende Aussage, die durch v dargestellt wird, wenn sie es auch in
Ty 18t.

Die Isomorphie von Wahrheitsrdumen 148t sich durch Eigenschaften der betreffenden ¢-
Normen und Involutionen charakterisieren. Es gilt der folgende Satz.

1.44 Satz - Isomorphiesatz von Wahrheitsriumen

Es seien 71 = (t1,n1,Th) und 15 = (tz,n9,Ty) Wahrheitsraume. Dann sind die folgenden

Aussagen dquivalent:

(i) Esist 7 ~ 1y
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(ii) Es existiert eine bijektive, monoton steigende Abbildung 2 : [0,1] — [0,1], so daf
qgilt:
T~ T = (tﬁanﬁaTI)

Dabei ist definiert:

to : [0,11* — [0, 1] (a,b) — Q7 (t2(Q(a), Q(b)))
0:[0,1] —1[0,1]  ar—Q '(ny(2a)))

Beweis: ,(i)=(ii)“: Es sei 771 ~ 7. Dann existiert eine bijektive und monoton steigende
Abbildung Q : [0, 1] — [0,1], so daB fiir alle || - || € 7 gilt: Qo || - || € To.

Es seien ¢, € F*, mit ¢ # 1. Ferner sei || - || € 7y beliebig gewiihlt. Da Qo || - || € 7 ist,

gilt

a, Y

Q(lle A ll) = t2(Qlel), 12 1))
Da andererseits || - || € 7 ist, gilt

Qlle Al =t lell, [1¢1))
Insgesamt folgt:

ti(llell, 11D = @7t D, 2(1%1D)) = tallell, 1)
Da dies fiir jede Wahrheitsfunktion aus 7y gilt, folgt aus Satz 1.29 fiir alle a, b € T: t1(a, b) =
ta(a,b).
Analog 148t sich fiir alle a,b € T zeigen:
ni(a) = nq(a)
Sty (@, D) = sa(a,b) = Q7 (s54,,(Q2a), 2(b)))
r, (a,b) = ro(a,b) = Q7' (ry,(Qa), Qb))

Man weist leicht nach, daf} tg eine t-Norm und ng eine Involution ist. Um die Behauptung
des Satzes nachzuweisen, bleibt zu zeigen, dafi s;, n, auf 77 mit sq und ry, auf 77 mit rq
ibereinstimmen. Hieraus folgt die Abgeschlossenheit der entsprechenden Abbildungen auf
Ty und 7q = (tq, no, T1) ist dann ein Wahrheitsraum. Zudem liefert Satz 1.34 mit den obigen
Uberlegungen 7 ~ 7o.

Wir betrachten zunéchst die Abbildung s, », und sq. Es ist fiir alle a,b € T7:
Stn,nn(aa b)
= Q7 (n2(QQ7 (R(QQ7 (n2(Q(a))), UL (n2(2(6)))))))
= Q7 (n2(t2(n2(Q(a)), n2(())))
= Q7 (51,.0,(a), 2(b)))) = sala,b)
Wir wenden uns den Abbildungen r,, und rq zu. Es gilt fiir alle a,b € T7:
T'in(a,b)
= sup{d € [0,1]; Q *(t2(Q(a), Q(d
= sup{d € [0, 1]; 1,(2(a), 2(d)))) < Q(b)}

SN
SN
SN
SN
IN
=
——
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Es sei d' := Q(d). Dann gilt d = Q~7'(d'). Wegen der Stetigkeit und der Monotonie von (2
(vgl. Bemerkung 1.41) erhalten wir weiter:
sup{d € [0,1]; 12(2(a), 2(d)))) < Q(b)}

= Q7 '(sup{d’ € [0,1]; t:(Q(a), d"))) < Q(b)})

= rq(a,b)
Fiir alle a,b € T gilt: ry,(a, b) = ro(a,b).
Aus den Voriiberlegungen ergibt sich: 7 ~ 7q.
,(ii)=>(i) “: Es sei 7, ~ 7. Dann gilt fiir alle Abbildungen || - || : F4 — [0, 1]:

-len < | llem

Also gilt fiir alle || - || € 71 und ¢, € FA:

=)l = na(llel) = Q" ma(Ql#l)))
oAl = tallell. I¥l) = Q" E@(lel), 2lvl)
e VO = siama(@(lel), 2121)))
e =PI = ri(Qlel), 2(111)))

I = DIl = talrg (el 2[¢1D)), ro (L1, 2(1l)))

Es ist ||¢|], ||¢]| € Ti. Wir haben im ersten Teil des Beweises bereits nachgewiesen, daf§ auf
T, die Abbildungen s, ,, und sq sowie r;, und rq iibereinstimmen. Wir erhalten mit den
entsprechenden Definitionen von s und rq:

eVl = Q7 (stms (Qllll), 2(11%1D)))
I =)l = Q7 (e (Q(llelD, 2(l121)
o D)l = Q7 (E(ru(QlelD, Q1L 1D)), e (L1, 2ll))))

Insgesamt erhalten wir so:

QUM = na(Q2llel))
QA = tlelD, dlvl))
Qv = swn(Qllel), 20111)))
Qe =D = (el 21¥1)))

|
(oDl = talr, (el 2([¢1N)), o (21D, 2(1ll)))

1.45 Bemerkung FEs seien 7, = (t1,n1, [0, 1]) und 7 = (t2,n2,[0,1]) gegeben. Nach Satz
1.44 gilt 1 ~ 75 genau dann, wenn eine bijektive und monoton steigende Abbildung 2 :
[0,1] — [0,1] derart ezistiert, daf fiir alle a,b € [0,1] gilt:

ti(a,b) = Q@ (t2(Q(a), Q1) und  nia) = Q" (na(Qa)))
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Die Aquivalenzklasse eines Wahrheitsraumes 7 = (t,ny,[0,1]) bzgl. ~ besitzt insbesondere
tiberabzdihlbar viele Elemente, da die Menge aller bijektiven und monoton steigenden Abbil-
dungen § : [0,1] — [0, 1] selbst iberabzahlbar ist. Hier zeigt sich ein deutlicher Unterschied
zu den Begriffen der Aquivalenz und der Isomorphie von Wahrheitsriumen.

Wir geben ein Beispiel fiir die Anwendung des Satzes 1.44 an, in welchem wir zeigen, daf
die Wahrheitsrdume des Beispiels 1.39 isomorph sind.

1.46 Beispiel Fir ¢ €]0,1[ sei 7. = (tmin, e, {0,¢,1}) der Wahrheitsraum, den wir in
Beispiel 1.39 eingefiihrt haben. Fir ci,ce €]0,1[ gilt dann: 7., ~ 7,.

Beweis: Fiir ¢, €]0,1] sei Q : [0,1] — [0, 1] gegeben, so dafl © bijektiv und monoton
steigend ist und zudem Q(c;) = ¢, gilt.® Wir weisen nach, daf§

Te, ~ Ta = (ta,na, {0,¢1,1})

ist. Dabel sei definiert:

ta(a,b) == Q7' (tmin(Q(a), (b))
Q7 (1, (2(a)))

no(a) =

Wegen der Monotonie von  gilt fiir alle a,b € [0, 1]:

to(a,b) = Q7 (tmin(Q(a), 1)) = Q7 (min(Q(a), (b))
= min(a,b) = tmin(a,b)

Also ist insbesondere: tmin|{0,c,,132 = tal{0,c,1)2

Es gilt ferner:
na(1) = Q7 (ne, (1) = Q7 (ne,(1) = Q7H(0) = 0
no(c1) = Q7N (n,(Uer)) = Q7 (ne(e) = Q7 e) = o
na(0) = Q7 (16, (20))) = Q7 (ne,(0)) = 07'(1) = 1

Also ist: ne, |{o,e1,13 = Nalfo,e0,1} -

Der Satz 1.36 liefert: 7y ~ 7q. Aus dem Isomorphiesatz 1.44 folgt die Behauptung. [

1.47 Bemerkung Zusammen mit dem Beispiel 1.37 folgt aus Beispiel 1.46, daf$ es genau
vier Aquivalenzklassen von isomorphen Wahrheitsraumen mit drei Wahrheitswerten gibt.
Reprasentanten dieser Klassen sind Tmin, Tg, Tp und Ty (vgl. Beispiel 1.37).

8Solche Abbildungen existieren stets. Ein Beispiel ist:

Za a€[0,¢]

62—1 C1—Co
2=ra+ 9= a€la,l]

Qe en t [0,1] — [0,1] a— {
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1.4.4 Tautologien und Kontradiktionen

In den bisherigen Uberlegungen zu Wahrheitsriumen standen Konzepte zur Vergleichbar-
keit von Wahrheitsrdaumen im Mittelpunkt der Betrachtungen. Wir wollen uns nun speziellen
Eigenschaften von Wahrheitsrdumen zuwenden, um erste Konsequenzen aus den vorausge-
gangenen Uberlegungen zu verdeutlichen. Dabei betrachten wir in diesem Abschnitt solche
Eigenarten der Wahrheitsrdume, die vor allem in der Theorie der mehrwertigen logischen
Sprachen von Interesse sind. Wir werden insbesondere eine besondere Klasse von Ausdriicken
ndher untersuchen. Dies ist die Klasse der Tautologien und Kontradiktionen.

Wir beginnen mit der Definition tautologischer und kontradiktorischer Ausdriicke in einem
Wahrheitsraum.

1.48 Definition FEin Ausdruck ¢ € F* heifit Tautologie beziiglich eines Wahrheitsraumes
7, wenn fiir alle || - || € 7 gilt ||| = 1. Ein Ausdruck p € F* heifit eine Kontradiktion
beziiglich eines Wahrheitsraumes T, wenn (—p) eine Tautologie beziglich T ist.

Tautologien und Kontradiktionen sind solche Ausdriicke, die beziiglich eines Wahrheitsrau-
mes unabhéngig von der Wahrheitsfunktion und somit unabhéingig von den Wahrheitswerten
der Teilausdriicke wahr bzw. falsch sind. Beide Begriffe schreiben die inhaltliche Intention
der klassischen Konzepte auf die Sprachen der Klasse MS fort. Wir geben einige Beispiele
an.

1.49 Beispiel
(i) Wir haben in Lemma 1.31 (iv) und (v) bereits gezeigt, daf die Ausdricke

(e A (0= 1)) =) (1.6)

und
(¢ =) A (Y = w) = (p = w)) (1.7)

mit @, v, w € FA Tautologien beziiglich jedes Wahrheitsraumes sind, sofern die ver-
wendete t-Norm nach unten halbstetig ist.

Der Ausdruck (1.6) wird in der klassischen Logik als Modus-Ponens bezeichnet, der
Ausdruck (1.7) heifit Syllogismus. Beide Ausdriicke reprasentieren bekannte logische
Schluffweisen, die unter den obigen Voraussetzungen in allen Sprachen der Klasse MS
gelten.

(1i) Wir betrachten einen Wahrheitsraum der Gestalt T = (t,n,{0,1}) aus Beispiel 1.27
und fiir o € FA die Ausdriicke (o V (=) und (o A (—p)). Es gilt:

el | eV (=)l | It A (=)
1 1 0
0 1

Der Ausdruck (o V (—)) ist eine Tautologie beziiglich T. Er heif$t in der klassischen
Logik Tertium non datur. Der Ausdruck (oA (—yp)) ist eine Kontradiktion, die auch
das Gesetz vom Widerspruch genannt wird.
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iii) Es seien Tmin = (tmin, Ns, {0, 3, 1}) und 75 = (tg, ns, {0, %, 1}) aus Beispiel 1.37 gege-
2 2
ben. Wir betrachten fiir o € FA erneut die Ausdriicke (o V (=p)) und (¢ A (=) aus
(i1). Wir erhalten die folgenden Belegungstafeln.:

Tmin’ lell | ItV (=)l | It A (=)
1 1 0
o | )

TB: el | [[Ge v (=)l | [[(e A (=)l
1 1 0
! 1 0
0 1 0

In der durch Tmin definierten Sprache sind beide Ausdriicke also keine Tautologien
beziehungsweise Kontradiktionen. In der durch tg beschriebenen Sprache bleiben die
Figenschaften der Ausdriicke aus (ii) erhalten.

Tautologien und Kontradiktionen bezeichnen die Elemente der Sprachen der Klasse MS
deren Wahrheitswerte unter allen Wahrheitsfunktionen invariant bleiben. Es stellt sich die
Frage, ob diese Begriffsbildungen in einer mehrwertigen Logik in dem Sinne erschépfend
sind, daf sie die einzigen beiden Klassen von Ausdriicken repriisentieren, die unter jeder
Wahrheitsfunktion eines Wahrheitsraumes den gleichen Wahrheitswert annehmen. Es gilt
das folgende Lemma.

1.50 Lemma FEs sei T = (t,n,T) ein beliebiger Wahrheitsraum und ¢ € F* ein Ausdruck.
Dann existiert eine Wahrheitsfunktion || - || € 7, so daf ||| € {0,1} gilt.

Beweis: Wir weisen nach, daf} in jedem Wahrheitsraum 7 = (¢,n,T) Wahrheitsfunktionen
|- || € 7 derart existieren, da8 || - || : F* — {0, 1} gilt. Fiir diese Wahrheitsfunktion ist die
Behauptung dann offenbar richtig.

Es sei eine Abbildung o : F* — {0, 1} gegeben. Wir weisen nach, daf§ die Wahrheitsfunk-
tion || - [|o € 7, fiir die || - ||o]| 4 = « gilt, die gesuchten Eigenschaften besitzt. Die Existenz
einer solchen Wahrheitsfunktion ist dabei durch Satz 1.29 gesichert.

Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion im Ausdruckskalkiil.
Fiir die atomaren Ausdriicke ist nichts zu zeigen.

Ist ¢ € FA mit |||l € {0,1}, so ist auch [|(=¢p)|lo € {0,1}, denn es ist ||(=p)|la = n(]|o||)
und es gilt n(0) = 1 sowie n(1) = 0.

Sind ¢, ¢ € FA mit [|]la, [[¢/]la € {0,1}, s0 ist auch ||(poih) || € {0,1} fiiro € {A,V, =, <}
Dies folgt aus der Definition der Wahrheitsfunktion und der Abgeschlossenheit von ¢, s;,,
und 7, auf der Menge {0, 1}, die bereits in Beispiel 1.27 gezeigt wurde.

Insgesamt folgt so induktiv, daB || - ||, : F4 — {0, 1} gilt. =
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1.51 Bemerkung FEs sei 7 = (t,n,T) ein Wahrheitsraum und ¢ € FA ein Ausdruck.
Nimmt man an, daf fir alle || - || € 7 gilt ||¢|| = a € T, so folgt aus Satz 1.50, daf
a € {0, 1} ist. Tautologien und Kontradiktionen bezeichnen somit die beiden einzigen Klassen
von Ausdriicken, die unter allen Wahrheitsfunktionen eines Wahrheitsraumes den gleichen
Wahrheitswert annehmen.

Tautologien und Kontradiktionen sind offenbar von dem betreffenden Wahrheitsraum
abhéngig. Wir werden im folgenden untersuchen, ob vergleichbare Wahrheitsrdume auch
die entsprechenden Tautologien bzw. Kontradiktionen besitzen.

1.52 Satz Fs seien 71 und 7 Wahrheitsrdume mit 7 ~ 5. Es ist p € FA eine Tautologie
(bzw. Kontradiktion) beziiglich 71 genau dann, wenn ¢ eine Tautologie (bzw. Kontradiktion)
beztiglich 15 ist.

Beweis: Wir weisen die Behauptung fiir den Fall einer Tautologie nach. Es sei 7y ~ 7.
Dann existiert eine bijektive, monoton steigende Abbildung €2 : [0,1] — [0, 1], so da8 fiir
alle || - || € 7y gilt: Qo - || € 7.

Nach Lemma 1.42 (i) sind die Mengen der Wahrheitsfunktionen isomorpher Wahr-
heitsrdume gleich méchtig. Die Abbildung

Vin—n = Qo]
ist bijektiv.
Ist nun ¢ € F4 eine Tautologie bzgl. 71, so gilt fiir alle || - || € 71: ||¢|| = 1.
Ferner ist (1) = 1. Wir erhalten daher Q(||p||) = 1 fiir alle ||-|| € 7. Wegen der Surjektivitét
von € folgt: ||| = 1 fiir alle || - || € 7. m

Die Mengen der Tautologien und Kontradiktionen isomorpher Wahrheitsriume stimmen
nach Satz 1.52 {iberein. Es ist also moglich, von der durch die Wahrheitsrdume re-
priasentierten Struktur der Semantik einer Sprache MS auf die Tautologien und Kontra-
diktionen dieser Sprache zu schlieen. Umgekehrt 148t sich in Spezialfillen zeigen, dafl von
den Tautologien (und Kontradiktionen) einer Sprache auch auf die Struktur der Semantik
geschlossen werden kann. Wir geben an dieser Stelle lediglich ein Beispiel an. °

1.53 Beispiel FEs sei ein Wahrheitsraum der Form T = (tmin,n, T) gegeben. In Satz 1.24
st bereits gezeigt worden, daf fiir die t-Norm tyin und fir ihre duale s-Norm Spay, Distri-
butivgesetze gelten. Man folgert hieraus leicht, daff in dem Wahrheitsraum 7 die Ausdriicke

(pA (VW) < ((pAY)V(pAwW)))
(V@ AW) < (V) A(pVw)))

fiir o, 1, w € FA Tautologien sind. Diese entsprechen den klassischen Distributivgesetzen.

Bemerkung 1.25 liefert die Umkehrung: Ist 7' = (t',n',T) ein beliebiger Wahrheitsraum, t'
nach unten halbstetig und T' endlich, so daf$ einer der Ausdriicke (1.8) eine Tautologie ist,
so folgt t'|p2 = tuin|r2. Wir erhalten:

(1.8)

Die Frage der Charakterisierbarkeit von Sprachen durch ihre Tautologien hiingt eng mit der Frage
der Darstellbarkeit logischer Sprachen durch Tautologien zusammen. Diese wird in der klassischen und
mehrwertigen Logik hiufig diskutiert (vgl. u. a.[Pavelka ’79, Gottwald ’89, Novak ’87, Ebbinghaus "96]).
Wir werden ihr hier nicht weiter nachgehen, da sie fiir die spéter behandelten Fragestellungen nicht von
primérem Interesse ist.
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7"~ (tmin, 7', T')
s Y| |ler undVp,,we FA:

(e A (P Vw) & (pAY)V(eAw)) =1
oder — |[((pV (¥ Aw)) & (e V) A(pVw))ll=1

Die Aquivalenzklasse der Wahrheitsrdume, die zu einem Wahrheitsraum des Minimum-
Operators isomorph sind, wird in diesem Sinne durch die Tautologien (1.8) charakterisiert.

1.5 Ein Anwendungsbeispiel: Parametrisierte t-Nor-
men

Im dem vorausgegangenen Abschnitt wurden erste theoretische Resultate beschrieben, die
aus den Begriffen der Aquivalenz und Isomorphie von Wahrheitsriumen folgen. Das fol-
gende Anwendungsbeispiel zeigt exemplarisch die Bedeutung des Begriffs der Isomorphie
von Wahrheitsrdumen fiir die Anwendung der mehrwertigen Logik in der Praxis. Weitere
Beispiele hierfiir werden sich im Verlaufe der Kapitel 2 und 4 ergeben.

In Abschnitt 1.3 haben wir verschiedene ¢-Normen aufgelistet. Neben diesen wird in der
Forschung zur Fuzzy-Set-Theory hiaufig die Familie der sogenannten parametrisierten t-
Normen betrachtet. Diese verfiigen {iber zuséitzliche Parameter, die es erlauben sollen,
die t-Norm in einer praktischen Anwendung geeignet anzupassen. Wir wollen an dieser
Stelle nicht darauf eingehen, wie diese Anpassung erfolgen soll. Dies ist sicher vom kon-
kreten Anwendungsfall abhéingig und in der Literatur hdufig erértert worden (vgl. hierzu
[Zimmermann ’84, Bohme ’93] oder [Rommelfanger 94, S. 24 ff.]). Wir wollen vielmehr ex-
emplarisch die Fragestellung beleuchten, ob die so gewonnenen ¢-Normen tatsichlich in dem
Sinne unterschiedlich sind, daf} sie verschiedene mehrwertige Sprachen beschreiben.

Ein Beispiel fiir parametrisierte t-Normen ist die sogenannte Yager-Verknipfung (vgl.
[Yager '80]), die durch

£ (a,b) =1 — min(L, (1 — a)? + (1 — b))

mit p > 0 definiert wird. Man rechnet nach, daf§ durch #}- fiir alle p > 0 eine ¢-Norm definiert
wird (vgl. auch [Yager '80]). Wir wollen an dieser Stelle auf den Nachweis verzichten.

Zur Analyse des oben skizzierten Sachverhalts definieren wir fiir p > 0 die Abbildung
Qp[oal]—>[071] a'—>1_(1_a)p'
Die Abbildung €2, ist streng monoton steigend und bijektiv. Es gilt ferner:
-1 . 1
Q,(a)=1—(1—a)r

fiir alle @ € [0, 1]. Mit diesen Uberlegungen folgt nun fiir p > 0:
tt-(a, b)
= 1—min(1,(1—a) + (1 —b)P)>
= 1—(1+min(0, (1 —a)” + (1 - b — 1))
= 1-(1-max(0,1— (1—a)’+1—(1—b)? —1))
= Q,'(ts(2(a), (b))

B =

LSA
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Dabei bezeichnet ¢p die beschréinkte Differenz (vgl. Tabelle 1.1). Es ist also:
= (t,nl,[0,1]) ~ 75 = (tB,ns,[0,1])

mit einer Negation nf, : [0,1] — [0, 1], die durch nf. := Q" o n, 0 Q, definiert wird.

Insbesondere sind die Wahrheitsrdume 72 fiir alle p > 0 isomorph zueinander, da die Iso-
morphie eine Aquivalenzrelation ist (vgl. Bemerkung 1.43). Folglich beschreiben diese Wahr-
heitsrdume im allgemeinen keine grundsdtzlich unterschiedlichen Sprachen, unabhdngig da-
von, welcher Parameter p > 0 gewdhlt wird.

Fiir die Anwendung folgt hieraus, daf die Verwendung der t-Norm ), nicht zweckmdfig ist,
wenn eine Logik betrachtet werden soll, die nicht mit der Logik vergleichbar ist, die bereits
durch tg beschrieben wird. Insbesondere fithrt die Wahl des Parameters p in dieser Beziehung
2u keiner Anderung. Umgekehrt kann in der Anwendung durchaus eine Parametrisierung
in der oben beschriebenen Art sinnvoll sein. Durch die Angabe weiterer monoton steigender
Abbildungen konnen hier andere t-Normen erzeugt werden, die gegebenenfalls algorithmisch
einfacher zu handhaben sind oder die den etwaigen Anforderungen besser geniigen. Wir
werden im Rahmen dieser Arbeit einige Ansétze dazu skizzieren (vgl. Abschnitt 2.4 oder 5.4).
Insgesamt zeigt sich, dafl das Konzept der Isomorphie von Wahrheitsrdumen wesentliche und
grundsétzlich neue Ansitze zur Charakterisierung von mehrwertigen Logiksystemen auch
fiir die Anwendung bereitstellt.

1.6 Interpretationen und Modelle

Die Sprachen der Klasse MS sind bisher diskutiert worden, ohne daf ein formaler Weg zur
Anwendung der Sprachen auf konkrete Problemstellungen angegeben wurde. Dieser wird in
dem folgenden Abschnitt beschrieben. Dabei dient erneut das klassische Vorbild als Orien-
tierung. So gleichen die hier definierten Begriffe der Struktur, der Interpretation und des
Modells inhaltlich den entsprechenden Termini der klassischen Logik (vgl. [Ebbinghaus 96,
S. 33 ff.]).

Der Grundgedanke bei der Anwendung einer Sprache MS ist, die verschiedenen Sprachele-
mente mit den Objekten der betrachteten Problemstellung, mit Aussagen iiber diese Objekte
oder mit Bewertungen dieser Aussagen zu identifizieren. Diese Zuordnung wird durch ge-
eignete Abbildungen beschrieben. Diese weisen den Objekten Variablen oder Konstanten,
den Aussagen Relationssymbole und den Bewertungen der Aussagen logische Mafle zu. Da
die Sprachen MS mehrwertige Sprachen sind, kénnen auch Aussagen abgebildet werden, die
nicht entweder wahr oder falsch sind, sondern fiir die ein gradueller Ubergang von wahr zu
falsch zugelassen wird.

Wir definieren zunéchst den Begriff der mehrwertigen Relation und des logischen Mafles.

1.54 Definition Fs seiU # () eine Menge von Objekten, auf welche eine Sprache der Klasse
MS angewendet werden soll. U heifit in diesem Zusammenhang der Grundbereich oder
das Universum. Unter einer mehrwertigen v—stelligen Relation P iiber U verstehen
wir eine Abbildung P : UY — [0,1]. Die Menge aller v-stelligen Relationen tber einem
Universum U wird mit F(U") bezeichnet.
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1.55 Bemerkung Mehrwertige Relationen werden auch Fuzzy-Relationen genannt. Spe-
ziell die 1-stelligen Relationen werden gelegentlich als unscharfe (oder Fuzzy-) Préidikate
oder als unscharfe (oder Fuzzy-) Mengen bezeichnet. Die erste Begriffsbildung wird durch
die klassische Prddikatenlogik, die zweite durch die Mengentheorie motiviert.

In Kapitel 2 werden wir unscharfe Relationen ndher betrachten. An dieser Stelle seien le-
diglich einige Beispiele genannt.

1.56 Beispiel
(i) Sei U =R, dann definiert

1 ,z<y

L2
P.:R* —[0,1] (»WJ)H{ 0 , sonst

eine 2-stellige Relation iber R. Die Relation P entspricht der klassischen ,ist kleiner
als’ Relation.

(i) Sei U =R, dann definiert
P-:R* — [0,1] (x,y) — 1 — min(|]z — y|, 1)

eine 2-stellige Relation iiber R. Die Relation P— ist eine mehrwertige Erweiterung der
klassischen Gleichheitsrelation (vgl. auch Definition 2.7).

Relationen beschreiben Eigenschaften der Objekte des Grundbereichs oder gewisse Bezie-
hungen zwischen diesen. Demgegeniiber sollen logische Mafle Beziehungen und Eigenschaften
der Relationen abbilden.

1.57 Definition FEs sei U ein Universum und F(U") die Menge aller k-stelligen mehrwer-
tigen Relationen tber U. Unter einem v-stelligen logischen Mafi B der Dimension
verstehen wir eine Abbildung B : F(U")" — [0, 1].

Auch der Begriff des Mafles wird erst in Abschnitt 3 ndher untersucht. Wir geben hier zwei
Beispiele an.

1.58 Beispiel

(i) Es sei U ein Universum. Fir v > 1 definiert die Abbildung

hgt : F(U") — [0, 1] P —— sup P(u)
uelv

ein 1-stelliges Maf$ der Dimension v. hgt(P) wird auch die H6he von P genannt (vgl.
Definition 2.1).

(ii) Es sei U ein endliches Universum. Ferner sei t : [0,1]> — [0,1] eine t-Norm. Die
Abbildung

2wy H(P(u), Q(u))

Ip: F(U? —[0,1] (P,Q)— S o P(u)

ist ein 2-stelliges Maf der Dimension 1.
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Die eingangs erwidhnte Zuordnung der Elemente der Sprachen der Klasse MS zu Inhalten
erfolgt durch eine Abbildung, die den Variablen und Konstanten Objekte eines Universums
zuweist und den Relations- bzw. Mafisymbolen mehrwertige Relationen bzw. logische Mafle
zuordnet. Diese Abbildung wird auch Struktur genannt.

1.59 Definition Es sei U ein Grundbereich und A das Alphabet einer Sprache der Klasse
MS. Unter einer Struktur iiber U wverstehen wir eine Abbildung, die auf der Menge der
Mafs- und Relationssymbole sowie Konstanten und Variablen definiert ist. Fir sie gilt:

(i) Fiir jedes v-stellige Relationssymbol R € A ist S(R) eine v-stellige Relation dber U.

(1i) Fir jedes v-stellige Mafsymbol M € A der Dimension k ist &(M) ein v-stelliges
logisches Maf der Dimension k.

(iii) Fir jede Konstante ¢ € A ist S(c) ein Element von U.

(iv) Fir jede Variable x € A ist &(x) ein Element aus U.

Die Einschrinkung einer Struktur & auf die Menge der Variablen wird auch Belegung von
G genannt. Die Begriffe Struktur und Belegung entsprechen so den korrespondierenden
Begriffen der klassischen Pridikatenlogik (vgl. [Ebbinghaus 96, S. 28 ff.]).

Durch die Struktur wird jedem Symbol einer Sprache — und daher auch jedem Ausdruck —
eine Bedeutung zugeordnet. Damit wird die inhaltliche Bedeutung einer Sprache der Klasse
MS festgelegt. Um jedoch den Wahrheitsgehalt der Ausdriicke vor dem Hintergrund dieser
Festlegung bestimmen zu konnen, sind zwei weitere Spezifikationen notwendig. Zum einen
muf} ein Zusammenhang zwischen den Wahrheitswerten der atomaren Ausdriicke und den
Funktionswerten der entsprechenden Relationen und Mafle hergestellt werden. Zum ande-
ren ist die semantische Struktur der Sprache festzulegen. Beides findet in dem Begriff der
Interpretation seinen Ausdruck.

1.60 Definition FEs sei 7 = (t,n,T) ein Wahrheitsraum und & eine Struktur. Unter
einer T-Interpretation von & verstehen wir ein Paar 3, = (|| - ||, &). Dabei ist || - || € T
eine Wahrheitsfunktion derart, dafs fiir alle Variablen oder Konstanten qq, . .., q,, v-stelligen
Relationssymbole R, k-stelligen Relationssymbole R+, ..., R, und v-stelligen Mafsymbole M
mit der Dimension k gilt:

S(R)(6(q1),---,6(a) = [[Ra--.qll (1.9)
G(M)(G(Rl))776(Ru)) = ||MR1RV|| (1'10)

Der hier eingefiihrte Interpretations-Begriff unterscheidet sich von dem der klassischen und
mehrwertigen Vorbilder (vgl. [Ebbinghaus ’96, S. 35 f.] oder [Gottwald '89]), da hier die Ver-
wendung verschiedener Sprachklassen zugelassen wird. Offenbar ist dabei nicht jeder Wahr-
heitsraum zur Darstellung einer Interpretation einer gegebenen Struktur geeignet. So miissen
mindestens diejenigen Wahrheitswerte in der Menge der Wahrheitswerte des Wahrheitsrau-
mes enthalten sein, die auch im Bild der betrachteten Relationen und Mafle vorkommen. Es
zeigt sich, daf} diese Bedingung bereits hinreichend fiir die Existenz einer entsprechenden
Interpretation ist.
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1.61 Satz FEs sei S eine Struktur iber eine Universum U und 7 = (t,n,T) ein Wahrheits-
raum. Wir definieren die Menge

T::( U Im(P))u( U Im(B)).

Pelm(6) Belm(6)
Gilt T C T, so existiert eine T-Interpretation 3. = (|| - ||, &) von &.

Beweis: Es ist zu zeigen, daf} eine geeignete Wahrheitsfunktion || - || € 7 existiert.

Jeder atomare Ausdruck ¢ € F ist entweder von der Gestalt ¢ = Rgqi...q, oder
¢ = MR, ... R,. Dabei bezeichnen ¢, ...,q, Variablen oder Konstanten, R ein v-stelliges
Relationssymbol, Ry, ..., R, k-stellige Relationssymbole und M ein v-stelliges Maflsymbol

der Dimension k. Wir definieren die Abbildung

S(R)(&(q1),..-6(q,) firp=Rq...q

ag: Fo —T ¢
© 4 {G(M)(G(Rl),...,G(Ry)) fiir o — MR, ... R,

Da T C T gilt, ist dies stets moglich.

Nach Satz 1.29 existiert || - || € 7, so daB} || - ||| 72 = ae gilt. Also gilt fiir diese Wahrheits-
funktion
S(R)(S(q),---,6(w) = [Raq-..ql
S(M)(&(Ry),...,6(R,)) = |MR;...R,||
und 3, = (|| - ||, &) ist eine T-Interpretation von &. n

1.62 Bemerkung

(i) Es existiert stets eine T-Interpretation, wenn T = [0, 1] gilt.

(1i)) Werden nur klassische Relationen betrachtet (d. h. T = {0,1}), so existiert stets
eine T-Interpretation mit einem Wahrheitsraum der Gestalt T = (t,n,{0,1}). Diese
Interpretation entspricht — von etwaig vorkommenden Mafsymbolen abgesehen — der
Interpretation einer klassischen Logik.

(iii) Es sei 3. = (|||, &) eine T-Interpretation. Ferner seien Py, ..., P, mehrwertige Rela-
tionen tber U fir v > 1 und By, ...,By fir k > 0 logische Mafle. Zur Vereinfachung
der Sprechweise nennen wir J, eine T-Interpretation von Py,..., P, und Bq,..., B,,
wenn gilt:

{Pl,...,P,,,Bl,...,BH} C Im(®)

Firi=1,...,v sei dannﬁiEAmitG(ﬁi):B und fir j=1,...,K seiﬁjEAmit
G(B]):B]

Zum Abschluf} soll ein wichtiger Zusammenhang zwischen Interpretationen beziiglich ver-
schiedener Wahrheitsraume darlegen werden, der sich aus dem Begriff der Aquivalenz von
Wahrheitsrdumen ableiten 148t.
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1.63 Satz FEs sei & eine Struktur iber einem Universum U und 7, = (t1,n1,T) sowie
Ty = (t2,n92,T) zwei Wahrheitsriume. Ferner seien I, = (|| - |1, 8) und I, = (|| - ||2, S)
zwet Interpretationen von &. Dann gilt:

i~ = Voe F ol = llel

Beweis: Essind 3, = (||-||1, &) und J,, = (]|-||2, &) Interpretationen der gleichen Struktur
S. Dabher gilt nach Definition 1.60 und den Gleichungen (1.9) und (1.10):

1Rg1...qllh = S(R)(S(q1),...,6(q)) = ||Rq-..qll2
IMR;...R,|} = 6(M)(6(Ry)),...,6(R,)) = [[MR;...R,|2

Dabei bezeichnen ¢y, . .., q, beliebige Variablen oder Konstanten, R ein beliebiges v-stelliges
Relationssymbol, Ry, ..., R, beliebige k-stellige Relationssymbole und M ein beliebiges v-
stelliges Maflsymbol der Dimension k.

Es gilt daher: || - [[1]72 = [ - [l2|72 -
Nach Bemerkung 1.33 (iii) folgt fiir alle o € F4: ||¢]l1 = [|¢|l2- u

Sind also zwei 7-Interpretationen der gleichen Struktur gegeben und sind die entsprechenden
Wahrheitsrdume &dquivalent, so stimmen sowohl die Bedeutungen der Ausdriicke als auch
ihre Bewertungen mit Wahrheitswerten {iberein. Beide Interpretationen beschreiben dann
die gleiche Sprache.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit der Definition des Begriffes des Modells ab. Auch dieser
ist eine Erweiterung des entsprechenden klassischen Konzeptes.

1.64 Definition FEs sei 7 = (t,n,T) ein Wahrheitsraum und 3, = (|| - ||, S) eine 7-
Interpretation. Fir « € [0,1] heifit die T-Interpretation J, ein a-Modell eines Ausdrucks
© € FA, wenn gilt:

loll = a .

1.65 Bemerkung

i) Ist ¢ € eine Tautologie in einem Wahrheitsraum 7, so ist jede Interpretation
) Ist FA eine Tautologie in ei Wahrheit st jede Interpretati
I, = (|| - ]|, &) ein 1-Modell von ¢. Dies gilt unabhingig von der Struktur &.

(i) Sind 7 und 1o Wahrheitsriume mit 7 ~ 1o und & eine Struktur, so ist nach Satz
1.63 73, = (|| - |1, ®) genau dann ein a-Modell eines Ausdrucks o € FA, wenn J,, =
(Il - |2, ©) ein a-Modell von ¢ ist.
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1.7 Abschlielende Bemerkungen

In den Abschnitten 1.2 bis 1.6 wurden die Sprachen der Klasse MS eingefiihrt und grund-
legende Eigenschaften dieser Sprachfamilie nachgewiesen. Jede Sprache der Klasse MS be-
schreibt eine mehrwertige Logik und erweitert die klassischen logischen Sprachen (vgl. Bei-
spiel 1.27). Diese Erweiterung erfolgt in zweifachem Sinne. Zum einen wird die klassische
Logik syntaktisch durch das Konzept der Mafisymbole ergénzt. Zum anderen werden Wahr-
heitswerte beliebiger Anzahl zugelassen.

Wiéhrend die syntaktische Struktur aller Sprachen der Klasse MS identisch ist (vgl. Ab-
schnitt 1.2), unterscheiden sich im allgemeinen ihre semantischen Strukturen. Dabei ver-
stehen wir unter einer semantischen Struktur einer Sprache die Gesamtheit aller seman-
tisch zulédssigen Bewertungen ihrer Ausdriicke. Um eine Untersuchung dieser Strukturen
zu ermoglichen, mufite der Begriff der Verschiedenheit von semantischen Strukturen be-
ziehungsweise ihre Vergleichbarkeit zunichst genauer spezifiziert werden. Daher wurde in
Abschnitt 1.4 zunéchst der Begriff des Wahrheitsraumes eingefiihrt. Jeder Wahrheitsraum
legt fest, welche Bewertungen der Ausdriicke mit Wahrheitswerten méglich sind und be-
stimmt so die semantische Struktur einer Sprache der Klasse MS. Eine zuldssige Bewertung
der Ausdriicke einer Sprache MS beziiglich eines Wahrheitsraumes wurde als Wahrheits-
funktion bezeichnet (vgl. Definition 1.26). Jeder Wahrheitsraum kann also mit der Menge
der von ihm definierten Wahrheitsfunktionen identifiziert werden (vgl. S. 26). Dabei ist die
Zuordnung von Wahrheitsrdumen zu der Menge der Wahrheitsfunktionen nicht eindeutig,
da verschiedene Wahrheitsrdume die gleiche Menge von Wahrheitsfunktionen beschreiben
kénnen.

Wir haben uns diese zuletzt genannte Tatsache zunutze gemacht, um ein erstes Kriteri-
um fiir die Vergleichbarkeit von semantischen Strukturen zu formulieren; namentlich das
der Aquivalenz von Wahrheitsraumen. Zwei Wahrheitsriume heifien nach Definition 1.32
dquivalent, wenn die Mengen ihrer Wahrheitsfunktionen iibereinstimmen. In diesem Fall be-
sitzen die durch sie charakterisierten Sprachen nicht nur die gleiche Syntax, sie verfiigen auch
iiber die gleiche Semantik. In diesem Sinne sind dquivalente Wahrheitsrdume unterschiedli-
che mathematische Darstellungsformen der gleichen logischen Sprache. Umgekehrt besitzen
Sprachen, die durch nicht-dquivalente Wahrheitsrdume beschrieben werden, nicht die gleiche
semantische Struktur und sind daher verschieden. Insofern geben die Aquivalenzsitze 1.34
und 1.36 einfache Kriterien fiir die Unterscheidung von semantischen Strukturen an.

Eine zweite Form der Vergleichbarkeit von Sprachen der Klasse MS wurde mit dem Be-
griff der Isomorphie von Wahrheitsrdumen eingefiihrt. Dieser ermoglicht es, auch Wahr-
heitsrdume zu vergleichen, die beziiglich verschiedener Mengen von Wahrheitswerten ge-
bildet werden. Sind zwei Wahrheitsrdume isomorph, so existiert eine bijektive und streng
monoton steigende Abbildung zwischen den Mengen der Wahrheitswerte, die gleichzeitig
die Menge der Wahrheitsfunktionen bijektiv aufeinander abbildet (vgl. S. 35 f.). Isomor-
phe Wahrheitsrdume beschreiben nicht Sprachen mit gleicher Semantik, wie dies bei der
Aquivalenz von Wahrheitsriumen der Fall ist. Allerdings sind die Sprachen isomorpher
Wahrheitsraume in dem Sinne verwandt, dafl sich die Wahrheitswerte der einen Sprache
durch die der anderen ersetzen lassen, so dafl ein Ausdruck ¢ in der einen Sprache genau
dann ‘wahrer’ als ein Ausdruck ¢ ist, wenn dies auch in der anderen Sprache der Fall ist.
Insbesondere verfiigen Sprachen isomorpher Wahrheitsrdume iiber die gleichen Mengen von
Tautologien und Kontradiktionen.
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Die Ausfiihrungen des zuriickliegenden Kapitels hatten das Ziel, die mathematischen Grund-
lagen fiir die folgenden Untersuchungen bereitzustellen. Daher wurde auf die Definition ei-
niger in der Logik {iblicher Begriffe verzichtet und die Betrachtung vieler fiir die Logik wich-
tiger Aspekte erfolgte eher am Rande. Hier sind Stichworter wie die Ableitbarkeit bzw. die
Folgerung, die Vollstindigkeit sowie die Entscheidbarkeit und Aziomatisierbarkeit der Spra-
chen MS zu nennen. Prinzipiell erscheint es uns moglich, diese Begriffe auch fiir Sprachen der
Klasse MS zu definieren und die entsprechenden Untersuchungen durchzufiihren. Insbeson-
dere erscheint uns eine Untersuchung solcher Eigenschaften der logischen Sprachen, die bei
[somorphie der Wahrheitsrdumen erhalten belieben, von groflem Interesse. Es besteht dabei
die Hoffnung, durch diese Untersuchungen weitere Eigenschaften der verschiedenen Klassen
von Wahrheitsraumen zu finden, die das Verstdndnis der Theorie fordern und damit letztlich
auch ihre Anwendung erleichtern.



Kapitel 2

Mehrwertige Relationen

Zusammenfassung:

Gegenstand dieses Kapitels ist die Untersuchung von mehrwertigen Relationen und
deren Verkniipfungen. Dabei erfolgt die Diskussion stets vor dem Hintergrund der Spra-
chen der Klasse MS, die in Kapitel 1 eingefithrt wurden. Dies erlaubt es, alle aus der
Fuzzy-Set-Theory bekannten Verkniipfungen mehrwertiger Relationen aus einem mehr-
wertigen logischen Konzept heraus zu begriinden. Dieser Ansatz ermdglicht es insbesonde-
re, einen systematischen Vergleich von Systemen mehrwertiger Relationen vorzunehmen.
Dabei zeigt sich, daf} die semantischen Klassen der Sprachen MS entsprechende Klassen
von Relationensystemen induzieren. Wesentliche Aussagen enthélt hier der [somorphiesatz
2.19. Die Klassifizierung der Relationensysteme erweitert die bisherige Theorie der Fuzzy-
Mengen um einen wesentlichen Aspekt, aus dem sich wichtige Beitrige fiir die Anwendung
der Fuzzy-Set-Theory ergeben.

2.1 Mehrwertige Relationen und Fuzzy-Mengen

Eine mehrwertige v-stellige Relation ist, wie in Definition 1.54 festgelegt, eine Abbildung
U” — [0, 1]. Wir wollen diese Begriffsbildung an dieser Stelle nachtréglich motivieren und
Ankniipfungspunkte zum klassischen Begriff der Relation aufzeigen.

Mehrwertige und klassische Relationen représentieren Eigenschaften von Elementen eines
Universums oder Beziehungen zwischen diesen. In diesem Sinne sollen beide Konzepte die
gleiche inhaltliche Funktionalitit besitzen. Wihrend klassische Relationen jedoch Eigen-
schaften oder Beziehungen abbilden, die entweder ‘zutreffen’ oder ‘nicht zutreffen’, sollen
mehrwertige Relationen einen graduellen Ubergang bei der Darstellung dieser Aussagen zu-
lassen. Zur Abbildung dieser Ubergénge werden den entsprechenden Elementen des Grund-
bereichs Werte aus [0, 1] zugewiesen. Dabei treffen Aussagen zu, wenn den Elementen der
Wert 1 zugeordnet wird. Werden Elemente mit 0 bewertet, so ist die korrespondierende Aus-
sage nicht zutreffend. Graduelle Abstufungen werden durch Zahlen aus dem Intervall ]0, 1]
beschrieben. Diese Bedeutung der Werte des Intervalls [0, 1] entspricht der Interpretation
der Wahrheitswerte von Ausdriicken, die in Kapitel 1 eingefiihrt worden ist.

51
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Neben den oben beschriebenen inhaltlichen Parallelen zwischen mehrwertigen und klassi-
schen Relationen existieren weitgehende konzeptionelle Ubereinstimmungen zwischen bei-
den Ansitzen. Unter einer (klassischen) v-stelligen Relation P iiber einer Grundmenge U
versteht man eine Teilmenge P C U¥ (vgl. bspw. [Reinhardt '73, S. 31]). So sind klassische
Aquivalenzrelationen Mengen von Paaren eines Grundbereichs, die spezifische Eigenschaften
besitzen'. Jede Teilmenge P C U” kann mit ihrer charakteristischen Funktion X p identifi-
ziert werden. Diese ist definiert durch

. 1 weP
Xp: U —{0,1} u'—>{0u¢P
Die Zuordnung von Teilmengen zu ihren charakteristischen Funktionen ist offenbar bijektiv,
so daf} sich jede klassische v-stellige Relation P C U mit ihrer charakteristischen Funktion
Xp : U” — {0, 1} identifizieren 1d8t. Wird einem v-Tupel der Wert 1 zugeordnet, so trifft
die mit der Relation identifizierte Aussage auf dieses Tupel zu, andernfalls nicht. Mehrwer-
tige Relationen kénnen in diesem Sinne als einfache formale Erweiterung der charakteri-
stischen Funktion klassischer Relationen aufgefafit werden. Insbesondere sind mehrwertige,
einstellige Relationen Erweiterungen des klassischen Konzepts der Teilmengen, was im nach-
hinein die Bezeichnung dieser Relationen als mehrwertige (oder Fuzzy)-Mengen rechtfertigt
(vgl. Bemerkung 1.55).

Eine formale Trennung zwischen der Relation auf der einen und der ihr zugeordneten Ab-
bildung auf der anderen Seite ist im folgenden weder fiir klassische noch fiir mehrwertige
Relationen notwendig. Wir werden daher jede klassische v-stellige Relation als Abbildung
U — {0,1} auffassen, wenn Parallelen zwischen mehrwertiger und klassischer Theorie
verdeutlicht werden sollen. Die Menge aller klassischen v-stelligen Relationen sei dann mit
KC(U) bezeichnet. Es ist

K(UY) = {P e F(U"); Im(P) C {0,1}} c FUY)

Wir werden zudem auf die in der Fuzzy-Set-Theory iibliche Unterscheidung zwischen der
mehrwertigen Relation und der sie darstellenden Abbildung verzichten?. Allerdings ist dieser
Unterschied rein formaler Natur. Alle Ergebnisse des folgenden Kapitels lassen sich entspre-
chend mit den iiblichen Notationen formulieren. Das von uns gewéhlte Format vereinfacht
hier die Darstellung.

SchlieBlich werden wir das Zeichen ‘"’ nicht verwenden, das in der Fuzzy-Set-Theory benutzt
wird, um Fuzzy-Mengen oder andere Fuzzy-Objekte von den entsprechenden klassischen
Vorbildern zu unterscheiden. Eine solche Differenzierung ist in dieser Arbeit nicht notwendig.

Der Aufbau des Kapitels 2 ist wie folgt. In Abschnitt 2.2 werden grundlegende Begrif-
fe der Theorie der mehrwertigen Relationen eingefiihrt. In Abschnitt 2.3 werden im An-
schlul verallgemeinerte Mengenoperationen eingefiihrt. Dabei induzieren unterschiedliche

'E C U? ist Aquivalenzrelation gdw. fiir alle z,y, 2z € U gilt: (i) (z,z) € E, (ii) (z,y) € F & (y,2) € E,
(iii) (z,y) € EA(y,2) € E = (z,2z) € E (vgl. etwa [Meyberg 80, S. 9 {.]).
’Eine Fuzzy-Menge A iiber einem Universum U wird in der Literatur formal durch

A= {(@,pz(); z €U}

definiert (vgl. u. a. [Gottwald '93, Kruse '95, Tanaka 96, Klir ’97, Morderson ’98]). Dabei wird die Abbil-
dung p 7 : U — [0,1] als Zugehdrigkeitsfunktion (engl.: membership function) bezeichnet.
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Sprachen der Klasse MS verschiedene Verallgemeinerungen der Mengenoperationen. Diese
Mengenoperationen sind zwar in der Fuzzy-Set-Theory bekannt, die von uns in dieser Ar-
beit verwendete Methode der Einfiihrung der Operationen auf der Basis der Sprachen der
Klasse MS erlaubt jedoch erstmals, eine systematische Untersuchung verschiedener mehr-
wertiger Mengenoperatoren vorzunehmen. Insbesondere werden die Begriffe der Aquivalenz
bzw. Isomorphie von Mengensystemen eingefiihrt und wesentliche Eigenschaften solcher Sy-
steme aufgezeigt. Schliellich werden Zusammenhénge zu den entsprechenden Begriffen fiir
Sprachen der Klasse MS verdeutlicht. Hier sind es vor allem Lemma 2.14 und Satz 2.19 zu
nennen. Aus diesen Untersuchungen ergeben sich wesentliche Konsequenzen fiir die Anwen-
dung von Fuzzy-Mengen und zwar auch in Gebieten, die nicht unmittelbar mit den Inhalten
dieser Arbeit in Zusammenhang stehen. Wir gehen darauf exemplarisch im Anwendungs-
beispiel des Abschnitts 2.4 ein.

2.2 Grundlegende Begriffe

Wir beginnen mit der Einfiihrung von grundlegenden Begriffen, die die Eigenschaften von
mehrwertigen Relationen charakterisieren. Diese entsprechen den iiblichen Termini und Me-
thoden der Fuzzy-Theorie (vgl. z. B. [Bandemer '93, Kruse ’95, Klir '97]).

2.1 Definition FEs sei U ein Universum.

(i) Der Trager einer mehrwertigen Relation P € F(UY) ist definiert als die Menge

supp(P) := {u € U"; P(u) > 0}

(i) Der Kern einer mehrwertigen Relation P € F(U") ist definiert als die Menge

ker(P) :={u e U"; P(u) =1}

(1ii) Eine mehrwertige Relation P € F(UY) heifst normalisiert (oder normal), wenn
ker(P) # 0 gilt.

(iv) Die Hohe einer mehrwertigen Relation P € F(U") ist definiert als

hgt(P) := sup P(u)
uelv

(vgl. auch Beispiel 1.58).
(v) Fir ein « € [0,1] und eine mehrwertige Relation P € F(U") heifst die Menge
[Py :=={u € U"; P(u) > a}
die a-Niveau-Menge von P.

(vi) Fir eine mehrwertige Relation P € F(U") und u € U¥ bezeichnen wir den Wert von
P(u) als den Zugehérigkeitswert von u zu der Relation P.
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2.2 Bemerkung

(i) Fir jede mehrwertige Relation P € F(U") sind Trager und Kern der Relation klassi-
sche Teilmengen von U".

(ii)) P € F(U") ist genau dann eine klassische Relation, wenn Trdger und Kern identisch
sind, d. h.
P e K(U") < ker(P) = supp(P)

Im folgenden definieren wir den Begriff der Kardinalitéit einer mehrwertigen Relation. Er
erweitert in naheliegender Weise den klassischen Begriff der Kardinalitit einer Menge.

2.3 Definition Ist U mit |U| = v ein endliches Universum, so sei fir alle P € F(U) die
Kardinalitiat von P definiert als

Pli=3" Pl

Ist U eine unendliche Menge mit dem Inhaltsmafl A, so sei

P|:= [ P(u)dA\
Pl= [ P
fur alle P € F(U).

Wir definieren abschlielend die Begriffe der leeren Relation sowie des Enthalten-Seins und
der Gleichheit von mehrwertigen Relationen. Auch diese Begriffe sind einfache Erweiterun-
gen der klassischen Vorbilder.

2.4 Definition

(i) Eine mehrwertige Relation P € F(U") heifit leer, wenn hgt(P) = 0 gilt. Wir verein-
baren das Symbol () fiir leere Relationen.

(i) Die Relationen P,QQ € F(U") heifien gleich (in Zeichen: P = @), wenn fir alle
u € U gilt: P(u) = Q(u).

(1ii) Eine Relation P € F(U") heifit enthalten in der Relation QQ € F(U") (in Zeichen:
P C Q), wenn fir alle w € U” gilt: P(u) < Q(u).

2.5 Bemerkung

(i) Ist 0 C U die klassische leere Menge, so definiert ihre charakteristische Funktion eine
leere mehrwertige Menge. Es ist 0 C P fiir alle P € F(U").

(ii) Gleichheit und Inklusion von Fuzzy-Relationen konnen als 2-stellige bindre Mafle — d.
h. als Abbildungen F(U")? — {0,1} - aufgefafft werden. Mehrwertige Verallgemei-
nerungen beider Begriffe werden erst in Abschnitt 3 betrachtet.
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Wir schlieflen die Definition des Kartesischen Produkts fiir Fuzzy-Relationen an.

2.6 Definition FEs seien U und V zwei Universen, P € F(U"),Q € F(V"). Ferner sei
eine t-Norm t : [0,1]> — [0, 1] gegeben. Dann heif$t die mehrwertige Relation

Pe,Q: FU" xV") —[0,1]
(w1, ey ty), (V1,00 08)) > (P (ury .oy uy), Q(u1, ..., Ug))

das Kartesische Produkt von P und Q) beziiglich t.

Zum Abschluf} dieses Abschnitts wenden wir uns einer speziellen Klasse von zweistelligen
mehrwertigen Relationen zu. Dieses sind die mehrwertigen Gleichheitsrelationen. Mehrwer-
tige Gleichheitsrelationen beschreiben graduell die Ubereinstimmung zweier Objekte eines
Universums. Sie werden hier aus zwei Griinden diskutiert. Zum einen soll ein konkretes
(nicht-triviales) Beispiel fiir mehrwertige Relationen gegeben werden. Zum anderen dient
die Einfiihrung der Vorbereitung des Konzepts des Gleichheitsmafles, das wir in Kapitel 3
einfiihren.

2.7 Definition Fs sei U ein Universum und t : [0,1]* — [0,1] eine t-Norm. Eine

Relation E € F(U?) heift Gleichheitsrelation oder Aquivalenzrelation beziglich t,
wenn sie fir alle uy,us, us € U die folgenden Figenschaften besitzt:

(i) E(ui,uy) =1 (Reflexivitét)
(i1) E(ui,us) = E(ug,uy) (Symmetrie)
(1i1) t(F(uq,us), E(uz,us)) < E(uy,us) (Transitivitét)

Mehrwertige Gleichheitsrelationen konnen als Erweiterungen des klassischen Begriffs der
Aquivalenzrelation interpretiert werden. Wir verdeutlichen dies in der folgenden Bemerkung.

2.8 Bemerkung Fs sei E € F(U?) eine Gleichheitsrelation bzgl. einer t-Norm t :
[0,1]> — [0,1] und ferner sei 7 = (t,n,[0,1]) ein Wahrheitsraum. Dann gilt in jeder
T-Interpretation 3, = (|| - ||, &) von E:

(i) |Eqa =1
(ii) ||(EQ1(J2 A E(J2(J1)|| =1

(1ii) ||((EQ1(]2 A EQZ(]?,) — EQIQS)H =1

fiir alle Variablen oder Konstanten qi,qs und q3. Fir E € F(U") ist zudem E € A mit
S(E) = E (vgl. Bemerkung 1.62 (iii)). Die obigen Ausdriicke entsprechen den Klassischen
Ausdriicken, die im allgemeinen zur Definition von Aquivalenzrelationen verwendet wer-
den (vgl. S. 52). Der Begriff der mehrwertigen Aquivalenzrelation ist in diesem Sinne eine

Erweiterung des klassischen Konzeptes.

Wir geben einige Beispiele an. Diese sind [Kruse ’95, S. 48 f.] entnommen.
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2.9 Beispiel

(i) Es sei E' eine beliebige Aquivalenzrelation auf einem Universum U. Dann definiert

die Abbildung

1 (uy,us) € E

L 772
E:U* —[0,1] (UhUZ)H{ 0 sonst

fir uy,us € U eine mehrwertige Gleichheitsrelation auf U. Dies folgt aus elementaren
Umformungen.

(ii) Es sei § : U2 — R* eine Metrik auf einem Universum U. Dann definiert
E:U>—10,1] (ur,us) — 1 — min(§(uq, us), 1)

eine mehrwertige Gleichheitsrelation beziiglich der beschrdnkten Differenz tpg.

2.3 Mehrwertige Mengenoperationen

Zu Beginn des Abschnitts 2.1 haben wir bereits angemerkt, dal mehrwertige Relationen
Erweiterungen des klassischen Konzepts der Teilmenge sind. Diese Erweiterung wére un-
vollstindig, wenn sich nicht auch die Mengenoperationen Durchschnitt, Vereinigung und
Komplement fiir mehrwertige Relationen definieren lielen. Wir werden diese in dem nun
folgenden Abschnitt einfiihren und wesentliche Eigenschaften der Erweiterungen darstellen.

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist, daf sich die klassischen Mengenoperationen stets in
einem aussagenlogischen Sinne interpretieren lassen. So gelten fiir die klassischen Mengen-
operationen die folgenden Regeln:

rePUQ & zePVre (2.1)
reEPNQ & xe€PANTeEQR
re€ P & —(xeP)

Die angestrebte Erweiterung der Mengenoperationen wird vor diesem Hintergrund in zwei-
erlei Hinsicht erfolgen. Zum einen sollen sich bei der Einschrdnkung der betrachteten Rela-
tionen auf den klassischen Fall® stets die Gleichungen (2.1) — (2.3) ergeben. Zum anderen sol-
len fiir mehrwertige Relationen entsprechende mehrwertige Beziehungen gelten. So wird der
Durchschnitt zweier mehrwertiger Relationen in einer Sprache der Klasse MS den gleichen
Wahrheitswert besitzen, der auch der Konjunktion der beiden urspriinglichen Relationen
zukommt,.

Da die Sprachen der Klasse MS verschiedene semantische Strukturen aufweisen (vgl. Kapi-
tel 1), ergeben sich fiir die Erweiterung der Mengenoperationen ebenfalls unterschiedliche
Moglichkeiten. Ein Schwerpunkt der folgenden Untersuchungen wird daher sein, unter wel-
chen Voraussetzungen die strukturellen Eigenschaften der Sprachen der Klasse MS einen
Vergleich der entsprechenden Erweiterungen der Mengentheorie erlauben und welche Kon-
sequenzen sich hieraus ergeben.

3d. h. P,Q € K(U?)
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Die folgenden Ausfiihrungen unterscheiden sich von dem in der Fuzzy-Set-Theory {iblichen
Vorgehen durch den strengen Bezug zur mehrwertigen Logik, den wir stets herstellen, sowie
durch eine allgemeinere Begriffsbildung. So werden die Mengenoperationen selbst nicht expli-
zit definiert, wie dies in der Fuzzy-Set-Theory geschieht, sondern lediglich charakteristische
Eigenschaften dieser Verkniipfungen angegeben. Hierdurch er6ffnet sich die Moglichkeit, die
Ergebnisse des Kapitels 1 in die folgenden Uberlegungen zu integrieren und auf einfache
Weise neue Aussagen iiber die Vergleichbarkeit von mehrwertigen Relationensystemen ab-
zuleiten. Diese fithren zu wichtigen Konsequenzen fiir die Theorie und Anwendung dieser
Systeme, die wir am Ende dieses Abschnitts exemplarisch aufzeigen.

2.3.1 Mehrwertige Relationensysteme

Wir beginnen mit der Einfiihrung der mehrwertigen Mengenoperationen. Dabei lassen wir
auch gewisse Teilsysteme der Menge aller mehrwertigen Relationen zu.

2.10 Definition Es sei {0,U"} C M C F(U") eine Familie von v-stelligen Relationen.
Ferner seien Abbildungen

n: M* — M (P,Q) — PNQ
U: M?> — M (P,Q)— PUQ
cCM— M P— P°

sowie ein Wahrheitsraum T = (t,n,T) gegeben.

Wir nennen | = (M, N, U, ¢) ein 7-Relationensystem, wenn gilt:
i) | m(p)cT
PeM
(it) Fir alle w € U” und P,Q € M ist:
PNQu) = t(P(u),Qu))

PUQ(U) = St,n(P(u)aQ(u))
P(u) = n(P(u))

S

Ist R = (M,N,U,°) ein T-Relationensystem, so nennen wir N den T-Durchschnitt, U die
7-Vereinigung und ¢ das T-Komplement.

2.11 Bemerkung

(i) Wir werden im folgenden auch den Begriff Relationensystem fir ein T-Relationen-
system verwenden, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welcher Wahrheitsraum
dem Relationensystem zugrunde liegt, oder wenn eine genaue Spezifizierung des Wahr-
heitsraumes nicht notwendig ist.



58

(it)

Kapitel 2. Mehrwertige Relationen

Es sei 7 = (t,n,T) ein Wahrheitsraum und R = (M, N, U, ) ein T-Relationensystem.
Aus den Sditzen 1.31 (iii) und 1.16 (ii) folgt fir alle P,QQ € M und jede T-Interpre-
tation 3, = (]| - ||, 6) von P, P¢, Q, PNQ und PUQ:

I(PNQq < (PgrQq))| = 1
I(PUQq + (PqvQq))| = 1
I(Peq + (=Pg))| = 1

Dabei bezeichnet q ein Variablen- oder Konstantensymbol. Fir P € M sei zudem
P e A mit 5(P) =P (vgl. Bemerkung 1.62).

Diese Ausdriicke entsprechen den Gleichungen (2.1) — (2.3), die wir eingangs zur
Motivation der Erweiterung der Mengenoperationen angegeben haben. Sie sind in der
durch T beschriebenen mehrwertigen Sprache stets wahr.

Wir geben einfache Beispiele von 7-Relationensystemen an.

2.12 Beispiel

(i)

(ii)

Es sei 7 = (t,n,[0,1]) ein Wahrheitsraum und U ein Universum. Es seien
N : FU")? — FU")
U : FU")? — FU")
¢ FU") — FU")
definiert durch
PNQu) = t(P(u),Q(u))
PUQM) = sin(P(u), Q)
Pu) = n(P(u))
fir alle P,Q € F(U") und u € U”. Dann ist R = (F(U),N,U,°) ein T-Relationen-

system. Dieses Relationensystem entspricht einem System von verallgemeinerten Men-
genoperationen, wie es ublicherweise in der Fuzzy-Set-Theory verwendet wird (vgl.
[Gottwald "95],[Kruse 95]). Alle verallgemeinerten Mengenoperationen, die Gegen-
stand der Fuzzy-Set-Theory sind, lassen sich auf diese Art als 7-Relationensysteme
auffassen.

Es seien 1 = (t1,n1,[0,1]) und 7 = (t2, na,[0,1]) zwei beliebige Wahrheitsrdume und
U ein Universum. Wie oben seien die Verallgemeinerten Mengenoperationen durch

PNQu) = ti(P(u),Qu))
PUQ(u) = 840 (Pu),Qu))
Pe(u) = nqy(P(u))

definiert. Ferner sei KC(U) die Menge aller klassischen Teilmengen von U. Un-
ter diesen Voraussetzungen ist R = (K(U),N,U, ) sowohl ein 11 als auch ein To-
Relationensystem, da alle t-Normen und Involutionen auf {0,1} identisch sind.



2.3 Mehrwertige Mengenoperationen 59

P. P
I : .
P, PUP
........ xx
........ %..................x........
BoE P
0 : P
Po 0 uj 1

Abbildung 2.1: Darstellung mehrwertiger Relationen nach Kosko

Wir geben ein weiteres Beispiel an, in dem auch eine spezielle Methode der Darstellung von
mehrwertigen Relationen eingefiihrt wird. Diese geht auf Kosko [Kosko '90] zuriick.

2.13 Beispiel  Es sei U = {uy,us} ein Universum. Wir konnen jedes Element aus
F(U) als Punkt im 2-dimensionalen Einheitswirfel darstellen, indem wir die Tupel der
Zugehorigkeitswerte der Elemente uy und us als Koordinaten in den Wiirfel eintragen. Bei-
spielsweise reprasentieren die charakteristischen Funktionen der klassischen Mengen

P(]:@, PIZ{’LLl}, PQZ{UZ} undsz{ul,UQ}

die Eckpunkte des Einheitswirfels (vgl. Abbildung 2.1). Es sei nun Tmin = (tmin, s, [0, 1])
gegeben. Wir betrachten das Tmin-Relationensystem (F(U),N, U, °).
Es sei Py € F(U) gegeben durch Py(uy) = % und Py(us) = 3. Es gilt dann fir u € {uy, us}

Pi(w) =1-Piu
(Py(u), PS(u)
P,y U Pj(u) = max(Py(u), Py (u)

) = Pf(u) :i und Pf(us) :%
) = P4ﬂPf(u1):P4ﬂPf(u2):
) = P4UP40(U1):P4UP40(U2):

Py N Pf(u) = min (u

NSV

Trigt man die Zugehérigkeitswerte von Py, Py, Py N Pf und P, U Py in das Diagramm ein,
so entsteht die in Abbildung 2.1 dargestellte Figur. Sie ist symmetrisch zum Mittelpunkt des
Einheitswiirfels und zu beiden Diagonalen. Man erkennt zudem leicht, daf$ die im Diagramm
grau gezeichnete Fldche alle diejenigen mehrwertigen Relationen umfafst, die in Py enthalten
sind.

Das Beispiel 2.12 (ii) zeigt, daf ein Relationensystem durchaus beziiglich unterschiedli-
cher Wahrheitsrdume ein 7-Relationensystem sein kann. Dies bedeutet letztlich, dafl die
entsprechenden mehrwertigen Mengenverkniipfungen in verschiedenen Sprachen der Klasse
MS als Erweiterungen der klassischen Mengenoperationen verstanden werden konnen. Sind
allerdings zwei Sprachen semanitsch dquivalent, so ist eine Relationensystem entweder ei-
ne Verallgemeinerung der klassischen Mengenoperationen beziiglich beider oder keiner der
beiden Sprachen. Dies zeigt das folgende Lemma.
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2.14 Lemma Fs sei R = (M,N,U,°) ein 1 -Relationensystem beziiglich eines Wahrheits-
raumes 7 = (t1,ny,T). Ist 79 = (to,n9,T) ein zweiter Wahrheitsraum mit 7y ~ T, so ist
R = (M,N,U,°) auch ein 5-Relationensystem.

Beweis: Es sei 1 = (t1,n1,T) ein Wahrheitsraum und R = (M, N, U, ©) ein 71-Relationen-
system.

Da R = (M, N, U, °) ein 1-Relationensystem ist, gilt nach Definition 2.10 (i):

U mpcr

pPeM

Da nach Voraussetzung 7 ~ 7y ist, gilt nach dem Aquivalenzsatz 1.34 fiir alle P,QQ € M
und u € U”:

PNQ) = t(P(u), Q) = ta(P(u),Q(u))
PUQ(U) = Stl,m(P(u)vQ(u)) = St2,n2(P(u)aQ(u))
Pu) = m(P(u) = na(P(u))

Also ist fiir den Wahrheitsraum 7 = (3,12, T) auch die zweite Bedingung der Definition
2.10 erfiillt und R = (M, N, U, ) ist ein 7>-Relationensystem. n

Wir wenden uns besonderen Merkmalen der erweiterten Mengenoperationen zu. Wesentliche
Eigenschaften der klassischen Theorie finden sich auch in ihrer mehrwertigen Verallgemei-
nerung wieder.

2.15 Lemma FEs seien gegeben ein Universum U, ein Wahrheitsraum ™ = (t,n,T) sowie
ein T-Relationensystem R = (M, N, U, ) mit M C F(U"). Fir alle O, P,Q € M gilt dann:

(1) Kommutativitit: PNQ =QNP und PUQ =QUP
(11) Assoziativitit: ON(PNQ)=(ONP)NQ
OU(PUR)=(0OUP)UQ
(1ii) Doppeltes Komplement: (P¢)¢ = P
(iv) Komplement von Grund- und leerer Menge: (U")¢ = () und 0¢ = U
(v) Neutrale Elemente: PU() = P und PNU" = P
(vi) Fuzzy—Absorptionsgesetz: PNP C P C PUP
(vii) De-Morgan’sche Gesetze: (PN Q)¢ = P°UQ°
(PUQR) =PNQ°
(viii) Distributivgesetze
ONPUR) = (ONPYUONQ)
OU(PNQR) = (OUP)N(0OUQ)

gelten genaw dann, wenn B = (M, N, U, °) auch ein Tmi,-Relationensystem ist.
Dabei sei Tmin = (tmin, 1, [0, 1]).
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Beweis: Die Aussagen (i) — (vii) folgen direkt aus den Aussagen iiber t- und s-Normen
sowie Involutionen, die wir in Abschnitt 1.3 gezeigt haben.

Wir weisen die Behauptung (viii) nach. Nehmen wir zunéchst an, dafl R = (M, N, U, ¢) ein
Tmin-Relationensystem ist, so folgt die Giiltigkeit der Distributivgesetze sofort aus der Be-
dingung (ii) der Definition 2.10 sowie den Distributivgesetzen fiir Minimum- und Maximum-
Operator (vgl. Satz 1.24).

Sei nun umgekehrt ein 7-Relationensystem R = (M, N, U, ¢) gegeben, in dem die Distribu-
tivgesetze gelten. Ferner sei Timin = (fmin, 1, [0, 1]). Wir weisen nach, dal |8 = (M, N, U, )
auch ein 7,;,-Relationensystem ist.

Nach Voraussetzung ist ) € M. Sei P € M beliebig, so folgt aus (i) — (vii):

PNP=(PUd)n(PUud)y=PU@np)="r

Wir betrachten die Menge M := (Jpc,, Im(P). Fiir alle a € M existiert nun ein P € M
und ein v € U”, so daB P(u) = a gilt. Da |’ = (M, N,U,°) nach Voraussetzung ein 7-
Relationensystem ist, folgt mit den Voriiberlegungen:

t(a,a) = P(u)N P(u) = P(u) =a

Also ist die Einschréankung von ¢ auf M idempotent und wir erhalten analog zu den Schliissen
des Abschnitts 1.3: ¢y = tmin|ar-

Lemma 1.23 liefert, daf} die zu ¢ duale s-Norm auf M mit sp,, ibereinstimmt. Es folgt fiir
alle P, () € M:

PNQu) = t(P(u),Qu) = tmn(P(u),Qu))
PUQ(u) = sin(P(u),Q(u)) = smax(P(u),Q(u))
P(u) = n(P(u))

Da M C [0,1] ist, ist R = (M, N, U, ) ein Ty,i-Relationensystem. m

S

Wir stellen Eigenschaften von 7-Relationensystemen zusammen, die eine algebraische Ein-
ordnung der verallgemeinerten Mengenoperationen erlauben.

2.16 Bemerkung Fs sei 7 = (t,n,T) ein Wahrheitsraum und R = (M, N, U, ) ein 7-Re-
lationensystem. Dann gilt:

(i) Es sind (M,N) und (M,U) kommutative Halbgruppen mit neutralen Elementen. Die
neutralen Elemente sind U bzw. ().*

(ii) Es ist C eine Ordnung auf M.

AU # 0, % : U? — U. (U,*) ist eine Halbgruppe gdw. * assoziativ. Eine Halbgruppe (U,*) heifit
kommutativ, wenn * kommutativ ist. Eine Halbgruppe besitzt ein neutrales Element, wenn * ein neutrales
Element besitzt. Vergleiche auch [Meyberg ’80, S. 1 £.].

°0 C U? ist eine Ordnungsrelation gdw. fiir alle z,y, 2 € U gilt: (i) (z,2) € O, (ii) (z,y) € OA (y,z) €
0= (z=y), (i) (z,y) € OA(y,z) € O = (z,2) € O. Vergleiche auch [Reinhardt '73, S. 43].
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(i11) Esist R = (M,N,U,°) genau dann ein Verband, wenn R = (M,N,U,°) ein Tyi,-Re-
lationensystem ist. Der Verband ist dann distributiv und besitzt ein Null- und ein
FEinselement. Der Verband ist genau dann ein Boolescher Verband, wenn M C IC(U")
gilt, wenn also nur klassische Teilmengen betrachtet werden.

Wir haben an dieser Stelle auf die Erlauterungen der verbandstheoretischen Begriffe verzich-
tet, da sie fiir das Weitere unwesentlich sind. Eine Erldauterung der entsprechenden Begriffe
findet sich u. a. bei [McLane '79, S. 476 f.] oder [Reinhardt 73, S. 26].

2.3.2 Isomorphe Relationensysteme

Wir werden im folgenden verschiedene Klassen von Relationensystemen vergleichen. Zu
diesem Zweck wird eine spezielle Art der Isomorphie der betreffenden Systeme betrachtet,
die sogenannte w-Isomorphie von Relationensystemen. Dieser liegt eine dhnliche Motivation
zugrunde, wie dies im Falle der Isomorphie von Wahrheitsrdumen der Fall war, ndmlich
die monotone Transformation der Wahrheitswerte. Es wird sich zeigen, dafl weitgehende
Analogien zwischen der Isomorphie verschiedener Sprachen der Klasse MS einerseits und
unterschiedlicher Relationensysteme andererseits bestehen.

2.17 Definition FEs seien 7 = (t1,n1,11) und 15 = (to,ny, To) Wahrheitsraume. Fer-
ner seien Ry = (My,N1, Uy, ) ein 1-Relationensystem sowie Ry = (Ma, Mo, Us, ©?) ein To-
Relationensystem.

Die Relationensysteme Ry und Ry heiffen w-isomorph® (in Zeichen: Ry ~ Ry), wenn
eine bijektive und monoton steigende Abbildung 2 : [0,1] — [0, 1] derart existiert, daf$ die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) Es gilt stets:

PeM, = QoPe M,
QeMy, = Q_IOQEMl

(ii) Fir alle P,Q € M ist:
Qo (PQ) = (Q0P)M(R0Q)
Qo(PU1 Q) = (QoP)Us (Q0Q)
Qo (P) = (QoP)®

2.18 Bemerkung

(i) Es sind allgemeinere Konzepte der Isomorphie von Relationensystemen denkbar. Aus
den oben skizzierten Griinden beschrdinken wir uns in dieser Arbeit auf die Untersu-
chung isomorpher Systeme nach Definition 2.17.

6W-isomorph sthet hier fiir Wahrheitswert-isomorph. Es soll so angedeutet werden, daf die Isomorphie
durch eine monotone Transformation der Funktions- bzw. Wahrheitswerte der Relationen entsteht.
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(1) Die Abbildung 2 der Definition 2.17 legt eine Abbildung
Q: My — My, PP mitP'=QoP

fest. Es ist Q ein Halbgruppen-Isomorphismus zwischen den Halbgruppen (My, M) und
(Mg, Ny) sowie zwischen den Halbgruppen (My,Ur) und (Maz, Us).

Zwischen der Isomorphie von Wahrheitsrdumen und der w-Isomorphie von Relationensyste-
men besteht ein Zusammenhang, der im folgenden Satz beschrieben wird.

2.19 Satz - Isomorphiesatz von Relationensystemen

(i) Es sei 1 = (t1,n1,T1) ein Wahrheitsraum und Ry = (My, Ny, Uy, ') ein 71-Relation-
ensystem. Es sei ferner ein Wahrheitsraum m = (ta, n, Ty) mit 7y =~ 15 gegeben. Dann
existiert ein zu Ry w-isomorphes To-Relationensystem Ry = (Mo, Ng, Uy, ©2).

(ii)) Es sei 1y = (t1,ny,T1) ein Wahrheitsraum und Ry = (M,Ny,Up, ) ein 11-Rela-
tionensystem. Ist ein Relationensystem Ry = (Mg, Ny, Us, ) w-isomorph zu Ry, so
existiert ein zu 1 isomorpher Wahrheitsraum 1o = (to,ng, To) derart, daff Ry ein
To-Relationensystem ist.

Beweis: zu (i): Es sei 2 : [0, 1] — [0, 1] die den Isomorphismus von 7; und 7 definierende
Abbildung.

Wir definieren die Menge My durch
My = {PE:F(UV);HP,EMl mithP':P}
sowie die folgenden mehrwertigen Mengenoperationen

PﬂQQ = QO(Q_IOPth_IOQ)
PU;@Q == Qo(Q'oPUQ'0Q)
P2 = Qo ((2'oP)Y)

fiir alle P, Q € M,.

Wegen der Isomorphie von 7 und 75 ergibt sich aus Satz 1.44 zuné#chst, daf
Ry = (My, Ny, Uy, ©?) ein 7o-Relationensystem ist. Die Isomorphie von RR; und MR, folgt un-
mittelbar aus der Definition 2.17.

zu (ii): Es sei 7 = (t1,n1,T1) ein Wahrheitsraum und Ry = (M, Ny, U, ") ein 71-Re-
lationensystem. Ferner sei ein Relationensystem Ry = (Ms, Ny, Us, ©2) mit R; ~ Ry gege-
ben.

Es existiert dann eine monoton steigende Abbildung 2 : [0, 1] — [0, 1], welche die Bedin-
gungen der Definition 2.17 erfiillt.

Wir weisen nach, daf ein zu 73 isomorpher Wahrheitsraum 7, = (to, ny, T) derart existiert,
daf} Ry ein 1y-Relationensystem ist.
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Es sei dazu fiir alle a,b € [0, 1] definiert:
ty(a,b) = Qt:(Q7(a), 27 (1))
na(a) = Qm(Q7(a))
o= (J{a)}

a€Ty

Dann ist nach Satz 1.44 15 = (3, n2, T) ein Wahrheitsraum und es ist 71 ~ 7.

Da die Relationensysteme isomorph sind, gilt ferner:

U mP)ycn = | mP)ch
PeM, PeM-

Es ist zudem fiir alle P,Q € M; und v € U":

QP (u) N2 Q(u)) = QPN Q(u)

Entsprechend folgt:
Q(P(u)) Uz UQu)) = Sty0, (AP (1)), AQ(w)))
Q(P(u))? = na(QP(v)))
Also ist Ry = (Mg, Ny, Us, ©?) ein 7o-Relationensystem. ]

Ein ausfiihrliches Beispiel findet sich in Abschnitt 2.4. Zwischen den Eigenschaften von Re-
lationen isomorpher Relationensysteme bestehen gewisse Beziehungen, die wir im folgenden
Satz skizzieren. Diese folgen aus den spezifischen Eigenschaften der Abbildung €2, die der
Definition 2.17 zugrunde liegt.

2.20 Satz FEs sei Q : [0,1] — [0, 1] eine streng monoton steigende bijektive Abbildung.
Dann gilt fir alle P,Q € F(U"):

(i) ker(P) = ker(Q o P)
(i) supp(P) = supp(Q2o P)
(iii) Q(hgt(P)) = hgt(Q o P)
(i) PCQ & QoPCQoQ
(v) Fiir o €)0,1] und u € U gilt: u € [Pla & u € [20 Plog

Beweis: Die Behauptungen folgen durch elementare Umformungen aus der Stetigkeit und
Monotonie von (2. [
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2.4 Ein Anwendungsbeispiel: Formen mehrwertiger
Relationen

In jeder praktischen Anwendung der Fuzzy-Set-Theory besteht ein wesentlicher Schritt der
Modellbildung in der Festlegung der Abbildungen, die die mehrwertigen Relationen darstel-
len. Da hier sehr viele Freiheitsgrade bestehen, wurde in der Forschung zur Fuzzy-Set-Theory
haufig diskutiert, ob bestimmte Klassen von Abbildungen in einer spezifischen Anwendung
besonders geeignet sind. Zahlreiche Untersuchungen zu dieser Fragestellung sind erfolgt.
Stellvertretend fiir andere sei hier auf Hersh und Caramazza [Hersh ’76], Zimmermann
und Zysno [Zimmermann ’'82] sowie Leberling [Leberling ’82] verwiesen. Eine ausfiihrliche
Ubersicht iiber die unterschiedlichen Vorschliige zu den Formen der mehrwertigen Relatio-
nen finden sich unter anderem in den Biichern von Lai und Hwang [Lai '92, S. 30 f.] sowie
Rommelfanger [Rommelfanger 94, S. 171 f.]. Im folgenden wollen wir diese Diskussion um
einen neuen Aspekt erweitern. Wihrend die oben genannten Untersuchungen ausschliellich
empirischer Natur sind, wollen wir vor dem Hintergrund des Konzeptes der w-Isomorphie
von Relationensystemen analysieren, ob verschiedene Klassen von Abbildungen tatséchlich
zu unterschiedlichen Modellen fithren. Wir werden exemplarisch nachweisen, dafl dies im
allgemeinen nicht der Fall ist. Hieraus ergeben sich insbesondere fiir algorithmische Fra-
gestellungen weitreichende Konsequenzen. Die Diskussion erhebt dabei keinen Anspruch
auf Vollstandigkeit und erfolgt hier vor allem, um die Anwendbarkeit des Konzeptes der
w-Isomorphie unter Beweis zu stellen. Eine Vertiefung erfolgt erst in Kapitel 4.

Wir werden im folgenden zwei Beispiele von Formen mehrwertiger Relationen betrachten,
die bei der Modellbildung von symmetrischen Entscheidungsmodellen verwendet werden. Da
wir auf den Begriff des symmetrischen Entscheidungsmodells in Kapitel 4 niher eingehen
werden, sei an dieser Stelle lediglich darauf hingewiesen, daf} in diesen Modellen eine Familie
von mehrwertigen Relationen mit einem mehrwertigen Durchschnitt verkniipft wird. Dieser
wird im allgemeinen durch den Minimum-Operator dargestellt, da sich dann die algorith-
mische Behandlung erleichtert [Rommelfanger '94, S. 170 ff.].

Es seien n Relationen P, € F(UY) fiir i = 1,...,n gegeben, die ein symmetrisches Ent-
scheidungsmodell darstellen. So werden in einem symmetrischen Entscheidungsmodell die
x* € U als Losung betrachtet, fiir die gilt:

n n

() P:(z*) =sup () Pi(x)

i=1 7€V iy
Wir betrachten im folgenden zwei Beispiele von Relationen, die in symmetrischen Entschei-
dungsmodellen verwendet werden.

Es sei U = R. Eine hdufig benutzte Form von mehrwertigen Relationen sind stiickweise
lineare Relationen der Form

1 z<b
Priz) = =D g o <htd

0 b+d<z

Dabei sind b,d € R (vgl. u. a. [Bellman 70, Zimmermann ’75, Zimmermann ’76]).
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Alternativ wurde von Sakava in [Sakava ’83] die Verwendung von speziellen konkaven Rela-
tionen vorgeschlagen. Diese haben die Form

1 r<b
b,d —exp(—p=tt+td)
Pi(z) = ! ffefp(_;) ) h<z<bid
0 b+d<ux

Auch hier sind b,d € R. Uber den Parameter 8 > 0 kann die Kriimmung von P[b(’d beeinflufit
werden.

Es sei nun § > 0 gegeben. Wir betrachten die Abbildung
1 — exp (—fBa)
1 —exp(—p3)

Offenbar bildet 23 das Intervall [0, 1] bijektiv auf sich selbst ab. Zudem ist {25 streng mo-
noton steigend.

Qp :10,1] — [0, 1] a—>

Es sei nun ng := Qg on, o QEI. Weil zudem tmin = g 0 tmin © QEI gilt, folgt aus Satz 1.44:
Tmin = (tmina Ng, [07 1]) i T = (tmina ng, [07 1])

Zu dem Tpi,-Relationensystem (F(R), Nmin, Umax, @) (vgl. Beispiel 2.12) existiert nach
Lemma 2.19 also ein w-isomorphes Relationensystem, dafl ein 73-Relationensystem ist. Ein
solches System ist (F(R), Nmin, Umax, ©"?). Dabei sei P2 := ngo P fiir alle P € F(R). Fiir
diese Relationensysteme gilt:

Qs o (PNmin @) = (250 P) Nmin (50 Q)
Q/B © (P Umax Q) = (Qﬂ © P) Umax (Qﬂ © Q)
Qo (P") = (QpoP)""?

Es gilt fiir alle b,d € R: Qg o Pf’d = Plb(’d. Wir erhalten daher fiir dy, d>, b1,b, € R:

b1,d1 b2,da\ b1,d1 b2,d2
QgO(PL mminPL ) == PK mminPK

b1,d1 b2 ,d2 _ b1,d1 b2 ,d2
QBO(PL UmaXPL ) = PK UminPK

b 7d C,Ng _ b ,d c,n
Qg o ((PL7)"") = (Pg™)™"

Weil €3 streng monoton steigend ist, gilt fiir die beiden oben betrachteten Klassen von
Relationen:

b1,d1 ba,d2 %\ __ b1,d1 ba,d>
PV Nmin Pr2® (2") = sup PPV Niin Pr7% ()

zER
bi,d ba,d bid ba,d
& PR Niin P2 (2%) = sup PRt™ Niin P2 ()
z€R

Insbesondere folgt, dafi im Falle eines symmetrischen Entscheidungsmodells beide Klassen
von Relationen zu den gleichen Liosungen fiihren und zwar unabhdngig von der Wahl des
Parameters (3.
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Dieses Resultat fiihrt zu verschiedenen Konsequenzen fiir die Anwendung. Zum einen kénnte
die oben skizzierte w-Isomorphie der Relationensysteme im Falle der Relationen Pp? dazu
genutzt werden, das konvexe Modell in ein lineares Modell zu transformieren. Dies erlaubt,
die Losung des symmetrischen Entscheidungsmodells mit einem LP-Ansatz zu bestimmen
(vgl. [Negoita ’76]). Umgekehrt kénnen offenbar aber auch beliebige bijektive und monoton
steigende Abbildungen 2 : [0,1] — [0,1] verwendet werden, um neue Klassen von Re-
lationen zu erzeugen, die ebenfalls isomorph zu den linearen Relationen sind. So kénnen
weitere Freiheitsgrade fiir die Modellbildung eréffnet werden, wobei dann stets ein effektives
Losungsverfahren bekannt ist.

Als einfaches Beispiel fiir das obige Verfahren sei auf s-férmige Fuzzy-Mengen verwiesen,
wie sie etwa durch Splines der Form

Q:0,1] — [0, 1] a»—>{ 2 !
1—2(1—a)?

IN

1
2

<

S|

1
2

definiert sind (vgl. [Mollers "98]). Empirische Untersuchungen haben belegt, daf sich solche
s-formigen Abbildungen gut zur Darstellung von mehrwertigen Fuzzy-Mengen eignen. Da
sie jedoch nicht konvex oder konkav sind, galt die Losung solcher Modelle im allgemeinen
als aufwendig (vgl. [Yang '91, Biswal ’96]). Mit den Resultaten des vorausgegangenen Ab-
schnittes lassen sich solche Problemstellungen allerdings algorithmisch effizient bestimmen.

2.5 Abschlieflende Bemerkungen

In dem vorausgegangenen Kapitel wurden mehrwertige Relationen vertieft betrachtet. Ne-
ben einer Motivation und der Einfiihrung von Grundbegriffen, die in den Abschnitten 2.1
und 2.2 erfolgte, standen insbesondere die verschiedenen Moglichkeiten der Erweiterung
der klassischen Mengenoperationen im Mittelpunkt der Untersuchungen. Diesem war der
Abschnitt 2.3 gewidmet.

Grundansatz bei der Verallgemeinerung der Mengenoperationen war es, diese so zu konstru-
ieren, daf} die aus der klassischen Logik und Mengentheorie bekannte Beziehung zwischen
den elementaren logischen Verkniipfungen und den Mengenoperationen auch fiir die ver-
schiedenen mehrwertigen Sprachen der Klasse MS gilt. Dabei zeigte sich, daf3 verschiedene
Verallgemeinerungen der Mengenoperationen moglich sind. Jede dieser Verallgemeinerun-
gen kann als Mengenoperation beziiglich einer Klasse von dquivalenten Wahrheitsrdumen
interpretiert werden (Lemma 2.14). Viele der bekannten Eigenschaften der klassischen Men-
genoperationen lieflen sich auch fiir die mehrwertigen Operatoren zeigen (vgl. Lemma 2.15).

Bei den weiteren Untersuchungen stand ein spezielles Konzept der Vergleichbarkeit von
Relationensystemen im Mittelpunkt, die w-Isomorphie von Relationensystemen. Zwei Re-
lationensysteme sind w-isomorph, wenn stets von den Zugehorigkeitswerten der Relationen
des einen Systems auf die entsprechenden Zugehorigkeitswerte im anderen geschlossen wer-
den kann, und zwar derart, dafl die entsprechende Abbildung streng monoton steigend ist.
Es zeigt sich, daf} ein relevanter Zusammenhang zwischen den Isomorphie-Konzepten von
Wahrheitsriumen und Relationen existiert (Satz 2.19). Denn die Existenz von isomorphen
Wahrheitsrdumen ist eine notwendige Voraussetzung fiir die Existenz w-isomorpher Rela-
tionensysteme. Neben diesen theoretischen Resultaten wiesen wir exemplarisch in Abschnitt
2.4 die Bedeutung des w-Isomorphie-Konzeptes fiir die Anwendung nach.
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Das hier vorgestellte Konzept der der w-Isomorphie von Relationensystemen erlaubt erstmals
die systematische Klassifizierung von Systemen mehrwertiger Relationen. Wir haben die
Bedeutung dieses Konzepts fiir die Anwendung in dieser Arbeit lediglich an einem Beispiel
belegt. Aufgrund der breiten Anwendung der Fuzzy-Set-Theory ist allerdings anzunehmen,
daf sich die Ergebnisse auf andere Anwendungsfelder iibertragen lassen. Hier sind weitere
Untersuchungen notwendig.



Kapitel 3

Logische Mafle

Zusammenfassung:

In dem folgenden Kapitel werden logische Mafie und ihre Anwendung in der Fuzzy-
Maftheorie betrachtet. Bei der Untersuchung der logischen Mafle wird ein Schwerpunkt auf
logische Inklusionsmafle gelegt. Diese erweitern das Konzept der klassischen Mengeninklu-
sion. Verschiedene Klassen solcher logischen Inklusionsmafle werden angegeben. Als wichti-
ger Vertreter der Inklusionsmafle wird die Klasse der kanonischen Inklusionsmafe vertieft
betrachtet. Ferner werden Verkniipfungen zwischen verschiedenen Inklusionsmaflen defi-
niert und strukturelle Eigenschaften dieser Verkniipfungen untersucht. Abschlieend wird
gezeigt, wie sich Wahrscheinlichkeits-, Moglichkeits- und Notwendigkeitsmafle durch lo-
gische Inklusionsmafle reprisentieren lassen. Die entsprechenden Darstellungssitze 3.40,
3.42 und 3.48 werden grundlegend fiir die weiteren Untersuchungen sein. Sie stellen einen
grundsétzlich neuen Weg zur Interpretation und Darstellung der Wahrscheinlichkeits- und
Fuzzy-Mafltheorie im Rahmen eines logischen Kontextes dar.

3.1 Logische Mafle: ein erster Zugang

Wihrend sich die Ausfiihrungen des Kapitels 2 auf die Eigenschaften von mehrwertigen
Relationen konzentriert haben, sollen im folgenden logische Mafle betrachtet werden. Im
Unterschied zu mehrwertigen Relationen, die logische Eigenschaften oder Beziehungen von
Objekten eines Universums beschreiben, bilden logische Mafle logische Eigenschaften oder
Beziehungen von Relationen iiber einem Universum ab. Ahnlich wie bei den mehrwerti-
gen Relationen erfolgt dies, indem den entsprechenden Argumenten (eben den Relationen)
Werte aus dem Intervall [0,1] zugewiesen werden. Diese konnen als Wahrheitswerte ei-
ner mehrwertigen Logik interpretiert werden. Ein logisches Maf} ist daher als Abbildung
F(U")” — [0,1] definiert (vgl. Definition 1.57). Dabei bezeichnet x > 0 die Dimension
der betrachteten Relationen (d. h. die betreffenden Relationen sind x-stellig) und v > 0 die
Anzahl der Argumente. Wir werden im folgenden die Eigenschaften logischer Mafle disku-
tieren, wollen jedoch zunéchst den Begriff des logischen Mafles gegeniiber den iibrigen in
der Mathematik iiblichen Maflkonzepten abgrenzen.

69
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Ein logisches Maf} beschreibt die logischen Eigenschaften von Relationen. Es ist somit mit
klassischen mengentheoretischen Konzepten wie etwa der Inklusion oder der Gleichheit von
Mengen verwandt. Beide konnen als zweistellige (und zweiwertige) logische Mafle aufgefafit
werden (vgl. auch Bemerkung 2.5).

Zumindest formal bestehen zudem Analogien zu dem in der Wahrscheinlichkeitstheorie ver-
wendeten Terminus des Wahrscheinlichkeitsmafes (vgl. [Bauer '90 B]) und zu dem Konzept
des Fuzzy-Mafles in der Fuzzy-MafBitheorie, wie er etwa bei Klir [Klir '95], Kruse [Kruse ’95]
oder Weisbrod [Weisbrod '95] verwendet wird. Bei diesen Ansitzen werden Abbildungen
o(U) — [0, 1] betrachtet. Da p(U) mit der Menge IC(U) identifiziert werden kann (vgl. S.
52), konnen diese Mafle formal als spezielle einstellige logische Mafle auf der Menge KC(U)
aufgefafit werden.

Allerdings besteht ein wesentlicher konzeptioneller Unterschied zwischen den oben genann-
ten Maflbegriffen und dem Konzept des logischen Mafles. Die Bilder eines logischen Mafles
kénnen in einer Sprache der Klasse MS als Wahrheitswerte interpretiert werden. Eine solche
Interpretation 148t zunéchst weder die Wahrscheinlichkeits- noch die Fuzzy-Mafitheorie zu.
Daher kénnen diese Mafle auch nicht ohne weiteres als aussagenlogische Konzepte verstan-
den werden.

Wir werden in Abschnitt 3.4 die Beziehung von logischen Maflen, Wahrscheinlichkeitsmafien
und Fuzzy-Maflen genauer untersuchen. Es wird sich dabei zeigen, dafl neben den begriff-
lichen und formalen Analogien der oben genannten Konzepte tatséichlich auch inhaltliche
Parallelen existieren. Wir werden insbesondere nachweisen, dafl die Theorie der mehrwer-
tigen Mafle als konzeptioneller Rahmen der beiden anderen Theorien verwendet werden
kann, daf} sich also die Wahrscheinlichkeits- und Fuzzy-Mafltheorie aus einem mehrwertigen
logischen Konzept ableiten lassen.

In Abschnitt 3.2 werden wir zunéchst einfache Beispiele von logischen Maflen angeben und
zeigen, wie sich spezielle Konzepte der Theorie mehrwertiger Relationen in die Theorie
der logischen Mafe iibertragen lassen. Im Anschlufi wird eine wichtige Klasse von Maflen
betrachtet — die sogenannten logischen Inklusionsmafe. Diese sind sowohl bei der beabsich-
tigten Formulierung des Entscheidungsmodells in Kapitel 4 als auch bei den Uberlegungen
des Abschnitts 3.4 von elementarer Bedeutung. In Abschnitt 3.4 werden wir das Verhéltnis
der Theorie der logischen Mafle zu den Theorien der Wahrscheinlichkeits- und Fuzzy-Mafle
untersuchen. Es wird sich zeigen, dafl sich die beiden zuletzt genannten Ansétze in die
Theorie der logischen Mafle einbetten lassen.

3.2 Grundbegriffe

Wir beginnen mit einfachen Beispielen von logischen Maflen.

3.1 Beispiel Fs sei U ein Universum und F(U") die Menge aller v-stelligen Relationen
tber U. Die Héhe einer Relation, d.h. die Abbildung

hgt : F(U") — [0, 1] P +—— sup P(u)

uelUv

st ein einstelliges Maf$ der Dimension v. Die Abbildung

flat : F(U") — [0, 1] P+— ien[ﬁ P(u)
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st ebenfalls ein einstelliges Majf$ der Dimension v.

3.2 Bemerkung In der mehrwertigen Logik werden verschiedene Verallgemeinerungen
des klassischen Begriffs des Quantors betrachtet (vgl. u. a. [Gottwald 89, S. 184 f.]). Ein
mehrwertiger Quantor wird — in Analogie zu den Junktoren — durch ein Quantoren-Symbol
und eine Bewertungsregel festgelegt. Diese Regel beschreibt, wie von den Wahrheitswerten
der Teilausdriicke auf den Wahrheitswert des gesamten Quantorenausdrucks geschlossen
werden kann.

Wesentlich bei der Formulierung dieser Bewertungsregeln ist das Konzept der freien Varia-
blen. Unter einer freien Variablen eines Ausdrucks ¢ € F versteht man ein Variablensymbol
x € A, dem in einer Interpretation keine feste Bedeutung zugeordnet wird.! Ist x € A eine
freie Variable in einem Ausdruck o, so wird dies durch die Notation ¢(x) verdeutlicht. Ist
beispielsweise ¢ = ((Px A Q) V Ry) ein Ausdruck, so bedeutet p(x), daff x in ¢ eine freie
Variable ist, das Variablensymbol y hingegen nicht.

Bekannte Quantoren sind der Allquantor, der durch das Symbol ¥V reprisentiert wird, und

der FExistenzquantor. Diesem wird das Symbol 3 zugeordnet. Mit diesen Quantorensymbolen
lassen sich Ausdriicke der Form

Vozp(r) oder Jyxe(x)

bilden. U bezeichnet das zugrunde liegende Universum. Die Bewertungsregeln des All- und
Existenzquantors in der klassischen Logik sind bekannt. In der Fuzzy-Logik werden diese
Quantoren hdufig wie folgt bewertet:

Vo ag(@)| = inf lpx/a)
B p(a)l = suplo(a/a].

Dabei bedeutet x/a, dafi der freien Variablen x der Wert a € U zugeordnet wird (vgl.
[Gottwald 93, S. 2 f.]).

Mit den Mafen hgt und flat lassen sich in einfachen Fillen Ausdricke darstellen, die
mit Ausdriicken mit Quantoren vergleichbar sind. Seien P,Q € F(UY) Relationen, so gilt
beispielsweise fur einen Ausdruck der Form ¢ = (Px V Qx) stets:

Vo zp(z)|| = |fat PUQ||
und [Ty ap(x)] = |hgt PUQ].

Prinzipiell ist es mdoglich, mittels spezieller MafSe Ausdriicke zu formulieren, die zu Aus-
driicken dquivalent sind, in denen Quantoren vorkommen. Dies erlaubt einerseits eine wei-
terfihrende Interpretation dieser Mafle, da ihnen dhnliche Funktion wie den Quantoren
zugeordnet werden kann. Dariber hinaus wird klar, daff der durch das Fehlen der Quanto-
ren geringere Sprachumfang der Sprachen der Klasse MS teilweise durch die Verwendung
entsprechender Mafie kompensiert werden kann.

FEine erschopfende Diskussion und Gegeniiberstellung des Maf- und Quantorenkonzepts un-
terbleibt an dieser Stelle wegen der notwendigen inhaltlichen Finschrinkung dieser Arbeit.

'Das Konzept der freien Variablen wird ausfiihrlich in [Ebbinghaus *96, Kapitel IT §5] dargestellt.
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Es ist allerdings zu vermuten, daf$ trotz der Parallelen grundsdtzliche Unterschiede zwischen
beiden Ansdtzen bestehen und eine Substitution des einen Konzepts durch das andere nicht
vollstindig mdglich ist.

Als weiteres Beispiel fiir mehrwertige Mafle betrachten wir mehrwertige Gleichheitsmafe.
Diese repriisentieren eine mehrwertige Verallgemeinerung der in Definition 2.4 festgelegten
Gleichheit von Relationen.

3.3 Definition Es sei U ein Universum und F(U") die Menge aller v-stelligen Relationen
iiber U sowie t : [0,1]> — [0,1] eine t-Norm. Ein Maf E : F(U")?> — [0,1] heift ein
Gleichheitsmaf3 (der Dimension v) beziiglich t, wenn es fir alle O, P,Q € F(U") die
folgenden Eigenschaften erfiillt:

(1) E(P,P)=1 (Reflexivitit)
(1) E(P,Q) = E(Q, P) (Symmetrie)
(i) t(E(O, P),E(P,Q)) < E(0,Q) (Transitivitdt)

Ahnlich wie Gleichheitsrelationen lassen sich Gleichheitsmafie in den Sprachen der Klasse
MS interpretieren.

3.4 Bemerkung Fs sei E : F(U")? — [0,1] ein Gleichheitsmaf der Dimension v bzgl.
einer t-Norm t : [0,1]> — [0, 1]. Ferner sei 7 = (t,n,T) ein Wahrheitsraum und O, P, Q €
F(U"). Dann gilt fir jede T-Interpretation 3. = (|| - ||, &) von E, O, P und Q:

(i) |EPP|| =1
(ii) |(EPQ < EQP)|| =1
(iii) |(EOP A BEPQ) — BOQ)| =1

Dabei bezeichnet E € A ein Magsymbol mit S(E) = E. Fir P € F(U) sei P € A mit

~

S(P) = P (vgl. Bemerkung 1.62).
Wir geben zwei einfache Beispiele von Gleichheitsmafien an.

3.5 Beispiel FEs sei U ein Universum.

(i) Wir definieren eine Abbildung E— durch

1 P=Q
0 P#Q
Die Abbildung E_ ist ein Gleichheitsmaf beziiglich jeder t-Norm t : [0,1]* — [0,1]. Es

entspricht der Gleichheitsrelation von mehrwertigen Relationen, die wir in Definition
2.4 angegeben haben.

E_: F(U")? —10,1] (P,Q)— {
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(ii) Das Maf$ B, mit
E: FU")? —[0,1] (P, Q) — inf{1 — |P(u) — Q(u)|; u € U"}

ist ein Gleichheitsmafl der Dimension v bzgl. tpg.

Beweis: Die Behauptung (i) folgt unmittelbar. Der Beweis von (ii) folgt durch einfache
Umformungen (vlg. auch [Kruse '95, S. 63, Satz 2.69)]). m

3.6 Bemerkung Gleichheitsrelationen und Gleichheitsmafle sind mathematisch verwand-
te Konzepte. Ist namlich U ein Universum und V = F(U"), so definiert offenbar jede
Gleichheitsrelation iber V' ein Gleichheitsmaf diber U.

In der Fuzzy-Set-Theory sind Uberlegungen bekannt, die diesen Sachverhalt verallgemeinern.
In diesem Zusammenhang werden Fuzzy-Mengen (oder einstellige Relationen) als Typ 1
Fuzzy-Mengen bezeichnet. Unter einer Fuzzy-Menge vom Typ m fir m > 1 versteht
man eine einstellige Relation, die auf der Menge der Fuzzy-Mengen vom Typ m—1 definiert
ist (vgl. [Rommelfanger '94, S. 64, Definition 1.47]). In diesem Sinne sind einstellige Mafe
also Fuzzy-Mengen vom Typ 2.

Wir haben in dieser Arbeit von der Betrachtung von Relationen des Typs k fir k > 2
abgesehen, da sie nicht fir die Formulierung des Entscheidungsmodells notwendig sind. Die
Sprachen der Klasse MS lieffen sich durch die Hinzunahme entsprechender Symbole jedoch so
erweitern, dafl auch solche Relationen innerhalb dieses Konzepts diskutiert werden kénnten.

3.3 Logische Inklusionsmafle

Der folgende Abschnitt ist der Betrachtung einer speziellen Klasse von logischen Maflen,
den logischen Inklusionsmafien, gewidmet. Diese reprisentieren mehrwertige Erweiterungen
der klassischen Mengen-Inklusion und sind in dieser Arbeit in mehrfacher Hinsicht von
entscheidender Bedeutung. So werden sie es in Abschnitt 3.4 ermdéglichen, eine konzeptionelle
Briicke zwischen logischen Maflen auf der einen und dem Mafibegriff der Wahrscheinlichkeits-
und der Fuzzy-Theorie auf der anderen Seite zu schlagen. Dies gestattet unter anderem
die Abbildung verschiedener Kategorien von unvollstdndiger Information im Rahmen der
Sprachen der Klasse MS. Zudem wird so erstmals ein einheitlicher theoretischer Rahmen
bereitgestellt, der mehrwertige Logik, Wahrscheinlichkeits- und Fuzzy-Mafitheorie umfafit.
Inklusionsmafle bilden schliefilich einen zentralen Baustein des Entscheidungsmodells des
Kapitels 4.

Zunichst werden die grundlegenden Begriffe eingefiihrt und Beispiele von Inklusionsmafien
angegeben. Es wird sich zeigen, dafl der Begriff des Inklusionsmafles ein breites Spektrum von
Abbildungen umfaft, die iiber unterschiedliche Eigenschaften verfiigen. Eine erschopfende
Diskussion aller Eigenschaften der Inklusionsmafe ist daher umfangreich und vor dem Hin-
tergrund der Zielsetzung dieser Arbeit sicher nicht zweckdienlich. Es werden daher im
folgenden lediglich die Eigenschaften einer speziellen Klasse von Inklusionsmaflen exem-
plarisch ndher untersucht. Die Inklusionsmafle dieser Klasse, die sogenannten kanonischen
Inklusionsmapfe, verfiigen iiber besondere logische und mengentheoretische Merkmale, die
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es ermoglichen, die Parallelen zwischen Inklusionsmaflen und der klassischen Inklusion zu
verdeutlichen.

Zum Abschluf} dieses Abschnitts werden verschiedene Verkniipfungen und Operationen auf
Inklusionsmaflen beschrieben. Diese erlauben es, aus einer gegebenen Menge von Inklu-
sionsmaflen weitere zu erzeugen. Diese abgeleiteten Inklusionsmafle erdffnen einen weiten
Spielraum bei der mathematischen Analyse und Modellbildung. Der oben bereits erwéhnte
Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeits- und der Fuzzy-Mafitheorie wird erst in Ab-
schnitt 3.4 beschrieben.

Fiir den Rest dieses Abschnitts setzen wir einen Wahrheitsraum 7 = (¢, n, [0, 1]) und ein
7-Relationensystem der Gestalt (F(U"),N,U,™) voraus. Die t-Norm ¢ : [0,1]> — [0, 1] und
die Involution n : [0, 1] — [0, 1] seien beliebig vorgegeben. Alle vorkommenden Mengenope-
rationen werden stets auf dieses Relationensystem bezogen, sofern nicht explizit ein anderes
angegeben wird. Ferner identifizieren wir jede klassische Teilmenge eines Universums U mit
ihrer charakteristischen Funktion (vgl. S. 52).

3.3.1 Grundlegende Definitionen

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist Bemerkung 2.5, in der darauf hingewiesen wurde, daf
anstelle der zweiwertigen Inklusion ,,C* aus Definition 2.4 ein logisches Maf} I zur Beschrei-
bung der Inklusion verwendet werden kann. Die gesuchte Erweiterung sollte eine Verall-
gemeinerung der klassischen Inklusion sein. Fiir ein Inklusionsmafl I und alle klassischen
Mengen C, D € p(U) mit C, D # () soll gelten:

CCD = ICD)=1 .
CNnD=0 = I(C,D)=0 (3.2)
Die Gleichungen (3.1) und (3.2) werden gelegentlich zur Definition von verallgemeinerten
Inklusionen verwendet (vgl. [Bandler '80, Tsiporkova '97]). Wir werden in dieser Arbeit
jedoch einen anderen Zugang wihlen, der aus unserer Sicht zwei Vorteile bietet: Zum einen
werden mehrwertige Relationen (und keine klassischen Mengen) zur Definition benutzt, zum

anderen fassen wir den Begriff enger, so dafl die von uns definierten Inklusionsmafle iiber
eine weitere wichtige Eigenschaft verfiigen.

3.7 Definition Es sei U ein Universum und F(U") die Menge aller v-stelligen Relationen
iiber U. Ein Map1: F(U")?> — [0, 1] heift ein logisches Inklusionsmaf (der Dimension
v), wenn es die folgenden Eigenschaften erfillt:

(i) ¥ P,Q € F(U") : supp(P) Cker(Q) = I(P,Q) =1
(ii)) V P,Q € F(U"), P#0: supp(P)Nsupp(Q) =0 = I(P,Q)=0
(i) YVue U”,Q € F(U) : I({u},Q) = Q(u)
Dabei identifizieren wir die Menge {u} mit ihrer charakteristischen Funktion X {u}-

Jedes Inklusionsmafl nach Definition 3.7 erfiillt wegen der Eigenschaften (i) und (ii) die Glei-
chungen (3.1) und (3.2) und ist daher eine mehrwertige Inklusion im Sinne von [Bandler "80]
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und [Tsiporkova '97]. Die zusétzliche Forderung (iii) in Definition 3.7 wird durch die Inter-
pretation der Relationen als mehrwertige Mengen motiviert. Fiir jedes v € U” und jede
Relation @ € F(U") 148t sich der Zugehorigkeitswert Q(u) als graduelle Beschreibung der
Zugehorigkeit des Elements u zur Menge (bzw. Relation) @ verstehen (vgl. etwa [Bohme ’93,
S. 1 f]). Identifiziert man das Element u € U” mit der Teilmenge {u} € p(U"), so wird
durch den Wert Q(u) beschrieben, wie sehr die Menge {u} zur Menge () gehort, wie sehr
also {u} in @ enthalten ist.

Alle Inklusionsmafle geniigen den Eigenschaften der Definition 3.7. Dennoch umfafit der Be-
griff des Inklusionsmafles sehr unterschiedliche Abbildungen. Wir geben zunéchst konkrete
Beispiele von Inklusionsmaflen an.

3.8 Lemma Fs sei U ein Universum. Die folgenden Abbildungen definieren mehrwertige
Inklusionsmafe:

()L FUE— 1] (PQ) { oo
1) I, "2 — [0, Q) —
Dabei sei up € supp(P).
1 P=1
(ii) Inr : F(U")? —[0,1]  (P,Q) = { hgt(PNQ)
hgt(P) P#0
(iii) T, : F(U")* — [0,1]
1 P=10
(P, Q) > $ sup{a €[0,1]; [Pls C [Qla fir alle B € [0,a]}
ﬁhgt(P) P#0

Beweis: Es seien P,Q € F(U").
zu (i): Ist supp(P) C ker(Q), so gilt fiir alle up € supp(P): Q(up) = 1. Also gilt I,(P, Q) = 1.

Es sei P # () und supp(P) Nsupp(Q) = 0. Dann gilt fiir alle up € supp(P): Q(up) = 0.
Folglich gilt I,(P, Q) = 0.

Ist P = {u}, so ist nach der Definition von I,: u = up. Es gilt dann I,({u}, Q) = Q(u).
Also ist I, ein Inklusionsmaf} nach Definition 3.7.

zu (ii): Fiir den Fall P = () ist nichts zu zeigen. Es sei also P # (). Es ist dann hgt(P) > 0.
Ist supp(P) C ker(Q), so gilt P N Q = P. Insbesondere ist dann I,(P, Q) = het(P) _ 1.

hgt(P)

Betrachten wir nun den Fall P = {u}. Dann gilt P(u) = 1 und P(u’) = 0 fiir alle v’ # w.
Es gilt also zunéichst hgt(P) = 1. Zudem folgt PN Q(u) = Q(u) und PN Q(u') = 0 fiir alle
u' # u. Also ist hgt(P N Q) = Q(u). Wir erhalten I/ (P, Q) = Q(u).
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A
1 P /\\

P(x) // \ 20
1u(P.O) 4 \
L(PO) / \

PAOM) \
\
\
\
LY - \
/ 4 \
I I I I 1 >
1 0 1 u 5 7

Abbildung 3.1: Darstellung von I,(P, @), In/(P,Q) und I,(P, Q)

Also definiert auch I, ein logisches Inklusionsmaf.

zu (iii): Fiir P = () ist erneut nichts zu zeigen. Wir betrachten den Fall P # (). Es ist dann
hgt(P) > 0.
Sei supp(P) C ker(Q). Dann gilt [Pl C [Q]; C [@], fiir alle 0 < o < 1 und # < hgt(P).
Also ist

sup {a € [0,1]; [P]s C [Q]a fiir alle 8 € [0,a]} = hgt(P)
Wir erhalten I, (P, Q) = 1.

Ist supp(P) N supp(Q) = 0, so gilt fiir 5 > 0 stets [P]g N supp(Q)) = @. Daher folgt
I.(P,Q) =0.

Es sei P = {u}. Dann ist fiir alle § €]0,1]: [P]s = {u}. Daher ist [P]z C [Q], fiir alle
a < Q(u). Da zudem hgt(P) = 1 ist, gilt I,(P, Q) = Q(u).

Demnach ist auch das Maf} I,, ein Inklusionsmaf. ]
Im Falle des Inklusionsmafles I, hingt die Wahl des Punktes up im wesentlichen von der

beabsichtigten Anwendung und den FEigenschaften des zugrunde liegenden Universums U
ab. Ist U etwa ein reellwertiges Universum (U = R), so kénnen beispielsweise die Punkte

JgxP(z) dx
=0 Sch kt
up [ Pla)ds (Schwerpunkt)
up = inf{z € R; x € supp(P)} (linker Eckwert)
u%, =sup{r € R; x € supp(P)} (rechter Eckwert)

gewihlt werden.

Wir geben ein einfaches Beispiel fiir die Inklusionsmafle aus Lemma 3.8 an.
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3.9 Beispiel FEs sei U =R ein Universum und Timin = (tmin, Ns, [0, 1]). Wir betrachten ein
Tmin-Relationensystem (F(R),N,U, ). Es seien die Relationen P,Q € F(R) durch

x xz €[0,1]
P:R—[0,1] a2+ #(7—2) ze[l,7]

0 sonst

sowte
(z+1) ze€[-1,5]

(T—2z) z€[6,7]

N[—= o=

Q:R—10,1] T
0 sonst

gegeben. Ferner bezeichne up den Schwerpunkt von P (es ist up ~ 2.66). Fir die Inklusi-
onsmafe I,(P,Q), In/(P,Q) und I,(P,Q) ergeben sich die folgenden Werte:

L(P,Q) = Q(up) ~ 0.61
IM(P7 Q) =
Ia(P7 Q) =

GU= oo

In Abbildung 3.1 sind die Relationen sowie die Werte der Inklusionsmafe dargestellt.

Speziell fiir einstellige Relationen 1483t sich noch ein weiteres Inklusionsmaf} definieren. Wir
beschrénken uns dabei auf den im folgenden wichtigen Fall eines endlichen Universums.

3.10 Lemma Fs sei U ein endliches Universum. Dann definiert die Abbildung

1 P=10
L FUP —[0,1]  (PQ) —{ |PnQ
P 0
P
ein logisches Inklusionsmafl der Dimension 1. Dabei bezeichnet | - | die Kardinalitit der

Relationen (vgl. Definition 2.3).

Beweis: Es sei U ein endliches Universum. Ferner seien P, Q) € F(U).

Fiir den Fall P = () ist nichts zu zeigen. Da U endlich ist, folgt aus P # ():

|P| =3 ,cv Pu) > 0.

Ist supp(P) C ker(Q), so gilt PN Q = P. Folglich ist Ip(P,Q) = % =1.

Es sei supp(P) Nsupp(Q) = 0. Dann gilt P N @Q = () und wir erhalten |P N Q| = 0. Somit
gilt Ip(P, Q) = 0.

Ist P ={u},sogilt PNQ(u) = Q(u) und PNQ(u') = 0 fiir alle v’ # u. Da zudem [{u}| =1
gilt (U ist endlich), folgt: Ip(P, Q) = Q(u).

Also ist Ip ein Inklusionsmafl nach Definition 3.7. ]
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Abbildung 3.2: Ip(P, @), Tmin  Abbildung 3.3: Ip(P,Q), 74 Abbildung 3.4: I/(P, @), Tmin

Wir geben auch hier ein Beispiel an. In diesem werden wir eine Methode zur graphischen
Darstellung von Inklusionsmaflen einfiihren, die wir im folgenden stets verwenden, um In-
klusionsmafle abzubilden.

3.11 Beispiel FEs sei ein zweielementiges Universum U = {u,v} gegeben. In Beispiel
2.13 wurde bereits gezeigt, daf$ sich jede Fuzzy-Menge dieses Universums durch einen Punkt
im zweidimensionalen Einheitswiirfel reprisentieren lafst. Wir machen uns diese Art der
Darstellung zunutze, um die Inklusionsmafle Ip und Iy, graphisch darzustellen.

Dazu betrachten wir die mehrwertige Relation QQ € F(U), die durch

Q(u) =0.5 und  Qv) =1

bestimmdt ist. Fiir ein gegebenes Inklusionsmafl I ordnen wir nun jeder mehrwertigen Relation
P e F(U) den Wert von I(P, Q) zu. Diese Werte lassen sich nun iber dem FEinheitswirfel
auftragen. Die Abbildungen 3.2, 3.3 und 3.4 zeigen diese Art der Darstellung fir die Inklusi-
onsmafle Ip und Iy, . Bei der Darstellung von Ip wurde in Abbildung 3.2 der Wahrheitsraum
Tmin = (tmin, s, [0, 1]) und das Tmin-Relationensystem (F(U), N, U, ) zugrunde gelegt. In Ab-
bildung 3.3 ist Ip mit dem Wahrheitsraum 74 = (ta,ns,[0,1]) und dem entsprechenden
Ta-Relationensystem abgebildet. Das Inklusionsmaf$ Iy, ist in Abbildung 3.4 beziiglich des
Tmin-Relationensystems dargestellt.

Man beachte, daf fir alle mehrwertigen Relationen P € F(U) mit P(u) = 0 stets I(P, Q) =
1 gilt, da in diesem Fall supp(P) C ker(Q) ist. Ferner gilt fir die Mengen {u} und {v}, die
wn der Darstellung durch die linke bzw. rechte Ecke des Einheitswirfels reprasentiert werden,
I({u},Q) = Q(u) = 1 und I({v}, Q) = Q(v) = 1. Dies verdeutlicht die Eigenschaften (i)
und (i11) aus Definition 3.7.

Die folgende Eigenschaft von Inklusionsmaflen wird in Abschnitt 3.4 von besonderer Bedeu-
tung sein.

3.12 Definition Es sei U ein Universum und 1: F(U")* — [0,1] ein Inklusionsmaf§ der
Dimension v. I heifit in der zweiten Komponente monoton steigend, wenn fiir alle
O,P,Q € F(U") gilt:

PCQ = 10,P) <1(0,Q)
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Eine entsprechende Definition 148t sich auch fiir die erste Komponente formulieren. Aller-
dings ist ein solcher Begriff fiir das Weitere nicht wesentlich.

3.13 Lemma Die Inklusionsmafle 1, Ins, Ip und 1, sind in der zweiten Komponente
monoton steigend. Dies gilt im Fall der Inklusion 1, unabhdingig von der Wahl des Refe-
renzpunktes up.

Der Beweis erfolgt durch elementare Umformungen. Eine graphische Veranschaulichung der
Monotonie-Eigenschaft findet sich in Beispiel 3.17. Ein Beispiel fiir ein nicht-monotones
Inklusionsmaf} geben wir in Definition 3.34 an.

3.3.2 Kanonische Inklusionsmafle

Wir werden im folgenden eine spezielle Klasse von Inklusionsmaflen betrachten, die wir als
kanonische Inklusionsmajle bezeichnen. Diese Mafle wurden von Bandler und Kohout bei der
ersten systematischen Untersuchung von mehrwertigen Inklusionen in [Bandler ’80] vorge-
schlagen. Wir werden die kanonischen Inklusionsmafle an dieser Stelle diskutieren, da sie sich
durch besondere Eigenschaften in Bezug auf die Sprachen MS auszeichnen und sich an ih-
rem Beispiel viele Parallelen zu den klassischen Inklusionen aufzeigen lassen. Die Diskussion
erfolgt ausfiihrlich, da Bandler und Kohout in ihrer Arbeit die kanonischen Inklusionsmafe
eingefithrt haben, ohne da die im folgenden aufgefiihrten Eigenschaften dargestellt wur-
den. Zudem wird die detaillierte Darlegung die Grundziige des Konzepts des Inklusionsmafles
weiter verdeutlichen.

Wir weisen zunéchst nach, da} Abbildungen einer bestimmten Klasse Inklusionsmafle sind.

3.14 Satz Es sei U ein Universum und F(U") die Menge aller v-stelligen Relationen iber
U. Ferner sei t : [0,1]> — [0, 1] eine t-Norm und ry : [0,1]> — [0, 1] das Residuum von t.
Dann ist das Maj

L,: F(U")? —[0,1]  (P,Q)+— inf r(P(u),Q(u))

uelUv

ein Inklusionsmap.

Beweis: Wir weisen die Eigenschaften aus Definition 3.7 nach.
Es seien P,Q € F(U"). Ferner sei L, : F(U")*> — [0, 1] wie oben gegeben.

zu (i): Ist supp(P) C ker(Q), so gilt fiir alle u € supp(P): Q(u) = 1.
Nach Satz 1.16 (ii) gilt somit:

r(P(u),Qu)) = ri(P(u),1) =1
Ist u & supp(P), so ist P(u) = 0 und Satz 1.16 (ii) liefert erneut:

re(P(u), Q(u)) = r:(0,Q(u)) = 1
Insgesamt folgt fiir supp(P) C ker(Q):

I,(P,Q) = inf r(P(u),Q(u)) = 1
—_—————

uelUv
=1
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zu (ii): Sei nun supp(P) Nsupp(Q) = 0 mit P # . Fiir alle u € supp(P) ist dann Q(u) =0
und es gilt dann:
re(P(u), Q(u)) = r(P(u),0) = 0
Da nun P # () gilt, ist supp(P) # () und es folgt:
I,(P,Q) = inf r(P(u),Q(uw)) = min(0, inf r(P(u),Q(u))) = 0

weU ugsupp(P)

J/

-~

>0

zu (iii): Es sei u € U” gegeben. Dann gilt fiir alle u’ # u nach Satz 1.16 (ii):
ri(X gy (1), Q) = r(0,Q)) = 1

Ist nun u = v', so liefert Satz 1.16 (iii):

re(X gy (W), Q) = r(1,Q() = Qu)
Insgesamt folgt:
L({u}, @) = inf ri(xg, (), Q) = min(l,Qu)) = Qu)

Die Maf}e, die wir in Satz 3.14 beschrieben haben, werden als kanonische Inklusionsmafle
bezeichnet.

3.15 Definition FEs sei U ein Universum und 7 = (t,n,[0,1]) ein Wahrheitsraum, dann
heifst die Abbildung

L. FU")?* — 0,1  (P,Q)— inf r(P(u),Q(u))

uelUv
das kanonische Inklusionsmafl bzgl. 7.
Jeder Wahrheitsraum legt eindeutig ein Residuum r; fest. Dieses definiert wiederum ein
kanonisches Inklusionsmafl I,,. Wir werden im folgenden nachweisen, dafl ein kanonisches
Inklusionsmaf} in der Sprache der Klasse MS, die durch den Wahrheitsraum 7 beschrie-
ben wird, spezielle Eigenschaften besitzt. Diese zeigen deutlich die Parallelen zwischen der

mehrwertigen und der klassischen Inklusion. Zunéchst wird jedoch die Monotonie des In-
klusionsmafles nachgewiesen und ein Beispiel angeben.

3.16 Lemma Fs sei 7 = (t,n,[0,1]) ein Wahrheitsraum und 1,, : F(U")?> — [0, 1] das
kanonische Inklusionsmaf beziiglich 7. Dann ist 1., in der zweiten Komponente monoton
steigend.

Beweis: Es sei r;: [0,1]> — [0, 1] ein Residuum bzgl. einer t-Norm ¢ : [0,1]* — [0, 1].
Nach Satz 1.16 (i) gilt fiir a,b,c € [0, 1] mit b < ¢: 74(a,b) < r(a,c).
Sind nun O, P,Q € F(U") mit P C @ gegeben, so folgt:

VueU”: r(O(u), P(u)) < r(0(u),Q(u))
= uienva r(O(u), P(u)) < uién(ﬁ ri(O(u), Q(u))
= IL,(0,P) < L,0,Q)
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Abbildung 3.5: L.,(P, Q), Ta Abbildung 3.6: 1,.,(Q, P),Ta

3.17 Beispiel Wie in Beispiel 3.11 seien ein Universum U = {u,v} und die Fuzzy-Menge
Q € FU) mit Q(u) = % und Q(v) = 1 gegeben. Analog zu dem Vorgehen in Beispiel 3.11
lafst sich das kanonische Inklusionsmaf$ I,, darstellen. Daber setzen wir den Wahrheitsraum
Ta = (ta,ns, [0,1]) als gegeben voraus. In Abbildung 3.5 ist der entsprechende Graph von
L,(P,Q) fir P € F(U) dargestellt. Erneut lassen sich die bereits in Beispiel 3.11 erwihnten

FEigenschaften der Definition 3.7 erkennen.

Wir haben in Abbildung 3.6 zusdtzlich den entsprechenden Graph fir 1,,(Q, P) aufgetra-
gen. Dabei ist ) wie oben gegeben und P variabel. In Beispiel 2.13 haben wir darauf hin-
gewiesen, daf$ die Menge derjenigen Fuzzy-Mengen, die in einer gegebenen Fuzzy-Menge
Q € F(U) enthalten sind, in dem Rechteck des Einheitswiirfels liegen, dessen Eckpunkte
(0,0), (Q(u),0), (0,Q(v)) und (Q(u), Q(v)) sind. Mit dieser Uberlegung lift sich in Abbil-
dung 3.6 leicht die in Lemma 3.16 gezeigte Monotonie von I, ablesen.

Wir wenden uns den eingangs erwéihnten Parallelen zwischen kanonischen Inklusionsmaflen
und klassischen Inklusionen zu.

3.18 Satz Es sei U ein Universum, t : [0,1]> — [0, 1] eine nach unten halbstetige t-Norm
und 7 = (t,n,[0,1]) ein Wahrheitsraum. Ferner sei I, : F(U")? — [0, 1] die kanonische
Inklusion bzgl. 7. Dann gilt fir alle P,Q € F(U") und u € U:

HP(u), L, (P, Q)) < Q(u)

Beweis: Es sei u € U" beliebig gewihlt, dann gilt:

t(P(u),L,(P,Q))
= t(P(u), inf r(P(u),Qu)))

< H(P(u), r(P(u),Qv))
Satz§1.17 Q(u)

Dies ist die Behauptung. n
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3.19 Bemerkung FEs sei 7 = (t,n,[0,1]) ein Wahrheitsraum und 1, : F(U")?> — [0,1]
die kanonische Inklusion bzgl. T.

(i)

(it)

(iii)

(iv)

Es seien P,QQ € F(U") beliebig gewdhlt. Dann gilt nach Satz 3.18 fir jede 7-
Interpretation 3, = (|| - ||, &) von P,Q und I,,:

I((Pq AL, PQ) — Qq)l| =1 (3.3)
Dabei ist q ein Variable oder Konstante und ﬁ, @Trt e A mit G(ﬁ) =P, G(@) =Q

~

und 6(I,,) =1,, (vgl. Bem. 1.62).
Ist t nach unten halbstetig, so ist fir alle P,Q € F(U")

I, (P,Q) = sup {d e [0,1]; t(P(u),d) < Q(u), fir alle u € U”}

I,, ist in dieser Hinsicht ein maximales Maj$. Insbesondere ist 1,, das mazimale Maf,
das eine Gleichung der From (3.3) erfillt.

Die durch die Gleichung (8.3) beschriebene Schlufregel ist auch in der klassischen Logik
zu finden. So findet sich im Klassenkalkil (vgl. [Hilbert 72, S. 48 f.]) ein analoger
Schluf$, der ebenfalls mittels einer Inklusion beschrieben wird. In diesem Sinne ist das
kanonische Inklusionsmaf$ eine Erweiterung dieser klassischen, logischen Inklusion.

Auch in der traditionellen Aristoteles’schen Logik gibt es Schlufregeln der Form (3.3).
Sie werden dort mit ,barbara“, ,celarent®, darii“ usw. bezeichnet (vgl. [Hilbert 49,

S. 36 f]) .

Wir geben zur Illustration fir eine Schlufregel der Form (3.3) ein Beispiel an, ohne
daber konkrete Wahrheitswerte zu verwenden:

x st eine rote Tomate
und jede rote Tomate ist eine reife Tomate
x st eine reife Tomate

Die Aussagen ‘v ist eine rote Tomate’ und ‘x ist eine reife Tomate’ konnen durch
geeignete Relationen dargestellt werden. Die Aussage ’jede rote Tomate ist eine reife
Tomate” wird durch die kanonische Inklusion der beiden Relationen abgebildet.

Man beachte, dafS die oben genannten Aussagen nicht als im klassischen Sinne wahre
oder falsche Aussagen betrachtet werden, sondern graduelle Uberginge mdglich — und
in diesem Falle sicher sinnvoll — sind.

Das kanonische Inklusionsmafl kann vom Standpunkt der klassischen Logik aus als Ver-
allgemeinerung der logischen Inklusion verstanden werden. Der folgende Satz verdeutlicht
zudem den engen Zusammenhang zwischen kanonischen Inklusionsmaflen und dem klassi-
schen, mengentheoretischen Begriff der Inklusion.

3.20 Satz Es sei U ein Universum, t : [0,1]> — [0, 1] eine nach unten halbstetige t-Norm
und 7 = (t,n,[0,1]) ein Wahrheitsraum. Ferner sei I, : F(U")? — [0, 1] die kanonische
Inklusion bzgl. 7. Dann definiert die Abbildung

E,: FU)— 10,1 (PQ)— t(I,(P,Q),L,(Q,P))

ein Gleichheitsmaf bzgl. t.
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Beweis: Wir weisen die Eigenschaften (i) bis (iii) aus Definition 3.3 nach.
u (i): Sei P € F(U") gegeben. Dann ist nach Satz 1.16 (ii) fiir alle v € U”:
(), () =1
Es gilt somit:
I,(P,P) = inf ry(P(u),P(u)) = 1

uelUv
Es folgt:
E,.(P,P) = t(L,(P,P),L,(P,P)) =t(1,1) =1

zu (ii): Die Symmetrie des MaBles E,, folgt sofort aus der Kommutativitit der ¢-Normen
(vgl. Definition 1.5).

zu (iii): Es seien O, P,Q € F(U") gegeben. Dann gilt:
t(En (0, P). B (P,Q))

= 1(1(1,,(0.P). 1,(P,0)), t(L,.(P.Q).1.,(Q. P)))

- t(t( inf r,(O(u), P(w)), inf r,(P(w),0(w))),

uelUv uelUv

Hinf (P (), Q(w)), inf r(Q(u), P(u)))

ueUv ucUv

<t jinf 1r(O(w), P(w)), r(P(w), Q). inf #(ru(Q(u), P(w). re(P(n), O(w) )
< rt(O(u),Q(u);(zgl. Satz 1.17 (iii)) ST‘t(Q(u),O(u))‘(rvgl. Satz 1.17 (iii))
< #( inf (0w, Qu), inf 1 (Q(u),0(u)))

= 1(1.0,Q), ”Qm)
= E,(0,Q)

3.21 Bemerkung Es sei 7 = (t,n,[0,1]) ein Wahrheitsraum und 1, : F(U")?> — [0,1]
das kanonische Inklusionsmap bzgl. 7. Dabei sei die t-Norm t : [0,1]> — [0, 1] nach unten
halbstetig. Ferner sei E,, : F(U")?> — [0, 1] wie in Satz 3.20 definiert und P,Q € F(U")
beliebig gewdhlt.

Dann gilt nach Satz 3.20 fir jede T-Interpretation 3. = (|| - ||, &) von P, Q, E,, und L, :
(T PQ AL, QP) < E, PQ)|| =1.
Fir A,B,C € p(U) entspricht dieser Ausdruck der bekannten Formel:
(ACBABCA) & (A=DB)
der klassischen Mengenlehre.

Hier wird deutlich, daff kanonische Inklusionsmaje auch die klassische Inklusion im Sinne
der Mengentheorie verallgemeinern und bekannte Gesetzmajigkeiten der klassischen Theorie
erhalten bleiben.
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3.3.3 Abgeleitete Inklusionsmafle

In den vorausgegangenen Ausfiihrungen sind verschiedene Inklusionsmafle eingefiihrt wor-
den. Von diesen Maflen kénnen durch gewisse Verkniipfungen weitere Inklusionsmafle ab-
geleitet werden. Wir beschréinken uns auch in diesem Abschnitt auf die Festlegung der
entsprechenden Begriffe und auf die Angabe einiger Beispiele.

3.22 Satz FEs sei U ein Universum und 1,1y : F(U”)?> — [0,1] seien mehrwertige In-
klusionsmafle der Dimension v. Die folgenden Abbildungen definieren ebenfalls mehrwertige
Inklusionsmafe:

(i) I1NLy: F(U")? —[0,1] (P,Q)+— min(I;(P,Q),I(P,Q))
(ii) LLuly: F(U")? —[0,1] (P,Q)+— max(L;(P,Q),LL(P,Q))
(iii) Iyy Iy « F(UY)?2 —[0,1] (P, Q) — vLIi(P,Q) + (1 — y)I(P, Q) , fiir v € [0,1]

Beweis: Wir beschriinken uns hier auf den Nachweis von (iii). Die Behauptungen (i) und
(ii) folgen durch analoge Schliisse.

Es sei v € [0,1] beliebig gewéhlt. Wir weisen die Eigenschaften (i) bis (iii) aus Definition
3.7 fiir die Abbildung I,y I, nach.

zu (i): Es seien P,Q € F(U”) mit supp(P) C ker(Q). Da I und I, nach Voraussetzung
Inklusionsmafle sind, gilt:

L(PQ) = 1
IQ(P,Q) - ]_

Es folgt

zu (ii): Es seien P,Q € F(U") mit P # () und supp(P) N supp(Q) = 0. Da I; und I, nach
Voraussetzung Inklusionsmafle sind, gilt:

L(PQ) = 0
L(PQ) = 0

Es folgt
LYL(P,Q) = 7L(P,Q)+ (1 —9)L(P,Q) = 0+0 =0

zu (iii): Es seien v € UY und @ € F(UY) gegeben. Da I, und I, nach Voraussetzung
Inklusionsmafe sind, gilt:

L({u},@) = Q(u)

L({u},@) = Q(u)
Es folgt

LyL({u}, Q) =7Li({u}, Q) + (1 = L({u}, Q) =1Q(u) + (1 = 7)Q(u) = Q(u)
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3.23 Bemerkung Wir betrachten die Menge Z(U") aller logischen Inklusionsmafe der
Dimension v tiber einem Universum U. Ferner seien N und U die Verkniipfungen, die wir in
Satz 3.22 angegeben haben. Dann bildet das Tripel (Z(U"),N,U) einen Verband. Der Verband
besitzt kein Eins- oder Nullelement und ist nicht komplementdr. Allerdings gilt innerhalb des
Verbandes das Distributivgesetz. Fiir die Definitionen der verbandstheoretischen Begriffe
verweisen wir erneut auf [Reinhardt 73, S. 26].

Durch die Verkniipfungen, die wir in Satz 3.22 angegeben haben, bleiben die Monotonie-
Eigenschaften der Inklusionsmafle erhalten.

3.24 Satz Fs sei U ein Universum und 1,1, : F(U")? — [0,1] seien mehrwertige, in
der zweiten Komponente monoton steigende Inklusionsmajfle. Dann sind die Inklusionsmajfe
I NI, I UL, und I,y Iy ebenfalls in der zweiten Komponente monoton steigend.

Beweis: Wir weisen die Eigenschaft auch hier nur fiir das Inklusionsmaf} I,y I, nach.

Es seien Iy, I, : F(U”)? — [0,1] in der zweiten Komponente monoton steigende Inklusi-
onsmafe.

Nach Voraussetzung gilt fiir O, P,Q € F(U") mit P C Q:

< 7L(0,Q) + (1 —=7)1(0,Q) = LvL(0,Q)

Ferner gilt die folgende Abschéitzung:

3.25 Lemma FEs sei U ein Universum und 1,1, : F(U")? — [0,1] seien mehrwertige
Inklusionsmafe. Dann gilt fir alle P,Q € F(U") und v € [0, 1]:

ILNLPQ) < LiyL(PQ) < LUL(PQ)

Neben den zweistelligen Verkniipfungen, die wir in Satz 3.22 angegeben haben, 148t sich
eine einstellige Operation auf den Inklusionsmaflen definieren. Wir weisen zunéchst nach,
daf} die entsprechende Operation ein Inklusionsmafl festlegt.

3.26 Satz FEs sei U ein Universum und T = (t,n,[0,1]) ein Wahrheitsraum. Ist dann
I: F(U)? — [0,1] ein Inklusionsmaf, so definiert die Abbildung

I':FU)? — 0,1 (PQ) — n(I(P,Q°))
ebenfalls ein Inklusionsmafs.

Beweis: Es seien P,Q € F(U") gegeben. Es sei ferner P # (). Es gilt dann fiir jede
Involution n : [0,1] — [0, 1] eines Wahrheitsraumes 7 = (¢,n, [0, 1]):

supp(P) C ker(Q) < supp(P) Nsupp(Q°) =0 (3.4)

supp(P) C ker(Q“) < supp(P) Nsupp(Q) =0 (3.5)
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Wir weisen nun die Eigenschaften (i) bis (iii) aus Definition 3.7 fiir die Abbildung I nach.

zu (i): Da I nach Voraussetzung ein Inklusionsmaf ist, gilt:

supp(P) Cker(Q)  “HY supp(P) M supp(Q7) = 0

Def. 3.7 (i) I(P,Q) = 0
Def. 1,10 (i) . .
= = nI(PQ)) = I'(PQ) =1

zu (ii): Da I nach Voraussetzung ein Inklusionsmaf ist, gilt:

supp(P) Nsupp(@Q) =0 L7 supp(P) C ker(Q")

Def. 3.7 (i) I(P.Q%) =1
Def. 1,10 (i) c c
= = nlPQ)) = I(PQ) = 0

zu (iii): Seien v € U” und Q € F(U"), so gilt:

Ic({u}, Q) _ TL(I({U}, Qc)) Def. 3:.7 (iii) TL(TL(Q(U)) Def.:1.10 Q(U)

3.27 Definition FEs sei U ein Universum und 7 = (t,n,[0,1]) ein Wahrheitsraum. Es sei
ferner 1. F(U")? — [0,1] ein Inklusionsmaf. Dann heifit die Abbildung

I FU)? — 0,1 (P,Q)— n(I(P,Q))

das zu I duale Inklusionsmaf} (bzgl. 7).

3.28 Bemerkung

(i) Obwohl zur Definition des dualen InklusionsmafSes komplementire Mengen und das lo-
gische Komplement verwendet werden?, definiert das duale Inklusionsmafl kein Kom-
plement in dem durch die Verkniipfungen N und U aus Definition 3.22 festgelegten
Verband (Z(U"),N,U) (vgl. auch Bemerkung 3.23).

(i1) Im allgemeinen sind ein Inklusionsmafl und das zugehdrige duale Inklusionsmafl ver-
schieden. Ein Inklusionsmajf stimmt offenbar mit seinem dualen Inklusionsmaf fiir
alle P,Q € F(U") genau dann iberein, wenn gilt:

n(I(P,Q)) = I(P,Q")

fir P,Q € F(U").

2Es sei 7 = (t,n,[0,1]) und I : F(U”)?> — [0,1] ein Inklusionsmaf} bzgl. 7. Sind P,Q € F(U"), so gilt
fiir jede T-Interpretation J, = (|| - ||, &) von P, Q, Q¢, I und I°:

[TPQ[| = [(=LPQ°)]|

In diesem Sinne wird das duale Inklusionsmafl durch das logische Komplement beschrieben.



3.3 Logische Inklusionsmafle 87

Abbildung 3.7: IS, (P, @), Tmin Abbildung 3.8: I§,(Q, P), Tmin

(iii) Es sei T = (t,n,[0,1]) ein Wahrheitsraum und U ein Universum. Es seien ferner
I: F(U)* — [0,1] ein Inklusionsmaf sowie I¢ das zu I duale Inklusionsmapf beziiglich
7. Wir betrachten das duale Maf$ zum dualen Inklusionsmaf 1¢ beziiglich v. Fir alle

P,Q e F(U") gilt:

(I)°(P, Q) = n(I*(P, Q°)) = n(n(I(P, (Q°)%))) = (P, Q)
Das duale Inklusionsmaf eines dualen Inklusionsmafes ist also identisch mit dem ur-
springlichen Inklusionsmafs. In diesem Sinne rechtfertigt sich der Begriff der Dualitdt

der Inklusionsmafle. Wie bei der Dualitit von t- und s-Normen ist jedoch das duale
Inklusionsmafl nicht eindeutig, sondern von der verwendeten Involution abhdngig.

Wir geben Beispiele fiir duale Inklusionsmafle an. Abermals verwenden wir dabei die in
Beispiel 3.11 eingefiihrte Methode zur Darstellung von Inklusionsmafen.

3.29 Beispiel

(1) Es sei Tmin = (tmin, Ns, [0, 1]). Ferner seien das Universum U = {u,v} und Q € F(U)
mit Q(u) = 5 und Q(v) =1 gegeben.
In den Abbildungen 3.7 und 3.8 sind die Graphen von 15,(P,Q) und 15,(Q, P) mit

P e F(U) dargestellt.

Erneut lassen sich die bereits in den Beispielen 3.11 und 3.17 erwédhnten Eigenschaften
der Inklusionsmafe ablesen.

(i) Es sei U ein endliches Universum und T4 = (ta,ns, [0,1]). Wir betrachten das Inklu-
sionsmaf Ip aus Lemma 3.10. Es gilt dann fir alle P,Q € F(U):

2w (P(w) - (1 = Qu)))
ZuEU P(u)

2wy (P(u) — P(u) - Q(u))
ZuEU P(u)

~ 2w Pu) - Qw)
ZuEU P(u)

= n(IP(Pa Q))

IP(P7 Qc) =

=1
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Somit gilt in diesem Fall fiir alle P,Q € F(U): Ip(P,Q) = I%(P, Q). Das Inklusions-
maf Ip stimmt also mit seinem dualen Inklusionsmaf diberein, wenn der Wahrheits-
raum T4 zur Beschreibung der entsprechenden Mengenoperationen verwendet wird.

Auch im Falle dualer Inklusionsmaf}e 148t sich wie bei den Verkniipfungen des Satzes 3.22
zeigen, daf} sich die Monotonie des urspriinglichen Inklusionsmafles an das duale Maf} ver-
erbt.

3.30 Satz Es sei I: F(U")? — [0,1] ein Inklusionsmaf und 7 = (t,n,[0,1]) ein Wahr-
heitsraum. Dann ist das zu I duale Inklusionsmaf 1¢ bzgl. T genau dann monoton steigend
in der zweiten Komponente, wenn dies I auch ist.

Beweis: = Wir weisen nach, da} das duale Inklusionsmafl I¢ zu einem in der zwei-
ten Komponente monoton steigendem Inklusionsmafl I selbst in der zweiten Komponente
monoton steigend ist.

Es sei I: F(U")?> — [0,1] ein in der zweiten Komponente monoton steigendes Inklusions-
maf.

Seien nun O, P,Q € F(U”) mit P C Q. Da n streng monoton fallend ist, fiir jede Involution
n:[0,1] — [0, 1] gilt:
PCQQ & Q°CP*

Da I monoton steigend in der zweiten Komponente ist, folgt unter der erneuten Nutzung
der Monotonie von n:

rPCcq@ = I10,Q°) <I0,r
= n(I(0, P%)) < n(I(0,Q°))
= I°0, P°) <I90,Q°
<= Ist das dualg Inklusionsmafl I monoton steigend in der zweiten Komponente, so ist
nach den obigen Uberlegungen auch (I¢)¢ in der zweiten Komponente monoton steigend.

In Bemerkung 3.28 haben wir bereits gezeigt, dafi (I°)® = I gilt. Also ist auch I monoton
steigend in der zweiten Komponente. n

3.3.4 Das Kartesische Produkt von Inklusionsmafien

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit der Betrachtung des Kartesischen Produkts von Inklu-
sionsmaflen ab. Zu diesem Zweck charakterisieren wir zunéchst eine spezielle Klasse von
t-Normen genauer.

3.31 Definition Fine t-Norm t : [0,1]> — [0,1] heifit nullteilerfrei, wenn fir alle
a,b € [0,1] gilt:
a=0Vb=0 < t(a,b)=0
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3.32 Bemerkung

(i) Eine t-Norm ist nullteilerfrei, wenn die durch t auf dem Intervall [0, 1] erkldrte bindre
Verkniipfung = : [0,1]> — [0,1] (a,b) — a x b = t(a,b) nullteilerfrei ist.

(ii) Das Kartesische Produkt von Inklusionsmafen kann nur beziglich nullteilerfreier t-
Normen gebildet werden. Der Begriff der nullteilerfreien t-Norm ist in der Literatur
nicht iblich, da vergleichbare Problemstellungen dort nicht betrachtet werden.

(111) Der Minimum-Operator tmm und das Algebraische Produkt ta sind nullteilerfrei, das
Drastische Produkt tp und die Beschrankte Differenz tp nicht (die entsprechenden
Vorschriften wurden in Tabelle 1.1 angegeben,).

3.33 Satz FEs seien U und V zwei Universen. Ferner seien Iy @ F(U”)? — [0,1] und
Iy : F(V*%)? — [0,1] zwei Inklusionsmafe und t : [0,1]*> — [0,1] eine nullteilerfreie
t-Norm.

Die Abbildung
Iy @ Iy : (F(UY) @ F(VF))? — [0,1]
(P ®¢ Py, Qu ®¢ Qv) — t(IU(PUa Qu), Iv(Py, QV))

definiert ein Inklusionsmapf.

Dabei bezeichne F(UY) @, F(V*) die Menge aller Relationen O € F(UY x V*), fir die
P e F(U") und Q € F(V*) derart existieren, daff O = P ®; Q gilt.

Beweis: Wir weisen die Eigenschaften (i) bis (iii) der Definition 3.7 nach. Zu diesem Zweck
seien P = Py @, Py, Q = Qu ®; Qv € F(U") @, F(V*) mit P # () gegeben.

zu (i): Es sei supp(P) C ker(Q). Fiir u € U” und v € V* mit (u,v) € supp(P) gilt dann:
Py(u) >0 A Py(v) >0
2 4(Py(u), Pr(v)) > 0
= t(Qu(w),Qv(v)) =1
2 Quu)=1AQu(v)=1

Wir erhalten somit:

supp(P) € ker(Q)
(supp(Py) C ker(Qu)) A (supp(Py) C ker(Qv))
Iy (Py,Qu) =1 A Iy(Py,Qy) =1

= t(Iy(Py, Qu), Iv(Pv,Qv)) = Iy @ Iy (P, Q) = 1

4

4
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zu (ii): Es sei supp(P) Nsupp(Q) = 0. Da ¢ nullteilerfrei ist, gilt fiir v € U” und v € V* mit
(u,v) € supp(P) gilt:

t(Py(u), Py(v)) >0
& tQu(u),Qv(v) =0
& Qu(u) =0V Qy(v) =0

Wir weisen nach, daf} stets supp(Py) Nsupp(Qy) = 0 oder supp(Py) N supp(Qy) = 0 gilt.

O.B.d.A. sei Qp(u) > 0. Existiert kein solches u € U”, so gilt bereits supp(Py)Nsupp(Qr) =
() und die Behauptung ist gezeigt.

Es sei also Qu(u) > 0. Wir wihlen v' € supp(Py) beliebig. Dann ist (u,v') € supp(P) und
wie oben folgt Qv (v') = 0. Also gilt supp(Py) Nsupp(Qy) = 0.

Wir erhalten

supp(P) Nsupp(Q) = 0

supp(Py) Nsupp(Qu) = 0 v supp(Pv) N supp(Qv) = 0
Iy(Py,Qu) =0 V Iy(Pyv,Qv) =0

= t(Iy(Py,Qu), Iv(Pv,Qv)) =1y @ Iy (P,Q) =0

Y

4

zu (iii): Es sei (u,v) € U” x V*. Dann gilt:

Iy @ Iy ((u,v), Q) = t(Iy({u}, Qu), Iv({v}, Qv)) = t(Qu(u), Qv (v)) = Q(u,v)

3.34 Definition Fs seien U und V' zwei Universen. Ferner seien Iy : F(U")? — [0,1]
und Iy : F(V*)2 — [0, 1] zwei Inklusionsmafle und t : [0,1]*> — [0,1] eine nullteilerfreie
t-Norm. Die Abbildung

Iy @ Iy : (F(UY) @ F(VF))? — [0,1]
(Pr @ Pr, Qu @, Qv) — t(Iy(Pr, Qu), Iv (P, Qv))

heifit das Kartesische Produkt der Inklusionsmafe Iy und Iy, .

3.35 Bemerkung Im allgemeinen ist das kartesische Produkt monotoner Inklusionsmafle
selbst nicht monoton.
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3.4 Logische Mafle und Fuzzy-Mafle

In der Fuzzy-Set-Theory werden verschiedene Konzepte bereitgestellt, die es erlauben, un-
genaue oder unvollstindige Informationen tber an sich praizise Aussagen mathematisch
abzubilden (vgl. [Kruse '95, S. 145]). Zu diesem Zweck werden spezielle Abbildungen
©o(U) — [0, 1] betrachtet, die als Fuzzy-Mafle bezeichnet werden. Fuzzy-Mafle stellen dabei
spezielle Verallgemeinerungen von Wahrscheinlichkeitsmaflen dar. Insbesondere lassen sich
Wahrscheinlichkeitsmafle als Spezialfille von Fuzzy-Maflen verstehen (vgl. [Klir ’95, S. 200

£]).

Die zeitlich gesehen erste dieser Verallgemeinerungen des klassischen Wahrscheinlichkeits-
mafles wurde von L.A. Zadeh in [Zadeh '78] auf einem zunichst intuitiven Niveau vorge-
schlagen. In der Folgezeit wurde das Konzept von verschiedenen Autoren verfeinert (u.
a. [Zadeh ’81, Higashi ’83, Yager '83, Delgado ’87]) und schlielich zu einer eigensténdigen
Theorie weiterentwickelt. Eine axiomatische Ableitung der Fuzzy-Maftheorie findet sich in
[Dubois '87]. Verschiedene Anwendungsgebiete der Fuzzy-Mafle werden bei [Tanaka '99] und
[Wolkenhauer 98] beschrieben. Darstellungen, die insbesondere auf die inhaltlichen Unter-
schiede der verschiedenen Mafle sowie die konzeptionellen Unterschiede eingehen, sind in
[Chuaqui '91] und [Weisbrod '95] zu finden. Die Werke von [Klir "95] und [Kruse ’95] ent-
halten eine iibersichtliche Einfiihrung in das Themenfeld.

Die von uns in dieser Arbeit eingefiihrten logischen Mafle unterscheiden sich zunichst in
mehrfacher Hinsicht grundlegend von dem Konzept des Fuzzy-Mafles. So bewerten logische
Mafle Figenschaften und Beziehungen von unscharfen Aussagen und repridsentieren somit
nicht zwingend unvollstindige Informationen. Zudem kann das Bild eines logischen Mafles
stets als Wahrheitswert verstanden werden. Eine solche Interpretation der Funktionswerte
erscheint im Falle der Fuzzy-Mafle zunéchst nicht plausibel.

Wir werden in dem folgenden Abschnitt die Beziehung von logischen Maflen, Wahrschein-
lichkeitsmaflen und Fuzzy-Maflen néher untersuchen. Dabei wird sich zeigen, dafl neben den
zundchst rein begrifflichen Analogien auch inhaltliche Parallelen existieren. Insbesondere
werden wir nachweisen, dafl sich Wahrscheinlichkeits- und Fuzzy-Mafle aus dem Konzept
des logischen Mafles ableiten lassen und logische Mafle daher als Grundlage der beiden
anderen Theorien verstanden werden kdnnen.

Wir beginnen die Darstellung mit einer kurzen Einfiihrung der wesentlichen Grundbegriffe
der Theorie der Fuzzy-Mafle. Anschlielend werden wir uns mit der Représentation ver-
schiedener Fuzzy-Mafle durch Inklusionsmafle zuwenden. Wesentlich sind hier die Darstel-
lungsséitze von Moglichkeits-, Notwendigkeits- und Wahrscheinlichkeitsmafien, die in dieser
Arbeit erstmals formuliert und bewiesen werden. Neben der Ableitung einiger wesentlicher
Eigenschaften der Fuzzy-Mafle wird der Schwerpunkt der Untersuchungen auf den Erweite-
rungsmoglichkeiten der Fuzzy-MafBe liegen, die durch unseren Ansatz entstehen.

3.4.1 Grundlegende Definitionen

Wir werden uns bei der folgenden Darstellung auf die Einfiihrung der wesentlichen Begriffe
beschrénken. Ferner werden wir nur den Fall eines endlichen Universums U betrachten und
daher stets die gesamte Potenzmenge o(U) als Definitionsbereich aller Mafle zulassen. Diese
Einschrankung vereinfacht die Diskussion im folgenden erheblich. Zudem werden wir uns in
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Abschnittes 3.4.2 ohnehin auf den Fall eines endlichen Universums beschrinken. Wir begin-
nen mit der Einfiihrung der Begriffe des Fuzzy-Mafles und des Wahrscheinlichkeitsmafes.

3.36 Definition Es sei U ein endliches Universum. Eine Abbildung m : o(U) — [0,1]
heifit ein Fuzzy-MaB auf o(U), wenn gilt:

(M1) m(0) =0 und m(U) =1
(M2) Fiir alle A, B € p(U) mit A C B gilt: m(A) < m(B)

Fine Abbildung p : p(U) — [0,1] heifit ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf p(U), wenn
qgilt:

(W1) p(0) =0 und p(U) =1
(W2) Fiir alle A, B € p(U) mit ANB =0 gilt: p(AU B) = p(A) + p(B)

Die entsprechenden Definitionen fiir unendliche Universen finden sich u.a. in [Klir ’95].

3.37 Bemerkung

(i) Jedes Wahrscheinlichkeitsmaf$ ist ein Fuzzy-Mafs.
Fir A,B € p(U) mit A C B gilt: B= AU(B\A) und AN(B\A) = 0. Aus (W2) folgt
fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl p:

p(B) =p(AU (B\A)) = p(A) +p(B\A)

Wegen p(B\A) > 0 erhalten wir p(A) < p(B). Folglich erfillt jedes Wahrscheinlich-
keitsmaf$ (M2) und ist ein Fuzzy-Mafs.

(1i) Fuzzy-Mafe sind nach Definition 3.36 nur auf klassische Mengen anwendbar. Sie bil-
den daher Eigenschaften scharfer Aussagen ab.

Wir geben zwei Klassen von Fuzzy-Maflen an. Die Definitionen sind [Klir '95] bzw.
[Kruse '95] entnommen.

3.38 Definition FEs sei U ein endliches Universum.

(1) Ein Fuzzy-Mafs m : p(U) — [0, 1] heifit ein Moglichkeitsmaf} auf p(U), wenn fir
alle A, B € p(U) gilt:
m (AU B) = max(m(A), m(B))

(ii) Ein Fuzzy-Mafi m : p(U) — [0, 1] heifit ein Notwendigkeitsmafl auf p(U), wenn
fir alle A, B € p(U) gilt:

m (AN B) = min(m(A), m(B))
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Zwischen Moglichkeits- und Notwendigkeitsmafien besteht die folgende Beziehung:

3.39 Lemma Ist m: p(U) — [0, 1] ein Mdéglichkeitsmaf, so definiert die Abbildung
m': p(U) — [0,1] Ar—1—m(A°

ein Notwendigkeitsmaf. Dabei bezeichnet A® das (klassische) Komplement von A.

Offenbar ist die in Lemma 3.39 angedeutete Abbildung von der Menge der Moglichkeitsmafle
in die Menge der Notwendigkeitsmafle bijektiv. Ein Beweis dieses Lemmas sowie weitere
Ausfithrungen zu Moglichkeits-, Notwendigkeits- und Wahrscheinlichkeitsmaflen finden sich
in [Klir ’95, S. 177 ff.].

3.4.2 Darstellungssitze von Fuzzy-Maflen

Wir wenden uns der angekiindigten Untersuchung der Beziehung von logischen Maflen und
Fuzzy-Maflen zu. Zu diesem Zweck werden wir fiir den Rest dieses Abschnitts die Menge
K(U) stets mit der Menge o(U) identifizieren. Der folgende Satz bildet den Ausgangspunkt
unserer Uberlegungen.

3.40 Satz - Darstellungssatz von Fuzzy-Maflen

Es sei U ein endliches Universum und 1 : F(U)? — [0,1] ein in der zweiten Komponente
monoton steigendes InklusionsmafS. Dann definiert fir jedes P € F(U) mit P # 0 die
Abbildung

mp : p(U) — [0,1] A—I(P,A)
ein Fuzzy-Maf auf o(U).
Beweis: EsseiI: F(U)? — [0,1] ein in der zweiten Komponente monoton steigendes In-

klusionsmafl und P € F(U) mit P # (). Ferner sei die Abbildung mp wie in der Behauptung
gegeben.

Wir weisen die Eigenschaften der Definition 3.36 nach.
zu (i): Ist A = (), so gilt supp(P) N = (). Da I ein Inklusionsmaf ist, folgt nach Definition

3.7 (ii):
Es ist supp(P) C U. Fiir A = U folgt somit:
mp(A) = I(P,A) =1
zu (ii): Es seien A, B € p(U) mit A C B gegeben. Da I in der zweiten Komponente monoton

steigend ist, folgt:
mp(4) = I(P,A) < I(P,B) = mp(B)

Also definiert m, ein Fuzzy-Ma$f. u



94 Kapitel 3. Logische Mafle

Jedes logische Inklusionsmafl definiert nach Satz 3.40 zusammen mit einer mehrwertigen
Relation ein Fuzzy-Mafl. Im allgemeinen 148t sich nicht nachweisen, daf} jedes Fuzzy-Maf}
auf diese Weise darstellbar ist. In speziellen Féllen ist dies jedoch mdoglich. Wir werden im
folgenden zeigen, dafl sich Moglichkeits-, Notwendigkeits- sowie Wahrscheinlichkeitsmafle
eindeutig durch spezielle Inklusionsmafle darstellen lassen.

Wir beginnen mit der Diskussion der Moglichkeits- und Notwendigkeitsmafle.

3.41 Satz Es sei U ein endliches Universum. Fir jede mehrwertige Relation P € F(U)
mit P # () definiert die Abbildung

m:pU) —[0,1]  Ar—Ty(P,A) :%

ein Mdoglichkeitsmaf$ auf p(U).

Beweis: Es sei P € F(U), P # 0. Da das Inklusionsmafl I, nach Lemma 3.16 in der
zweiten Komponente monoton steigend ist, ist nach Satz 3.40 die Abbildung m ein Fuzzy-
MaS8.

Seien nun A, B € p(U) gegeben. Dann gilt:

1
AUB) = P
mAVE) = oy e, P)

. <supueAP(u) supueBP(u)>
hgt(P) ~ hgt(P)

— max(m(4), m(B))
Folglich ist m ein Moglichkeitsmaf. [

Nach Satz 3.41 konnen mit den Inklusionsmaflen I, Moglichkeitsmafle beschrieben werden.
Umgekehrt 148t sich jedes Moglichkeitsmafl in eindeutiger Weise durch das Inklusionsmaf
I, und eine mehrwertige normalisierte Relation darstellen.

3.42 Satz - Darstellungssatz von Moglichkeitsmaflien

FEs sei U ein endliches Universum. Eine Abbildung m : p(U) — [0, 1] ist genau dann ein
Mdglichkeitsmafl, wenn eine normalisierte mehrwertige Relation P € F(U) derart existiert,
daf fir alle A € p(U) gilt: m(A) = Iy (P, A).

Beweis: ,=“: Es sei m: p(U) — [0, 1] ein MoglichkeitsmaSf.

Wir definieren P € F(U) durch P(u) := m({u}).

Wir weisen nach, dal P normalisiert ist. Da m ein Moglichkeitsmaf ist, gilt:
1=m(U) =m (LJJM’) = maxm({u})

Da U nach Voraussetzung endlich ist, existiert ein «* € U mit m({u*}) = 1. Es ist dann
P(u*) =1 und P ist normalisiert.
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Wir weisen nach, dal m(A) = I (P, A) fiir alle A € p(U) gilt. Nach Definition 3.38 gilt fiir
alle A € p(U):

m(A) = m (U{u}> = maxm({u})

u€A

Andererseits ist, wie oben gezeigt, hgt(P) = 1, so dafl aus der Definition von P folgt:

M =hgt(PN A) =sup P(u) = rgeajcm({u}) = m(A)

I,(P A =
M( ) ) hgt(P) veA

Wir erhalten insgesamt m(A) = I/ (P, A) und die Behauptung ist gezeigt.

“,
<

Fiir jede normalisierte Relation P € F(U) erkldrt die Abbildung m(A) = Iy (P, A)

nach Satz 3.41 ein Moglichkeitsmaf. n

3.43 Bemerkung FEs sei U ein endliches Universum.

(i)

(it)

(iii)

(iv)

Die Aussage des Satzes 3.42 ist von der konkreten Definition des mehrwertigen Durch-
schnitts N, der dem Inklusionsmafl 1y zugrunde liegt, unabhdngig. Denn sind Ny und
Ny beliebige mehrwertige Durchschnittsoperationen sowie P € F(U) und A € p(U),
so gilt: PNy A = PNy A. Jede mégliche Festlequng des Durchschnitts fiihrt somit in
Satz 3.42 zur gleichen Darstellung des Méglichkeitsmafes.

Es sei Fy(U) die Menge aller normalisierten Relationen iber U und Pos(p(U)) die
Menge aller Méglichkeitsmafle auf p(U). Die Abbildung

Fn(U) — Pos(p(U)) P+—m mit m(A):=1Iy(P,A)
15t bijektiv.

Es sei A € p(U). In der Fuzzy-Set-Theory wird der Wert m(A) eines Mdéglichkeits-
majes m als Bewertung fir die Mdglichkeit des Eintretens des Ereignisses A verstan-
den. Analog Gt sich nun der Wert von Iy (P, A) fir alle P € F(U) und A € p(u)
nach Satz 3.42 als Beschreibung einer Mdglichkeit verstehen.

Andererseits entspricht der Wert des logischen Inklusionsmafles In; auch stets einem
Wahrheitswert in einer Sprache der Klasse MS. In diesem Sinne ist also die Bewertung
der Moglichkeit ein Wahrheitswert. Das Konzept des Mdéglichkeitsmafes wird so logisch
interpretierbar und die Verkniipfung von Mdglichkeitsbewertungen durch mehrwertige
logische Operatoren wird legitimiert.

Fir ein normalisiertes P € F(U) definiert die Abbildung

ein einstelliges Maf auf F(U). Die Einschrinkung eines solchen Mafes auf die Menge
K(U) (bzw. p(U)) ist gleich einem Mdglichkeitsmafs mp. Daher kann das Mafs Mp
als Erweiterung des Konzepts des Mdglichkeitsmafles auf mehrwertige Relationen ver-
standen werden. Die Erweiterung ist nicht eindeutig, da sie von dem mehrwertigen
Durchschnitt abhingt, der der Inklusion Iy, zugrunde liegt (siehe (i) und Lemma 3.8).
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Wir verzichten an dieser Stelle auf die graphische Darstellung und die Angabe von Beispielen
erweiterter Moglichkeitsmafle und verweisen stattdessen auf die Beispiele 3.1 und 3.29, in
denen das Inklusionsmafl I, bereits angesprochen wurde.

In Analogie zu den Moglichkeitsmaflen kénnen auch Notwendigkeitsmafle durch das Inklu-
sionsmaf} I, und eine normalisierte Fuzzy-Menge dargestellt werden.

3.44 Satz - Darstellungssatz von Notwendigkeitsmafien
FEs sei U ein endliches Universum und 7 = (t,n,[0,1]) ein Wahrheitsraum. Fir das Inklu-
sionsmafs Iy sei IS, das zu Iy duale Inklusionsmafs beziiglich 7.

FEine Abbildung m : p(U) — [0,1] ist genau dann ein Notwendigkeitsmaf, wenn eine
normalisierte mehrwertige Relation P € F(U) derart existiert, daf fir alle A € p(U) gilt:
m(A) = I3,(P, A).

Beweis: ,=“: Es sei m: p(U) — [0, 1] ein Notwendigkeitsmaf.

Wir definieren eine mehrwertige Relation P € F(U) durch P(u) := n(m({u}¢)). Dabei
bezeichnet {u}¢ das klassisch Komplement von {u}, d. h. {u}¢=U \ {u}.

Wir weisen nach, dafl P normalisiert ist. Da m ein Notwendigkeitsmaf} ist, gilt:

0 = m(®) =m (U\ U{u}> =m (ﬂ{u}“> = minm({u}®) = minm({u}°)

cU
uelU uelU

Folglich existiert ein u* € U, so daB m({u*}¢) = 0 gilt. Andererseits ist n(0) = 1 (vgl.
Definition 1.10). Also folgt P(u*) = n(m({u*}¢)) = 1 und P ist normalisiert.

Wir weisen nach, dal m(A) =1I5,(P, A) fiir alle A € p(U) gilt. Nach Definition 3.38 gilt fiir
alle A € p(U):

m(4) = m(U\ U{u}> - (m{u}c> = minm({u})

uEA° u€EA°

Da P normalisiert ist, ist hgt(P) = 1. Da n nach Voraussetzung stetig und streng monoton
fallend ist (vgl. Definition 1.10), kénnen wir wie folgt schlieflen:

hgt(P N AC))

Iy(P,A) = n(Iy(P,AY)) = n( hgt(P)

= n(hgt(PNAY)) = n(ESEP(U))

= minn(P(u)) = minm({u}’)

Wir erhalten fiir alle A € p(U): m(A) =I5,(P, A) und die Behauptung ist bewiesen.

,<=“: Da I in der zweiten Komponente monoton steigend ist, liefert Satz 3.30, daf I,
ebenfalls in der zweiten Komponente monoton steigend ist. Aus Satz 3.41 folgt, daf

m: p(U) — [0,1] A— I5,(P, A)

fiir alle P € F(U) mit P # () ein Fuzzy-Maf definiert. Insbesondere ist m fiir ein normali-
siertes P ein Fuzzy-Maf.
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Wir weisen nach, da8 m ein Notwendigkeitsmafl ist. Es seien A, B € p(U) gegeben. Dann
gilt:

m(ANB) = n(Iy(P, A°UB))
— n( sup P(u))

n (max(I(P, A°),I(P, BY)))

= min(m(A), m(B))

Folglich ist m ein Notwendigkeitsmaf. n

3.45 Bemerkung FEs sei U ein endliches Universum.

(i) Das Mafs m(A) = I5,(P, A) ist fiir alle P € F(U) mit P # () von der konkreten
Festlequng des mehrwertigen Durchschnitts unabhingig (vgl. Bemerkung 3.48 (i)).

(i) Es sei Fn(U) die Menge aller normalisierten Relationen iber U und Nec(p(U)) die
Menge aller Notwendigkeitsmafe auf (U). Die Abbildung

Fn(U) — Nec(p(U)) Pr+——m mit m(A) :=15(P,A)
ist bijektiv.

(11i) Es sei A € o(U). In der Fuzzy-Set-Theory wird der Wert m(A) eines Notwendig-
keitsmafles m als Bewertung fir die Notwendigkeit des Eintretens des Ereignisses A
verstanden. Folglich 1Gfit sich der Wert von I5,(P, A) ebenfalls als Bewertung der Not-
wendigkeit verstehen. Insbesondere ist diese Bewertung ein Wahrheitswert in einer

Sprache der Klasse MS (vgl. Bemerkung 3.43 (iii)).

(iv) Fir ein normalisiertes P € F(U) definiert die Abbildung

ein einstelliges Maf auf F(U). Dieses kann als mehrwertige Erweiterung des Konzepts
des Notwendigkeitsmafles verstanden werden. Die Erweiterung ist nicht eindeutig, son-
dern vom mehrwertigen Durchschnitt abhdngig, der dem Mafi 1y, zugrunde liegt (vgl.
Bemerkung 3.43 (iv)).

Als einfache Folgerung des Satzes 3.44 kénnen wir eine Verallgemeinerung des Lemmas
3.39 beweisen. Dieses zeigt, dafl jede Involution — und nicht nur die Involution ny — einem
Moglichkeitsmaf} ein Notwendigkeitsmafl zuordnet. Auch hier kann man von einer Dualitéit
von Moglichkeitsmafien und Notwendigkeitsmaflen sprechen, die wie die Dualitét von ¢- und
s-Normen sowie die Dualitdt von Inklusionsmaflen von der verwendeten Involution abhéngig
ist (vgl. Satz 1.12 und Satz 3.26). Tatséchlich zeigt sich, daf} die Dualitét von Moglichkeits-
und Notwendigkeitsmaflen eine Konsequenz der Dualitdt von Inklusionsmaflen ist.

3.46 Lemma FEs sei U ein endliches Universum. Ist m : o(U) — [0,1] ein
Mdglichkeitsmafl und n : [0,1] — [0, 1] eine Involution. Die Abbildung

m': p(U) — [0, 1] A +— n(m(A%))
ist ein Notwendigkeitsmaf. Dabei bezeichnet A° das (klassische) Komplement von A.
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Beweis: Ist m ein MoglichkeitsmaB, so existiert nach Satz 3.42 ein normalisiertes P € F(U),
so daB fiir alle A € p(U) gilt m(A) = Iy (P, A).

Satz 3.44 liefert, dafl die Abbildung
m/(A) = n(m(A%)) = n(Iy (P, A%)) = I}, (P, A)
ein Notwendigkeitsmaf ist. u

Wir wenden uns der Betrachtung von WahrscheinlichkeitsmaBen zu. Ahnlich wie Moglich-
keits- und Notwendigkeitsmafle sind diese durch ein entsprechendes Inklusionsmafl darstell-
bar.

3.47 Satz FEs sei U ein endliches Universum. Fir jede mehrwertige Relation Q) € F(U)
mit Q # O definiert die Abbildung

A
po:pU) —[0,1] Ar—1p(Q,A) = |Q|8| |

ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf o(U).

Beweis: Da Ip in der zweiten Komponente monoton steigend ist, folgt aus Satz 3.40, dafl
pg ein Fuzzy-Maf ist. Es bleibt die Eigenschaft (W2) der Definition 3.36 nachzuweisen.

Es seien @ € F(U) mit Q # ) und A, B € p(U) beliebig, mit AN B = (). Dann gilt:

QN (AU B)|
Q]

ZueAUB Q(u)
> uer @u)

ANB=0 Y ouen Qu) + 3,5 Qu)
> uer @u)

= pe(4) +pe(B)

pe(AUuB) =

Wahrscheinlichkeitsmafle lassen sich durch spezielle mehrwertige Relationen eindeutig dar-
stellen.

3.48 Satz - Darstellungssatz von Wahrscheinlichkeitsmaflen

FEs sei U ein endliches Universum. Eine Abbildung p : p(U) — [0,1] ist genau dann ein
Wahrscheinlichkeitsmaf$, wenn eine mehrwertige Relation Q@ € F(U) mit |Q] = 1 derart
existiert, daff fir alle A € p(U) gilt: p(A) =1p(Q, A).

Beweis: ,=“: Sei p: p(U) — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsma$.

Wir definieren eine Relation ) € F(U) durch Q(u) := p({u}) fiir alle u € U.

Da p ein Wahrscheinlichkeitsmafl und U endlich ist, gilt:

1=pU) =Y p({u}) =D Qu)=Q|

uelU uelU
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Also ist |Q] = 1.
Wir weisen nach, dal p(A) = Ip(Q, A) fiir alle A € p(U) gilt. Nach Definition 3.36 folgt fiir

alle A € p(U):
p(A) = p (U{U}> =Y p({u})

u€A u€A

Andererseits ist, wie oben gezeigt, |Q] = 1, so dafi aus der Definition von @ folgt:

(@A) = 204 _ S o) = Y p((u)

|Q| ucA ucA

Wir erhalten insgesamt p(A) = Ip(Q, A) und die Behauptung ist gezeigt.

,<="“: Fiir jede Relation @ € F(U) erkldrt die Abbildung pg(A) :=Ip(Q, A) nach Satz 3.47
ein Wahrscheinlichkeitsmaf3. n

3.49 Bemerkung FEs sei U ein endliches Universum.

(i) Das Maf$ po(A) :=1p(Q, A) ist fir alle Q € F(U) mit Q # 0 von der Festlegung des
mehrwertigen Durchschnitts unabhdngig, der zur Darstellung von Ip verwendet wird
(vgl. auch Bemerkung 3.43 und 3.45 (i)).

(i) Es sei Fg die Menge aller Relationen dber U, deren Kardinalitit gleich 1 ist. Ferner
sei Prob(p(U)) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf o(U). Die Abbildung

Fr(U) — Prob(p(U)) Q+—p mit p(A):=1p(Q,A)
15t bijektiv.
(1ii) Fir jede Relation Q € F(U) und jede Teilmenge A € o(U) kann der Wert von
I5(Q, A) als Map fiir die Wahrscheinlichkeit der Menge A aufgefafit werden. Da um-
gekehrt der Wert eines logischen Inklusionsmafles ein Wahrheitswert ist, kann die

Wahrscheinlichkeit der Aussage A als Wahrheitswert im Sinne der Sprachen MS in-
terpretiert werden.

(iv) Fiir jede Relation Q@ € F(U) mit Q # 0 definiert die Abbildung
Py: F(U)—1[0,1] 0O+—1p(Q,0)

ein einstelliges MafS auf F(U). Dieses logische Maf$ Pg kann als Erweiterung des
Begriffs des Wahrscheinlichkeitsmafes auf mehrwertige Relationen aufgefafst werden.
Diese ist nicht eindeutig, sondern von der verwendeten Erweiterung des mehrwertigen
Durchschnitts in Ip abhdngig.

In den Bemerkungen 3.43, 3.45 und 3.49 wurde bereits angedeutet, dafl verschiedene Alter-
nativen zur Erweiterung des Konzepts der Moglichkeits-, Notwendigkeits- und Wahrschein-
lichkeitsmafle bestehen. Diese nutzen die mdgliche Représentation der Fuzzy-Mafle durch
logische Inklusionsmafle. Zum Abschlufl dieses Abschnitts werden wichtige Eigenschaften
dieser Erweiterungen betrachtet.
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3.50 Lemma Es sei U ein endliches Universum und Q@ € F(U) mit QQ # (). Ferner seien
die einstelligen Mafse

Ngo: FU)—[0,1] 0 +— I5,(Q, 0)
PQ : .,F(U) — [0, 1] O+— IP(Q, O)

gegeben. Dabei wird 1, bzgl. eines Wahrheitsraumes T = (t,n, [0, 1]) gebildet. Dann gilt:

(i) Mo(U) = Ng(U) = Po(U) =1
(i) Mq(0) = No(0) = Po(#) =0
(iii) Fir alle A,B € F(U) mit AC B gilt:

Mq(A4) <Mq(B) Ng(A) < Ng(B)  Pqo(A4) < Po(B)

(iv) Fir A,B € F(U) mit supp(A) Nsupp(B) = 0 gilt:

Po(AU B) = Po() + Po(B)

(v) Fir A,B € F(U) gilt:
Mg(AUB) > max(Mg(A),Mg(B))
No(ANB) < min(Ng(A4),Ng(B))

Beweis: Die Aussagen (i) — (iii) folgen unmittelbar aus den Eigenschaften der logischen
Inklusionsmafle, die den Abbildungen zugrunde liegen. Wir weisen die Eigenschaften (iv)
und (v) nach.

zu (iv): Es seien A, B € F(U) mit supp(A) Nsupp(B) = 0. Pg : F(U) — [0,1] sei wie
oben definiert. Dann gilt:
QN (AUB)|

Q]

u%fU(Q N(AUB))(u)
> Qu)

uelU

> @nA)w)+ > (QNB)(u)

uesupp(A) uesupp(B)

> Qu)

uelU

= Pq(4) +Pq(B)

Po(AUB) =
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zu (v): Es seien A, B € F(U) gegeben. Ferner sei die Abbildung Mg : F(U) — [0,1]
wie oben definiert. Dann ist fir A € F(U) Mg(A) = Iy(Q,A). Wir nehmen an, daf§
der mehrwertige Durchschnitt, der dem Inklusionsmafl I, zugrunde liegt, beziiglich eines
Wahrheitsraumes 7 = (¢, n, [0, 1]) gebildet wird. Dann gilt:

hgt(Q N (AU B))
hgt(Q)

Mg(AUB) =

1
— hgt(0) 21615 t(Q(u), sen(A(u), B(u)))

Satz 1.8 1

2" gt SR Q). max(A(w), B(w)

1
= hat(0) 21615 max(t(Q(u), A(u)), t(Q(u), B(u)))

= max(Mg(A), Mg(B))

Es gilt weiter fiir alle A, B € F(U):
No(AN B) = n(Mg(A®U BY)) < n(max(Mq(A%), Mq(B°))) = min(Ng(A), No(B))
Damit ist die Behauptung nachgewiesen. [

Die charakteristischen Bedingungen fiir Wahrscheinlichkeits-, Notwendigkeits- und Moglich-
keitsmafle der Definitionen 3.36 und 3.38 finden bei den Verallgemeinerungen dieser Mafle
auf mehrwertige Relationen ihre jeweilige Entsprechung. Allerdings gelten sie hier im all-
gemeinen nur in abgeschwiichter Form (siehe Lemma 3.50 z. B. (v)). In speziellen Wahr-
heitsrdumen kénnen jedoch weitergehende Aussagen abgeleitet werden. Liegt beispielsweise
der Wahrheitsraum Tyin = (tmin, 7s, [0, 1]) den Mengenoperationen zugrunde, so gilt fiir alle
A,Be FU):

Mo(AUB) = max(Mo(A),M(B))
No(ANB) = min(Ng(4),Ng(B))

Dies 148t sich durch einfache Umformungen zeigen.

3.5 Ein Anwendungsbeispiel: Zur Wahrscheinlichkeit
mehrwertiger Ereignisse

In der Fuzzy-Set-Theory unterschiedet man verschiedene Klassen von Vagheit. So wird bei
Kruse, Gebhardt, Klawonn [Kruse ’95, S. 12] zwischen

e objektbezogener Unschdrfe, d. h. es liegen genaue Informationen iiber ein Objekt vor,
das selbst nicht genau abgegrenzt werden kann, und

o epistemischer Unschdrfe, d. h. es liegen ungenaue Informationen {iber im Prinzip klar
unterscheidbare Objekte vor,
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unterschieden. Wahrend objektbezogene Unschérfe durch unscharfe Mengen — also mehrwer-
tigen Relationen — beschrieben werden kann, wird epistemische Unschérfe im allgemeinen
durch Fuzzy-MafBle ausgedriickt (vgl. [Kosko ’90]). Offenbar sind jedoch die Grenzen zwi-
schen objektbezogener und epistemischer Unschérfe flieBend und es stellt sich die Frage, wie
in solchen Fillen zu verfahren ist, in denen ungenaue Informationen iiber ungenaue Objekte
abgebildet werden sollen.

In der Forschung zur Fuzzy-Set-Theory wurde diese Frage zunéichst von Zadeh in [Zadeh ’68]
erortert, der insbesondere die Wahrscheinlichkeit eines Fuzzy-Ereignisses untersuchte. Von
Smets [Smets ’82] wurde ein Axiomensystem fiir diesen Ansatz angegeben.®> Wir haben oben
bereits darauf hingewiesen, dafl durch das Konzept der Inklusionsmafle verschiedene Wege
der Erweiterungen der Wahrscheinlichkeit auch fiir mehrwertige Relationen erméglicht wer-
den (vgl. Bemerkung 3.49). Im folgenden weisen wir nach, daf} sich der Zadeh’sche Ansatz in
dieses Konzept einbetten 1483t und sich als ein Spezialfall der Erweiterung der Wahrschein-
lichkeit durch Inklusionen auffassen 148t.

Es sei U ein endliches Universum und p : p(u) — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Zadeh
[Zadeh ’68] definierte die Wahrscheinlichkeit eines unscharfen Ereignisses P € F(U) als den
Erwartungswert der Zugehorigkeitsfunktion von P, d. h.

p(P):=> p({u}) P(u)

Wir betrachten nun den Wahrheitsraum 74 = (t4,n,[0,1]). Nach Satz 3.48 existiert ein
Q € F(U) mit |Q| =1, so daf fiir alle A € p(U) gilt:

Po(d) = 1p(Q,4) = 'ﬂgf" — p(A)

Fiir dieses Mafl Pg gilt dann wegen |Q| = 1 fiir alle P € F(U):

Po(P) = Ip(Q,P)

= QNP
= Y Qu)- P(u)
= ) p({u}) P(u)

Dabei haben wir ausgenutzt, dafl Q(u) = p({u}) fiir alle u € U gilt (vgl. den Beweis zu Satz
3.48).

Dies stimmt offenbar mit der Zadeh’schen Definition der Wahrscheinlichkeit eines Fuzzy-
Ereignisses iiberein. Folglich entspricht der Ansatz Zadehs einer Moglichkeit zur Erweite-
rung von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf mehrwertige Relationen. Legt man andere Wahr-
heitsriume zugrunde, ergeben sich jedoch davon verschiedene Erweiterungen. Wir wollen
dies anhand dreier Beispiele zeigen.

3Vom Zadeh’schen Ansatz verschiedene Konzepte wurden von Smets [Smets '81] und Kosko [Kosko *90]
entwickelt.
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Abbildung 3.9: Pg, Tmin Abbildung 3.10: Pg, 75 Abbildung 3.11: Py, 74

Es sei U = {u, v} ein endliches Universum sowie @ € F(U) mit Q(u) = Q(v) = 5. Ferner
sei das einstellige logische Mafl Py : F(U) — [0, 1] wie oben gegeben.

Wir betrachten das Mafl P fiir verschiedene erweiterte Mengenoperationen. Diesen sollen
die Wahrheitsriume Tyin = (tmin, 7, [0,1]), 78 = (t5,1,[0,1]) bzw. 74 = (ta,n,[0,1]) zu-
grunde liegen. Mit der in Beispiel 3.11 beschriebenen Methode kann das Mafl P, fiir die
verschiedenen Wahrheitsrdume dargestellt werden. In den Abbildungen 3.9, 3.10 und 3.11
finden sich die entsprechenden Graphen.

Man erkennt, daf§ die drei Mafle Erweiterungen einer Gleichverteilung sind, denn es ist in
allen Fillen Pg({u}) = Po({v}) = 1. Ferner ist Po(U) = Po({u,v}) =1 und Pg(0) = 0.

Man erkennt zudem, dafl die Monotonie-Eigenschaft fiir Fuzzy-Mafle gilt, d. h. es gilt fiir
alle P, P' € F(U) die Implikation P C P' = Py (P) < Pg(F).

Schliefflich kann man die in Lemma 3.50 (iv) nachgewiesene Additivitdt des Mafles Pg
ablesen. Dazu seien P, P' € F(U) mit supp(P) Nsupp(P’) =0 und P, P’ # (). Da |U| = 2
gilt, ist dies offenbar nur dann moglich, wenn eine der beiden Bedingungen

P(u)=0AP'(u) #0 oder P(u) #0A P'(u) =0

erfiillt ist. Diese Fuzzy-Mengen liegen siamtlich auf der u- bzw. v-Achse des Einheitswiirfels.
In diesem Fall ist

PUP'(u) = max(P(u), P'(u))
PUP'(v) = max(P(v),P'(v))

und zwar unabhéngig von der dem mehrwertigen Durchschnitt zugrunde liegenden ¢-Norm
(vgl. Definition 1.6). Fiir diese Menge gilt offenbar

Po(PUP') =Pqy(P)+Py(P)

Zusammenfassend 148t sich feststellen, dafy das Konzept der logischen Inklusionsmafle die Ba-
sis verschiedener Erweiterungen von Fuzzy-Maflen auf mehrwertige Relationen ermdglicht.
Dabei kann das von Zadeh vorgeschlagene Konzept zur Beschreibung der Wahrscheinlichkeit
mehrwertiger Aussagen als ein Spezialfall der moglichen Erweiterungen aufgefafit werden.
Die logischen Inklusionsmafle eréffnen hier einen weiten Spielraum fiir die mathematische
Modellierung, dessen Potentiale noch zu erschlielen sind.



104 Kapitel 3. Logische Mafle

3.6 Abschlielende Bemerkungen

In dem zuriickliegenden Kapitel 3 wurde die Theorie der logischen Mafle mit ihrer An-
wendung in der Fuzzy-MafBitheorie untersucht. Wéahrend durch die mehrwertige Mengen-
theorie Methoden zur Verkniipfung von mehrwertigen Relationen bereitgestellt wurden,
wurde es durch die Theorie der logischen Mafle ermd6glicht, Aussagen iiber die mehrwer-
tigen Relationen im Rahmen der Sprachen der Klasse MS abzubilden. Der Schwerpunkt
der Untersuchungen lag auf der Betrachtung von logischen Inklusionsmaflen. Wir haben
hier eine Klasse von Verkniipfungen dieser Mafle definiert (Abschnitt 3.3.3) und die Dar-
stellung von Fuzzy-MaBen durch Inklusionsmafle untersucht (Abschnitt 3.4). Wéhrend die
Verkniipfungen es erlauben, von bekannten Inklusionsmaflen zu neuen Maflen iiberzugehen
und so die mathematischen Modellbildungsmoglichkeiten zu erweitern, konnen mit Hilfe
der Darstellungssétze 3.42, 3.44 und 3.48 Fuzzy-Mafle auf mehrwertige Relationen erweitert
werden. Dies erlaubt beispielsweise die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten unscharfer
Aussagen (Abschnitt 3.5).

Neben der moglichen Erweiterung der Fuzzy-Mafle beriihren die Darstellungssiitze ein wei-
teres wichtiges Themengebiet der Fuzzy-Set-Theory, ndmlich das der Interpretation der
Zugehorigkeitswerte von Fuzzy-Relationen. In den Darstellungssidtzen 3.42, 3.44 und 3.48
wurde gezeigt, dal bijektive Abbildungen zwischen der Menge der jeweiligen Fuzzy-Mafe
und einer Teilmenge der mehrwertigen Relationen existieren (vgl. die Bemerkungen 3.43,
3.45 und 3.48 jeweils (ii)). Die betreffenden Relationen haben in dem von uns betrachteten
Fall eines endlichen Universums U die Eigenschaft, daf} ihr Zugehorigkeitswert an einer Stelle
u € U dem Wert eines Fuzzy-Mafles an der Stelle {u} € p(U) entspricht. Dementsprechend
kann dem Zugehorigkeitswert an dieser Stelle die gleiche Bedeutung zugeordnet werden,
wie dem korrespondierenden Fuzzy-Maf. Die zur Darstellung der Fuzzy-Majfe verwendeten
mehrwertigen Relationen beschreiben im Falle eines endlichen Universums also lokal die
Médéglichkeit, Notwendigkeit oder Wahrscheinlichkeit des Elementes u. In diesem Sinne sind
die Zugehorigkeitswerte dieser mehrwertigen Relationen also stets interpretierbar.

Die Darstellungsséitze ermoglichen eine weitere Interpretation der Fuzzy-Mafle. Ist U ein
endliches Universum, so existiert zu jedem Moglichkeits-, Notwendigkeits- oder Wahrschein-
lichkeitsmafl m : p(U) — [0, 1] eine mehrwertige Menge @) € F(U) und ein Inklusionsmaf3
I: F(U)? — [0,1], so daB fiir alle A € p(U) gilt:

m(A) = I(Q, A)

Das Inklusionsmafl I beschreibt, zu welchem Grad die Menge @ in A enthalten ist. Folg-
lich beschreibt dieses Mafl eine mengentheoretische Relation. Die Begriffe der Wahrschein-
lichkeit, Moglichkeit und Notwendigkeit konnen so inhaltlich motiviert werden, ohne dafl
Konzepte wie beispielsweise ein Zufallsexperiment benotigt werden. Im Falle der Wahr-
scheinlichkeit konnen sowohl das Konzept der subjektiven Wahrscheinlichkeit, das auf Bayes
zuriick geht, wie auch das der klassischen statistischen Wahrscheinlichkeit als ein einfaches
mengentheoretisches Konzept aufgefalt werden. Insbesondere werden die Unterschiede zwi-
schen der mehrwertigen Logik auf der einen und der subjektiven Wahrscheinlichkeit auf der
andere Seite deutlich. Das Konzept der Wahrscheinlichkeit — gleich welcher Interpretati-
on — ist ein Spezialfall eines logischen Majffes. Die mehrwertige Logik kann als Grundlage
der Wahrscheinlichkeitstheorie verstanden werden, zumindest kann jedoch das Konzept der
Wahrscheinlichkeit in eine mehrwertige Logik integriert werden.



Kapitel 4

Relationale Entscheidungstheorie

Zusammenfassung:

In dem folgenden Kapitel wird eine neuartige Methode zur mathematischen Dar-
stellung von Entscheidungsproblemen eingefiihrt. Da die wesentlichen mathematischen
Konzepte, die in dem Entscheidungsmodell verwendet werden, mehrwertige Relationen,
deren Verkniipfungen und deren Vergleich sind, wird das Entscheidungsmodell als rela-
tionales Entscheidungsmodell bezeichnet. Es wird gezeigt, wie sich verschiedene Klassen
von Entscheidungsproblemen in dem relationalen Modell abbilden lassen. Hier werden
insbesondere Entscheidungen bei Sicherheit, Unsicherheit und Risiko sowie multikriteriel-
le Entscheidungen betrachtet. Ferner werden strukturelle Eigenschaften von relationalen
Entscheidungsmodellen untersucht. Wesentlich sind hier die Begriffe der Aquivalenz und
Isomorphie von Entscheidungsmodellen sowie die entsprechenden Aquivalenz- und Iso-
morphiesitze 4.19 und 4.25. Durch diese wird ein mathematisches Konzept bereitgestellt,
das einen systematischen Vergleich verschiedener Ansitze erlaubt. Schliellich werden zwei
Anwendungsbeispiele angegeben.

4.1 Mathematische Entscheidungsmodelle

Unter Optimieren im allgemeinen Sinne wird eine Form des Entscheidens verstanden. Ent-
scheiden heifit, unter mindestens zwei Alternativen eine Auswahl zu treffen. Jeder Ent-
scheidung liegen ein oder mehrere Kriterien zugrunde, die entweder beschreiben, ob eine
Alternative im Hinblick auf ein Kriterium einer anderen vorzuziehen ist, oder ob eine Alter-
native iiberhaupt erlaubt ist. Kriterien im erstgenannten Sinne heiflen Ziele, die Kriterien
der zweiten Art werden Restriktionen genannt (vgl. [Richter '70]).

Eine Optimierung — oder eine optimale Entscheidung — liegt dann vor, wenn unter der
Voraussetzung, dafl eine beste, zuléssige Alternative im Sinne der Kriterien existiert, diese
gewahlt wird. Ein mathematisches Modell, das zur Auswahl einer Alternative verwendet
wird, heifit mathematisches Optimierungsmodell oder Entscheidungsmodell.

Die Kriterien einer Entscheidung bewerten im allgemeinen nicht direkt die Alternativen,
sondern gewisse aus der Wahl der Alternativen resultierende Konsequenzen. In einem Ent-
scheidungsmodell sind daher die Kriterien der Entscheidung im allgemeinen nur mittelbar

105
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mit den Alternativen verkniipft. Neben der Schwierigkeit, die verschiedenen Kriterien geeig-
net zu représentieren, ergibt sich in den Anwendungen zudem h#ufig das Problem, daf die
Zuordnung von Konsequenzen zu Alternativen nicht exakt bekannt ist. Dementsprechend
muf} ein mathematisches Entscheidungsmodell die Mo6glichkeit bieten, die unterschiedlichen
Kategorien von Kriterien ebenso abzubilden wie die verschiedenen Arten der Information
iiber die Beziehung von Konsequenzen und Alternativen.

Die Grundidee des hier vorgestellten Ansatzes ist es, die Kriterien eines Entscheidungs-
modells durch mehrwertige Relationen zu beschreiben. Dieses Konzept geht auf Bellman
und Zadeh [Bellman ’70] zuriick. Wir werden im Verlaufe des Abschnitts 4.2 zeigen, daf
ihr symmetrisches Optimierungsmodell sich in den Rahmen des relationalen Entscheidungs-
modells einbetten laft. Im Gegensatz zum Bellman/Zadeh’schen Ansatz wird es das rela-
tionale Entscheidungsmodell jedoch ermdoglichen, verschiedene Arten von Information iiber
die Beziehung von Alternativen und Konsequenzen abzubilden. Dabei werden mehrwertige
Inklusionsmafle verwendet.

Der relationale Ansatz wird es ferner gestatten, auf der Basis eines einzigen mathematischen
Konzepts verschiedene Klassen von Information bei der Modellbildung zu beriicksichtigen.
Es konnen also sowohl Entscheidungen bei Sicherheit als auch Entscheidungen bei Risiko
oder Unsicherheit modelliert werden. Insbesondere ist es daher moglich, solche Problemstel-
lungen abzubilden, bei denen verschiedene Klassen von Information parallel auftreten. Da
relationale Entscheidungsmodelle zudem stets als Anwendung der mehrwertigen Logik und
Mengentheorie der Kapiteln 1 bis 3 zu verstehen sind, kénnen die Methoden dieser Kon-
zepte auch in der relationalen Entscheidungstheorie verwendet werden. Hierdurch erhalten
wir einen konzeptionellen Rahmen, der es uns erlauben wird, relationale Entscheidungs-
modelle selbst als mathematische Objekte zu verstehen und so Anséitze zur Analyse ihrer
Eigenschaften abzuleiten.

In Abschnitt 4.2 wird zunéchst das relationale Entscheidungsmodell definiert und Er-
lauterungen zur Modellbildung gegeben. Hier wird insbesondere auf die verschiedenen
Moéglichkeiten der Darstellung unterschiedlicher Kategorien von Information im relationalen
Entscheidungsmodell eingegangen. Im Anschlufl wenden wir uns den mathematischen Ei-
genschaften von relationalen Entscheidungsmodellen zu. Relationale Entscheidungsmodelle
kénnen als mathematische Struktur verstanden werden und als solche zum Gegenstand eines
mathematischen Formalismus gemacht werden. Insbesondere ist es moglich, Verkniipfungen
auf gewissen Klassen von Entscheidungsmodellen zu definieren. Das Kartesische Produkt re-
lationaler Entscheidungsmodelle wird hier in Abschnitt 4.3 von entscheidender Bedeutung
sein. Das Kartesische Produkt erlaubt es unter anderem, Entscheidungen mit mehreren
Zielen oder Restriktionen im Rahmen des relationalen Entscheidungsmodells zu behandeln.

Bei den Untersuchungen des Kartesischen Produktes werden wir insbesondere untersuchen,
inwieweit verschiedene Entscheidungsmodelle zu vergleichbaren Ergebnissen fiihren (Ab-
schnitt 4.5). Dabei werden zwei Konzepte fiir die Vergleichbarkeit von relationalen Ent-
scheidungsmodellen formuliert. Dies sind die A quivalenz und die Isomorphie von Entschei-
dungsmodellen. Wir werden hier insbesondere einen Zusammenhang zu den Begriffen der
Aquivalenz und der Isomorphie von Wahrheitsriumen herstellen und so nachweisen, da8 die
strukturellen Eigenschaften der Sprachen der Klasse MS sich letztlich auch in ihrer Anwen-
dung in der Entscheidungstheorie niederschlagen. Im Anschlufl erlautern wir in Abschnitt
4.6 die Begriffe des Abschnitts 4.5 vor dem Hintergrund des Konzeptes der Indifferenzkurven
von Entscheidungsproblemen.



4.2 Das relationale Entscheidungsmodell 107

4.2 Das relationale Entscheidungsmodell

Wir beginnen mit der Definition des relationalen Entscheidungsmodells. Detaillierte Bemer-
kungen zu den Begriffen und zur Modellbildung erfolgen im Anschluf.

4.1 Definition Fin relationales Entscheidungsmodell ® = (AL, C, C, F, ) besteht aus:
(i) einer nichtleeren Menge AL von Alternativen,
(ii) einer nichtleeren Menge C von Konsequenzen,

(1i1) einer mehrwertigen Relation C € F(C), die als mehrwertiges Kriterium bezeichnet
wird,

(iv) einer Abbildung F : AL — F(C), die als mehrwertige Konsequenzenfunktion
bezeichnet wird

(v) und einem Inklusionsmaf I : F(C)* — [0, 1].
Fine Alternative o* € AL heifit (fuzzy-) effizient, wenn gilt:

I(Fla*],C) = aselipﬁ I(F[a],C)

Dabei bezeichnet Fla] € F(C) fir alle a € AL das Bild von a unter der Abbildung F.

Die Menge aller relationalen Entscheidungsmodelle beziiglich einer Menge von Alternativen
AL wird mit D(AL) bezeichnet.

Wir legen zusétzlich den Begriff der Gleichheit von relationalen Entscheidungsmodellen fest.

4.2 Definition FEs sei AL eine Menge von Alternativen. Wir nennen zwei relationale
Modelle ©, = (AL,Cy,Cy, F1, 1) und ©5 = (AL, Cy, Cy, F5,I,) gleich (in Zeichen: ©, =
D, ), wenn gilt:

Ci=CoundC, =Cy und Fy =F, und I, =1,

4.3 Bemerkung Sind U,V Universen, so lifit sich jede Abbildung F : V — F(U) als
mehrwertige Relation F' € F(V x U) verstehen. Diese wird fir alle (v,u) € V x U definiert
durch F'(v,u) := F[v](u). Dabei bezeichnet F[v] das Bild von F mit dem Argument v.

Wir wollen zunéchst die in Definition 4.1 vorkommenden Begriffe erldutern und néher spe-
zifizieren. Beispiele fiir die Modellbildung werden im Anschlufi gegeben.

Die Menge AL reprisentiert die Menge der zur Verfiigung stehenden Alternativen eines
Entscheidungsproblems. Aus der Wahl einer Alternative a € AL entstehen gewisse Konse-
quenzen, die simtlich in der Menge C liegen. Wir nehmen an, daf} einer Alternative a € AL
ihre Konsequenzen im allgemeinen nicht eindeutig! zugeordnet werden kénnen.? Diese unge-
naue Beziehung zwischen einer Alternative a € AL und den von ihr erzeugten Konsequenzen
aus C wird durch die mehrwertige Konsequenzenfunktion F' abgebildet. Fiir jedes a € AL re-
prisentiert die mehrwertige Relation F'la] € F(C) das vorhandene Wissen iiber die etwaigen
Konsequenzen. Dabei besitze Fa] fiir alle a € AL die folgenden Eigenschaften:

Yim Sinne von: die Wahl von a € AL erzeugt eine eindeutige Konsequenz ¢, € C

’Die Ursache dieser Mehrdeutigkeit mag ebenso in der Unvollstéindigkeit der vorliegenden Information
wie in einem prinzipiell ungenauen Systemverhalten liegen. Die mathematische Modellbildung ist jedoch
von der Ursache unabhéingig und eine genauere Differenzierung daher hier nicht notwendig.
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(F1) Eine Konsequenz ¢ € C resultiert genau dann nicht aus der Alternative a € AL, wenn
gilt: Fla)(c) = 0.

(F2) Fiira € AL und ¢y, ¢y € Cist Fla](c1) > Flal(cz) genau dann, wenn es realistischer ist
anzunehmen, dafl ¢ die Konsequenz ¢; erzeugt, als daf} a die Konsequenz ¢, erzeugt.

F definiert so fiir jedes a € AL eine mehrwertige Relation, die mit der mehrwertigen Aussage
,C ist eine Konsequenz der Alternative a*

identifiziert werden kann.

Wie eingangs erldutert, werden die Kriterien des Entscheidungsmodells mittels der mehr-
wertigen Relation C' € F(C) beschrieben. Die Relation C' kann sowohl Restriktionen als
auch die Ziele des Entscheidungsproblems abbilden. Wir werden in Abschnitt 5 Beispiele
fiir die entsprechende Modellbildung angeben. Unabhéngig von der konkreten Problemstel-
lung sollen die Relationen jedoch die folgenden Eigenschaften besitzen:

(C1) Eine Konsequenz ¢; € C einer Konsequenz ¢, € C genau dann vorzuziehen, wenn gilt:
C(Cl) > C(Cg).

(C2) Eine Konsequenz ¢ € C besitzt genau dann die maximale Qualitéit, d. h. es existiert
keine Konsequenz ¢ € C, die der Konsequenz ¢ vorzuziehen ist, wenn gilt: C'(¢) = 1.

(C3) Eine Konsequenz ¢ € C ist genau dann nicht zuléssig, wenn gilt: C'(¢) = 0.
Die Relation C' 1483t sich mit diesen Vorgaben als quantitative Darstellung der Aussage
,»C ist eine optimale Konsequenz beziiglich des Kriteriums C'“

auffassen.

Es ist das Ziel jeder Entscheidung, eine Alternative a € AL derart zu bestimmen, daf} die
etwaigen Konsequenzen von a mdglichst optimal sind. Die Beziehung zwischen den durch
Fla] modellierten Konsequenzen der Alternative a und den durch C abgebildeten Krite-
rien wird im relationalen Entscheidungsmodell durch ein Inklusionsmafl I dargestellt. Aus
mengentheoretischer Sicht beschreibt das Inklusionsmaf I, inwieweit die Menge der erwar-
teten Konsequenzen in der Menge der optimalen Konsequenzen liegt (vgl. Abschnitt 3.3).
Offenbar sind solche Alternativen a € AL bei einer Entscheidung optimal, fiir die die Men-
ge der erwarteten Konsequenzen F[a] moglichst vollstindig in der Menge der optimalen
Konsequenzen C' liegt. Diese Alternativen a € AL maximieren also den Wert, von

I(Fla],C)

und sind nach Definition 4.1 fuzzy-effizient.

Die Eigenschaften der Inklusionsmafle aus Definition 3.7 kénnen in dieser Anwendung der
Inklusionsmafle leicht inhaltlich interpretiert werden. Ist jede erwartete Konsequenz auch
optimal, ist also supp(F|a]) C ker(C), so gilt I(F[a],C') = 1. Ist keine der erwarteten
Konsequenzen erwiinscht (in diesem Fall gilt supp(F'[a]) Nsupp(C) = 0), so ist I(Fla],C) =
0. Wenn die Konsequenz einer Alternative genau bekannt ist, d. h. fir a € AL ist Fla] = {c,}
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Abbildung 4.1: Ein einfaches Entscheidungsproblem

mit ¢, € C, so gilt I(F[a],C) = I({c,},C) = C(c,). Einer solchen Alternative wird somit
die Qualitit zugeordnet, die auch ihrer Konsequenz zugeordnet ist.

Das Konzept der Beschreibung der Optimalitit durch Inklusionsmafle wird in Abbildung
4.1 verdeutlicht. In dem dort dargestellten Fall gehen wir von einer Menge von Alternativen
AL = {ay, az, a3} aus. Wir nehmen an, daf§ die Konsequenzenfunktion F' eines relationalen
Entscheidungsmodells stets klassische Bilder hat (d. h. fiir alle a € AL ist F[a] eine klassische
Teilmenge von C). Ferner sei C' ebenfalls eine klassische Menge. In der Abbildung 4.1 ist ein
solcher Fall skizziert. Offenbar sind alle moglichen Konsequenzen von a; auch optimal (es
ist Fla;] C C') und daher ist a; den beiden anderen Alternativen vorzuziehen. Umgekehrt
ist a3 die einzige Alternative, bei der keine der in Frage kommenden Konsequenzen auch
optimal ist. Daher sind a; und ay der Alternative a3 vorzuziehen. Es gilt in diesem Fall

1 = I(Fla],C) = I(Flae],C) = I(Flag},C) = 0

und zwar unabhingig von dem verwendeten Inklusionsmafl I. Also fiihren alle Inklusions-
mafle zu einer im obigen Sinne plausiblen Entscheidung.

Wir geben weitere Beispiele an, die das Konzept des relationalen Entscheidungsmodells
verdeutlichen, und zeigen, wie verschiedene Klassen von Information in der relationalen
Entscheidungstheorie abgebildet werden konnen. Es sei darauf hingewiesen, daf3 das Beispiel
keineswegs die Relation zwischen klassischer und relationaler Entscheidungstheorie klart.
Eine solche Diskussion erfolgt erst in Abschnitt 5.

4.4 Beispiel FEs sei AL eine endliche Menge von Alternativen und C eine endliche Men-
ge von Konsequenzen. Es sei ferner ein mehrwertiges Kriterium C € F(C) gegeben. Wir
betrachten Entscheidungsmodelle der Form © = (AL,C,C, F,I). Dabei gehen wir von ver-
schiedenen Klassen von Information tber die Beziehung zwischen Alternativen und Kon-

sequenzen aus. Die Bezeichnungen dieser Klassen orientieren sich an den entsprechenden
Begriffen der klassischen Entscheidungstheorie (vgl. u.a. [Lauz 95, S. XIX]).

(i) Entscheidung bei Sicherheit
Eine Entscheidung bei Sicherheit liegt vor, wenn jeder Alternative eindeutig eine Kon-
sequenz zugeordnet werden kann, d. h. fir alle a € AL existiert ein ¢, € C, so dafs

gilt: Fla] = {c.}-
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Nach Definition 3.7 ist dann fir a € AL stets I(Fla],C) = I({c.},C) = C(ca), und
zwar unabhdngig von der Wahl des Inklusionsmafles 1.

Fiir jede fuzzy-effiziente Losung a* € AL gilt:

I(F[a*],C) = sup C(c,)
ac AL
Folglich ezistiert keine Alternative o' € AL, die zu einer Konsequenz hoherer Qualitdt
fiihrt als eine fuzzy-effiziente Lisung a*.

Entscheidung bei Risiko

Fine Entscheidung bei Risiko liegt vor, wenn die Relation zwischen Alternativen und
Konsequenzen durch Wahrscheinlichkeitsmafe beschrieben werden kann. Jeder Alter-
native a € AL wird dabei ein Wahrscheinlichkeitsmaf p, : p(C) — [0, 1] zugeordnet,
welches die Wahrscheinlichkeit des Eintretens der Konsequenzen bei der Wahl von a
angibt.

In diesem Fall sei die mehrwertige Konsequenzenfunktion gegeben durch:

F: AL — F(C) a+— Fla] mit Flal(c) = p.({c}) fir alle c € C.

Dann gilt nach Satz 3.48 fir alle A € p(C): pa(A) = Ip(F|al, A). Die Wahrscheinlich-
keitsmafe p, konnen so durch das Inklusionsmafl Ip sowie die oben definierte Konse-
quenzenfunktion F' reprdsentiert werden.

Nach den Ausfihrungen des Abschnitts 3.4 lafit sich der Wert von Ip(F[a],C) auch
als Wahrheitswert der Aussage

wdie Wahl von a fihrt wahrscheinlich zu einer optimalen Konsequenz®

in einer Sprache der Klasse MS interpretieren. In diesem Fall sind diejenigen Alter-
nativen fuzzy-effizienten, die den Wahrheitswert dieser Aussage mazimieren, die also
am ,wahrscheinlichsten® zu optimalen Konsequenzen fiihren.

Entscheidung bei Unsicherheit

In der klassischen Theorie spricht man von einer Entscheidung bei Unsicherheit, wenn
keine Entscheidung bei Sicherheit oder bei Risiko vorliegt, wenn also die Relation
zwischen Alternativen und Konsequenzen weder exakt noch stochastisch beschrieben
werden kann. Die Ausfiihrungen des Abschnitts 3.4 haben gezeigt, dafi damit die Art
der vorhandenen Information keineswegs eindeutig bestimmt ist. Tatsdchlich existie-
ren auch in der klassischen Theorie unterschiedliche Ansdtze zur Darstellung von
Entscheidungsproblemen unter Unsicherheit. Wir geben zundchst an, wie sich die ent-
sprechenden klassischen Konzepte im relationalen Entscheidungsmodell reprdsentieren
lassen. Anschlieffend gehen wir auf einen Ansatz aus der Fuzzy-Set-Theory ein, der
sich ebenfalls zur Beschreibung von Entscheidungen bei Unsicherheit eignet.

(a) Ansatz von Laplace
Der Grundgedanke des auf Laplace [Laplace 1825] zuriickgehenden Ansatzes ist
es, bei Entscheidungen unter Unsicherheit eine Gleichverteilung aller in Frage
kommenden Konsequenzen anzunehmen.

Dieser Fall kann daher wie in (ii) durch die Wahl des Inklusionsmafes Ip dar-
gestellt werden.
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Ansatz von Wald

Die von Wald [Wald °50] vorgeschlagene Methode wird auch als Mazimin-Regel
oder Minimaz-Regel [Lauz '95, S. 116] bezeichnet. Fine Alternative wird bei die-
sem Ansatz durch die Qualitdt ihrer ungtnstigsten in Frage kommenden Konse-
quenz bewertet.

Um das Konzept Wald’s im Rahmen des relationalen Modells abzubilden, nehmen
wir zundchst an, daf$ das Bild der Konsequenzenfunktion F' stets eine klassische
Menge ist, d. h. es ist Im(F') C KC(C). Insbesondere ist F|a] dann fir alle a € AL
normal (d. h. hgt(Fla]) = 1).

Die Mazimin-Regel kann unter dieser Voraussetzung mittels des Inklusionsmafes

IS, dargestellt werden. Dabei setzen wir eine beliebige Involution n voraus. Es ist
fir alle a € AL:

I, (Fla],C)=n( sup n(C(c))= inf C(c)

cesupp(Fla]) c€supp(F|a])

Jeder Alternative wird so die Qualitdt ihrer ungiinstigsten realistischen Konse-
quenz zugewiesen. Dies entspricht offenkundig dem Ansatz von Wald.

Die Ausfiihrungen des Abschnitts 3.4 gestatten uns eine weitergehende Interpreta-
tion des Wald’schen Ansatzes. Wie dort dargelegt, kann der Wert von 1§, (F[a], C)
als Notwendigkeit dafiir interpretiert werden, daf$ die Wahl von a zu einer opti-
malen Konsequenz fihrt. Der Wert von 15,(F|a], C) lift sich als Wahrheitswert
der Aussage

Ldie Wahl von a fihrt notwendig zu einer optimalen Konsequenz*

interpretieren. Fuzzy-effizient sind bei diesem Ansatz solche Alternativen, welche
snotwendig® zu der besten Konsequenz fiihren.

Ansatz von Hurwicz

Ein Ansatz, der eng mit dem Wald’schen Konzept verwandt ist, geht auf Hurwicz
[Hurwicz °51] zuriick. Neben der Mazimin-Regel empfiehlt er die Beriicksichtigung
der sog. Mazimaz-Regel [French '86, S. 37]. Diese ordnet jeder Alternative die die
mazimal erwartende Qualitdt zu. Hurwicz schldgt vor, zur Bewertung der Optima-
litdt der Alternativen eine Konvexkombination aus Maximin- und Maximaz-Regel
zu verwenden.

Wie schon bei Wald kann auch hier davon ausgegangen werden, daf$ das Bild der
Konsequenzenfunktion F' stets eine klassische Menge ist. Die Mazximax-Regel Gt
sich dann durch das Inklusionsmafl I; reprisentieren. Es ist fir alle a € AL:

Iy(Fla],C)= sup C(e),

cesupp(F[a])

Dieses entspricht der oben genannten Mazimaz-Regel.

Die Konverkombination von Maximin- und Maximaz-Regel ist fir alle a € AL
durch das Inklusionsmaf$ Inyy 1§, darstellbar (vgl. Satz 3.22). Es ist fir v € [0,1]:

Luy I3, (Flal, €) = 7Ly (Fla], C) + (1 = )L (F[a], C)

Dies entspricht dem Ansatz von Hurwicz.
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Auch hier gestatten die Uberlegungen des Abschnittes 3./ eine weitergehende In-
terpretation des klassischen Ansatzes. Der Wert von Iy (F|a],C) kann im rela-
tionalen Modell als Mafs fiir die Moglichkeit dafir interpretiert werden, daf die
Wahl der Alternative a zu einer optimalen Konsequenz fihrt. Er beschreibt den
Wahrheitswert der Aussage

Ldie Wahl von a fihrt moglicherweise zu einer optimalen Konsequenz“.

Die von Hurwicz vorgeschlagene Konverkombination der Mazximin- und der
Mazimaz-Regel fihrt so im relationalen Modell zu einer Gewichtung zwischen
der Mdoglichkeit und der Notwendigkeit der Optimalitat der Alternativen.

Durchschnittserfolg / Mittelwert

Ein weiteres giangiges Konzept zur Beurteilung der Qualitat von Alternativen ist
es, den Mittelwert der Qualitit der realistischen Konsequenzen (den sog. Durch-
schnittserfolg [Lauz ’95, S. 151]) zu betrachten.

Da auch hier keine graduelle Bewertung der Realisierungschancen der Konsequen-
zen verwendet wird, setzen wir voraus, daf$ die Bilder der Konsequenzenfunktion
F stets klassische Mengen sind. Die mittlere Qualitit der Konsequenzen einer
Alternative a € AL lgfit sich dann durch das Inklusionsmaf$ Ip darstellen. Fiir
a € AL sei v, := |Fla]| € N die Mdichtigkeit der Menge F[a]. Dann gilt

[Fla]n C]
| Fa]]

S

Va
cesupp(F|a])

IP (F[a] ) C)

Dies entspricht dem Mittelwert der Zugehorigkeitswerte von C' bezogen auf die
durch Fla] reprdsentierten realistischen Konsequenzen.

Fine Interpretation von Ip haben wir bereits in (a) und (ii) gegeben, so dafs wir
an dieser Stelle darauf verzichten.

Ansatz von Rommelfanger

Wihrend die Methoden (a) bis (d) klassischen Konzepten entlehnt sind, ent-
stammt der Ansatz von Rommelfanger [Rommelfanger '94] der Fuzzy-Set-Theory.
Voraussetzung fir diesen Ansatz ist die Fxistenz einer vollstindigen Ordnung auf
der Menge der Konsequenzen C. Zudem soll fiir jedes a € AL das Bild der Kon-
sequenzenfunktion F eine normalisierte Relation sein, d. h. es ist fir a € AL
stets hgt(Fa]) = 1.

Nimmt man beispielsweise C C R an, so kann der Rommelfanger’sche An-
satz durch das Inklusionsmaf I, tm relationalen Modell dargestellt werden. In
Abhdngigkeit von der entsprechenden Anwendung definiert man dann den cha-
rakteristischen Punkt u von Fla] als

UEVI[)@] = inf{x € Ry € ker(FJa])}

oder
ug[)a} = sup{z € R;z € ker(FJa])}

Es ergibt sich dann
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mit © = 1 oder i = 2. Das relationale Entscheidungsmodell ist mit dieser Mo-
dellbildung mit dem Rommelfanger’schen Ansatz identisch . Das Konzept des re-
lationalen Entscheidungsmodells stellt insofern eine Verallgemeinerung des Ent-
scheidungsmodells von Rommelfanger dar (vgl. auch Abschnitt 4.4).

Offenbar decken die oben aufgefiihrten Ansétze nur einen Teil der Moglichkeiten zur Modell-
bildung ab, die durch das relationale Modell geben werden. Insbesondere die abgeleiteten
Inklusionsmafle (vgl. Abschnitt 3.3), die verschiedenen Erweiterungen der Fuzzy-Mafle durch
Inklusionen (vgl. Abschnitt 3.5) sowie das Kartesische Produkt von Inklusionsmafien bieten
hier einen weiten Spielraum fiir die mathematische Modellbildung.

4.3 Das Kartesische Produkt von relationalen Ent-
scheidungsmodellen

Wir beginnen mit der Einfiihrung des Kartesischen Produkts von relationalen Entschei-
dungsmodellen.

4.5 Definition FEs sei AL eine Menge von Alternativen sowie t : [0,1]> — [0,1] eine
nullteilerfreie t-Norm. Die Abbildung

®y D(AC)Q — D(AL) (D1,D7) — (AL, C; x C2,C1 @, Co, Fy @ F>, 1) @4 1)

heifit das Kartesische Produkt von 0, und 2.
Dabei sei Fy @ Fy : AL — F(C) @ F(Ca)  a+— Fi[a] ®F»[a].

Das Kartesische Produkt weist einfache algebraische Eigenschaften auf, die wir zunéchst
darstellen.

4.6 Lemma Fs sei AL eine Menge von Alternativen und t : [0,1]> — [0,1] eine null-
teilerfreie t-Norm. Fiir Entscheidungsmodelle 1,04, D3 € D(AL) gilt:

(1) D10 Dy = Dy @ D (Kommutativitit)
(i) (D1 ®;D2) @ D3 = D1 Q (D @ D3) (Assoziativitdt)
Dabei legen die Klammern die Reihenfolge der Anwendung fest.

Beweis: Die Behautungen folgen unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften der
verwendeten Kartesischen Produkte. n

4.7 Bemerkung

(i) Aus Lemma 4.6 folgt, daf$ fiir jede Menge von Alternativen AL und jede nullteilerfreie
t-Norm t : [0,1]> — [0, 1] das Tupel (D(AL),®;) eine kommutative Halbgruppe ist.
Die Halbgruppe (D(AL), ®;) besitzt kein neutrales Element.
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(ii) Da das Kartesische Produkt von relationalen Entscheidungsmodellen assoziativ ist,
verzichten wir bei der Verkniipfung von mehreren Entscheidungsmodellen gelegentlich
auf die Klammern, um so eine gréfiere Ubersichtlichkeit zu erhalten. Es gilt in diesem

Sinne fir q,...,9, € D(AL):

D10 ...009, 19, = (D1 R:D2)®...0 D, 1) D))

Mit Hilfe des Kartesischen Produkts konnen Entscheidungsprobleme mit mehreren Kriterien
abgebildet werden. Es sei dazu ein Entscheidungsproblem mit v € N Kriterien gegeben. Die
Menge der Alternativen sei AL. Wir nehmen an, da8 fiir jedes Kriterium i miti € {1,...,v}
ein relationales Modell ®; € D(AL) angegeben werden kann, welches das entsprechende
Kriterium représentiert. In dem relationalen Modell © € D(AL) mit

9::@1®t---®t@1/

werden dann alle Kriterien des vorliegenden Entscheidungsproblems abgebildet. Dabei sei
t :[0,1]> — [0, 1] eine nullteilerfreie ¢-Norm. Dieses Modell wird in der relationalen Ent-
scheidungstheorie als das Entscheidungsmodell verstanden, welches das zugrunde liegende
multikriterielle Entscheidungsproblem modelliert. Bei der Modellbildung muf} dabei formal
nicht zwischen Zielen und Restriktionen des Entscheidungsproblems unterschieden werden.

Wir wollen dieses Konzept der Modellbildung von multikriteriellen Entscheidungsproblemen
im weiteren ndher untersuchen. Dabei wird unter anderem aufgezeigt, dafl das Kartesische
Produkt von relationalen Modellen in den Sprachen der Klasse MS als Konjunktion von
mehrwertigen Aussagen verstanden werden kann. Dies macht den Ansatz insgesamt plausibel
und vereinfacht seine Anwendung. Wir fithren zu diesem Zweck zunéchst den Begriff der
mehrwertigen Entscheidung ein.

4.8 Definition Fs sei AL eine Menge von Alternativen. Ferner sei ein relationales
Entscheidungsmodell ® = (AL,C,C,F,I) € D(AL) gegeben. Die mehrwertige Relation
Dy € f(Aﬁ), mit

Dy(a) :==1I(F[a],C) fir alle a € AL

heifst die mehrwertige Entscheidung des Entscheidungsmodells .
Wir erldutern die Begriffsbildung.
4.9 Bemerkung

(i) Der Begriff der mehrwertigen Entscheidung lehnt sich an den von Bellman und Zadeh
[Bellman *70] eingefiihrten Terminus der Fuzzy-Entscheidung (engl.: fuzzy decision)
an (vgl. auch Abschnitt 4.4).

(ii) Es sei AL eine Menge von Alternativen. Eine mehrwertige Entscheidung Do € F(AL)
eines Entscheidungsmodells © € D(AL) laft sich als Darstellung der mehrwertigen
Aussage

»a st eine optimale Alternative des Modells ® “
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verstehen. Jede fuzzy-effiziente Alternative eines relationalen FEntscheidungsmodells
mazximiert den Wahrheitswert dieser Aussage.

(111) Die Lisung eines relationalen Entscheidungsmodells © € D(AL) lafit sich vollstindig
durch die zugehdorige mehrwertige Entscheidung Dy € F(AL) bestimmen. Es ist a*
genau dann eine fuzzy-effiziente Losung von ®, wenn Dg(a*) = sup,c 4, Do(a) gilt.

Jedem relationalen Entscheidungsmodell kann eine mehrwertige Entscheidung zugeordnet
werden. Dariiber hinaus zeigt sich, da} die Verkniipfung von relationalen Modellen durch
das Kartesische Produkt mit einer entsprechenden Verkniipfung der mehrwertigen Entschei-
dungen identifiziert werden kann. Dies ist der Gegenstand des folgenden Homomorphiesatzes
von relationalen Entscheidungsmodellen.

4.10 Satz - Homomorphiesatz von relationalen Entscheidungsmodellen

FEs sei AL eine Menge von Alternativen und v = (t,n,[0,1]) ein Wahrheitsraum. Die t-
Norm t : [0,1]* — [0,1] sei nullteilerfrei. Wir betrachten ferner ein T-Relationensystem
der Gestalt (F(AL),N, U, ). Unter diesen Voraussetzungen definiert die Abbildung

A:D(AL) — F(AL) D +— Dy
einen Halbgruppen-Epimorphismus der Halbgruppen (D(AL), ®;) und (F(AL),N).

Beweis: Es seien 7 = (t,n,[0,1]) und (F(AL),N,U,°) wie oben gegeben. Wir betrachten
die relationalen Entscheidungsmodelle D1, D, € D(AL).

Es seien © := (AL,Cy,Cy, F1, 1)) und D, := (AL, Co, Cy, F3, I,). Ferner sei
AD1®:D2) = Dos,
Dann gilt fiir alle a € AL:
Dy, 0,0,(a) = 1) ®; Iy(Fi[a] ®; Fyla], Cy @, Cy)

= t(Li(Fa], C1), I (Fyfa], Cy))

= (Do, (a), Do,(a))
Da wir das 7-Relationensystem (F(AL),N,U, ) betrachten, erhalten wir

A(D1 ®:D3) = Dp, N Dy, = A(D1) N A(Dy)

Also ist A ein Halbgruppen-Homomorphismus.

Wir weisen nach, dafl A ein Epimorphismus, also surjektiv, ist. Fiir P € F(AL) ist
Dp = (AL, AL, P, F,1) € D(AL)

ein relationales Entscheidungsmodell. Dabei sei F' : AL — F(AL) a+—— {a} und I ein
beliebiges Inklusionsmaf. Es ist fiir alle a € AL

Do,(a) = I({a}, P) = P(a)

Also ist Dgp, = P und wir erhalten A(®p) = P. Somit ist A surjektiv und daher ein
Epimorphismus. u
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Wir wollen die Konsequenzen des Satzes 4.10 fiir die Modellierung von multikriteriellen
Entscheidungsproblemen nédher untersuchen.

4.11 Bemerkung Es sei AL eine Menge von Alternativen und T = (t,n,[0,1]) ein Wahr-
heitsraum mit einer nullteilerfreien t-Norm ¢ : [0,1]> — [0, 1]. Ferner sei (F(AL),N,U,°)
ein T-Relationensystem. Wir betrachten die Entscheidungsmodelle ©,...,D, € D(AL) und
definieren

5 = ©1®t"'®t©l/

Nach Satz /.10 gilt fir die mehrwertige Entscheidung Do von ©:
Do =(((Do, N Dgp,)N...N Dy, 1)N Ds,)

Fiir jede T-Interpretation 3, = (||-||, &) der mehrwertigen Entscheidungen Dy, Dy, . .., Dy
folgt nach Definition 2.10:

[1Dogll = 1 (((Do,g A Doyg) A-.. A Do, 1q) A Do, q) ||

v

Dabei bezeichnet ¢ € A ein_beliebiges Variablen- oder Konstantensymbol Wie 1iblich sei
ferner @3, @3 e A mit 6(@3) Do und G(@g ) =Dp, firi=1,.

In jeder T-Interpretation der mehrwertigen Entscheidungen Do, Dy, ..., DD,, stimmt also
der Wahrheitswert des Ausdrucks ﬁ@ q mit einer Konjunktion der Ausdriicke ﬁ@ q firi=
1,...,v dberein. Das Kartesische Produkt der Entscheidungsmodelle entspricht also in der
durch T beschriebenen mehrwertigen Sprache einer ,und’-Verknipfung der entsprechenden
Teilaussagen.

In Bemerkung 4.9 haben wir darauf hingewiesen, daf sich fir alle a € AL undi=1,...,v
die mehrwertige Entscheidung Do, des Modells ®; als die mehrwertige Aussage

L0 st eine optimale Alternative des Modells ®; “

verstehen laft.

Nach den obigen Uberlequngen entspricht die mehrwertige Entscheidung Dy von ® fiir jedes
a € AL in der durch T bestimmten Sprache der Aussage

,a 1St eine optimale Alternative beztiglich 2
und a st eine optimale Alternative beziiglich Do

und a st eine optimale Alternative beziglich ©,, “.

Jede fuzzy-effiziente Losung a* von ® mazimiert den Wahrheitswert dieser Aussage.

Nehmen wir nun an, daf$ durch die Entscheidungsmodelle ©.,...%, die v verschiedenen
Kriterien eines Entscheidungsproblems mit mehreren Kriterien dargestellt werden, so ist
eine maogliche Interpretation der entstehenden mehrwertigen Entscheidung Dy fiir alle a €

AL:

L0 ist eine optimale Alternative beziiglich des 1-ten Kriteriums
und «a ist eine optimale Alternative beziiglich des 2-ten Kriteriums

und a ist eine optimale Alternative beziiglich des v-ten Kriteriums®.
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Abbildung 4.2: Mehrwertige Entscheidungen

Diese Interpretation des Homomorphiesatzes zeigt, daf$ ein relationales Entscheidungsmodell
in sehr einfacher und naheliegender Weise die intuitive Vorstellung von Entscheidung mit
mehreren Kriterien abbildet.

In Abschnitt 5.4 wird ein ausfiihrliches Beispiel fiir die Modellbildung von multikriteriellen
Entscheidungsproblemen in der relationalen Entscheidungstheorie angegeben. Wir geben
daher an dieser Stelle lediglich ein sehr einfaches Beispiel fiir ein multikriterielles Entschei-
dungsproblem an.

4.12 Beispiel Es sei [a,b] C R eine Menge von Alternativen. Wir nehmen an, daff Ent-
scheidungsmodelle ©1,94 € D([a,b]) derart gegeben seien, daf$ fir alle x € [a,b] gilt:

T —a b—x
= D =
b—a 0, (2) b—a

Wir betrachten das Entscheidungsmodell ©1 ®,, ®o. Dabei sei ty das Algebraische Produkt.
Nach dem Homomorphiesatz 4.10 gilt dann fir alle x € [a,b]:
(x —a)(b—x)

(b — a)?

Df‘Dl (x)

DDl@tA92 (:U) = Df‘Jl (:U) ) D92 (:U) =

Die eindeutige fuzzy-effiziente Losung x* € [a, b] des Entscheidungsmodells D1 ®;, Dy ist die
Alternative * = 5(b+a). Es ist Do, s, o,(x*) = 1. In Abbildung 4.2 sind zur Verdeutlichung
die Graphen der mehrwertigen Entscheidungen von 9., Dy und ®; ®,, Do aufgetragen.

4.4 Symmetrische Entscheidungsmodelle

In dem folgenden Abschnitt soll als eine Anwendung des Homomorphiesatzes 4.10 gezeigt
werden, daf} sich das symmetrische Entscheidungsmodell nach Bellman und Zadeh sowie
seine Erweiterungen von Zimmermann und Rommelfanger in den Rahmen der relationalen
Entscheidungstheorie einbetten lassen. Dabei verfolgen wir bei der Diskussion zwei Zielset-
zungen. Erstens soll das Konzept der Darstellung von Entscheidungsproblemen mit meh-
reren Kriterien weiter illustriert werden. Zum zweiten werden wir die relationale Entschei-
dungstheorie gegeniiber dem Konzept der symmetrischen abgrenzen und Parallelen und
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Unterschiede verdeutlichen. So werden wir insbesondere nachweisen, daf} eine bestimmte
Klasse von relationalen Entscheidungsmodellen isomorph zur Menge aller symmetrischen
Entscheidungsmodelle ist. Wir beschreiben zunéchst den Bellman-Zadeh’schen Ansatz des
symmetrischen Entscheidungsmodells.

Es sei AL eine Menge von Alternativen. Der Grundgedanke des symmetrischen Ansatzes zur
Entscheidungstheorie ist, die Restriktionen eines gegebenen Entscheidungsproblems durch
Fuzzy-Mengen C; € F(AL) fir i = 1,...,v und die Ziele durch Fuzzy-Mengen G, €
F(AL) fiir j = 1,...,k abzubilden. Die Modellierung der Fuzzy-Mengen entspricht dabei
den Vorgaben (C1)-(C3) (vgl. Seite 108), die wir fiir mehrwertige Kriterien aufgestellt haben.

Die Fuzzy-Menge D € F(AL) mit
D:=((((CinCy)N...NC,_1)NC)N(((G1NG2) N...NGr_1) NGy))

wird die Fuzzy-Entscheidung (engl.: fuzzy decision) des Entscheidungsmodells genannt. Da-
bei ist N der mehrwertige Durchschnitt eines geeigneten 7-Relationensystems.

Als optimale Losung werden die a* € AL betrachtet, fiir die gilt:

D(a*) = sup D(a)
acAL
Wegen der identischen Modellbildung von Restriktionen und Zielen wird dieser Ansatz zur
Optimierung als symmetrisches Entscheidungsmodell bezeichnet.

Nach Satz 4.10 148t sich offenbar jedes relationale Entscheidungsmodell auf ein symme-
trisches Modell abbilden. Umgekehrt 148t sich jede Fuzzy-Menge P € F(AL) mit einem
Entscheidungsmodell (AL, AL, P, F[a],I) € D(AL) identifizieren. Dabei ist I beliebig und
F: AL — F(AL) av+— {a} (vgl. den Beweis zu Satz 4.10). Daher konnen alle Restrik-
tionen C; und Ziele G; eines symmetrischen Modells durch relationale Entscheidungsmodelle

D¢, = (AL, AL, C;, Fla],I) € D(AL)
beziehungsweise
Dq, = (AL, AL, G}, Fla],T) € D(AL)

firi=1,...,vund j =1,..., Kk dargestellt werden. Ist nun
D= D, ... D¢,) ® (Dg, Rt --- R D, )
so gilt nach dem Homomorphiesatz 4.10:
Do =(((CiNC)N...NC ) NC) N ((GL1NGo) N ... NGroi) NGy))

Daher ist D5 gleich der Fuzzy-Entscheidung des entsprechenden symmetrischen Entschei-
dungsmodells. Insbesondere stimmen die fuzzy-effizienten beziehungsweise die optimalen
Losungen beider Ansétze iiberein.

Die obigen Uberlegungen zeigen, da$ sich die Menge aller symmetrischen Entscheidungsmo-
delle iiber einer Menge von Alternativen AL bijektiv auf eine echte Teilmenge von D(AL)
abbilden 148t. In diesem Sinne kann das relationale Entscheidungsmodell als Erweiterung
des symmetrischen Entscheidungsmodells verstanden werden. Allerdings gibt es wesentli-
che inhaltliche und konzeptionelle Unterschiede. So erlaubt es das symmetrische Modell
in seiner urspriinglichen Form nicht, unvollstindige Information bei der Modellbildung zu
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beriicksichtigen. Zudem ist es die Grundidee des symmetrischen Ansatzes, Kriterien durch
mehrwertige Mengen und deren Verkniipfungen darzustellen. Hingegen sind mehrwertige
Inklusionsmafle und das Kartesische Produkt von relationalen Modellen zentrale Elemente
der relationalen Entscheidungstheorie. Sie lassen sich zwar nach Satz 4.10 homomorph auf
Mengenverkniipfungen abbilden, sind jedoch nicht mit diesen identisch. Ahnlich werden wir
in Abschnitt 5 zeigen, dafl auch gewisse Mengen von klassischen Entscheidungsmodellen
ihre Entsprechung in der relationalen Entscheidungstheorie finden. Daher sollte die relatio-
nale Entscheidungstheorie als ein eigenstindiger Ansatz zur mathematischen Beschreibung
von Entscheidungsproblemen verstanden werden, in dessen Rahmen Entscheidungsmodelle
beschrieben werden koénnen, die homomorph zum symmetrischen Ansatz sind.

Wir weisen zum Abschlufl nach, wie sich die oben genannten Erweiterungen des symme-
trischen Entscheidungsmodells nach Zimmermann und Rommelfanger im Rahmen des re-
lationalen Modells abbilden lassen. Da beiden Ansdtzen das symmetrische Entscheidungs-
modell zugrunde liegt und wir dieses bereits oben betrachtet haben, verzichten wir auf
eine ausfiihrliche Diskussion und geben im folgenden jeweils ein homomorphes relationales
Entscheidungsmodell an.

Wir betrachten zunéchst den Zimmermann’schen Ansatz. Fiir b,d € R mit d > 0 sei die
mehrwertige Relation PP* € F(R) mit

1 r<b
Prz)y = =t gy o < pt g

d
0 b+d<z

gegeben (vgl. auch Abschnitt 2.4).
Ferner sei fiir eine Abbildung f : R — R die mehrwertige Abbildung

Fp: R — F(R) z— {f(x)}

definiert.

Mit diesen Vorgaben liafit sich jede Restriktion und jedes Ziel eines Zimmermann’schen
Entscheidungsmodells durch relationale Modelle der Form

;= (RyaRa PLbi,divaiaI)

mit b;,d; € R, d; > 0 und f; : R — R fiir ¢ = 1,..., u darstellen. Dabei werden alle
Abbildungen als linear vorausgesetzt und die Parameter d; und b; fiir © = 1,..., u derart
bestimmt, daB fiir das vorliegende Entscheidungsproblem die Bedingungen (C1)-(C3) erfiillt
sind.

Das relationale Gesamtmodell wird definiert durch

@I:©1®t ®t

min min 13

Dabei sei ¢y, @ [0,1]> — [0,1] der Minimum-Operator. Dieses Modell entspricht einem
Entscheidungsmodell nach Zimmermann (vgl. u. a. [Zimmermann ’75, Zimmermann '76],
[Lai ’92, 95 f.] bzw. [Rommelfanger '94, S. 170 f.]).

Der Ansatz von Rommelfanger ist die einzige bisher bekannte Erweiterung des symmetri-
schen Entscheidungsmodells, in der eine Klasse von ungenauer Information beriicksichtigt
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werden kann. Wir haben darauf bereits in Beispiel 4.4 (iii.e) hingewiesen. Wir beschreiben
auch hier, wie sich ein Entscheidungsmodell nach Rommelfanger im Rahmen des relationalen
Ansatzes darstellen 148¢t.

Zu diesem Zweck sei R” eine Menge von Alternativen. Alle Kriterien eines Entscheidungs-
problems sollen beziiglich der Menge von Konsequenzen R dargestellt werden. Fiir jedes der
p Kriterien der Entscheidung sei dann C; € F(R) fiir « = 1,..., 1 ein mehrwertiges Krite-
rium. Ferner seien F; : RY — F(R) fiir i = 1,..., u mehrwertige Konsequenzenfunktionen
derart, daf} die Bilder von F; stets normalisiert sind, d. h. fiir alle x € Rund i =1,...,u
ist hgt(F;(x)) = 1.

Wir betrachten das Inklusionsmafl I,. Von der entsprechenden Anwendung abhingig defi-
niert man den charakteristischen Punkt von F;[z] fiir alle x € R” durch
uy), = inf{y € Riy € ker(F[z])}
oder
ulf)[w] = sup{y € R;y € ker(Fj[z])}

(vgl. Beispiel 4.4) fiiri =1,..., .

Wir definieren die relationalen Entscheidungsmodelle
D; = (Rya Ra Oia E; Iu)

fire=1,...,pu.

Das Entscheidungsmodell

@:@1®t --®t @u

min ° min

entspricht dann einem Entscheidungsmodell nach Rommelfanger.

Zusammenfassend 148t sich feststellen, dafl alle gingigen Verallgemeinerungen des symme-
trischen Entscheidungsmodells im Rahmen der relationalen Entscheidungstheorie dargestellt
werden kénnen. Allerdings wurde bereits in Beispiel 4.4 angedeutet, dafl die relationale Theo-
rie weitere Mdoglichkeiten zur Modellbildung bietet. Zu diesen existieren im symmetrischen
Ansatz keine Entsprechung.

Neben dem symmetrischen Ansatz sind verschiedene weitere Methoden zur Darstellung von
Entscheidungsproblemen in der Fuzzy-Set-Theory bekannt. Hierzu gehort beispielsweise die
Klasse der Modelle, die auf dem Konzept von erweiterten Kleiner-Gleich-Relationen beru-
hen (vgl. [Lai '92, S. 187 ff.] und [Rommelfanger '94, S. 218 ff.]). Diese lassen sich nicht in
die relationale Entscheidungstheorie integrieren und wir haben sie daher in dieser Arbeit
nicht betrachtet. Ohnehin erscheinen uns viele dieser Ansétze auf spezifische Anwendungs-
situationen ausgerichtet zu sein und es ist zweifelhaft, ob sie in allgemeinen Situationen zu
plausiblen Modellbildungen fiihren.
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4.5 Aquivalenz und Isomorphie von relationalen Ent-
scheidungsmodellen

Mit dem Kartesischen Produkt von relationalen Entscheidungsmodellen lassen sich Ent-
scheidungsmodelle mit mehreren Kriterien im Rahmen der relationalen Entscheidungstheo-
rie abbilden. Liegt etwa ein Entscheidungsproblem mit v Kriterien vor, so kann dieses nach
den Uberlegungen des Abschnitts 4.3 durch ein Modell der Form

9::©1®t---®t©1/

abgebildet werden. Dabei repriisentiert jedes Entscheidungsmodell ©; fiir ¢ = 1,...,v ein
Kriterium des Entscheidungsproblems.

Die Losung eines solchen relationalen Entscheidungsmodells hédngt von mehreren Parame-
tern ab. Dies sind zum einen die Entscheidungsmodelle ®; mit ¢ = 1,..., v, deren Festlegung
Einfluf} auf die mehrwertige Losung von ® und damit auf die Menge der fuzzy-effizienten

Losungen hat. Hier ist denkbar, solche Modelle zu klassifizieren, die vergleichbaren Einflufl
auf die Modellbildung haben.

Ein zweiter wesentlicher Parameter der Entscheidung ist die Art der ¢-Norm, die zur De-
finition des Kartesischen Produkts verwendet wird. Hier stellt sich Frage, ob verschiedene
t-Normen unterschiedliche Entscheidungen hervorrufen und ob umgekehrt die Verkniipfung
von unterschiedlichen Klassen von Entscheidungsmodellen mit verschiedenen ¢-Normen nicht
dennoch zu vergleichbaren Gesamtmodellen fiihrt. Als Motivation konnen die Ausfiihrungen
des Abschnitts 2.4 dienen, in dem wir bereits ein Beispiel fiir diese Problemstellung ange-
geben haben.

Die genauere Untersuchung dieser beiden Fragestellungen wird Gegenstand des folgenden
Abschnitts sein. Im Mittelpunkt der Uberlegungen stehen dabei die Begriffe der Aquivalenz
und I[somorphie von Entscheidungsmodellen. Beide beschreiben verschiedene Konzepte des
Vergleichs von Entscheidungsmodellen. Sie sind eng mit den entsprechenden Konzepten fiir
Wahrheitsraume und Relationensysteme verwandt.

Wir beginnen mit der Einfilhrung des Begriffes der Aquivalenz. Aquivalente Modelle be-
schreiben die gleiche mehrwertige Entscheidung und besitzen daher stets die gleichen fuzzy-
effizienten Losungen.

4.13 Definition Es sei AL eine Menge von Alternativen. Fir ©1, D9 € D(AL) seien ferner
die mehrwertigen Entscheidungen Dg,, Do, € F(AL) gegeben. Die Entscheidungsmodelle
91,9, € D(AL) heiffen dquivalent (in Zeichen: D1 ~ D, ), wenn Dy, = Dy, gilt.

Wir stellen einfache Figenschaften dquivalenter Entscheidungsmodelle zusammen, die die
Begriffsbildung verdeutlichen.

4.14 Bemerkung

(i) Aquivalente Modelle beschreiben stets die gleiche mehrwertige Entscheidung. Daher
besitzen sie insbesondere die gleichen fuzzy-effizienten Losungen.

(ii) Die Relation ‘~’ definiert eine Aquivalenzrelation auf D(AL).
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(1i1) Fir ® € D(AL) bezeichne
D.:={D' e DAL); D' ~ D}
die Aquivalenzklasse aller zu ® dquivalenten Entscheidungsmodelle. Die Menge aller

dieser Aquivalenzklassen sei mit D(AL)|. bezeichnet.

Fir eine nullteilerfrei t-Norm t = [0,1]> — [0, 1] sei ferner die Abbildung
R :D(AL))E — D(AL)|.  (D1.,D;.) — (D1 ®; D)~
definiert. Dann gilt:

(a) Es ist (D(AL)|.,®]) eine kommutative Halbgruppe mit einem neutralen FEle-
ment.

(b) Ist T = (t,n,[0,1]) ein Wahrheitsraum und (F(AL),N,U,°) ein T-Relationen-
system, so sind die Halbgruppen (D(AL)|~,®;) und (F(AL),N) isomorph.

Beweis: Wir weisen nur (iii) nach. Dabei ist zunéchst klar, dafl durch (D(AL)|~, ®;) eine
kommutative Halbgruppe definiert wird. Dies folgt unmittelbar aus der Kommutativitéit
und Assoziativitdt des Kartesischen Produkts der relationalen Entscheidungsmodelle. Es
bleibt die Existenz eines neutralen Elements Dg. € D(AL)|. nachzuweisen. Wir geben
einen Reprisentanten dieser Aquivalenzklasse explizit an.

Zu diesem Zweck sei F': AL — AL beliebig. Dann ist
D¢ = (AL, AL, AL, F\1)

ein relationales Entscheidungsmodell. Fiir die mehrwertige Entscheidung Dy, € F(AL) ist
Dy, (a) =I(Fla], AL) =1

fiir alle a € AL. Daher ist Dy, = AL, wobei wir die Menge AL mit ihrer charakteristischen
Funktion identifizieren. Aus dem Homomorphiesatz 4.10 folgt zusammen mit Lemma 2.15
(v) fiir alle © € D(AL):

DDg@tD = D;gg N D@ = D@

Hieraus folgt
D @) D =D
fiir alle ©®., € D(AL)|~. Also ist D¢, das neutrale Element der Halbgruppe (D(AL)|., ®}).

Die Isomorphie der Halbgruppen (D(AL)|~,®;) und (F(AL),N) laBt sich wie die Homo-
morphie in Satz 4.10 nachweisen und soll hier nicht gezeigt werden. [

Bei speziellen Fillen von Kartesischen Produkten fiihrt die Verkniipfung dquivalenter Mo-
delle wieder zu einem dquivalenten Gesamtmodell. Solche Verkniipfungen sollen im folgenden
charakterisiert werden. Zu diesem Zweck fiihren wir zunéchst den Begriff des Entscheidungs-
systems ein.
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4.15 Definition FEs sei AL eine Menge von Alternativen, S C D(AL) mit S # 0 und
t:[0,1> — [0,1] eine nullteilerfreie t-Norm. Ferner sei 7 = (t,n,T) ein Wahrheitsraum.
Wir definieren die Mengen

S::{@eD(Aﬁ); 39,,....9, €S, I/GNmit©1®t...®t©V:©}

sowie

S:= | Im(Ds)

DeS
Das Tupel € = (S, ®;) heifst ein T-Entscheidungssystem, wenn gilt S C T.

4.16 Bemerkung Fs sei S C D(AL) mit S # 0, t : [0,1]> — [0,1] eine nullteilerfreie
t-Norm und T = (t,n,T) ein Wahrheitsraum.

(1) Ist (S,®;) ein T-Entscheidungssystem, so kann jede Komposition von Entscheidungs-
modellen aus S in einer durch T beschriebenen Sprache als Konjunktion logischer Aus-
sagen interpretiert werden (vgl. Abschnitt 4.3).

(ii) Esist S CS.

(iii) (S,®;) ist eine Unterhalbgruppe der Halbgruppe (D(AL), ®;). Man bezeichnet (S, ®;)
auch als die von S erzeugte Unterhalbgruppe (vgl. [Meyberg '80, S. 41]).

Wir konnen nunmehr solche Entscheidungssysteme charakterisieren, die durch Mengen
dquivalenter Entscheidungsmodelle bestimmt werden und die zudem iiber eine Verkniipfung
verfiigen, die diese Eigenschaft erhilt. Dabei beschréinken wir unsere Betrachtungen auf
Systeme mit endlichen Mengen von erzeugenden Entscheidungsmodellen.

4.17 Definition FEs sei AL eine Menge von Alternativen. Ferner seien Wahrheitsrdume
71 = (t1,n1,T1) und 7 = (ta, no, Tz) sowie ein 1 -Entscheidungssystem € = (S1,®y,) und
ein To-Entscheidungssystem €, = (S1,®y,) gegeben. Es sei S1 = (9;)1<i<, € D(AL) und
Sa = (D)) 1<i<v € D(AL).

Die Entscheidungssysteme & und €, heifflen &quivalent (in Zeichen: & ~ &, ), wenn fir
alle k € N und iy, ..., i, € {1,...,v} gilt:

Qil ®t1 ---®t1© N©;1 ®tz ---®tz an

i

Wir erldutern zunéchst die Begriffsbildung der Definition 4.17.

4.18 Bemerkung FEs seien §; = {D1,...,D,} und Sy = {D},..., D} sowie (S1,Qy,) ~
(827 ®t2)'

(i) Dann ist D; ~ D, fir allei=1,...,v.

(ii) Die Halbgruppen (S, ®¢,) und (Sa, ®y,) sind isomorph. Allerdings gibt es Entschei-
dungssysteme deren erzeugte Halbgruppen ebenfalls isomorph sind, ohne daf$ die Sy-
steme selbst dquivalent wdren.
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Der folgende Satz charakterisiert dquivalente Entscheidungssysteme.

4.19 Satz - Aquivalenzsatz von Entscheidungssystemen

Es sei AL eine Menge von Alternativen und S1 = (9;)1<i<» € D(AL) eine Menge von
Entscheidungsmodellen. Fir m = (t1,n1,T) sei € = (81, ®y,) ein 11 -Entscheidungssystem.
Es seien ferner Sy = (D})1<i<y € D(AL) und 72 = (t2,n2,T) gegeben.

Ist 7y ~ 1 und D; ~ D fir allet1=1,...,v, so gilt:
(i) Es ist (Sq,®,) ein To-Entscheidungssystem.
(ii) Es ist € ~ &,.

Beweis: Da 1 ~ 7y ist, ist nach dem Aquivalenzsatz 1.34 insbesondere ti|p = t3|r. Da
¢, ein T1-Entscheidungssystem ist, ist daher ti|s, = t3|s,. Dabei ist Sy wie in Definition
4.15 definiert. Wegen des Homomorphiesatz 4.10 gilt somit fir alle a € AL und iy, ..., i, €

{1,...,v}:
Dy, &, ..., (@)
= t1(Do,, (a),t1(Ds,,(a),...,ti(Do, _ (a), Dy, (a))))
= (Do, (a),12(Ds,,(a),...,t2(Do, _ (a), Dy, (a))))

Nach Voraussetzung ist nun ©; ~ D) fir alle i = 1,...,v. Also ist Dy, = Dy fiir alle
1=1,...,v. Es folgt daher weiter:

tQ(DDiI (a)v t2(‘D®i2 (a)a s vt?(DQin,l (a)v Di)in (a))))
= t2(Dy; (a),t2(Dy; (a),...,t2(Dy, _ (a), Dy (a))))

i9 Te—1 ik
= DD;1®t2---®tZD;,€ (Cl)
Wir erhalten fir alle iy, ... i, € {1,...,v}:
-D@il ®t1 "'®t1®in‘ = D@’Il ®t2"'®t2©li,g

Hieraus folgt, daf$ Sy = Sy gilt. Daher ist € ein To-Entscheidungsystem. Zudem folgt fiir
alle iy, ... i, € {1,...,v}:

Qil Rty - By Qin‘

~ @;1 ®tz N ®tz an
Also ist & ~ &y, |

4.20 Beispiel FEs sei AL eine Menge von Alternativen.

(i) Es seien 7 = (t;,n,T) und 75 = (t3,n9,T) Wahrheitsrdume mit 7 ~ T5. Fer-
ner sei eine endliche Menge von Entscheidungsmodellen S C D(AL) gegeben. Nach
Satz 4.19 ist (S,®y,) genau dann ein Ti-Entscheidungssystem, wenn (S, ®;,) ein Ta-
Entscheidungssystem ist. In diesem Fall gilt fir alle ©4,...,9, € S:

©1®t1"'®t1@VN©1®t2"'®t2@V

Die Abbildungen ®;, und ®;, sind in diesem Sinne austauschbar.
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(i1) Aquivalente relationale Entscheidungsmodelle sind bei der Modellierung von Entschei-
dungsproblemen austauschbar. Es sei dazu S C D(AL) eine endliche Menge von
Entscheidungsmodellen. Ferner seien ©,9" € D(AL) mit ® ~ D'. Ist dann fir
T = (t,n,T) das System (S U {D},®;) ein 7-Entscheidungssystem, so ist nach
Satz 4.19 auch das System (S U {D'},®;) ein 7-Entscheidungssystem und es ist
(SU{D},®) ~ (SU{D'}, ®y).

Also gilt fir alle ©4,...,9, €S und v € N:
@1®t...®tgy®t@N@1®t...®tgy®tgl

Insbesondere stimmen die fuzzy-effizienten Liésungen der entsprechenden Entschei-
dungsmodelle stets tiberein.

4.21 Bemerkung Die Bedingung fir die Aquivalenz von Entscheidungssystemen, die wir in
Satz 4.19 formuliert haben, ist hinreichend, aber nicht notwendig. Sind beispielsweise 7 =
(t,n1,T) und 75 = (t,no, T) mit ny|y # nalr gegeben, so ist jedes 1 -Entscheidungssystem
auch ein To-Entscheidungssystem. Allerdings ist nach Satz 1.34 1 o Ty.

Aquivalente Modelle beschreiben die gleiche mehrwertige Entscheidung und repriisentieren
in diesem Sinne vergleichbare relationale Entscheidungsmodelle. Unter dem Blickwinkel der
Entscheidungstheorie erscheint es jedoch sinnvoll, eine zusétzliche, schwichere Charakteri-
sierung von Vergleichbarkeit festzulegen. Dabei steht die Uberlegung im Vordergrund, daf
zwei Entscheidungsmodelle ©; und ®, im Prinzip schon dann vergleichbar sind, wenn eine
Alternative a einer Alternative ¢’ in ©; genau dann vorzuziehen ist, wenn dies auch im
Modell @, der Fall ist. Diese Uberlegung motiviert den Begriff der isomorphen Entschei-
dungsmodelle, den wir im folgenden prigen.

4.22 Definition FEs sei AL eine Menge von Alternativen. Zwei Entscheidungsmodelle
91,9 € D(AL) heiffen isomorph (in Zeichen: D1 ~ D), wenn eine monoton steigende,
bijektive Abbildung 2 : [0,1] — [0, 1] derart ezistiert, daff gilt:

Qo Dgl = Dg2

Sind zwei relationale Entscheidungsmodelle ©;, D, € D(AL) im Sinne der Definition 4.22
isomorph, so folgt aus den Eigenschaften der Abbildung €2 aus Definition 4.22:

(i) Fiir alle a,a’ € AL ist: Dy, (a) > Dy, (a') < Ds,(a) > Dy, (d).
(ii) Die Menge der fuzzy-effizienten Losungen beider Modelle sind gleich.

In diesem Sinne sind die Modelle vergleichbar, denn sie fiihren offenbar stets zu den gleichen
Entscheidungen.

Ahnlich wie bei dquivalenten Entscheidungsmodellen bleibt die Eigenschaft der Isomorphie
von Entscheidungsmodellen bei speziellen Verkniipfungen der Modelle erhalten. Systeme
solcher Entscheidungsmodelle sollen als isomorph bezeichnet werden.
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4.23 Definition FEs sei AL eine Menge von Alternativen. Ferner seien Wahrheitsrdume
7 = (t1,n1,T1) und 7o = (tg, ng, Tz) sowie ein 11 -Entscheidungssystem €, = (S1,®y,) und
ein To-Entscheidungssystem €, = (Sa, ®y,) gegeben. Es seien 81 = (9;)1<i<y € D(AL) und
Sz = (Dj)1<i<v € D(AL).

Die Entscheidungssysteme & und &, heiffen isomorph (in Zeichen: &, ~ €, ), wenn eine
bijektive und monoton steigende Abbildung 2 : [0,1] — [0, 1] derart existiert, daf fir alle
k€N undiy,... i, €{1,...,v} gilt:

Q o D9i1®t1---®t1©in — D®;1®t2...®t2©;n

Die Begriffe der Isomorphie und Aquivalenz von Entscheidungssystemen besitzen konzep-
tionelle Parallelen.

4.24 Bemerkung Fs seien S; = {Dy,...,D,}, S = {D},..., D)} sowie 1, = (t1,n1,T})
und 79 = (tg, n9, Tz) gegeben.

(Z) Ist (817®t1) ~ (827®tz)7 50 ust (817®t1) ~ (827®tz)'
(i) Ist (S1, @) =2 (82, ®y,), so ist

97:1 ®t1 "'®t1© 2@;1 ®t2"'®t2 @;h

fiir alle iy, ...,ix € {1,...,v}. Insbesondere gilt D; ~ D fir allei=1,...,v.

(iii) Ist (S1,®y,) =~ (S2,®y,), so sind die Halbgruppen (Si, ®y,) und (Sz, ®y,) isomorph.

Wie schon bei der Aquivalenz von Entscheidungssystemen ist es auch bei isomorphen
Entscheidungssystemen moglich, die Isomorphie auf Eigenschaften der zugrunde liegenden
Wahrheitsrdume zuriickzufiihren. Dies zeigt der folgende Satz.

4.25 Satz - Isomorphiesatz fiir Entscheidungssysteme

Es sei AL eine Menge von Alternativen und S1 = (9;)1<i<» € D(AL) eine Menge von
Entscheidungsmodellen. Fir m = (t1,n1,T1) sei € = (81, Qy,) ein 11-Entscheidungssystem.
Es seien ferner Sy = (D})1<i<y € D(AL) und 72 = (t2,n2,T) gegeben.

Ist 71 ~ T3, wobei Q : [0,1] — [0,1] den Isomorphismus definiert®, und ist zudem Dy, =
Qo Dy firallei =1,...,v, so gilt:

(i) Es ist € = (S3,®y,) ein To-Entscheidungssystem.

(ii) Es ist € ~ &,.

3d.hoesgilt: |- ]| e & Qoll-||€m
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Beweis: Nach Voraussetzung ist 3 >~ mit |- || € < Qo - | € .

Nach dem Isomorphiesatz 1.44 von Wahrheitsrdumen gilt dann fiir alle a,b € T7:
ti(a,b) = Q7 (t:2(2a), 2(b)))
n(a) = Q7' (n2(Q(a)))

und

T, = | J{Qa)} (4.1)

a€Ty

Fiir alle Alternativen a € AL und fiir alle Indizes iy, ... i, € {1,...,v} gilt somit:
Di)il ®ty Ot D (a)
= t1(Ds, (a), (Do, (a),...,t1(Do,  (a), Ds, (a))))
= Q' (t(UDo,, (), t2(ADo,, (a)), ..., t2(UDs, _, (), 2Dy, (a))))))
Nach Voraussetzung gilt fiir alle i = 1,...,v: Q0 Dy, = Dg. Daher folgt weiter:
QO (t2(UDo,, (a)), £2(Ds,, (), .-, 2(UDs, _, (), ADs,, (a))))))
Q7 (ta(Day, (), a(Day, (@), ta(Dey_(a), Doy, (@)))))
Q7 (Do 00,00, ()
Wir erhalten fiir alle iy,...,i, € {1,...,v}:
Qo Dy, oy, .00, = Dot 01,00, (4.2)

Da nach Voraussetzung €; ein 7;-Entscheidungssystem ist, gilt Im(D;gil&l,“@tlglK) € T, fiir
alle i1,...,i, € {1,...,v}. Nach den obigen Uberlegungen folgt zusammen mit Gleichung
(4.1):

Im(DD;1®tl...®tl®;N) =Im(Qo Do, g, ..01,2:,) €12
Somit ist €, = (Sa, ®y,) ein To-Entscheidungssystem. Die Isomorphie von &; und &, folgt
aus Gleichung (4.2). ]

4.26 Bemerkung Die Bedingungen des Satzes 4.25 sind hinreichend, aber nicht notwendig
(vgl. auch Bemerkung 4.21).

Wir betrachten ein Beispiel fiir isomorphe Entscheidungssysteme.

4.27 Beispiel Wir betrachten erneut das Anwendungsbeispiel aus Abschnitt 2.4. Zu diesem
Zweck seien fir b,d € R mit d > 0 definiert:

1 z<b 1 vsb
- B , ox( gt
Ppl@) = = pcp<hbd P = 2ol ) g <t

d
0 btd<z 0 b+d<z
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Dabei sei > 0 fest gewdhlt.

Es sei nun R die Menge von Alternativen eines Entscheidungsproblems. Wir nehmen an, daf
Mengen von Entscheidungsmodellen 81 = (D;)1<i<» € D(R) und Sy = (9;)1<i<v € D(R)
derart gegeben sind, daf$ firi=1,...,v gilt:

b;,d; bi,d;
Do, = P und Dy = Pg

Solche Familien von Entscheidungsmodellen lassen sich nach dem Homomorphiesatz 4.10
stets finden.
Wir betrachten die Abbildung

1 —-exp(—pa)
Bpla) =7 exp(—f3)

Qg ist streng monoton steigend und bijektiv (vgl. Abschnitt 2.4) und es gilt fir alle i =
1,...,v:

Qg 0 Dp, = Q0 P"" = P = Dy,

Es sei nun Tmin = (tmin, Ns, [0, 1]). Dann ist & = (S1,®_.) ein 11-Entscheidungssystem.
Ist nun Ta, = (tmin, Nay,, [0,1]) mit ng,(a) = Q' (n,(Q(a))) fir alle a € [0,1], so ist nach
den Ausfihrungen von Abschnitt 2.4 Tmin =~ Ta,. Aus dem Isomorphiesalz 4.25 folgt, daf$
¢y = (82, ®,..) €in T, -Entscheidungssystem ist und dafi & ~ &, gilt.

FEs ist also fir alle iy,...,i, € {1,...,v}:

!

!
@il ®tmin ct ®tmin gzn = gll ®tmin st ®tmin T

Insbesondere stimmen die fuzzy-effizienten Lésungen solcher Modelle stets tiberein.

Wir schlieflen die Ausfiihrungen zur [somorphie von relationalen Entscheidungsmodellen mit
einem Anwendungsbeispiel ab, das wesentliche Eigenschaften isomorpher Entscheidungsmo-
delle verdeutlicht.

4.6 Ein Anwendungsbeispiel: Indifferenzkurven iso-
morpher Systeme

In der klassischen Entscheidungs- und Wirtschaftstheorie werden gelegentlich sogenann-
te Indifferenzkurven betrachtet, um Entscheidungen mit zwei Zielen zu modellieren (vgl.
[Laux 95, S. 76 ff.]). Insbesondere im Bereich der Mikroskonomie finden solche graphischen
Modelle ihre hiufige Verwendung (vgl. z. B. [Schneider ’86, Laux ’95]). Wir werden diese Me-
thode hier betrachten, um einige Eigenschaften der Isomorphie von Entscheidungssystemen
zu verdeutlichen. Zu diesem Zweck skizzieren wir zunéchst das grundlegende Konzept und
schildern dann seine mogliche Verwendung bei der Analyse von relationalen Entscheidungs-
modellen.

Zur Darstellung der Methode der Indifferenzkurven gehen wir davon aus, daf§ ein Entschei-
dungsproblem iiber einer endlichen Menge von Alternativen AL mit zwei Zielen gegeben
ist. Beide Ziele sollen durch reellwertige Konsequenzen beschrieben werden, die sédmtlich in
einem Intervall [c,d] C R liegen. Wir gehen ferner davon aus, daf eine Entscheidung bei
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Abbildung 4.3: Indifferenzkurven

Sicherheit vorliegt. Jeder Alternative a € AL kann also eindeutig ein Tupel (2%, z%) € [c, d]?
zugeordnet werden, welches die Konsequenzen aus der Wahl einer Alternative a beziiglich
beider Ziele beschreibt. Indifferenzkurven werden in der Entscheidungstheorie in solchen
Fillen verwendet, um Alternativen so zu bestimmen, dafl sie beziiglich beider Kriterien
optimal sind. Unter einer Indifferenzkurve I C [¢, d]* versteht man dabei die Menge der
Konsequenzenpaare (z1,7) € [c,d]?, denen gegeniiber der Entscheider beziiglich beider
Ziele indifferent ist (vgl. [Laux 95, S. 76]). Bei der Modellierung sind hier vor allem solche
Indifferenzkurven I von Interesse, fiir die mindestens ein a € AL mit (z{,x%) € I existiert.

In Abbildung 4.3 ist ein Beispiel fiir Indifferenzkurven dargestellt. Dabei haben wir an-
genommen, dafl der Nutzen in beiden Zielen streng monoton mit den Zahlenwerten der
entsprechenden Konsequenzen wichst. Man iiberlegt sich leicht, daf§ die Steigung der Indif-
ferenzkurven in diesem Fall negativ sein muf (vgl. [Laux '95, S. 77-78]). Bei der Darstellung
haben wir jede Alternative a; € AL fiir i = 1,...,5 mit dem Punkt (z{",25) € [c,d]?
identifiziert. I;, I und I3 bezeichnen die drei relevanten Indifferenzkurven. Die Alternativen
a; und ay sowie az und a4 sind im Beispiel der Abbildung 4.3 paarweise indifferent. Daher
liegen diese paarweise auf den Indifferenzkurven I; beziehungsweise I,. Die Alternative as
ist den iibrigen Alternativen vorzuziehen, da es zu jeder Alternative ay,...,as Paare von
Konsequenzen aus I3 gibt, die die Konsequenzen der Alternativen a, ..., a4 in beiden Kom-
ponenten iibertreffen, d. h. fiir i = 1, ..., 4 existiert stets ein Paar (z¢,z}) € I3 mit 2% > z{'
und 74 > x5

Die Methode der Indifferenzkurven wird in der Entscheidungstheorie unter anderem dann
verwendet, wenn keine quantitative Bewertung des Nutzens der Konsequenzen bekannt ist.
Allerdings lassen sich auch Indifferenzkurven in Situationen erzeugen, in denen solche quan-
titativen Bewertungen vorliegen. Wir werden dieses im folgenden ausnutzen, um so spezielle
Eigenschaften relationaler Entscheidungsmodelle aufzuzeigen.

Der Fall eines Entscheidungsproblems der oben skizzierten Art kann wie folgt in einem
relationalen Entscheidungsmodell dargestellt werden. Es seien D1, D5 € D(AL) definiert
durch

;= (Aﬁv [Ca d]a Ci, Fi, I)

fiir ¢ = 1, 2. Dabei ist
F;: AL — F([e,d]) ar— {zf}
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N N
: .
a=0.3
a=0.2
a=0.1
C O
T > T >
c d c d
Abbildung 4.4: Indifferenzkurven t; = t4 Abbildung 4.5: Indifferenzkurven t; = i,

fiir i = 1,2 und I ein beliebiges Inklusionsmaf. Die mehrwertigen Kriterien C; € F([c, d)])
seien fiir i = 1,2 gegeben durch C;(z) = g(z). Dabei sei g : [¢,d] — [0, 1] streng monoton
steigend mit ¢g(c) = 0 und g(d) = 1.

Es sei t; : [0, 1> — [0, 1] eine nullteilerfreie --Norm. Dann beschreibt das Modell
D=9 ®y Do

ein Entscheidungsproblem, in dem beide Ziele repréisentiert werden. Fiir die mehrwertige
Entscheidung Do € F(AL) von D gilt:

Do(a) = t1(Do,(a), Do,(a)) = t(I(Fi[a], C1),1(F2la], C2)) = ti(Ci(7), Cale3))
Jede Indifferenzkurve I eines solchen Entscheidungsmodells wird durch
I := {(x1,22) € [c,d]*; t,(Cy (1), Co(x3)) = a}

mit « € [0, 1] bestimmt.

In den Abbildungen 4.4 und 4.5 sind die Indifferenzkurven von Modellen der oben beschrie-
benen Art dargestellt. Dabei haben wir die mehrwertigen Kriterien Cj(v) = 5= fiir i = 1,2
vorausgesetzt. In Abbildung 4.4 ist das Algebraische Produkt zur Definition des Kartesischen

Produkts verwendet worden. In Abbildung 4.5 liegt der Minimum-Operator zugrunde.

Wir wollen nun betrachten, wie sich Indifferenzkurven isomorpher Entscheidungssysteme
verhalten. Zu diesem Zweck seien ®; und ©,; wie oben gegeben. Dann ist ¢, =
({D1,D2}, ®;,) ein Entscheidungssystem. Wir nehmen ferner an, daf§ ¢, = ({9}, D}, ®,)
ein weiteres Entscheidungssystem ist. Dabei soll fiir z = 1, 2 gelten

D = (AL, [c,d], C}, F;, 1),
wobei F; wie oben definiert ist und C!(z) = h(z) fiir alle z € [¢, d] gilt. Auch die Abbildung
h : [c,d] — [0, 1] soll streng monoton steigend mit h(c) = 0 und h(d) =1 sein.

Wir nehmen an, dafl &; ~ &, ist. Dann existiert eine streng monoton steigende Abbildung
Q:]0,1] — [0, 1] mit
Qo Df‘31®t192 = D9'1®t2©'2
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a=02 ‘=028
a=0.1 L0 =0.15
c d c d
Abbildung 4.6: Indifferenzkurven des Abbildung 4.7: Indifferenzkurven des
Modells ®1 @min D2 Modells D @min D)

Es gilt fiir alle a € AL:
QDoyg,2,(a)) = Qt:1(Do,(a), Do, (a))) = t2(Doy(a), Doy(a)) = t2(Ci(27), Ca(25))
und wir erhalten
t1(Ci(21), C2(25)) = @ & 12(C1(27), Cy(23)) = Qe)

Liegen die Konsequenzen zweier Alternativen auf der gleichen Indifferenzkurve in dem Mo-
dell D, ®;D3, so gilt dies auch fiir eine Indifferenzkurve des Modells D] ®y D,. Insbesondere
ist daher die Menge aller fuzzy-effizienten Entscheidungen in beiden Modellen die gleiche.
Liegen umgekehrt Alternativen in zwei relationalen Modellen auf unterschiedlichen Indiffe-
renzkurven, so kénnen diese nicht aus isomorphen Entscheidungssystemen gebildet werden.
Man erkennt so leicht, da3 die Entscheidungsmodelle der Abbildungen 4.3 und 4.4 im all-
gemeinen nicht isomorph sind (dies hingt allerdings von der Menge der Alternativen und
Funktionen F; ab).

Als konkretes Beispiel weisen wir nach, dafl die Systeme ¢ = ({D1,Ds}, ®min) und
€ = ({D], D5}, ®min) stets isomorph sind und daf daher die Indifferenzkurven der Mo-
delle | @min Do und D uin D5 immer iibereinstimmen. Dabei seien die Modelle D, D,
sowie D7, D, wie oben definiert und @, durch den Minimum-Operator bestimmt.

Es sei dazu Q : [0,1] —> [0,1] mit Q := h o g~ gegeben. Q ist nach Konstruktion streng
monoton steigend und bijektiv. Zudem gilt fiir alle z € [¢,d] und i = 1, 2:

QCi(x)) = ((hog ') og)(x) = h(z) = Cj(x)
Wir betrachten die Wahrheitsraume 7in = (£min, 1s, [0, 1]) sowie 7o = (tmin, na, [0, 1]). Dabei
sei ng(a) := Q7 '(ny(Q(a))) fiir alle a € [0,1]. Dem Isomorphiesatz von Wahrheitsriumen
entnimmt man, dal 7, ~ 7o ist. Da zudem &; ein 7,;,-Entscheidungssystem ist, ist &,
nach Satz 4.25 ein 7o-Entscheidungssystem und es ist €; ~ &,. Insbesondere stimmen die
Indifferenzkurven der Modelle D @min Do und D] @uin Dj, iiberein.

In den Abbildungen 4.6 und 4.7 ist der oben beschriebene Fall fiir

Tr—cC 1-— exp(%)
g(x) = T und h(z) = T ep(—1)

aufgetragen. Man erkennt leicht, daf die entsprechenden Indifferenzkurven iibereinstimmen.
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4.7 Abschlielende Bemerkungen

In dem vorausgegangenen Kapitel wurde ein Entscheidungsmodell formuliert, in dem aus-
schliellich mehrwertige Relationen und Mafle zur Abbildung von Entscheidungsproblemen
verwendet werden. Ein solches Entscheidungsmodell wurde als relationales Entscheidungs-
modell bezeichnet. Leitender Gedanke dabei war, daf} eine Entscheidung dann optimal ist,
wenn die Menge der méglichen Konsequenzen aus der Wahl einer Alternative méglichst in
der Menge der optimalen Konsequenzen liegt. Es wurde gezeigt, daf} verschiedene Kategorien
von Entscheidungsproblemen durch ein relationales Entscheidungsmodell darstellbar sind.
Insbesondere wurden Entscheidungen bei Sicherheit und Risiko sowie verschiedene Ansétze
fiir Entscheidungen bei Unsicherheit betrachtet (vgl. Bsp. 4.4).

In der relationalen Entscheidungstheorie lassen sich alle Entscheidungsprobleme auf der
Basis eines einheitlichen Grundmodells darstellen. Daher besitzen relationale Entschei-
dungsmodelle stets die gleiche Struktur, die die Verkniipfung und den systematischen Ver-
gleich verschiedener Entscheidungsmodelle ermoglicht. Diese Verkniipfung — das Kartesi-
sche Produkt relationaler Entscheidungsmodelle — erlaubt es insbesondere, multikriteriel-
le Entscheidungsprobleme innerhalb der relationalen Theorie darzustellen. Innerhalb eines
Modells konnen dabei verschiedene Klassen von Information dargestellt werden. Es ist al-
so moglich, Entscheidungsmodelle zu formulieren, bei denen verschiedene Kriterien sowohl
unsicherheits- oder risikobehaftet als auch sicher* sein konnen. Die relationale Entschei-
dungstheorie ist die einzige uns bekannte Methode zur Beschreibung von Entscheidungspro-
blemen, die eine derart groffe Klasse von Modellierungsmdglichkeiten auf der Basis einer
einheitlichen Theorie bereitstellt.

Mit den Begriffen der Aquivalenz bzw. der Isomorphie von Entscheidungsmodellen wurden
schliellich Konzepte eingefiihrt, die einen systematischen Vergleich verschiedener Entschei-
dungsmodelle erlauben. Hierdurch wird Raum fiir die mathematische Analyse von Entschei-
dungsmodellen geschaffen. Wir haben dies fiir den Fall von multikriteriellen Entscheidungs-
problemen getan und gezeigt, wie sich die Strukturen der Sprachen MS entsprechend in
Systemen von Entscheidungsmodellen wiederspiegeln (bgl. die Sétze 4.19 und 4.25). Weitere
Untersuchungen sind hier méglich. So kénnen verschiedene Ansétze fiir Entscheidungen bei
Unsicherheit, Sicherheit und Risiko konzeptionell gegeniibergestellt und die Modelle vergli-
chen werden. Schliellich haben wir bereits im Anwendungsbeispiel 2.4 auf die Bedeutung des
Isomorphiekonzeptes fiir algorithmische Problemstellungen hingewiesen. Wir gehen davon
aus, dafl hier durch geeignete Transformationen auch in allgemeineren Féllen Fortschritte
erreicht werden konnen.

4im Sinne von: Entscheidungen bei Sicherheit



Kapitel 5

Relationale und klassische
Entscheidungstheorie

Zusammenfassung:

Gegenstand des folgenden Abschnittes ist der Vergleich von relationalen Entschei-
dungsmodellen mit klassischen Modellen mit Nutzenfunktion. Dabei werden Modelle fiir
Entscheidungen bei Sicherheit, Risiko und Unsicherheit sowie Modelle mit Restriktionen
und mehreren Zielfunktionen betrachtet. Es wird gezeigt, daf sich zu jedem Entscheidungs-
modell mit Nutzenfunktion, das nur ein Zielkriterium besitzt, ein isomorphes relationa-
les Entscheidungsmodell finden 148t. Insbesondere beschreiben relationale und klassische
Theorie in diesen Féllen stets die gleiche Menge von effizienten Lésungen. Im Falle der
Entscheidung mit mehreren Zielen existieren solche einfachen Zusammenhinge zwischen
relationaler und klassischer Theorie nicht mehr. Im allgemeinen fiithren hier beide Anséitze
zu verschiedenen Losungen. Es werden Beispiele hierfiir angegeben und es wird an ei-
nem Anwendungsbeispiel gezeigt, dal beide Modellierungsansitze zu plausiblen Losungen
fithren konnen.

5.1 Entscheidungsmodelle mit Nutzenfunktion

In Kapitel 4 wurden die Grundziige einer relationalen Theorie der Entscheidung skizziert.
Wir haben dort dargelegt, daf sich verschiedene Klassen von Entscheidungsproblemen im
Rahmen der relationalen Entscheidungstheorie abbilden lassen. So kénnen Entscheidungen
bei Sicherheit, Risiko und Unsicherheit sowie multikriterielle Entscheidungsprobleme darge-
stellt werden. Allerdings ist bisher der systematische Vergleich und eine Abgrenzung zu den
klassischen Ansétzen der Modellierung von Entscheidungsproblemen nicht erfolgt. Dieser
Gesichtspunkt soll in dem nun folgenden Kapitel 5 untersucht werden.

Bei dem angestrebten Vergleich der relationalen Entscheidungstheorie mit den Methoden
der klassischen Entscheidungstheorie ergibt sich zunéichst die Aufgabe, den Begriff der klas-
sischen Entscheidungstheorie, die im folgenden betrachtet werden soll, genauer abzugrenzen.
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Problematisch dabei ist, dal unter dem Begriff Entscheidungstheorie im allgemeinen ver-
schiedene Methoden zusammengefafit werden, die zur mathematischen Abbildung von Ent-
scheidungsproblemen verwendet werden. Diese unterscheiden sich hinsichtlich der Verfahren
zur Beschreibung der Qualitit von Alternativen!, in den Méglichkeiten und Konzepten zur
Darstellung von unvollstindiger oder ungenauer Information? sowie — im Falle von Modellen
mit mehreren Entscheidungskriterien — in den Ansitzen zur Gesamtbeurteilung der Alter-
nativen beziiglich aller Kriterien®. Ein Uberblick iiber verschiedene Ansiitze findet sich unter
anderem in den Biichern von S. French [French ’86], A. Rapoport [Rapoport "89] sowie K.
Manz [Manz 93] und H. Laux [Laux ’95]. Eine ausfiihrliche Diskussion von Verfahren zur
Beschreibung von Entscheidungsproblemen mit mehreren Zielen ist beispielsweise bei O.
Huber [Huber '77] oder bei H.-J. Zimmermann und L. Gutsche in [Zimmermann ’91] zu
finden. Vor dem Hintergrund dieses breiten Spektrums an Methoden, Anséitzen und Mo-
dellen wird klar, dafl ein Vergleich der relationalen Entscheidungstheorie mit sdmtlichen
Verfahren sicher nicht im Rahmen dieser Arbeit mdoglich ist. Wir werden uns daher auf
einen Vergleich mit einer speziellen Klasse von Entscheidungsmodellen beschrinken, den
Entscheidungsmodellen mit Nutzenfunktion (oder kardinalem Nutzen). Hier werden wir
insbesondere Entscheidungsmodelle bei Sicherheit, Risiko und Unsicherheit (Abschnitt 5.2)
sowie einen einfachen Fall von Entscheidungsmodellen mit mehreren Kriterien (Abschnitt
5.3) betrachten.

Der Vergleich zwischen relationaler und klassischer Entscheidungstheorie? wird im folgenden
Kapitel auf der Modellebene erfolgen. Das heift, es wird untersucht, ob die klassischen und
relationalen Methoden der Beschreibung von Entscheidungsproblemen im Anwendungsfall
zu vergleichbaren Modellen fiihren und wo gegebenenfalls Unterschiede zwischen den Er-
gebnissen der Modellbildungen zu finden sind. Hierzu gilt es zunéchst ein Kriterium zu
formulieren, das geeignet ist, etwaige Parallelen zwischen den Modellen zu charakterisieren.
Zu diesem Zweck skizzieren wir zunéchst den Grundansatz der Entscheidungstheorie mit
Nutzenfunktion und leiten im Anschluf ein geeignetes Vergleichskriterium her.

Wir gehen zunéchst davon aus, dafl ein Entscheidungsproblem mit einem Ziel gegeben ist.
Es sei AL die Menge der Alternativen und C die Menge von Konsequenzen. Die Menge C sei
mit einer vollstdndigen Ordnung < derart versehen, dafl eine Konsequenz ¢; € C beziiglich
des Ziels einer Konsequenz ¢, € C genau dann vorzuziehen ist, wenn ¢y < ¢; und ¢; £ ¢
gilt. Eine Abbildung u : C — R heif}t eine Nutzenfunktion, wenn fiir alle ¢1, ¢y € C gilt:

o X & uler) <ule) (5.1)

Bei Entscheidungsmodellen mit Nutzenfunktion ist es ebenso wie bei relationalen Modellen
moglich, verschiedene Arten der Information iiber die Relation von Alternativen und Kon-
sequenzen zu reprisentieren. Allerdings sind die verwendeten Konzepte untereinander sehr
verschieden, so daf kein einheitlicher theoretischer Rahmen existiert®. Gemeinsam ist allen
Ansétzen jedoch, dafl in Abhéngigkeit von der Nutzenfunktion u eine geeignete Abbildung

'Hier sind unter anderem Modelle mit verschiedenen Nutzenskalen bekannt. Eine mogliche Einteilung
besteht in der Differenzierung nach nominalem, ordinalem und kardinalem Nutzen (vgl. [Zimmermann 91,
S. 13]).

2Wir haben auf verschiedene Ansitze fiir die Entscheidung bei Unsicherheit bereits im Rahmen des
Beispiels 4.4 hingewiesen.

3Hier sei auf lexikographische Methoden, auf verschiedene Verfahren mit Anspruchsniveaus, auf Nutzen-
modelle, auf die verschiedenen Methoden des Goal-Programming usw. verwiesen.

4im obigen Sinne

SWir werden verschiedene Ansiitze im folgenden Abschnitt 5.2 beschreiben.
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u : AL — R konstruiert wird, die beschreibt, ob eine Alternative a; € AL einer Alter-
native ay € AL vorzuziehen ist. Dies soll genau dann der Fall sein, wenn fiir a;,a; € AL
gilt:

u(az) < u(ay) und u(a;) £ u(as) (5.2)

Eine Alternative a* € AL heift effizient (oder optimal), wenn keine Alternative a € AL
derart existiert, daBB @ (a*) < u(a) gilt. Als einfaches Beispiel fiir ein Entscheidungsmodell mit
Nutzenfunktion sei auf den Fall der Entscheidung bei Sicherheit verwiesen. Dort definiert
man die Abbildung u(a) := u(f(a)) mit f : AL — C a > ¢,. Dabei ist ¢, € C die
Konsequenz, die aus der Wahl der Alternative a € AL folgt (vgl. auch Beispiel 4.4 (i) oder
Abschnitt 5.2.1).

In der klassischen Theorie finden sich unterschiedliche Ansétze zur Ableitung einer solchen
Nutzenfunktion und zu den verschiedenen Skalen, auf denen der Nutzen aufgetragen werden
kann. Wir wollen an dieser Stelle lediglich auf die grundlegenden Werke von J. von Neumann
und O. Morgenstern [Neumann 53] sowie von Savage [Savage '72] verweisen, in denen dieser
Ansatz zur Entscheidungstheorie axiomatisch abgeleitet wird. Aussagen iiber die Existenz
etwaiger Nutzenfunktionen finden sich bei D. Bridges und G. Mehta [Bridges '95], wo auch
ein weiter Uberblick iiber den aktuellen Stand der Forschung im Bereich der Nutzentheorie
zu finden ist. Standardwerke zur Einfiihrung in das Themengebiet sind sicher im deutsch-
sprachigen Raum das oben bereits genannte Werk von Laux [Laux '95] sowie das Buch von
French [French ’86].

Bei dem beabsichtigten Vergleich von relationaler Entscheidungstheorie und der Entschei-
dungstheorie mit Nutzenfunktionen wird die Gleichung (5.2) von zentraler Bedeutung sein.
Ist @ wie oben gegeben und ist ® € D(AL) ein entsprechendes relationales Entscheidungs-
modell, so werden wir die beiden zugrunde liegenden Modelle als isomorph bezeichnen, wenn
fiir alle a1, a, € AL gilt:

u(az) < u(ay) < Doplay) < Do(ay) (5.3)

Unter den Voraussetzungen der Gleichung (5.3) ist eine Alternative a; € AL einer Alterna-
tive as € AL genau dann im Entscheidungsmodell mit Nutzenfunktion vorzuziehen, wenn
dies auch im relationalen Modell der Fall ist. Insbesondere ist eine Alternative genau dann
im Entscheidungsmodell mit Nutzenfunktion effizient, wenn sie eine fuzzy-effiziente Losung
des entsprechenden relationalen Modells ist. In diesem Sinne sind dann das Entscheidungs-
modell mit Nutzenfunktion und das relationale Modell vergleichbar.

In dem folgenden Kapitel werden wir diese Art der Charakterisierung von Entscheidungs-
modellen verwenden, um die Entscheidungstheorie mit Nutzenfunktion dem relationalen
Entscheidungsmodell gegeniiberzustellen. In Abschnitt 5.2 werden Entscheidungsprobleme
mit einem Zielkriterium betrachtet. Hier werden insbesondere Entscheidungsprobleme unter
Sicherheit, Risiko und Unsicherheit untersucht und nachgewiesen, daf zu jedem Entschei-
dungsmodell mit Nutzenfunktion in diesen Féllen ein isomorphes relationales Modell exi-
stiert. Im Anschlufl werden Entscheidungsmodelle mit mehreren Kriterien analysiert. Bei der
Diskussion wird zwischen Entscheidungsmodellen mit Restriktionen (Abschnitt 5.3.1) und
Entscheidungsproblemen mit mehreren Zielen (Abschnitt 5.3.2) unterschieden. Dabei wird
sich zeigen, daf} die relationale Theorie und die Entscheidungstheorie mit Nutzenfunktion im
zuletzt genannten Fall zu grundsitzlich verschiedenen Modellen fiihren kénnen. Diese Un-
terschiede sollen abschliefend vor dem Hintergrund eines Anwendungsbeispiels (Abschnitt
5.4) diskutiert werden.
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5.2 Entscheidungen mit einem Kriterium

Gegenstand dieses Abschnitts ist die Untersuchung des Zusammenhangs von Entschei-
dungsmodellen mit Nutzenfunktion und relationalen Entscheidungsmodellen fiir den Fall
eines Entscheidungsproblems mit einem Ziel. Die Grundidee ist dabei, jeder Nutzenfunkti-
on ein spezielles mehrwertiges Kriterium derart zuzuordnen, dafl die entsprechenden Ent-
scheidungsmodelle isomorph im Sinne der Gleichung (5.3) sind. Ein solches mehrwertiges
Kriterium wird im folgenden Lemma festgelegt.

5.1 Lemma Fs sei C eine endliche Menge von Konsequenzen und u : C — R eine
Nutzenfunktion eines Entscheidungsmodells. Wir definieren

Uppin 1= rglelél u(c)

sowte

Umag += MAX u(c)

Es sei ferner
T — U
d:R—R T —> -,

Umaz — Umin

WENN Upin F Umaz gilt, und

®:R—R +—> ——

uma:v

WENN Upin = Umaz 4St. Dann definiert die Abbildung
Cou:C—[0,1] c— ®(u(c))
ein mehrwertiges Kriterium im Sinne der Definition 4.1.

Beweis: Wir weisen die Bedingungen (C1) bis (C3) (vgl. Seite 108) fiir C's ,, nach. Dabei
ist der Fall uyin = umax trivial, da in diesem Fall alle Konsequenzen indifferent sind. Es ist
dann Cgp,(c) =1 fiir alle ¢ € C. Diese mehrwertige Relation erfiillt (C1) bis (C3).

Es sei Uiy # Umax- Dann ist ® streng monoton steigend. Aus der Monotonie folgt zusammen
mit Gleichung (5.1) fiir alle ¢y, ¢, € C:

21 © ule) <uler) & Coulc) < Copuler)
Also gilt:
(02 <c A ﬁ CQ) = C@,U(CZ) < CQ,U(Cl)

Somit ist (C1) fiir Cg,, erfiillt.

Wegen der strengen Monotonie von ® folgt zudem Cg(c) = 1 < u(c) = Upax. Somit ist
auch (C2) erfiillt.

Die Bedingung (C3) ist klar.
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5.2 Bemerkung

(i) Esseiu:C — R eine Nutzenfunktion eines Entscheidungsmodells und tmin, Umax € R
wie in Lemma 5.1 definiert. Ist Umin 7 Umax und U @ [Umin, Umax] — [0, 1] streng mo-
noton steigend mit U(umay) = 1, so lafst sich analog zum Beweis des Lemmas 5.1 nach-
weisen, daff C'y,, = W ou stets ein mehrwertiges Kriterium definiert. Alle folgenden
Uberlequngen lassen sich prinzipiell auch fir diese mehrwertigen Kriterien anstellen
und fithren zu analogen Ergebnissen. Man kann zudem zeigen, dafS alle tm folgenden
diskutierten relationalen Entscheidungsmodelle, die wir durch Cs,, festlegen, isomorph
zu Modellen sind, die durch ein mehrwertiges Kriterium Cy,, bestimmt werden.

(ii) Jedes mehrwertige Kriterium, das ein Ziel reprasentiert, kann formal als Nutzenfunk-
tion im Sinne der klassischen Theorie verstanden werden. Die Einschrinkung auf das
Intervall [0, 1] ist dabei nicht relevant, sofern Entscheidungsprobleme mit beschrdnktem
Nutzen betrachtet werden, da diese Entscheidungsmodelle mit Nutzenfunktion im all-
gemeinen invariant gegeniiber linearen, streng monoton steigenden Transformationen
des Wertebereichs der Nutzenfunktion sind (vgl. [Neumann ’53]). Diese Interpretation
von mehrwertigen Entscheidungen als Nutzenfunktionen erlaubt es beispielsweise, Me-
thoden zur Bestimmung von Nutzenfunktionen auch zur Festlegung von mehrwertigen
Entscheidungen zu verwenden.

Trotz dieser Analogien sind die Konzepte von Nutzenfunktionen auf der einen und
mehrwertigen Entscheidungen auf der anderen Seite nicht identisch. So kénnen durch
mehrwertige Kriterien sowohl die Restriktionen als auch die Ziele eines Entschei-
dungsproblems abgebildet werden®. Dies ist in der Nutzentheorie nicht mdoglich. Zudem
ist das Verstindnis eines mehrwertigen Kriteriums als eine mehrwertige Relation ein
wesentlicher Teil des Konzepts der relationalen Entscheidungstheorie. Eine dhnliche
Interpretation ist im allgemeinen fiir Nutzenfunktionen nicht mdoglich.

Wir wenden uns nun den verschiedenen Entscheidungsmodellen mit Nutzenfunktion zu. Da-
bei werden wir die gleichen Kategorien betrachten, die auch schon Gegenstand des Beispiels
4.4 waren.

Zur Vereinfachung der Diskussion dieses Abschnitts treffen wir die folgenden Konventionen:
Es sei im weiteren stets eine endliche Menge von Alternativen AL und eine endliche Menge
C von Konsequenzen gegeben. Ist dann v : C — R eine Nutzenfunktion eines Entschei-
dungsmodells, so sei Cg,, stets das entsprechende nach Lemma 5.1 definierte mehrwertige
Kriterium. Um triviale Fille zu vermeiden, gehen wir ferner davon aus, dafl mit den Be-
zeichnungen des Lemmas 5.1 stets Upin 7# Umae gilt.

5.2.1 Entscheidungen bei Sicherheit

Bei Entscheidungen bei Sicherheit wird in Entscheidungsmodellen mit Nutzenfunktion die
Relation von Alternativen zu Konsequenzen durch eine Abbildung

f: AL —C a+— ¢,

6Dieser Aspekt wird ausfiihrlich in Abschnitt 5.3.1 betrachtet.
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abgebildet (vgl. Beispiel 4.4 (i)). Dabei ist ¢, € C die Konsequenz, die bei der Wahl der
Alternative a € AL eintritt. Optimal sind solche Alternativen a* € AL, die den Wert der
Abbildung 7 := u o f maximieren (vgl. [Laux ’95, S. 25 f.]). Es gilt fiir diese Alternativen:

u(a”) = u(f(a")) = maxu(f(a)).

acAL

Es sei nun ein Entscheidungsproblem bei Sicherheit und ein entsprechendes Entscheidungs-
modell mit Nutzenfunktion gegeben. Wir definieren F': AL — F(C) durch Fla]| := {f(a)}
und betrachten das relationale Entscheidungsmodell © = (AL,C,Cg,, F,I), wobei I ein
beliebiges Inklusionsmaf ist (vgl. Bsp. 4.4 (a)). Fiir alle a € AL gilt:

Do(a) = I(Fla],Cou) = Coulf(a)) = 2(u(f(a))) = @(u(a))
Wegen der strengen Monotonie der Abbildung ® erhalten wir fiir a1, ay € AL:
Dg(al) Z D@(ag) = ﬂ(al) Z ﬂ(ag)

Also ist das relationale Entscheidungsmodell © im Sinne der Gleichung (5.3) isomorph zum
Entscheidungsmodell mit Nutzenfunktion. Insbesondere ist eine Alternative a* € AL genau
dann eine fuzzy-effiziente Losung des relationalen Entscheidungsmodells ©, wenn a* eine
optimale Losung des entsprechenden Entscheidungsmodells mit Nutzenfunktion ist.

5.2.2 Entscheidungen bei Risiko

Wie in Beispiel 4.4 bereits dargestellt, liegt eine Entscheidung bei Risiko vor, wenn die
Relation zwischen Alternativen und Konsequenzen durch ein Wahrscheinlichkeitsmafl be-
schrieben werden kann. Zu diesem Zweck ordnet man bei Entscheidungsmodellen mit Nut-
zenfunktion jeder Alternative a € AL eine (diskrete) Zufallsvariable X, : C — R sowie
eine Verteilungsfunktion ¢, : R — [0,1] derart zu, daB fiir alle ¢ € C der Wert von
Ca(Xo = ¢) := py(c) die Wahrscheinlichkeit angibt, mit der die Konsequenz ¢ bei Wahl der
Altenative a eintritt. Ziel der Optimierung ist es dann, eine Alternative a* € AL derart zu
bestimmen, daf der entsprechende Erwartungswert Eq-(u) := Y . Do+ (c) - u(c) maximiert
wird. Im Sinne der Gleichung (5.2) wird also die Abbildung

u: AL— R ar— Eq(u)

maximiert (vgl. [Laux ’95, S. 149])".

Wir definieren die Abbildung F' : AL — F(C) durch Fla)(c) := p4(c) fiir alle ¢ € C
sowie a € AL und betrachten das relationale Entscheidungsmodell ® = (AL, C, Cg 4, F, Ip).
Dabei verwenden wir das Algebraische Produkt zur Darstellung des Inklusionsmafles Ip. Fiir

0,Q € F(C) ist stets
_ 2eec 9(9) - Q(¢)
IP(O, Q) N Zcec O(C)

"Wir betrachten in dieser Arbeit nur diesen einfachen Fall der Modellbildung bei Entscheidung unter
Risiko. Es sind andere Ansiitze bekannt, die zum Beispiel zusitzlich zum Erwartungswert die Standardab-
weichung der betreffenden Verteilungen beriicksichtigen (vgl. [Laux ’95, 158 f.]). Auch diese Ansétze konnen
prinzipiell durch die Beriicksichtigung weiterer Kriterien bei der Modellbildung in einem relationalen Ent-
scheidungsmodell abgebildet werden.
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Fiir alle a € AL gilt dann:

ZCEC Fla)(c) - C‘b,u(c)
>cec Flaj(c)
(

D eec Pal{c}) - ®(u(c))
2 cce Pal{c})

= ) pal{c})- u(€) = Umin

Ip(Flal,Cs,) =

STt (Zm{c}) () = > pal{e}) um>
_ Balu) = thnin

= O(Ey(w)

= @((a))

Da ® streng monoton steigend ist, folgt auch in diesem Fall fiir alle a,,a, € AL:
D;g(al) > D@(ag) ~ ﬁ(al) > ﬂ(aQ)

Somit ist das relationale Entscheidungsmodell ® im Sinne der Gleichung (5.3) isomorph
zum Modell mit Nutzenfunktion.

5.2.3 Entscheidungen bei Unsicherheit

In Beispiel 4.4 haben wir verschiedene Methoden zur Abbildung von Entscheidungsmodellen
unter Unsicherheit beschrieben. Wir wollen an dieser Stelle nicht alle Anséitze diskutieren,
sondern lediglich die Maximin-Regel von Wald n#dher betrachten. Fiir die {ibrigen Ansétze
lassen sich leicht analoge Schliisse ziehen.

Entscheidungen bei Unsicherheit liegen vor, wenn keine Entscheidungssituation unter Ri-
siko oder Sicherheit besteht. Wie bereits in Beispiel 4.4 erldutert, sieht es der Ansatz von
Wald vor, in diesem Fall die Qualitit einer Alternative a € AL durch die Qualitit der
ungiinstigsten Konsequenz zu bewerten, die sich als Ergebnis der Wahl von a ergeben kann.

In einem Entscheidungsmodell mit Nutzenfunktion kann der Wald’sche Ansatz dargestellt
werden, indem zunéchst die Relation zwischen Alternativen und Konsequenzen durch ei-
ne Abbildung f : AL — p(C) beschreiben wird. Diese weist jeder Alternative a € AL
die Menge der Konsequenzen C, € p(C) zu, die bei Wahl von a realistisch sind. Ziel der
Optimierung ist es dann, die Abbildung

u: AL— R  a+— minu(c)

ceCy

zu maximieren (vgl. [Wald '50] bzw. [Laux ’95, S. 116 f.]).
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Fiir die Modellbildung in einem relationalen Entscheidungsmodell definieren wir die Ab-
bildung F' : AL — F(C) durch Fla] := C, fiir alle « € AL. Es sei dann © =
(AL,C,Cq,, F,IS,) (vgl. Bsp. 4.4 (iii.b)). Wegen der Monotonie von & gilt fiir alle a € AL:

Do(a) = Ty(Flal, Cau)

= min = Cg4(c)
cesupp(Fa])

= min®(u(c))

Cefa

= ®(minu(c)) = P(u(a))

Cefa

Wir erhalten auch hier fiir alle a,,a, € AL:
Dg(al) Z D@(ag) = ﬂ(al) Z ﬂ(ag)

Das relationale Modell © ist also zu dem entsprechenden Entscheidungsmodell mit Nutzen-
funktion isomorph. Alle in Beispiel 4.4 beschriebenen klassischen Ansétze zur Entscheidung
unter Unsicherheit lassen sich analog in ein entsprechendes relationales Modell abbilden.

5.3 Bemerkung Wir fassen die Ergebnisse der obigen Uberlegungen zusammen. Wir ha-
ben in den Abschnitten 5.2.1 bis 5.2.3 gezeigt, dafs sich zu jedem der oben angesprochenen
Entscheidungsmodelle mit Nutzenfunktion ein im Sinne der Gleichung (5.3) isomorphes re-
lationales Entscheidungsmodell angeben lafst, sofern die Mengen der Alternativen und Kon-
sequenzen endlich sind. Demzufolge lassen sich zumindest die Entscheidungsprobleme in
relationalen Modellen abbilden, die auch in den entsprechenden Modellen mit Nutzenfunk-
tion abgebildet werden konnen. Gegeniiber den klassischen Modellen besitzt der relationale
Ansatz den Vorteil, dafS er innerhalb eines einheitlichen theoretischen Rahmens formuliert
wird. Dies erlaubt einerseits eine weitergehende Interpretation der bereits vorhandenen Mo-
dellansdtze (vgl. Beispiel 4.4), erschliefit aber andererseits auch neue Mdglichkeiten fir die
mathematische Modellbildung. Hier ist die mégliche Verwendung von weiteren Inklusionsma-
Ben ebenso zu nennen wie die Abbildung von Entscheidungsproblemen mit mehreren Zielen,
bei denen heterogene Klassen von Information zur Verfiigung stehen. Zudem sind die Kon-
zepte des Abschnitts 4.3 ausschliefSlich auf relationale Entscheidungsmodelle anwendbar.

5.3 Entscheidungen mit mehreren Kriterien

In diesem Abschnitt werden multikriterielle Entscheidungsprobleme betrachtet. Dabei un-
terscheiden wir zwischen zwei Klassen von Problemstellungen, den Entscheidungen mit Re-
striktionen und den Entscheidungen mit mehreren Zielfunktionen. Diese Differenzierung
ist unter dem Gesichtspunkt der relationalen Entscheidungstheorie nicht notwendig, ver-
einfacht jedoch die Diskussion. Im weiteren sei AL eine endliche Menge von Alternativen.
Ferner seien alle vorkommenden Mengen von Konsequenzen ebenfalls endlich.
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5.3.1 Entscheidungsprobleme mit Restriktionen

Es sei ein Entscheidungsproblem mit v > 1 Restriktionen und einem Ziel gegeben. Wir
skizzieren zunichst das prinzipielle Vorgehen bei der Darstellung von Restriktionen in rela-
tionalen Modellen.

Jede Restriktion wird durch eine Menge von Konsequenzen C; sowie eine Konsequenzenfunk-
tion F; : AL — F(C;) dargestellt. Wir definieren fiir i = 1,..., v eine Relation C; € F(C;),
welche die Zuléssigkeit der jeweiligen Konsequenz beschreibt. Ist eine Konsequenz ¢ € C;
zuldssig, so soll C;(c) = 1 gelten. Ist eine Konsequenz ¢ € C; nicht zulissig, so soll Cj(c) =0
gelten. Tm Gegensatz zu klassischen Ansitzen ist hier auch ein gradueller Ubergang von
»zuldssig® zu ,nicht zuldssig® moglich. Die Relationen C} sind offenbar mehrwertige Kri-
terien im Sinne der Definition 4.1. Fiir jede Restriktion definieren wir nun ein relationales
Entscheidungsmodell ®; = (AL, C;, C;, F;, I;). Dabei sind F; und [; fiir alle ¢ € {1,...,v}
von der Klasse der Information abhéingig, die iiber die Relation von Alternative zu Kon-
sequenzen bekannt ist. Hier konnen die gleichen Ansétze verwendet werden, die auch bei
der Darstellung von Zielen ihre Anwendung finden (vgl. Abschnitt 5.2). Das relationale
Entscheidungsmodell, das alle Kriterien abbildet wird dann durch das Modell

@::©0®t©1®t---®tgu

gegeben. Dabei beschreibt ©, € D(AL) das Ziel des Entscheidungsproblems. Das Kartesi-
sche Produkt ®; sei beziiglich einer nullteilerfreien ¢-Norm ¢ : [0, 1]*> — [0, 1] definiert.

Um den relationalen Ansatz mit dem Ansatz zur Entscheidungstheorie mit Nutzenfunktion
zu vergleichen, betrachten wir den Spezialfall eines Entscheidungsproblems bei Sicherheit.
Wir beschreiben zunéchst ein entsprechendes Modell mit Nutzenfunktion.

Das Ziel wird dazu wie in den vorausgegangenen Abschnitten mittels einer Nutzenfunktion
u : Co — R sowie einer Abbildung f, : AL — Cy beschrieben. Zur Definition der Restrik-
tionen betrachtet man fiir ¢ = 1,...,v eine Menge von Konsequenzen C;, eine Teilmenge
C! C p(C;), welche die zuldssigen Konsequenzen beziiglich der i-ten Restriktion umfafit,
sowie eine Abbildung f; : AL — C;, die jeder Alternative ihre Konsequenzen zuordnet.
Eine Alternative a € AL wird fiir i € {1,...,v} als zulédssig beziiglich der i-ten Restriktion
bezeichnet, wenn f;(a) € C; gilt.

Es sei nun

A :i={a € AL; fi(a) € C] fiirallei=1,...,v}

Die Menge A" umfafit alle Alternativen, die beziiglich jeder Restriktion giiltig sind. Sie wird
als die Menge der zuldssigen Alternativen bezeichnet. Wir nehmen an, dal A" # () ist.
Als optimale Losung des Entscheidungsproblems betrachtet man diejenigen Alternativen
a* € AL, fiir die gilt:

ulfofa)) = maxu(fo(a)) = maxa(a)

Dabei ist @ := uo fy (vgl. Abschnitt 5.2.1).

Wir wenden uns der Modellbildung im relationalen Ansatz zu. Es sei dazu zunichst
Dy = (AL, Cy, Co 4, F,I) das isomorphe relationale Modell des Entscheidungsproblems ohne
Beriicksichtigung der Restriktionen (vgl. Abschnitt 5.2.1). Zur Modellierung der Restrik-
tionen sei Fjla] := {fi(a)} fiir alle a € AL sowie C; := C] fiir alle i = 1,...,v. Dabei
identifizieren wir die betreffenden Mengen mit ihrer Zugehorigkeitsfunktion (vgl. S. 52). Die
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relationalen Modelle ©; := (AL, C;, C;, F;, I;) sind unter diesen Voraussetzungen von der
Wabhl der Inklusionsmafle I; unabhéngig (vgl. Bsp. 4.4).

Wir erhalten das relationale Entscheidungsmodell
@ — @0®t@1®t---®tgu

Dabei sei ¢ : [0,1]> — [0, 1] eine beliebige, nullteilerfreie t-Norm. In diesem Entscheidungs-
modell sind alle Kriterien des Entscheidungsproblems abgebildet. Nach dem Homomorphie-
satz 4.10 gilt fiir alle a € AL:

Do,p.om,(a) = (Do, N...NDy,)(a)

{ 1 fi(a) € Clfiirallei=1,...,v

0 sonst

Es ist also Dy, g,. 9,0, = A’. Fiir die mehrwertige Entscheidung D5 des Entscheidungsmo-
dells © gilt:

DD (CL) =

Coula) ac A B O(u(fo((a))) aec A
0 adg A 0 ag A

Fiir alle aq,ay € A’ gilt wegen der Monotonie von ®:
Dg(al) Z D@(ag) = ﬂ(al) Z ﬂ(ag)

Da nach Voraussetzung A’ # () ist, ist a* € AL genau dann eine fuzzy-effiziente Losung des
Modells ®, wenn a* auch eine optimale Losung des Entscheidungsmodells mit Nutzenfunk-
tion ist. Man kann daher auch in diesem Fall von einer Isomorphie des relationalen Modells
und des Entscheidungsmodells mit Nutzenfunktion sprechen, die inhaltlich der Isomorphie
nach Gleichung (5.3) entspricht.

5.4 Bemerkung

(i) In einem relationalen Entscheidungsmodell sind Restriktionen abbildbar, die risiko-
oder unsicherheitsbehaftet sind. Wir verweisen in diesem Zusammenhang auf die
Ausfithrungen des Abschnittes 4.1. Da im relationalen Modell methodisch nicht
zuischen Zielen und Restriktionen unterschieden wird, sind die dort angestellten
Uberlequngen universell auf alle Klassen von Kriterien anwendbar. Bei der Modell-
bildung ist es daher nicht notwendig, daf alle Kriterien mit dem gleichen Inklusions-
maj$ beschrieben werden. So sind auch Probleme darstellbar, bei denen verschiedene
Kategorien von Ungenauigkeit vorliegen.

(ii) Im relationalen Entscheidungsmodell kénnen auch Restriktionen mit graduellen Uber-
giangen dargestellt werden. Wir wollen an dieser Stelle auf eine Diskussion dieser
Médglichkeit verzichten und auf [Bellman "70], [Lai '92] und [Rommelfanger *94] ver-
weisen, wo sich ausfihrliche Darstellungen dieser Thematik finden. Dort werden auch
Anwendungsbeispiele fiir mehrwertige Restriktionen angegeben.
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Wir fassen die bisherigen Ergebnisse des Abschnittes 5 zusammen.

5.5 Bemerkung Jedes Entscheidungsproblem mit einem Zielkriterium, das durch ein Ent-
scheidungsmodell mit Nutzenfunktion abgebildet werden kann, ist auch innerhalb der rela-
tionalen Entscheidungstheorie formulierbar. Dies kann so geschehen, daff die relationalen
Modell isomorph zu den Entscheidungsmodellen mit Nutzenfunktionen sind. Gegeniiber der
Entscheidungstheorie mit Nutzenfunktionen verfiigt die relationale Entscheidungstheorie je-
doch diber erheblich mehr Mdéglichkeiten zur Modellbildung sowie diber ein einheitliche kon-
zeptionelle Grundlagen. Im einzelnen ergeben sich hieraus aus unserer Sicht die folgenden
Vorteile:

e Die Theorie der Inklusionsmafe und ihre Anwendung fir die Darstellung von Unge-
nauigkeit und Information, die wir in Abschnitt 3.4 beschrieben haben, erlauben es,
neuartige Beschreibungen von unvollstindiger Information bei der Darstellung von
Entscheidungsmodellen zu verwenden und bekannte Methoden vor einem neuen Hin-
tergrund zu interpretieren (vgl. Beispiel 4.4). So lassen insbesondere das Konzept des
dualen Inklusionsmafles (vgl. Definition 3.27) sowie die mdglichen Verkniipfungen ver-
schiedener Inklusionsmafe (vgl. Satz 3.22) eine fir die Anwendung spezifische Model-
lierung der Informationsklasse zu. Hier gilt es, in weiteren Untersuchungen ein tieferes
Verstindnis fiir diese Methoden zu entwickeln.

e In einem relationalen Entscheidungsmodell lassen sich auch Entscheidungsprobleme
abbilden, deren Kriterien durch verschiedene Arten von Information charakterisiert
werden. So kénnen beispielsweise Restriktionen durch Wahrscheinlichkeitsverteilungen
modelliert werden, wihrend zur Darstellung des Ziels ein Ansatz gewdhlt wird, der mait
dem Wald’schen Kriterium vergleichbar ist (vgl. Abschnitt 5.2.3).

e Im relationalen Entscheidungsmodell sind auch unscharfe Restriktionen abbildbar. Auf
diese Weise kann eine genauere Beschreibung des Entscheidungsproblems ermdéglicht
werden (vgl. [Bellman 70, Lai "92, Rommelfanger '94]).

5.3.2 Entscheiden mit mehreren Zielen

In den vorausgegangenen Abschnitten haben wir weitreichende Parallelen zwischen der re-
lationalen Entscheidungstheorie und den Entscheidungsmodellen mit Nutzenfunktion fest-
gestellt. Unsere Betrachtungen haben sich dabei auf Entscheidungsmodelle mit einem Ziel
beschrinkt. Demgegeniiber werden die Uberlegungen des folgenden Abschnittes zeigen, daf
sich im Falle der Modellierung von Entscheidungsmodellen mit mehreren Zielkriterien im
allgemeinen wesentliche Unterschiede zwischen relationalen Modellen und Modellen mit Nut-
zenfunktion ergeben. Dazu werden wir zunéchst das Grundproblem der Entscheidungspro-
bleme mit mehreren Zielen skizzieren und notwendige Begriffe einfiihren. Im Anschlufl wer-
den wichtige Eigenschaften relationaler Modelle mit mehreren Zielen gezeigt. Wir werden
insbesondere nachweisen, daf} fuzzy-effiziente Losungen eines relationalen Entscheidungsmo-
dells unter gewissen Voraussetzungen stets als optimale Losungen des zugrunde liegenden
Entscheidungsproblems verstanden werden konnen. Anhand von Beispielen werde dann die
Unterschiede zur klassischen Theorie mit Nutzenfunktion verdeutlicht. Abschlieend wird
in Abschnitt 5.4 ein ausfiihrliches Anwendungsbeispiel angegeben.
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Wir werden die folgenden Betrachtungen bewuf3t auf die Diskussion grundlegender Eigen-
schaften von Entscheidungsproblemen mit mehreren Zielen bei Sicherheit sowie auf Angabe
eines einfachen Beispiels beschrinken. Diese Einschrinkung 148t sich mit Hilfe des Homo-
morphiesatzes 4.10 begriinden. Dort wurde gezeigt, daf3 sich die mehrwertige Entscheidung
eines multikriteriellen Entscheidungsproblems durch den Durchschnitt der mehrwertigen
Entscheidungen bestimmen 1i8t, die die einzelnen Kriterien charakterisieren. Dabei héngen
zwar die einzelnen mehrwertigen Entscheidungen von der Methode der Reprisentation der
Information ab, der verwendete Durchschnitt ist davon jedoch unabhéngig. Daher erscheint
es nicht notwendig, im folgenden Entscheidungsmodelle bei Unsicherheit oder Risiko ge-
sondert zu betrachten. Wir haben zudem bereits in Abschnitt 4.4 darauf hingewiesen, daf§
jedem relationalen Entscheidungsmodell ein symmetrisches Entscheidungsmodell zugeord-
net werden kann. Auch dieses ist unabhingig von der Klasse der zur Verfiigung stehen-
den Information moéglich. Symmetrische Entscheidungsmodelle sowie ihre Unterschiede und
Parallelen zur klassischen Entscheidungstheorie sind jedoch seit lingerem Gegenstand von
Untersuchungen und die Diskussion erscheint hier weitestgehend abgeschlossen. Eine de-
taillierte Beschreibung findet sich unter anderem in dem bereits genannten Buch von L.
Gutsche und H.-J. Zimmermann [Zimmermann '91].

Wir prézisieren zunéchst die Problemstellung und fiihren wesentliche Begriffe ein. Es sei
Entscheidungsproblem {iber einer Menge von Alternativen AL gegeben. Wir nehmen an,
dafl das Entscheidungsproblem v > 1 Ziele besitzt. Jedes Ziel werde durch eine Menge von
Konsequenzen C; sowie eine vollstindige Ordnung <; beschrieben. Dabei soll fiiri =1,...,v
eine Konsequenz cgi) € C; genau dann beziiglich des i-ten Ziels einer Konsequenz cgi) e
vorzuziehen sein, wenn cgi) =i cgi) und cgi) Ai cgi) gilt. Da wir ausschliefllich Entscheidungen
bei Sicherheit betrachten, gehen wir ferner davon aus, dafl die Relation zwischen der Wahl
einer Alternative und ihren Konsequenzen beziiglich des i-ten Ziels durch eine Abbildung

fO AL — ¢ a —s ¢
fiir - = 1,..., v beschrieben wird. Jedes der v Ziele kann also wie ein Ziel eines Entschei-
dungsproblems mit einem Zielkriterium modelliert werden. Wir gehen schliellich davon aus,
dafl eine Nutzenunabhéngigkeit zwischen den Zielen besteht, d. h., dafl die Qualitéit beziiglich
eines Ziels k € {1,...,v} ausschlielich von den Konsequenzen aus C, nicht aber von Kon-
sequenzen aus C, fir A € {1,...,v} \ {x} abhéngt.

Unter den obigen Voraussetzungen heifit eine Alternative a € AL effizient (oder eine effizi-
ente Lisung), wenn keine Alternative a’ € AL derart existiert, dafl gilt:

(1) Vie {1, .. .,I/} : fl(a) = fi(a’)
(11) di e {]_, .. .,V} : fl(a) =i fi(a’) A fi(a’) ﬁz fl(a) .

Ist eine Alternative effizient, so existiert keine Alternative, die in allen Kriterien besser ist.
Offenbar sollte die Lésung des zugrunde liegenden Entscheidungsproblems eine effiziente
Losung sein. Existieren Alternativen ¢’ und a derart, da (i) und (ii) gelten, dal a also
keine effiziente Losung ist, so sagt man auch, dafl ¢’ die Alternative a dominiert.

Wir zeigen nun, daf jede fuzzy-effiziente Losung eines geeigneten relationalen Modells unter
gewissen Voraussetzungen eine effiziente Losung des Entscheidungsproblems ist.
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5.6 Satz Fs sei AL eine endliche Menge von Alternativen. Es sei ferner ein Entscheidungs-
problem mit v > 1 Zielen gegeben. Diese sollen fir 1 = 1,...,v durch Mengen von Konse-
quenzen C;, durch Abbildungen f; : AL — C; sowie durch vollstindige Ordnungsrelationen
=i beschrieben werden. Fir i = 1,...,v sei ©; € D(AL) ein relationales Entscheidungs-
modell, das das i-te Ziel beschreibt. Fiir eine nullteilerfreie t-Norm t : [0,1]? — [0,1] sei

ferner:
D ::@1®t---®tgu

Dann gilt:

(i) Es existiert eine fuzzy-effiziente Lisung des Entscheidungsmodells D, die auch eine
effiziente Léosung des urspringlichen Entscheidungsproblems ist.

(ii) Ist tljo1p2 streng monoton steigend in beiden Komponenten und Dy # 0, so ist jede
fuzzy-effiziente Losung von D eine effiziente Losung des Entscheidungsproblems.

Beweis: zu (i): Es sei ein Entscheidungsproblem mit mehreren Zielen gegeben, das in der
obigen Form beschrieben sei. Ferner sei ©; = (AL,C;,Cy, F;,1;) € D(AL) fiiri = 1,...,v
ein Entscheidungsmodell des i-ten Ziels. Dabei sei fiir e =1,...,v

F,: AL — F(C;) ar— {fi(a)}

Das InklusionsmaB I; : F(C;)*> — [0,1] ist beliebig fiir i = 1,...,v. Wir betrachten die
mehrwertige Entscheidung von ©;. Es ist fiir allea € AL und 1 =1,...,v:

Dy, (a) = L(Fa],C;) = Ci(fia))
Fiir die mehrwertige Entscheidung des Modells ® = 9 ®; ... ®; D, gilt fiir alle a € AL:

Do(a) = #(Ds,(a),t(Ds,(a),. .., t(Ds,_,(a), Do, (a))))
HC1(fi(a)), H(Co(fa(a), - ., HCor(frar(a)), Cu(fi(a)))))

Wir betrachten nun die Menge Er C AL der fuzzy-effizienten Losungen von 2, d. h.

Ep = {a € AL; Dy(a) = sup Dg(a')}
a'€ AL
Da AL endlich ist, ist Er # (. Wir betrachten ferner die Menge E' C E}, der effizienten
Losungen des Entscheidungsproblems, das entsteht, wenn man die Menge der Alternativen
des urspriinglichen Entscheidungsproblems auf Fr einschrinkt. Da Er endlich ist, ist auch
E' # (. Wir weisen nach, daf} jedes Element a € E’ eine effiziente Losung des urspriinglichen
Entscheidungsproblems ist. Wegen E’ C Ep ist dann die Behauptung (i) gezeigt.

Zunichst ist nach Konstruktion klar, das es kein a € Er \ E’ geben kann, das ein Element
a' € E' dominiert, da sonst @’ nicht effizient sein wiirde, also o’ ¢ E’ gilt.

Wir weisen nach, dafl es auch keine Alternative a € AL \ Er und kein o' € E' gibt, so
daf} a die Alternative a’ € E' dominiert. Es folgt dann die Behauptung. Zu diesem Zweck
nehmen wir an, daf§ es ein @ € AL\ Er und ein o' € E' derart gibt, daf a die Alternative
a’ dominiert, d. h. es ist

(a) Vie {1, . .,l/} : fi(a’) =i fl(a)
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(b) di € {1, Ceey l/} : fi(a’) =i fl(a) VAN fi(a’) ﬁz fl(a) .
Wir weisen nach, dafl aus dieser Annahme ein Widerspruch folgt.

Fiir jedes mehrwertige Kriterium C; € F(C;) mit ¢ = 1,..., v gilt wegen der Bedingung
(C1) fiir alle &7, ) € ¢;:

Cilel”) < Cileh)) & Y =i ¢
Es gilt also insbesondere fiir alle a,a’ € AL und fiir alle i =1,...,v:
Ci(fi(d")) < Ci(fi(a)) & fild') =i fi(a)
Da jede t-Norm monoton steigend in beiden Komponenten ist, erhalten wir daher aus (a):
Do(a) = t(Ci(fi(a)),t(Cs(fa(a)), ..., 1(Cpi(fia(a), Cu(fu(a)))))

> H(Ci(f1(a), t(Co(fa(d), - HComr (foma(@), Cu( £ ()

= Do(d)
Da o' € E' C E ist, erhalten wir somit:

Dy(a) > Do(a’) = sup Dp(a”)
a"c AL

Also ist Dy(a) = supgrcar Do(a”) und es folgt a € Er im Widerspruch zur Annahme.

zu (ii): Es sei Er C AL wie oben die Menge aller fuzzy-effizienten Losungen. Wir weisen
nach, daf§ keine Alternativen a € AL\ Er und o’ € Ep derart existieren, dafl a die Alterna-
tive o' dominiert. Dann ist jede Alternative o’ € Er nach Definition eine effiziente Losung.
Auch hier zeigen wir die Behauptung durch die Konstruktion eines Widerspruchs.

Wir nehmen an, daf§ Alternativen a € AL\ Er und o' € Er derart existieren, daf§ a die
Alternative ¢’ dominiert. Da nach Voraussetzung Dy # () gilt, ist dann fiir alle 7 = 1,...,v:

0 < Ci(fila) < Ci(fia))
Zudem existiert ein ¢ € {1,...,v} derart, daf} gilt:
Ci(fi(a) < Ci(fi(a))
Da nach Voraussetzung t|jo 1> streng monoton steigend ist, gilt:
Do(a’) = t(Ci(fi(a)),tH(Ca(f2(d)), ..., t(Cor(fu-1(a)), Cu(fn(d)))))
< 1(C1(f1(a), t(C2(f2(a)), ..., t(Crr(fi-1(a)), Cu(fi(a))))) = Dola)

Insbesondere folgt wegen Dg(a') < Dyp(a), dal sup,icap Do(a”) > Dyp(a') gilt. Also ist
a' ¢ Fr im Widerspruch zur Annahme. n

5.7 Bemerkung

(i) Es ist tminlo,12 nicht streng monoton steigend. t4lj,12 ist streng monoton steigend in
beiden Komponenten.
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(11) Ist die fuzzy-effiziente Lisung des Modells © eindeutig, so ist sie stets eine effiziente
Lésung des Entscheidungsproblems.

Wir wenden uns nun der Modellierung von Entscheidungsproblemen mit mehreren Zielen
im Rahmen der Theorie der Entscheidungsmodelle mit Nutzenfunktion zu. Im Anschlufl
skizzieren wir Unterschiede und Parallelen zur relationalen Entscheidungstheorie.

Erneut sei ein Entscheidungsproblem iiber einer endlichen Menge AL von Alternativen mit
v > 1 Zielen gegeben. Jedes Ziel werde wie oben durch eine Menge C; von Konsequenzen,
durch eine Abbildung f; : AL — C; a+— ) sowie durch eine vollstdndige Ordnung =<;
beschrieben. Wie oben seien die Ziele nutzenunabhingig. Wir gehen schliefilich davon aus,
dafl Nutzenfunktionen u; : C; — R gegeben seien, die fiir ¢« = 1,..., v die jeweiligen Ziele
gemif Gleichung (5.1) beschreiben.

Ein haufig verwendeter Ansatz ist in diesem Fall, eine Abbildung
Ut AL— R ar— Y v ulfila) (5.4)
i=1

mit y; € R, v > 0 fiir ¢ = 1,...,v zu definieren (vgl. [Laux '95, S. 86 f.]). Zudem wird
hiufig 7 | 7 = 1 angenommen. Es sind diejenigen Alternativen a* € AL optimal, fiir die
gilt:
u(a*) = sup u(a)
acAL

Mit dieser Art der Modellierung ist das Entscheidungsmodell mit Nutzenfunktion im all-
gemeinen nicht zu einem entsprechenden relationalen Entscheidungsmodell isomorph. Die
Mengen der optimalen Losungen und der fuzzy-effizienten Losungen sind im allgemeinen
verschieden. Wir geben zur Verdeutlichung ein einfaches Beispiel an.

5.8 Beispiel FEs sei [a,b] C R eine Menge von Alternativen. Wir betrachten ein Ent-
schetdungsproblem mit zwei Zielen. Diese seien beziiglich der Mengen von Konsequenzen
C1 =Cy =[c,d C R] gegeben. Wir nehmen an, daf$ die Relation zwischen Alternativen und
Konsequenzen durch die linearen Abbildungen

f1:[a,b] — [e,d] ﬁHW"—C
fo i [a,b] — [e,d] xHWﬁLC

beschrieben werden. Es ist dann fi(a) = fo(b) = ¢ und f1(b) = fa(a) = d. Ferner seien
mehrwertige Kriterien C; € F([c,d]) sowie Nutzenfunktionen u; : [¢,d] — R firi = 1,2
derart gegeben, daff fir x € [e,d] und i = 1,2 gilt:
r—c
Oi = U; =
(@) = ) = 2=
Wir definieren die relationalen Entscheidungsmodelle ©; = ([a,b],[c,d], C;, fi, L;) fir i =
1,2 mit beliebigen Inklusionsmafen 1; : F([c,d])*> — [0, 1]. Es ist dann

Dy, (2) = Ci(fi(a)) = wi(fu(a)) = T—
b—ux

Do, () = Ca(fa()) = ua(f2())

:b—a
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INY

Abbildung 5.1: Graph von u, fiir v = i, %,

wiN

Da fiir alle xy1, x5 € [a,b] mit x1 # xo stets

Ci(fi(z1)) = wi(fi(21)) > Ci(fi(z2)) = ui(fi(z2))
Vo Co(falm1)) = ua(foz1)) > Colfo(w2)) = ua(fo(w2))

gilt, ist jede Alternative x € [a,b] eine effiziente Lisung des Entscheidungsproblems. Wir
wollen tm folgenden untersuchen, welche fuzzy-effizienten bzw. optimalen Losungen durch
ein relationales Modell und durch verschiedene Modelle mit Nutzenfunktion beschrieben wer-
den.

Wir betrachten zundchst das relationale Entscheidungsmodell ® = 9, ®;, 9. Dabei ist
ta @ [0,1]> — [0,1] das Algebraische Produkt. GemdfS Beispiel 4.12 gilt dann fiir alle
x € [a,b]:

(x —a)(b—x)

Dolw) = == %

Die eindeutige fuzzy-effiziente Losung des Entscheidungsmodells ® lautet x* = %(b +a). In
Abbildung 4.2 (S. 117) sind die Graphen der mehrwertigen Entscheidungen D1, ©9 und D
aufgetragen.

Wir wenden uns dem Ansatz mit Nutzenfunktion zu. Zu diesem Zweck sei fir v €]0,1]
definiert:
Uy:fa, 0] — Rz — v w(fi(z) + (1= 7) - ua(fe(z))

Dies ist stets eine Nutzenfunktion im Sinne der Gleichung (5.4). Uber den Parameter
kénnen die Ziele unterschiedlich gewichtet werden. Wir wollen untersuchen, welche optima-
len Losungen durch die Abbildung u., in Abhdngigkeit von v beschrieben werden.
FEs ist fir alle v €]0, 1[:

oy 2y-1 (A-=7)b—1ra

Uy () = b_ax—l— b—a)

Die Abbildung u., ist also stets linear. Fiiry < % ist die Steigung negativ, fir v > % positiv.
Fiirv = % ist sie Null. Wir erhalten daher in Abhdngigkeit von v die folgenden Mengen X* C
[a,b] als Menge der optimalen Lisungen des Entscheidungsmodells mit Nutzenfunktion:
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d-

Y (c+d)

d d

Abbildung 5.4: Indifferenzkurven v = % Abbildung 5.5: Indifferenzkurven v = %

Parameter | Losungen
0<y<i| X*={a}

y=35 | X" =lab]
s<y<l| X*={b}

Insbesondere existiert kein Parameter vy €)0,1] derart, daf$ die Menge der fuzzy-effizienten
Losungen von © mit der Menge X* der optimalen Lisung des Entscheidungsmodells mit
Nutzenfunktion dbereinstimmt. Zur Veranschaulichung der Uberlequng ist in Abbildung 5.1
die Funktion u., fir vy = i, %, % aufgetragen. Man kann die Giltigkeit der obigen Tabelle fiir

die eingezeichneten Funktionen leicht ablesen.
Um die Unterschiede zwischen dem relationalen Ansatz und den Entscheidungsmodellen mit
Nutzenfunktion weiter zu verdeutlichen, wollen wir die Indifferenzkurven der verschiedenen
Modelle miteinander vergleichen. Zu diesem Zweck stellen wir fiir den Falle des relationalen
Modells diejenigen Tupel (cyi,c2) € [c,d)* dar, fir die gilt:

ta(Ci(er), Ca(c2)) = a
Dabei ist o € [0, 1] (vgl. Abschnitt 4.6). Im Falle der Entscheidungsmodelle mit Nutzenfunk-

tion kennzeichnen wir diejenigen Tupel (ci,co) € [c,d)?, fir die

v-ur(er) + (1 —7) - uz(ez) = «
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mit o € [0,1] ist. Fir v €]0,1] sind dies diejenigen Konsequenzen, beziiglich derer der
Gesamtnutzen indifferent ist. Wir betrachten hier wie oben die Fille v = i, %, %
In Abbildung 5.2 sind die [@diﬁerenzkurven des relationalen Entscheidungsmodells © auf-
getragen. Um eine grofiere Ubersichtlichkeit zu gewdhrleisten, haben wir lediglich die Indif-
ferenzkurven fir o = 0.1,0.2,0.3,0.5 und 0.7 in die Abbildung eingetragen. Zudem ist die
Menge

A= A{h(@), f2(2))}

z€a,b]

in die Abbildung eingezeichnet. Sie umfafst alle Paare von Konsequenzen, die aus der Wahl
einer Alternative x € [a,b] enstehen kénnen.

Man erkennt, daf8 das optimale Paar von Konsequenzen aus A’ das Paar (3(c+d), 3 (c+d))
ist. Bs qilt

fi(z(a+0)) = fo(5(a+1b) = 5(c+d)
Folglich bestitigt sich, daff x* = %(a +b) die fuzzy-effiziente Lisung von © ist.

In den Abbildungen 5.3, 5./ und 5.5 sind die Indifferenzkurven der Entscheidungsmodelle
mit Nutzenfunktion fir die Parameter v = i, %, % dargestellt. Auch hier haben wir lediglich
die Indifferenzkurven fir o = 0.1,0.2,0.3,0.5 und 0.7 in die Abbildungen eingetragen.

Es lafst sich erkennen, daff im Falle v = i (Abbildung 5.3) das Paar (c,d) das optimale
Konsequenzenpaar aus A’ ist. Es ist fi(a) = ¢ und fy(a) = d. Folglich ist a die optimale
Lésung des Entscheidungsmodells mit Nutzenfunktion. Das optimale Konsequenzenpaar im
Falle v = 2 (Abbildung 5.4) wird durch (d, c) gegeben. Hier folgt, daf8 b die optimale Lisung
ist. Schlieflich wird klar, daf$ alle Paare von Konsequenzen aus A’ im Falle v = % indifferent
sind, da sie samtlich auf der Indifferenzkurve von a = % lregen.

Keines der dargestellten Entscheidungsmodelle ist zu dem anderen isomorph, da sich in al-
len Fillen die Indifferenzkurven zweier Modelle schneiden. Daher wird klar, daf in dem hier
skizzierten Fall kein, zum relationalen Entscheidungsmodell isomorphes Modell mit Nutzen-
funktion existiert, das mittels des obigen Ansatzes modelliert werden kann.

5.9 Bemerkung

(i) Wir haben in Beispiel 5.8 gezeigt, daf$ sich relationale Entscheidungsmodelle im all-
gemeinen von Entscheidungsmodellen mit Nutzenfunktion unterscheiden. Dies ist kei-
neswegs notwendig, sondern vom zugrunde liegenden Entscheidungsproblem abhdngig.
So existieren Entscheidungsprobleme, bei denen beide Konzepte zu isomorphen Model-
len fiihren (dies ist insbesondere bei nur einem Ziel der Fall). Diese Vergleichbarkeit
ist jedoch empirischer und nicht grundsdtzlicher Natur.

(i) Wie bereits erwihnt, sind zahlreiche andere Ansdtze zur Beschreibung der optima-
len Losung bei Entscheidungsproblemen mit mehreren Zielen im Rahmen der Nut-
zentheorie bekannt. So wird beispielsweise im Falle von v Zielkriterien gelegentlich
eine beliebige (streng) monoton steigende Abbildung g : R — R betrachtet (vgl.
[Zimmermann 91, S. 110]). Man definiert dann

u(a) := g(ui(a),...,u,(a))
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Eine Losung a* € AL heifit optimal, wenn u(a*) = sup,ca, u(a) gilt. Wie im Beweis
zu Satz 5.6 kann man nachweisen, dafl jede optimale Lisung dieser Art eine effiziente
Losung des Entscheidungsproblems ist, wenn die Abbildung g streng monoton ist. Die
oben betrachtete Funktion aus Gleichung (5.4) ist ein Spezialfall dieses Verfahrens.

Offenbar kann vor dem Hintergrund eines solchen, sehr allgemeinen Ansatzes jedes
relationale Entscheidungsmodell letztlich als Modell mit Nutzenfunktion interpretiert
werden, da jede t-Norm — und damit auch jede Verkettung von t-Normen — monoton
steigend ist. Allerdings erscheint uns diese Auffassung aus mehreren Griinden nicht
zweckmdaf$ig. So unterscheiden sich die Ansdtze zur Entscheidungstheorie mit Nutzen-
funktion methodisch grundsdtzlich von dem Ansatz der relationalen Entscheidungstheo-
rie. Kein klassischer Ansatz lifit sich aus der Anwendung einer mehrwertigen Logik
ableiten, wie dies bei der relationalen Theorie der Fall ist. Die t-Normen sind daher
auch keine beliebigen Abbildungen, sondern sie unterliegen einer genauen Axiomatik,
aus welcher sich letztlich die Plausibilitit des gesamten Ansatzes ableiten lGfst.

Schliefilich zeigen sich insbesondere im Falle der Beschreibung von Ungenauigkeit und
unwvollstindiger Information weitere grundsdtzliche Unterschiede. Im relationalen An-
satz konnen beliebige Klassen von Information im Rahmen eines einheitlichen theore-
tischen Konzeptes abgebildet werden. Dies ist in der klassischen Theorie nicht mdéglich.

5.4 Ein Anwendungsbeispiel: Online-Routing-Systeme

Die Uberlegungen des Abschnittes 5.3.2 haben deutlich gemacht, da$ sich relationale Ent-
scheidungsmodelle von Modellen mit Nutzenfunktion unterscheiden. Sie haben nicht gezeigt,
daf} einer der beiden Ansétze prinzipiell sinnvoller als der andere ist oder zwangsldufig zu
zweckméfligen Ergebnissen fiihrt. Eine solche Aussage kann letztlich nur vor dem Hinter-
grund der spezifischen Problemstellung erfolgen und auch hier wird ein endgiiltiges Urteil
nicht zu erwarten sein, wenn die optimale Entscheidung nicht a priori bekannt ist. In diesen
Fillen erscheint es jedoch ohnehin sinnvoller, einen deskriptiven® Ansatz zur Entscheidungs-
theorie zu wihlen. Demgegeniiber handelt es sich sowohl bei den vorgestellten Modellen mit
Nutzenfunktion wie auch bei den relationalen Anséitzen um normative Ansitze zur Ent-
scheidungstheorie, d. h. es handelt sich um Methoden, die zeigen, wie Entscheidungen bei
Entscheidungsproblemen rational getroffen werden kénnen (vgl. [Laux ’95, S. 3,4]). Daher
wird man auch in der Anwendung selten zu objektiven Aussagen iiber die Eignung der ver-
schiedenen Ansitze gelangen konnen, da die Rationalitdt und mithin auch die Objektivitét
selbst Gegenstand der Modelle ist.

Vor diesem Hintergrund ergeben sich fiir den folgenden Abschnittes zweierlei Zielsetzungen.
Zum einen soll ein konkretes Beispiel fiir die Anwendung der relationalen Entscheidungstheo-
rie in der Praxis gegeben werden. Dies wird die Methode der Modellierung verdeutlichen.

8Bei Laux [Laux 95, S. 3] findet sich die folgende Definition:

,Die deskriptive Entscheidungstheorie will beschreiben, wie in der Realitdt Entscheidungen
getroffen werden, und erkliren, warum sie gerade so und nicht anders zustande kommen. Thr
Ziel ist es, empirisch gehaltvolle Hypothesen iiber das Verhalten von Individuen und Gruppen
im Entscheidungsprozess zu finden, mit deren Hilfe bei Kenntnis der jeweiligen konkreten
Entscheidungssituation Entscheidungen prognostiziert werden kénnen.“

Auch in der deskriptiven Entscheidungstheorie finden mathematische Modelle ihre Anwendung (vgl. z. B.
[Hersh ’76, Zimmermann ’82]).
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Zum zweiten sollen erneut die Unterschiede zwischen einem relationalen Modell und einem
Entscheidungsmodell mit Nutzenfunktion aufgezeigt und verdeutlicht werden. Dabei ist es
aus den oben genannten Griinden nicht unser Ziel, ein endgiiltiges Urteil iiber die Eignung
der beiden Methoden zu fillen.

Bei der angesprochenen Anwendung handelt es sich um die Modellierung eines Online-
Routing-Systems fiir den Straflenverkehr. Dieses wurde im Rahmen einer Kooperation der
Fachbereiche Physik und Mathematik an der Gerhard-Mercator-Universitdt Duisburg ent-
wickelt und anhand realistischer Verkehrsdaten getestet. Ansatzpunkt fiir die Untersuchung
war, daf} die Zunahme des Straflenverkehrs in den letzten Jahren, das steigende Bediirfnis
nach Mobilitdt innerhalb der Bevilkerung sowie die erkennbaren Kapazititsgrenzen des
Verkehrstrigers Strafle in der jiingeren Vergangenheit zu einem wachsenden Interesse an
Online-Routing-Systemen fiir den Straflenverkehr gefiihrt haben [Esser ‘97 B|. Das Ziel sol-
cher Systeme ist es, den Verkehrsteilnehmer kontinuierlich mit Informationen iiber den ak-
tuellen Verkehrszustand zu versorgen und auf Basis dieser Informationen Vorschlige fiir den
zur Zeit besten Reiseweg zu unterbreiten. Ein , bester” Reiseweg wird im allgemeinen von
verschiedenen Kriterien abhéingen. Wichtig sind dabei sicher die aktuelle Reisezeit und die
Linge des betreffenden Weges. Zusétzlich konnen Kriterien wie die Einfachheit des Weges
(dies sind zum Beispiel Wege mit wenigen Abbiegungen), der verwendete Strafentyp (so
ist es etwa nur in Ausnahmeféllen zweckméfig, Routen durch verkehrsberuhigte Stralen zu
wihlen), die Verkehrsdichte sowie der zukiinftige Verkehrszustand eine Rolle bei der Bewer-
tung der Routen spielen (vgl. [Laak '97]). Aus dem Blickwinkel der Entscheidungstheorie
handelt es sich hier um ein Entscheidungsproblem mit einer endlichen Menge von Alterna-
tiven (den verschiedenen moglichen Wegen) und mehreren Zielkriterien, die gegebenenfalls
unsicherheitsbehaftet sind.

Wir werden im folgenden Ansétze zur mathematischen Modellierung eines Online-Routing-
Systems auf der Basis von Nutzenfunktionen einerseits und im Rahmen der relationalen
Entscheidungstheorie andererseits vorstellen und vor dem Hintergrund realistischer Ver-
kehrsdaten miteinander vergleichen. Dabei werden wir uns auf die Betrachtung von lediglich
zwei der moglichen Kriterien beschrinken, um den beabsichtigten Vergleich zu vereinfachen.
Diese werden die Reisezeit und die Linge der entsprechenden Wege sein®. Das Vorgehen
wird das folgende sein. Wir werden zunichst die mathematische Modellierung der Entschei-
dungsmodelle fiir die vorliegende Anwendung beschreiben. Im Anschluf} skizzieren wir die
wesentlichen Parameter der Testdaten sowie die verwendeten Methoden zu ihrer Erzeugung.
Schliefilich werden wir die Ergebnisse der Untersuchung vorstellen und diskutieren.

Modellierung der Entscheidungsmodelle. Wir beginnen mit der Modellierung des
Verkehrsnetzes und seiner relevanten Daten.

Darstellung des Verkehrsnetzes. Das Verkehrsnetz wird durch einen gerichteten Graphen
dargestellt. Die Menge der Knoten des Graphen sei mit K bezeichnet. Sie stellt die Menge
der moglichen Start- und Zielorte im Verkehrsnetz dar. Das Paar (4,7) € K? gehort genau
dann zur Menge V' C K? der Kanten des Graphen, wenn der Knoten j von dem Knoten i

aus erreicht werden kann, ohne dafl dabei ein weiterer Konten beriihrt wird. Es sei ferner
die Abbildung

Ly :V — R"

9Untersuchungen, die auch andere Kriterien beriicksichtigen, finden sich bei [Laak ’97] und [Annen ’99)].
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gegeben, die jeder Kante die Linge des korrespondierenden realen Weges zuordnet. Schlief3-
lich sei
Ty :V xRt — RT

gegeben. Fiir v € V und t € R sei Ty (v, t) die Zeit, die ben6tigt wird, um die Kante v zum
Zeitpunkt ¢ zu passieren.

Unter einem Weg vom Start ¢ € K zum Ziel j € K mit ¢ # j verstehen wir eine Familie von
Kanten W = (iy, jx)(1<k<v) C V, fiir die gilt:

(i) 4 =dund j, =
(ii) Fiir alle 1 <k < vist jg = ixt1
Wir nennen den Weg kreisfrei, wenn zudem gilt:
(iii) Fiir alle x, A € {i1,...,7,} mit kK # X\ ist i, 7 ix.

Die Menge aller kreisfreien Wege in einem Graphen von einem Start ¢ zu einem Ziel j sei
mit 20;; bezeichnet. Es ist 20;; C p(V'). Die Lénge eines kreisfreien Weges von ¢ nach j ist
dann gegeben durch
L:2; — RN W > Ly(v)
veW

Entsprechend 148t sich die aktuelle Reisezeit zum einem Zeitpunkt ¢ eines Weges durch

T:90; xRY —RY W+ ) Ty(v,t)

veW

beschreiben.

Formulierung des Entscheidungsproblems. Mit den obigen Bezeichnungen 148t sich das Ent-
scheidungsproblem wie folgt formulieren. Finde zu gegebenem Start ¢ € K und Ziel j € K
zu einem Zeitpunkt ¢ denjenigen Weg W € 20;;, der Reisezeit und Weglédnge gleichermaflen
minimiert. Diese Zielsetzung wird formal durch die Formel

(LW, T(W, 1)) "5 min (5.5)

wiedergegeben.

Das Entscheidungsmodell mit Nutzenfunktion. Wir wenden uns der Modellierung eines Ent-
scheidungsmodells mit Nutzenfunktion fiir das Entscheidungsproblem (5.5) zu. Dabei gehen
wir davon aus, dafl der Nutzen in beiden Zielen negativ proportional zu den jeweiligen Ziel-
groflen wichst. Um die Vergleichbarkeit der Ziele herzustellen, werden die beiden Zielgréfen
zudem normiert. Es sei zu diesem Zweck fiir einen gegebenen Start : € K, ein Ziel j € K
sowie einen Zeitpunkt ¢

L™ = Wrrelzlzgi]—L(W) (5.6)
und
TR = min T(W,t) (5.7)

Wew;;
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Abbildung 5.6: Zugehorigkeitsfunktion Ms.4 1.4

Die Zielfunktion des Entscheidungsmodells mit Nutzenfunktion wird dann gegeben durch
LLOV) | 6 T(W,)
oL T T

©J,t

Dabei haben wir eine starke Priferenz auf die Reisezeit des Weges gelegt, was durch die

Faktoren % bzw. g ausgedriickt wird. Ein Weg W* € 20;; ist eine optimale Losung des

Entscheidungsmodells mit Nutzenfunktion, wenn gilt:

u(W) = Wr/ré%cuu(W)
Das relationale Entscheidungsmodell. Im folgenden beschreiben wir die Modellierung eines
relationalen Entscheidungsmodells fiir das Entscheidungsproblem (5.5). Zu diesem Zweck
definieren wir zundchst die Abbildung

Msq:R—[0,1] T — %(1 — tanh(f (z — d)))

Mehrwertige Relationen, welche Zugehdorigkeitsfunktionen von der Klasse Mp 4 besitzen,
wurden bereits hdufiger zur Darstellung von Entscheidungsproblemen verwendet (vgl.
[Rommelfanger 94, S. 173]). Es handelt sich um so genannte s-férmige Funktionen. Abbil-
dungen mit dhnlichen Formen erwiesen sich in empirischen Untersuchungen als besonders
geeignet zur Darstellung von mehrwertigen Kriterien (vgl. [Hersh '76]). Man beachte, daf
Mg 4(d) = 0.5 gilt. Der Wert von [ bestimmt die Kriimmung der Kurve. In Abbildung
5.6 ist eine entsprechende Zugehorigkeitsfunktion fiir die Parameter 5 = 3.4 und d = 1.4
aufgezeichnet.

Wir betrachten erneut das Entscheidungsproblem (5.5) fiir einen vorgegebenen Start i, ein
Ziel 7 sowie einen Zeitpunkt ¢. Die mehrwertigen Kriterien des relationalen Modells werden

iiber der Menge von Konsequenzen [L{}", oc] im Falle der Wegléinge und [T}}}", oo] fiir die

Reisezeit definiert. Dabei sind L™ und T;7" wie in (5.6) und (5.7) definiert. Es sei
M3 4,1.4 (anm) '
Cr(z) = -
1) M34,14(1)
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min/\
a) 1.5xT -

ij,

N
b) LSsTid e ,

.. >
1.t I LR

Ly 1.5%L 5" 2+L "

Abbildung 5.7: Indifferenzkurven der Entscheidungsmodelle

das mehrwertige Kriterium, welches die Reisezeiten beurteilt. Dabei geben die Exponen-
ten % und g eine unterschiedliche Gewichtung der Kriterien wieder, die nach Yager (vgl.
[Yager '78]) der Gewichtung der linearen Nutzenfunktion aus Gleichung (5.8) entsprechen
soll. Durch die Division mit Mj541.4(1) erfolgt eine Normierung der mehrwertigen Relationen,
d. h. es ist
CL(LF") = Cr(TH") =1
Zur Darstellung des Kriteriums Weglédnge betrachten wir ein relationales Entscheidungsmo-
dell ®;, € D(2;;) mit
Dy, = (W, [LF", o0], Cr, L', T)
Dabei ist L' : ;; — p([L™",00]) W +—— {L(W)} und I ein beliebiges Inklusions-
maf. Entsprechend wird das Kriterium Reisezeit durch ein relationales Entscheidungsmodell
D1 € D(2W,;) der Form

Or = (miﬁ [jlfwtlna OO], CT) Tla I)
mit " : Wy; — p([T5", 00]) W — {T(W,t)} beschrieben. Auch hier ist T ein beliebiges
Inklusionsmaf.

Das relationale Entscheidungsmodell zur Bewertung beider Kriterien wird dann durch
D=9 Q, D7

gegeben. Hierbei wird das Algebraische Produkt zur Darstellung der entsprechenden Kar-
tesischen Produkte verwendet. Mit dem Homomorphiesatz 4.10 folgt fiir die mehrwertige
Entscheidung Dy € F(20;;) des Modells ® fiir alle W € 20;;:

Do(W) = CL(L(W)) - Cp(T(W,1))

~
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M;41.4(1) M;41.4(1)

Fuzzy-effizient sind diejenigen Wege W* € 20, fiir die gilt:

Do(W*) = sup Dgp(W)
We;;

In Abbildung 5.7 sind zur Verdeutlichung die Indifferenzkurven beider Modellanséitze auf-
getragen. In Abbildung 5.7 a) sind die Kurven des klassischen Modells mit Nutzenfunktion
dargestellt. In Abbildung 5.7 b) finden sich die entsprechenden Indifferenzkurven fiir den
relationalen Ansatz. Wie schon in Abschnitt 4.6 und Beispiel 5.8 wird deutlich, daf} die
beiden Modellbildungen nicht isomorph sind.

Beschreibung des Versuchsumfeldes. Als Datengrundlage fiir den Vergleich der beiden
Entscheidungsmodelle werden Verkehrsdaten aus dem Innenstadtbereich der Stadt Duisburg
verwendet. Prinzipiell ist die flichendeckende Erhebung von Verkehrsdaten in Form von di-
rekten Messungen mit grolem technischen Aufwand verbunden. In dem vorliegenden Fall
wurde daher der aktuelle Verkehrszustand aus lokalen Messungen durch eine mikroskopi-
sche Simulation extrapoliert. Eingabedaten waren dabei die Daten von 205 kommunalen
Zéhlschleifen aus dem Duisburger Stadtgebiet. Diese wurden zu 51 MeBpunkten zusam-
mengefaflt. Bei den verwendeten Daten handelt es sich also nicht um reale Verkehrsdaten,
sondern um Daten, die den realen Verkehrsdaten &dhnlich sind und ein realistisches Bild
der Verkehrslage wiedergeben. Grundlegende Informationen zu dem verwendeten Verfah-
ren finden sich in [Nagel 92]. Detaillierte Ausfiihrungen zu der Simulation der Innenstadt
von Duisburg sowie Abschéitzungen zur Qualitéit der erzeugten Daten sind den Arbeiten
[Esser 97 A] und [Esser '97 B] zu entnehmen.!® Das betrachtet Strafiennetz und die Mef3-
stellen sind in Abbildung 5.8 dargestellt.

Das Straflennetz der Stadt Duisburg wurde fiir die Untersuchung in einem vereinfachten
Graphen mit 107 Knoten und 280 Kanten abgebildet. Die beriicksichtigten Straflen sind
ebenfalls in Abbildung 5.8 zu erkennen. Auf Basis des oben erwiéhnten Modells wurden fiir
den Zeitraum von Dienstag, dem 1.4.1997 (12.00 Uhr), bis zum Mittwoch, dem 2.4.1997
(12.00 Uhr), die Reisezeiten auf allen Kanten in miniitlichen Abstinden berechnet. Das
verwendete Verfahren zur Messung der Reisezeiten ist ebenfalls in [Esser '97 B| zu finden.

Ergebnisse. Im folgenden sollen die Ergebnisse der beiden Entscheidungsmodelle mitein-
ander verglichen werden. Zu diesem Zweck werden zufillig 2994 Knotenpaare und Zeitpunkte
ausgewihlt und jeweils ein optimaler Weg beziiglich des Modells mit Nutzenfunktion sowie
ein fuzzy-effizienter Weg im relationalen Modell bestimmt.

In 465 (15,5%) Féllen ergeben sich dabei bei beiden Verfahren unterschiedliche Wege. In
allen iibrigen Fillen sind die gewéhlten Wege identisch. Hierunter fallen 474 (15,8%) Fille,
in denen Wege gewihlt werden, die sowohl die optimale Reisezeit als auch die optimale
Wegstrecke besitzen. Diese (trivialen) Félle werden stets von beiden Ansétzen ermittelt.

OWeitere Informationen zu den Grundlagen und der Implementierung der Simulation sind unter der In-
ternetadresse http://www.traffic.uni-duisburg.de/ OLSIM /olsim.html abrufbar. Dort wird auch der aktuelle
Verkehrszustand im Innenstadtgebiet dargestellt.
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Abbildung 5.8: Das Straflennetz der Stadt Duisburg mit Mef3stellen

Alle Reisezeiten liegen in dem Intervall von 3 Minuten 45 Sekunden bis 12 Minuten und 9
Sekunden. Die mittlere Reisezeit aller Wege ist 6 Minuten und 8 Sekunden. Die Linge der
Wege liegt zwischen 3 und 8.49 km bei einem Mittel von 4.3 km.

Wir wollen im folgenden vor allem die Félle betrachten, fiir die der optimale Weg und der
fuzzy-effiziente Weg verschieden sind. Zu diesem Zweck werden zu allen berechneten We-
gen die entsprechenden Reisezeiten und die Weglénge ermittelt. Zusitzlich wird jeweils die
minimal mogliche Reisezeit (777}") und die minimal mogliche Wegstrecke (LJ5™) bestimmt.
Fiir jeden Weg W;,;, der berechnet wurde, wird das Tupel

YR
L(W) T(W,t)
L?];in’ T;r}in

15,t

bestimmt. Dieses gibt in beiden Koordinaten die relative Abweichung dieses Weges zu dem
Weg an, der in beiden Grofen optimal wire!!.

In Abbildung 5.9 haben wir diese Art der Darstellung verwendet, um die Wege darzustellen,
bei denen der fuzzy-effiziente Weg und der optimale Weg iibereinstimmen. Deutlich ist zu
erkennen, daf} die Reisezeit der gewdhlten Wege die jeweils optimale Reisezeit hochstens
um 10% iibertreffen. Hingegen sind in der Weglinge Abweichungen von bis zu ca. 70%
zu beobachten. Hier schldgt sich die hohere Gewichtung der Reisezeit in beiden Modellen
nieder.

Um die Wege zu vergleichen, in denen beide Ansétze zu verschiedenen Resultaten fiihren,
haben wir in Abbildung 5.10 und Abbildung 5.11 jeweils die entsprechenden Werte fiir das
Modell mit Nutzenfunktion (Abbildung 5.10) und fiir das relationale Modell (Abbildung
5.11) aufgetragen. Zudem wird die Haufigkeit des Vorkommens der jeweiligen Abweichung

"Ein solcher Weg existiert tatséichlich nur in 474 Féllen (s. o.).
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Relative Qualitdt der gewdhlten Wege
(optimal = fuzzy-eftizient / 2529 Datenpunkte)

2,2

2,0

1,8

min
t

T
i

1,6

Tw)/

1,4

1,2

1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2
L(w)/ L

Abbildung 5.9: Routen mit gleicher Qualitit

vom Optimum erfafit. Eine Darstellung der entsprechenden Histogramme wird in den Ab-
bildungen 5.12 und 5.13 gegeben. Die entsprechenden Zahlen finden sich in den Tabellen 5.1
und 5.2.

Erneut 148t sich in beiden Féllen die starke Gewichtung des Kriteriums Reisezeit gegeniiber
dem Kriterium Weglédnge erkennen. Dies bestétigt sich bei der Betrachtung der entspre-
chenden Histogramme. So wird in dem Modell mit Nutzenfunktion in 83 % der Fille der
Weg mit der optimalen Reisezeit gewéhlt. Bei den iibrigen 17 % der Fille liegt die Abwei-
chung vom Optimum unterhalb von 10 %. Im Mittel 148t das Modell mit Nutzenfunktion
lediglich eine Abweichung von 0,202 % gegeniiber der optimalen Reisezeit zu. Betrachtet
man demgegeniiber die entsprechenden Weglidngen, so ist auffillig, dafl die grofite Klasse
der auftretenden Lingen (34 % der betreffenden Wege) um 20 % bis 30 % oberhalb des
Minimums liegen. Auch der Mittelwert der Abweichung von 34,5 % macht die hohe Ge-
wichtung des Kriteriums Reisezeit gegeniiber der Weglédnge deutlich. Im Maximum liegt die
Uberschreitung der minimalen Wegléinge bei 120 % (Faktor 2,2). Es wird nie der kiirzeste
Weg gewihlt.

Bei der Betrachtung des relationalen Modells bestédtigen sich zwar die grundsitzlichen
Beobachtungen, allerdings fillt die Priorisierung des Kriteriums Reisezeit gegeniiber der
Weglidnge nicht ganz so extrem wie im Modell mit Nutzenfunktion aus. So ist auch hier
festzustellen, dafl die Reisezeit bei 84 % aller Wege hochstens um 10 % von der optimalen
Reisezeit abweicht. Allerdings wird nie der Weg mit der optimalen Reisezeit gewéhlt. Die
mittlere Abweichung der Reisezeit liegt mit 5 % deutlich iiber dem entsprechenden Wert
des Modells mit Nutzenfunktion. Auch die maximale Uberschreitung des zeitlichen Mini-
mums fillt mit 37% hoher aus, als dies in dem anderen Modell der Fall ist. Im Vergleich
zu dem Kriterium Weglinge wird dennoch die stirkere Gewichtung der Reisezeit deutlich.
Die mittlere Abweichung liegt hier mit 16,3 % ebenso wie die maximale Abweichung mit
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Abbildung 5.10: Modell mit Nutzenfunktion Abbildung 5.11: Relationales Modell

72 % deutlich iiber den entsprechenden Werten der Reisezeit. Die am hiufigsten auftretende
Klasse von Weglingen ist mit einem Anteil von 29 % die Klasse von 10 bis 20 % Abweichung.
Auch dieser Wert iibertrifft die entsprechende Grofle der Reisezeit. Es ist weiter festzustel-
len, dafl der Mittelwert und die maximale Abweichung der Wegléingen deutlich unter den
entsprechenden Werten des Modells mit Nutzenfunktion liegen. So ist der Mittelwert der
Wegliangen hier um 18,2 % niedriger als bei dem Modell mit Nutzenfunktion. Auch die ma-
ximale Abweichung ist um 48 % kleiner als die des Modells mit Nutzenfunktion. Zudem
wird im relationalen Modell viermal ein Weg mit optimaler Weglidnge gewéhlt. Dies ist im
Modell mit Nutzenfunktion nie der Fall.

Zusammenfassend 148t sich feststellen, dafl die unterschiedliche Gewichtung der Zielgréflen
Reisezeit und Weglinge in beiden Modellen deutlich wird. Allerdings zeigt sich, daf} die-
se Préferenz bei dem Modell mit Nutzenfunktion deutlich stirker ausgepriagt ist als bei
dem relationalen Modell. Zudem ist die hohe Zahl der Wege mit optimaler Reisezeit (83 %)
auffillig, die vom Modell mit Nutzenfunktion gewihlt wird. Ein Optimum in dieser Zielgrofle
ist in dem Ansatz mit Nutzenfunktion folglich kaum durch eine entsprechende Verbesserung
des anderen Kriteriums zu kompensieren. Hier liegt ein deutlicher Unterschied zum rela-
tionalen Modell. Die im Mittel um 5 % verschlechterten Reisezeiten werden hier zugunsten
einer mittleren Verbesserung der Weglingen um 18,2 % in Kauf genommen. Die stérkere
Kompensation zwischen den beiden Kriterien wird zudem darin deutlich, daf} in vier Féllen
Wege mit optimaler Weglénge gewéhlt werden, obwohl dieses Kriterium deutlich schwécher
gewichtet ist als die Reisezeit.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes sei noch einmal betont, dal aus unserer Sicht aufgrund
der obigen Ausfiihrungen kein endgiiltiges Urteil iiber die ,bessere“ Methode zur Beschrei-
bung von Entscheidungsproblemen mit mehreren Zielen gefillt werden kann. Gleichwohl
meinen wir feststellen zu diirfen, dafl das relationale Entscheidungsmodell im obigen Fall
stets zu plausiblen Ergebnissen gefiihrt und seine Tauglichkeit fiir die Praxis unterstrichen
hat. Da sich relationale Entscheidungsmodelle fiir Entscheidungsprobleme mit mehreren
Zielen homomorph auf symmetrische Entscheidungsmodelle abbilden lassen, verweisen wir
im {ibrigen auf die Ausfithrungen in den Biichern von [Rommelfanger '94] und [Lai ’92] zu
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Abbildung 5.13: Histogramm / Weglinge

Daten des Histogramms Reisezeiten Daten des Histogramms Weglidngen

Klasse Relationales Modell mit Klasse Relationales Modell mit
Modell Nutzen Modell Nutzen

0% 0 389 0% 7 0
0-10% 393 76 0-10% 97 5
10 -20 % 67 0 10 -20 % 135 66
20 - 30 % 4 0 20 - 30 % 92 159
30 - 40 % 1 0 30 - 40 % 27 99
40 - 50 % 0 0 40 - 50 % 14 66
50 — 60 % 0 0 50 — 60 % 17 31
60 — 70 % 0 0 60 — 70 % 4 18
70 - 80 % 0 0 70 - 80 % 2 12
80 — 90 % 0 0 80 - 90 % 0 4
90 — 100 % 0 0 90 — 100 % 0 3
100 - 110 % 0 0 100 - 110 % 0 0
110 - 120 % 0 0 110 - 120 % 0 2

Tabelle 5.1: Abweichung der Reisezeiten
nach Klassen

Tabelle 5.2: Abweichung der Weglingen
nach Klassen

diesem Thema.

5.5 Abschlielende Bemerkungen

Gegenstand des Kapitels 5 war der Vergleich von relationalen Entscheidungsmodellen und
Entscheidungsmodellen mit Nutzenfunktion. Dieser Vergleich erfolgte auf einer Modelle-
bene, d. h. es wurden die Entscheidungsmodelle selbst und nicht etwa ihr konzeptioneller
Hintergrund miteinander verglichen. Dabei haben wir zunéchst festgestellt, daf} fiir die be-
trachteten Entscheidungsprobleme mit einem Zielkriterium zu jedem klassischen Entschei-
dungsmodell mit Nutzenfunktion ein isomorphes relationales Entscheidungsmodell existiert.
Es kann also in diesen Fillen stets ein relationales Modell gefunden werden, welches die
gleichen effizienten Losungen wie der klassische Ansatz besitzt. Insbesondere lassen sich
alle Entscheidungsprobleme, die durch ein Entscheidungsmodell mit Nutzenfunktion be-
schrieben werden, auch durch ein relationales Entscheidungsmodell beschreiben. Gegeniiber
dem klassischen Ansatz besitzt die relationale Entscheidungstheorie jedoch den Vorteil der
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einheitlichen mathematischen Formulierung sowie der eindeutigen mathematischen Grund-
lagen. Zudem verfiigt die relationale Theorie iiber zusétzliche Modellierungsméglichkeiten,
so daf} die relationale Entscheidungstheorie als das umfassendere der beide Konzepte ver-
standen werden kann.

Im Falle der Entscheidungen mit mehreren Zielkriterien ergeben sich zwischen klassischer
und relationaler Entscheidungstheorie deutliche Unterschiede. Zwar lassen sich auch hier zu
jedem klassischen Entscheidungsmodell relationale Gegenstiicke finden, im allgemeinen kann
jedoch nicht davon ausgegangen werden, daf3 die Losungen beider Modelle iibereinstimmt.
Allerdings konnen einfache Kriterien angegeben werden, unter denen die fuzzy-effiziente
Losung des relationalen Entscheidungsmodells auch eine effiziente Losung im Sinne der

Mehrzieloptimierung ist. Unter diesem Blickwinkel sind die entsprechenden Losungen plau-
sibel.

Zusammenfassend lafit sich feststellen, daff jede Problemstellung, die durch ein Modell mit
Nutzenfunktion beschrieben werden kann, auch angemessen durch ein relationales Entschei-
dungsmodell modelliert werden kann. Gegeniiber der Theorie mit Nutzenfunktion besitzt der
relationale Ansatz jedoch wesentliche Vorteile. Dies sind zum einen die einheitliche Struktur
und mathematische Grundlage der Modelle. Diese erlauben — wie wir in Kapitel 4 gezeigt
haben — die systematische Analyse und den Vergleich verschiedener Modellierungen. Zudem
gestattet die Einbettung der Entscheidungstheorie in die mehrwertige Logik die Anwendung
eines breiten mathematischen Instrumentariums, das in dieser Art in der Theorie mit Nut-
zenfunktion nicht zur Verfiigung steht. So werden insbesondere zusdtzliche Methoden zur
Modellierung von Entscheidungsproblemen zur Verfiigung gestellt. Dies betrifft zum einen
die Darstellung von unvollstindiger Information in der Entscheidungstheorie, wo durch das
Konzept der logischen Inklusionsmafle neue Moglichkeiten eréffnet werden. Dies betrifft aber
insbesondere auch die Modellierung von Entscheidungsproblemen mit mehreren Zielkrite-
rien. Hier werden zum einen mit den ¢-Normen erweiterte Konzepte zur Verknipfung der
Kriterien zur Verfiigung gestellt. Zum anderen gestattet der relationale Ansatz die einfa-
che Modellierung von Entscheidungsproblemen mit mehreren Kriterien, fiir die verschiedene
Arten der Information zur Verfiigung stehen. Eine derart einfache Integration solcher Pro-
blemstellungen in die Theorie ist fiir den Ansatz mit Nutzenfunktion nicht bekannt.
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Schluflbemerkungen

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein neuer Ansatz zur mathematischen Darstellung von
Entscheidungsproblemen beschrieben. Dieser beruht auf Konzepten der mehrwertigen Lo-
gik. Er erweitert das symmetrische Entscheidungsmodell von Bellman und Zadeh um die
Moglichkeit, in ihm sdmtliche Arten von ungenauer Information représentieren zu kénnen.
Dies geschieht vor einem einheitlichen konzeptionellen Hintergrund, der es erlaubt, alle Ent-
scheidungsprobleme auf der Basis eines Grundmodells abzubilden. Hierdurch werden insbe-
sondere strukturelle Untersuchungen von Entscheidungsmodellen ermdoglicht. Das Konzept
der relationalen Entscheidungstheorie besitzt also die in der Einleitung skizzierten Schwach-
stellen des symmetrischen Ansatzes nicht mehr und wir sind daher der Meinung, der dort
formulierten Zielsetzung der Arbeit zumindest nahegekommen zu sein.

Allerdings erscheinen nach wie vor zusétzliche Untersuchungen zweckméflig. Diese betreffen
zunichst weitere strukturelle Analysen von relationalen Entscheidungsmodellen. Zwar sind
hier mit den Sétzen 4.19 und 4.25 erste Grundlagen gelegt worden. Allerdings kénnten diese
erweitert werden, indem der Gebrauch und ein Vergleich verschiedener Inklusionsmafe in
Entscheidungsmodellen weiter untersucht wird. Zudem haben wir uns in dieser Arbeit im we-
sentlichen auf konzeptionelle Fragestellungen konzentriert. Weitere Untersuchungen kénnten
die Konsequenzen der Resultate fiir die Anwendung niaher beleuchten. Beispielsweise konnen
algorithmische Aspekte im Zusammenhang mit der Bestimmung fuzzy-effizienter Losungen
von Interesse sein (vgl. hierzu auch Abschnitt 2.4). Schlieflich kann der hier begonnen Ver-
gleich der relationalen Entscheidungstheorie mit anderen Ansétzen zur Beschreibung von
Entscheidungsproblemen fortgesetzt werden.

Neben der Beschreibung des Ansatzes war die Entwicklung der notwendigen theoretischen
Grundlagen ein Schwerpunkt dieser Arbeit. Dabei wurde einerseits Wert auf eine moglichst
vollsténdige und systematische Darstellung gelegt. Dariiberhinaus wurden jedoch neue Kon-
zepte in die Diskussion eingefiihrt, die zur Darstellung der Entscheidungstheorie notwendig
waren, deren mogliche Anwendungen aber sicher dariiberhinaus gehen.

Dies ist zum einen das Konzept der Wahrheitsraume und die darauf aufbauende Klassifi-
zierung der Sprachen der Klasse MS. Wichtige Aussagen sind hier der Aquivalenzsatz 1.34,
durch den verschiedene Darstellungsformen der gleichen Sprache charakterisiert werden, so-
wie der Isomorphiesatz 1.44, der ein weiteres wesentliches Kriterium zur Vergleichbarkeit von
mehrwertigen logischen Sprachen umfafit. Wir haben in dieser Arbeit an verschiedenen Stel-
len die Konsequenzen dieser Klassifizierung der Sprachen dargelegt. Zu nennen sind hier die
Uberlegungen zu parametrisierten t-Normen (Abschnitt 1.5), das Konzept der w-Isomorphie
von Relationensystemen (Abschnitt 2.3.2), die Uberlegungen zu den Formen mehrwertiger
Relationen (Abschnitt 2.4) sowie die oben bereits erwéhnten Untersuchungen zur Struktur
von Entscheidungsmodellen. Da die mehrwertigen logischen Sprachen der Klasse MS aller-
dings als Grundlage vieler in der Fuzzy-Set-Theory gebriduchlicher Konzepte bilden, gehen
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wir davon aus, dafl weitere Untersuchungen hier zu fruchtbaren Resultaten fithren kénnen.

Schliefilich wurde unter Verwendung von logischen Maflen — und hier insbesondere von logi-
schen Inklusionsmaflen — ein neuer Ansatz zur Reprisentation von Information durch logi-
sche Konzepte vorgeschlagen. Hierdurch war es uns moglich, das Konzept der Fuzzy-Mafle
und vor allem des Wahrscheinlichkeitsmafles auf mehrwertige Relationen zu erweitern. Zu-
dem erlaubt es der hier gewéhlte Ansatz, das Konzept der Fuzzy-Mafle in eine Theorie zu
integrieren, die sowohl Fuzzy-Mafle als auch Fuzzy-Mengen umfafit und welche die Zusam-
menhénge und Unterschiede zwischen beiden Konzepten verdeutlicht (vgl. auch Abschnitt
3.5). Wir sind der Auffassung, dafl der hier skizzierte Weg zur Modellierung von Infor-
mation die einschlidgige Diskussion bereichern und die Entwicklung neuer Methoden fiir
die Anwendung vorantreiben kann. Als Beispiel mag die relationalen Entscheidungstheo-
rie selbst dienen, mit deren Formulierung wir bereits ein ausfiihrliches Anwendungsbeispiel
angegeben haben.
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