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"
Die Logik mu� f�ur sich selber sorgen.\

L. Wittgenstein { Tractatus logico-philosophicus

"
Das M�ogliche und das

Wahrscheinliche sind nicht dasselbe;

das M�ogliche braucht noch lange

nicht das Wahrscheinliche zu sein.\

F. D�urrenmatt { Der Verdacht

"
Nur allein der Mensch

Vermag das Unm�ogliche:

Er unterscheidet,

W�ahlet und richtet;

Er kann dem Augenblick

Dauer verleihen.\

J. W. von Goethe { Das G�ottliche





Einleitung

In den vergangenen drei Jahrzehnten hat sich die Theorie der mehrwertigen Mengen
(engl. Fuzzy-Set-Theory) als Methode zur Repr�asentation ungenauer Aussagen etabliert.
Dabei war neben der Control-Theory die Entscheidungstheorie eines der wichtigsten An-
wendungsfelder der neuen Ans�atze. Ausgel�ost wurde diese Entwicklung von einer Arbeit
von R. Bellman und L. A. Zadeh [Bellman '70]. In dieser schlugen sie einen Ansatz zur
Beschreibung von Entscheidungsproblemen vor, in dem verschiedene Kriterien eines Ent-
scheidungsproblems durch mehrwertige Menge dargestellt werden. Dieser Ansatz wird als
symmetrisches Entscheidungsmodell bezeichnet, da bei der Modellbildung nicht zwischen
den Zielen und den Nebenbedingungen der Entscheidung unterschieden wird. Seit dieser
ersten Ver�o�entlichung wurden zahlreiche Ans�atze entwickelt, die entweder den Bellman-
Zadeh'schen Vorschlag erweiterten { hier sind vor allem die Arbeiten von Zimmermann
(vgl. u. a. [Zimmermann '75, Zimmermann '76, Zimmermann '91]) und Rommelfanger (vgl.
[Rommelfanger '94]) zu erw�ahnen { oder die auf anderen Konzepten zur Beschreibung von
Optimalit�at beruhten. Zu nennen sind hier die Arbeiten von Orlovski [Orlovski '77], Ra-
mik und Rimanek [Ramik '85], Tanaka, Ichihashi und Asai [Tanaka '84] sowie Slowinski
[Slowinski '86]. Eine �Ubersicht �uber die verschiedenen Ans�atze sowie Beispiele zu ihrer An-
wendung �nden sich in dem Werk von Lai und Hwang [Lai '92] sowie in dem bereits ge-
nannten Buch von Rommelfanger [Rommelfanger '94]. Nach wie l�a�t sich jedoch feststellen,
da� das symmetrische Entscheidungsmodell der zentrale Ansatz bei der Beschreibung von
Entscheidungsproblemen mit Methoden der Fuzzy-Set-Theory ist.

Trotz der zahlreichen Untersuchungen, die zu dem symmetrischen Entscheidungsmodell
durchgef�uhrt wurden, und trotz den unbestreitbaren Erfolgen dieses Ansatzes in der An-
wendung ist der symmetrische Ansatz zur Darstellung von Entscheidungsproblemen nicht
frei von jeder Problematik. So bestehen bei der Modellbildung stets eine gro�e Anzahl
von Freiheitsgeraden. Diese betre�en die Abbildungen, die zur Darstellung der mehrwerti-
gen Mengen verwendet werden, sowie verwendeten Verkn�upfungen der Mengen. Diese Frei-
heitsgerade erm�oglichen sicher einen gro�en Freiraum bei der mathematischen Modellierung
und erlauben prinzipiell eine sehr genaue und problem-spezi�sche Modellbildung. Aller-
dings stellt sich die Frage, wie Ver�anderungen der Modellparameter { dieses sind eben die
mehrwertigen Mengen und ihre Verkn�upfungen { das Modell beein
ussen und ob gewisse
Parameterkonstellationen nicht zu vergleichbaren Resultaten f�uhren. Fragestellungen dieser
Art sind bereits mehrfach untersucht worden. Zu nennen sind hier unter anderem die Ar-
beiten von Hersh und Caramazza [Hersh '76], Zimmermann und Zysno [Zimmermann '82]
sowie Leberling [Leberling '82]. Allerdings erfolgten diese Untersuchungen auf empirischer
Ebene. Gegebenenfalls k�onnen hier jedoch allgemeing�ultige Aussagen abgeleitet werden, die
dann Aufschl�usse �uber prinzipielle Zusammenh�ange geben.

Zudem erscheint es problematisch, da� sich im Rahmen der symmetrischen Entscheidungs-
theorie zwar Entscheidungsprobleme mit mehreren Zielen und ungenau de�nierten Neben-
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2 Einleitung

bedingungen abbilden lassen, da� jedoch ungenaue Informationen im Sinne der klassischen
Entscheidungstheorie nicht darstellbar sind. So k�onnen keine Entscheidungsprobleme unter
Risiko oder Unsicherheit modelliert werden. In der Vergangenheit war diese Tatsache schon
mehrfach Gegenstand der wissenschaftlichen Untersuchungen und die eingangs erw�ahnten
Modelle von Ramik und Rimanek [Ramik '85] , Tanaka, Ichihashi und Asai [Tanaka '84],
Slowinski [Slowinski '86] sowie Rommelfanger [Rommelfanger '94] sind letztlich mit der Ziel-
setzung entwickelt worden, das symmetrische Modell entsprechend zu erweitern. Allerdings
haben diese Ans�atze nur bedingt zur L�osung des Problems beitragen k�onnen. So ist lediglich
der Ansatz von Rommelfanger eine Erweiterung des symmetrischen Optimierungsmodells.
Alle andere Ans�atze f�uhren im Fall vollst�andiger Information zu Modellen, die mit einem
entsprechenden symmetrischen Ansatz nicht �ubereinstimmen. Zudem k�onnen in keinem der
genannten Ans�atze die klassischen Methoden der Entscheidungstheorie zur Beschreibung
von unvollst�andiger Information integriert werden. Angesichts des unbestreitbaren Erfolgs
der klassischen Ans�atzen in vielen Anwendungsf�allen ist dies sicher unbefriedigend.

Schlie�lich orientieren sich die Arbeiten zur symmetrischen Entscheidungstheorie im allge-
meinen eng an konkrete Anwendungen. Eine Darstellung oder Ableitung im Sinne einer ma-
thematischen Theorie erfolgt nicht. J. v. Neumann und O. Morgenstern haben jedoch bereits
in ihrem grundlegenden Werk zur mathematischen Entscheidungstheorie auf die Notwendig-
keit einer systematischen Ableitung der Entscheidungsmodelle hingewiesen. So �ndet sich
hier unter anderem die Forderung

"
Die Theorie, die wir schlie�lich erhalten, mu� mathe-

matisch streng und begri�ich sein.\ (vgl. [Neumann '53, S. 7]). Sie argumentieren weiter,
da� nur durch die mathematische Strenge der Ableitung des Modells die Plausibilit�at des
gesamten Ansatzes gesichert werden kann (vgl. [Neumann '53, S. 7 f.]). Diese Position hat
sicher mit zum Erfolg der mathematischen Entscheidungstheorie beigetragen und das Feh-
len der entsprechenden Strenge in der Darstellung zur symmetrischen Entscheidungstheorie
mu� daher als ein Schwachpunkt angesehen werden.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Beschreibung eines neuen Ansatzes zur mathema-
tischen Beschreibung von Entscheidungsproblemen auf der Basis von mehrwertigen Mengen.
Dieser wird eine Erweiterung des symmetrischen Entscheidungsmodells von Bellman und
Zadeh sein, in der s�amtliche der oben skizzierten Schwachpunkte der Theorie ausger�aumt
werden. Da in dem Ansatz lediglich mehrwertige Relationen (bzw. mehrwertige Mengen)
sowie der Vergleich und die Verkn�upfung von mehrwertigen Relationen zur Darstellung von
Entscheidungsproblemen verwendet werden, wird diese Methode als relationale Entschei-

dungstheorie bezeichnet. Die relationale Entscheidungstheorie wird es erlauben, einen syste-
matischen Vergleich zwischen verschiedenen Entscheidungsmodellen durchzuf�uhren. So kann
zur Analyse der Parameter der Entscheidung beigetragen werden. Ferner werden s�amtliche
Klassen von unvollst�andiger Information, die in der Entscheidungstheorie betrachtet werden,
im Rahmen der relationalen Theorie abbildbar sein. Dies wird innerhalb eines einheitlichen
Grundmodells m�oglich sein und es werden insbesondere auch Problemstellungen darstell-
bar, bei denen verschiedenen Kategorien von Information gleichzeitig auftreten. �Ahnliches
ist bei keinem der bisher bekannten Ans�atzen zur Entscheidungstheorie m�oglich. Schlie�lich
erfolgt die Darstellung in der gebotenen mathematischen Strenge. Hierdurch wird relationa-
le Entscheidungstheorie insgesamt begr�undbar und es werden Zusammenh�angen zwischen
verschiedenen mathematischen Teilgebieten klar, die in dieser Art bisher nicht bekannt wa-
ren. So wird gezeigt, wie sich die Theorien der Wahrscheinlichkeits- und Fuzzy-Ma�e in
ein mehrwertiges logisches Konzept integrieren lassen und wie klassische Ans�atze zur Ent-
scheidungstheorie unter Unsicherheit durch Operationen mehrwertiger Mengen dargestellt
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werden k�onnen.

Grundlage der relationalen Entscheidungstheorie ist eine spezielle Klasse mehrwertiger logi-
scher Sprachen, die sogenannten Ma�sprachen oder die Sprachen der Klasse MS. Wesentlich
sind dabei zwei Konzepte. Dies ist zum einen die Mehrwertigkeit der Logik. Diese Mehr-
wertigkeit erlaubt es, wesentliche Aspekte der Fuzzy-Set-Theory durch die Sprachen der
Klasse MS zu erkl�aren. Dies ist kein prinzipiell neuer Ansatz, allerdings erlaubt das in
dieser Arbeit erstmals eingef�uhrte Konzept der Wahrheitsr�aume eine Klassi�zierung der lo-
gischen Sprachen. Als Konsequenz ergeben sich entsprechende Klassen von vergleichbaren
Systemen mehrwertiger Relationen und es k�onnen neue, grundlegende Aussagen �uber die-
se Systeme abgeleitet werden. So erm�oglicht das hier eingef�uhrte w-Isomorphie-Konzept,
solche Systeme von mehrwertigen Relationen zu charakterisieren, die unter gewissen Rand-
bedingungen austauschbar sind. Der zweite wichtige Ansatz ist der der logischen Ma�e.
Diese sind mit klassischen Konzepten wie beispielsweise das der klassischen Mengeninklu-
sion verwandt. Sie erm�oglichen die bereits oben angesprochene Integration der Theorien
der Wahrscheinlichkeits- und Fuzzy-Ma�e in eine mehrwertige Logik. Hierdurch werden die
konzeptionellen Unterschiede zwischen den Begri�en von Mehrwertigkeit und Wahrschein-
lichkeit deutlich und es werden Methoden bereitgestellt, beide Konzepte innerhalb einer
Theorie zu betrachten. Die eigentliche relationale Entscheidungstheorie ergibt sich schlie�-
lich aus der Anwendung der zuvor bereitgestellten Methoden. Hier wird sich zeigen, da� sich
die strukturellen Eigenschaften der mehrwertigen Sprachen (und der mehrwertigen Relatio-
nen) in den entsprechenden Strukturen der Entscheidungsmodelle wieder�nden. Es ergeben
sich insbesondere die oben bereits erw�ahnten M�oglichkeiten der Analyse und des Vergleichs
von Entscheidungsmodellen. Die Theorie der logischen Ma�e wird die Abbildung allen Klas-
sen von unvollst�andiger Information in Entscheidungsmodellen erm�oglichen.

Die klassische Entscheidungstheorie mit Nutzenfunktionen, wie sie unter anderem von J.
v. Neumann und O. Morgenstern [Neumann '53], L.J. Savage [Savage '72] oder P. Fish-
burn [Fishburn '70] hergeleitet wurde, unterscheidet sich konzeptionell grundlegend von der
relationalen Entscheidungstheorie. So ist es das Bestreben der obigen Autoren, die Ent-
scheidungstheorie axiomatisch als eigenst�andige Theorie zu begr�unden. Dies ist { wie oben
erw�ahnt { in der relationalen Entscheidungstheorie nicht der Fall, da diese sich aus der
Anwendung allgemeinerer Konzepte ergibt. Die relationale Entscheidungstheorie kann da-
her auf einer methodischen Ebene nicht mit den klassischen Ans�atzen mit Nutzenfunktion
verglichen werden. Allerdings kann eine solche Diskussion auf der Modellebene erfolgen.
Dieser Vergleich der entsprechenden Modelle zeigt, da� die hier entwickelte relationale Ent-
scheidungstheorie nicht nur die symmetrische Entscheidungstheorie umfa�t. Es bestehen
vielmehr wesentliche Parallelen auch zur klassischen Entscheidungstheorie mit Nutzenfunk-
tion. Im Gegensatz zur klassischen Theorie, in der eine Vielzahl von Modellierungsverfahren
mit heterogenen axiomatischen Grundlagen verwendet werden, ist die Darstellung von Ent-
scheidungsproblemen im Falle der relationalen Theorie jedoch stets vor dem Hintergrund
eines einheitlichen Konzeptes m�oglich.

Der folgende Text ist im Detail wie folgt strukturiert:

In Kapitel 1 werden die f�ur die gesamte Arbeit grundlegenden Begri�e und Konzepte ein-
gef�uhrt. Der Schwerpunkt der Untersuchungen liegt dabei auf der Betrachtung der Sprachen
der Klasse MS, einer speziellen Familie von mehrwertigen logischen Sprachen. Diese werden
eingef�uhrt und es werden Methoden abgeleitet, die einen systematischen Vergleich und eine
Klassi�zierung der Sprachen zulassen.



4 Einleitung

Der Abschnitt 1.1 dient zur Einleitung in die Thematik. Bei der Einf�uhrung der Spra-
chen wird in Abschnitt 1.2 zun�achst die gemeinsame Syntax der Sprachen der Klasse MS
festgelegt. In den Abschnitten 1.3 bis 1.6 wird im Anschlu� die Semantik der Sprachen
bestimmt. Die Festlegung der Semantik erfolgt in mehreren Schritten. Zun�achst werden in
Abschnitt 1.3 Funktionen auf Wahrheitswerten de�niert, die im folgenden zur Konstruktion
der semantischen Bewertungen verwendet werden. Diese werden in Abschnitt 1.4 zu dem
Begri� des Wahrheitsraumes zusammengefa�t, welcher die gesamte semantische Struktur
einer Sprache der Klasse MS repr�asentiert. Das Konzept des Wahrheitsraumes wird in den
Abschnitten 1.4.2 und 1.4.3 dazu benutzt, um mit den Begri�en der �Aquivalenz und Isomor-
phie von Wahrheitsr�aumen eine Klassi�zierung der Sprachen der Klasse MS vorzunehmen.
Wesentliche Aussagen zu diesen Begri�en werden in dem �Aquivalenzsatz 1.34 und in dem
Isomorphiesatz 1.44 von Wahrheitsr�aumen gezeigt. In Abschnitt 1.5 wird mit den parametri-
sierten t-Normen ein erstes Beispiel f�ur die Anwendung der bis dahin eingef�uhrten Begri�e
gegeben. Schlie�lich wird in Abschnitt 1.6 mit der De�nition der Begri�e der Interpretation
und des Modells die formale Grundlage f�ur die Anwendung der Sprachen der Klasse MS
gelegt. Den Abschlu� des Kapitels 1 bildet der Abschnitt 1.7, in dem die wesentlichen Er-
gebnisse des Kapitels zusammengefa�t, weitere Anwendungsfelder beschrieben und m�ogliche
anschlie�ende Fragestellung skizziert werden.

In Kapitel 2 werden die grundlegenden Begri�e f�ur den Umgang mit mehrwertigen Relatio-
nen erl�autert und die Ankn�upfungspunkte zur Fuzzy-Set-Theory dargestellt. Zudem wird
mit den mehrwertigen Gleichheitsrelationen eine wichtige Klasse von mehrwertigen Rela-
tionen eingef�uhrt (Abschnitt 2.2). Der Abschnitt 2.3 befa�t sich mit den Verkn�upfungen
mehrwertiger Relationen. Diese sind verschiedene Verallgemeinerungen der klassischen Men-
genoperationen und lassen sich jeweils in einer Sprache der Klasse MS durch logische Ver-
kn�upfungen interpretieren (Abschnitt 2.3.1). Die verschiedenen semantischen Strukturen der
Sprachen der Klasse MS f�uhren so zu unterschiedlich strukturierten Verkn�upfungen von Re-
lationen. Mit der Untersuchung dieses Aspektes ist insbesondere der Abschnitt 2.3.2 befa�t,
in dem der Begri� der w-Isomorphie als Konzept zum Vergleich von Relationen und ihrer
Verkn�upfungen eingef�uhrt wird. Zentral ist hier der Isomorphiesatz 2.19 von Relationen-
systemen. Der Abschlu� der �Uberlegungen zu mehrwertigen Relationen bildet eine Anwen-
dungsbeispiel (Abschnitt 2.4). Dieses zeigt am Beispiel des symmetrischen Entscheidungs-
modells die Relevanz des Isomorphie-Konzeptes f�ur die Anwendung.

In dem Kapitel 3 wird das Konzept der logischen Ma�e eingef�uhrt. Zun�achst wird zu die-
sem Zweck in Abschnitt 3.2 der grunds�atzliche Ansatz erl�autert und Beispiele angegeben.
Der Abschnitt 3.3 besch�aftigt sich mit einer speziellen Klasse von logischen Ma�en, den
logischen Inklusionsma�en. Nach der Einf�uhrung des Begri�es sowie der Angabe wichtiger
Repr�asentaten dieser Familie von logischen Ma�en (Abschnitt 3.3.1 und Abschnitt 3.3.2)
werden die Eigenschaften von logischen Inklusionsma�en diskutiert (Abschnitt 3.3.3). Es
werden insbesondere die Konzepte des dualen Inklusionsma�es sowie des Durchschnittes,
der Vereinigung und des Kartesischen Produktes von Inklusionsma�en eingef�uhrt. Der Ab-
schnitt 3.4 ist dann mit einem Vergleich des Konzeptes der Fuzzy-Ma�e mit dem des lo-
gischen Ma�es befa�t. Hier wird nachgewiesen, da� sich wesentliche Fuzzy-Ma�e eindeutig
durch logische Inklusionsma�e repr�asentieren lassen. Wesentliche Ergebnisse sind hier die
Darstellungss�atze von M�oglichkeits-, Notwendigkeits- und Wahrscheinlichkeitsma�en (3.42,
3.44 und 3.48). Eine m�ogliche Anwendungen der Resultate wird in dem Beispiel des Ab-
schnittes 3.5 aufgezeigt. In Abschnitt 3.6 werden schlie�lich die wesentliche Ergebnisse des
Kapitels 3 zusammengefa�t und kommentiert.
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Gegenstand des vierten Kapitels ist schlie�lich die eigentliche relationale Entscheidungs-
theorie. Hier wird insbesondere der Begri� des relationalen Entscheidungsmodells selbst
gepr�agt. Ein solches Modell ist als mathematische Struktur zu verstehen und kann als sol-
che selbst zum Gegenstand eines mathematischen Formalismus werden. So erm�oglicht es
das in Abschnitt 4.3 eingef�uhrte Kartesische Produkt von relationalen Entscheidungsmodel-
len, Entscheidungsmodelle mit mehreren Kriterien in die relationale Entscheidungstheorie
zu integrieren. Wesentliches Resultat dieses Abschnittes ist der Homomorphiesatz 4.10, der
einen Zusammenhang zwischen der Menge der relationalen Entscheidungsmodellen und der
Menge der mehrwertigen Relationen beschreibt. Als Anwendung dieses Satzes wird in Ab-
schnitt 4.4 die relationale Entscheidungstheorie dem symmetrischen Ansatz zur Entschei-
dungstheorie nach Bellman und Zadeh gegen�ubergestellt. In Abschnitt 4.5 ist die zentrale
Fragestellung die Invarianz der Modellbildung gegen�uber der �Anderung von Modellparame-
tern. Wichtige Begri�e sind hier die �Aquivalenz und Isomorphie von Systemen von Ent-
scheidungsmodellen. Beide Konzepte werden eingef�uhrt und es wird in den �Aquivalenz- und
Isomorphies�atzen (4.19 und 4.25) ein wichtiger Zusammenhang zwischen der �Aquivalenz und
Isomorphie von Systemen von Entscheidungsmodellen und den entsprechenden Konzepten
von Wahrheitsr�aumen hergestellt. Abschnitt 4.6 enth�alt ein ausf�uhrliches Beispiel.

Der Vergleich zwischen der relationalen Entscheidungstheorie und der Entscheidungstheo-
rie mit Nutzenfunktion wird in Kapitel 5 gef�uhrt. Dabei werden in Abschnitt 5.2 zun�achst
Modelle verglichen, in denen nur ein Entscheidungskriterium ber�ucksichtigt wird. Es wird
insbesondere gezeigt, da� wichtige klassische Ans�atze zur Entscheidung bei Sicherheit (Ab-
schnitt 5.2.1), bei Risiko (Abschnitt 5.2.2) und bei Unsicherheit (Abschnitt 5.2.3) ihre jewei-
lige Entsprechung im relationalen Entscheidungsmodell �nden. Demgegen�uber zeigen sich in
Abschnitt 5.3 deutliche Unterschiede zwischen klassischer und relationaler Entscheidungs-
theorie bei der Modellierung von mehreren Zielkriterien. Diese Unterschiede werden disku-
tiert und in Beispielen verdeutlicht. Insbesondere im Anwendungsbeispiel des Abschnittes
5.4 werden beide Methoden vor dem Hintergrund einer realen Problemstellung miteinander
verglichen. Im Abschnitt 5.5 werden die wesentlichen Inhalte des vorangegangenen Abschnit-
tes noch einmal zusammengefa�t und kommentiert.

Ich m�ochte die Gelegenheit nutzen, um Herrn Prof. Dr. G. T�orner und Herrn Prof. Dr. W.
Luther f�ur ihre Unterst�utzung bei der Erstellung dieser Dissertation zu danken. Ferner gilt
mein besonderer Dank Frau Dr. Claudia Osmann f�ur ihre vielen kritischen Bemerkungen und
die zahlreichen fruchtbaren Diskussionen. Schlie�lich gilt mein Dank Herrn Dr. J�org Esser,
Herrn Dr. Thomas M�ollers, Herrn Dr. J�org Wenz, Herrn Dipl.-Math. Oliver Annen, Herrn
Dipl.-Math. Sigurgur Marin�osson, Herrn Dipl.-Kfm. Christopher Rentrop, Herrn Dipl.-Phys.
Andr�e Stebens sowie Herrn Dipl.-Math. Christoph Schuster.
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Kapitel 1

Die Sprachen der Klasse MS

Zusammenfassung:

In diesem Kapitel werden Begri�e und Konzepte eingef�uhrt, die grundlegend f�ur die

Formulierung von relationalen Entscheidungsmodellen sind. Dabei wird eine spezielle Fa-

milie von mehrwertigen logischen Sprachen im Mittelpunkt der Betrachtungen stehen,

die sogenannten Sprachen der Klasse MS. Diese gleichen in ihrem syntaktischen Aufbau

den klassischen logischen Sprachen, verf�ugen mit den in dieser Arbeit eingef�uhrten Ma�-

symbolen allerdings �uber zus�atzliche Sprachelemente, welche es erlauben, unvollst�andige

Informationen und ungenaues Wissen im Rahmen einer mehrwertigen Logik darzustellen.

Neben der Einf�uhrung von Grundbegri�en liegt der Schwerpunkt dieses Kapitels auf der

Beschreibung wichtiger Eigenschaften der Sprachen der Klasse MS. Dabei wird insbe-

sondere eine Klassi�zierung der semantischen Struktur der Sprachen vorgenommen. Ent-

scheidend sind hier die Begri�e des Wahrheitsraumes, durch den sich die verschiedenen

Sprachenklassen formal repr�asentieren lassen, sowie die Konzepte der Isomorphie und der
�Aquivalenz von Wahrheitsr�aumen, mittels derer Gemeinsamkeiten und Unterschiede der

Sprachen charakterisiert werden k�onnen. Zentrale Aussagen enthalten der �Aquivalenzsatz

1.34 sowie der Isomorphiesatz 1.44.

1.1 Mehrwertige Sprachen und Mengen

Allen klassischen logischen Kalk�ulen sind zwei grundlegende Prinzipien gemeinsam. Dies
ist zum einen das Prinzip der Zweiwertigkeit, welches besagt, da� jede logische Aussage
entweder wahr oder falsch ist, da� also insbesondere keine weiteren Bewertungen des Wahr-
heitsgehaltes von Aussagen existieren. Zum anderen ist dies das Extensionalit�atsprinzip.
Nach diesem Prinzip ist der Wahrheitswert eines zusammengesetzten Ausdrucks ausschlie�-
lich von den Wahrheitswerten seiner Teilausdr�ucke abh�angig, nicht jedoch von deren inhalt-
licher Beziehung. (In der Pr�adikatenlogik wird zus�atzlich angenommen, da� ein Pr�adikat
eindeutig durch die Objekte bestimmt wird, auf die es zutri�t, vgl. [Gottwald '89, S. 1].)
Unter einer mehrwertigen Logik wird im allgemeinen ein logisches System verstanden, das

7
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zwar das Extensionalit�atsprinzip beibeh�alt, das aber das Prinzip der Zweiwertigkeit in dem
Sinne negiert, als da� mehr als zwei Wahrheitswerte zugelassen sind.1

Die historischen Wurzeln der Untersuchung solcher mehrwertiger Systeme liegen in den Ar-
beiten von McColl [McColl 1897], Peirce [Peirce 1900-01], Lukasiewicz [Lukasiewicz '20] und
Post [Post '20]. Allerdings geh�oren sicher schon die �Uberlegungen von Aristoteles in De In-

terpretatione, cap. 9 zur Vorgeschichte der mehrwertigen Logik. Dort diskutiert Aristoteles,
welcher Wahrheitswert einer auf Zuk�unftiges bezogenen Aussage zugeordnet werden sollte
(vgl. [Gottwald '89, S. 5]). Weitere Eckpunkte der Forschung im Bereich der mehrwerti-
gen Logik werden durch die Arbeiten von Lukasiewicz [Lukasiewicz '30 A], Lukasiewicz und
Tarski [Lukasiewicz '30 B], Wajsberg [Wajsberg '31] und G�odel [G�odel '32] markiert, in de-
nen die urspr�unglichen Ideen weiter pr�azisiert und Parallelen zu anderen Logikkonzepten
aufgezeigt worden sind. Eine �Ubersicht �uber die Arbeiten und Ergebnisse dieser Forschungs-
periode �ndet sich in [Rescher '69], [Rutz '73] und [Kreiser '88]. Das oben bereits zitierte
Buch von Gottwald [Gottwald '89] eignet sich besonders zur Einf�uhrung in die Thematik.

Zun�achst unabh�angig von der oben skizzierten Entwicklung entstand mit der Fuzzy-Set-

Theory in den letzten Jahrzehnten eine der mehrwertigen Logik verwandte Theorie. Gegen-
stand der Fuzzy-Set-Theory ist unter anderem die Untersuchung von mehrwertigen Mengen
und deren Verkn�upfungen. Als Ursprung dieser Theorie gilt im allgemeinen die Arbeit von
L. A. Zadeh [Zadeh '65]. Tats�achlich sind die Konzepte von mehrwertiger Logik und mehr-
wertiger Mengentheorie jedoch eng verwandt und viele der �Uberlegungen von Zadeh �nden
sich bereits in den Arbeiten von Lukasiewicz. So verwenden beide analoge Konzepte zur
Erweiterung der logischen Grundoperationen `und', `oder' und `nicht' auf der einen und zur
Verallgemeinerung der Mengenoperatoren `Durchschnitt', `Vereinigung' und `Komplement'
auf der anderen Seite.

Angesichts der explosionsartigen Entwicklung der Fuzzy-Set-Theory ist es an dieser Stelle
nicht m�oglich, einen �Uberblick �uber die historische Entwicklung dieser Theorie oder den
aktuellen Stand der Forschung zu geben. Zahlreiche wissenschaftliche Zeitschriften befas-
sen sich ausschlie�lich mit Themen aus dem Bereich der Fuzzy-Theorie sowie ihrer An-
wendung und bezeugen so die rasante Weiterentwicklung des Forschungsgebietes. Neuere
Einf�uhrungen in die Grundz�uge der Theorie bieten die B�ucher von Tanaka [Tanaka '96], von
Klir, Clair und Yuan [Klir '97] sowie von Morderson und Premchand [Morderson '98]. Im
deutschsprachigen Raum sind die Werke von B�ohme [B�ohme '93], Kruse, Gebhardt und Kla-
wonn [Kruse '95], Gottwald [Gottwald '93] sowie Bandemer und Gottwald [Bandemer '93]
empfehlenswert. Das Buch von Zimmermann [Zimmermann '87] ist nach wie vor ein wich-
tiges Standardwerk.

Trotzdem die Theorien der mehrwertigen Logik und der mehrwertigen Mengen sowohl hi-
storisch als auch inhaltlich viele Parallelen aufweisen und obwohl Spezialf�alle mehrwertiger
logischer Systeme auch im Rahmen der Fuzzy-Theorie betrachtet werden, unterscheiden
sich beide Ans�atze grundlegend in ihrer Zielsetzung. W�ahrend sich n�amlich die mehrwertige
Logik als Gebiet der mathematischen Grundlagenforschung versteht, steht die praktische
Anwendung im Mittelpunkt des Interesses der Fuzzy-Set-Theory. So sind Fragestellungen
wie etwa die Vollst�andigkeit verschiedener logischer Sprachen sicher von gro�em mathema-
tischen Interesse und daher ein zentraler Forschungsgegenstand der mehrwertigen Logik.

1Es sind logische Systeme bekannt, in denen das Extensionalit�atsprinzip nicht gilt. Diese werden im
weiteren nicht betrachtet. Der interessierte Leser sei exemplarisch auf [Kreiser '88] verwiesen, wo ein
ausf�uhrlicher �Uberblick �uber verschiedene alternative Ans�atze zu �nden ist.
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Der Nutzen dieser Untersuchungen f�ur au�ermathematische Anwendungen ist jedoch bisher
nicht erschlossen und in der Fuzzy-Set-Theory wird dieses Thema daher eher am Ran-
de behandelt.2 Umgekehrt werden bedeutende Gebiete der Fuzzy-Set-Theory wie etwa die
Fuzzy-Entscheidungstheorie, die Fuzzy-Control-Theory oder die Fuzzy-Ma�theorie in der
Literatur zumeist nicht systematisch aus ihren logischen Wurzeln heraus abgeleitet. Die Zu-
sammenh�ange und Hintergr�unde der Theorie werden so nicht deutlich und die Eingrenzung
und Diskussion der Konzepte erschwert.

F�ur die vorliegende Arbeit ergibt sich daher die Aufgabe, die vorhandene L�ucke zwischen
der Theorie der mehrwertigen Logik auf der einen und speziellen Feldern der Fuzzy-Set-
Theory auf der anderen Seite zu f�ullen. Dabei liegt der Fokus der Untersuchungen auf der
Erschlie�ung solcher Methoden und Konzepte, die in Kapitel 4 zur Formulierung des relatio-
nalen Entscheidungsmodells ben�otigt werden. Diese sind insbesondere die Fuzzy-Ma�- und
Fuzzy-Mengentheorie, die wir in Kapitel 2 aus den im folgenden beschriebenen Grundlagen
herleiten werden. Nur durch diese Art der Erschlie�ung der relationalen Entscheidungstheo-
rie und ihrer Hintergr�unde werden die mathematischen Zusammenh�ange transparent und
der relationale Ansatz letztlich plausibel.

Ausgangspunkt der Untersuchungen ist eine spezielle Klasse von mehrwertigen logischen
Sprachen, die sogenannten Ma�sprachen bzw. Sprachen der Klasse MS.3 Syntaktisch glei-
chen diese in wesentlichen Punkten der mehrwertigen und der klassischen Pr�adikatenlogik
(vgl. [Gottwald '89, S. 183 f.] oder [Ebbinghaus '96, x 2]). Allerdings geh�oren keine logischen
Quantoren (wie z. B. 8, 9) zum Umfang der Sprachen der Klasse MS.4 Andererseits besitzen
die Sprachen der Klasse MS mit den in dieser Arbeit eingef�uhrten Ma�symbolen zus�atzliche
Sprachelemente, die allenfalls im Klassenkalk�ul (vgl. [Hilbert '72]) logische Vorbilder besit-
zen. Die Ma�symbole werden es in Abschnitt 2 erstmals erlauben, die Fuzzy-Ma�-Theorie
und damit auch die Theorie der Wahrscheinlichkeitsma�e aus einer mehrwertigen Logik her-
aus zu begr�unden.5 Hierdurch wird die Abbildung unvollst�andiger Information im Rahmen
eines logischen Konzeptes erm�oglicht.

W�ahrend die Syntax aller Sprachen der Klasse MS �ubereinstimmt, unterscheiden sich die
Sprachen hinsichtlich ihrer semantischen Struktur. So f�uhren verschiedene Sprachen der
Klasse MS zu unterschiedlichen Verallgemeinerungen der Mengentheorie und zu anderen
Erweiterungen der Theorie der Fuzzy-Ma�e. Obwohl formal alle relationalen Entscheidungs-
modelle identisch sind, kann daher die tats�achliche Entscheidung im Anwendungsfall wesent-
lich von der zugrundeliegenden Sprache bestimmt werden. Insofern wird durch die Klasse
der Sprachen auch eine Klasse von Entscheidungsmodellen induziert. Daher wird in dem
nun folgenden Kapitel insbesondere der Vergleich und die Klassi�zierung der verschiedenen
semantischen Strukturen vertieft.

In Analogie zur klassischen Pr�adikatenlogik sind zur Festlegung einer Semantik der Spra-
chen der Klasse MS zwei Schritte notwendig. Erstens mu� den Ausdr�ucken eine inhaltliche
Bedeutung zugeordnet werden. Jedem Relationssymbol wird in einer Sprache MS hierzu

2Die Arbeiten von Pavelka [Pavelka '79] und Novak [Novak '87], in denen die Vollst�andigkeit einer Fuzzy-
Logik gezeigt wird, sind hier Ausnahmen.

3Wir werden anstelle der Bezeichnung ,Sprache der Klasse MS' auch den Begri� ,Sprache MS' verwenden.
4Bei mehrwertigen pr�adikatenlogischen Sprachen werden gelegentlich auch allgemeinere Quantoren be-

trachtet (vgl. [Gottwald '89, S. 184 �.]).
5Die Interpretation von Wahrheitswerten als Wahrscheinlichkeiten ist bereits bei [Reichenbach '32],

[Gaines '78] und [Kosko '90] untersucht worden. Allerdings sind bisher keine systematischen Ableitungen
wahrscheinlichkeitstheoretischer Konzepte aus einer mehrwertigen logischen Sprache heraus bekannt.
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eine mehrwertige Relation, jeder Variablen und jeder Konstanten ein Objekt und jedem
Ma�symbol ein logisches Ma�6 zugewiesen. In einem zweiten Schritt werden die nun mit
einer Bedeutung versehenen Ausdr�ucke hinsichtlich ihres Wahrheitsgehaltes bewertet. Diese
Bewertung erfolgt im Falle der Ausdr�ucke mit Junktoren nach einem Regelwerk. Es legt fest,
wie von den Wahrheitswerten der Teilausdr�ucke auf den Wahrheitswert des entsprechenden
Gesamtausdrucks geschlossen werden kann.

Im Falle der klassischen Logik wird das obige Regelwerk vollst�andig durch die bekannten
Wahrheitstafeln beschrieben (vgl. [Ebbinghaus '96, S. 34]). Bei den Sprachen der Klasse
MS sind neben den klassischen Wahrheitswerten wahr und falsch weitere Zwischenwerte
zugelassen. Die Festlegung der Wahrheitswerte von Ausdr�ucken mit Junktoren kann daher
nicht �uber einfache Wahrheitstafeln erfolgen, sondern wird durch geeignete Abbildungen
beschrieben. Wir setzen dabei gem�a� dem Extensionalit�atsprinzip voraus, da� die Festlegung
der Wahrheitswerte von Ausdr�ucken mit Junktoren unabh�angig ist von der inhaltlichen
Bedeutung dieser Ausdr�ucke. So soll der Wahrheitswert eines Ausdrucks (' ^  ) in jeder
Sprache MS ausschlie�lich von den Wahrheitswerten seiner Teilausdr�ucke ' und  abh�angen,
nicht aber von ihrer inhaltlichen Beziehung.

Entsprechend den obigen �Uberlegungen erfolgt die Festlegung der Semantik der Sprachen
MS in mehreren Schritten. Die Zuordnung der Sprachelemente zu einer inhaltlichen Bedeu-
tung �ndet in Abschnitt 1.6 mit den Begri�en der Struktur und der Interpretation seine ma-
thematische Entsprechung. Die De�nition des Regelwerks zur Bewertung der Ausdr�ucke mit
Junktoren erfolgt stufenweise. Zun�achst werden in Abschnitt 1.3 die Abbildungen de�niert,
welche die Regeln beschreiben, nach denen von den Wahrheitswerten der Teilausdr�ucke eines
Ausdrucks auf seinen gesamten Wahrheitswert geschlossen werden kann. Dieses wird zu den
Begri�en der t- und s-Normen, der Involution sowie des Residuums f�uhren. Dabei handelt
es sich um Klassen von Abbildungen, die �uber gemeinsame charakteristische Eigenschaften
verf�ugen. Die Verwendung unterschiedlicher Abbildungen dieser Klassen f�uhrt zu verschiede-
nen semantischen Regelwerken f�ur die Sprachen MS. Mathematisch werden diese Regelwerke
durch den Begri� des Wahrheitsraumes repr�asentiert, den wir in Abschnitt 1.4 einf�uhren.
Wahrheitsr�aume erlauben es, die Eigenschaften der verschiedenen semantischen Strukturen
zu charakterisieren und Unterschiede herauszustellen. Diese Diskussion wird ebenfalls in
Abschnitt 1.4 erfolgen. Zentral werden hier die Begri�e von �Aquivalenz und Isomorphie von
Wahrheitsr�aumen sowie die entsprechenden �Aquivalenz- und Isomorphies�atze sein, die in
dieser Arbeit erstmals formuliert werden.

1.2 Die Syntax der Sprachen MS

Der formale Aufbau der Sprachen der Klasse MS gleicht in wesentlichen Teilen der Syntax
der klassischen sowie der mehrwertigen Pr�adikatenlogik. So werden Relationssymbole (bzw.
Pr�adikate) sowie Variablen und Konstanten zur Repr�asentation von Eigenschaften der be-
trachteten Objekte verwendet. Beispielhaft kann das Relationssymbol P die Relation ,ist

gr�o�er oder gleich' repr�asentieren. Der Ausdruck Pxy ist dann ein Element der Sprachen
MS, das die Aussage ,x gr�o�er oder gleich y' abbildet. Da zudem die klassischen Junktoren
zum Sprachumfang der Sprachen MS geh�oren, sind einfache logische Ausdr�ucke { etwa der
Form

((Pxy ^ Pyz)! Pxz)
6Logische Ma�e und mehrwertige Relationen werden in Abschnitt 1.6 de�niert (S. 44, 45).
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der die bekannte Transitivit�at der Relation ,ist gr�o�er oder gleich' beschreibt { ebenfalls
Elemente der Sprachen MS.

Die syntaktischen Unterschiede zur Pr�adikatenlogik folgen aus zwei Gegebenheiten. Einer-
seits fehlen im Umfang der Sprachen MS jegliche Quantoren, wie etwa die aus der klassi-
schen Logik bekannten Quantoren 9 und 8. Andererseits verf�ugen die Sprachen der Klasse
MS mit den erstmals in dieser Arbeit eingef�uhrten Ma�symbolen �uber zus�atzliche Sprach-
elemente. Diese werden sp�ater zur Darstellung von Eigenschaften von Relationen verwendet.
Repr�asentiert etwa das Ma�symbol E ein Ma� f�ur die Gleichheit von Relationen und sind P
und Q Relationssymbole, so soll der Ausdruck EPQ zum Umfang der Sprachen MS geh�oren.
Er beschreibt hier die Aussage, da� die durch P und Q repr�asentierten Pr�adikate gleich sind.
Die Verkettung auch solcher Ausdr�ucke durch Junktoren ist zul�assig.

In Kapitel 3 werden weitere Beispiele f�ur die Anwendung von logischen Ma�en ausf�uhrlich
diskutiert. Dort werden wir unter anderem zeigen, wie sich verschiedene Arten von un-
vollst�andiger Information durch logische Ma�e darstellen lassen. So k�onnen beispielsweise
Wahrscheinlichkeitsma�e durch logische Ma�e repr�asentiert werden (vgl. Satz 3.48). An die-
ser Stelle sei lediglich darauf hingewiesen, da� der durch das Fehlen der klassischen Quanto-
ren hervorgerufene geringere Sprachumfang der Sprachen MS teilweise durch spezielle Ma�e
kompensiert werden kann. Auch dieser Aspekt wird erst in Kapitel 3 vertieft.

Die oben skizzierte formale Verwandtschaft der Sprachen MS mit der Pr�adikatenlogik er-
laubt es, sich bei der Konstruktion der Semantik der Sprachen MS eng an dem Vorbild der
Pr�adikatenlogik zu orientieren, obwohl eine g�anzlich neue Familie von formalen Sprachen
beschrieben wird. Die im folgenden verwendeten Begri�e �nden daher in der Pr�adikatenlogik
ihre jeweilige Entsprechung. Die formalen Eigenschaften der Sprachen MS gleichen im we-
sentlichen denen der Pr�adikatenlogik. Daher k�onnen wir uns hier auf die Zusammenstel-
lung einfacher Eigenschaften beschr�anken. Eine ausf�uhrliche Darstellung der Semantik der
Pr�adikatenlogik sowie die wesentlichen Beweise �ndet sich u. a. in [Ebbinghaus '96]. Ei-
ne vollst�andige Beschreibung der Syntax von mehrwertigen pr�adikatenlogischen Sprachen
�ndet sich in [Gottwald '89].

Unter einem Alphabet A verstehen wir eine nichtleere Menge von Zeichen. Endliche lineare
Reihen von Zeichen eines Alphabets hei�en W�orter. Die Menge aller W�orter eines Alphabets
A sei mit A+ bezeichnet. Die leere Zeichenreihe, d.h. die Zeichenreihe, in der kein Zeichen
vorkommt, wird ebenfalls als ein Wort des Alphabets A aufgefa�t und mit � bezeichnet.

Die Anzahl der in einem Wort � 2 A+ vorkommenden Zeichen hei�t die L�ange des Wortes
�. Treten Zeichen mehrfach in einem Wort auf, so werden diese auch mehrfach gez�ahlt. Die
L�ange von � ist Null. Zwei W�orter �; � 0 2 A+ hei�en gleich (in Zeichen: � = � 0), wenn sie
an jeder Stelle �ubereinstimmen.

In der folgenden De�nition 1.1 werden die speziellen Alphabete der Sprachen MS festgelegt.

1.1 De�nition Ein Alphabet A einer Sprache der Klasse MS besteht aus den folgenden

Zeichen:

(i) Bezeichner f�ur Variablen: x; y; z; : : : (ggf. mit Index)

(ii) Bezeichner f�ur Konstanten: a; b; c : : : (ggf. mit Index)

(iii) Zeichen (Junktoren):



12 Kapitel 1. Die Sprachen der Klasse MS

nicht: :

und: ^

oder: _

Pfeil: !

Doppelpfeil: $

(iv) Klammersymbole: ); (

(v) F�ur � � 1 eine Menge von �-stelligen Relationssymbolen: A;B;C : : :

(vi) F�ur � � 1 und � � 1 eine Menge von �-stelligen Ma�symbolen der Dimension �:

A;B;C; : : :

Ein �-stelliges Relationssymbol wird sp�ater eine Relation von � Elementen einer Menge
repr�asentieren. Die klassische �Aquivalenzrelation ist in diesem Sinne eine 2-stellige Relation.
Durch �-stellige Ma�e der Dimension � werden entsprechend Aussagen �uber � Relationen,
die selbst �-stellig sind, abgebildet.

O�ensichtlich sind nicht alle W�orter, die sich aus einem Alphabet der Sprachen MS bilden
lassen, bei der Formulierung der Sprachen MS zweckm�a�ig. Ein in diesem Sinne `sinnvolles'
Wort k�onnte beispielsweise

((Pxy ^ Pyz)! Pxz)

sein. Hingegen ist
x: ^ P )(

im obigen Sinne `sinnlos' und soll als Sprachelement der MS ausgeschlossen werden. Wir
werden in De�nition 1.2 die W�orter eines Alphabets A charakterisieren, welche als Sprach-
elemente der Sprachen MS zul�assig sind. Diese hei�en Ausdr�ucke.

1.2 De�nition Die Ausdr�ucke einer Sprache MS sind genau diejenigen W�orter aus A+,

welche durch endliche Anwendung der folgenden Regeln gebildet werden k�onnen:

(A1) Sind q1; : : : ; q� Variablen oder Konstanten und ist R ein �-stelliges Relationssymbol,

so ist Rq1 : : : q� ein Ausdruck.

(A2) Sind R1; : : : ; R� �-stellige Relationssymbole und ist M ein �-stelliges Ma�symbol der

Dimension �, so ist MR1 : : : R� ein Ausdruck.

(A3) Ist ' ein Ausdruck, so ist auch (:') ein Ausdruck. (Negation)

(A4) Sind ' und  Ausdr�ucke, so sind

(' ^  ) (Konjunktion)

(' _  ) (Disjunktion)

('!  ) (Subjunktion)

('$  ) (Bisubjunktion)

ebenfalls Ausdr�ucke.
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Die Menge aller Ausdr�ucke eines Alphabets A der Sprachen MS wird mit FA bezeichnet.

Die unter (A1) und (A2) de�nierten Ausdr�ucke hei�en atomare Ausdr�ucke. Die Menge

aller atomaren Ausdr�ucke wird mit FA
a bezeichnet.

Durch die Konstruktionsregeln der De�nition 1.2 werden die strukturellen Eigenschaften der
Ausdr�ucke der Sprachen MS vollst�andig festgelegt. Im folgenden werden wichtige Eigenschaf-
ten zusammengestellt. Wesentlich ist insbesondere die Aussage des Satzes 1.4 wesentlich, der
Aufschl�usse �uber die Eindeutigkeit des Aufbaus von Ausdr�ucken gibt. Wegen der eingangs
bereits erw�ahnten Verwandtschaft zu den klassischen Logikkalk�ulen verzichten wir hier auf
die explizite Beweisf�uhrung.

Das folgende Lemma dient der Vorbereitung des Satzes 1.4.

1.3 Lemma F�ur alle Ausdr�ucke '; '0 2 FA gilt: ' ist kein echtes Anfangsst�uck von '0

(d.h. es gibt kein von � verschiedenes � 2 A+ mit '� = '0).

Beweis: Der Beweis erfolgt induktiv. Eine explizite Darstellung der Argumentation �ndet
sich bei [Ebbinghaus '96, S. 22 f.].

Es kann nun gezeigt werden, da� sich jeder Ausdruck in eindeutiger Weise in Teilausdr�ucke
zerlegen l�a�t.

1.4 Satz Jeder Ausdruck ist entweder von der Gestalt (i) Rq1 : : : q� oder (ii) MR1 : : : R�

oder (iii) (:') oder (iv) (' ^  ) oder (v) (' _  ) oder (vi) (' !  ) oder (vii) (' $  ).
Dabei sind eindeutig bestimmt das Relationssymbol R und die Variablen oder Konstanten

q1; : : : ; q� im Fall (i), das Ma�symbol M sowie die Relationssymbole R1; : : : ; R� im Fall (ii),

der Ausdruck ' im Fall (iii) und die Ausdr�ucke ' und  in den F�allen (iv) bis (vii).

Beweis: Bei (i) und (ii) ist nichts zu zeigen. Die Behauptung (iii) folgt ebenfalls sofort
durch Abz�ahlen und Vergleich der Zeichen des Ausdrucks.

Es seien Ausdr�ucke '; '0;  ;  0 2 FA und Junktoren Æ; Æ0 2 f^;_;!;$g gegeben, so da�
(' Æ  ) = ('0 Æ0  0) gilt.

Wir nehmen an, da� ' 6= '0 gilt. Dann ist entweder ' ein echtes Anfangsst�uck von '0 oder
umgekehrt. Nach Lemma 1.3 kann dann ' (bzw. '0) kein Ausdruck sein, im Widerspruch
zur Annahme. Folglich gilt ' = '0 und es folgt Æ = Æ0 sowie  =  0.

Aus Satz 1.4 ergibt sich eine M�oglichkeit, Abbildungen auf den Ausdr�ucken der Sprachen MS
zu de�nieren. Dabei reicht es, die Abbildung auf den atomaren Ausdr�ucken festzulegen und
eine eindeutige Vorschrift f�ur die in (A3) und (A4) de�nierten Verkn�upfungsregeln anzuge-
ben. Diese beschreibt, wie von den Bildern der jeweiligen Teilausdr�ucke auf das des Gesamt-
ausdruckes geschlossen werden kann. Da sich nach Satz 1.4 jeder Ausdruck eindeutig durch
die Regeln (A3) bis (A4) in Teilausdr�ucke zerlegen l�a�t, kann letztlich auf die Wohlde�niert-
heit der Abbildung geschlossen werden. Der hier beschriebene Konstruktionsmechanismus
wird auch induktive De�nition von Abbildungen genannt (siehe auch [Ebbinghaus '96, S.
24]). Er wird explizit in Abschnitt 1.4 verwendet, wo auch die obige �Uberlegung verfeinert
wird.
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1.3 Abbildungen auf Wahrheitswerten

Gegenstand des folgenden Abschnitts sind die Abbildungen, die sp�ater zur Bestimmung der
Wahrheitswerte von Ausdr�ucken mit Junktoren dienen. Hierzu ist es zun�achst notwendig,
die Menge der Wahrheitswerte selbst festzulegen.

Die erste Forderung an die Menge der Wahrheitswerte ist, da� diese mit einer vollst�andigen
Ordnung versehen ist. Je zwei Wahrheitswerte sollen stets in dem Sinne vergleichbar sein, da�
der eine gr�o�er oder gleich dem anderen ist. Es wird ferner angenommen, da� die Menge der
Wahrheitswerte ein Maximum (wahr) und ein Minimum (falsch) bez�uglich dieser Ordnung
besitzt. Prinzipiell sind diese Bedingungen ausreichend f�ur die wesentlichen �Uberlegungen
des folgenden Abschnitts und o�enbar sind verschiedene Mengen von Wahrheitswerten denk-
bar. Es zeigt sich jedoch, da� es aus technischen Gr�unden zweckm�a�ig ist, die Menge der
Wahrheitswerte stets als eine geeignete Teilmenge des reellen Intervalls [0; 1] aufzufassen
(vgl. z. B. S. 25). Der Wert 1 wird dabei mit wahr, der Wert 0 mit falsch identi�ziert.
Auf diese Art k�onnen Sprachen der Klasse MS, die bez�uglich verschiedener Mengen von
Wahrheitswerten de�niert werden, einfach miteinander verglichen und ihre Konstruktion
vereinheitlicht werden.

Die obigen Konventionen erlauben es, alle Abbildungen, die die Wahrheitswerte der Aus-
dr�ucke mit Junktoren bestimmen, durch Abbildungen zu beschreiben, die auf dem Intervall
[0; 1] de�niert sind. Der Wahrheitswert der Negation eines Ausdrucks wird hierzu durch ei-
ne einstellige Abbildung [0; 1] �! [0; 1] dargestellt. Konjunktion, Disjunktion, Subjunktion
und Bisubjunktion werden durch zweistellige Abbildungen [0; 1]2 �! [0; 1] bewertet. Bei der
Konstruktion der Abbildungen wird stets so vorgegangen, da� sich bei der Einschr�ankung
der Wahrheitswerte auf f0; 1g die klassischen Wahrheitstafeln ergeben. Jede Sprache der
Klasse MS wird in diesem Sinne eine Erweiterung der klassischen Logik sein. Eine genauere
Untersuchung dieses Aspektes �ndet sich in Abschnitt 1.4.

Die Inhalte dieses Abschnitts �nden sich an verschiedenen Stellen in der Standardliteratur
zur Fuzzy-Set-Theory und zur mehrwertigen Logik. Wir verweisen stellvertretend f�ur ande-
re auf [B�ohme '93, Kruse '95] und [Gottwald '93] sowie auf [Gottwald '89]. Die Darstellung
unterscheidet sich dort von der hier gew�ahlten jedoch in mehreren Punkten. So werden die
Begri�e der dualen s-Norm sowie des Residuums mit Blick auf die beabsichtigte Einf�uhrung
der Wahrheitsr�aume in Abschnitt 1.4 allgemeiner eingef�uhrt als �ublich. Zudem werden wir
spezielle, f�ur das weitere zweckm�a�ige Notationen verwenden. Schlie�lich ist es beabsich-
tigt, die im Bereich der Fuzzy-Set-Theory h�au�g verwendete, eher intuitive Einf�uhrung der
Begri�e mathematisch exakt zu fassen und die entsprechenden Aussagen mit der f�ur diese
Arbeit notwendigen Strenge zu beweisen.

1.3.1 t-Normen und s-Normen

Die Wahrheitswerte der Konjunktion und Disjunktion werden durch Abbildungen beschrie-
ben, die t-Normen bzw. s-Normen genannt werden. Diesen entstammen urspr�unglich Un-
tersuchungen zur verallgemeinerten Geometrie (vgl. etwa [Schweizer '60, Schweizer '61]).

Beide Abbildungen unterscheiden sich in ihrer Axiomatik lediglich hinsichtlich der Festle-
gung ihres neutralen Elements. Im Falle der t-Norm ist dieses das Maximum (wahr oder 1)
der Menge der Wahrheitswerte. Bei den s-Normen ist es das Minimum (falsch oder 0).



1.3 Abbildungen auf Wahrheitswerten 15

1.5 De�nition Eine Abbildung t : [0; 1]2 �! [0; 1] hei�t t-Norm, wenn sie die folgenden

Bedingungen erf�ullt:

(T1) 8 a 2 [0; 1] : t(a; 1) = a (Neutrales Element)

(T2) 8 a; b; c 2 [0; 1] : a � b) t(a; c) � t(b; c) (Monotonie)

(T3) 8 a; b 2 [0; 1] : t(a; b) = t(b; a) (Kommutativit�at)

(T4) 8 a; b; c 2 [0; 1] : t(a; t(b; c)) = t(t(a; b); c) (Assoziativit�at)

s-Normen werden wie folgt de�niert.

1.6 De�nition Eine Abbildung s : [0; 1]2 �! [0; 1] hei�t s-Norm (oder t-Conorm), wenn

sie die folgenden Bedingungen erf�ullt:

(S1) 8 a 2 [0; 1] : s(a; 0) = a (Neutrales Element)

(S2) 8 a; b; c 2 [0; 1] : a � b) s(a; c) � s(b; c) (Monotonie)

(S3) 8 a; b 2 [0; 1] : s(a; b) = s(b; a) (Kommutativit�at)

(S4) 8 a; b; c 2 [0; 1] : s(a; s(b; c)) = s(s(a; b); c) (Assoziativit�at)

Eine Motivation der Eigenschaften von t- und s-Normen �ndet sich bei Kruse [Kruse '95,
S. 21]. Wir geben an dieser Stelle lediglich je zwei wichtige t-Normen und s-Normen an.
Dies sind der Maximum- und der Minimum-Operator sowie die Drastische Summe und das
Drastische Produkt. Weitere Beispiele �nden sich in Tabelle 1.1.

1.7 Beispiel Beispiele f�ur t-Normen sind:

(i) Minimum-Operator:

tmin : [0; 1]
2
�! [0; 1] (a; b) 7�! min(a; b)

(ii) Drastisches Produkt:

tD : [0; 1]2 �! [0; 1] (a; b) 7�!

�
min(a; b) a = 1 _ b = 1

0 sonst

Beispiele f�ur s-Normen sind:

(i) Maximum-Operator:

smax : [0; 1]
2
�! [0; 1] (a; b) 7�! max(a; b)
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Abbildung 1.1: tmin(a; b) und smax(a; b)

(ii) Drastische Summe:

sD : [0; 1]2 �! [0; 1] (a; b) 7�!

�
max(a; b) a = 0 _ b = 0

1 sonst

Durch die t- und s-Normen des Beispiels 1.7 k�onnen alle �ubrigen t- und s-Normen ab-
gesch�atzt werden. Es gilt der folgende Satz:

1.8 Satz F�ur jede t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1] und jede s-Norm s : [0; 1]2 �! [0; 1] gilt:

(i) 8a; b 2 [0; 1] : tD(a; b) � t(a; b) � tmin(a; b)

(ii) 8a; b 2 [0; 1] : smax(a; b) � s(a; b) � sD(a; b)

Beweis: zu (i): Es sei t eine t-Norm. Wir betrachten zun�achst die linke Seite der Unglei-
chung. Ist a 6= 1 und b 6= 1, so gilt nach der De�nition von tD:

tD(a; b) = 0 � t(a; b) :

Nehmen wir den Fall b = 1 an, so gilt:

tD(a; 1) = a
(T1)
= t(a; 1) :

Wegen der Kommutativit�at von t folgt die Behauptung auch f�ur a = 1.

Wir betrachten nun die rechte Seite der Ungleichung. F�ur jede t-Norm t und a; b 2 [0; 1]
gilt:

t(a; b)
(T2)

� t(a; 1)
(T1)
= a
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und

t(a; b)
(T3)
= t(b; a)

(T2)

� t(b; 1)
(T1)
= b :

Insgesamt erhalten wir: t(a; b) � min(a; b).

Die Behauptung (ii) folgt durch analoge �Uberlegungen.

In Abbildung 1.1 wird die Aussage des Satzes 1.8 veranschaulicht. Dort sind die Graphen des
Minimum- und des Maximum-Operators aufgetragen. Drastisches Produkt und Drastische
Summe sind nicht dargestellt, da beide Abbildungen nur auf dem Rand (im Falle a =
1 _ b = 1) des zwei-dimensionalen Einheitsw�urfels ungleich 0 bzw. 1 sind und dort mit
dem Minimum- bzw. dem Maximum-Operator �ubereinstimmen. Der Graph jeder weiteren
t-Norm liegt unterhalb der abgebildeten Fl�achen, der Graph jeder s-Norm oberhalb dieser.
Der von den Fl�achen eingeschlossene Raum wird von t- und s-Normen nicht erreicht.

Aus Satz 1.8 ergibt sich eine wichtige Folgerung.

1.9 Satz Es sei t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine t-Norm und s : [0; 1]2 �! [0; 1] eine s-Norm. Dann

gilt:

(i) 8 a 2 [0; 1] : t(a; 0) = 0

(ii) 8 a 2 [0; 1] : s(a; 1) = 1

Beweis: Die Behauptung folgt aus den Absch�atzungen des Satzes 1.8.

1.3.2 Negationsfunktionen

Um die Negation darzustellen, werden die sogenannten Negationsfunktionen verwendet. Ihre
Eigenschaften sind eine intuitive Erweiterung der klassischen Negation.

1.10 De�nition Eine Abbildung n : [0; 1] �! [0; 1] hei�t eine Negationsfunktion, wenn

sie die folgenden Bedingungen erf�ullt:

(N1) n(0) = 1 und n(1) = 0

(N2) 8 a; b 2 [0; 1] : a � b) n(a) � n(b) (Monotonie)

Eine Negationsfunktion hei�t streng, wenn zus�atzlich gilt:

(N3) n 2 C([0; 1]) und 8 a; b 2 [0; 1] :

a < b) n(a) > n(b) (Stetigkeit und strenge Monotonie)

Eine strenge Negationsfunktion hei�t Involution, wenn zus�atzlich gilt:

(N4) 8 a 2 [0; 1] : n(n(a)) = a
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Bezeichnung Vorschrift (a; b 2 [0; 1])

Minimum-Operator tmin(a; b) = min(a; b)

Maximum-Operator smax(a; b) = max(a; b)

Beschr�ankte Di�erenz tB(a; b) = max(0; a+ b� 1)

Beschr�ankte Summe sB(a; b) = min(1; a+ b)

Algebraisches Produkt tA(a; b) = a � b

Algebraische Di�erenz sA(a; b) = a+ b� a � b

Drastisches Produkt tD(a; b) =

8<
: min(a; b) a = 1 _ b = 1

0 sonst

Drastische Summe sD(a; b) =

8<
: max(a; b) a = 0 _ b = 0

1 sonst

Tabelle 1.1: Duale Paare von t- und s-Normen

Wir werden im weiteren stets Involutionen betrachten.

1.11 Beispiel Die in der Praxis am h�au�gsten verwendete Negationsfunktion ist die Funk-

tion

ns : [0; 1] �! [0; 1] a 7�! 1� a :

Sie ist eine Involution.

Involutionen er�o�nen die M�oglichkeit, einen Zusammenhang zwischen bestimmten t- und
s-Normen herzustellen. Dieser f�uhrt zu dem Begri� der zu t dualen s-Norm, den wir im
folgenden Satz einf�uhren.

1.12 Satz Es sei t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine t-Norm und n : [0; 1] �! [0; 1] eine Involution.

Die Abbildung

st;n : [0; 1]
2
�! [0; 1] (a; b) 7�! n(t(n(a); n(b)))

ist eine s-Norm. Sie hei�t die zu t duale s-Norm (bez�uglich n).

Beweis: Es seien t ; n und st;n wie oben gegeben. Wir weisen die Eigenschaften der De�ni-
tion 1.6 nach.
zu (S1) (Neutrales Element): Es sei a 2 [0; 1] beliebig, dann gilt:

st;n(a; 0) = n(t(n(a); n(0)))
(N1)
= n(t(n(a); 1))

1:9
= n(n(a))

(N4)
= a :

zu (S2) (Monotonie): Es seien a; b; c 2 [0; 1], mit a � b. Wir erhalten:

a � b
(N2)
) n(a) � n(b)
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(T2)
) t(n(a); n(c)) � t(n(b); n(c))
(N2)
) n(t(n(a); n(c))) � n(t(n(b); n(c)))

) st;n(a; c) � st;n(b; c)

zu (S3) (Kommutativit�at): folgt sofort aus (T3)

zu (S4) (Assoziativit�at): Es seien a; b; c 2 [0; 1]. Dann gilt:

st;n(a; st;n(b; c))

= n(t(n(a); n(n(t(n(b); n(c))))))
(N4)
= n(t(n(a); t(n(b); n(c))))
(T4)
= n(t(t(n(a); n(b)); n(c)))
(N4)
= n(t(n(n(t(n(a); n(b))| {z }

st;n(a;b)

)); n(c)))

= st;n(st;n(a; b); c)

1.13 Bemerkung

(i) In der Literatur wird der Begri� der dualen s-Norm h�au�g nur f�ur die Involution

ns de�niert und untersucht. Allerdings w�are ein solcher Ansatz f�ur die beabsichtigten

Untersuchungen zu speziell. Die gew�ahlte Bezeichnung st;n orientiert sich an einer von

Gottwald [Gottwald '93] verwendeten Notation.

(ii) Es sei s : [0; 1]2 �! [0; 1] eine s-Norm. Dann de�niert

ts;n : [0; 1]
2
�! [0; 1] (a; b) 7�! n(s(n(a); n(b))

eine t-Norm. Diese hei�t die zu s duale t-Norm (bzgl. n). Ist s eine duale s-Norm

zu einer t-Norm t bzgl. n, so ist t die duale t-Norm zu s bzgl. n. Demnach gilt f�ur jede

t-Norm t und jede Involution n: tst;n;n = t :

In Tabelle 1.1 sind exemplarisch duale Paare von t- und s-Normen aufgef�uhrt. Bei allen
abgebildeten Paaren ist die Involution ns aus Beispiel 1.11 zugrunde gelegt worden.

1.3.3 Das Residuum

Bisher wurden Abbildungen zur Darstellung von Konjunktion, Disjunktion und Negation
behandelt. Wir werden in diesem Abschnitt als letztes die Abbildungen zur Darstellung von
Subjunktionen, die sogenannten Residuen, einf�uhren. Die Bewertung der Bisubjunktionen
wird sp�ater durch eine Kombination von Residuen und t-Normen erfolgen (vgl. Abschnitt
1.4 (S. 25)) und daher an dieser Stelle nicht explizit behandelt.

Wir beginnen mit der De�nition des Residuums.
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t-Norm (a; b 2 [0; 1]) Residuum (a; b 2 [0; 1])

tmin(a; b) = min(a; b) rmin(a; b) =

�
1 a � b

b a > b

tB(a; b) = max(0; a+ b� 1) rB(a; b) = min(1; 1� a+ b)

tA(a; b) = a � b rA(a; b) =

�
min(1; b=a) a 6= 0

1 a = 0

tD(a; b) =

�
min(a; b) a = 1 _ b = 1

0 sonst
rD(a; b) =

�
b a = 1
1 sonst

Tabelle 1.2: Residuen verschiedener t-Normen

1.14 De�nition Es sei t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine t-Norm. Die Abbildung

rt : [0; 1]
2
�! [0; 1] (a; b) 7�! supfd 2 [0; 1]; t(a; d) � bg

hei�t das Residuum von t.

In Tabelle 1.2 sind Residuen zu verschiedenen t-Normen aufgef�uhrt.

1.15 Bemerkung Wir orientieren uns bei der Begri�sbildung der De�nition 1.14 an dem

Vorgehen von Gottwald [Gottwald '93, S. 13, Def. 1.4], der allerdings den Begri� des �-

Operators verwendet und lediglich nach unten halbstetige t-Normen betrachtet. In der Lite-

ratur zur Fuzzy-Set-Theory ist eine andere De�nition des Residuums �ublich (vgl. [Kruse '95,

S. 59, Def. 2.62]). Diese stimmt im Falle einer stetigen t-Norm mit der Begri�sbildung der

De�nition 1.14 �uberein (vgl. [Kruse '95, S. 59, Satz 2.63]). Im Falle einer nicht stetigen

t-Norm kann mit der �ublichen De�nition allerdings die Existenz und Eindeutigkeit eines

Residuums nicht gesichert werden, so da� diese Begri�sbildung mit Blick auf die beabsich-

tigte Einf�uhrung der Wahrheitsr�aume nicht zweckm�a�ig erscheint.

Wir geben einige grundlegende Eigenschaften des Residuums an.

1.16 Satz Es sei t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine t-Norm und rt : [0; 1]
2 �! [0; 1] das Residuum

von t. Das Residuum hat die folgenden Eigenschaften:

(i) 8 a; b; c 2 [0; 1] : b � c ) rt(a; b) � rt(a; c) (Monotonie)

a � b ) rt(a; c) � rt(b; c)

(ii) 8 a; b 2 [0; 1] : a � b) rt(a; b) = 1

(iii) 8 a 2 [0; 1] : rt(1; a) = a (Neutrales Element)
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Beweis: zu (i): Wir zeigen zun�achst die erste Ungleichung. Seien a; b; c 2 [0; 1] und b � c.
F�ur alle d 2 [0; 1] und jede t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1] gilt:

t(a; d) � b ) t(a; d) � c :

Folglich ist

rt(a; b) = supfd 2 [0; 1]; t(a; d) � bg

� supfd 2 [0; 1]; t(a; d) � cg = rt(a; c) :

Wir wenden uns dem Beweis der zweiten Ungleichung zu:
Seien a; b; c 2 [0; 1] und a � b. Es gilt nach (T2) stets t(a; d) � t(b; d) f�ur alle d 2 [0; 1].
Somit folgt

t(b; d) � c ) t(a; d) � c

und wir erhalten die Behauptung wie im ersten Fall.

zu (ii): Es seien a; b 2 [0; 1] mit a � b.

F�ur jede t-Norm t gilt nun: t(a; d)
1:8

� min(a; d)
(T2)

� min(a; b) = a � b, f�ur alle d 2 [0; 1]. Also
folgt:

rt(a; b) = supfd 2 [0; 1]; t(a; d) � bg = supfd 2 [0; 1]g = 1 :

zu(iii): Sei a 2 [0; 1], dann gilt

rt(1; a) = supfd 2 [0; 1]; t(1; d) � ag = supfd 2 [0; 1]; d � ag = a

Im n�achsten Satz werden wichtige Eigenschaften von Verkn�upfungen von t-Normen und
Residuen aufgef�uhrt.

1.17 Satz Es sei t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine t-Norm, die nach unten halbstetig ist, und

rt : [0; 1]
2
�! [0; 1] das Residuum von t. Es gelten die folgenden Aussagen:

(i) 8 a; b 2 [0; 1] : t(a; rt(a; b)) � b

(ii) 8 a; b 2 [0; 1] : rt(a; t(a; b)) � b

(iii) 8 a; b; c 2 [0; 1] : t(rt(a; b); rt(b; c)) � rt(a; c)

Beweis: zu (i): Da die t-Norm nach Voraussetzung nach unten halbstetig ist, ist die Menge
fd 2 [0; 1]; t(a; d) � bg abgeschlossen. Es folgt die Behauptung.

zu (ii): Es gilt:

rt(a; t(a; b)) = supfd 2 [0; 1]; t(a; d) � t(a; b)g

Wegen der Monotonie der t-Norm gilt f�ur d � b stets t(a; d) � t(a; b). Also ist

supfd 2 [0; 1]; t(a; d) � t(a; b)g � b
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zu (iii): Es seien a; b; c 2 [0; 1] beliebig gew�ahlt. Dann gilt:

t(a; t(rt(a; b); rt(b; c)))

(T4)
= t(t(a; rt(a; b)); rt(b; c))

(i)

� t(b; rt(b; c))

(i)

� c

Wir erhalten daher:

t(rt(a; b); rt(b; c)) � supfd 2 [0; 1]; t(a; d) � cg

= rt(a; c)

1.3.4 Charakterisierung des Minimum-Operators

In der Theorie mehrwertiger Mengen ist der Minimum-Operator die am h�au�gsten ver-
wendete t-Norm. Seine Anwendung im Bereich der mehrwertigen Mengen geht auf Zadeh
[Zadeh '65] zur�uck. Allerdings betrachtete schon Lukasiewicz in [Lukasiewicz '30 A] eine
mehrwertige Logik, in der das Minimum zur Verallgemeinerung des klassischen und' ver-
wendet wurde. Auch heute wird bei der Untersuchung der Fuzzy-Logik fast ausschlie�lich
der Minimum-Operator zugrundegelegt (vgl. [Pavelka '79, Novak '87] oder [B�ohme '93, S.
209 �.]).

Wir werden diesen Operator daher nun genauer betrachten und einige charakteristische
Eigenschaften zusammenstellen. Wichtig sind hier vor allem die Distributivgesetze, die wir
in Satz 1.24 zeigen. Wir beginnen mit dem Begri� der Idempotenz einer Abbildung.

1.18 De�nition Eine Abbildung u : [0; 1]2 �! [0; 1] hei�t idempotent, wenn f�ur alle

a 2 [0; 1] gilt: u(a; a) = a.

1.19 Satz Ist eine t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1] idempotent, so gilt: t = tmin.

Beweis: Es seien t eine idempotente t-Norm und a; b 2 [0; 1]. Wir nehmen a � b an. Dann
gilt:

a = t(a; a)
(T2)

� t(a; b)
(T2)

� t(a; 1)
(T1)
= a :

Also gilt t(a; b) = a = min(a; b). F�ur a � b folgt die Behauptung aus Symmetriegr�unden
nach (T3).

1.20 De�nition Eine Abbildung u : [0; 1]2 �! [0; 1] hei�t interaktiv, wenn a; b 2 [0; 1]
derart existieren, da� u(a; b) 62 fa; bg gilt.

Es wird sich zeigen, da� jede t-Norm mit Ausnahme des Minimum-Operators interaktiv ist.

1.21 Satz Ist eine t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1] nicht interaktiv, so gilt: t = tmin.
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Beweis: Es sei t eine nicht interaktive t-Norm. F�ur jedes a 2 [0; 1] gilt dann t(a; a) = a.
Also ist t idempotent. Aus Satz 1.19 folgt: t = tmin.

Die Eigenschaften der Interaktivit�at und Idempotenz charakterisieren nicht nur t-Normen,
sondern auch ihre dualen s-Normen. Dies zeigt der folgende Satz.

1.22 Satz Sei t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine t-Norm, n : [0; 1] �! [0; 1] eine Involution und

st;n : [0; 1]
2 �! [0; 1] die zu t duale s-Norm bzgl. n. Es ist st;n genau dann idempotent (bzw.

nicht interaktiv), wenn t idempotent (bzw. nicht interaktiv) ist.

Beweis: Wir weisen die Idempotenz nach.

F�ur alle a; b 2 [0; 1] ist st;n(a; b) = n(t(n(a); n(b))). Ist nun t idempotent, so folgt: st;n(a; a) =
n(t(n(a); n(a)))) = n(n(a)) = a.

F�ur alle a; b 2 [0; 1] ist andererseits t(a; b) = n(st;n(n(a); n(b))). Ist nun st;n idempotent, so
folgt: t(a; a) = n(st;n(n(a); n(a))) = n(n(a)) = a.

Die entsprechende Behauptung der Interaktivit�at kann nun wie in Satz 1.21 bewiesen wer-
den.

Zum Abschlu� dieses Abschnittes soll gezeigt werden, da� es genau ein Paar von dualer t-
und s-Norm gibt, f�ur das ein Distributivgesetz gilt. Als Vorbereitung dazu dient das folgende
Lemma.

1.23 Lemma Es sei n : [0; 1] �! [0; 1] eine Involution. Es sei ferner t = tmin. Dann gilt

f�ur alle a; b 2 [0; 1]:
st;n(a; b) = max(a; b) = smax(a; b) :

Beweis: Unter den Voraussetzungen des Lemmas gilt f�ur a; b 2 [0; 1]:

st;n(a; b) = n(min(n(a); n(b)) )

(N3)
= n(n(max(a; b)) )

(N4)
= max(a; b)

Da a und b beliebig gew�ahlt sind, ist die Behauptung des Lemmas gezeigt.

Analog l�a�t sich zeigen, da� die zu smax duale t-Norm stets der Minimum-Operator ist, und
zwar unabh�angig von der betrachteten Involution.

1.24 Satz Es sei t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine t-Norm, n : [0; 1] �! [0; 1] eine Involution und

st;n : [0; 1]2 �! [0; 1] die zu t duale s-Norm bzgl. n. Dann sind die folgenden Aussagen

�aquivalent:

(i) Es ist t = tmin.

(ii) Es gilt eines der beiden folgenden Distributivgesetze:

(a) 8a; b; c 2 [0; 1] : t(a; st;n(b; c)) = st;n(t(a; b); t(a; c))

(b) 8a; b; c 2 [0; 1] : st;n(a; t(b; c)) = t(st;n(a; b); st;n(b; c))
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Beweis:
"
(i)) (ii)\: Es sei t = tmin. Nach Lemma 1.23 ist dann st;n = smax. Die G�ultigkeit

der Distributivgesetze f�ur den Minimum- und den Maximum-Operator folgt aus elementaren
Umformungen.

"
(ii) ( (i)\: Es gelte das Distributivgesetz (a) f�ur alle a; b; c 2 [0; 1]. Dann gilt es insbeson-
dere f�ur b = c = 1. Ist a 2 [0; 1] beliebig gew�ahlt, so folgt:

a
(T1)
= t(a; 1)

1:9
= t(a; st;n(1; 1))

(a)
= st;n(t(a; 1); t(a; 1))

(T1)
= st;n(a; a) :

Also ist st;n idempotent und aus Satz 1.22 folgt die Idempotenz von t, was nach Satz 1.19
t = tmin impliziert.

Das Distributivgesetz (b) gelte f�ur alle a; b; c 2 [0; 1]. Dann gilt es insbesondere f�ur b = c = 0.
Ist a 2 [0; 1] beliebig gew�ahlt, so folgt:

a
(S1)
= st;n(a; 0)

1:9
= st;n(a; t(0; 0))

(b)
= t(st;n(a; 0); st;n(a; 0))

(S1)
= t(a; a) :

Also ist t idempotent und Satz 1.19 liefert t = tmin.

Eine Folgerung des Satzes 1.24 ist, da� das Distributivgesetz (a) genau dann gilt, wenn das
Distributivgesetz (b) gilt. Ferner zeigt sich, da� die Eigenschaft der Distributivit�at lediglich
von einer t-Norm { n�amlich dem Minimum-Operator { erf�ullt wird. Hier wird deutlich,
da� wesentliche strukturelle Unterschiede zwischen den verschiedenen t-Normen bestehen.
Diese Unterschiede werden sich sp�ater entsprechend in der Semantik der mit den t-Normen
de�nierten Sprachen wieder�nden (vgl. Bsp. 1.53).

Die Aussage des Satzes 1.24 l�a�t sich auch f�ur Teilmengen von [0; 1] zeigen, sofern diese
die Elemente 0 und 1 umfassen. Solche Mengen werden in Abschnitt 1.4 als Mengen von
Wahrheitswerten aufgefa�t.

1.25 Bemerkung Es seinen f0; 1g � T � [0; 1] sowie eine t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1] und

eine Involution n : [0; 1] �! [0; 1] gegeben. F�ur die Einschr�ankungen tjT 2 und st;njT 2 gilt

eines der beiden Distributivgesetze aus Satz 1.24 genau dann, wenn gilt: tjT 2=tminjT 2.

1.4 Wahrheitsr�aume und Tautologien

In diesem Abschnitt wird festgelegt, wie t-Normen, s-Normen, Negationsfunktionen und
Residuen zur Ermittlung der Wahrheitswerte solcher Ausdr�ucken verwendet werden, in de-
nen Junktoren vorkommen. Dabei werden wir ausnutzen, da� sich mit der Vorgabe einer
t-Norm und einer Involution bereits eine (duale) s-Norm sowie ein Residuum ableiten las-
sen. Involution und t-Norm werden daher als Erzeugende der Semantik der Sprachen MS
verwendet. Dieses Vorgehen ist prinzipiell vergleichbar mit dem Vorgehen in der klassischen
Logik. Auch dort werden gelegentlich Konjunktion und Negation als Erzeugende der �ubrigen
Grundoperationen (vgl. [Carnap '68]) gebraucht.

In Abschnitt 1.3 wurde bereits gezeigt, da� verschiedene t-Normen und Involutionen existie-
ren. Durch unterschiedliche Vorgabe dieser beiden Elemente entstehen verschiedene seman-
tische Strukturen. Allerdings mu� zur vollst�andigen Festlegung der Struktur der Semantik
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neben t-Norm und Involution noch die zul�assige Menge der Wahrheitswerte festgelegt wer-
den. Diese wird durch eine geeignete Teilmenge des Intervalls [0; 1] repr�asentiert. Durch die
drei Elemente t-Norm, Involution und Menge der Wahrheitswerte wird die Struktur der Se-
mantik einer Sprache der Klasse MS vollst�andig erkl�art. Wir werden diese Elemente zu dem
Begri� des Wahrheitsraumes zusammenfassen. Dieser stellt somit das wesentliche Charakte-
ristikum der Semantik der betrachteten Sprache dar. Er bietet die konzeptionelle Grundlage
zur Untersuchung und Gegen�uberstellung der verschiedenen Sprachen.

Neben der Einf�uhrung der grundlegenden Begri�e ist die Zielsetzung des folgenden Ab-
schnitts die strukturelle Analyse der Eigenschaften von Wahrheitsr�aumen. Dabei werden
zwei Schwerpunkte gesetzt. Zum einen ist dies die Frage der Vergleichbarkeit der durch
die Wahrheitsr�aume beschriebenen semantischen Strukturen. Diese Problemstellung wird
zu den Begri�en der �Aquivalenz bzw. der Isomorphie von Wahrheitsr�aumen f�uhren. Ein
zweiter Schwerpunkt wird die Betrachtung von speziellen semantischen Charakteristika von
Wahrheitsr�aumen sein. Hier wird der Begri� der Tautologien einer Sprache MS von zentraler
Bedeutung sein. Dieser Begri� entspricht inhaltlich dem klassischen Vorbild. Er bezeichnet
Ausdr�ucke, die unabh�angig von ihrer konkreten Bedeutung wahr sind.

Der Diskurs der beiden obigen Schwerpunkte wird sich auf Aussagen beschr�anken, die f�ur
die beabsichtigte Formulierung des Entscheidungsmodells in Kapitel 4 von Bedeutung sind
oder die uns wichtig f�ur das Verst�andnis des hier vorgestellten Konzepts erscheinen. Zudem
werden wir auf Ber�uhrungspunkte zu anderen logischen Konzepten hinweisen, ohne da� hier
eine vollst�andige Abhandlung dieser Verwandtschaft beabsichtigt ist.

Die von uns im folgenden vorgenommenen Begri�sbildungen und der durchgef�uhrte sy-
stematische Vergleich verschiedener semantischer Strukturen sind sowohl methodisch als
auch inhaltlich grunds�atzlich neu. Sie geben Aufschlu� �uber wichtige Gemeinsamkeiten und
Unterschiede der Sprachen der Klasse MS, die es bei ihrer Anwendung erlauben werden,
angemessene Sprachen zur konkreten Problembeschreibung zu bestimmen.

1.4.1 Wahrheitsr�aume und Wahrheitsfunktionen

Wir beginnen mit der De�nition von Wahrheitsr�aumen, geben Beispiele und stellen im
Anschlu� einige Eigenschaften zusammen. Im folgenden sei A ein fest gew�ahltes Alphabet
der Sprachen MS. Die Menge aller Ausdr�ucke von A sei wie �ublich mit FA bezeichnet.
Um triviale F�alle auszuschlie�en, nehmen wir ferner an, da� die Menge FA

a der atomaren
Ausdr�ucke mindestens zwei Elemente enth�alt.

1.26 De�nition Es sei f0; 1g � T � [0; 1]. T hei�t eine Menge von Wahrheitswerten.

Es seien ferner t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine t-Norm, n : [0; 1] �! [0; 1] eine Involution, st;n :
[0; 1]2 �! [0; 1] die zu t duale s-Norm bez�uglich n und rt : [0; 1]

2 �! [0; 1] das Residuum

von t. Das Tripel � = (t; n; T ) hei�t ein Wahrheitsraum, wenn die Einschr�ankungen von

t; n; st;n und rt auf T abgeschlossen sind, d. h. es gilt:

(W1) tjT 2 : T 2 �! T

njT : T �! T

st;njT 2: T 2 �! T

rtjT 2 : T 2 �! T
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Zwei Wahrheitsr�aume �1 = (t1; n1; T1) und �2 = (t2; n2; T2) hei�en gleich (in Zeichen:

�1 = �2), wenn gilt: t1 = t2, n1 = n2 und T1 = T2.

Eine Abbildung k � k : FA �! T hei�t eine Wahrheitsfunktion in einem Wahrheitsraum

� = (t; n; T ), wenn die folgenden Bedingungen erf�ullt sind:

(W2) 8' 2 FA : k(:')k = n(k'k)

(W3) 8';  2 FA :

(i) k(' ^  )k = t (k'k; k k)

(ii) k(' _  )k = st;n(k'k; k k)

(iii) k('!  )k = rt(k'k; k k)

(iv) k('$  )k = t (rt(k'k; k k); rt(k k; k'k))

Ist k�k : FA �! T eine Wahrheitsfunktion in � , so schreiben wir kurz k�k 2 � . F�ur ' 2 FA

wird k'k der Wahrheitswert von ' genannt.

Jede Abbildung FA
�! T ist eine Bewertung der Ausdr�ucke einer Sprache MS mit Wahr-

heitswerten. Diese sind zun�achst v�ollig beliebig und nicht jede dieser Bewertungen kann
als zweckm�a�ige Bewertung im Sinne einer mehrwertigen logischen Sprache verstanden wer-
den. Durch die Forderungen (W2) und (W3) werden aus der Menge aller dieser Abbildungen
gewisse zul�assige Funktionen { die Wahrheitsfunktionen �uber einem Wahrheitsraum { cha-
rakterisiert. Sie sind die semantisch zul�assigen Bewertungen der Ausdr�ucke und jede dieser
Abbildungen ist im obigen Sinne logisch sinnvoll. Indem durch einen Wahrheitsraum die
zul�assigen Bewertungen festgelegt werden, de�niert dieser die semantische Struktur einer
Sprache aus der Klasse MS.

Wir geben zun�achst einige einfache Beispiele an.

1.27 Beispiel { Klassische Aussagenlogik

Wir betrachten die Menge der Wahrheitswerte T = f0; 1g, eine t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1]
und eine Involution n : [0; 1] �! [0; 1]. Wir weisen nach, da� � = (t; n; f0; 1g) stets ein

Wahrheitsraum ist.

Den Ausf�uhrungen des Abschnittes 1.3 entnehmen wir die folgenden Tabellen:

a n(a)

0 1

1 0

a b t(a; b) st;n(a; b) rt(a; b)

0 0 0 0 1

0 1 0 1 1

1 0 0 1 0

1 1 1 1 1

Wie man an diesen Tabellen abliest, ist � = (t; n; f0; 1g) stets ein Wahrheitsraum, da (W1)

erf�ullt ist.

Aus den Axiomen (W2) und (W3) ergeben sich die folgenden Wahrheitswerte f�ur Ausdr�ucke,

in denen Junktoren enthalten sind:
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k'k k(:')k

0 1

1 0

k'k k k k(' ^  )k k(' _  )k k('!  )k k('$  )k

0 0 0 0 1 1

0 1 0 1 1 0

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1

Diese Tabellen entsprechen den Wahrheitstafeln der klassischen Aussagenlogik. In diesem

Sinne de�niert der Wahrheitsraum � = (t; n; f0; 1g) die Semantik einer Sprache MS, die zu

der Semantik der klassischen Aussagenlogik �aquivalent ist. Allerdings verf�ugt diese Sprache

mit den Ma�symbolen �uber Elemente, die in der klassischen Aussagenlogik keine Entspre-

chung besitzen.

1.28 Beispiel

(i) Der Wahrheitsraum �1 = (tmin; ns; f0; 1g) ist ein Wahrheitsraum. Er beschreibt die

logische Sprache des Beispiels 1.27.

(ii) �2 = (tmin; ns; f0;
1
2
; 1g) ist ein Wahrheitsraum. Er gleicht semantisch der dreiwertigen

Lukasiewicz-Logik (vgl. [B�ohme '93, 209 f.]). Ein weiterer Wahrheitsraum mit drei

Wahrheitswerten wird durch �3 = (tD; ns; f0;
1
2
; 1g) de�niert. Wir werden sp�ater nach-

weisen, da� er nicht dieselbe Semantik wie der Wahrheitsraum �2 beschreibt (vgl. auch

Bsp. 1.37).

(iii) Es sei f0; 1g � T � [0; 1] eine Menge von Wahrheitswerten. Ferner sei eine Involution

n : [0; 1] �! [0; 1] gegeben, f�ur die njT : T �! T gilt. Dann sind

�min = (tmin; n; T ) und �D = (tD; n; T )

Wahrheitsr�aume. Der Wahrheitsraum �min ist mit den mehrwertigen logischen Spra-

chen der Klasse  L verwandt, die von Lukasiewicz und Tarski in [Lukasiewicz '30 B]

untersucht wurden (vgl. auch [Gottwald '89, S. 84 f.]).

Es ist zun�achst nicht klar, ob in allen Wahrheitsr�aumen stets Wahrheitsfunktionen exi-
stieren, ob also der Begri� des Wahrheitsraumes immer zu zul�assigen Bewertungen und
infolgedessen zu einer sinnvollen Semantik f�uhrt. Um die Diskussion dieses Abschnittes in
dieser Hinsicht zu rechtfertigen, werden wir daher in Satz 1.29 zun�achst die Existenz von
Wahrheitsfunktionen in beliebigen Wahrheitsr�aumen nachweisen.

1.29 Satz - Satz von der Existenz und Eindeutigkeit von Wahrheitsfunktionen

Es sei � = (t; n; T ) ein Wahrheitsraum. Es sei ferner FA
a � F

A die Menge aller atomaren

Ausdr�ucke. Ist � : FA
a �! T beliebig, so existiert genau eine Wahrheitsfunktion k � k 2 � ,

so da� k � kjFAa = � gilt.

Beweis: Es sei � : FA
a �! T gegeben. Wir de�nieren eine Abbildung g : FA

�! T durch

(i) g(') := �('), f�ur ' 2 FA
a

(ii) g((:')) := n(g(')), f�ur ' 2 FA,
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(iii) und f�ur ';  2 FA sei

(a) g((' ^  )) := t (g('); g( ))

(b) g((' _  )) := st;n(g('); g( ))

(c) g(('!  )) := rt(g('); g( ))

(d) g(('$  )) := t (rt(g('); g( )); rt(g( ); g('))).

Wir weisen nach, da� g eine Wahrheitsfunktion �uber � ist.

Zun�achst zeigen wir induktiv die Wohlde�niertheit und die Eindeutigkeit von g.

F�ur die atomaren Ausdr�ucke ist nach der De�nition von � und g nichts zu zeigen.

Sei  2 FA ein Ausdruck und g( ) 2 T sei eindeutig bestimmt. Dann ist auch ' = (: )
ein Ausdruck und es ist n(g( )) 2 T , da � = (t; n; T ) ein Wahrheitsraum ist. Da g( )
eindeutig bestimmt ist und da sich nach Satz 1.4 ' eindeutig aus  erzeugen l�a�t, folgt die
Eindeutigkeit von g(') = n(g( )).

Seien  ; � 2 FA, mit eindeutig bestimmten g( ); g(�) 2 T . Dann ist ' = ( ^ �) ein
Ausdruck und es ist t(g( ); g(�)) 2 T , da � = (t; n; T ) ein Wahrheitsraum ist. Da g( ) und
g(�) eindeutig bestimmt sind und da sich nach Satz 1.4 ' eindeutig aus  und � erzeugen
l�a�t, folgt die Eindeutigkeit von g(') = t(g( ); g(�)). Analog l�a�t sich die Behauptung f�ur
die �ubrigen Junktoren nachweisen.

Da sich jeder Ausdruck durch endliche Anwendung der Regeln (A1) bis (A4) erzeugen l�a�t,
folgt insgesamt die Wohlde�niertheit und die Eindeutigkeit von g durch Induktion7.

Nach der Konstruktion ist g eine Wahrheitsfunktion �uber � und die Existenz und Eindeu-
tigkeit einer geeigneten Wahrheitsfunktion ist nachgewiesen.

Wir stellen grundlegende Eigenschaften von Wahrheitsfunktionen zusammen. Es zeigt sich,
da� viele der Gesetzm�a�igkeiten der klassischen Logik auch f�ur die Sprachen der Klasse MS
gelten.

1.30 Lemma Sei � = (t; n; T ) ein Wahrheitsraum und k � k 2 � eine Wahrheitsfunktion.

Dann gilt:

(i) 8' 2 FA : k'k = k(:(:'))k

(ii) 8';  2 FA : k(' _  )k = k(:((:') ^ (: )))k

(iii) 8';  2 FA : k(' ^  )k = k( ^ ')k
k(' _  )k = k( _ ')k

(iv) 8';  ; ! 2 FA : k((' ^  ) ^ !)k = k(' ^ ( ^ !))k
k((' _  ) _ !)k = k(' _ ( _ !))k

Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus den Eigenschaften von t-Normen, dualen s-
Normen und Negationsfunktionen (vgl. Abschnitt 1.3).

7Zum Konzept der Induktion bei der Konstruktion logischer Sprachen vgl. [Ebbinghaus '96, S. 19 f.]
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Das folgende Lemma enth�alt Aussagen �uber die Subjunktion.

1.31 Lemma Sei � = (t; n; T ) ein Wahrheitsraum und k � k 2 � eine Wahrheitsfunktion.

Dann gilt:

(i) 8';  2 FA, mit k'k = 0: k('!  )k = 1

(ii) 8';  2 FA: k('$  )k = k(('!  ) ^ ( ! '))k

(iii) 8';  2 FA: k('$  )k = min(k('!  )k; k( ! ')k)

Ist t nach unten halbstetig, so gilt zudem:

(iv) 8';  2 FA: k((' ^ ('!  ))!  )k = 1

(v) 8';  ; ! 2 FA: k((('!  ) ^ ( ! !))! ('! !))k = 1

Beweis: Die Aussagen (i) bis (iii) folgen direkt aus Satz 1.16 und der De�nition 1.26. Die
Behauptungen (iv) und (v) folgen aus dem Satz 1.17.

Die Ausdr�ucke aus (iv) und (v) aus Lemma 1.31 besitzen unabh�angig von den Wahrheits-
werten ihrer Teilausdr�ucke den Wahrheitswert 1. Solche Ausdr�ucke hei�en Tautologien. Wir
werden sie sp�ater weitergehend untersuchen (S. 40 f). Zun�achst werden wir jedoch Begri�e
einf�uhren, die einen systematischen Vergleich verschiedener Wahrheitsr�aume erlauben.

1.4.2 �Aquivalenz von Wahrheitsr�aumen

Wir haben bereits darauf hingewiesen, da� verschiedene Wahrheitsr�aume die gleiche Se-
mantik beschreiben k�onnen. So zeigt das Beispiel 1.27, da� alle Wahrheitsr�aume der Gestalt
� = (t; n; f0; 1g) die gleiche Semantik, n�amlich die der klassischen Logik, de�nieren. Allge-
mein sollen Wahrheitsr�aume, die die gleiche Semantik beschreiben, als �aquivalent bezeichnet
werden.

1.32 De�nition Es sei T eine Menge von Wahrheitswerten. Zwei Wahrheitsr�aume �1 =
(t1; n1; T ) und �2 = (t2; n2; T ) hei�en �aquivalent (in Zeichen: �1 � �2), wenn f�ur jede

Abbildung k � k : FA �! T gilt:

k � k 2 �1 , k � k 2 �2 :

1.33 Bemerkung

(i) Die Relation � der De�nition 1.32 de�niert eine �Aquivalenzrelation auf der Menge

der Wahrheitsr�aume, die bez�uglich der gleichen Menge T von Wahrheitswerten gebildet

werden.

(ii) Nach De�nition 1.32 sind zwei Wahrheitsr�aume genau dann �aquivalent, wenn die

Mengen ihrer Wahrheitsfunktionen �ubereinstimmen. Die semantisch zul�assigen Be-

wertungen der Ausdr�ucke sind dann die gleichen. Beide Wahrheitsr�aume beschreiben

in diesem Sinne dieselbe semantische Struktur.
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(iii) Es sei FA
a die Menge der atomaren Ausdr�ucke und � : FA

a �! T eine beliebige Abbil-

dung. Es seien ferner �1 = (t1; n1; T ) und �2 = (t2; n2; T ) �aquivalente Wahrheitsr�aume.

Nach Satz 1.29 existieren dann Wahrheitsfunktionen k � k1 2 �1 und k � k2 2 �2, so da�

k � k1jFAa = � = k � k2jFAa gilt. Da nach Satz 1.29 die Wahrheitsfunktionen k � k1 und

k � k2 eindeutig bestimmt sind und au�erdem k � k1 2 �2 gilt, folgt k � k1 = k � k2. F�ur

alle Ausdr�ucke ' 2 FA gilt also: k'k1 = k'k2.

Der folgende Satz vereinfacht die Charakterisierung �aquivalenter Wahrheitsr�aume.

1.34 Satz - �Aquivalenzsatz von Wahrheitsr�aumen

Es seien �1 = (t1; n1; T ) und �2 = (t2; n2; T ) Wahrheitsr�aume. Dann sind die folgenden

Aussagen �aqivalent:

(i) �1 � �2

(ii) Es gilt:
t1jT 2 = t2jT 2

n1jT = n2jT
st1;n1jT 2 = st2;n2 jT 2

rt1 jT 2 = rt2 jT 2

(1.1)

Dabei bezeichnen sti;ni die zu ti duale s-Norm bez�uglich ni und rti das Residuum von

ti f�ur i = 1; 2.

Beweis:
"
(i))(ii)\: Es sei �1 � �2. Wir weisen die Behauptung f�ur die t-Normen nach.

Dazu seien ';  2 FA
a mit ' 6=  beliebig gew�ahlt. Dann gilt f�ur alle k � k 2 �1:

k(' ^  )k = t1(k'k; k k) (da k � k 2 �1)

und
k(' ^  )k = t2(k'k; k k) (da k � k 2 �2)

Da k � k beliebig ist, folgt mit Satz 1.29: t1jT 2 = t2jT 2

Die �ubrigen Gleichungen aus (1.1) lassen sich analog rechtfertigen.

"
(ii))(i)\: Folgt sofort aus der De�nition von Wahrheitsr�aumen (1.26).

1.35 Beispiel

(i) Wir haben in Beispiel 1.27 gezeigt, da� die Einschr�ankungen aller t-Normen, s-

Normen, Involutionen und Residuen auf der Menge f0; 1g �ubereinstimmen. Nach Satz

1.34 sind daher alle Wahrheitsr�aume der Form � = (t; n; f0; 1g) �aquivalent. Es exi-

stiert also nur eine �Aquivalenzklasse von Wahrheitsr�aumen dieser Art.

(ii) Betrachtet man die Menge von Wahrheitswerten [0; 1], so folgt nach Satz 1.34, da� zwei

Wahrheitsr�aume der Form � = (t; n; [0; 1]) genau dann �aquivalent sind, wenn die t-

Norm und die Involution �ubereinstimmen, wenn die betre�enden Wahrheitsr�aume also

gleich sind. Jede �Aquivalenzklasse von Wahrheitsr�aumen der Gestalt � = (t; n; [0; 1])
enth�alt demnach genau ein Element.
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Unter gewissen Voraussetzungen l�a�t sich die Charakterisierung �aquivalenter Wahrheits-
r�aume nach Satz 1.34 weiter vereinfachen.

1.36 Satz Es sei T eine Menge von Wahrheitswerten mit endlicher M�achtigkeit. Es seien

ferner �1 = (t1; n1; T ) und �2 = (t2; n2; T ) Wahrheitsr�aume, t1 und t2 seien nach unten

halbstetig. Dann sind die folgenden Aussagen �aquivalent:

(i) �1 � �2

(ii) t1jT 2 = t2jT 2

Beweis:
"
(i))(ii)\: Diese Aussage ist bereits in Satz 1.34 gezeigt worden.

"
(ii))(i)\: Wir weisen nach, da� unter den Voraussetzungen des Satzes gilt:

t1jT 2 = t2jT 2 (1.2)

n1jT = n2jT (1.3)

st1;n1jT 2 = st2;n2jT 2 (1.4)

rt1 jT 2 = rt2 jT 2 (1.5)

Die Behauptung ergibt sich dann aus Satz 1.34.

Nach der Voraussetzung gilt t1jT 2 = t2jT 2, so da� f�ur Gleichung (1.2) nichts mehr zu zeigen
ist.

Wir betrachten die Involutionen n1 und n2 und weisen Gleichung (1.3) nach. Per De�nition
ist jede Involution auf [0; 1] eine streng monoton fallende Abbildung. Also ist jede Involution
auch streng monoton fallend auf jeder Teilmenge von [0; 1], insbesondere also auf T . Da �1
und �2 Wahrheitsr�aume sind, sind die Involutionen n1 und n2 auf T zudem abgeschlossen.
Es sei nun T = fa1; : : : ; a�g die zugrunde liegende Menge von Wahrheitswerten (T hat nach
Voraussetzung eine endliche M�achtigkeit).
O.B.d.A. sei

0 = a1 < a2 : : : < a��1 < a� = 1 :

Die Abbildung
n : T �! T ai 7�! a��i+1

ist dann die einzige streng monoton fallende, abgeschlossene Abbildung auf T . Folglich gilt:

n1jT = n = n2jT

Damit ist Gleichung (1.3) gezeigt.

Da die t-Normen t1; t2 und die Involutionen n1; n2 auf T �ubereinstimmen, folgt Gleichung
(1.4), denn nach De�nition gilt f�ur alle a; b 2 T :

st1;n1(a; b) = n1(t1(n1(a); n1(b))) = n2(t2(n2(a); n2(b))) = st2;n2(a; b)

Es bleibt Gleichung (1.5) zu zeigen. Dazu seien a; b 2 T beliebig gew�ahlt. Da t1 nach unten
halbstetig ist, gilt t1(a; rt1(a; b)) � b (vgl. Satz 1.17 (i)) und es folgt:

t1(a; rt1(a; b)) = t2(a; rt1(a; b)) � b
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Folglich ist rt1(a; b) � rt2(a; b) (= supfd 2 [0; 1]; t2(a; d) � bg). Andererseits ist auch t2 nach
unten halbstetig und wir erhalten

t2(a; rt2(a; b)) = t1(a; rt2(a; b)) � b

Somit ist rt2(a; b) � rt1(a; b) und es folgt rt1(a; b) = rt2(a; b).

Da a; b 2 T beliebig gew�ahlt sind, folgt die Behauptung.

Wir schlie�en die �Uberlegungen zur �Aquivalenz mit einem Lemma ab, das die Aussagen
der S�atze 1.34 und 1.36 weiter verdeutlichen soll. Wir werden nachweisen, da� genau vier
verschiedene �Aquivalenzklassen von Wahrheitsr�aumen existieren, die bez�uglich der Menge
von Wahrheitswerten f0; 1

2
; 1g gebildet werden.

1.37 Lemma Wir betrachten die Menge von Wahrheitswerten T = f0; 1
2
; 1g. Es existieren

genau vier �Aquivalenzklassen von Wahrheitsr�aumen, die von der Gestalt � = (t; n; f0; 1
2
; 1g)

sind. Repr�asentanten dieser �Aquivalenzklassen sind:

�min = (tmin; ns; f0;
1
2
; 1g)

�B = (tB; ns; f0;
1
2
; 1g)

�D = (tD; ns; f0;
1
2
; 1g)

�H = (tH ; ns; f0;
1
2
; 1g)

Dabei ist tH eine t-Norm, die durch

tH : [0; 1]2 �! [0; 1] (a; b) 7�!

�
min(a; b) a+ b � 1

0 sonst

de�niert ist.

Beweis: Wir weisen zun�achst nach, da� �min, �B, �D und �H vier nicht �aquivalente Wahr-
heitsr�aume sind.

Zu diesem Zweck sei ein beliebiger Wahrheitsraum � = (t; n; f0; 1
2
; 1g) gegeben. Wir betrach-

ten die m�oglichen Funktionswerte, die die t-Norm und die duale s-Norm sowie die Involution
und das Residuum auf T annehmen k�onnen. Die Anzahl der verschiedenen M�oglichkeiten
zur De�nition dieser Abbildungen l�a�t nach Satz 1.34 R�uckschl�usse auf die Anzahl der
existierenden �Aquivalenzklassen von Wahrheitsr�aumen zu.

F�ur jede Involution n in einem Wahrheitsraum des Typs � = (t; n; T ) gilt nach den
�Uberlegungen aus dem Beweis zu Satz 1.36: njT = nsjT .

Da n auf T eindeutig ist, ist auch die duale s-Norm st;n auf T eindeutig bestimmt, wenn t
auf T vorgegeben wird. Es bleiben daher lediglich die t-Norm und das Residuum zu unter-
suchen. Wir betrachten zu diesem Zweck die folgende Tabelle, in der aufgetragen ist, welche
Funktionswerte die t-Norm und das Residuum auf der Menge T annehmen:
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a b t(a; b) rt(a; b) Begr�undung

0 0 0 1 (Satz 1.9, Satz 1.16 (ii))
1
2

0 0 c00 (Satz 1.9, {)

1 0 0 0 (Satz 1.9, Satz 1.16 (iii))

0 1
2

0 1 (Satz 1.9, Satz 1.16 (ii))
1
2

1
2 c0 1 ( {, Satz 1.16 (ii))

1 1
2

1
2

1
2

(Def. 1.5 (T1), Satz 1.16 (iii))

0 1 0 1 (Def. 1.5 (T1), Satz 1.16 (ii))
1
2

1 1
2

1 (Def. 1.5 (T1), Satz 1.16 (ii))

1 1 1 1 (Def. 1.5 (T1), Satz 1.16 (iii))

Wie man der Tabelle entnimmt, werden lediglich die durch c0 und c00 gekennzeichneten
Funktionswerte nicht durch die Axiomatik des Abschnitts 1.3 eindeutig bestimmt. Wahr-
heitsr�aume der Gestalt � = (t; n; f0; 1

2
; 1g) sind folglich genau dann nicht �aquivalent, wenn

sich die Funktionswerte der entsprechenden t-Normen und Residuen an mindestens einer
dieser beiden Stellen unterscheiden.

Es gilt:

tmin(
1
2
; 1
2
) = 1

2
und rmin(

1
2
; 0) = 0

tH(
1
2
; 1
2
) = 1

2
und rH(

1
2
; 0) = 1

2

tB(
1
2
; 1
2
) = 0 und rB(

1
2
; 0) = 1

2

tD(
1
2
; 1
2
) = 0 und rD(

1
2
; 0) = 1

Da die Einschr�ankungen der obigen t-Normen und Residuen auf T paarweise verschieden
sind, sind die Wahrheitsr�aume �min, �B, �D und �H nach Satz 1.34 nicht �aquivalent. Es sind
Repr�asentanten von vier verschiedenen �Aquivalenzklassen von Wahrheitsr�aumen der Gestalt
� = (t; n; f0; 1

2
; 1g).

Wir weisen nun nach, da� jeder Wahrheitsraum der Gestalt � = (t; n; f0; 1
2
; 1g) zu einer der

vier Wahrheitsr�aume �min, �B, �D oder �H �aquivalent ist.

Jede t-Norm l�a�t sich nach Satz 1.8 nach oben durch tmin absch�atzen. Ist ein Wahrheitsraum
der Gestalt � = (t; n; f0; 1

2
; 1g) gegeben, so gilt folglich

t(1
2
; 1
2
) = 1

2
oder t(1

2
; 1
2
) = 0 .

Jede dieser t-Normen stimmt also auf T mit einer der obigen t-Normen �uberein.

Sei t(1
2
; 1
2
) = 0. Dann gilt:

rt(
1
2
; 0) = supfd 2 [0; 1]; t(1

2
; d) � 0g �

1
2

Also gilt in diesem Fall rt(
1
2
; 0) = 1

2
oder rt(

1
2
; 0) = 1.

Ist t(1
2
; 1
2
) = 1

2
, so gilt:

rt(
1
2
; 0) = supfd 2 [0; 1]; t(1

2
; d) � 0g �

1
2

In diesem Fall ist rt(
1
2
; 0) = 0 oder rt(

1
2
; 0) = 1

2
.
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Insgesamt k�onnen also nur vier verschiedene Arten von Wahrheitsr�aumen existieren, da nur
vier paarweise verschiedene Einschr�ankungen von t-Normen und Residuen auf T m�oglich
sind.

1.38 Bemerkung Die Wahrheitsr�aume �min und �H sowie �B und �D sind nicht �aquivalent,

obwohl die entsprechenden t-Normen auf T �ubereinstimmen. Hier zeigt sich, da� die Halb-

stetigkeit der t-Normen in Satz 1.36 eine notwendige Bedingung ist (tH und tD sind nicht

nach unten halbstetig).

1.4.3 Isomorphie von Wahrheitsr�aumen

Ein weiterer wichtiger Begri� bei der Klassi�zierung von Wahrheitsr�aumen ist der Begri� der
Isomorphie zweier Wahrheitsr�aume. W�ahrend sich das Konzept der �Aquivalenz auf Wahr-
heitsr�aume bezieht, die bez�uglich der gleichen Menge von Wahrheitswerten gebildet werden,
stellt die Isomorphie eine Beziehung zwischen Wahrheitsr�aumen mit Mengen von Wahrheits-
werten gleicher M�achtigkeit dar. Wir motivieren den Begri� der Isomorphie zun�achst mit
einem Beispiel.

1.39 Beispiel Es sei c 2]0; 1[ gegeben. Wir de�nieren eine Abbildung nc durch

nc : [0; 1]
2
�! [0; 1] a 7�!

(
c�1
c
a+ 1 a 2 [0; c[

c
c�1

(a� 1) a 2 [c; 1]

Man rechnet leicht nach, da� nc eine Involution ist. Dabei ist c stets Fixpunkt von nc; d. h.

es ist nc(c) = c. Als Spezialfall ergibt sich ns = n 1
2
.

Wir betrachten die folgenden Tabellen:

a nc(a)

0 1

c c

1 0

a b tmin(a; b) stmin;nc(a; b) rmin(a; b)

0 0 0 0 1

0 c 0 c 1

0 1 0 1 1

c 0 0 c 0

c c c c 1

c 1 c 1 1

1 0 0 1 0

1 c c 1 c

1 1 1 1 1

Wie man den Tabellen entnimmt, de�niert �c = (tmin; nc; f0; c; 1g) f�ur alle c 2]0; 1[ einen

Wahrheitsraum.

Zwischen allen Wahrheitsr�aumen des Beispiels 1.39 existieren o�enbar semantische Paralle-
len, da der Wahrheitswert c austauschbar zu sein scheint. Wahrheitsr�aume, die solche struk-
turellen �Ahnlichkeiten aufweisen, sollen als isomorph bezeichnet werden. Wir pr�azisieren
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zun�achst den Begri� der Isomorphie. Dabei orientieren wir uns konzeptionell an der De�ni-
tion der �Aquivalenz von Wahrheitsr�aumen.

1.40 De�nition Es seien �1 = (t1; n1; T1) und �2 = (t2; n2; T2) Wahrheitsr�aume. Der

Wahrheitsraum �1 hei�t isomorph zu �2 (in Zeichen: �1 ' �2), wenn eine bijektive, mo-

noton steigende Abbildung 
 : [0; 1] �! [0; 1] derart existiert, da� die folgenden beiden

Bedingungen erf�ullt sind:

(i)
S
a2T1

f
(a)g = T2

(ii) F�ur alle k � k 2 �1 gilt: 
 Æ k � k 2 �2

1.41 Bemerkung Ist 
 : [0; 1] �! [0; 1] bijektiv und monoton steigend, so gilt:

(i) 
(0) = 0 und 
(1) = 1.

(ii) 
 ist streng monoton steigend.

(iii) 
 ist stetig.

Der Begri� der Isomorphie von Wahrheitsr�aumen ist symmetrisch, wie das folgende Lemma
zeigt.

1.42 Lemma Es seien �1 = (t1; n1; T1) und �2 = (t2; n2; T2) Wahrheitsr�aume. Ferner seien

�1 ' �2 und 
 : [0; 1] �! [0; 1], so da� 
 die Bedingungen (i) und (ii) der De�nition 1.40

erf�ullt. Dann gilt:

(i) 
jT1 : T1 �! T2 ist bijektiv.

(ii) Es existiert eine bijektive Abbildung zwischen den Mengen der Wahrheitsfunktionen

in �1 und den Wahrheitsfunktionen in �2, d. h. es existiert eine bijektive Abbildung
�
 : �1 �! �2.

(iii) �2 ' �1

Beweis: Es seien �1 ' �2 und 
 : [0; 1] �! [0; 1], so da� die Bedingungen (i) und (ii) der
De�nition 1.40 erf�ullt sind. 
 ist dann bijektiv und monoton steigend.

zu (i): 
 ist nach Voraussetzung auf [0; 1] injektiv. Daher ist 
 auch auf T1 injektiv. DaS
a2T1


(a) = T2 gilt, ist 
 auf T1 auch surjektiv. Also ist 
jT1 bijektiv.

zu (ii): Es sei T1
FAa die Menge aller Abbildungen � : FA

a �! T1 und T2
FAa die Menge aller

Abbildungen � : FA
a �! T2. Nach Satz 1.29 existieren bijektive Abbildungen

�1 : T1
FAa �! �1 und �2 : T2

FAa �! �2 ;

die jeder Abbildung aus T1
FAa (bzw. T2

FAa ) eindeutig eine Wahrheitsfunktion zuordnen. Zu-
dem ist die Abbildung b
 : T1

FAa �! T2
FAa � 7�! 
 Æ �
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bijektiv, da die Abbildung 
jT1 : T1 �! T2 bijektiv ist. Also de�niert

�
 := �2 Æ
b
 Æ ��11 : �1 �! �2

eine bijektive Abbildung von der Menge der Wahrheitsfunktionen in �1 in die Menge der
Wahrheitsfunktionen in �2.

zu (iii): Die Abbildung 
jT1 : T1 �! T2 ist bijektiv (vgl. (i)). Also ist die Umkehrfunktion

�1 ebenfalls monoton steigend und bijektiv und es gilt:[

a2T2

f
�1(a)g = T1

Es bleibt nachzuweisen, da� f�ur alle k � k2 2 �2 gilt: 

�1 Æ k � k2 2 �1 .

Die Abbildung

0 : �1 �! �2 k � k 7�! 
 Æ k � k

ist injektiv, da 
 bijektiv ist. Da �1 und �2 nach (ii) gleich m�achtig sind, ist 

0 auch surjektiv.

Es existiert daher f�ur alle k � k2 2 �2 ein k � k1 2 �1, so da� k � k2 = 
 Æ k � k1 ist. Es folgt:


�1 Æ k � k2 = 
�1 Æ 
 Æ k � k1 = k � k1

Also ist dann insbesondere 
�1 Æ k � k2 2 �1.

1.43 Bemerkung

(i) Die Relation ' de�niert eine �Aquivalenzrelation auf der Menge der Wahrheitsr�aume,

deren Mengen von Wahrheitswerten die gleiche M�achtigkeit besitzen.

(ii) Sind zwei Wahrheitsr�aume �aquivalent, so sind sie auch isomorph, d. h. �1 � �2 )

�1 ' �2.

(iii) Gilt f�ur zwei Wahrheitsr�aume �1 ' �2, so existiert f�ur alle k � k1 2 �1 ein k � k2 2 �2
mit k � k2 = 
 Æ k � k1. Dabei bezeichne 
 : T1 �! T2 die entsprechende Abbildung aus

De�nition 1.40. Da 
 streng monoton steigend ist, gilt f�ur alle ';  2 FA:

k'k1 � k k1 , k'k2 � k k2

Eine durch ' repr�asentierte Aussage ist genau dann in dem Wahrheitsraum �1 "
wah-

rer\ als die entsprechende Aussage, die durch  dargestellt wird, wenn sie es auch in

�2 ist.

Die Isomorphie von Wahrheitsr�aumen l�a�t sich durch Eigenschaften der betre�enden t-
Normen und Involutionen charakterisieren. Es gilt der folgende Satz.

1.44 Satz - Isomorphiesatz von Wahrheitsr�aumen

Es seien �1 = (t1; n1; T1) und �2 = (t2; n2; T2) Wahrheitsr�aume. Dann sind die folgenden

Aussagen �aquivalent:

(i) Es ist �1 ' �2
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(ii) Es existiert eine bijektive, monoton steigende Abbildung 
 : [0; 1] �! [0; 1], so da�

gilt:

�1 � �
 = (t
; n
; T1)

Dabei ist de�niert:

t
 : [0; 1]2 �! [0; 1] (a; b) 7�! 
�1(t2(
(a);
(b)))

n
 : [0; 1] �! [0; 1] a 7�! 
�1(n2(
(a)))

Beweis:
"
(i))(ii)\: Es sei �1 ' �2. Dann existiert eine bijektive und monoton steigende

Abbildung 
 : [0; 1] �! [0; 1], so da� f�ur alle k � k 2 �1 gilt: 
 Æ k � k 2 �2.

Es seien ';  2 FA
a , mit ' 6=  . Ferner sei k � k 2 �1 beliebig gew�ahlt. Da 
 Æ k � k 2 �2 ist,

gilt

(k' ^  k) = t2(
(k'k);
(k k))

Da andererseits k � k 2 �1 ist, gilt


(k' ^  k) = 
(t1(k'k; k k))

Insgesamt folgt:

t1(k'k; k k) = 
�1(t2(
(k'k);
(k k))) = t
(k'k; k k)

Da dies f�ur jede Wahrheitsfunktion aus �1 gilt, folgt aus Satz 1.29 f�ur alle a; b 2 T1: t1(a; b) =
t
(a; b).

Analog l�a�t sich f�ur alle a; b 2 T1 zeigen:

n1(a) = n
(a)

st1;n1(a; b) = s
(a; b) := 
�1(st2;n2(
(a);
(b)))

rt1(a; b) = r
(a; b) := 
�1(rt2(
(a);
(b)))

Man weist leicht nach, da� t
 eine t-Norm und n
 eine Involution ist. Um die Behauptung
des Satzes nachzuweisen, bleibt zu zeigen, da� st
;n
 auf T1 mit s
 und rt
 auf T1 mit r

�ubereinstimmen. Hieraus folgt die Abgeschlossenheit der entsprechenden Abbildungen auf
T1 und �
 = (t
; n
; T1) ist dann ein Wahrheitsraum. Zudem liefert Satz 1.34 mit den obigen
�Uberlegungen �1 � �
.

Wir betrachten zun�achst die Abbildung st
;n
 und s
. Es ist f�ur alle a; b 2 T1:

st
;n
(a; b)

= 
�1(n2(
(

�1(t2(
(


�1(n2(
(a))));
(

�1(n2(
(b)))))))))

= 
�1(n2(t2(n2(
(a)); n2(
(b))))

= 
�1(st2;n2(
(a);
(b)))) = s
(a; b)

Wir wenden uns den Abbildungen rt
 und r
 zu. Es gilt f�ur alle a; b 2 T1:

rt
(a; b)

= supfd 2 [0; 1]; 
�1(t2(
(a);
(d)))) � bg

= supfd 2 [0; 1]; t2(
(a);
(d)))) � 
(b)g
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Es sei d0 := 
(d). Dann gilt d = 
�1(d0). Wegen der Stetigkeit und der Monotonie von 

(vgl. Bemerkung 1.41) erhalten wir weiter:

supfd 2 [0; 1]; t2(
(a);
(d)))) � 
(b)g

= 
�1(supfd0 2 [0; 1]; t2(
(a); d
0))) � 
(b)g)

= r
(a; b)

F�ur alle a; b 2 T1 gilt: rt
(a; b) = r
(a; b).

Aus den Vor�uberlegungen ergibt sich: �1 � �
.

"
(ii))(i) \: Es sei �1 � �
. Dann gilt f�ur alle Abbildungen k � k : FA �! [0; 1]:

k � k 2 �1 , k � k 2 �


Also gilt f�ur alle k � k 2 �1 und ';  2 F
A:

k(:')k = n
(k'k) = 
�1(n2(
(k'k)))

k(' ^  )k = t
(k'k; k k) = 
�1(t2(
(k'k);
(k k)))

k(' _  )k = st
;n
(
(k'k);
(k k)))

k('!  )k = rt
(
(k'k);
(k k)))

k('$  )k = t
(rt
(
(k'k);
(k k))); rt
(
(k k);
(k'k))))

Es ist k'k; k k 2 T1. Wir haben im ersten Teil des Beweises bereits nachgewiesen, da� auf
T1 die Abbildungen st
;n
 und s
 sowie rt
 und r
 �ubereinstimmen. Wir erhalten mit den
entsprechenden De�nitionen von s
 und r
:

k(' _  )k = 
�1(st2;n2(
(k'k);
(k k))))

k('!  )k = 
�1(rt2(
(k'k);
(k k))))

k('$  )k = 
�1(t2(rt2(
(k'k);
(k k))); rt2(
(k k);
(k'k)))))

Insgesamt erhalten wir so:


(k(:')k) = n2(
(k'k))


(k(' ^  )k) = t2(
(k'k);
(k k))


(k(' _  )k) = st2;n2(
(k'k);
(k k)))


(k('!  )k = rt2(
(k'k);
(k k)))


(k('$  )k) = t2(rt2(
(k'k);
(k k))); rt2(
(k k);
(k'k))))

Also ist 
 Æ k � k 2 �2.

1.45 Bemerkung Es seien �1 = (t1; n1; [0; 1]) und �2 = (t2; n2; [0; 1]) gegeben. Nach Satz

1.44 gilt �1 ' �2 genau dann, wenn eine bijektive und monoton steigende Abbildung 
 :
[0; 1] �! [0; 1] derart existiert, da� f�ur alle a; b 2 [0; 1] gilt:

t1(a; b) = 
�1(t2(
(a);
(b))) und n1(a) = 
�1(n2(
(a)))
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Die �Aquivalenzklasse eines Wahrheitsraumes �1 = (t1; n1; [0; 1]) bzgl. ' besitzt insbesondere

�uberabz�ahlbar viele Elemente, da die Menge aller bijektiven und monoton steigenden Abbil-

dungen 
 : [0; 1] �! [0; 1] selbst �uberabz�ahlbar ist. Hier zeigt sich ein deutlicher Unterschied

zu den Begri�en der �Aquivalenz und der Isomorphie von Wahrheitsr�aumen.

Wir geben ein Beispiel f�ur die Anwendung des Satzes 1.44 an, in welchem wir zeigen, da�
die Wahrheitsr�aume des Beispiels 1.39 isomorph sind.

1.46 Beispiel F�ur c 2]0; 1[ sei �c = (tmin; nc; f0; c; 1g) der Wahrheitsraum, den wir in

Beispiel 1.39 eingef�uhrt haben. F�ur c1; c2 2]0; 1[ gilt dann: �c1 ' �c2.

Beweis: F�ur c1; c2 2]0; 1[ sei 
 : [0; 1] �! [0; 1] gegeben, so da� 
 bijektiv und monoton
steigend ist und zudem 
(c1) = c2 gilt.

8 Wir weisen nach, da�

�c1 � �
 = (t
; n
; f0; c1; 1g)

ist. Dabei sei de�niert:

t
(a; b) := 
�1(tmin(
(a);
(b)))

n
(a) := 
�1(nc2(
(a)))

Wegen der Monotonie von 
 gilt f�ur alle a; b 2 [0; 1]:

t
(a; b) = 
�1(tmin(
(a);
(b))) = 
�1(min(
(a);
(b)))

= min(a; b) = tmin(a; b)

Also ist insbesondere: tminjf0;c1;1g2 = t
jf0;c1;1g2

Es gilt ferner:

n
(1) = 
�1(nc2(
(1)))
1:41
= 
�1(nc2(1)) = 
�1(0)

1:41
= 0

n
(c1) = 
�1(nc2(
(c1))) = 
�1(nc2(c2)) = 
�1(c2) = c1

n
(0) = 
�1(nc2(
(0)))
1:41
= 
�1(nc2(0)) = 
�1(1)

1:41
= 1

Also ist: nc1jf0;c1;1g = n
jf0;c1;1g .

Der Satz 1.36 liefert: �1 � �
. Aus dem Isomorphiesatz 1.44 folgt die Behauptung.

1.47 Bemerkung Zusammen mit dem Beispiel 1.37 folgt aus Beispiel 1.46, da� es genau

vier �Aquivalenzklassen von isomorphen Wahrheitsr�aumen mit drei Wahrheitswerten gibt.

Repr�asentanten dieser Klassen sind �min, �B, �D und �H (vgl. Beispiel 1.37).

8Solche Abbildungen existieren stets. Ein Beispiel ist:


c1;c2 : [0; 1] �! [0; 1] a 7�!

(
c2
c1
a a 2 [0; c1[

c2�1
c1�1

a+ c1�c2
c1�1

a 2 [c1; 1]
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1.4.4 Tautologien und Kontradiktionen

In den bisherigen �Uberlegungen zu Wahrheitsr�aumen standen Konzepte zur Vergleichbar-
keit von Wahrheitsr�aumen imMittelpunkt der Betrachtungen. Wir wollen uns nun speziellen
Eigenschaften von Wahrheitsr�aumen zuwenden, um erste Konsequenzen aus den vorausge-
gangenen �Uberlegungen zu verdeutlichen. Dabei betrachten wir in diesem Abschnitt solche
Eigenarten der Wahrheitsr�aume, die vor allem in der Theorie der mehrwertigen logischen
Sprachen von Interesse sind. Wir werden insbesondere eine besondere Klasse von Ausdr�ucken
n�aher untersuchen. Dies ist die Klasse der Tautologien und Kontradiktionen.

Wir beginnen mit der De�nition tautologischer und kontradiktorischer Ausdr�ucke in einem
Wahrheitsraum.

1.48 De�nition Ein Ausdruck ' 2 FA hei�t Tautologie bez�uglich eines Wahrheitsraumes

� , wenn f�ur alle k � k 2 � gilt k'k = 1. Ein Ausdruck ' 2 FA hei�t eine Kontradiktion

bez�uglich eines Wahrheitsraumes � , wenn (:') eine Tautologie bez�uglich � ist.

Tautologien und Kontradiktionen sind solche Ausdr�ucke, die bez�uglich eines Wahrheitsrau-
mes unabh�angig von der Wahrheitsfunktion und somit unabh�angig von den Wahrheitswerten
der Teilausdr�ucke wahr bzw. falsch sind. Beide Begri�e schreiben die inhaltliche Intention
der klassischen Konzepte auf die Sprachen der Klasse MS fort. Wir geben einige Beispiele
an.

1.49 Beispiel

(i) Wir haben in Lemma 1.31 (iv) und (v) bereits gezeigt, da� die Ausdr�ucke

((' ^ ('!  ))!  ) (1.6)

und

((('!  ) ^ ( ! !))! ('! !)) (1.7)

mit ';  ; ! 2 FA Tautologien bez�uglich jedes Wahrheitsraumes sind, sofern die ver-

wendete t-Norm nach unten halbstetig ist.

Der Ausdruck (1.6) wird in der klassischen Logik als Modus-Ponens bezeichnet, der

Ausdruck (1.7) hei�t Syllogismus. Beide Ausdr�ucke repr�asentieren bekannte logische

Schlu�weisen, die unter den obigen Voraussetzungen in allen Sprachen der Klasse MS

gelten.

(ii) Wir betrachten einen Wahrheitsraum der Gestalt � = (t; n; f0; 1g) aus Beispiel 1.27

und f�ur ' 2 FA die Ausdr�ucke (' _ (:')) und (' ^ (:')). Es gilt:

k'k k(' _ (:'))k k(' ^ (:'))k

1 1 0

0 1 0

Der Ausdruck (' _ (:')) ist eine Tautologie bez�uglich � . Er hei�t in der klassischen

Logik Tertium non datur. Der Ausdruck ('^(:')) ist eine Kontradiktion, die auch

das Gesetz vom Widerspruch genannt wird.
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(iii) Es seien �min = (tmin; ns; f0;
1
2
; 1g) und �B = (tB; ns; f0;

1
2
; 1g) aus Beispiel 1.37 gege-

ben. Wir betrachten f�ur ' 2 FA erneut die Ausdr�ucke (' _ (:')) und (' ^ (:')) aus

(ii). Wir erhalten die folgenden Belegungstafeln:

�min: k'k k(' _ (:'))k k(' ^ (:'))k

1 1 0
1
2

1
2

1
2

0 1 0

�B: k'k k(' _ (:'))k k(' ^ (:'))k

1 1 0
1
2

1 0

0 1 0

In der durch �min de�nierten Sprache sind beide Ausdr�ucke also keine Tautologien

beziehungsweise Kontradiktionen. In der durch �B beschriebenen Sprache bleiben die

Eigenschaften der Ausdr�ucke aus (ii) erhalten.

Tautologien und Kontradiktionen bezeichnen die Elemente der Sprachen der Klasse MS
deren Wahrheitswerte unter allen Wahrheitsfunktionen invariant bleiben. Es stellt sich die
Frage, ob diese Begri�sbildungen in einer mehrwertigen Logik in dem Sinne ersch�opfend
sind, da� sie die einzigen beiden Klassen von Ausdr�ucken repr�asentieren, die unter jeder
Wahrheitsfunktion eines Wahrheitsraumes den gleichen Wahrheitswert annehmen. Es gilt
das folgende Lemma.

1.50 Lemma Es sei � = (t; n; T ) ein beliebiger Wahrheitsraum und ' 2 FA ein Ausdruck.

Dann existiert eine Wahrheitsfunktion k � k 2 � , so da� k'k 2 f0; 1g gilt.

Beweis: Wir weisen nach, da� in jedem Wahrheitsraum � = (t; n; T ) Wahrheitsfunktionen
k � k 2 � derart existieren, da� k � k : FA

�! f0; 1g gilt. F�ur diese Wahrheitsfunktion ist die
Behauptung dann o�enbar richtig.

Es sei eine Abbildung � : FA
a �! f0; 1g gegeben. Wir weisen nach, da� die Wahrheitsfunk-

tion k � k� 2 � , f�ur die k � k�jFAa = � gilt, die gesuchten Eigenschaften besitzt. Die Existenz
einer solchen Wahrheitsfunktion ist dabei durch Satz 1.29 gesichert.

Der Beweis erfolgt durch vollst�andige Induktion im Ausdruckskalk�ul.

F�ur die atomaren Ausdr�ucke ist nichts zu zeigen.

Ist ' 2 FA mit k'k� 2 f0; 1g, so ist auch k(:')k� 2 f0; 1g, denn es ist k(:')k� = n(k'k)
und es gilt n(0) = 1 sowie n(1) = 0.

Sind ';  2 FA mit k'k�; k k� 2 f0; 1g, so ist auch k('Æ )k� 2 f0; 1g f�ur Æ 2 f^;_;!;$g.
Dies folgt aus der De�nition der Wahrheitsfunktion und der Abgeschlossenheit von t, st;n
und rt auf der Menge f0; 1g, die bereits in Beispiel 1.27 gezeigt wurde.

Insgesamt folgt so induktiv, da� k � k� : F
A �! f0; 1g gilt.
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1.51 Bemerkung Es sei � = (t; n; T ) ein Wahrheitsraum und ' 2 FA ein Ausdruck.

Nimmt man an, da� f�ur alle k � k 2 � gilt k'k = a 2 T , so folgt aus Satz 1.50, da�

a 2 f0; 1g ist. Tautologien und Kontradiktionen bezeichnen somit die beiden einzigen Klassen

von Ausdr�ucken, die unter allen Wahrheitsfunktionen eines Wahrheitsraumes den gleichen

Wahrheitswert annehmen.

Tautologien und Kontradiktionen sind o�enbar von dem betre�enden Wahrheitsraum
abh�angig. Wir werden im folgenden untersuchen, ob vergleichbare Wahrheitsr�aume auch
die entsprechenden Tautologien bzw. Kontradiktionen besitzen.

1.52 Satz Es seien �1 und �2 Wahrheitsr�aume mit �1 ' �2. Es ist ' 2 FA eine Tautologie

(bzw. Kontradiktion) bez�uglich �1 genau dann, wenn ' eine Tautologie (bzw. Kontradiktion)

bez�uglich �2 ist.

Beweis: Wir weisen die Behauptung f�ur den Fall einer Tautologie nach. Es sei �1 ' �2.
Dann existiert eine bijektive, monoton steigende Abbildung 
 : [0; 1] �! [0; 1], so da� f�ur
alle k � k 2 �1 gilt: 
 Æ k � k 2 �2 .

Nach Lemma 1.42 (ii) sind die Mengen der Wahrheitsfunktionen isomorpher Wahr-
heitsr�aume gleich m�achtig. Die Abbildung


0 : �1 �! �2 k � k 7�! 
 Æ k � k

ist bijektiv.
Ist nun ' 2 FA eine Tautologie bzgl. �1, so gilt f�ur alle k � k 2 �1: k'k = 1.
Ferner ist 
(1) = 1. Wir erhalten daher 
(k'k) = 1 f�ur alle k�k 2 �1. Wegen der Surjektivit�at
von 
0 folgt: k'k = 1 f�ur alle k � k 2 �2.

Die Mengen der Tautologien und Kontradiktionen isomorpher Wahrheitsr�aume stimmen
nach Satz 1.52 �uberein. Es ist also m�oglich, von der durch die Wahrheitsr�aume re-
pr�asentierten Struktur der Semantik einer Sprache MS auf die Tautologien und Kontra-
diktionen dieser Sprache zu schlie�en. Umgekehrt l�a�t sich in Spezialf�allen zeigen, da� von
den Tautologien (und Kontradiktionen) einer Sprache auch auf die Struktur der Semantik
geschlossen werden kann. Wir geben an dieser Stelle lediglich ein Beispiel an. 9

1.53 Beispiel Es sei ein Wahrheitsraum der Form � = (tmin; n; T ) gegeben. In Satz 1.24

ist bereits gezeigt worden, da� f�ur die t-Norm tmin und f�ur ihre duale s-Norm smax Distri-

butivgesetze gelten. Man folgert hieraus leicht, da� in dem Wahrheitsraum � die Ausdr�ucke

((' ^ ( _ !))$ ((' ^  ) _ (' ^ !)))

((' _ ( ^ !))$ ((' _  ) ^ (' _ !)))
(1.8)

f�ur ';  ; ! 2 FA Tautologien sind. Diese entsprechen den klassischen Distributivgesetzen.

Bemerkung 1.25 liefert die Umkehrung: Ist � 0 = (t0; n0; T ) ein beliebiger Wahrheitsraum, t0

nach unten halbstetig und T endlich, so da� einer der Ausdr�ucke (1.8) eine Tautologie ist,

so folgt t0jT 2 = tminjT 2. Wir erhalten:

9Die Frage der Charakterisierbarkeit von Sprachen durch ihre Tautologien h�angt eng mit der Frage
der Darstellbarkeit logischer Sprachen durch Tautologien zusammen. Diese wird in der klassischen und
mehrwertigen Logik h�au�g diskutiert (vgl. u. a.[Pavelka '79, Gottwald '89, Novak '87, Ebbinghaus '96]).
Wir werden ihr hier nicht weiter nachgehen, da sie f�ur die sp�ater behandelten Fragestellungen nicht von
prim�arem Interesse ist.
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� 0 ' (tmin; n
0; T )

, 8k � k 2 � 0 und 8';  ; ! 2 FA :

k((' ^ ( _ !))$ ((' ^  ) _ (' ^ !)))k = 1

oder k((' _ ( ^ !))$ ((' _  ) ^ (' _ !)))k = 1

Die �Aquivalenzklasse der Wahrheitsr�aume, die zu einem Wahrheitsraum des Minimum-

Operators isomorph sind, wird in diesem Sinne durch die Tautologien (1.8) charakterisiert.

1.5 Ein Anwendungsbeispiel: Parametrisierte t-Nor-

men

Im dem vorausgegangenen Abschnitt wurden erste theoretische Resultate beschrieben, die
aus den Begri�en der �Aquivalenz und Isomorphie von Wahrheitsr�aumen folgen. Das fol-
gende Anwendungsbeispiel zeigt exemplarisch die Bedeutung des Begri�s der Isomorphie
von Wahrheitsr�aumen f�ur die Anwendung der mehrwertigen Logik in der Praxis. Weitere
Beispiele hierf�ur werden sich im Verlaufe der Kapitel 2 und 4 ergeben.

In Abschnitt 1.3 haben wir verschiedene t-Normen aufgelistet. Neben diesen wird in der
Forschung zur Fuzzy-Set-Theory h�au�g die Familie der sogenannten parametrisierten t-

Normen betrachtet. Diese verf�ugen �uber zus�atzliche Parameter, die es erlauben sollen,
die t-Norm in einer praktischen Anwendung geeignet anzupassen. Wir wollen an dieser
Stelle nicht darauf eingehen, wie diese Anpassung erfolgen soll. Dies ist sicher vom kon-
kreten Anwendungsfall abh�angig und in der Literatur h�au�g er�ortert worden (vgl. hierzu
[Zimmermann '84, B�ohme '93] oder [Rommelfanger '94, S. 24 �.]). Wir wollen vielmehr ex-
emplarisch die Fragestellung beleuchten, ob die so gewonnenen t-Normen tats�achlich in dem
Sinne unterschiedlich sind, da� sie verschiedene mehrwertige Sprachen beschreiben.

Ein Beispiel f�ur parametrisierte t-Normen ist die sogenannte Yager-Verkn�upfung (vgl.
[Yager '80]), die durch

t
p

Y (a; b) = 1�min(1; (1� a)p + (1� b)p)
1
p

mit p > 0 de�niert wird. Man rechnet nach, da� durch tpY f�ur alle p > 0 eine t-Norm de�niert
wird (vgl. auch [Yager '80]). Wir wollen an dieser Stelle auf den Nachweis verzichten.

Zur Analyse des oben skizzierten Sachverhalts de�nieren wir f�ur p > 0 die Abbildung


p : [0; 1] �! [0; 1] a 7�! 1� (1� a)p :

Die Abbildung 
p ist streng monoton steigend und bijektiv. Es gilt ferner:


�1p (a) = 1� (1� a)
1
p

f�ur alle a 2 [0; 1]. Mit diesen �Uberlegungen folgt nun f�ur p > 0:

t
p

Y (a; b)

= 1�min(1; (1� a)p + (1� b)p)
1
p

= 1� (1 + min(0; (1� a)p + (1� b)p � 1))
1
p

= 1� (1�max(0; 1� (1� a)p + 1� (1� b)p � 1))
1
p

= 
�1p (tB(
p(a);
p(b)))



44 Kapitel 1. Die Sprachen der Klasse MS

Dabei bezeichnet tB die beschr�ankte Di�erenz (vgl. Tabelle 1.1). Es ist also:

�
p

Y = (tpY ; n
p

Y ; [0; 1]) ' �B = (tB; ns; [0; 1])

mit einer Negation npY : [0; 1] 7�! [0; 1], die durch npY := 
�1p Æ ns Æ 
p de�niert wird.

Insbesondere sind die Wahrheitsr�aume �
p

Y f�ur alle p > 0 isomorph zueinander, da die Iso-
morphie eine �Aquivalenzrelation ist (vgl. Bemerkung 1.43). Folglich beschreiben diese Wahr-

heitsr�aume im allgemeinen keine grunds�atzlich unterschiedlichen Sprachen, unabh�angig da-

von, welcher Parameter p > 0 gew�ahlt wird.

F�ur die Anwendung folgt hieraus, da� die Verwendung der t-Norm t
p

Y nicht zweckm�a�ig ist,

wenn eine Logik betrachtet werden soll, die nicht mit der Logik vergleichbar ist, die bereits

durch tB beschrieben wird. Insbesondere f�uhrt die Wahl des Parameters p in dieser Beziehung

zu keiner �Anderung. Umgekehrt kann in der Anwendung durchaus eine Parametrisierung
in der oben beschriebenen Art sinnvoll sein. Durch die Angabe weiterer monoton steigender

Abbildungen k�onnen hier andere t-Normen erzeugt werden, die gegebenenfalls algorithmisch

einfacher zu handhaben sind oder die den etwaigen Anforderungen besser gen�ugen. Wir
werden im Rahmen dieser Arbeit einige Ans�atze dazu skizzieren (vgl. Abschnitt 2.4 oder 5.4).
Insgesamt zeigt sich, da� das Konzept der Isomorphie von Wahrheitsr�aumen wesentliche und
grunds�atzlich neue Ans�atze zur Charakterisierung von mehrwertigen Logiksystemen auch
f�ur die Anwendung bereitstellt.

1.6 Interpretationen und Modelle

Die Sprachen der Klasse MS sind bisher diskutiert worden, ohne da� ein formaler Weg zur
Anwendung der Sprachen auf konkrete Problemstellungen angegeben wurde. Dieser wird in
dem folgenden Abschnitt beschrieben. Dabei dient erneut das klassische Vorbild als Orien-
tierung. So gleichen die hier de�nierten Begri�e der Struktur, der Interpretation und des
Modells inhaltlich den entsprechenden Termini der klassischen Logik (vgl. [Ebbinghaus '96,
S. 33 �.]).

Der Grundgedanke bei der Anwendung einer Sprache MS ist, die verschiedenen Sprachele-
mente mit den Objekten der betrachteten Problemstellung, mit Aussagen �uber diese Objekte
oder mit Bewertungen dieser Aussagen zu identi�zieren. Diese Zuordnung wird durch ge-
eignete Abbildungen beschrieben. Diese weisen den Objekten Variablen oder Konstanten,
den Aussagen Relationssymbole und den Bewertungen der Aussagen logische Ma�e zu. Da
die Sprachen MS mehrwertige Sprachen sind, k�onnen auch Aussagen abgebildet werden, die
nicht entweder wahr oder falsch sind, sondern f�ur die ein gradueller �Ubergang von wahr zu
falsch zugelassen wird.

Wir de�nieren zun�achst den Begri� der mehrwertigen Relation und des logischen Ma�es.

1.54 De�nition Es sei U 6= ; eine Menge von Objekten, auf welche eine Sprache der Klasse

MS angewendet werden soll. U hei�t in diesem Zusammenhang der Grundbereich oder

das Universum. Unter einer mehrwertigen �{stelligen Relation P �uber U verstehen

wir eine Abbildung P : U� �! [0; 1]. Die Menge aller �-stelligen Relationen �uber einem

Universum U wird mit F(U�) bezeichnet.
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1.55 Bemerkung Mehrwertige Relationen werden auch Fuzzy-Relationen genannt. Spe-

ziell die 1{stelligen Relationen werden gelegentlich als unscharfe (oder Fuzzy-) Pr�adikate

oder als unscharfe (oder Fuzzy-) Mengen bezeichnet. Die erste Begri�sbildung wird durch

die klassische Pr�adikatenlogik, die zweite durch die Mengentheorie motiviert.

In Kapitel 2 werden wir unscharfe Relationen n�aher betrachten. An dieser Stelle seien le-
diglich einige Beispiele genannt.

1.56 Beispiel

(i) Sei U = R, dann de�niert

P< : R2 �! [0; 1] (x; y) 7�!

�
1 ; x < y

0 ; sonst

eine 2{stellige Relation �uber R. Die Relation P< entspricht der klassischen ,ist kleiner

als' Relation.

(ii) Sei U = R, dann de�niert

P= : R2 �! [0; 1] (x; y) 7�! 1�min(jx� yj; 1)

eine 2{stellige Relation �uber R. Die Relation P= ist eine mehrwertige Erweiterung der

klassischen Gleichheitsrelation (vgl. auch De�nition 2.7).

Relationen beschreiben Eigenschaften der Objekte des Grundbereichs oder gewisse Bezie-
hungen zwischen diesen. Demgegen�uber sollen logische Ma�e Beziehungen und Eigenschaften
der Relationen abbilden.

1.57 De�nition Es sei U ein Universum und F(U�) die Menge aller �-stelligen mehrwer-

tigen Relationen �uber U . Unter einem �-stelligen logischen Ma� B der Dimension �

verstehen wir eine Abbildung B : F(U�)� �! [0; 1].

Auch der Begri� des Ma�es wird erst in Abschnitt 3 n�aher untersucht. Wir geben hier zwei
Beispiele an.

1.58 Beispiel

(i) Es sei U ein Universum. F�ur � � 1 de�niert die Abbildung

hgt : F(U�) �! [0; 1] P 7�! sup
u2U�

P (u)

ein 1-stelliges Ma� der Dimension �. hgt(P ) wird auch die H�ohe von P genannt (vgl.

De�nition 2.1).

(ii) Es sei U ein endliches Universum. Ferner sei t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine t-Norm. Die

Abbildung

IP : F(U)2 �! [0; 1] (P;Q) 7�!

P
u2U t(P (u); Q(u))P

u2U P (u)

ist ein 2-stelliges Ma� der Dimension 1.
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Die eingangs erw�ahnte Zuordnung der Elemente der Sprachen der Klasse MS zu Inhalten
erfolgt durch eine Abbildung, die den Variablen und Konstanten Objekte eines Universums
zuweist und den Relations- bzw. Ma�symbolen mehrwertige Relationen bzw. logische Ma�e
zuordnet. Diese Abbildung wird auch Struktur genannt.

1.59 De�nition Es sei U ein Grundbereich und A das Alphabet einer Sprache der Klasse

MS. Unter einer Struktur �uber U verstehen wir eine Abbildung, die auf der Menge der

Ma�- und Relationssymbole sowie Konstanten und Variablen de�niert ist. F�ur sie gilt:

(i) F�ur jedes �-stellige Relationssymbol R 2 A ist S(R) eine �-stellige Relation �uber U .

(ii) F�ur jedes �-stellige Ma�symbol M 2 A der Dimension � ist S(M) ein �-stelliges

logisches Ma� der Dimension �.

(iii) F�ur jede Konstante c 2 A ist S(c) ein Element von U .

(iv) F�ur jede Variable x 2 A ist S(x) ein Element aus U .

Die Einschr�ankung einer Struktur S auf die Menge der Variablen wird auch Belegung von
S genannt. Die Begri�e Struktur und Belegung entsprechen so den korrespondierenden
Begri�en der klassischen Pr�adikatenlogik (vgl. [Ebbinghaus '96, S. 28 �.]).

Durch die Struktur wird jedem Symbol einer Sprache { und daher auch jedem Ausdruck {
eine Bedeutung zugeordnet. Damit wird die inhaltliche Bedeutung einer Sprache der Klasse
MS festgelegt. Um jedoch den Wahrheitsgehalt der Ausdr�ucke vor dem Hintergrund dieser
Festlegung bestimmen zu k�onnen, sind zwei weitere Spezi�kationen notwendig. Zum einen
mu� ein Zusammenhang zwischen den Wahrheitswerten der atomaren Ausdr�ucke und den
Funktionswerten der entsprechenden Relationen und Ma�e hergestellt werden. Zum ande-
ren ist die semantische Struktur der Sprache festzulegen. Beides �ndet in dem Begri� der
Interpretation seinen Ausdruck.

1.60 De�nition Es sei � = (t; n; T ) ein Wahrheitsraum und S eine Struktur. Unter

einer � -Interpretation von S verstehen wir ein Paar I� = (k � k;S). Dabei ist k � k 2 �

eine Wahrheitsfunktion derart, da� f�ur alle Variablen oder Konstanten q1; : : : ; q�, �-stelligen

Relationssymbole R, �-stelligen Relationssymbole R1; : : : ; R� und �-stelligen Ma�symbole M

mit der Dimension � gilt:

S(R)(S(q1); : : : ;S(q�)) = kRq1 : : : q�k (1.9)

S(M)(S(R1)); : : : ;S(R�)) = kMR1 : : : R�k (1.10)

Der hier eingef�uhrte Interpretations-Begri� unterscheidet sich von dem der klassischen und
mehrwertigen Vorbilder (vgl. [Ebbinghaus '96, S. 35 f.] oder [Gottwald '89]), da hier die Ver-
wendung verschiedener Sprachklassen zugelassen wird. O�enbar ist dabei nicht jeder Wahr-
heitsraum zur Darstellung einer Interpretation einer gegebenen Struktur geeignet. So m�ussen
mindestens diejenigen Wahrheitswerte in der Menge der Wahrheitswerte des Wahrheitsrau-
mes enthalten sein, die auch im Bild der betrachteten Relationen und Ma�e vorkommen. Es
zeigt sich, da� diese Bedingung bereits hinreichend f�ur die Existenz einer entsprechenden
Interpretation ist.
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1.61 Satz Es sei S eine Struktur �uber eine Universum U und � = (t; n; T ) ein Wahrheits-

raum. Wir de�nieren die Menge

T :=
� [
P2Im(S)

Im(P )
�
[

� [
B2Im(S)

Im(B)
�
:

Gilt T � T , so existiert eine � -Interpretation I� = (k � k;S) von S.

Beweis: Es ist zu zeigen, da� eine geeignete Wahrheitsfunktion k � k 2 � existiert.

Jeder atomare Ausdruck ' 2 FA
a ist entweder von der Gestalt ' = Rq1 : : : q� oder

' = MR1 : : : R�. Dabei bezeichnen q1; : : : ; q� Variablen oder Konstanten, R ein �-stelliges
Relationssymbol, R1; : : : ; R� �-stellige Relationssymbole und M ein �-stelliges Ma�symbol
der Dimension �. Wir de�nieren die Abbildung

�S : Fa �! T ' 7�!

(
S(R)(S(q1); : : :S(q�)) f�ur ' = Rq1 : : : q�

S(M)(S(R1); : : : ;S(R�)) f�ur ' =MR1 : : : R�

Da T � T gilt, ist dies stets m�oglich.

Nach Satz 1.29 existiert k � k 2 � , so da� k � kjFAa = �S gilt. Also gilt f�ur diese Wahrheits-
funktion

S(R)(S(q1); : : : ;S(q�)) = kRq1 : : : q�k

S(M)(S(R1); : : : ;S(R�)) = kMR1 : : : R�k

und I� = (k � k;S) ist eine � -Interpretation von S.

1.62 Bemerkung

(i) Es existiert stets eine � -Interpretation, wenn T = [0; 1] gilt.

(ii) Werden nur klassische Relationen betrachtet (d. h. T = f0; 1g), so existiert stets

eine � -Interpretation mit einem Wahrheitsraum der Gestalt � = (t; n; f0; 1g). Diese

Interpretation entspricht { von etwaig vorkommenden Ma�symbolen abgesehen { der

Interpretation einer klassischen Logik.

(iii) Es sei I� = (k �k;S) eine � -Interpretation. Ferner seien P1; : : : ; P� mehrwertige Rela-

tionen �uber U f�ur � � 1 und B1; : : : ;B� f�ur � � 0 logische Ma�e. Zur Vereinfachung

der Sprechweise nennen wir I� eine � -Interpretation von P1; : : : ; P� und B1; : : : ;B�,

wenn gilt: n
P1; : : : ; P�;B1; : : : ;B�

o
� Im(S)

F�ur i = 1; : : : ; � sei dann bPi 2 A mit S( bPi) = Pi und f�ur j = 1; : : : ; � sei bBj 2 A mit

S(bBj) = Bj.

Zum Abschlu� soll ein wichtiger Zusammenhang zwischen Interpretationen bez�uglich ver-
schiedener Wahrheitsr�aume darlegen werden, der sich aus dem Begri� der �Aquivalenz von
Wahrheitsr�aumen ableiten l�a�t.



48 Kapitel 1. Die Sprachen der Klasse MS

1.63 Satz Es sei S eine Struktur �uber einem Universum U und �1 = (t1; n1; T ) sowie

�2 = (t2; n2; T ) zwei Wahrheitsr�aume. Ferner seien I�1 = (k � k1;S) und I�2 = (k � k2;S)
zwei Interpretationen von S. Dann gilt:

�1 � �2 ) 8' 2 FA : k'k1 = k'k2

Beweis: Es sind I�1 = (k�k1;S) und I�2 = (k�k2;S) Interpretationen der gleichen Struktur
S. Daher gilt nach De�nition 1.60 und den Gleichungen (1.9) und (1.10):

kRq1 : : : q�k1 = S(R)(S(q1); : : : ;S(q�)) = kRq1 : : : q�k2

kMR1 : : : R�k1 = S(M)(S(R1)); : : : ;S(R�)) = kMR1 : : : R�k2

Dabei bezeichnen q1; : : : ; q� beliebige Variablen oder Konstanten, R ein beliebiges �-stelliges
Relationssymbol, R1; : : : ; R� beliebige �-stellige Relationssymbole und M ein beliebiges �-
stelliges Ma�symbol der Dimension �.

Es gilt daher: k � k1jFAa = k � k2jFAa .

Nach Bemerkung 1.33 (iii) folgt f�ur alle ' 2 FA: k'k1 = k'k2.

Sind also zwei � -Interpretationen der gleichen Struktur gegeben und sind die entsprechenden
Wahrheitsr�aume �aquivalent, so stimmen sowohl die Bedeutungen der Ausdr�ucke als auch
ihre Bewertungen mit Wahrheitswerten �uberein. Beide Interpretationen beschreiben dann
die gleiche Sprache.

Wir schlie�en diesen Abschnitt mit der De�nition des Begri�es des Modells ab. Auch dieser
ist eine Erweiterung des entsprechenden klassischen Konzeptes.

1.64 De�nition Es sei � = (t; n; T ) ein Wahrheitsraum und I� = (k � k;S) eine � -

Interpretation. F�ur � 2 [0; 1] hei�t die � -Interpretation I� ein �-Modell eines Ausdrucks

' 2 FA, wenn gilt:

k'k = � :

1.65 Bemerkung

(i) Ist ' 2 FA eine Tautologie in einem Wahrheitsraum � , so ist jede Interpretation

I� = (k � k;S) ein 1-Modell von '. Dies gilt unabh�angig von der Struktur S.

(ii) Sind �1 und �2 Wahrheitsr�aume mit �1 � �2 und S eine Struktur, so ist nach Satz

1.63 I�1 = (k � k1;S) genau dann ein �-Modell eines Ausdrucks ' 2 FA, wenn I�1 =
(k � k2;S) ein �-Modell von ' ist.
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1.7 Abschlie�ende Bemerkungen

In den Abschnitten 1.2 bis 1.6 wurden die Sprachen der Klasse MS eingef�uhrt und grund-
legende Eigenschaften dieser Sprachfamilie nachgewiesen. Jede Sprache der Klasse MS be-
schreibt eine mehrwertige Logik und erweitert die klassischen logischen Sprachen (vgl. Bei-
spiel 1.27). Diese Erweiterung erfolgt in zweifachem Sinne. Zum einen wird die klassische
Logik syntaktisch durch das Konzept der Ma�symbole erg�anzt. Zum anderen werden Wahr-
heitswerte beliebiger Anzahl zugelassen.

W�ahrend die syntaktische Struktur aller Sprachen der Klasse MS identisch ist (vgl. Ab-
schnitt 1.2), unterscheiden sich im allgemeinen ihre semantischen Strukturen. Dabei ver-
stehen wir unter einer semantischen Struktur einer Sprache die Gesamtheit aller seman-
tisch zul�assigen Bewertungen ihrer Ausdr�ucke. Um eine Untersuchung dieser Strukturen
zu erm�oglichen, mu�te der Begri� der Verschiedenheit von semantischen Strukturen be-
ziehungsweise ihre Vergleichbarkeit zun�achst genauer spezi�ziert werden. Daher wurde in
Abschnitt 1.4 zun�achst der Begri� des Wahrheitsraumes eingef�uhrt. Jeder Wahrheitsraum
legt fest, welche Bewertungen der Ausdr�ucke mit Wahrheitswerten m�oglich sind und be-
stimmt so die semantische Struktur einer Sprache der Klasse MS. Eine zul�assige Bewertung
der Ausdr�ucke einer Sprache MS bez�uglich eines Wahrheitsraumes wurde als Wahrheits-

funktion bezeichnet (vgl. De�nition 1.26). Jeder Wahrheitsraum kann also mit der Menge
der von ihm de�nierten Wahrheitsfunktionen identi�ziert werden (vgl. S. 26). Dabei ist die
Zuordnung von Wahrheitsr�aumen zu der Menge der Wahrheitsfunktionen nicht eindeutig,
da verschiedene Wahrheitsr�aume die gleiche Menge von Wahrheitsfunktionen beschreiben
k�onnen.

Wir haben uns diese zuletzt genannte Tatsache zunutze gemacht, um ein erstes Kriteri-
um f�ur die Vergleichbarkeit von semantischen Strukturen zu formulieren; namentlich das
der �Aquivalenz von Wahrheitsr�aumen. Zwei Wahrheitsr�aume hei�en nach De�nition 1.32
�aquivalent, wenn die Mengen ihrer Wahrheitsfunktionen �ubereinstimmen. In diesem Fall be-
sitzen die durch sie charakterisierten Sprachen nicht nur die gleiche Syntax, sie verf�ugen auch
�uber die gleiche Semantik. In diesem Sinne sind �aquivalente Wahrheitsr�aume unterschiedli-

che mathematische Darstellungsformen der gleichen logischen Sprache. Umgekehrt besitzen
Sprachen, die durch nicht-�aquivalente Wahrheitsr�aume beschrieben werden, nicht die gleiche
semantische Struktur und sind daher verschieden. Insofern geben die �Aquivalenzs�atze 1.34

und 1.36 einfache Kriterien f�ur die Unterscheidung von semantischen Strukturen an.

Eine zweite Form der Vergleichbarkeit von Sprachen der Klasse MS wurde mit dem Be-
gri� der Isomorphie von Wahrheitsr�aumen eingef�uhrt. Dieser erm�oglicht es, auch Wahr-
heitsr�aume zu vergleichen, die bez�uglich verschiedener Mengen von Wahrheitswerten ge-
bildet werden. Sind zwei Wahrheitsr�aume isomorph, so existiert eine bijektive und streng
monoton steigende Abbildung zwischen den Mengen der Wahrheitswerte, die gleichzeitig
die Menge der Wahrheitsfunktionen bijektiv aufeinander abbildet (vgl. S. 35 f.). Isomor-
phe Wahrheitsr�aume beschreiben nicht Sprachen mit gleicher Semantik, wie dies bei der
�Aquivalenz von Wahrheitsr�aumen der Fall ist. Allerdings sind die Sprachen isomorpher
Wahrheitsr�aume in dem Sinne verwandt, da� sich die Wahrheitswerte der einen Sprache
durch die der anderen ersetzen lassen, so da� ein Ausdruck ' in der einen Sprache genau
dann `wahrer' als ein Ausdruck  ist, wenn dies auch in der anderen Sprache der Fall ist.
Insbesondere verf�ugen Sprachen isomorpher Wahrheitsr�aume �uber die gleichen Mengen von
Tautologien und Kontradiktionen.
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Die Ausf�uhrungen des zur�uckliegenden Kapitels hatten das Ziel, die mathematischen Grund-
lagen f�ur die folgenden Untersuchungen bereitzustellen. Daher wurde auf die De�nition ei-
niger in der Logik �ublicher Begri�e verzichtet und die Betrachtung vieler f�ur die Logik wich-
tiger Aspekte erfolgte eher am Rande. Hier sind Stichw�orter wie die Ableitbarkeit bzw. die
Folgerung, die Vollst�andigkeit sowie die Entscheidbarkeit und Axiomatisierbarkeit der Spra-
chen MS zu nennen. Prinzipiell erscheint es uns m�oglich, diese Begri�e auch f�ur Sprachen der
Klasse MS zu de�nieren und die entsprechenden Untersuchungen durchzuf�uhren. Insbeson-
dere erscheint uns eine Untersuchung solcher Eigenschaften der logischen Sprachen, die bei
Isomorphie der Wahrheitsr�aumen erhalten belieben, von gro�em Interesse. Es besteht dabei
die Ho�nung, durch diese Untersuchungen weitere Eigenschaften der verschiedenen Klassen
von Wahrheitsr�aumen zu �nden, die das Verst�andnis der Theorie f�ordern und damit letztlich
auch ihre Anwendung erleichtern.



Kapitel 2

Mehrwertige Relationen

Zusammenfassung:

Gegenstand dieses Kapitels ist die Untersuchung von mehrwertigen Relationen und

deren Verkn�upfungen. Dabei erfolgt die Diskussion stets vor dem Hintergrund der Spra-

chen der Klasse MS, die in Kapitel 1 eingef�uhrt wurden. Dies erlaubt es, alle aus der

Fuzzy-Set-Theory bekannten Verkn�upfungen mehrwertiger Relationen aus einem mehr-

wertigen logischen Konzept heraus zu begr�unden. Dieser Ansatz erm�oglicht es insbesonde-

re, einen systematischen Vergleich von Systemen mehrwertiger Relationen vorzunehmen.

Dabei zeigt sich, da� die semantischen Klassen der Sprachen MS entsprechende Klassen

von Relationensystemen induzieren. Wesentliche Aussagen enth�alt hier der Isomorphiesatz

2.19. Die Klassi�zierung der Relationensysteme erweitert die bisherige Theorie der Fuzzy-

Mengen um einen wesentlichen Aspekt, aus dem sich wichtige Beitr�age f�ur die Anwendung

der Fuzzy-Set-Theory ergeben.

2.1 Mehrwertige Relationen und Fuzzy-Mengen

Eine mehrwertige �-stellige Relation ist, wie in De�nition 1.54 festgelegt, eine Abbildung
U� �! [0; 1]. Wir wollen diese Begri�sbildung an dieser Stelle nachtr�aglich motivieren und
Ankn�upfungspunkte zum klassischen Begri� der Relation aufzeigen.

Mehrwertige und klassische Relationen repr�asentieren Eigenschaften von Elementen eines
Universums oder Beziehungen zwischen diesen. In diesem Sinne sollen beide Konzepte die
gleiche inhaltliche Funktionalit�at besitzen. W�ahrend klassische Relationen jedoch Eigen-
schaften oder Beziehungen abbilden, die entweder `zutre�en' oder `nicht zutre�en', sollen
mehrwertige Relationen einen graduellen �Ubergang bei der Darstellung dieser Aussagen zu-
lassen. Zur Abbildung dieser �Uberg�ange werden den entsprechenden Elementen des Grund-
bereichs Werte aus [0; 1] zugewiesen. Dabei tre�en Aussagen zu, wenn den Elementen der
Wert 1 zugeordnet wird. Werden Elemente mit 0 bewertet, so ist die korrespondierende Aus-
sage nicht zutre�end. Graduelle Abstufungen werden durch Zahlen aus dem Intervall ]0; 1[
beschrieben. Diese Bedeutung der Werte des Intervalls [0; 1] entspricht der Interpretation
der Wahrheitswerte von Ausdr�ucken, die in Kapitel 1 eingef�uhrt worden ist.

51
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Neben den oben beschriebenen inhaltlichen Parallelen zwischen mehrwertigen und klassi-
schen Relationen existieren weitgehende konzeptionelle �Ubereinstimmungen zwischen bei-
den Ans�atzen. Unter einer (klassischen) �-stelligen Relation P �uber einer Grundmenge U
versteht man eine Teilmenge P � U� (vgl. bspw. [Reinhardt '73, S. 31]). So sind klassische
�Aquivalenzrelationen Mengen von Paaren eines Grundbereichs, die spezi�sche Eigenschaften
besitzen1. Jede Teilmenge P � U� kann mit ihrer charakteristischen Funktion �P identi�-
ziert werden. Diese ist de�niert durch

�P : U�
�! f0; 1g u 7�!

�
1 u 2 P

0 u 62 P

Die Zuordnung von Teilmengen zu ihren charakteristischen Funktionen ist o�enbar bijektiv,
so da� sich jede klassische �-stellige Relation P � U� mit ihrer charakteristischen Funktion
�P : U� �! f0; 1g identi�zieren l�a�t. Wird einem �-Tupel der Wert 1 zugeordnet, so tri�t
die mit der Relation identi�zierte Aussage auf dieses Tupel zu, andernfalls nicht. Mehrwer-
tige Relationen k�onnen in diesem Sinne als einfache formale Erweiterung der charakteri-
stischen Funktion klassischer Relationen aufgefa�t werden. Insbesondere sind mehrwertige,
einstellige Relationen Erweiterungen des klassischen Konzepts der Teilmengen, was im nach-
hinein die Bezeichnung dieser Relationen als mehrwertige (oder Fuzzy)-Mengen rechtfertigt
(vgl. Bemerkung 1.55).

Eine formale Trennung zwischen der Relation auf der einen und der ihr zugeordneten Ab-
bildung auf der anderen Seite ist im folgenden weder f�ur klassische noch f�ur mehrwertige
Relationen notwendig. Wir werden daher jede klassische �-stellige Relation als Abbildung
U� �! f0; 1g au�assen, wenn Parallelen zwischen mehrwertiger und klassischer Theorie
verdeutlicht werden sollen. Die Menge aller klassischen �-stelligen Relationen sei dann mit
K(U�) bezeichnet. Es ist

K(U�) :=
n
P 2 F(U�); Im(P ) � f0; 1g

o
� F(U�)

Wir werden zudem auf die in der Fuzzy-Set-Theory �ubliche Unterscheidung zwischen der
mehrwertigen Relation und der sie darstellenden Abbildung verzichten2. Allerdings ist dieser
Unterschied rein formaler Natur. Alle Ergebnisse des folgenden Kapitels lassen sich entspre-
chend mit den �ublichen Notationen formulieren. Das von uns gew�ahlte Format vereinfacht
hier die Darstellung.

Schlie�lich werden wir das Zeichen `e' nicht verwenden, das in der Fuzzy-Set-Theory benutzt
wird, um Fuzzy-Mengen oder andere Fuzzy-Objekte von den entsprechenden klassischen
Vorbildern zu unterscheiden. Eine solche Di�erenzierung ist in dieser Arbeit nicht notwendig.

Der Aufbau des Kapitels 2 ist wie folgt. In Abschnitt 2.2 werden grundlegende Begrif-
fe der Theorie der mehrwertigen Relationen eingef�uhrt. In Abschnitt 2.3 werden im An-
schlu� verallgemeinerte Mengenoperationen eingef�uhrt. Dabei induzieren unterschiedliche

1E � U2 ist �Aquivalenzrelation gdw. f�ur alle x; y; z 2 U gilt: (i) (x; x) 2 E, (ii) (x; y) 2 E , (y; x) 2 E,
(iii) (x; y) 2 E ^ (y; z) 2 E ) (x; z) 2 E (vgl. etwa [Meyberg '80, S. 9 f.]).

2Eine Fuzzy-Menge eA �uber einem Universum U wird in der Literatur formal durch

eA = f(x; �
eA
(x)); x 2 Ug

de�niert (vgl. u. a. [Gottwald '93, Kruse '95, Tanaka '96, Klir '97, Morderson '98]). Dabei wird die Abbil-
dung �

eA
: U �! [0; 1] als Zugeh�origkeitsfunktion (engl.: membership function) bezeichnet.
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Sprachen der Klasse MS verschiedene Verallgemeinerungen der Mengenoperationen. Diese
Mengenoperationen sind zwar in der Fuzzy-Set-Theory bekannt, die von uns in dieser Ar-
beit verwendete Methode der Einf�uhrung der Operationen auf der Basis der Sprachen der
Klasse MS erlaubt jedoch erstmals, eine systematische Untersuchung verschiedener mehr-
wertiger Mengenoperatoren vorzunehmen. Insbesondere werden die Begri�e der �Aquivalenz
bzw. Isomorphie von Mengensystemen eingef�uhrt und wesentliche Eigenschaften solcher Sy-
steme aufgezeigt. Schlie�lich werden Zusammenh�ange zu den entsprechenden Begri�en f�ur
Sprachen der Klasse MS verdeutlicht. Hier sind es vor allem Lemma 2.14 und Satz 2.19 zu
nennen. Aus diesen Untersuchungen ergeben sich wesentliche Konsequenzen f�ur die Anwen-
dung von Fuzzy-Mengen und zwar auch in Gebieten, die nicht unmittelbar mit den Inhalten
dieser Arbeit in Zusammenhang stehen. Wir gehen darauf exemplarisch im Anwendungs-
beispiel des Abschnitts 2.4 ein.

2.2 Grundlegende Begri�e

Wir beginnen mit der Einf�uhrung von grundlegenden Begri�en, die die Eigenschaften von
mehrwertigen Relationen charakterisieren. Diese entsprechen den �ublichen Termini und Me-
thoden der Fuzzy-Theorie (vgl. z. B. [Bandemer '93, Kruse '95, Klir '97]).

2.1 De�nition Es sei U ein Universum.

(i) Der Tr�ager einer mehrwertigen Relation P 2 F(U�) ist de�niert als die Menge

supp(P ) := fu 2 U� ;P (u) > 0g

(ii) Der Kern einer mehrwertigen Relation P 2 F(U�) ist de�niert als die Menge

ker(P ) := fu 2 U� ;P (u) = 1g

(iii) Eine mehrwertige Relation P 2 F(U�) hei�t normalisiert (oder normal), wenn

ker(P ) 6= ; gilt.

(iv) Die H�ohe einer mehrwertigen Relation P 2 F(U�) ist de�niert als

hgt(P ) := sup
u2U�

P (u)

(vgl. auch Beispiel 1.58).

(v) F�ur ein � 2 [0; 1] und eine mehrwertige Relation P 2 F(U�) hei�t die Menge

[P ]� := fu 2 U�; P (u) � �g

die �-Niveau-Menge von P .

(vi) F�ur eine mehrwertige Relation P 2 F(U�) und u 2 U� bezeichnen wir den Wert von

P (u) als den Zugeh�origkeitswert von u zu der Relation P .
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2.2 Bemerkung

(i) F�ur jede mehrwertige Relation P 2 F(U�) sind Tr�ager und Kern der Relation klassi-

sche Teilmengen von U�.

(ii) P 2 F(U�) ist genau dann eine klassische Relation, wenn Tr�ager und Kern identisch

sind, d. h.

P 2 K(U�) , ker(P ) = supp(P )

Im folgenden de�nieren wir den Begri� der Kardinalit�at einer mehrwertigen Relation. Er
erweitert in naheliegender Weise den klassischen Begri� der Kardinalit�at einer Menge.

2.3 De�nition Ist U mit jU j = � ein endliches Universum, so sei f�ur alle P 2 F(U) die

Kardinalit�at von P de�niert als

jP j :=
�X
i=1

P (ui)

Ist U eine unendliche Menge mit dem Inhaltsma� �, so sei

jP j :=

Z
U

P (u) d�

f�ur alle P 2 F(U).

Wir de�nieren abschlie�end die Begri�e der leeren Relation sowie des Enthalten-Seins und
der Gleichheit von mehrwertigen Relationen. Auch diese Begri�e sind einfache Erweiterun-
gen der klassischen Vorbilder.

2.4 De�nition

(i) Eine mehrwertige Relation P 2 F(U�) hei�t leer, wenn hgt(P ) = 0 gilt. Wir verein-

baren das Symbol ; f�ur leere Relationen.

(ii) Die Relationen P;Q 2 F(U�) hei�en gleich (in Zeichen: P = Q), wenn f�ur alle

u 2 U� gilt: P (u) = Q(u).

(iii) Eine Relation P 2 F(U�) hei�t enthalten in der Relation Q 2 F(U�) (in Zeichen:

P � Q), wenn f�ur alle u 2 U� gilt: P (u) � Q(u).

2.5 Bemerkung

(i) Ist ; � U die klassische leere Menge, so de�niert ihre charakteristische Funktion eine

leere mehrwertige Menge. Es ist ; � P f�ur alle P 2 F(U�).

(ii) Gleichheit und Inklusion von Fuzzy-Relationen k�onnen als 2-stellige bin�are Ma�e { d.

h. als Abbildungen F(U�)2 �! f0; 1g { aufgefa�t werden. Mehrwertige Verallgemei-

nerungen beider Begri�e werden erst in Abschnitt 3 betrachtet.
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Wir schlie�en die De�nition des Kartesischen Produkts f�ur Fuzzy-Relationen an.

2.6 De�nition Es seien U und V zwei Universen, P 2 F(U�); Q 2 F(V �). Ferner sei

eine t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1] gegeben. Dann hei�t die mehrwertige Relation

P 
t Q : F(U�
� V �) �! [0; 1]

((u1; : : : ; u�); (v1; : : : ; v�)) 7�! t(P (u1; : : : ; u�); Q(v1; : : : ; v�))

das Kartesische Produkt von P und Q bez�uglich t.

Zum Abschlu� dieses Abschnitts wenden wir uns einer speziellen Klasse von zweistelligen
mehrwertigen Relationen zu. Dieses sind die mehrwertigen Gleichheitsrelationen. Mehrwer-
tige Gleichheitsrelationen beschreiben graduell die �Ubereinstimmung zweier Objekte eines
Universums. Sie werden hier aus zwei Gr�unden diskutiert. Zum einen soll ein konkretes
(nicht-triviales) Beispiel f�ur mehrwertige Relationen gegeben werden. Zum anderen dient
die Einf�uhrung der Vorbereitung des Konzepts des Gleichheitsma�es, das wir in Kapitel 3
einf�uhren.

2.7 De�nition Es sei U ein Universum und t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine t-Norm. Eine

Relation E 2 F(U2) hei�t Gleichheitsrelation oder �Aquivalenzrelation bez�uglich t,

wenn sie f�ur alle u1; u2; u3 2 U die folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) E(u1; u1) = 1 (Re
exivit�at)

(ii) E(u1; u2) = E(u2; u1) (Symmetrie)

(iii) t(E(u1; u2); E(u2; u3)) � E(u1; u3) (Transitivit�at)

Mehrwertige Gleichheitsrelationen k�onnen als Erweiterungen des klassischen Begri�s der
�Aquivalenzrelation interpretiert werden. Wir verdeutlichen dies in der folgenden Bemerkung.

2.8 Bemerkung Es sei E 2 F(U2) eine Gleichheitsrelation bzgl. einer t-Norm t :
[0; 1]2 �! [0; 1] und ferner sei � = (t; n; [0; 1]) ein Wahrheitsraum. Dann gilt in jeder

� -Interpretation I� = (k � k;S) von E:

(i) k bEq1q1k = 1

(ii) k( bEq1q2 $ bEq2q1)k = 1

(iii) k(( bEq1q2 ^ bEq2q3)! bEq1q3)k = 1

f�ur alle Variablen oder Konstanten q1; q2 und q3. F�ur E 2 F(U�) ist zudem bE 2 A mit

S( bE) = E (vgl. Bemerkung 1.62 (iii)). Die obigen Ausdr�ucke entsprechen den klassischen

Ausdr�ucken, die im allgemeinen zur De�nition von �Aquivalenzrelationen verwendet wer-

den (vgl. S. 52). Der Begri� der mehrwertigen �Aquivalenzrelation ist in diesem Sinne eine

Erweiterung des klassischen Konzeptes.

Wir geben einige Beispiele an. Diese sind [Kruse '95, S. 48 f.] entnommen.



56 Kapitel 2. Mehrwertige Relationen

2.9 Beispiel

(i) Es sei E 0 eine beliebige �Aquivalenzrelation auf einem Universum U . Dann de�niert

die Abbildung

E : U2
�! [0; 1] (u1; u2) 7�!

�
1 (u1; u2) 2 E

0

0 sonst

f�ur u1; u2 2 U eine mehrwertige Gleichheitsrelation auf U . Dies folgt aus elementaren

Umformungen.

(ii) Es sei Æ : U2 �! R+ eine Metrik auf einem Universum U . Dann de�niert

E : U2
�! [0; 1] (u1; u2) 7�! 1�min(Æ(u1; u2); 1)

eine mehrwertige Gleichheitsrelation bez�uglich der beschr�ankten Di�erenz tB.

2.3 Mehrwertige Mengenoperationen

Zu Beginn des Abschnitts 2.1 haben wir bereits angemerkt, da� mehrwertige Relationen
Erweiterungen des klassischen Konzepts der Teilmenge sind. Diese Erweiterung w�are un-
vollst�andig, wenn sich nicht auch die Mengenoperationen Durchschnitt, Vereinigung und
Komplement f�ur mehrwertige Relationen de�nieren lie�en. Wir werden diese in dem nun
folgenden Abschnitt einf�uhren und wesentliche Eigenschaften der Erweiterungen darstellen.

Ausgangspunkt der �Uberlegungen ist, da� sich die klassischen Mengenoperationen stets in
einem aussagenlogischen Sinne interpretieren lassen. So gelten f�ur die klassischen Mengen-
operationen die folgenden Regeln:

x 2 P [Q , x 2 P _ x 2 Q (2.1)

x 2 P \Q , x 2 P ^ x 2 Q (2.2)

x 2 P c
, :(x 2 P ) (2.3)

Die angestrebte Erweiterung der Mengenoperationen wird vor diesem Hintergrund in zwei-
erlei Hinsicht erfolgen. Zum einen sollen sich bei der Einschr�ankung der betrachteten Rela-
tionen auf den klassischen Fall3 stets die Gleichungen (2.1) { (2.3) ergeben. Zum anderen sol-
len f�ur mehrwertige Relationen entsprechende mehrwertige Beziehungen gelten. So wird der
Durchschnitt zweier mehrwertiger Relationen in einer Sprache der Klasse MS den gleichen
Wahrheitswert besitzen, der auch der Konjunktion der beiden urspr�unglichen Relationen
zukommt.

Da die Sprachen der Klasse MS verschiedene semantische Strukturen aufweisen (vgl. Kapi-
tel 1), ergeben sich f�ur die Erweiterung der Mengenoperationen ebenfalls unterschiedliche
M�oglichkeiten. Ein Schwerpunkt der folgenden Untersuchungen wird daher sein, unter wel-
chen Voraussetzungen die strukturellen Eigenschaften der Sprachen der Klasse MS einen
Vergleich der entsprechenden Erweiterungen der Mengentheorie erlauben und welche Kon-
sequenzen sich hieraus ergeben.

3d. h. P;Q 2 K(U�)
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Die folgenden Ausf�uhrungen unterscheiden sich von dem in der Fuzzy-Set-Theory �ublichen
Vorgehen durch den strengen Bezug zur mehrwertigen Logik, den wir stets herstellen, sowie
durch eine allgemeinere Begri�sbildung. So werden die Mengenoperationen selbst nicht expli-
zit de�niert, wie dies in der Fuzzy-Set-Theory geschieht, sondern lediglich charakteristische
Eigenschaften dieser Verkn�upfungen angegeben. Hierdurch er�o�net sich die M�oglichkeit, die
Ergebnisse des Kapitels 1 in die folgenden �Uberlegungen zu integrieren und auf einfache
Weise neue Aussagen �uber die Vergleichbarkeit von mehrwertigen Relationensystemen ab-
zuleiten. Diese f�uhren zu wichtigen Konsequenzen f�ur die Theorie und Anwendung dieser
Systeme, die wir am Ende dieses Abschnitts exemplarisch aufzeigen.

2.3.1 Mehrwertige Relationensysteme

Wir beginnen mit der Einf�uhrung der mehrwertigen Mengenoperationen. Dabei lassen wir
auch gewisse Teilsysteme der Menge aller mehrwertigen Relationen zu.

2.10 De�nition Es sei f;; U�
g � M � F(U�) eine Familie von �-stelligen Relationen.

Ferner seien Abbildungen

\ :M2
�!M (P;Q) 7�! P \Q

[ :M2
�!M (P;Q) 7�! P [Q

c :M�!M P 7�! P c

sowie ein Wahrheitsraum � = (t; n; T ) gegeben.

Wir nennen R = (M;\;[; c) ein � -Relationensystem, wenn gilt:

(i)
[
P2M

Im(P ) � T

(ii) F�ur alle u 2 U� und P;Q 2 M ist:

P \Q(u) = t(P (u); Q(u))

P [Q(u) = st;n(P (u); Q(u))

P c(u) = n(P (u))

Ist R = (M;\;[; c) ein � -Relationensystem, so nennen wir \ den � -Durchschnitt, [ die

� -Vereinigung und c das � -Komplement.

2.11 Bemerkung

(i) Wir werden im folgenden auch den Begri� Relationensystem f�ur ein � -Relationen-

system verwenden, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welcher Wahrheitsraum

dem Relationensystem zugrunde liegt, oder wenn eine genaue Spezi�zierung des Wahr-

heitsraumes nicht notwendig ist.
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(ii) Es sei � = (t; n; T ) ein Wahrheitsraum und R = (M;\;[; c) ein � -Relationensystem.

Aus den S�atzen 1.31 (iii) und 1.16 (ii) folgt f�ur alle P;Q 2 M und jede � -Interpre-

tation I� = (k � k;S) von P , P c, Q, P \Q und P [Q:

k(\P \Qq $ ( bPq ^ bQq) )k = 1

k(\P [Qq $ ( bPq _ bQq) )k = 1

k(cP cq $ (: bPq) )k = 1

Dabei bezeichnet q ein Variablen- oder Konstantensymbol. F�ur P 2 M sei zudembP 2 A mit S( bP ) = P (vgl. Bemerkung 1.62).

Diese Ausdr�ucke entsprechen den Gleichungen (2.1) { (2.3), die wir eingangs zur

Motivation der Erweiterung der Mengenoperationen angegeben haben. Sie sind in der

durch � beschriebenen mehrwertigen Sprache stets wahr.

Wir geben einfache Beispiele von � -Relationensystemen an.

2.12 Beispiel

(i) Es sei � = (t; n; [0; 1]) ein Wahrheitsraum und U ein Universum. Es seien

\ : F(U�)2 �! F(U�)

[ : F(U�)2 �! F(U�)

c : F(U�) �! F(U�)

de�niert durch

P \Q(u) := t(P (u); Q(u))

P [Q(u) := st;n(P (u); Q(u))

P c(u) := n(P (u))

f�ur alle P;Q 2 F(U�) und u 2 U�. Dann ist R = (F(U);\;[; c) ein � -Relationen-

system. Dieses Relationensystem entspricht einem System von verallgemeinerten Men-

genoperationen, wie es �ublicherweise in der Fuzzy-Set-Theory verwendet wird (vgl.

[Gottwald '93],[Kruse '95]). Alle verallgemeinerten Mengenoperationen, die Gegen-
stand der Fuzzy-Set-Theory sind, lassen sich auf diese Art als � -Relationensysteme
au�assen.

(ii) Es seien �1 = (t1; n1; [0; 1]) und �2 = (t2; n2; [0; 1]) zwei beliebige Wahrheitsr�aume und

U ein Universum. Wie oben seien die Verallgemeinerten Mengenoperationen durch

P \Q(u) := t1(P (u); Q(u))

P [Q(u) := st1;n1(P (u); Q(u))

P c(u) := n1(P (u))

de�niert. Ferner sei K(U) die Menge aller klassischen Teilmengen von U . Un-

ter diesen Voraussetzungen ist R = (K(U);\;[; c) sowohl ein �1 als auch ein �2-

Relationensystem, da alle t-Normen und Involutionen auf f0; 1g identisch sind.
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Abbildung 2.1: Darstellung mehrwertiger Relationen nach Kosko

Wir geben ein weiteres Beispiel an, in dem auch eine spezielle Methode der Darstellung von
mehrwertigen Relationen eingef�uhrt wird. Diese geht auf Kosko [Kosko '90] zur�uck.

2.13 Beispiel Es sei U = fu1; u2g ein Universum. Wir k�onnen jedes Element aus

F(U) als Punkt im 2-dimensionalen Einheitsw�urfel darstellen, indem wir die Tupel der

Zugeh�origkeitswerte der Elemente u1 und u2 als Koordinaten in den W�urfel eintragen. Bei-

spielsweise repr�asentieren die charakteristischen Funktionen der klassischen Mengen

P0 = ;; P1 = fu1g; P2 = fu2g und P3 = fu1; u2g

die Eckpunkte des Einheitsw�urfels (vgl. Abbildung 2.1). Es sei nun �min = (tmin; ns; [0; 1])
gegeben. Wir betrachten das �min-Relationensystem (F(U);\;[; c).
Es sei P4 2 F(U) gegeben durch P4(u1) =

1
4

und P4(u2) =
3
4
. Es gilt dann f�ur u 2 fu1; u2g:

P c
4 (u) = 1� P4(u) ) P c

4 (u1) =
1
4

und P c
4 (u2) =

3
4

P4 \ P
c
4 (u) = min(P4(u); P

c
4 (u)) ) P4 \ P

c
4 (u1) = P4 \ P

c
4 (u2) =

1
4

P4 [ P
c
4 (u) = max(P4(u); P

c
4 (u)) ) P4 [ P

c
4 (u1) = P4 [ P

c
4 (u2) =

3
4

Tr�agt man die Zugeh�origkeitswerte von P4, P
c
4 , P4 \ P

c
4 und P4 [ P

c
4 in das Diagramm ein,

so entsteht die in Abbildung 2.1 dargestellte Figur. Sie ist symmetrisch zum Mittelpunkt des

Einheitsw�urfels und zu beiden Diagonalen. Man erkennt zudem leicht, da� die im Diagramm

grau gezeichnete Fl�ache alle diejenigen mehrwertigen Relationen umfa�t, die in P4 enthalten

sind.

Das Beispiel 2.12 (ii) zeigt, da� ein Relationensystem durchaus bez�uglich unterschiedli-
cher Wahrheitsr�aume ein � -Relationensystem sein kann. Dies bedeutet letztlich, da� die
entsprechenden mehrwertigen Mengenverkn�upfungen in verschiedenen Sprachen der Klasse
MS als Erweiterungen der klassischen Mengenoperationen verstanden werden k�onnen. Sind
allerdings zwei Sprachen semanitsch �aquivalent, so ist eine Relationensystem entweder ei-
ne Verallgemeinerung der klassischen Mengenoperationen bez�uglich beider oder keiner der
beiden Sprachen. Dies zeigt das folgende Lemma.
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2.14 Lemma Es sei R = (M;\;[; c) ein �1-Relationensystem bez�uglich eines Wahrheits-

raumes �1 = (t1; n1; T ). Ist �2 = (t2; n2; T ) ein zweiter Wahrheitsraum mit �1 � �2, so ist

R = (M;\;[; c) auch ein �2-Relationensystem.

Beweis: Es sei �1 = (t1; n1; T ) ein Wahrheitsraum und R = (M;\;[; c) ein �1-Relationen-
system.

Da R = (M;\;[; c) ein �1-Relationensystem ist, gilt nach De�nition 2.10 (i):[
P2M

Im(P ) � T

Da nach Voraussetzung �1 � �2 ist, gilt nach dem �Aquivalenzsatz 1.34 f�ur alle P;Q 2 M

und u 2 U� :

P \Q(u) = t1(P (u); Q(u)) = t2(P (u); Q(u))

P [Q(u) = st1;n1(P (u); Q(u)) = st2;n2(P (u); Q(u))

P c(u) = n1(P (u)) = n2(P (u))

Also ist f�ur den Wahrheitsraum �2 = (t2; n2; T ) auch die zweite Bedingung der De�nition
2.10 erf�ullt und R = (M;\;[; c) ist ein �2-Relationensystem.

Wir wenden uns besonderen Merkmalen der erweiterten Mengenoperationen zu. Wesentliche
Eigenschaften der klassischen Theorie �nden sich auch in ihrer mehrwertigen Verallgemei-
nerung wieder.

2.15 Lemma Es seien gegeben ein Universum U , ein Wahrheitsraum � = (t; n; T ) sowie

ein � -Relationensystem R = (M;\;[; c) mit M� F(U�). F�ur alle O;P;Q 2 M gilt dann:

(i) Kommutativit�at: P \Q = Q \ P und P [Q = Q [ P

(ii) Assoziativit�at: O \ (P \Q) = (O \ P ) \Q

O [ (P [Q) = (O [ P ) [Q

(iii) Doppeltes Komplement: (P c)c = P

(iv) Komplement von Grund- und leerer Menge: (U�)c = ; und ;c = U�

(v) Neutrale Elemente: P [ ; = P und P \ U� = P

(vi) Fuzzy{Absorptionsgesetz: P \ P � P � P [ P

(vii) De{Morgan'sche Gesetze: (P \Q)c = P c
[Qc

(P [Q)c = P c \Qc

(viii) Distributivgesetze

O \ (P [Q) = (O \ P ) [ (O \Q)

O [ (P \Q) = (O [ P ) \ (O [Q)

gelten genau dann, wenn R = (M;\;[; c) auch ein �min-Relationensystem ist.

Dabei sei �min = (tmin; n; [0; 1]).
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Beweis: Die Aussagen (i) { (vii) folgen direkt aus den Aussagen �uber t- und s-Normen
sowie Involutionen, die wir in Abschnitt 1.3 gezeigt haben.

Wir weisen die Behauptung (viii) nach. Nehmen wir zun�achst an, da� R = (M;\;[; c) ein
�min-Relationensystem ist, so folgt die G�ultigkeit der Distributivgesetze sofort aus der Be-
dingung (ii) der De�nition 2.10 sowie den Distributivgesetzen f�ur Minimum- und Maximum-
Operator (vgl. Satz 1.24).

Sei nun umgekehrt ein � -Relationensystem R = (M;\;[; c) gegeben, in dem die Distribu-
tivgesetze gelten. Ferner sei �min = (tmin; n; [0; 1]). Wir weisen nach, da� R = (M;\;[; c)
auch ein �min-Relationensystem ist.

Nach Voraussetzung ist ; 2 M. Sei P 2 M beliebig, so folgt aus (i) { (vii):

P \ P = (P [ ;) \ (P [ ;) = P [ (; \ ;) = P

Wir betrachten die Menge M :=
S
P2M Im(P ). F�ur alle a 2 M existiert nun ein P 2 M

und ein u 2 U� , so da� P (u) = a gilt. Da R = (M;\;[; c) nach Voraussetzung ein � -
Relationensystem ist, folgt mit den Vor�uberlegungen:

t(a; a) = P (u) \ P (u) = P (u) = a

Also ist die Einschr�ankung von t aufM idempotent und wir erhalten analog zu den Schl�ussen
des Abschnitts 1.3: tjM = tminjM .

Lemma 1.23 liefert, da� die zu t duale s-Norm auf M mit smax �ubereinstimmt. Es folgt f�ur
alle P;Q 2 M:

P \Q(u) = t(P (u); Q(u)) = tmin(P (u); Q(u))

P [Q(u) = st;n(P (u); Q(u)) = smax(P (u); Q(u))

P c(u) = n(P (u))

Da M � [0; 1] ist, ist R = (M;\;[; c) ein �min-Relationensystem.

Wir stellen Eigenschaften von � -Relationensystemen zusammen, die eine algebraische Ein-
ordnung der verallgemeinerten Mengenoperationen erlauben.

2.16 Bemerkung Es sei � = (t; n; T ) ein Wahrheitsraum und R = (M;\;[; c) ein � -Re-

lationensystem. Dann gilt:

(i) Es sind (M;\) und (M;[) kommutative Halbgruppen mit neutralen Elementen. Die

neutralen Elemente sind U� bzw. ;.4

(ii) Es ist � eine Ordnung auf M.5

4U 6= ;, � : U2 �! U . (U; �) ist eine Halbgruppe gdw. � assoziativ. Eine Halbgruppe (U; �) hei�t
kommutativ, wenn � kommutativ ist. Eine Halbgruppe besitzt ein neutrales Element, wenn � ein neutrales
Element besitzt. Vergleiche auch [Meyberg '80, S. 1 f.].

5O � U2 ist eine Ordnungsrelation gdw. f�ur alle x; y; z 2 U gilt: (i) (x; x) 2 O, (ii) (x; y) 2 O ^ (y; x) 2
O ) (x = y), (iii) (x; y) 2 O ^ (y; z) 2 O ) (x; z) 2 O. Vergleiche auch [Reinhardt '73, S. 43].
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(iii) Es ist R = (M;\;[; c) genau dann ein Verband, wenn R = (M;\;[; c) ein �min-Re-

lationensystem ist. Der Verband ist dann distributiv und besitzt ein Null- und ein

Einselement. Der Verband ist genau dann ein Boolescher Verband, wenn M� K(U�)
gilt, wenn also nur klassische Teilmengen betrachtet werden.

Wir haben an dieser Stelle auf die Erl�auterungen der verbandstheoretischen Begri�e verzich-
tet, da sie f�ur das Weitere unwesentlich sind. Eine Erl�auterung der entsprechenden Begri�e
�ndet sich u. a. bei [McLane '79, S. 476 f.] oder [Reinhardt '73, S. 26].

2.3.2 Isomorphe Relationensysteme

Wir werden im folgenden verschiedene Klassen von Relationensystemen vergleichen. Zu
diesem Zweck wird eine spezielle Art der Isomorphie der betre�enden Systeme betrachtet,
die sogenannte w-Isomorphie von Relationensystemen. Dieser liegt eine �ahnliche Motivation
zugrunde, wie dies im Falle der Isomorphie von Wahrheitsr�aumen der Fall war, n�amlich
die monotone Transformation der Wahrheitswerte. Es wird sich zeigen, da� weitgehende
Analogien zwischen der Isomorphie verschiedener Sprachen der Klasse MS einerseits und
unterschiedlicher Relationensysteme andererseits bestehen.

2.17 De�nition Es seien �1 = (t1; n1; T1) und �2 = (t2; n2; T2) Wahrheitsr�aume. Fer-

ner seien R1 = (M1;\1;[1;
c1) ein �1-Relationensystem sowie R2 = (M2;\2;[2;

c2) ein �2-

Relationensystem.

Die Relationensysteme R1 und R2 hei�en w-isomorph6 (in Zeichen: R1 ' R2), wenn

eine bijektive und monoton steigende Abbildung 
 : [0; 1] �! [0; 1] derart existiert, da� die

folgenden Bedingungen erf�ullt sind:

(i) Es gilt stets:

P 2 M1 ) 
 Æ P 2 M2

Q 2 M2 ) 
�1 ÆQ 2 M1

(ii) F�ur alle P;Q 2 M ist:


 Æ (P \1 Q) = (
 Æ P ) \2 (
 ÆQ)


 Æ (P [1 Q) = (
 Æ P ) [2 (
 ÆQ)


 Æ (P c1) = (
 Æ P )c2

2.18 Bemerkung

(i) Es sind allgemeinere Konzepte der Isomorphie von Relationensystemen denkbar. Aus

den oben skizzierten Gr�unden beschr�anken wir uns in dieser Arbeit auf die Untersu-

chung isomorpher Systeme nach De�nition 2.17.

6W-isomorph sthet hier f�ur Wahrheitswert-isomorph. Es soll so angedeutet werden, da� die Isomorphie
durch eine monotone Transformation der Funktions- bzw. Wahrheitswerte der Relationen entsteht.
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(ii) Die Abbildung 
 der De�nition 2.17 legt eine Abbildung

b
 :M1 �!M2 P 7�! P 0 mit P 0 = 
 Æ P

fest. Es ist b
 ein Halbgruppen-Isomorphismus zwischen den Halbgruppen (M1;\1) und

(M2;\2) sowie zwischen den Halbgruppen (M1;[1) und (M2;[2).

Zwischen der Isomorphie von Wahrheitsr�aumen und der w-Isomorphie von Relationensyste-
men besteht ein Zusammenhang, der im folgenden Satz beschrieben wird.

2.19 Satz - Isomorphiesatz von Relationensystemen

(i) Es sei �1 = (t1; n1; T1) ein Wahrheitsraum und R1 = (M1;\1;[1;
c1) ein �1-Relation-

ensystem. Es sei ferner ein Wahrheitsraum �2 = (t2; n2; T2) mit �1 ' �2 gegeben. Dann

existiert ein zu R1 w-isomorphes �2-Relationensystem R2 = (M2;\2;[2;
c2).

(ii) Es sei �1 = (t1; n1; T1) ein Wahrheitsraum und R1 = (M1;\1;[1;
c1) ein �1-Rela-

tionensystem. Ist ein Relationensystem R2 = (M2;\2;[2;
c2) w-isomorph zu R1, so

existiert ein zu �1 isomorpher Wahrheitsraum �2 = (t2; n2; T2) derart, da� R2 ein

�2-Relationensystem ist.

Beweis: zu (i): Es sei 
 : [0; 1] �! [0; 1] die den Isomorphismus von �1 und �2 de�nierende
Abbildung.

Wir de�nieren die Menge M2 durch

M2 := fP 2 F(U�); 9P 0
2 M1 mit 
 Æ P

0 = Pg

sowie die folgenden mehrwertigen Mengenoperationen

P \2 Q := 
 Æ (
�1 Æ P \1 

�1
ÆQ)

P [2 Q := 
 Æ (
�1 Æ P [1 

�1
ÆQ)

P c2 := 
 Æ ((
�1 Æ P )c1)

f�ur alle P;Q 2 M2.

Wegen der Isomorphie von �1 und �2 ergibt sich aus Satz 1.44 zun�achst, da�
R2 = (M2;\2;[2;

c2) ein �2-Relationensystem ist. Die Isomorphie von R1 und R2 folgt un-
mittelbar aus der De�nition 2.17.

zu (ii): Es sei �1 = (t1; n1; T1) ein Wahrheitsraum und R1 = (M1;\1;[1;
c1) ein �1-Re-

lationensystem. Ferner sei ein Relationensystem R2 = (M2;\2;[2;
c2) mit R1 ' R2 gege-

ben.

Es existiert dann eine monoton steigende Abbildung 
 : [0; 1] �! [0; 1], welche die Bedin-
gungen der De�nition 2.17 erf�ullt.

Wir weisen nach, da� ein zu �1 isomorpher Wahrheitsraum �2 = (t2; n2; T2) derart existiert,
da� R2 ein �2-Relationensystem ist.
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Es sei dazu f�ur alle a; b 2 [0; 1] de�niert:

t2(a; b) := 
(t1(

�1(a);
�1(b)))

n2(a) := 
(n1(

�1(a)))

T2 :=
[
a2T1

f
(a)g

Dann ist nach Satz 1.44 �2 = (t2; n2; T2) ein Wahrheitsraum und es ist �1 ' �2.

Da die Relationensysteme isomorph sind, gilt ferner:[
P2M1

Im(P ) � T1 )

[
P2M2

Im(P ) � T2

Es ist zudem f�ur alle P;Q 2 M1 und u 2 U
� :


(P (u)) \2 
(Q(u)) = 
(P \1 Q(u))

= 
(t1(P (u); Q(u)))

= t2(
(P (u));
(Q(u)))

Entsprechend folgt:


(P (u)) [2 
(Q(u)) = st2;n2(
(P (u));
(Q(u)))


(P (u))c2 = n2(
(P (u)))

Also ist R2 = (M2;\2;[2;
c2) ein �2-Relationensystem.

Ein ausf�uhrliches Beispiel �ndet sich in Abschnitt 2.4. Zwischen den Eigenschaften von Re-
lationen isomorpher Relationensysteme bestehen gewisse Beziehungen, die wir im folgenden
Satz skizzieren. Diese folgen aus den spezi�schen Eigenschaften der Abbildung 
, die der
De�nition 2.17 zugrunde liegt.

2.20 Satz Es sei 
 : [0; 1] �! [0; 1] eine streng monoton steigende bijektive Abbildung.

Dann gilt f�ur alle P;Q 2 F(U�):

(i) ker(P ) = ker(
 Æ P )

(ii) supp(P ) = supp(
 Æ P )

(iii) 
(hgt(P )) = hgt(
 Æ P )

(iv) P � Q , 
 Æ P � 
 ÆQ

(v) F�ur � 2]0; 1] und u 2 U� gilt: u 2 [P ]� , u 2 [
 Æ P ]
(�)

Beweis: Die Behauptungen folgen durch elementare Umformungen aus der Stetigkeit und
Monotonie von 
.
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2.4 Ein Anwendungsbeispiel: Formen mehrwertiger

Relationen

In jeder praktischen Anwendung der Fuzzy-Set-Theory besteht ein wesentlicher Schritt der
Modellbildung in der Festlegung der Abbildungen, die die mehrwertigen Relationen darstel-
len. Da hier sehr viele Freiheitsgrade bestehen, wurde in der Forschung zur Fuzzy-Set-Theory
h�au�g diskutiert, ob bestimmte Klassen von Abbildungen in einer spezi�schen Anwendung
besonders geeignet sind. Zahlreiche Untersuchungen zu dieser Fragestellung sind erfolgt.
Stellvertretend f�ur andere sei hier auf Hersh und Caramazza [Hersh '76], Zimmermann
und Zysno [Zimmermann '82] sowie Leberling [Leberling '82] verwiesen. Eine ausf�uhrliche
�Ubersicht �uber die unterschiedlichen Vorschl�age zu den Formen der mehrwertigen Relatio-
nen �nden sich unter anderem in den B�uchern von Lai und Hwang [Lai '92, S. 30 f.] sowie
Rommelfanger [Rommelfanger '94, S. 171 f.]. Im folgenden wollen wir diese Diskussion um
einen neuen Aspekt erweitern. W�ahrend die oben genannten Untersuchungen ausschlie�lich
empirischer Natur sind, wollen wir vor dem Hintergrund des Konzeptes der w-Isomorphie
von Relationensystemen analysieren, ob verschiedene Klassen von Abbildungen tats�achlich
zu unterschiedlichen Modellen f�uhren. Wir werden exemplarisch nachweisen, da� dies im
allgemeinen nicht der Fall ist. Hieraus ergeben sich insbesondere f�ur algorithmische Fra-
gestellungen weitreichende Konsequenzen. Die Diskussion erhebt dabei keinen Anspruch
auf Vollst�andigkeit und erfolgt hier vor allem, um die Anwendbarkeit des Konzeptes der
w-Isomorphie unter Beweis zu stellen. Eine Vertiefung erfolgt erst in Kapitel 4.

Wir werden im folgenden zwei Beispiele von Formen mehrwertiger Relationen betrachten,
die bei der Modellbildung von symmetrischen Entscheidungsmodellen verwendet werden. Da
wir auf den Begri� des symmetrischen Entscheidungsmodells in Kapitel 4 n�aher eingehen
werden, sei an dieser Stelle lediglich darauf hingewiesen, da� in diesen Modellen eine Familie
von mehrwertigen Relationen mit einem mehrwertigen Durchschnitt verkn�upft wird. Dieser
wird im allgemeinen durch den Minimum-Operator dargestellt, da sich dann die algorith-
mische Behandlung erleichtert [Rommelfanger '94, S. 170 �.].

Es seien n Relationen Pi 2 F(U�) f�ur i = 1; : : : ; n gegeben, die ein symmetrisches Ent-
scheidungsmodell darstellen. So werden in einem symmetrischen Entscheidungsmodell die
x� 2 U als L�osung betrachtet, f�ur die gilt:

n\
i=1

Pi(x
�) = sup

x2U

n\
i=1

Pi(x)

Wir betrachten im folgenden zwei Beispiele von Relationen, die in symmetrischen Entschei-
dungsmodellen verwendet werden.

Es sei U = R. Eine h�au�g benutzte Form von mehrwertigen Relationen sind st�uckweise
lineare Relationen der Form

P
b;d

L (x) =

8><
>:

1 x � b
�x+(b+d)

d
b < x � b + d

0 b + d < x

Dabei sind b; d 2 R (vgl. u. a. [Bellman '70, Zimmermann '75, Zimmermann '76]).
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Alternativ wurde von Sakava in [Sakava '83] die Verwendung von speziellen konkaven Rela-
tionen vorgeschlagen. Diese haben die Form

P
b;d

K (x) =

8>>><
>>>:

1 x � b

1�exp(���x+(b+d)

d )
1�exp(��)

b < x � b+ d

0 b+ d < x

Auch hier sind b; d 2 R. �Uber den Parameter � > 0 kann die Kr�ummung von P
b;d

K beein
u�t
werden.

Es sei nun � > 0 gegeben. Wir betrachten die Abbildung


� : [0; 1] 7�! [0; 1] a �!
1� exp (��a)

1� exp(��)

O�enbar bildet 
� das Intervall [0; 1] bijektiv auf sich selbst ab. Zudem ist 
� streng mo-
noton steigend.

Es sei nun n� := 
� Æ ns Æ 

�1
� . Weil zudem tmin = 
� Æ tmin Æ 


�1
� gilt, folgt aus Satz 1.44:

�min = (tmin; ns; [0; 1]) ' �� = (tmin; n�; [0; 1])

Zu dem �min-Relationensystem (F(R);\min ;[max;
c;ns) (vgl. Beispiel 2.12) existiert nach

Lemma 2.19 also ein w-isomorphes Relationensystem, da� ein ��-Relationensystem ist. Ein
solches System ist (F(R);\min;[max;

c;n
). Dabei sei P c;n
 := n
 ÆP f�ur alle P 2 F(R). F�ur
diese Relationensysteme gilt:


� Æ (P \min Q) = (
� Æ P ) \min (
� ÆQ)


� Æ (P [max Q) = (
� Æ P ) [max (
� ÆQ)


� Æ (P
c;ns) = (
� Æ P )

c;n�

Es gilt f�ur alle b; d 2 R: 
� Æ P
b;d

L = P
b;d

K . Wir erhalten daher f�ur d1; d2; b1; b2 2 R:


� Æ (P
b1;d1
L \min P

b2;d2
L ) = P

b1;d1
K \min P

b2;d2
K


� Æ (P
b1;d1
L [max P

b2;d2
L ) = P

b1;d1
K [min P

b2;d2
K


� Æ ((P
b1;d1
L )c;ns) = (P b1;d1

K )c;n�

Weil 
� streng monoton steigend ist, gilt f�ur die beiden oben betrachteten Klassen von
Relationen:

P
b1;d1
L \min P

b2;d2
L (x�) = sup

x2R

P
b1;d1
L \min P

b2;d2
L (x)

, P
b1;d1
K \min P

b2;d2
K (x�) = sup

x2R

P
b1;d1
K \min P

b2;d2
K (x)

Insbesondere folgt, da� im Falle eines symmetrischen Entscheidungsmodells beide Klassen

von Relationen zu den gleichen L�osungen f�uhren und zwar unabh�angig von der Wahl des

Parameters �.
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Dieses Resultat f�uhrt zu verschiedenen Konsequenzen f�ur die Anwendung. Zum einen k�onnte
die oben skizzierte w-Isomorphie der Relationensysteme im Falle der Relationen P b;d

K dazu
genutzt werden, das konvexe Modell in ein lineares Modell zu transformieren. Dies erlaubt,
die L�osung des symmetrischen Entscheidungsmodells mit einem LP-Ansatz zu bestimmen
(vgl. [Negoita '76]). Umgekehrt k�onnen o�enbar aber auch beliebige bijektive und monoton
steigende Abbildungen 
 : [0; 1] �! [0; 1] verwendet werden, um neue Klassen von Re-
lationen zu erzeugen, die ebenfalls isomorph zu den linearen Relationen sind. So k�onnen
weitere Freiheitsgrade f�ur die Modellbildung er�o�net werden, wobei dann stets ein e�ektives
L�osungsverfahren bekannt ist.

Als einfaches Beispiel f�ur das obige Verfahren sei auf s-f�ormige Fuzzy-Mengen verwiesen,
wie sie etwa durch Splines der Form


 : [0; 1] �! [0; 1] a 7�!

(
2a2 a � 1

2

1� 2(1� a)2 1
2
< a

de�niert sind (vgl. [M�ollers '98]). Empirische Untersuchungen haben belegt, da� sich solche
s-f�ormigen Abbildungen gut zur Darstellung von mehrwertigen Fuzzy-Mengen eignen. Da
sie jedoch nicht konvex oder konkav sind, galt die L�osung solcher Modelle im allgemeinen
als aufwendig (vgl. [Yang '91, Biswal '96]). Mit den Resultaten des vorausgegangenen Ab-
schnittes lassen sich solche Problemstellungen allerdings algorithmisch eÆzient bestimmen.

2.5 Abschlie�ende Bemerkungen

In dem vorausgegangenen Kapitel wurden mehrwertige Relationen vertieft betrachtet. Ne-
ben einer Motivation und der Einf�uhrung von Grundbegri�en, die in den Abschnitten 2.1
und 2.2 erfolgte, standen insbesondere die verschiedenen M�oglichkeiten der Erweiterung
der klassischen Mengenoperationen im Mittelpunkt der Untersuchungen. Diesem war der
Abschnitt 2.3 gewidmet.

Grundansatz bei der Verallgemeinerung der Mengenoperationen war es, diese so zu konstru-
ieren, da� die aus der klassischen Logik und Mengentheorie bekannte Beziehung zwischen
den elementaren logischen Verkn�upfungen und den Mengenoperationen auch f�ur die ver-
schiedenen mehrwertigen Sprachen der Klasse MS gilt. Dabei zeigte sich, da� verschiedene
Verallgemeinerungen der Mengenoperationen m�oglich sind. Jede dieser Verallgemeinerun-
gen kann als Mengenoperation bez�uglich einer Klasse von �aquivalenten Wahrheitsr�aumen
interpretiert werden (Lemma 2.14). Viele der bekannten Eigenschaften der klassischen Men-
genoperationen lie�en sich auch f�ur die mehrwertigen Operatoren zeigen (vgl. Lemma 2.15).

Bei den weiteren Untersuchungen stand ein spezielles Konzept der Vergleichbarkeit von
Relationensystemen im Mittelpunkt, die w-Isomorphie von Relationensystemen. Zwei Re-
lationensysteme sind w-isomorph, wenn stets von den Zugeh�origkeitswerten der Relationen
des einen Systems auf die entsprechenden Zugeh�origkeitswerte im anderen geschlossen wer-
den kann, und zwar derart, da� die entsprechende Abbildung streng monoton steigend ist.
Es zeigt sich, da� ein relevanter Zusammenhang zwischen den Isomorphie-Konzepten von
Wahrheitsr�aumen und Relationen existiert (Satz 2.19). Denn die Existenz von isomorphen
Wahrheitsr�aumen ist eine notwendige Voraussetzung f�ur die Existenz w-isomorpher Rela-
tionensysteme. Neben diesen theoretischen Resultaten wiesen wir exemplarisch in Abschnitt
2.4 die Bedeutung des w-Isomorphie-Konzeptes f�ur die Anwendung nach.
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Das hier vorgestellte Konzept der der w-Isomorphie von Relationensystemen erlaubt erstmals

die systematische Klassi�zierung von Systemen mehrwertiger Relationen. Wir haben die
Bedeutung dieses Konzepts f�ur die Anwendung in dieser Arbeit lediglich an einem Beispiel
belegt. Aufgrund der breiten Anwendung der Fuzzy-Set-Theory ist allerdings anzunehmen,
da� sich die Ergebnisse auf andere Anwendungsfelder �ubertragen lassen. Hier sind weitere
Untersuchungen notwendig.



Kapitel 3

Logische Ma�e

Zusammenfassung:

In dem folgenden Kapitel werden logische Ma�e und ihre Anwendung in der Fuzzy-

Ma�theorie betrachtet. Bei der Untersuchung der logischen Ma�e wird ein Schwerpunkt auf

logische Inklusionsma�e gelegt. Diese erweitern das Konzept der klassischen Mengeninklu-

sion. Verschiedene Klassen solcher logischen Inklusionsma�e werden angegeben. Als wichti-

ger Vertreter der Inklusionsma�e wird die Klasse der kanonischen Inklusionsma�e vertieft

betrachtet. Ferner werden Verkn�upfungen zwischen verschiedenen Inklusionsma�en de�-

niert und strukturelle Eigenschaften dieser Verkn�upfungen untersucht. Abschlie�end wird

gezeigt, wie sich Wahrscheinlichkeits-, M�oglichkeits- und Notwendigkeitsma�e durch lo-

gische Inklusionsma�e repr�asentieren lassen. Die entsprechenden Darstellungss�atze 3.40,

3.42 und 3.48 werden grundlegend f�ur die weiteren Untersuchungen sein. Sie stellen einen

grunds�atzlich neuen Weg zur Interpretation und Darstellung der Wahrscheinlichkeits- und

Fuzzy-Ma�theorie im Rahmen eines logischen Kontextes dar.

3.1 Logische Ma�e: ein erster Zugang

W�ahrend sich die Ausf�uhrungen des Kapitels 2 auf die Eigenschaften von mehrwertigen
Relationen konzentriert haben, sollen im folgenden logische Ma�e betrachtet werden. Im
Unterschied zu mehrwertigen Relationen, die logische Eigenschaften oder Beziehungen von
Objekten eines Universums beschreiben, bilden logische Ma�e logische Eigenschaften oder
Beziehungen von Relationen �uber einem Universum ab. �Ahnlich wie bei den mehrwerti-
gen Relationen erfolgt dies, indem den entsprechenden Argumenten (eben den Relationen)
Werte aus dem Intervall [0; 1] zugewiesen werden. Diese k�onnen als Wahrheitswerte ei-
ner mehrwertigen Logik interpretiert werden. Ein logisches Ma� ist daher als Abbildung
F(U�)� �! [0; 1] de�niert (vgl. De�nition 1.57). Dabei bezeichnet � > 0 die Dimension
der betrachteten Relationen (d. h. die betre�enden Relationen sind �-stellig) und � > 0 die
Anzahl der Argumente. Wir werden im folgenden die Eigenschaften logischer Ma�e disku-
tieren, wollen jedoch zun�achst den Begri� des logischen Ma�es gegen�uber den �ubrigen in
der Mathematik �ublichen Ma�konzepten abgrenzen.

69
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Ein logisches Ma� beschreibt die logischen Eigenschaften von Relationen. Es ist somit mit
klassischen mengentheoretischen Konzepten wie etwa der Inklusion oder der Gleichheit von
Mengen verwandt. Beide k�onnen als zweistellige (und zweiwertige) logische Ma�e aufgefa�t
werden (vgl. auch Bemerkung 2.5).

Zumindest formal bestehen zudem Analogien zu dem in der Wahrscheinlichkeitstheorie ver-
wendeten Terminus des Wahrscheinlichkeitsma�es (vgl. [Bauer '90 B]) und zu dem Konzept
des Fuzzy-Ma�es in der Fuzzy-Ma�theorie, wie er etwa bei Klir [Klir '95], Kruse [Kruse '95]
oder Weisbrod [Weisbrod '95] verwendet wird. Bei diesen Ans�atzen werden Abbildungen
}(U) �! [0; 1] betrachtet. Da }(U) mit der Menge K(U) identi�ziert werden kann (vgl. S.
52), k�onnen diese Ma�e formal als spezielle einstellige logische Ma�e auf der Menge K(U)
aufgefa�t werden.

Allerdings besteht ein wesentlicher konzeptioneller Unterschied zwischen den oben genann-
ten Ma�begri�en und dem Konzept des logischen Ma�es. Die Bilder eines logischen Ma�es
k�onnen in einer Sprache der Klasse MS als Wahrheitswerte interpretiert werden. Eine solche
Interpretation l�a�t zun�achst weder die Wahrscheinlichkeits- noch die Fuzzy-Ma�theorie zu.
Daher k�onnen diese Ma�e auch nicht ohne weiteres als aussagenlogische Konzepte verstan-
den werden.

Wir werden in Abschnitt 3.4 die Beziehung von logischen Ma�en, Wahrscheinlichkeitsma�en
und Fuzzy-Ma�en genauer untersuchen. Es wird sich dabei zeigen, da� neben den begri�-
lichen und formalen Analogien der oben genannten Konzepte tats�achlich auch inhaltliche
Parallelen existieren. Wir werden insbesondere nachweisen, da� die Theorie der mehrwer-
tigen Ma�e als konzeptioneller Rahmen der beiden anderen Theorien verwendet werden
kann, da� sich also die Wahrscheinlichkeits- und Fuzzy-Ma�theorie aus einem mehrwertigen
logischen Konzept ableiten lassen.

In Abschnitt 3.2 werden wir zun�achst einfache Beispiele von logischen Ma�en angeben und
zeigen, wie sich spezielle Konzepte der Theorie mehrwertiger Relationen in die Theorie
der logischen Ma�e �ubertragen lassen. Im Anschlu� wird eine wichtige Klasse von Ma�en
betrachtet { die sogenannten logischen Inklusionsma�e. Diese sind sowohl bei der beabsich-
tigten Formulierung des Entscheidungsmodells in Kapitel 4 als auch bei den �Uberlegungen
des Abschnitts 3.4 von elementarer Bedeutung. In Abschnitt 3.4 werden wir das Verh�altnis
der Theorie der logischen Ma�e zu den Theorien der Wahrscheinlichkeits- und Fuzzy-Ma�e
untersuchen. Es wird sich zeigen, da� sich die beiden zuletzt genannten Ans�atze in die
Theorie der logischen Ma�e einbetten lassen.

3.2 Grundbegri�e

Wir beginnen mit einfachen Beispielen von logischen Ma�en.

3.1 Beispiel Es sei U ein Universum und F(U�) die Menge aller �-stelligen Relationen

�uber U . Die H�ohe einer Relation, d.h. die Abbildung

hgt : F(U�) �! [0; 1] P 7�! sup
u2U�

P (u)

ist ein einstelliges Ma� der Dimension �. Die Abbildung


at : F(U�) �! [0; 1] P 7�! inf
u2U�

P (u)
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ist ebenfalls ein einstelliges Ma� der Dimension �.

3.2 Bemerkung In der mehrwertigen Logik werden verschiedene Verallgemeinerungen

des klassischen Begri�s des Quantors betrachtet (vgl. u. a. [Gottwald '89, S. 184 f.]). Ein

mehrwertiger Quantor wird { in Analogie zu den Junktoren { durch ein Quantoren-Symbol

und eine Bewertungsregel festgelegt. Diese Regel beschreibt, wie von den Wahrheitswerten

der Teilausdr�ucke auf den Wahrheitswert des gesamten Quantorenausdrucks geschlossen

werden kann.

Wesentlich bei der Formulierung dieser Bewertungsregeln ist das Konzept der freien Varia-

blen. Unter einer freien Variablen eines Ausdrucks ' 2 F versteht man ein Variablensymbol

x 2 A, dem in einer Interpretation keine feste Bedeutung zugeordnet wird.1 Ist x 2 A eine

freie Variable in einem Ausdruck ', so wird dies durch die Notation '(x) verdeutlicht. Ist

beispielsweise ' = ((Px ^Qx) _ Ry) ein Ausdruck, so bedeutet '(x), da� x in ' eine freie

Variable ist, das Variablensymbol y hingegen nicht.

Bekannte Quantoren sind der Allquantor, der durch das Symbol 8 repr�asentiert wird, und

der Existenzquantor. Diesem wird das Symbol 9 zugeordnet. Mit diesen Quantorensymbolen

lassen sich Ausdr�ucke der Form

8U x'(x) oder 9U x'(x)

bilden. U bezeichnet das zugrunde liegende Universum. Die Bewertungsregeln des All- und

Existenzquantors in der klassischen Logik sind bekannt. In der Fuzzy-Logik werden diese

Quantoren h�au�g wie folgt bewertet:

k8U x'(x)k := inf
a2U

k'(x=a)k

k9U x'(x)k := sup
a2U

k'(x=a)k :

Dabei bedeutet x=a, da� der freien Variablen x der Wert a 2 U zugeordnet wird (vgl.

[Gottwald '93, S. 2 f.]).

Mit den Ma�en hgt und 
at lassen sich in einfachen F�allen Ausdr�ucke darstellen, die

mit Ausdr�ucken mit Quantoren vergleichbar sind. Seien P;Q 2 F(U�) Relationen, so gilt

beispielsweise f�ur einen Ausdruck der Form ' = ( bPx _ bQx) stets:

k8U x'(x)k = kd
at\P [Qk
und k9U x'(x)k = kdhgt\P [Qk :

Prinzipiell ist es m�oglich, mittels spezieller Ma�e Ausdr�ucke zu formulieren, die zu Aus-

dr�ucken �aquivalent sind, in denen Quantoren vorkommen. Dies erlaubt einerseits eine wei-

terf�uhrende Interpretation dieser Ma�e, da ihnen �ahnliche Funktion wie den Quantoren

zugeordnet werden kann. Dar�uber hinaus wird klar, da� der durch das Fehlen der Quanto-

ren geringere Sprachumfang der Sprachen der Klasse MS teilweise durch die Verwendung

entsprechender Ma�e kompensiert werden kann.

Eine ersch�opfende Diskussion und Gegen�uberstellung des Ma�- und Quantorenkonzepts un-

terbleibt an dieser Stelle wegen der notwendigen inhaltlichen Einschr�ankung dieser Arbeit.

1Das Konzept der freien Variablen wird ausf�uhrlich in [Ebbinghaus '96, Kapitel II x5] dargestellt.
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Es ist allerdings zu vermuten, da� trotz der Parallelen grunds�atzliche Unterschiede zwischen

beiden Ans�atzen bestehen und eine Substitution des einen Konzepts durch das andere nicht

vollst�andig m�oglich ist.

Als weiteres Beispiel f�ur mehrwertige Ma�e betrachten wir mehrwertige Gleichheitsma�e.
Diese repr�asentieren eine mehrwertige Verallgemeinerung der in De�nition 2.4 festgelegten
Gleichheit von Relationen.

3.3 De�nition Es sei U ein Universum und F(U�) die Menge aller �-stelligen Relationen

�uber U sowie t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine t-Norm. Ein Ma� E : F(U�)2 �! [0; 1] hei�t ein

Gleichheitsma� (der Dimension �) bez�uglich t, wenn es f�ur alle O;P;Q 2 F(U�) die

folgenden Eigenschaften erf�ullt:

(i) E(P; P ) = 1 (Re
exivit�at)

(ii) E(P;Q) = E(Q;P ) (Symmetrie)

(iii) t(E(O;P );E(P;Q)) � E(O;Q) (Transitivit�at)

�Ahnlich wie Gleichheitsrelationen lassen sich Gleichheitsma�e in den Sprachen der Klasse
MS interpretieren.

3.4 Bemerkung Es sei E : F(U�)2 �! [0; 1] ein Gleichheitsma� der Dimension � bzgl.

einer t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1]. Ferner sei � = (t; n; T ) ein Wahrheitsraum und O; P; Q 2

F(U�). Dann gilt f�ur jede � -Interpretation I� = (k � k;S) von E; O; P und Q:

(i) kbE bP bPk = 1

(ii) k(bE bP bQ$ bE bQ bP )k = 1

(iii) k((bE bO bP ^ bE bP bQ)! bE bO bQ)k = 1

Dabei bezeichnet bE 2 A ein Ma�symbol mit S(bE) = E. F�ur P 2 F(U�) sei bP 2 A mit

S( bP ) = P (vgl. Bemerkung 1.62).

Wir geben zwei einfache Beispiele von Gleichheitsma�en an.

3.5 Beispiel Es sei U ein Universum.

(i) Wir de�nieren eine Abbildung E= durch

E= : F(U�)2 �! [0; 1] (P;Q) 7�!

�
1 P = Q

0 P 6= Q

Die Abbildung E= ist ein Gleichheitsma� bez�uglich jeder t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1]. Es

entspricht der Gleichheitsrelation von mehrwertigen Relationen, die wir in De�nition

2.4 angegeben haben.
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(ii) Das Ma� E, mit

E : F(U�)2 �! [0; 1] (P;Q) 7�! inff1� jP (u)�Q(u)j; u 2 U�
g

ist ein Gleichheitsma� der Dimension � bzgl. tB.

Beweis: Die Behauptung (i) folgt unmittelbar. Der Beweis von (ii) folgt durch einfache
Umformungen (vlg. auch [Kruse '95, S. 63, Satz 2.69]).

3.6 Bemerkung Gleichheitsrelationen und Gleichheitsma�e sind mathematisch verwand-

te Konzepte. Ist n�amlich U ein Universum und V := F(U�), so de�niert o�enbar jede

Gleichheitsrelation �uber V ein Gleichheitsma� �uber U .

In der Fuzzy-Set-Theory sind �Uberlegungen bekannt, die diesen Sachverhalt verallgemeinern.

In diesem Zusammenhang werden Fuzzy-Mengen (oder einstellige Relationen) als Typ 1

Fuzzy-Mengen bezeichnet. Unter einer Fuzzy-Menge vom Typ m f�ur m > 1 versteht

man eine einstellige Relation, die auf der Menge der Fuzzy-Mengen vom Typ m�1 de�niert

ist (vgl. [Rommelfanger '94, S. 64, De�nition 1.47]). In diesem Sinne sind einstellige Ma�e

also Fuzzy-Mengen vom Typ 2.

Wir haben in dieser Arbeit von der Betrachtung von Relationen des Typs k f�ur k > 2
abgesehen, da sie nicht f�ur die Formulierung des Entscheidungsmodells notwendig sind. Die

Sprachen der Klasse MS lie�en sich durch die Hinzunahme entsprechender Symbole jedoch so

erweitern, da� auch solche Relationen innerhalb dieses Konzepts diskutiert werden k�onnten.

3.3 Logische Inklusionsma�e

Der folgende Abschnitt ist der Betrachtung einer speziellen Klasse von logischen Ma�en,
den logischen Inklusionsma�en, gewidmet. Diese repr�asentieren mehrwertige Erweiterungen
der klassischen Mengen-Inklusion und sind in dieser Arbeit in mehrfacher Hinsicht von
entscheidender Bedeutung. So werden sie es in Abschnitt 3.4 erm�oglichen, eine konzeptionelle
Br�ucke zwischen logischen Ma�en auf der einen und demMa�begri� der Wahrscheinlichkeits-
und der Fuzzy-Theorie auf der anderen Seite zu schlagen. Dies gestattet unter anderem
die Abbildung verschiedener Kategorien von unvollst�andiger Information im Rahmen der
Sprachen der Klasse MS. Zudem wird so erstmals ein einheitlicher theoretischer Rahmen
bereitgestellt, der mehrwertige Logik, Wahrscheinlichkeits- und Fuzzy-Ma�theorie umfa�t.
Inklusionsma�e bilden schlie�lich einen zentralen Baustein des Entscheidungsmodells des
Kapitels 4.

Zun�achst werden die grundlegenden Begri�e eingef�uhrt und Beispiele von Inklusionsma�en
angegeben. Es wird sich zeigen, da� der Begri� des Inklusionsma�es ein breites Spektrum von
Abbildungen umfa�t, die �uber unterschiedliche Eigenschaften verf�ugen. Eine ersch�opfende
Diskussion aller Eigenschaften der Inklusionsma�e ist daher umfangreich und vor dem Hin-
tergrund der Zielsetzung dieser Arbeit sicher nicht zweckdienlich. Es werden daher im
folgenden lediglich die Eigenschaften einer speziellen Klasse von Inklusionsma�en exem-
plarisch n�aher untersucht. Die Inklusionsma�e dieser Klasse, die sogenannten kanonischen

Inklusionsma�e, verf�ugen �uber besondere logische und mengentheoretische Merkmale, die
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es erm�oglichen, die Parallelen zwischen Inklusionsma�en und der klassischen Inklusion zu
verdeutlichen.

Zum Abschlu� dieses Abschnitts werden verschiedene Verkn�upfungen und Operationen auf
Inklusionsma�en beschrieben. Diese erlauben es, aus einer gegebenen Menge von Inklu-
sionsma�en weitere zu erzeugen. Diese abgeleiteten Inklusionsma�e er�o�nen einen weiten
Spielraum bei der mathematischen Analyse und Modellbildung. Der oben bereits erw�ahnte
Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeits- und der Fuzzy-Ma�theorie wird erst in Ab-
schnitt 3.4 beschrieben.

F�ur den Rest dieses Abschnitts setzen wir einen Wahrheitsraum � = (t; n; [0; 1]) und ein
� -Relationensystem der Gestalt (F(U�);\;[; n) voraus. Die t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1] und
die Involution n : [0; 1] �! [0; 1] seien beliebig vorgegeben. Alle vorkommenden Mengenope-
rationen werden stets auf dieses Relationensystem bezogen, sofern nicht explizit ein anderes
angegeben wird. Ferner identi�zieren wir jede klassische Teilmenge eines Universums U mit
ihrer charakteristischen Funktion (vgl. S. 52).

3.3.1 Grundlegende De�nitionen

Ausgangspunkt der �Uberlegungen ist Bemerkung 2.5, in der darauf hingewiesen wurde, da�
anstelle der zweiwertigen Inklusion

"
�\ aus De�nition 2.4 ein logisches Ma� I zur Beschrei-

bung der Inklusion verwendet werden kann. Die gesuchte Erweiterung sollte eine Verall-
gemeinerung der klassischen Inklusion sein. F�ur ein Inklusionsma� I und alle klassischen
Mengen C;D 2 }(U) mit C;D 6= ; soll gelten:

C � D ) I(C;D) = 1 (3.1)

C \D = ; ) I(C;D) = 0 (3.2)

Die Gleichungen (3.1) und (3.2) werden gelegentlich zur De�nition von verallgemeinerten
Inklusionen verwendet (vgl. [Bandler '80, Tsiporkova '97]). Wir werden in dieser Arbeit
jedoch einen anderen Zugang w�ahlen, der aus unserer Sicht zwei Vorteile bietet: Zum einen
werden mehrwertige Relationen (und keine klassischen Mengen) zur De�nition benutzt, zum
anderen fassen wir den Begri� enger, so da� die von uns de�nierten Inklusionsma�e �uber
eine weitere wichtige Eigenschaft verf�ugen.

3.7 De�nition Es sei U ein Universum und F(U�) die Menge aller �-stelligen Relationen

�uber U . Ein Ma� I : F(U�)2 �! [0; 1] hei�t ein logisches Inklusionsma� (der Dimension

�), wenn es die folgenden Eigenschaften erf�ullt:

(i) 8 P;Q 2 F(U�) : supp(P ) � ker(Q) ) I(P;Q) = 1

(ii) 8 P;Q 2 F(U�); P 6= ; : supp(P ) \ supp(Q) = ; ) I(P;Q) = 0

(iii) 8 u 2 U� ; Q 2 F(U�) : I(fug; Q) = Q(u)

Dabei identi�zieren wir die Menge fug mit ihrer charakteristischen Funktion �fug.

Jedes Inklusionsma� nach De�nition 3.7 erf�ullt wegen der Eigenschaften (i) und (ii) die Glei-
chungen (3.1) und (3.2) und ist daher eine mehrwertige Inklusion im Sinne von [Bandler '80]
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und [Tsiporkova '97]. Die zus�atzliche Forderung (iii) in De�nition 3.7 wird durch die Inter-
pretation der Relationen als mehrwertige Mengen motiviert. F�ur jedes u 2 U� und jede
Relation Q 2 F(U�) l�a�t sich der Zugeh�origkeitswert Q(u) als graduelle Beschreibung der
Zugeh�origkeit des Elements u zur Menge (bzw. Relation)Q verstehen (vgl. etwa [B�ohme '93,
S. 1 f.]). Identi�ziert man das Element u 2 U� mit der Teilmenge fug 2 }(U�), so wird
durch den Wert Q(u) beschrieben, wie sehr die Menge fug zur Menge Q geh�ort, wie sehr
also fug in Q enthalten ist.

Alle Inklusionsma�e gen�ugen den Eigenschaften der De�nition 3.7. Dennoch umfa�t der Be-
gri� des Inklusionsma�es sehr unterschiedliche Abbildungen. Wir geben zun�achst konkrete
Beispiele von Inklusionsma�en an.

3.8 Lemma Es sei U ein Universum. Die folgenden Abbildungen de�nieren mehrwertige

Inklusionsma�e:

(i) Iu : F(U�)2 �! [0; 1] (P;Q) 7�!

(
1 P = ;

Q(uP ) P 6= ;

Dabei sei uP 2 supp(P ).

(ii) IM : F(U�)2 �! [0; 1] (P;Q) 7�!

8><
>:

1 P = ;

hgt(P \Q)

hgt(P )
P 6= ;

(iii) I� : F(U�)2 �! [0; 1]

(P;Q) 7�!

8><
>:

1 P = ;

sup f� 2 [0; 1]; [P ]� � [Q]� f�ur alle � 2 [0; �]g

hgt(P )
P 6= ;

Beweis: Es seien P;Q 2 F(U�).

zu (i): Ist supp(P ) � ker(Q), so gilt f�ur alle uP 2 supp(P ):Q(uP ) = 1. Also gilt Iu(P;Q) = 1.

Es sei P 6= ; und supp(P ) \ supp(Q) = ;. Dann gilt f�ur alle uP 2 supp(P ): Q(uP ) = 0.
Folglich gilt Iu(P;Q) = 0.

Ist P = fug, so ist nach der De�nition von Iu: u = uP . Es gilt dann Iu(fug; Q) = Q(u).

Also ist Iu ein Inklusionsma� nach De�nition 3.7.

zu (ii): F�ur den Fall P = ; ist nichts zu zeigen. Es sei also P 6= ;. Es ist dann hgt(P ) > 0.

Ist supp(P ) � ker(Q), so gilt P \Q = P . Insbesondere ist dann IM(P;Q) =
hgt(P )

hgt(P )
= 1 :

Im Fall supp(P ) \ supp(Q) = ; ist P \Q = ;. Wir erhalten IM(P;Q) =
hgt(;)

hgt(P )
= 0 :

Betrachten wir nun den Fall P = fug. Dann gilt P (u) = 1 und P (u0) = 0 f�ur alle u0 6= u.
Es gilt also zun�achst hgt(P ) = 1. Zudem folgt P \Q(u) = Q(u) und P \Q(u0) = 0 f�ur alle
u0 6= u. Also ist hgt(P \Q) = Q(u). Wir erhalten IM(P;Q) = Q(u).
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Abbildung 3.1: Darstellung von Iu(P;Q); IM(P;Q) und I�(P;Q)

Also de�niert auch IM ein logisches Inklusionsma�.

zu (iii): F�ur P = ; ist erneut nichts zu zeigen. Wir betrachten den Fall P 6= ;. Es ist dann
hgt(P ) > 0.

Sei supp(P ) � ker(Q). Dann gilt [P ]� � [Q]1 � [Q]� f�ur alle 0 � � � 1 und � � hgt(P ).
Also ist

sup f� 2 [0; 1]; [P ]� � [Q]� f�ur alle � 2 [0; �]g = hgt(P )

Wir erhalten I�(P;Q) = 1.

Ist supp(P ) \ supp(Q) = ;, so gilt f�ur � > 0 stets [P ]� \ supp(Q) = ;. Daher folgt
I�(P;Q) = 0.

Es sei P = fug. Dann ist f�ur alle � 2]0; 1]: [P ]� = fug. Daher ist [P ]� � [Q]� f�ur alle
� � Q(u). Da zudem hgt(P ) = 1 ist, gilt I�(P;Q) = Q(u).

Demnach ist auch das Ma� I� ein Inklusionsma�.

Im Falle des Inklusionsma�es Iu h�angt die Wahl des Punktes uP im wesentlichen von der
beabsichtigten Anwendung und den Eigenschaften des zugrunde liegenden Universums U
ab. Ist U etwa ein reellwertiges Universum (U = R), so k�onnen beispielsweise die Punkte

uP =

R
R
xP (x) dxR
R
P (x) dx

(Schwerpunkt)

u0P = inffx 2 R; x 2 supp(P )g (linker Eckwert)

u00P = supfx 2 R; x 2 supp(P )g (rechter Eckwert)

gew�ahlt werden.

Wir geben ein einfaches Beispiel f�ur die Inklusionsma�e aus Lemma 3.8 an.
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3.9 Beispiel Es sei U = R ein Universum und �min = (tmin; ns; [0; 1]). Wir betrachten ein

�min-Relationensystem (F(R);\;[; c). Es seien die Relationen P;Q 2 F(R) durch

P : R �! [0; 1] x 7�!

8>><
>>:

x x 2 [0; 1[

1
6
(7� x) x 2 [1; 7[

0 sonst

sowie

Q : R �! [0; 1] x 7�!

8>><
>>:

1
6
(x+ 1) x 2 [�1; 5[

1
2
(7� x) x 2 [6; 7[

0 sonst

gegeben. Ferner bezeichne uP den Schwerpunkt von P (es ist uP � 2:66). F�ur die Inklusi-

onsma�e Iu(P;Q); IM(P;Q) und I�(P;Q) ergeben sich die folgenden Werte:

Iu(P;Q) = Q(uP ) � 0:61

IM(P;Q) = 2
3

I�(P;Q) = 1
5

In Abbildung 3.1 sind die Relationen sowie die Werte der Inklusionsma�e dargestellt.

Speziell f�ur einstellige Relationen l�a�t sich noch ein weiteres Inklusionsma� de�nieren. Wir
beschr�anken uns dabei auf den im folgenden wichtigen Fall eines endlichen Universums.

3.10 Lemma Es sei U ein endliches Universum. Dann de�niert die Abbildung

IP : F(U)2 �! [0; 1] (P;Q) 7�!

8><
>:

1 P = ;

jP \Qj

jP j
P 6= ;

ein logisches Inklusionsma� der Dimension 1. Dabei bezeichnet j � j die Kardinalit�at der

Relationen (vgl. De�nition 2.3).

Beweis: Es sei U ein endliches Universum. Ferner seien P;Q 2 F(U).

F�ur den Fall P = ; ist nichts zu zeigen. Da U endlich ist, folgt aus P 6= ;:
jP j =

P
u2U P (u) > 0.

Ist supp(P ) � ker(Q), so gilt P \Q = P . Folglich ist IP (P;Q) =
jP j

jP j
= 1.

Es sei supp(P ) \ supp(Q) = ;. Dann gilt P \ Q = ; und wir erhalten jP \ Qj = 0. Somit
gilt IP (P;Q) = 0.

Ist P = fug, so gilt P \Q(u) = Q(u) und P \Q(u0) = 0 f�ur alle u0 6= u. Da zudem jfugj = 1
gilt (U ist endlich), folgt: IP (P;Q) = Q(u).

Also ist IP ein Inklusionsma� nach De�nition 3.7.
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Abbildung 3.2: IP (P;Q); �min
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Abbildung 3.3: IP (P;Q); �A
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Abbildung 3.4: IM(P;Q); �min

Wir geben auch hier ein Beispiel an. In diesem werden wir eine Methode zur graphischen
Darstellung von Inklusionsma�en einf�uhren, die wir im folgenden stets verwenden, um In-
klusionsma�e abzubilden.

3.11 Beispiel Es sei ein zweielementiges Universum U = fu; vg gegeben. In Beispiel

2.13 wurde bereits gezeigt, da� sich jede Fuzzy-Menge dieses Universums durch einen Punkt

im zweidimensionalen Einheitsw�urfel repr�asentieren l�a�t. Wir machen uns diese Art der

Darstellung zunutze, um die Inklusionsma�e IP und IM graphisch darzustellen.

Dazu betrachten wir die mehrwertige Relation Q 2 F(U), die durch

Q(u) = 0:5 und Q(v) = 1

bestimmt ist. F�ur ein gegebenes Inklusionsma� I ordnen wir nun jeder mehrwertigen Relation

P 2 F(U) den Wert von I(P;Q) zu. Diese Werte lassen sich nun �uber dem Einheitsw�urfel

auftragen. Die Abbildungen 3.2, 3.3 und 3.4 zeigen diese Art der Darstellung f�ur die Inklusi-

onsma�e IP und IM . Bei der Darstellung von IP wurde in Abbildung 3.2 der Wahrheitsraum

�min = (tmin; ns; [0; 1]) und das �min-Relationensystem (F(U);\;[; c) zugrunde gelegt. In Ab-

bildung 3.3 ist IP mit dem Wahrheitsraum �A = (tA; ns; [0; 1]) und dem entsprechenden

�A-Relationensystem abgebildet. Das Inklusionsma� IM ist in Abbildung 3.4 bez�uglich des

�min-Relationensystems dargestellt.

Man beachte, da� f�ur alle mehrwertigen Relationen P 2 F(U) mit P (u) = 0 stets I(P;Q) =
1 gilt, da in diesem Fall supp(P ) � ker(Q) ist. Ferner gilt f�ur die Mengen fug und fvg, die

in der Darstellung durch die linke bzw. rechte Ecke des Einheitsw�urfels repr�asentiert werden,

I(fug; Q) = Q(u) = 1
2

und I(fvg; Q) = Q(v) = 1. Dies verdeutlicht die Eigenschaften (i)

und (iii) aus De�nition 3.7.

Die folgende Eigenschaft von Inklusionsma�en wird in Abschnitt 3.4 von besonderer Bedeu-
tung sein.

3.12 De�nition Es sei U ein Universum und I : F(U�)2 �! [0; 1] ein Inklusionsma� der

Dimension �. I hei�t in der zweiten Komponente monoton steigend, wenn f�ur alle

O;P;Q 2 F(U�) gilt:

P � Q ) I(O;P ) � I(O;Q)
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Eine entsprechende De�nition l�a�t sich auch f�ur die erste Komponente formulieren. Aller-
dings ist ein solcher Begri� f�ur das Weitere nicht wesentlich.

3.13 Lemma Die Inklusionsma�e Iu; IM ; IP und I� sind in der zweiten Komponente

monoton steigend. Dies gilt im Fall der Inklusion Iu unabh�angig von der Wahl des Refe-

renzpunktes uP .

Der Beweis erfolgt durch elementare Umformungen. Eine graphische Veranschaulichung der
Monotonie-Eigenschaft �ndet sich in Beispiel 3.17. Ein Beispiel f�ur ein nicht-monotones
Inklusionsma� geben wir in De�nition 3.34 an.

3.3.2 Kanonische Inklusionsma�e

Wir werden im folgenden eine spezielle Klasse von Inklusionsma�en betrachten, die wir als
kanonische Inklusionsma�e bezeichnen. Diese Ma�e wurden von Bandler und Kohout bei der
ersten systematischen Untersuchung von mehrwertigen Inklusionen in [Bandler '80] vorge-
schlagen. Wir werden die kanonischen Inklusionsma�e an dieser Stelle diskutieren, da sie sich
durch besondere Eigenschaften in Bezug auf die Sprachen MS auszeichnen und sich an ih-
rem Beispiel viele Parallelen zu den klassischen Inklusionen aufzeigen lassen. Die Diskussion
erfolgt ausf�uhrlich, da Bandler und Kohout in ihrer Arbeit die kanonischen Inklusionsma�e
eingef�uhrt haben, ohne da� die im folgenden aufgef�uhrten Eigenschaften dargestellt wur-
den. Zudem wird die detaillierte Darlegung die Grundz�uge des Konzepts des Inklusionsma�es
weiter verdeutlichen.

Wir weisen zun�achst nach, da� Abbildungen einer bestimmten Klasse Inklusionsma�e sind.

3.14 Satz Es sei U ein Universum und F(U�) die Menge aller �-stelligen Relationen �uber

U . Ferner sei t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine t-Norm und rt : [0; 1]
2 �! [0; 1] das Residuum von t.

Dann ist das Ma�

Irt : F(U
�)2 �! [0; 1] (P;Q) 7�! inf

u2U�
rt(P (u); Q(u))

ein Inklusionsma�.

Beweis: Wir weisen die Eigenschaften aus De�nition 3.7 nach.

Es seien P;Q 2 F(U�). Ferner sei Irt : F(U
�)2 �! [0; 1] wie oben gegeben.

zu (i): Ist supp(P ) � ker(Q), so gilt f�ur alle u 2 supp(P ): Q(u) = 1.
Nach Satz 1.16 (ii) gilt somit:

rt(P (u); Q(u)) = rt(P (u); 1) = 1

Ist u 62 supp(P ), so ist P (u) = 0 und Satz 1.16 (ii) liefert erneut:

rt(P (u); Q(u)) = rt(0; Q(u)) = 1

Insgesamt folgt f�ur supp(P ) � ker(Q):

Irt(P;Q) = inf
u2U�

rt(P (u); Q(u))| {z }
=1

= 1
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zu (ii): Sei nun supp(P )\ supp(Q) = ; mit P 6= ;. F�ur alle u 2 supp(P ) ist dann Q(u) = 0
und es gilt dann:

rt(P (u); Q(u)) = rt(P (u); 0) = 0

Da nun P 6= ; gilt, ist supp(P ) 6= ; und es folgt:

Irt(P;Q) = inf
u2U�

rt(P (u); Q(u)) = min(0; inf
u62supp(P )

rt(P (u); Q(u))| {z }
�0

) = 0

zu (iii): Es sei u 2 U� gegeben. Dann gilt f�ur alle u0 6= u nach Satz 1.16 (ii):

rt(�fug(u
0); Q(u0)) = rt(0; Q(u

0)) = 1

Ist nun u = u0, so liefert Satz 1.16 (iii):

rt(�fug(u
0); Q(u0)) = rt(1; Q(u

0)) = Q(u0)

Insgesamt folgt:

Irt(fug; Q) = inf
u02U�

rt(�fug(u
0); Q(u0)) = min(1; Q(u)) = Q(u)

Die Ma�e, die wir in Satz 3.14 beschrieben haben, werden als kanonische Inklusionsma�e
bezeichnet.

3.15 De�nition Es sei U ein Universum und � = (t; n; [0; 1]) ein Wahrheitsraum, dann

hei�t die Abbildung

Irt : F(U
�)2 �! [0; 1] (P;Q) 7�! inf

u2U�
rt(P (u); Q(u))

das kanonische Inklusionsma� bzgl. � .

Jeder Wahrheitsraum legt eindeutig ein Residuum rt fest. Dieses de�niert wiederum ein
kanonisches Inklusionsma� Irt. Wir werden im folgenden nachweisen, da� ein kanonisches
Inklusionsma� in der Sprache der Klasse MS, die durch den Wahrheitsraum � beschrie-
ben wird, spezielle Eigenschaften besitzt. Diese zeigen deutlich die Parallelen zwischen der
mehrwertigen und der klassischen Inklusion. Zun�achst wird jedoch die Monotonie des In-
klusionsma�es nachgewiesen und ein Beispiel angeben.

3.16 Lemma Es sei � = (t; n; [0; 1]) ein Wahrheitsraum und Irt : F(U
�)2 �! [0; 1] das

kanonische Inklusionsma� bez�uglich � . Dann ist Irt in der zweiten Komponente monoton

steigend.

Beweis: Es sei rt : [0; 1]
2 �! [0; 1] ein Residuum bzgl. einer t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1].

Nach Satz 1.16 (i) gilt f�ur a; b; c 2 [0; 1] mit b � c: rt(a; b) � rt(a; c).

Sind nun O;P;Q 2 F(U�) mit P � Q gegeben, so folgt:

8 u 2 U� : rt(O(u); P (u)) � rt(O(u); Q(u))

) inf
u2U�

rt(O(u); P (u)) � inf
u2U�

rt(O(u); Q(u))

) Irt(O;P ) � Irt(O;Q)
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Abbildung 3.5: Irt(P;Q); �A
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Abbildung 3.6: Irt(Q;P ); �A

3.17 Beispiel Wie in Beispiel 3.11 seien ein Universum U = fu; vg und die Fuzzy-Menge

Q 2 F(U) mit Q(u) = 1
2

und Q(v) = 1 gegeben. Analog zu dem Vorgehen in Beispiel 3.11

l�a�t sich das kanonische Inklusionsma� Irt darstellen. Dabei setzen wir den Wahrheitsraum

�A = (tA; ns; [0; 1]) als gegeben voraus. In Abbildung 3.5 ist der entsprechende Graph von

Irt(P;Q) f�ur P 2 F(U) dargestellt. Erneut lassen sich die bereits in Beispiel 3.11 erw�ahnten

Eigenschaften der De�nition 3.7 erkennen.

Wir haben in Abbildung 3.6 zus�atzlich den entsprechenden Graph f�ur Irt(Q;P ) aufgetra-

gen. Dabei ist Q wie oben gegeben und P variabel. In Beispiel 2.13 haben wir darauf hin-

gewiesen, da� die Menge derjenigen Fuzzy-Mengen, die in einer gegebenen Fuzzy-Menge

Q 2 F(U) enthalten sind, in dem Rechteck des Einheitsw�urfels liegen, dessen Eckpunkte

(0; 0), (Q(u); 0), (0; Q(v)) und (Q(u); Q(v)) sind. Mit dieser �Uberlegung l�a�t sich in Abbil-

dung 3.6 leicht die in Lemma 3.16 gezeigte Monotonie von Irt ablesen.

Wir wenden uns den eingangs erw�ahnten Parallelen zwischen kanonischen Inklusionsma�en
und klassischen Inklusionen zu.

3.18 Satz Es sei U ein Universum, t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine nach unten halbstetige t-Norm

und � = (t; n; [0; 1]) ein Wahrheitsraum. Ferner sei Irt : F(U
�)2 �! [0; 1] die kanonische

Inklusion bzgl. � . Dann gilt f�ur alle P;Q 2 F(U�) und u 2 U�:

t(P (u); Irt(P;Q)) � Q(u)

Beweis: Es sei u 2 U� beliebig gew�ahlt, dann gilt:

t(P (u); Irt(P;Q))

= t(P (u); inf
u02U�

rt(P (u
0); Q(u0)))

� t(P (u); rt(P (u); Q(u))

Satz 1:17

� Q(u)

Dies ist die Behauptung.
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3.19 Bemerkung Es sei � = (t; n; [0; 1]) ein Wahrheitsraum und Irt : F(U
�)2 �! [0; 1]

die kanonische Inklusion bzgl. � .

(i) Es seien P;Q 2 F(U�) beliebig gew�ahlt. Dann gilt nach Satz 3.18 f�ur jede � -

Interpretation I� = (k � k;S) von P;Q und Irt:

k(( bPq ^bIrt bP bQ)! bQq)k = 1 (3.3)

Dabei ist q ein Variable oder Konstante und bP; bQbIrt 2 A mit S( bP ) = P , S( bQ) = Q

und S(bIrt) = Irt (vgl. Bem. 1.62).

(ii) Ist t nach unten halbstetig, so ist f�ur alle P;Q 2 F(U�)

Irt(P;Q) = sup
n
d 2 [0; 1]; t(P (u); d) � Q(u); f�ur alle u 2 U�

o
Irt ist in dieser Hinsicht ein maximales Ma�. Insbesondere ist Irt das maximale Ma�,

das eine Gleichung der From (3.3) erf�ullt.

(iii) Die durch die Gleichung (3.3) beschriebene Schlu�regel ist auch in der klassischen Logik

zu �nden. So �ndet sich im Klassenkalk�ul (vgl. [Hilbert '72, S. 43 f.]) ein analoger

Schlu�, der ebenfalls mittels einer Inklusion beschrieben wird. In diesem Sinne ist das

kanonische Inklusionsma� eine Erweiterung dieser klassischen, logischen Inklusion.

Auch in der traditionellen Aristoteles'schen Logik gibt es Schlu�regeln der Form (3.3).

Sie werden dort mit
"

barbara\,
"

celarent\,
"

darii\ usw. bezeichnet (vgl. [Hilbert '49,

S. 36 f.]) .

(iv) Wir geben zur Illustration f�ur eine Schlu�regel der Form (3.3) ein Beispiel an, ohne

dabei konkrete Wahrheitswerte zu verwenden:

x ist eine rote Tomate

und jede rote Tomate ist eine reife Tomate

x ist eine reife Tomate

Die Aussagen `x ist eine rote Tomate' und `x ist eine reife Tomate' k�onnen durch

geeignete Relationen dargestellt werden. Die Aussage 'jede rote Tomate ist eine reife

Tomate' wird durch die kanonische Inklusion der beiden Relationen abgebildet.

Man beachte, da� die oben genannten Aussagen nicht als im klassischen Sinne wahre

oder falsche Aussagen betrachtet werden, sondern graduelle �Uberg�ange m�oglich { und

in diesem Falle sicher sinnvoll { sind.

Das kanonische Inklusionsma� kann vom Standpunkt der klassischen Logik aus als Ver-
allgemeinerung der logischen Inklusion verstanden werden. Der folgende Satz verdeutlicht
zudem den engen Zusammenhang zwischen kanonischen Inklusionsma�en und dem klassi-
schen, mengentheoretischen Begri� der Inklusion.

3.20 Satz Es sei U ein Universum, t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine nach unten halbstetige t-Norm

und � = (t; n; [0; 1]) ein Wahrheitsraum. Ferner sei Irt : F(U
�)2 �! [0; 1] die kanonische

Inklusion bzgl. � . Dann de�niert die Abbildung

Ert : F(U
�)2 �! [0; 1] (P;Q) 7�! t(Irt(P;Q); Irt(Q;P ))

ein Gleichheitsma� bzgl. t.
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Beweis: Wir weisen die Eigenschaften (i) bis (iii) aus De�nition 3.3 nach.

zu (i): Sei P 2 F(U�) gegeben. Dann ist nach Satz 1.16 (ii) f�ur alle u 2 U� :

rt(P (u); P (u)) = 1

Es gilt somit:
Irt(P; P ) = inf

u2U�
rt(P (u); P (u)) = 1

Es folgt:
Ert(P; P ) = t(Irt(P; P ); Irt(P; P )) = t(1; 1) = 1

zu (ii): Die Symmetrie des Ma�es Ert folgt sofort aus der Kommutativit�at der t-Normen
(vgl. De�nition 1.5).

zu (iii): Es seien O;P;Q 2 F(U�) gegeben. Dann gilt:

t
�
Ert(O;P );Ert(P;Q)

�

= t
�
t(Irt(O;P ); Irt(P;O)); t(Irt(P;Q); Irt(Q;P ))

�

= t
�
t( inf
u2U�

rt(O(u); P (u)); inf
u2U�

rt(P (u); O(u)));

t( inf
u2U�

rt(P (u); Q(u)); inf
u2U�

rt(Q(u); P (u))
�

� t
�
inf
u2U�

t(rt(O(u); P (u)); rt(P (u); Q(u)))| {z }
� rt(O(u);Q(u))(vgl. Satz 1.17 (iii))

; inf
u2U�

t(rt(Q(u); P (u)); rt(P (u); O(u)))| {z }
� rt(Q(u);O(u)) (vgl. Satz 1.17 (iii))

�

� t
�
inf
u2U�

rt(O(u); Q(u)); inf
u2U�

rt(Q(u); O(u))
�

= t
�
Irt(O;Q); Irt(Q;O)

�
= Ert(O;Q)

3.21 Bemerkung Es sei � = (t; n; [0; 1]) ein Wahrheitsraum und Irt : F(U
�)2 �! [0; 1]

das kanonische Inklusionsma� bzgl. � . Dabei sei die t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1] nach unten

halbstetig. Ferner sei Ert : F(U
�)2 �! [0; 1] wie in Satz 3.20 de�niert und P;Q 2 F(U�)

beliebig gew�ahlt.

Dann gilt nach Satz 3.20 f�ur jede � -Interpretation I� = (k � k;S) von P , Q, Ert und Irt:

k( (bIrt bP bQ ^bIrt bQ bP )$ bErt
bP bQ )k = 1 :

F�ur A;B;C 2 }(U) entspricht dieser Ausdruck der bekannten Formel:

(A � B ^ B � A) , (A = B)

der klassischen Mengenlehre.

Hier wird deutlich, da� kanonische Inklusionsma�e auch die klassische Inklusion im Sinne

der Mengentheorie verallgemeinern und bekannte Gesetzm�a�igkeiten der klassischen Theorie

erhalten bleiben.
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3.3.3 Abgeleitete Inklusionsma�e

In den vorausgegangenen Ausf�uhrungen sind verschiedene Inklusionsma�e eingef�uhrt wor-
den. Von diesen Ma�en k�onnen durch gewisse Verkn�upfungen weitere Inklusionsma�e ab-
geleitet werden. Wir beschr�anken uns auch in diesem Abschnitt auf die Festlegung der
entsprechenden Begri�e und auf die Angabe einiger Beispiele.

3.22 Satz Es sei U ein Universum und I1; I2 : F(U
�)2 �! [0; 1] seien mehrwertige In-

klusionsma�e der Dimension �. Die folgenden Abbildungen de�nieren ebenfalls mehrwertige

Inklusionsma�e:

(i) I1 \ I2 : F(U
�)2 �! [0; 1] (P;Q) 7�! min(I1(P;Q); I2(P;Q))

(ii) I1 [ I2 : F(U
�)2 �! [0; 1] (P;Q) 7�! max(I1(P;Q); I2(P;Q))

(iii) I1
 I2 : F(U�)2 �! [0; 1] (P;Q) 7�! 
I1(P;Q) + (1� 
)I2(P;Q) , f�ur 
 2 [0; 1]

Beweis: Wir beschr�anken uns hier auf den Nachweis von (iii). Die Behauptungen (i) und
(ii) folgen durch analoge Schl�usse.

Es sei 
 2 [0; 1] beliebig gew�ahlt. Wir weisen die Eigenschaften (i) bis (iii) aus De�nition
3.7 f�ur die Abbildung I1
 I2 nach.

zu (i): Es seien P;Q 2 F(U�) mit supp(P ) � ker(Q). Da I1 und I2 nach Voraussetzung
Inklusionsma�e sind, gilt:

I1(P;Q) = 1

I2(P;Q) = 1

Es folgt
I1
 I2(P;Q) = 
I1(P;Q) + (1� 
)I2(P;Q) = 
 + (1� 
) = 1

zu (ii): Es seien P;Q 2 F(U�) mit P 6= ; und supp(P ) \ supp(Q) = ;. Da I1 und I2 nach
Voraussetzung Inklusionsma�e sind, gilt:

I1(P;Q) = 0

I2(P;Q) = 0

Es folgt
I1
 I2(P;Q) = 
I1(P;Q) + (1� 
)I2(P;Q) = 0 + 0 = 0

zu (iii): Es seien u 2 U� und Q 2 F(U�) gegeben. Da I1 und I2 nach Voraussetzung
Inklusionsma�e sind, gilt:

I1(fug; Q) = Q(u)

I2(fug; Q) = Q(u)

Es folgt

I1
 I2(fug; Q) = 
I1(fug; Q) + (1� 
)I2(fug; Q) = 
Q(u) + (1� 
)Q(u) = Q(u)
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3.23 Bemerkung Wir betrachten die Menge I(U�) aller logischen Inklusionsma�e der

Dimension � �uber einem Universum U . Ferner seien \ und [ die Verkn�upfungen, die wir in

Satz 3.22 angegeben haben. Dann bildet das Tripel (I(U�);\;[) einen Verband. Der Verband

besitzt kein Eins- oder Nullelement und ist nicht komplement�ar. Allerdings gilt innerhalb des

Verbandes das Distributivgesetz. F�ur die De�nitionen der verbandstheoretischen Begri�e

verweisen wir erneut auf [Reinhardt '73, S. 26].

Durch die Verkn�upfungen, die wir in Satz 3.22 angegeben haben, bleiben die Monotonie-
Eigenschaften der Inklusionsma�e erhalten.

3.24 Satz Es sei U ein Universum und I1; I2 : F(U�)2 �! [0; 1] seien mehrwertige, in

der zweiten Komponente monoton steigende Inklusionsma�e. Dann sind die Inklusionsma�e

I1 \ I2, I1 [ I2 und I1
 I2 ebenfalls in der zweiten Komponente monoton steigend.

Beweis: Wir weisen die Eigenschaft auch hier nur f�ur das Inklusionsma� I1
 I2 nach.

Es seien I1; I2 : F(U
�)2 �! [0; 1] in der zweiten Komponente monoton steigende Inklusi-

onsma�e.

Nach Voraussetzung gilt f�ur O;P;Q 2 F(U�) mit P � Q:

I1
 I2(O;P ) = 
I1(O;P ) + (1� 
)I2(O;P )

� 
I1(O;Q) + (1� 
)I2(O;Q) = I1
 I2(O;Q)

Ferner gilt die folgende Absch�atzung:

3.25 Lemma Es sei U ein Universum und I1; I2 : F(U�)2 �! [0; 1] seien mehrwertige

Inklusionsma�e. Dann gilt f�ur alle P;Q 2 F(U�) und 
 2 [0; 1]:

I1 \ I2(P;Q) � I1
 I2(P;Q) � I1 [ I2(P;Q)

Neben den zweistelligen Verkn�upfungen, die wir in Satz 3.22 angegeben haben, l�a�t sich
eine einstellige Operation auf den Inklusionsma�en de�nieren. Wir weisen zun�achst nach,
da� die entsprechende Operation ein Inklusionsma� festlegt.

3.26 Satz Es sei U ein Universum und � = (t; n; [0; 1]) ein Wahrheitsraum. Ist dann

I : F(U�)2 �! [0; 1] ein Inklusionsma�, so de�niert die Abbildung

Ic : F(U�)2 �! [0; 1] (P;Q) 7�! n(I(P;Qc))

ebenfalls ein Inklusionsma�.

Beweis: Es seien P;Q 2 F(U�) gegeben. Es sei ferner P 6= ;. Es gilt dann f�ur jede
Involution n : [0; 1] �! [0; 1] eines Wahrheitsraumes � = (t; n; [0; 1]):

supp(P ) � ker(Q) , supp(P ) \ supp(Qc) = ; (3.4)

supp(P ) � ker(Qc) , supp(P ) \ supp(Q) = ; (3.5)
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Wir weisen nun die Eigenschaften (i) bis (iii) aus De�nition 3.7 f�ur die Abbildung Ic nach.

zu (i): Da I nach Voraussetzung ein Inklusionsma� ist, gilt:

supp(P ) � ker(Q)
Gl: (3:4)
) supp(P ) \ supp(Qc) = ;

Def: 3:7 (i)
) I(P;Qc) = 0

Def: 1:10 (i)
) n(I(P;Qc)) = Ic(P;Q) = 1

zu (ii): Da I nach Voraussetzung ein Inklusionsma� ist, gilt:

supp(P ) \ supp(Q) = ;
Gl: (3:5)
) supp(P ) � ker(Qc)

Def: 3:7 (i)
) I(P;Qc) = 1

Def: 1:10 (i)
) n(I(P;Qc)) = Ic(P;Q) = 0

zu (iii): Seien u 2 U� und Q 2 F(U�), so gilt:

Ic(fug; Q) = n(I(fug; Qc))
Def: 3:7 (iii)

= n(n(Q(u))
Def: 1:10
= Q(u)

3.27 De�nition Es sei U ein Universum und � = (t; n; [0; 1]) ein Wahrheitsraum. Es sei

ferner I : F(U�)2 �! [0; 1] ein Inklusionsma�. Dann hei�t die Abbildung

Ic : F(U�)2 �! [0; 1] (P;Q) 7�! n(I(P;Qc))

das zu I duale Inklusionsma� (bzgl. �).

3.28 Bemerkung

(i) Obwohl zur De�nition des dualen Inklusionsma�es komplement�are Mengen und das lo-

gische Komplement verwendet werden2, de�niert das duale Inklusionsma� kein Kom-

plement in dem durch die Verkn�upfungen \ und [ aus De�nition 3.22 festgelegten

Verband (I(U�);\;[) (vgl. auch Bemerkung 3.23).

(ii) Im allgemeinen sind ein Inklusionsma� und das zugeh�orige duale Inklusionsma� ver-

schieden. Ein Inklusionsma� stimmt o�enbar mit seinem dualen Inklusionsma� f�ur

alle P;Q 2 F(U�) genau dann �uberein, wenn gilt:

n(I(P;Q)) = I(P;Qc)

f�ur P;Q 2 F(U�).

2Es sei � = (t; n; [0; 1]) und I : F(U�)2 �! [0; 1] ein Inklusionsma� bzgl. � . Sind P;Q 2 F(U�), so gilt
f�ur jede � -Interpretation I� = (k � k;S) von P , Q, Qc, I und I

c:

k bIc bP bQ k = k(:bI bP bQc )k

In diesem Sinne wird das duale Inklusionsma� durch das logische Komplement beschrieben.
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Abbildung 3.7: IcM(P;Q); �min
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Abbildung 3.8: IcM(Q;P ); �min

(iii) Es sei � = (t; n; [0; 1]) ein Wahrheitsraum und U ein Universum. Es seien ferner

I : F(U)2 �! [0; 1] ein Inklusionsma� sowie Ic das zu I duale Inklusionsma� bez�uglich

� . Wir betrachten das duale Ma� zum dualen Inklusionsma� Ic bez�uglich � . F�ur alle

P;Q 2 F(U�) gilt:

(Ic)c(P;Q) = n(Ic(P;Qc)) = n(n(I(P; (Qc)c))) = I(P;Q)

Das duale Inklusionsma� eines dualen Inklusionsma�es ist also identisch mit dem ur-

spr�unglichen Inklusionsma�. In diesem Sinne rechtfertigt sich der Begri� der Dualit�at

der Inklusionsma�e. Wie bei der Dualit�at von t- und s-Normen ist jedoch das duale

Inklusionsma� nicht eindeutig, sondern von der verwendeten Involution abh�angig.

Wir geben Beispiele f�ur duale Inklusionsma�e an. Abermals verwenden wir dabei die in
Beispiel 3.11 eingef�uhrte Methode zur Darstellung von Inklusionsma�en.

3.29 Beispiel

(i) Es sei �min = (tmin; ns; [0; 1]). Ferner seien das Universum U = fu; vg und Q 2 F(U)
mit Q(u) = 1

2
und Q(v) = 1 gegeben.

In den Abbildungen 3.7 und 3.8 sind die Graphen von IcM(P;Q) und IcM(Q;P ) mit

P 2 F(U) dargestellt.

Erneut lassen sich die bereits in den Beispielen 3.11 und 3.17 erw�ahnten Eigenschaften

der Inklusionsma�e ablesen.

(ii) Es sei U ein endliches Universum und �A = (tA; ns; [0; 1]). Wir betrachten das Inklu-

sionsma� IP aus Lemma 3.10. Es gilt dann f�ur alle P;Q 2 F(U):

IP (P;Q
c) =

P
u2U(P (u) � (1�Q(u)))P

u2U P (u)

=

P
u2U(P (u)� P (u) �Q(u))P

u2U P (u)

= 1�

P
u2U P (u) �Q(u)P

u2U P (u)

= n(IP (P;Q)):



88 Kapitel 3. Logische Ma�e

Somit gilt in diesem Fall f�ur alle P;Q 2 F(U): IP (P;Q) = IcP (P;Q). Das Inklusions-

ma� IP stimmt also mit seinem dualen Inklusionsma� �uberein, wenn der Wahrheits-

raum �A zur Beschreibung der entsprechenden Mengenoperationen verwendet wird.

Auch im Falle dualer Inklusionsma�e l�a�t sich wie bei den Verkn�upfungen des Satzes 3.22
zeigen, da� sich die Monotonie des urspr�unglichen Inklusionsma�es an das duale Ma� ver-
erbt.

3.30 Satz Es sei I : F(U�)2 �! [0; 1] ein Inklusionsma� und � = (t; n; [0; 1]) ein Wahr-

heitsraum. Dann ist das zu I duale Inklusionsma� Ic bzgl. � genau dann monoton steigend

in der zweiten Komponente, wenn dies I auch ist.

Beweis:
"
)\: Wir weisen nach, da� das duale Inklusionsma� Ic zu einem in der zwei-

ten Komponente monoton steigendem Inklusionsma� I selbst in der zweiten Komponente
monoton steigend ist.

Es sei I : F(U�)2 �! [0; 1] ein in der zweiten Komponente monoton steigendes Inklusions-
ma�.

Seien nun O;P;Q 2 F(U�) mit P � Q. Da n streng monoton fallend ist, f�ur jede Involution
n : [0; 1] �! [0; 1] gilt:

P � Q , Qc
� P c

Da I monoton steigend in der zweiten Komponente ist, folgt unter der erneuten Nutzung
der Monotonie von n:

P � Q ) I(O;Qc) � I(O;P c)

) n(I(O;P c)) � n(I(O;Qc))

) Ic(O;P c) � Ic(O;Qc)

"
(\: Ist das duale Inklusionsma� Ic monoton steigend in der zweiten Komponente, so ist
nach den obigen �Uberlegungen auch (Ic)c in der zweiten Komponente monoton steigend.
In Bemerkung 3.28 haben wir bereits gezeigt, da� (Ic)c = I gilt. Also ist auch I monoton
steigend in der zweiten Komponente.

3.3.4 Das Kartesische Produkt von Inklusionsma�en

Wir schlie�en diesen Abschnitt mit der Betrachtung des Kartesischen Produkts von Inklu-
sionsma�en ab. Zu diesem Zweck charakterisieren wir zun�achst eine spezielle Klasse von
t-Normen genauer.

3.31 De�nition Eine t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1] hei�t nullteilerfrei, wenn f�ur alle

a; b 2 [0; 1] gilt:

a = 0 _ b = 0 , t(a; b) = 0
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3.32 Bemerkung

(i) Eine t-Norm ist nullteilerfrei, wenn die durch t auf dem Intervall [0; 1] erkl�arte bin�are

Verkn�upfung � : [0; 1]2 �! [0; 1] (a; b) 7! a � b = t(a; b) nullteilerfrei ist.

(ii) Das Kartesische Produkt von Inklusionsma�en kann nur bez�uglich nullteilerfreier t-

Normen gebildet werden. Der Begri� der nullteilerfreien t-Norm ist in der Literatur

nicht �ublich, da vergleichbare Problemstellungen dort nicht betrachtet werden.

(iii) Der Minimum-Operator tmin und das Algebraische Produkt tA sind nullteilerfrei, das

Drastische Produkt tD und die Beschr�ankte Di�erenz tB nicht (die entsprechenden

Vorschriften wurden in Tabelle 1.1 angegeben).

3.33 Satz Es seien U und V zwei Universen. Ferner seien IU : F(U�)2 �! [0; 1] und

IV : F(V �)2 �! [0; 1] zwei Inklusionsma�e und t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine nullteilerfreie

t-Norm.

Die Abbildung

IU 
t IV : (F(U�)
t F(V
�))2 �! [0; 1]

(PU 
t PV ; QU 
t QV ) 7�! t
�
IU(PU ; QU); IV (PV ; QV )

�

de�niert ein Inklusionsma�.

Dabei bezeichne F(U�) 
t F(V
�) die Menge aller Relationen O 2 F(U� � V �), f�ur die

P 2 F(U�) und Q 2 F(V �) derart existieren, da� O = P 
t Q gilt.

Beweis: Wir weisen die Eigenschaften (i) bis (iii) der De�nition 3.7 nach. Zu diesem Zweck
seien P = PU 
t PV ; Q = QU 
t QV 2 F(U

�)
t F(V
�) mit P 6= ; gegeben.

zu (i): Es sei supp(P ) � ker(Q). F�ur u 2 U� und v 2 V � mit (u; v) 2 supp(P ) gilt dann:

PU(u) > 0 ^ PV (v) > 0

1:9
, t(PU(u); PV (v)) > 0

) t(QU (u); QV (v)) = 1

1:9
, QU(u) = 1 ^ QV (v) = 1

Wir erhalten somit:

supp(P ) � ker(Q)

) (supp(PU) � ker(QU )) ^ (supp(PV ) � ker(QV ))

) IU(PU ; QU) = 1 ^ IV (PV ; QV ) = 1

) t(IU(PU ; QU); IV (PV ; QV )) = IU 
t IV (P;Q) = 1
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zu (ii): Es sei supp(P )\ supp(Q) = ;. Da t nullteilerfrei ist, gilt f�ur u 2 U� und v 2 V � mit
(u; v) 2 supp(P ) gilt:

t(PU(u); PV (v)) > 0

, t(QU(u); QV (v)) = 0

, QU(u) = 0 _QV (v) = 0

Wir weisen nach, da� stets supp(PU) \ supp(QU) = ; oder supp(PV ) \ supp(QV ) = ; gilt.

O.B.d.A. sei QU (u) > 0. Existiert kein solches u 2 U� , so gilt bereits supp(PU)\supp(QU) =
; und die Behauptung ist gezeigt.

Es sei also QU(u) > 0. Wir w�ahlen v0 2 supp(PV ) beliebig. Dann ist (u; v0) 2 supp(P ) und
wie oben folgt QV (v

0) = 0. Also gilt supp(PV ) \ supp(QV ) = ;.

Wir erhalten

supp(P ) \ supp(Q) = ;

) supp(PU) \ supp(QU) = ; _ supp(PV ) \ supp(QV ) = ;

) IU(PU ; QU) = 0 _ IV (PV ; QV ) = 0

) t(IU(PU ; QU); IV (PV ; QV )) = IU 
t IV (P;Q) = 0

zu (iii): Es sei (u; v) 2 U� � V �. Dann gilt:

IU 
t IV ((u; v); Q) = t(IU(fug; QU); IV (fvg; QV )) = t(QU (u); QV (v)) = Q(u; v)

3.34 De�nition Es seien U und V zwei Universen. Ferner seien IU : F(U�)2 �! [0; 1]
und IV : F(V �)2 �! [0; 1] zwei Inklusionsma�e und t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine nullteilerfreie

t-Norm. Die Abbildung

IU 
t IV : (F(U�)
t F(V
�))2 �! [0; 1]

(PU 
t PV ; QU 
t QV ) 7�! t(IU(PU ; QU); IV (PV ; QV ))

hei�t das Kartesische Produkt der Inklusionsma�e IU und IV .

3.35 Bemerkung Im allgemeinen ist das kartesische Produkt monotoner Inklusionsma�e

selbst nicht monoton.
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3.4 Logische Ma�e und Fuzzy-Ma�e

In der Fuzzy-Set-Theory werden verschiedene Konzepte bereitgestellt, die es erlauben, un-

genaue oder unvollst�andige Informationen �uber an sich pr�azise Aussagen mathematisch
abzubilden (vgl. [Kruse '95, S. 145]). Zu diesem Zweck werden spezielle Abbildungen
}(U) �! [0; 1] betrachtet, die als Fuzzy-Ma�e bezeichnet werden. Fuzzy-Ma�e stellen dabei
spezielle Verallgemeinerungen von Wahrscheinlichkeitsma�en dar. Insbesondere lassen sich
Wahrscheinlichkeitsma�e als Spezialf�alle von Fuzzy-Ma�en verstehen (vgl. [Klir '95, S. 200
f.]).

Die zeitlich gesehen erste dieser Verallgemeinerungen des klassischen Wahrscheinlichkeits-
ma�es wurde von L.A. Zadeh in [Zadeh '78] auf einem zun�achst intuitiven Niveau vorge-
schlagen. In der Folgezeit wurde das Konzept von verschiedenen Autoren verfeinert (u.
a. [Zadeh '81, Higashi '83, Yager '83, Delgado '87]) und schlie�lich zu einer eigenst�andigen
Theorie weiterentwickelt. Eine axiomatische Ableitung der Fuzzy-Ma�theorie �ndet sich in
[Dubois '87]. Verschiedene Anwendungsgebiete der Fuzzy-Ma�e werden bei [Tanaka '99] und
[Wolkenhauer '98] beschrieben. Darstellungen, die insbesondere auf die inhaltlichen Unter-
schiede der verschiedenen Ma�e sowie die konzeptionellen Unterschiede eingehen, sind in
[Chuaqui '91] und [Weisbrod '95] zu �nden. Die Werke von [Klir '95] und [Kruse '95] ent-
halten eine �ubersichtliche Einf�uhrung in das Themenfeld.

Die von uns in dieser Arbeit eingef�uhrten logischen Ma�e unterscheiden sich zun�achst in
mehrfacher Hinsicht grundlegend von dem Konzept des Fuzzy-Ma�es. So bewerten logische
Ma�e Eigenschaften und Beziehungen von unscharfen Aussagen und repr�asentieren somit
nicht zwingend unvollst�andige Informationen. Zudem kann das Bild eines logischen Ma�es
stets als Wahrheitswert verstanden werden. Eine solche Interpretation der Funktionswerte
erscheint im Falle der Fuzzy-Ma�e zun�achst nicht plausibel.

Wir werden in dem folgenden Abschnitt die Beziehung von logischen Ma�en, Wahrschein-
lichkeitsma�en und Fuzzy-Ma�en n�aher untersuchen. Dabei wird sich zeigen, da� neben den
zun�achst rein begri�ichen Analogien auch inhaltliche Parallelen existieren. Insbesondere
werden wir nachweisen, da� sich Wahrscheinlichkeits- und Fuzzy-Ma�e aus dem Konzept
des logischen Ma�es ableiten lassen und logische Ma�e daher als Grundlage der beiden
anderen Theorien verstanden werden k�onnen.

Wir beginnen die Darstellung mit einer kurzen Einf�uhrung der wesentlichen Grundbegri�e
der Theorie der Fuzzy-Ma�e. Anschlie�end werden wir uns mit der Repr�asentation ver-
schiedener Fuzzy-Ma�e durch Inklusionsma�e zuwenden. Wesentlich sind hier die Darstel-
lungss�atze von M�oglichkeits-, Notwendigkeits- und Wahrscheinlichkeitsma�en, die in dieser
Arbeit erstmals formuliert und bewiesen werden. Neben der Ableitung einiger wesentlicher
Eigenschaften der Fuzzy-Ma�e wird der Schwerpunkt der Untersuchungen auf den Erweite-
rungsm�oglichkeiten der Fuzzy-Ma�e liegen, die durch unseren Ansatz entstehen.

3.4.1 Grundlegende De�nitionen

Wir werden uns bei der folgenden Darstellung auf die Einf�uhrung der wesentlichen Begri�e
beschr�anken. Ferner werden wir nur den Fall eines endlichen Universums U betrachten und
daher stets die gesamte Potenzmenge }(U) als De�nitionsbereich aller Ma�e zulassen. Diese
Einschr�ankung vereinfacht die Diskussion im folgenden erheblich. Zudem werden wir uns in
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Abschnittes 3.4.2 ohnehin auf den Fall eines endlichen Universums beschr�anken. Wir begin-
nen mit der Einf�uhrung der Begri�e des Fuzzy-Ma�es und des Wahrscheinlichkeitsma�es.

3.36 De�nition Es sei U ein endliches Universum. Eine Abbildung m : }(U) �! [0; 1]
hei�t ein Fuzzy-Ma� auf }(U), wenn gilt:

(M1) m(;) = 0 und m(U) = 1

(M2) F�ur alle A;B 2 }(U) mit A � B gilt: m(A) � m(B)

Eine Abbildung p : }(U) �! [0; 1] hei�t ein Wahrscheinlichkeitsma� auf }(U), wenn

gilt:

(W1) p(;) = 0 und p(U) = 1

(W2) F�ur alle A;B 2 }(U) mit A \B = ; gilt: p(A [ B) = p(A) + p(B)

Die entsprechenden De�nitionen f�ur unendliche Universen �nden sich u.a. in [Klir '95].

3.37 Bemerkung

(i) Jedes Wahrscheinlichkeitsma� ist ein Fuzzy-Ma�.

F�ur A;B 2 }(U) mit A � B gilt: B = A[ (BnA) und A\ (BnA) = ;. Aus (W2) folgt

f�ur jedes Wahrscheinlichkeitsma� p:

p(B) = p(A [ (BnA)) = p(A) + p(BnA)

Wegen p(BnA) � 0 erhalten wir p(A) � p(B). Folglich erf�ullt jedes Wahrscheinlich-

keitsma� (M2) und ist ein Fuzzy-Ma�.

(ii) Fuzzy-Ma�e sind nach De�nition 3.36 nur auf klassische Mengen anwendbar. Sie bil-

den daher Eigenschaften scharfer Aussagen ab.

Wir geben zwei Klassen von Fuzzy-Ma�en an. Die De�nitionen sind [Klir '95] bzw.
[Kruse '95] entnommen.

3.38 De�nition Es sei U ein endliches Universum.

(i) Ein Fuzzy-Ma� m : }(U) �! [0; 1] hei�t ein M�oglichkeitsma� auf }(U), wenn f�ur

alle A;B 2 }(U) gilt:

m (A [B) = max(m(A); m(B))

(ii) Ein Fuzzy-Ma� m : }(U) �! [0; 1] hei�t ein Notwendigkeitsma� auf }(U), wenn

f�ur alle A;B 2 }(U) gilt:

m (A \ B) = min(m(A); m(B))
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Zwischen M�oglichkeits- und Notwendigkeitsma�en besteht die folgende Beziehung:

3.39 Lemma Ist m : }(U) �! [0; 1] ein M�oglichkeitsma�, so de�niert die Abbildung

m0 : }(U) �! [0; 1] A 7�! 1�m(Ac)

ein Notwendigkeitsma�. Dabei bezeichnet Ac das (klassische) Komplement von A.

O�enbar ist die in Lemma 3.39 angedeutete Abbildung von der Menge der M�oglichkeitsma�e
in die Menge der Notwendigkeitsma�e bijektiv. Ein Beweis dieses Lemmas sowie weitere
Ausf�uhrungen zu M�oglichkeits-, Notwendigkeits- und Wahrscheinlichkeitsma�en �nden sich
in [Klir '95, S. 177 �.].

3.4.2 Darstellungss�atze von Fuzzy-Ma�en

Wir wenden uns der angek�undigten Untersuchung der Beziehung von logischen Ma�en und
Fuzzy-Ma�en zu. Zu diesem Zweck werden wir f�ur den Rest dieses Abschnitts die Menge
K(U) stets mit der Menge }(U) identi�zieren. Der folgende Satz bildet den Ausgangspunkt
unserer �Uberlegungen.

3.40 Satz - Darstellungssatz von Fuzzy-Ma�en

Es sei U ein endliches Universum und I : F(U)2 �! [0; 1] ein in der zweiten Komponente

monoton steigendes Inklusionsma�. Dann de�niert f�ur jedes P 2 F(U) mit P 6= ; die

Abbildung

mP : }(U) �! [0; 1] A 7�! I(P;A)

ein Fuzzy-Ma� auf }(U).

Beweis: Es sei I : F(U)2 �! [0; 1] ein in der zweiten Komponente monoton steigendes In-
klusionsma� und P 2 F(U) mit P 6= ;. Ferner sei die Abbildung mP wie in der Behauptung
gegeben.

Wir weisen die Eigenschaften der De�nition 3.36 nach.

zu (i): Ist A = ;, so gilt supp(P ) \ ; = ;. Da I ein Inklusionsma� ist, folgt nach De�nition
3.7 (ii):

mP (;) = I(P; ;) = 0

Es ist supp(P ) � U . F�ur A = U folgt somit:

mP (A) = I(P;A) = 1

zu (ii): Es seien A;B 2 }(U) mit A � B gegeben. Da I in der zweiten Komponente monoton
steigend ist, folgt:

mP (A) = I(P;A) � I(P;B) = mP (B)

Also de�niert mp ein Fuzzy-Ma�.
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Jedes logische Inklusionsma� de�niert nach Satz 3.40 zusammen mit einer mehrwertigen
Relation ein Fuzzy-Ma�. Im allgemeinen l�a�t sich nicht nachweisen, da� jedes Fuzzy-Ma�
auf diese Weise darstellbar ist. In speziellen F�allen ist dies jedoch m�oglich. Wir werden im
folgenden zeigen, da� sich M�oglichkeits-, Notwendigkeits- sowie Wahrscheinlichkeitsma�e
eindeutig durch spezielle Inklusionsma�e darstellen lassen.

Wir beginnen mit der Diskussion der M�oglichkeits- und Notwendigkeitsma�e.

3.41 Satz Es sei U ein endliches Universum. F�ur jede mehrwertige Relation P 2 F(U)
mit P 6= ; de�niert die Abbildung

m : }(U) �! [0; 1] A 7�! IM(P;A) =
hgt(P \ A)

hgt(P )

ein M�oglichkeitsma� auf }(U).

Beweis: Es sei P 2 F(U), P 6= ;. Da das Inklusionsma� IM nach Lemma 3.16 in der
zweiten Komponente monoton steigend ist, ist nach Satz 3.40 die Abbildung m ein Fuzzy-
Ma�.

Seien nun A;B 2 }(U) gegeben. Dann gilt:

m(A [ B) =
1

hgt(P )
sup

u2A[B

P (u)

= max

�
supu2A P (u)

hgt(P )
;
supu2B P (u)

hgt(P )

�

= max(m(A); m(B))

Folglich ist m ein M�oglichkeitsma�.

Nach Satz 3.41 k�onnen mit den Inklusionsma�en IM M�oglichkeitsma�e beschrieben werden.
Umgekehrt l�a�t sich jedes M�oglichkeitsma� in eindeutiger Weise durch das Inklusionsma�
IM und eine mehrwertige normalisierte Relation darstellen.

3.42 Satz - Darstellungssatz von M�oglichkeitsma�en

Es sei U ein endliches Universum. Eine Abbildung m : }(U) �! [0; 1] ist genau dann ein

M�oglichkeitsma�, wenn eine normalisierte mehrwertige Relation P 2 F(U) derart existiert,

da� f�ur alle A 2 }(U) gilt: m(A) = IM(P;A).

Beweis:
"
)\: Es sei m : }(U) �! [0; 1] ein M�oglichkeitsma�.

Wir de�nieren P 2 F(U) durch P (u) := m(fug).

Wir weisen nach, da� P normalisiert ist. Da m ein M�oglichkeitsma� ist, gilt:

1 = m(U) = m

 [
u2U

fug

!
= max

u2U
m(fug)

Da U nach Voraussetzung endlich ist, existiert ein u� 2 U mit m(fu�g) = 1. Es ist dann
P (u�) = 1 und P ist normalisiert.



3.4 Logische Ma�e und Fuzzy-Ma�e 95

Wir weisen nach, da� m(A) = IM(P;A) f�ur alle A 2 }(U) gilt. Nach De�nition 3.38 gilt f�ur
alle A 2 }(U):

m(A) = m

 [
u2A

fug

!
= max

u2A
m(fug)

Andererseits ist, wie oben gezeigt, hgt(P ) = 1, so da� aus der De�nition von P folgt:

IM(P;A) =
hgt(P \ A)

hgt(P )
= hgt(P \ A) = sup

u2A

P (u) = max
u2A

m(fug) = m(A)

Wir erhalten insgesamt m(A) = IM(P;A) und die Behauptung ist gezeigt.

"
(\: F�ur jede normalisierte Relation P 2 F(U) erkl�art die Abbildung m(A) = IM(P;A)
nach Satz 3.41 ein M�oglichkeitsma�.

3.43 Bemerkung Es sei U ein endliches Universum.

(i) Die Aussage des Satzes 3.42 ist von der konkreten De�nition des mehrwertigen Durch-

schnitts \, der dem Inklusionsma� IM zugrunde liegt, unabh�angig. Denn sind \1 und

\2 beliebige mehrwertige Durchschnittsoperationen sowie P 2 F(U) und A 2 }(U),
so gilt: P \1 A = P \2 A. Jede m�ogliche Festlegung des Durchschnitts f�uhrt somit in

Satz 3.42 zur gleichen Darstellung des M�oglichkeitsma�es.

(ii) Es sei FN(U) die Menge aller normalisierten Relationen �uber U und Pos(}(U)) die

Menge aller M�oglichkeitsma�e auf }(U). Die Abbildung

FN(U) �! Pos(}(U)) P 7�! m mit m(A) := IM(P;A)

ist bijektiv.

(iii) Es sei A 2 }(U). In der Fuzzy-Set-Theory wird der Wert m(A) eines M�oglichkeits-

ma�es m als Bewertung f�ur die M�oglichkeit des Eintretens des Ereignisses A verstan-

den. Analog l�a�t sich nun der Wert von IM(P;A) f�ur alle P 2 F(U) und A 2 }(u)
nach Satz 3.42 als Beschreibung einer M�oglichkeit verstehen.

Andererseits entspricht der Wert des logischen Inklusionsma�es IM auch stets einem

Wahrheitswert in einer Sprache der Klasse MS. In diesem Sinne ist also die Bewertung

der M�oglichkeit ein Wahrheitswert. Das Konzept des M�oglichkeitsma�es wird so logisch

interpretierbar und die Verkn�upfung von M�oglichkeitsbewertungen durch mehrwertige

logische Operatoren wird legitimiert.

(iv) F�ur ein normalisiertes P 2 F(U) de�niert die Abbildung

MP : F(U) �! [0; 1] Q 7�! IM(P;Q)

ein einstelliges Ma� auf F(U). Die Einschr�ankung eines solchen Ma�es auf die Menge

K(U) (bzw. }(U)) ist gleich einem M�oglichkeitsma� mP . Daher kann das Ma� MP

als Erweiterung des Konzepts des M�oglichkeitsma�es auf mehrwertige Relationen ver-

standen werden. Die Erweiterung ist nicht eindeutig, da sie von dem mehrwertigen

Durchschnitt abh�angt, der der Inklusion IM zugrunde liegt (siehe (i) und Lemma 3.8).
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Wir verzichten an dieser Stelle auf die graphische Darstellung und die Angabe von Beispielen
erweiterter M�oglichkeitsma�e und verweisen stattdessen auf die Beispiele 3.1 und 3.29, in
denen das Inklusionsma� IM bereits angesprochen wurde.

In Analogie zu den M�oglichkeitsma�en k�onnen auch Notwendigkeitsma�e durch das Inklu-
sionsma� IM und eine normalisierte Fuzzy-Menge dargestellt werden.

3.44 Satz - Darstellungssatz von Notwendigkeitsma�en

Es sei U ein endliches Universum und � = (t; n; [0; 1]) ein Wahrheitsraum. F�ur das Inklu-

sionsma� IM sei IcM das zu IM duale Inklusionsma� bez�uglich � .

Eine Abbildung m : }(U) �! [0; 1] ist genau dann ein Notwendigkeitsma�, wenn eine

normalisierte mehrwertige Relation P 2 F(U) derart existiert, da� f�ur alle A 2 }(U) gilt:

m(A) = IcM(P;A).

Beweis:
"
)\: Es sei m : }(U) �! [0; 1] ein Notwendigkeitsma�.

Wir de�nieren eine mehrwertige Relation P 2 F(U) durch P (u) := n(m(fugc)) : Dabei
bezeichnet fugc das klassisch Komplement von fug, d. h. fugc = U n fug.

Wir weisen nach, da� P normalisiert ist. Da m ein Notwendigkeitsma� ist, gilt:

0 = m(;) = m

 
U n

[
u2U

fug

!
= m

 \
u2U

fugc

!
= min

u2U
m(fugc) = min

u2U
m(fugc)

Folglich existiert ein u� 2 U , so da� m(fu�gc) = 0 gilt. Andererseits ist n(0) = 1 (vgl.
De�nition 1.10). Also folgt P (u�) = n(m(fu�gc)) = 1 und P ist normalisiert.

Wir weisen nach, da� m(A) = IcM(P;A) f�ur alle A 2 }(U) gilt. Nach De�nition 3.38 gilt f�ur
alle A 2 }(U):

m(A) = m

 
U n

[
u2Ac

fug

!
=

 \
u2Ac

fugc

!
= min

u2Ac
m(fugc)

Da P normalisiert ist, ist hgt(P ) = 1. Da n nach Voraussetzung stetig und streng monoton
fallend ist (vgl. De�nition 1.10), k�onnen wir wie folgt schlie�en:

IcM(P;A) = n(IM(P;A
c)) = n

�
hgt(P \ Ac)

hgt(P )

�

= n (hgt(P \ Ac)) = n( sup
u2Ac

P (u))

= min
u2Ac

n(P (u)) = min
u2Ac

m(fugc)

Wir erhalten f�ur alle A 2 }(U): m(A) = IcM(P;A) und die Behauptung ist bewiesen.

"
(\: Da IM in der zweiten Komponente monoton steigend ist, liefert Satz 3.30, da� IcM
ebenfalls in der zweiten Komponente monoton steigend ist. Aus Satz 3.41 folgt, da�

m : }(U) �! [0; 1] A 7�! IcM(P;A)

f�ur alle P 2 F(U) mit P 6= ; ein Fuzzy-Ma� de�niert. Insbesondere ist m f�ur ein normali-
siertes P ein Fuzzy-Ma�.
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Wir weisen nach, da� m ein Notwendigkeitsma� ist. Es seien A;B 2 }(U) gegeben. Dann
gilt:

m(A \B) = n (IM(P;A
c
[Bc))

= n
�

sup
u2Ac[Bc

P (u)
�

Satz 3:42
= n (max(I(P;Ac); I(P;Bc)))

= min(m(A); m(B))

Folglich ist m ein Notwendigkeitsma�.

3.45 Bemerkung Es sei U ein endliches Universum.

(i) Das Ma� m(A) := IcM(P;A) ist f�ur alle P 2 F(U) mit P 6= ; von der konkreten

Festlegung des mehrwertigen Durchschnitts unabh�angig (vgl. Bemerkung 3.43 (i)).

(ii) Es sei FN(U) die Menge aller normalisierten Relationen �uber U und Nec(}(U)) die

Menge aller Notwendigkeitsma�e auf }(U). Die Abbildung

FN(U) �! Nec(}(U)) P 7�! m mit m(A) := IcM(P;A)

ist bijektiv.

(iii) Es sei A 2 }(U). In der Fuzzy-Set-Theory wird der Wert m(A) eines Notwendig-

keitsma�es m als Bewertung f�ur die Notwendigkeit des Eintretens des Ereignisses A

verstanden. Folglich l�a�t sich der Wert von IcM(P;A) ebenfalls als Bewertung der Not-

wendigkeit verstehen. Insbesondere ist diese Bewertung ein Wahrheitswert in einer

Sprache der Klasse MS (vgl. Bemerkung 3.43 (iii)).

(iv) F�ur ein normalisiertes P 2 F(U) de�niert die Abbildung

NP : F(U) �! [0; 1] Q 7�! IcM(P;Q)

ein einstelliges Ma� auf F(U). Dieses kann als mehrwertige Erweiterung des Konzepts

des Notwendigkeitsma�es verstanden werden. Die Erweiterung ist nicht eindeutig, son-

dern vom mehrwertigen Durchschnitt abh�angig, der dem Ma� IM zugrunde liegt (vgl.

Bemerkung 3.43 (iv)).

Als einfache Folgerung des Satzes 3.44 k�onnen wir eine Verallgemeinerung des Lemmas
3.39 beweisen. Dieses zeigt, da� jede Involution { und nicht nur die Involution ns { einem
M�oglichkeitsma� ein Notwendigkeitsma� zuordnet. Auch hier kann man von einer Dualit�at
von M�oglichkeitsma�en und Notwendigkeitsma�en sprechen, die wie die Dualit�at von t- und
s-Normen sowie die Dualit�at von Inklusionsma�en von der verwendeten Involution abh�angig
ist (vgl. Satz 1.12 und Satz 3.26). Tats�achlich zeigt sich, da� die Dualit�at von M�oglichkeits-
und Notwendigkeitsma�en eine Konsequenz der Dualit�at von Inklusionsma�en ist.

3.46 Lemma Es sei U ein endliches Universum. Ist m : }(U) �! [0; 1] ein

M�oglichkeitsma� und n : [0; 1] �! [0; 1] eine Involution. Die Abbildung

m0 : }(U) �! [0; 1] A 7�! n(m(Ac))

ist ein Notwendigkeitsma�. Dabei bezeichnet Ac das (klassische) Komplement von A.
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Beweis: Istm ein M�oglichkeitsma�, so existiert nach Satz 3.42 ein normalisiertes P 2 F(U),
so da� f�ur alle A 2 }(U) gilt m(A) = IM(P;A).

Satz 3.44 liefert, da� die Abbildung

m0(A) = n(m(Ac)) = n(IM(P;A
c)) = IcM(P;A)

ein Notwendigkeitsma� ist.

Wir wenden uns der Betrachtung von Wahrscheinlichkeitsma�en zu. �Ahnlich wie M�oglich-
keits- und Notwendigkeitsma�e sind diese durch ein entsprechendes Inklusionsma� darstell-
bar.

3.47 Satz Es sei U ein endliches Universum. F�ur jede mehrwertige Relation Q 2 F(U)
mit Q 6= ; de�niert die Abbildung

pQ : }(U) �! [0; 1] A 7�! IP (Q;A) =
jQ \ Aj

jQj

ein Wahrscheinlichkeitsma� auf }(U).

Beweis: Da IP in der zweiten Komponente monoton steigend ist, folgt aus Satz 3.40, da�
pQ ein Fuzzy-Ma� ist. Es bleibt die Eigenschaft (W2) der De�nition 3.36 nachzuweisen.

Es seien Q 2 F(U) mit Q 6= ; und A;B 2 }(U) beliebig, mit A \B = ;. Dann gilt:

pQ(A [ B) =
jQ \ (A [ B)j

jQj

=

P
u2A[B Q(u)P
u2U Q(u)

A\B=;
=

P
u2AQ(u) +

P
u2B Q(u)P

u2U Q(u)

= pQ(A) + pQ(B)

Wahrscheinlichkeitsma�e lassen sich durch spezielle mehrwertige Relationen eindeutig dar-
stellen.

3.48 Satz - Darstellungssatz von Wahrscheinlichkeitsma�en

Es sei U ein endliches Universum. Eine Abbildung p : }(U) �! [0; 1] ist genau dann ein

Wahrscheinlichkeitsma�, wenn eine mehrwertige Relation Q 2 F(U) mit jQj = 1 derart

existiert, da� f�ur alle A 2 }(U) gilt: p(A) = IP (Q;A).

Beweis:
"
)\: Sei p : }(U) �! [0; 1] ein Wahrscheinlichkeitsma�.

Wir de�nieren eine Relation Q 2 F(U) durch Q(u) := p(fug) f�ur alle u 2 U .

Da p ein Wahrscheinlichkeitsma� und U endlich ist, gilt:

1 = p(U) =
X
u2U

p(fug) =
X
u2U

Q(u) = jQj
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Also ist jQj = 1.

Wir weisen nach, da� p(A) = IP (Q;A) f�ur alle A 2 }(U) gilt. Nach De�nition 3.36 folgt f�ur
alle A 2 }(U):

p(A) = p

 [
u2A

fug

!
=
X
u2A

p(fug)

Andererseits ist, wie oben gezeigt, jQj = 1, so da� aus der De�nition von Q folgt:

IP (Q;A) =
jQ \ Aj

jQj
=
X
u2A

Q(u) =
X
u2A

p(fug)

Wir erhalten insgesamt p(A) = IP (Q;A) und die Behauptung ist gezeigt.

"
(\: F�ur jede Relation Q 2 F(U) erkl�art die Abbildung pQ(A) := IP (Q;A) nach Satz 3.47
ein Wahrscheinlichkeitsma�.

3.49 Bemerkung Es sei U ein endliches Universum.

(i) Das Ma� pQ(A) := IP (Q;A) ist f�ur alle Q 2 F(U) mit Q 6= ; von der Festlegung des

mehrwertigen Durchschnitts unabh�angig, der zur Darstellung von IP verwendet wird

(vgl. auch Bemerkung 3.43 und 3.45 (i)).

(ii) Es sei FE die Menge aller Relationen �uber U , deren Kardinalit�at gleich 1 ist. Ferner

sei Prob(}(U)) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsma�e auf }(U). Die Abbildung

FE(U) �! Prob(}(U)) Q 7�! p mit p(A) := IP (Q;A)

ist bijektiv.

(iii) F�ur jede Relation Q 2 F(U) und jede Teilmenge A 2 }(U) kann der Wert von

IP (Q;A) als Ma� f�ur die Wahrscheinlichkeit der Menge A aufgefa�t werden. Da um-

gekehrt der Wert eines logischen Inklusionsma�es ein Wahrheitswert ist, kann die

Wahrscheinlichkeit der Aussage A als Wahrheitswert im Sinne der Sprachen MS in-

terpretiert werden.

(iv) F�ur jede Relation Q 2 F(U) mit Q 6= ; de�niert die Abbildung

PQ : F(U) �! [0; 1] O 7�! IP (Q;O)

ein einstelliges Ma� auf F(U). Dieses logische Ma� PQ kann als Erweiterung des

Begri�s des Wahrscheinlichkeitsma�es auf mehrwertige Relationen aufgefa�t werden.

Diese ist nicht eindeutig, sondern von der verwendeten Erweiterung des mehrwertigen

Durchschnitts in IP abh�angig.

In den Bemerkungen 3.43, 3.45 und 3.49 wurde bereits angedeutet, da� verschiedene Alter-
nativen zur Erweiterung des Konzepts der M�oglichkeits-, Notwendigkeits- und Wahrschein-
lichkeitsma�e bestehen. Diese nutzen die m�ogliche Repr�asentation der Fuzzy-Ma�e durch
logische Inklusionsma�e. Zum Abschlu� dieses Abschnitts werden wichtige Eigenschaften
dieser Erweiterungen betrachtet.
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3.50 Lemma Es sei U ein endliches Universum und Q 2 F(U) mit Q 6= ;. Ferner seien

die einstelligen Ma�e

MQ : F(U) �! [0; 1] O 7�! IM(Q;O)

NQ : F(U) �! [0; 1] O 7�! IcM(Q;O)

PQ : F(U) �! [0; 1] O 7�! IP (Q;O)

gegeben. Dabei wird IcM bzgl. eines Wahrheitsraumes � = (t; n; [0; 1]) gebildet. Dann gilt:

(i) MQ(U) = NQ(U) = PQ(U) = 1

(ii) MQ(;) = NQ(;) = PQ(;) = 0

(iii) F�ur alle A;B 2 F(U) mit A � B gilt:

MQ(A) �MQ(B) NQ(A) � NQ(B) PQ(A) � PQ(B)

(iv) F�ur A;B 2 F(U) mit supp(A) \ supp(B) = ; gilt:

PQ(A [ B) = PQ(A) +PQ(B)

(v) F�ur A;B 2 F(U) gilt:

MQ(A [B) � max(MQ(A);MQ(B))

NQ(A \B) � min(NQ(A);NQ(B))

Beweis: Die Aussagen (i) { (iii) folgen unmittelbar aus den Eigenschaften der logischen
Inklusionsma�e, die den Abbildungen zugrunde liegen. Wir weisen die Eigenschaften (iv)
und (v) nach.

zu (iv): Es seien A;B 2 F(U) mit supp(A) \ supp(B) = ;. PQ : F(U) �! [0; 1] sei wie
oben de�niert. Dann gilt:

PQ(A [ B) =
jQ \ (A [ B)j

jQj

=

P
u2U

(Q \ (A [ B))(u)P
u2U

Q(u)

=

P
u2supp(A)

(Q \ A)(u) +
P

u2supp(B)

(Q \ B)(u)

P
u2U

Q(u)

= PQ(A) +PQ(B)
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zu (v): Es seien A;B 2 F(U) gegeben. Ferner sei die Abbildung MQ : F(U) �! [0; 1]
wie oben de�niert. Dann ist f�ur A 2 F(U) MQ(A) = IM(Q;A). Wir nehmen an, da�
der mehrwertige Durchschnitt, der dem Inklusionsma� IM zugrunde liegt, bez�uglich eines
Wahrheitsraumes � = (t; n; [0; 1]) gebildet wird. Dann gilt:

MQ(A [ B) =
hgt(Q \ (A [B))

hgt(Q)

=
1

hgt(Q)
sup
u2U

t(Q(u); st;n(A(u); B(u)))

Satz 1:8

�
1

hgt(Q)
sup
u2U

t(Q(u);max(A(u); B(u)))

=
1

hgt(Q)
sup
u2U

max(t(Q(u); A(u)); t(Q(u); B(u)))

= max(MQ(A);MQ(B))

Es gilt weiter f�ur alle A;B 2 F(U):

NQ(A \ B) = n(MQ(A
c
[ Bc)) � n(max(MQ(A

c);MQ(B
c))) = min(NQ(A);NQ(B))

Damit ist die Behauptung nachgewiesen.

Die charakteristischen Bedingungen f�ur Wahrscheinlichkeits-, Notwendigkeits- und M�oglich-
keitsma�e der De�nitionen 3.36 und 3.38 �nden bei den Verallgemeinerungen dieser Ma�e
auf mehrwertige Relationen ihre jeweilige Entsprechung. Allerdings gelten sie hier im all-
gemeinen nur in abgeschw�achter Form (siehe Lemma 3.50 z. B. (v)). In speziellen Wahr-
heitsr�aumen k�onnen jedoch weitergehende Aussagen abgeleitet werden. Liegt beispielsweise
der Wahrheitsraum �min = (tmin; ns; [0; 1]) den Mengenoperationen zugrunde, so gilt f�ur alle
A;B 2 F(U):

MQ(A [B) = max(MQ(A);MQ(B))

NQ(A \B) = min(NQ(A);NQ(B))

Dies l�a�t sich durch einfache Umformungen zeigen.

3.5 Ein Anwendungsbeispiel: Zur Wahrscheinlichkeit

mehrwertiger Ereignisse

In der Fuzzy-Set-Theory unterschiedet man verschiedene Klassen von Vagheit. So wird bei
Kruse, Gebhardt, Klawonn [Kruse '95, S. 12] zwischen

� objektbezogener Unsch�arfe, d. h. es liegen genaue Informationen �uber ein Objekt vor,
das selbst nicht genau abgegrenzt werden kann, und

� epistemischer Unsch�arfe, d. h. es liegen ungenaue Informationen �uber im Prinzip klar
unterscheidbare Objekte vor,
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unterschieden. W�ahrend objektbezogene Unsch�arfe durch unscharfe Mengen { also mehrwer-
tigen Relationen { beschrieben werden kann, wird epistemische Unsch�arfe im allgemeinen
durch Fuzzy-Ma�e ausgedr�uckt (vgl. [Kosko '90]). O�enbar sind jedoch die Grenzen zwi-
schen objektbezogener und epistemischer Unsch�arfe 
ie�end und es stellt sich die Frage, wie
in solchen F�allen zu verfahren ist, in denen ungenaue Informationen �uber ungenaue Objekte
abgebildet werden sollen.

In der Forschung zur Fuzzy-Set-Theory wurde diese Frage zun�achst von Zadeh in [Zadeh '68]
er�ortert, der insbesondere die Wahrscheinlichkeit eines Fuzzy-Ereignisses untersuchte. Von
Smets [Smets '82] wurde ein Axiomensystem f�ur diesen Ansatz angegeben.3 Wir haben oben
bereits darauf hingewiesen, da� durch das Konzept der Inklusionsma�e verschiedene Wege
der Erweiterungen der Wahrscheinlichkeit auch f�ur mehrwertige Relationen erm�oglicht wer-
den (vgl. Bemerkung 3.49). Im folgenden weisen wir nach, da� sich der Zadeh'sche Ansatz in
dieses Konzept einbetten l�a�t und sich als ein Spezialfall der Erweiterung der Wahrschein-
lichkeit durch Inklusionen au�assen l�a�t.

Es sei U ein endliches Universum und p : }(u) �! [0; 1] ein Wahrscheinlichkeitsma�. Zadeh
[Zadeh '68] de�nierte die Wahrscheinlichkeit eines unscharfen Ereignisses P 2 F(U) als den
Erwartungswert der Zugeh�origkeitsfunktion von P , d. h.

p(P ) :=
X
u2U

p(fug) � P (u)

Wir betrachten nun den Wahrheitsraum �A = (tA; n; [0; 1]). Nach Satz 3.48 existiert ein
Q 2 F(U) mit jQj = 1, so da� f�ur alle A 2 }(U) gilt:

PQ(A) := IP (Q;A) =
jQ \ Aj

jQj
= p(A)

F�ur dieses Ma� PQ gilt dann wegen jQj = 1 f�ur alle P 2 F(U):

PQ(P ) = IP (Q;P )

= jQ \ P j

=
X
u2U

Q(u) � P (u)

=
X
u2U

p(fug) � P (u)

Dabei haben wir ausgenutzt, da� Q(u) = p(fug) f�ur alle u 2 U gilt (vgl. den Beweis zu Satz
3.48).

Dies stimmt o�enbar mit der Zadeh'schen De�nition der Wahrscheinlichkeit eines Fuzzy-
Ereignisses �uberein. Folglich entspricht der Ansatz Zadehs einer M�oglichkeit zur Erweite-
rung von Wahrscheinlichkeitsma�en auf mehrwertige Relationen. Legt man andere Wahr-
heitsr�aume zugrunde, ergeben sich jedoch davon verschiedene Erweiterungen. Wir wollen
dies anhand dreier Beispiele zeigen.

3Vom Zadeh'schen Ansatz verschiedene Konzepte wurden von Smets [Smets '81] und Kosko [Kosko '90]
entwickelt.
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Abbildung 3.11: PQ; �A

Es sei U = fu; vg ein endliches Universum sowie Q 2 F(U) mit Q(u) = Q(v) = 1
2
. Ferner

sei das einstellige logische Ma� PQ : F(U) �! [0; 1] wie oben gegeben.

Wir betrachten das Ma� PQ f�ur verschiedene erweiterte Mengenoperationen. Diesen sollen
die Wahrheitsr�aume �min = (tmin; n; [0; 1]), �B = (tB; n; [0; 1]) bzw. �A = (tA; n; [0; 1]) zu-
grunde liegen. Mit der in Beispiel 3.11 beschriebenen Methode kann das Ma� PQ f�ur die
verschiedenen Wahrheitsr�aume dargestellt werden. In den Abbildungen 3.9, 3.10 und 3.11
�nden sich die entsprechenden Graphen.

Man erkennt, da� die drei Ma�e Erweiterungen einer Gleichverteilung sind, denn es ist in
allen F�allen PQ(fug) = PQ(fvg) =

1
2
. Ferner ist PQ(U) = PQ(fu; vg) = 1 und PQ(;) = 0.

Man erkennt zudem, da� die Monotonie-Eigenschaft f�ur Fuzzy-Ma�e gilt, d. h. es gilt f�ur
alle P; P 0 2 F(U) die Implikation P � P 0 ) PQ(P ) � PQ(P

0).

Schlie�lich kann man die in Lemma 3.50 (iv) nachgewiesene Additivit�at des Ma�es PQ

ablesen. Dazu seien P; P 0 2 F(U) mit supp(P ) \ supp(P 0) = ; und P; P 0 6= ;. Da jU j = 2
gilt, ist dies o�enbar nur dann m�oglich, wenn eine der beiden Bedingungen

P (u) = 0 ^ P 0(u) 6= 0 oder P (u) 6= 0 ^ P 0(u) = 0

erf�ullt ist. Diese Fuzzy-Mengen liegen s�amtlich auf der u- bzw. v-Achse des Einheitsw�urfels.
In diesem Fall ist

P [ P 0(u) = max(P (u); P 0(u))

P [ P 0(v) = max(P (v); P 0(v))

und zwar unabh�angig von der dem mehrwertigen Durchschnitt zugrunde liegenden t-Norm
(vgl. De�nition 1.6). F�ur diese Menge gilt o�enbar

PQ(P [ P
0) = PQ(P ) +PQ(P

0)

Zusammenfassend l�a�t sich feststellen, da� das Konzept der logischen Inklusionsma�e die Ba-
sis verschiedener Erweiterungen von Fuzzy-Ma�en auf mehrwertige Relationen erm�oglicht.
Dabei kann das von Zadeh vorgeschlagene Konzept zur Beschreibung der Wahrscheinlichkeit
mehrwertiger Aussagen als ein Spezialfall der m�oglichen Erweiterungen aufgefa�t werden.
Die logischen Inklusionsma�e er�o�nen hier einen weiten Spielraum f�ur die mathematische
Modellierung, dessen Potentiale noch zu erschlie�en sind.
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3.6 Abschlie�ende Bemerkungen

In dem zur�uckliegenden Kapitel 3 wurde die Theorie der logischen Ma�e mit ihrer An-
wendung in der Fuzzy-Ma�theorie untersucht. W�ahrend durch die mehrwertige Mengen-
theorie Methoden zur Verkn�upfung von mehrwertigen Relationen bereitgestellt wurden,
wurde es durch die Theorie der logischen Ma�e erm�oglicht, Aussagen �uber die mehrwer-
tigen Relationen im Rahmen der Sprachen der Klasse MS abzubilden. Der Schwerpunkt
der Untersuchungen lag auf der Betrachtung von logischen Inklusionsma�en. Wir haben
hier eine Klasse von Verkn�upfungen dieser Ma�e de�niert (Abschnitt 3.3.3) und die Dar-
stellung von Fuzzy-Ma�en durch Inklusionsma�e untersucht (Abschnitt 3.4). W�ahrend die
Verkn�upfungen es erlauben, von bekannten Inklusionsma�en zu neuen Ma�en �uberzugehen
und so die mathematischen Modellbildungsm�oglichkeiten zu erweitern, k�onnen mit Hilfe
der Darstellungss�atze 3.42, 3.44 und 3.48 Fuzzy-Ma�e auf mehrwertige Relationen erweitert
werden. Dies erlaubt beispielsweise die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten unscharfer
Aussagen (Abschnitt 3.5).

Neben der m�oglichen Erweiterung der Fuzzy-Ma�e ber�uhren die Darstellungss�atze ein wei-
teres wichtiges Themengebiet der Fuzzy-Set-Theory, n�amlich das der Interpretation der
Zugeh�origkeitswerte von Fuzzy-Relationen. In den Darstellungss�atzen 3.42, 3.44 und 3.48
wurde gezeigt, da� bijektive Abbildungen zwischen der Menge der jeweiligen Fuzzy-Ma�e
und einer Teilmenge der mehrwertigen Relationen existieren (vgl. die Bemerkungen 3.43,
3.45 und 3.48 jeweils (ii)). Die betre�enden Relationen haben in dem von uns betrachteten
Fall eines endlichen Universums U die Eigenschaft, da� ihr Zugeh�origkeitswert an einer Stelle
u 2 U dem Wert eines Fuzzy-Ma�es an der Stelle fug 2 }(U) entspricht. Dementsprechend
kann dem Zugeh�origkeitswert an dieser Stelle die gleiche Bedeutung zugeordnet werden,
wie dem korrespondierenden Fuzzy-Ma�. Die zur Darstellung der Fuzzy-Ma�e verwendeten

mehrwertigen Relationen beschreiben im Falle eines endlichen Universums also lokal die

M�oglichkeit, Notwendigkeit oder Wahrscheinlichkeit des Elementes u. In diesem Sinne sind
die Zugeh�origkeitswerte dieser mehrwertigen Relationen also stets interpretierbar.

Die Darstellungss�atze erm�oglichen eine weitere Interpretation der Fuzzy-Ma�e. Ist U ein
endliches Universum, so existiert zu jedem M�oglichkeits-, Notwendigkeits- oder Wahrschein-
lichkeitsma� m : }(U) �! [0; 1] eine mehrwertige Menge Q 2 F(U) und ein Inklusionsma�
I : F(U)2 �! [0; 1], so da� f�ur alle A 2 }(U) gilt:

m(A) = I(Q;A)

Das Inklusionsma� I beschreibt, zu welchem Grad die Menge Q in A enthalten ist. Folg-
lich beschreibt dieses Ma� eine mengentheoretische Relation. Die Begri�e der Wahrschein-
lichkeit, M�oglichkeit und Notwendigkeit k�onnen so inhaltlich motiviert werden, ohne da�
Konzepte wie beispielsweise ein Zufallsexperiment ben�otigt werden. Im Falle der Wahr-
scheinlichkeit k�onnen sowohl das Konzept der subjektiven Wahrscheinlichkeit, das auf Bayes
zur�uck geht, wie auch das der klassischen statistischen Wahrscheinlichkeit als ein einfaches
mengentheoretisches Konzept aufgefa�t werden. Insbesondere werden die Unterschiede zwi-
schen der mehrwertigen Logik auf der einen und der subjektiven Wahrscheinlichkeit auf der
andere Seite deutlich. Das Konzept der Wahrscheinlichkeit { gleich welcher Interpretati-

on { ist ein Spezialfall eines logischen Ma�es. Die mehrwertige Logik kann als Grundlage
der Wahrscheinlichkeitstheorie verstanden werden, zumindest kann jedoch das Konzept der
Wahrscheinlichkeit in eine mehrwertige Logik integriert werden.



Kapitel 4

Relationale Entscheidungstheorie

Zusammenfassung:

In dem folgenden Kapitel wird eine neuartige Methode zur mathematischen Dar-

stellung von Entscheidungsproblemen eingef�uhrt. Da die wesentlichen mathematischen

Konzepte, die in dem Entscheidungsmodell verwendet werden, mehrwertige Relationen,

deren Verkn�upfungen und deren Vergleich sind, wird das Entscheidungsmodell als rela-

tionales Entscheidungsmodell bezeichnet. Es wird gezeigt, wie sich verschiedene Klassen

von Entscheidungsproblemen in dem relationalen Modell abbilden lassen. Hier werden

insbesondere Entscheidungen bei Sicherheit, Unsicherheit und Risiko sowie multikriteriel-

le Entscheidungen betrachtet. Ferner werden strukturelle Eigenschaften von relationalen

Entscheidungsmodellen untersucht. Wesentlich sind hier die Begri�e der �Aquivalenz und

Isomorphie von Entscheidungsmodellen sowie die entsprechenden �Aquivalenz- und Iso-

morphies�atze 4.19 und 4.25. Durch diese wird ein mathematisches Konzept bereitgestellt,

das einen systematischen Vergleich verschiedener Ans�atze erlaubt. Schlie�lich werden zwei

Anwendungsbeispiele angegeben.

4.1 Mathematische Entscheidungsmodelle

Unter Optimieren im allgemeinen Sinne wird eine Form des Entscheidens verstanden. Ent-
scheiden hei�t, unter mindestens zwei Alternativen eine Auswahl zu tre�en. Jeder Ent-
scheidung liegen ein oder mehrere Kriterien zugrunde, die entweder beschreiben, ob eine
Alternative im Hinblick auf ein Kriterium einer anderen vorzuziehen ist, oder ob eine Alter-
native �uberhaupt erlaubt ist. Kriterien im erstgenannten Sinne hei�en Ziele, die Kriterien
der zweiten Art werden Restriktionen genannt (vgl. [Richter '70]).

Eine Optimierung { oder eine optimale Entscheidung { liegt dann vor, wenn unter der
Voraussetzung, da� eine beste, zul�assige Alternative im Sinne der Kriterien existiert, diese
gew�ahlt wird. Ein mathematisches Modell, das zur Auswahl einer Alternative verwendet
wird, hei�t mathematisches Optimierungsmodell oder Entscheidungsmodell.

Die Kriterien einer Entscheidung bewerten im allgemeinen nicht direkt die Alternativen,
sondern gewisse aus der Wahl der Alternativen resultierende Konsequenzen. In einem Ent-
scheidungsmodell sind daher die Kriterien der Entscheidung im allgemeinen nur mittelbar
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mit den Alternativen verkn�upft. Neben der Schwierigkeit, die verschiedenen Kriterien geeig-
net zu repr�asentieren, ergibt sich in den Anwendungen zudem h�au�g das Problem, da� die
Zuordnung von Konsequenzen zu Alternativen nicht exakt bekannt ist. Dementsprechend
mu� ein mathematisches Entscheidungsmodell die M�oglichkeit bieten, die unterschiedlichen
Kategorien von Kriterien ebenso abzubilden wie die verschiedenen Arten der Information
�uber die Beziehung von Konsequenzen und Alternativen.

Die Grundidee des hier vorgestellten Ansatzes ist es, die Kriterien eines Entscheidungs-
modells durch mehrwertige Relationen zu beschreiben. Dieses Konzept geht auf Bellman
und Zadeh [Bellman '70] zur�uck. Wir werden im Verlaufe des Abschnitts 4.2 zeigen, da�
ihr symmetrisches Optimierungsmodell sich in den Rahmen des relationalen Entscheidungs-
modells einbetten l�a�t. Im Gegensatz zum Bellman/Zadeh'schen Ansatz wird es das rela-
tionale Entscheidungsmodell jedoch erm�oglichen, verschiedene Arten von Information �uber
die Beziehung von Alternativen und Konsequenzen abzubilden. Dabei werden mehrwertige
Inklusionsma�e verwendet.

Der relationale Ansatz wird es ferner gestatten, auf der Basis eines einzigen mathematischen
Konzepts verschiedene Klassen von Information bei der Modellbildung zu ber�ucksichtigen.
Es k�onnen also sowohl Entscheidungen bei Sicherheit als auch Entscheidungen bei Risiko
oder Unsicherheit modelliert werden. Insbesondere ist es daher m�oglich, solche Problemstel-
lungen abzubilden, bei denen verschiedene Klassen von Information parallel auftreten. Da
relationale Entscheidungsmodelle zudem stets als Anwendung der mehrwertigen Logik und
Mengentheorie der Kapiteln 1 bis 3 zu verstehen sind, k�onnen die Methoden dieser Kon-
zepte auch in der relationalen Entscheidungstheorie verwendet werden. Hierdurch erhalten
wir einen konzeptionellen Rahmen, der es uns erlauben wird, relationale Entscheidungs-
modelle selbst als mathematische Objekte zu verstehen und so Ans�atze zur Analyse ihrer
Eigenschaften abzuleiten.

In Abschnitt 4.2 wird zun�achst das relationale Entscheidungsmodell de�niert und Er-
l�auterungen zur Modellbildung gegeben. Hier wird insbesondere auf die verschiedenen
M�oglichkeiten der Darstellung unterschiedlicher Kategorien von Information im relationalen
Entscheidungsmodell eingegangen. Im Anschlu� wenden wir uns den mathematischen Ei-
genschaften von relationalen Entscheidungsmodellen zu. Relationale Entscheidungsmodelle
k�onnen als mathematische Struktur verstanden werden und als solche zum Gegenstand eines
mathematischen Formalismus gemacht werden. Insbesondere ist es m�oglich, Verkn�upfungen
auf gewissen Klassen von Entscheidungsmodellen zu de�nieren. Das Kartesische Produkt re-
lationaler Entscheidungsmodelle wird hier in Abschnitt 4.3 von entscheidender Bedeutung
sein. Das Kartesische Produkt erlaubt es unter anderem, Entscheidungen mit mehreren
Zielen oder Restriktionen im Rahmen des relationalen Entscheidungsmodells zu behandeln.

Bei den Untersuchungen des Kartesischen Produktes werden wir insbesondere untersuchen,
inwieweit verschiedene Entscheidungsmodelle zu vergleichbaren Ergebnissen f�uhren (Ab-
schnitt 4.5). Dabei werden zwei Konzepte f�ur die Vergleichbarkeit von relationalen Ent-
scheidungsmodellen formuliert. Dies sind die �Aquivalenz und die Isomorphie von Entschei-
dungsmodellen. Wir werden hier insbesondere einen Zusammenhang zu den Begri�en der
�Aquivalenz und der Isomorphie von Wahrheitsr�aumen herstellen und so nachweisen, da� die
strukturellen Eigenschaften der Sprachen der Klasse MS sich letztlich auch in ihrer Anwen-
dung in der Entscheidungstheorie niederschlagen. Im Anschlu� erl�autern wir in Abschnitt
4.6 die Begri�e des Abschnitts 4.5 vor dem Hintergrund des Konzeptes der Indi�erenzkurven

von Entscheidungsproblemen.
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4.2 Das relationale Entscheidungsmodell

Wir beginnen mit der De�nition des relationalen Entscheidungsmodells. Detaillierte Bemer-
kungen zu den Begri�en und zur Modellbildung erfolgen im Anschlu�.

4.1 De�nition Ein relationales EntscheidungsmodellD = (AL; C; C; F; I) besteht aus:

(i) einer nichtleeren Menge AL von Alternativen,

(ii) einer nichtleeren Menge C von Konsequenzen,

(iii) einer mehrwertigen Relation C 2 F(C), die als mehrwertiges Kriterium bezeichnet

wird,

(iv) einer Abbildung F : AL �! F(C), die als mehrwertige Konsequenzenfunktion

bezeichnet wird

(v) und einem Inklusionsma� I : F(C)2 �! [0; 1].

Eine Alternative a� 2 AL hei�t (fuzzy-) eÆzient, wenn gilt:

I(F [a�]; C) = sup
a2AL

I(F [a]; C)

Dabei bezeichnet F [a] 2 F(C) f�ur alle a 2 AL das Bild von a unter der Abbildung F .

Die Menge aller relationalen Entscheidungsmodelle bez�uglich einer Menge von Alternativen

AL wird mit D(AL) bezeichnet.

Wir legen zus�atzlich den Begri� der Gleichheit von relationalen Entscheidungsmodellen fest.

4.2 De�nition Es sei AL eine Menge von Alternativen. Wir nennen zwei relationale

Modelle D1 = (AL; C1; C1; F1; I1) und D2 = (AL; C2; C2; F2; I2) gleich (in Zeichen: D1 =
D2), wenn gilt:

C1 = C2 und C1 = C2 und F1 = F2 und I1 = I2

4.3 Bemerkung Sind U; V Universen, so l�a�t sich jede Abbildung F : V �! F(U) als

mehrwertige Relation F 0 2 F(V �U) verstehen. Diese wird f�ur alle (v; u) 2 V �U de�niert

durch F 0(v; u) := F [v](u). Dabei bezeichnet F [v] das Bild von F mit dem Argument v.

Wir wollen zun�achst die in De�nition 4.1 vorkommenden Begri�e erl�autern und n�aher spe-
zi�zieren. Beispiele f�ur die Modellbildung werden im Anschlu� gegeben.

Die Menge AL repr�asentiert die Menge der zur Verf�ugung stehenden Alternativen eines
Entscheidungsproblems. Aus der Wahl einer Alternative a 2 AL entstehen gewisse Konse-
quenzen, die s�amtlich in der Menge C liegen. Wir nehmen an, da� einer Alternative a 2 AL
ihre Konsequenzen im allgemeinen nicht eindeutig1 zugeordnet werden k�onnen.2 Diese unge-
naue Beziehung zwischen einer Alternative a 2 AL und den von ihr erzeugten Konsequenzen
aus C wird durch die mehrwertige Konsequenzenfunktion F abgebildet. F�ur jedes a 2 AL re-
pr�asentiert die mehrwertige Relation F [a] 2 F(C) das vorhandene Wissen �uber die etwaigen
Konsequenzen. Dabei besitze F [a] f�ur alle a 2 AL die folgenden Eigenschaften:

1im Sinne von: die Wahl von a 2 AL erzeugt eine eindeutige Konsequenz ca 2 C
2Die Ursache dieser Mehrdeutigkeit mag ebenso in der Unvollst�andigkeit der vorliegenden Information

wie in einem prinzipiell ungenauen Systemverhalten liegen. Die mathematische Modellbildung ist jedoch
von der Ursache unabh�angig und eine genauere Di�erenzierung daher hier nicht notwendig.
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(F1) Eine Konsequenz c 2 C resultiert genau dann nicht aus der Alternative a 2 AL, wenn
gilt: F [a](c) = 0.

(F2) F�ur a 2 AL und c1; c2 2 C ist F [a](c1) > F [a](c2) genau dann, wenn es realistischer ist
anzunehmen, da� a die Konsequenz c1 erzeugt, als da� a die Konsequenz c2 erzeugt.

F de�niert so f�ur jedes a 2 AL eine mehrwertige Relation, die mit der mehrwertigen Aussage

"
c ist eine Konsequenz der Alternative a\

identi�ziert werden kann.

Wie eingangs erl�autert, werden die Kriterien des Entscheidungsmodells mittels der mehr-
wertigen Relation C 2 F(C) beschrieben. Die Relation C kann sowohl Restriktionen als
auch die Ziele des Entscheidungsproblems abbilden. Wir werden in Abschnitt 5 Beispiele
f�ur die entsprechende Modellbildung angeben. Unabh�angig von der konkreten Problemstel-
lung sollen die Relationen jedoch die folgenden Eigenschaften besitzen:

(C1) Eine Konsequenz c1 2 C einer Konsequenz c2 2 C genau dann vorzuziehen, wenn gilt:
C(c1) > C(c2).

(C2) Eine Konsequenz c 2 C besitzt genau dann die maximale Qualit�at, d. h. es existiert
keine Konsequenz c0 2 C, die der Konsequenz c vorzuziehen ist, wenn gilt: C(c) = 1.

(C3) Eine Konsequenz c 2 C ist genau dann nicht zul�assig, wenn gilt: C(c) = 0.

Die Relation C l�a�t sich mit diesen Vorgaben als quantitative Darstellung der Aussage

"
c ist eine optimale Konsequenz bez�uglich des Kriteriums C\

au�assen.

Es ist das Ziel jeder Entscheidung, eine Alternative a 2 AL derart zu bestimmen, da� die
etwaigen Konsequenzen von a m�oglichst optimal sind. Die Beziehung zwischen den durch
F [a] modellierten Konsequenzen der Alternative a und den durch C abgebildeten Krite-
rien wird im relationalen Entscheidungsmodell durch ein Inklusionsma� I dargestellt. Aus
mengentheoretischer Sicht beschreibt das Inklusionsma� I, inwieweit die Menge der erwar-
teten Konsequenzen in der Menge der optimalen Konsequenzen liegt (vgl. Abschnitt 3.3).
O�enbar sind solche Alternativen a 2 AL bei einer Entscheidung optimal, f�ur die die Men-
ge der erwarteten Konsequenzen F [a] m�oglichst vollst�andig in der Menge der optimalen
Konsequenzen C liegt. Diese Alternativen a 2 AL maximieren also den Wert von

I(F [a]; C)

und sind nach De�nition 4.1 fuzzy-eÆzient.

Die Eigenschaften der Inklusionsma�e aus De�nition 3.7 k�onnen in dieser Anwendung der
Inklusionsma�e leicht inhaltlich interpretiert werden. Ist jede erwartete Konsequenz auch
optimal, ist also supp(F [a]) � ker(C), so gilt I(F [a]; C) = 1. Ist keine der erwarteten
Konsequenzen erw�unscht (in diesem Fall gilt supp(F [a])\ supp(C) = ;), so ist I(F [a]; C) =
0. Wenn die Konsequenz einer Alternative genau bekannt ist, d. h. f�ur a 2 AL ist F [a] = fcag
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Abbildung 4.1: Ein einfaches Entscheidungsproblem

mit ca 2 C, so gilt I(F [a]; C) = I(fcag; C) = C(ca). Einer solchen Alternative wird somit
die Qualit�at zugeordnet, die auch ihrer Konsequenz zugeordnet ist.

Das Konzept der Beschreibung der Optimalit�at durch Inklusionsma�e wird in Abbildung
4.1 verdeutlicht. In dem dort dargestellten Fall gehen wir von einer Menge von Alternativen
AL = fa1; a2; a3g aus. Wir nehmen an, da� die Konsequenzenfunktion F eines relationalen
Entscheidungsmodells stets klassische Bilder hat (d. h. f�ur alle a 2 AL ist F [a] eine klassische
Teilmenge von C). Ferner sei C ebenfalls eine klassische Menge. In der Abbildung 4.1 ist ein
solcher Fall skizziert. O�enbar sind alle m�oglichen Konsequenzen von a1 auch optimal (es
ist F [a1] � C) und daher ist a1 den beiden anderen Alternativen vorzuziehen. Umgekehrt
ist a3 die einzige Alternative, bei der keine der in Frage kommenden Konsequenzen auch
optimal ist. Daher sind a1 und a2 der Alternative a3 vorzuziehen. Es gilt in diesem Fall

1 = I(F [a1]; C) � I(F [a2]; C) � I(F [a3]; C) = 0

und zwar unabh�angig von dem verwendeten Inklusionsma� I. Also f�uhren alle Inklusions-
ma�e zu einer im obigen Sinne plausiblen Entscheidung.

Wir geben weitere Beispiele an, die das Konzept des relationalen Entscheidungsmodells
verdeutlichen, und zeigen, wie verschiedene Klassen von Information in der relationalen
Entscheidungstheorie abgebildet werden k�onnen. Es sei darauf hingewiesen, da� das Beispiel
keineswegs die Relation zwischen klassischer und relationaler Entscheidungstheorie kl�art.
Eine solche Diskussion erfolgt erst in Abschnitt 5.

4.4 Beispiel Es sei AL eine endliche Menge von Alternativen und C eine endliche Men-

ge von Konsequenzen. Es sei ferner ein mehrwertiges Kriterium C 2 F(C) gegeben. Wir

betrachten Entscheidungsmodelle der Form D = (AL; C; C; F; I). Dabei gehen wir von ver-

schiedenen Klassen von Information �uber die Beziehung zwischen Alternativen und Kon-

sequenzen aus. Die Bezeichnungen dieser Klassen orientieren sich an den entsprechenden

Begri�en der klassischen Entscheidungstheorie (vgl. u.a. [Laux '95, S. XIX]).

(i) Entscheidung bei Sicherheit

Eine Entscheidung bei Sicherheit liegt vor, wenn jeder Alternative eindeutig eine Kon-

sequenz zugeordnet werden kann, d. h. f�ur alle a 2 AL existiert ein ca 2 C, so da�

gilt: F [a] = fcag.
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Nach De�nition 3.7 ist dann f�ur a 2 AL stets I(F [a]; C) = I(fcag; C) = C(ca), und

zwar unabh�angig von der Wahl des Inklusionsma�es I.

F�ur jede fuzzy-eÆziente L�osung a� 2 AL gilt:

I(F [a�]; C) = sup
a2AL

C(ca)

Folglich existiert keine Alternative a0 2 AL, die zu einer Konsequenz h�oherer Qualit�at

f�uhrt als eine fuzzy-eÆziente L�osung a�.

(ii) Entscheidung bei Risiko

Eine Entscheidung bei Risiko liegt vor, wenn die Relation zwischen Alternativen und

Konsequenzen durch Wahrscheinlichkeitsma�e beschrieben werden kann. Jeder Alter-

native a 2 AL wird dabei ein Wahrscheinlichkeitsma� pa : }(C) �! [0; 1] zugeordnet,

welches die Wahrscheinlichkeit des Eintretens der Konsequenzen bei der Wahl von a

angibt.

In diesem Fall sei die mehrwertige Konsequenzenfunktion gegeben durch:

F : AL �! F(C) a 7�! F [a] mit F [a](c) = pa(fcg) f�ur alle c 2 C.

Dann gilt nach Satz 3.48 f�ur alle A 2 }(C): pa(A) = IP (F [a]; A). Die Wahrscheinlich-

keitsma�e pa k�onnen so durch das Inklusionsma� IP sowie die oben de�nierte Konse-

quenzenfunktion F repr�asentiert werden.

Nach den Ausf�uhrungen des Abschnitts 3.4 l�a�t sich der Wert von IP (F [a]; C) auch

als Wahrheitswert der Aussage

"
die Wahl von a f�uhrt wahrscheinlich zu einer optimalen Konsequenz\

in einer Sprache der Klasse MS interpretieren. In diesem Fall sind diejenigen Alter-

nativen fuzzy-eÆzienten, die den Wahrheitswert dieser Aussage maximieren, die also

am
"

wahrscheinlichsten\ zu optimalen Konsequenzen f�uhren.

(iii) Entscheidung bei Unsicherheit

In der klassischen Theorie spricht man von einer Entscheidung bei Unsicherheit, wenn

keine Entscheidung bei Sicherheit oder bei Risiko vorliegt, wenn also die Relation

zwischen Alternativen und Konsequenzen weder exakt noch stochastisch beschrieben

werden kann. Die Ausf�uhrungen des Abschnitts 3.4 haben gezeigt, da� damit die Art

der vorhandenen Information keineswegs eindeutig bestimmt ist. Tats�achlich existie-

ren auch in der klassischen Theorie unterschiedliche Ans�atze zur Darstellung von

Entscheidungsproblemen unter Unsicherheit. Wir geben zun�achst an, wie sich die ent-

sprechenden klassischen Konzepte im relationalen Entscheidungsmodell repr�asentieren

lassen. Anschlie�end gehen wir auf einen Ansatz aus der Fuzzy-Set-Theory ein, der

sich ebenfalls zur Beschreibung von Entscheidungen bei Unsicherheit eignet.

(a) Ansatz von Laplace

Der Grundgedanke des auf Laplace [Laplace 1825] zur�uckgehenden Ansatzes ist

es, bei Entscheidungen unter Unsicherheit eine Gleichverteilung aller in Frage

kommenden Konsequenzen anzunehmen.

Dieser Fall kann daher wie in (ii) durch die Wahl des Inklusionsma�es IP dar-

gestellt werden.
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(b) Ansatz von Wald

Die von Wald [Wald '50] vorgeschlagene Methode wird auch als Maximin-Regel

oder Minimax-Regel [Laux '95, S. 116] bezeichnet. Eine Alternative wird bei die-

sem Ansatz durch die Qualit�at ihrer ung�unstigsten in Frage kommenden Konse-

quenz bewertet.

Um das Konzept Wald's im Rahmen des relationalen Modells abzubilden, nehmen

wir zun�achst an, da� das Bild der Konsequenzenfunktion F stets eine klassische

Menge ist, d. h. es ist Im(F ) � K(C). Insbesondere ist F [a] dann f�ur alle a 2 AL

normal (d. h. hgt(F [a]) = 1).

Die Maximin-Regel kann unter dieser Voraussetzung mittels des Inklusionsma�es

IcM dargestellt werden. Dabei setzen wir eine beliebige Involution n voraus. Es ist

f�ur alle a 2 AL:

IcM(F [a]; C) = n( sup
c2supp(F [a])

n(C(c))) = inf
c2supp(F [a])

C(c)

Jeder Alternative wird so die Qualit�at ihrer ung�unstigsten realistischen Konse-

quenz zugewiesen. Dies entspricht o�enkundig dem Ansatz von Wald.

Die Ausf�uhrungen des Abschnitts 3.4 gestatten uns eine weitergehende Interpreta-

tion des Wald'schen Ansatzes. Wie dort dargelegt, kann der Wert von IcM(F [a]; C)
als Notwendigkeit daf�ur interpretiert werden, da� die Wahl von a zu einer opti-

malen Konsequenz f�uhrt. Der Wert von IcM(F [a]; C) l�a�t sich als Wahrheitswert

der Aussage

"
die Wahl von a f�uhrt notwendig zu einer optimalen Konsequenz\

interpretieren. Fuzzy-eÆzient sind bei diesem Ansatz solche Alternativen, welche

"
notwendig\ zu der besten Konsequenz f�uhren.

(c) Ansatz von Hurwicz

Ein Ansatz, der eng mit dem Wald'schen Konzept verwandt ist, geht auf Hurwicz

[Hurwicz '51] zur�uck. Neben der Maximin-Regel emp�ehlt er die Ber�ucksichtigung

der sog. Maximax-Regel [French '86, S. 37]. Diese ordnet jeder Alternative die die

maximal erwartende Qualit�at zu. Hurwicz schl�agt vor, zur Bewertung der Optima-

lit�at der Alternativen eine Konvexkombination aus Maximin- und Maximax-Regel

zu verwenden.

Wie schon bei Wald kann auch hier davon ausgegangen werden, da� das Bild der

Konsequenzenfunktion F stets eine klassische Menge ist. Die Maximax-Regel l�a�t

sich dann durch das Inklusionsma� IM repr�asentieren. Es ist f�ur alle a 2 AL:

IM(F [a]; C) = sup
c2supp(F [a])

C(c) ;

Dieses entspricht der oben genannten Maximax-Regel.

Die Konvexkombination von Maximin- und Maximax-Regel ist f�ur alle a 2 AL

durch das Inklusionsma� IM
 I
c
M darstellbar (vgl. Satz 3.22). Es ist f�ur 
 2 [0; 1]:

IM
 I
c
M(F [a]; C) = 
IM(F [a]; C) + (1� 
)IcM(F [a]; C)

Dies entspricht dem Ansatz von Hurwicz.
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Auch hier gestatten die �Uberlegungen des Abschnittes 3.4 eine weitergehende In-

terpretation des klassischen Ansatzes. Der Wert von IM(F [a]; C) kann im rela-

tionalen Modell als Ma� f�ur die M�oglichkeit daf�ur interpretiert werden, da� die

Wahl der Alternative a zu einer optimalen Konsequenz f�uhrt. Er beschreibt den

Wahrheitswert der Aussage

"
die Wahl von a f�uhrt m�oglicherweise zu einer optimalen Konsequenz\.

Die von Hurwicz vorgeschlagene Konvexkombination der Maximin- und der

Maximax-Regel f�uhrt so im relationalen Modell zu einer Gewichtung zwischen

der M�oglichkeit und der Notwendigkeit der Optimalit�at der Alternativen.

(d) Durchschnittserfolg / Mittelwert

Ein weiteres g�angiges Konzept zur Beurteilung der Qualit�at von Alternativen ist

es, den Mittelwert der Qualit�at der realistischen Konsequenzen (den sog. Durch-

schnittserfolg [Laux '95, S. 151]) zu betrachten.

Da auch hier keine graduelle Bewertung der Realisierungschancen der Konsequen-

zen verwendet wird, setzen wir voraus, da� die Bilder der Konsequenzenfunktion

F stets klassische Mengen sind. Die mittlere Qualit�at der Konsequenzen einer

Alternative a 2 AL l�a�t sich dann durch das Inklusionsma� IP darstellen. F�ur

a 2 AL sei �a := jF [a]j 2 N die M�achtigkeit der Menge F [a]. Dann gilt

IP (F [a]; C) =
jF [a] \ Cj

jF [a]j

=
1

�a

X
c2supp(F [a])

C(c)

Dies entspricht dem Mittelwert der Zugeh�origkeitswerte von C bezogen auf die

durch F [a] repr�asentierten realistischen Konsequenzen.

Eine Interpretation von IP haben wir bereits in (a) und (ii) gegeben, so da� wir

an dieser Stelle darauf verzichten.

(e) Ansatz von Rommelfanger

W�ahrend die Methoden (a) bis (d) klassischen Konzepten entlehnt sind, ent-

stammt der Ansatz von Rommelfanger [Rommelfanger '94] der Fuzzy-Set-Theory.

Voraussetzung f�ur diesen Ansatz ist die Existenz einer vollst�andigen Ordnung auf

der Menge der Konsequenzen C. Zudem soll f�ur jedes a 2 AL das Bild der Kon-

sequenzenfunktion F eine normalisierte Relation sein, d. h. es ist f�ur a 2 AL

stets hgt(F [a]) = 1.

Nimmt man beispielsweise C � R an, so kann der Rommelfanger'sche An-

satz durch das Inklusionsma� Iu im relationalen Modell dargestellt werden. In

Abh�angigkeit von der entsprechenden Anwendung de�niert man dann den cha-

rakteristischen Punkt u von F [a] als

u
(1)

F [a]
= inffx 2 R; x 2 ker(F [a])g

oder

u
(2)

F [a] = supfx 2 R; x 2 ker(F [a])g

Es ergibt sich dann

Iu(F [a]; C) = C(u
(i)

F [a]);
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mit i = 1 oder i = 2. Das relationale Entscheidungsmodell ist mit dieser Mo-

dellbildung mit dem Rommelfanger'schen Ansatz identisch . Das Konzept des re-

lationalen Entscheidungsmodells stellt insofern eine Verallgemeinerung des Ent-

scheidungsmodells von Rommelfanger dar (vgl. auch Abschnitt 4.4).

O�enbar decken die oben aufgef�uhrten Ans�atze nur einen Teil der M�oglichkeiten zur Modell-
bildung ab, die durch das relationale Modell geben werden. Insbesondere die abgeleiteten
Inklusionsma�e (vgl. Abschnitt 3.3), die verschiedenen Erweiterungen der Fuzzy-Ma�e durch
Inklusionen (vgl. Abschnitt 3.5) sowie das Kartesische Produkt von Inklusionsma�en bieten
hier einen weiten Spielraum f�ur die mathematische Modellbildung.

4.3 Das Kartesische Produkt von relationalen Ent-

scheidungsmodellen

Wir beginnen mit der Einf�uhrung des Kartesischen Produkts von relationalen Entschei-
dungsmodellen.

4.5 De�nition Es sei AL eine Menge von Alternativen sowie t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine

nullteilerfreie t-Norm. Die Abbildung


t : D(AL)
2
�! D(AL) (D1;D2) 7�! (AL; C1 � C2; C1 
t C2; F1 
t F2; I1 
t I2)

hei�t das Kartesische Produkt von D1 und D2.

Dabei sei F1 
t F2 : AL �! F(C1)
t F(C2) a 7�! F1[a]
tF2[a].

Das Kartesische Produkt weist einfache algebraische Eigenschaften auf, die wir zun�achst
darstellen.

4.6 Lemma Es sei AL eine Menge von Alternativen und t : [0; 1]2 7�! [0; 1] eine null-

teilerfreie t-Norm. F�ur Entscheidungsmodelle D1;D2;D3 2 D(AL) gilt:

(i) D1 
t D2 = D2 
t D1 (Kommutativit�at)

(ii) (D1 
t D2)
t D3 = D1 
t (D2 
t D3) (Assoziativit�at)

Dabei legen die Klammern die Reihenfolge der Anwendung fest.

Beweis: Die Behautungen folgen unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften der
verwendeten Kartesischen Produkte.

4.7 Bemerkung

(i) Aus Lemma 4.6 folgt, da� f�ur jede Menge von Alternativen AL und jede nullteilerfreie

t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1] das Tupel (D(AL);
t) eine kommutative Halbgruppe ist.

Die Halbgruppe (D(AL);
t) besitzt kein neutrales Element.
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(ii) Da das Kartesische Produkt von relationalen Entscheidungsmodellen assoziativ ist,

verzichten wir bei der Verkn�upfung von mehreren Entscheidungsmodellen gelegentlich

auf die Klammern, um so eine gr�o�ere �Ubersichtlichkeit zu erhalten. Es gilt in diesem

Sinne f�ur D1; : : : ;D� 2 D(AL):

D1 
t D2 
t : : :
t D��1 
t D� := (((D1 
t D2)
t : : :
t D��1)
t D�)

Mit Hilfe des Kartesischen Produkts k�onnen Entscheidungsprobleme mit mehreren Kriterien
abgebildet werden. Es sei dazu ein Entscheidungsproblem mit � 2 N Kriterien gegeben. Die
Menge der Alternativen sei AL. Wir nehmen an, da� f�ur jedes Kriterium i mit i 2 f1; : : : ; �g
ein relationales Modell Di 2 D(AL) angegeben werden kann, welches das entsprechende
Kriterium repr�asentiert. In dem relationalen Modell D 2 D(AL) mit

D := D1 
t : : :
t D�

werden dann alle Kriterien des vorliegenden Entscheidungsproblems abgebildet. Dabei sei
t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine nullteilerfreie t-Norm. Dieses Modell wird in der relationalen Ent-
scheidungstheorie als das Entscheidungsmodell verstanden, welches das zugrunde liegende
multikriterielle Entscheidungsproblem modelliert. Bei der Modellbildung mu� dabei formal
nicht zwischen Zielen und Restriktionen des Entscheidungsproblems unterschieden werden.

Wir wollen dieses Konzept der Modellbildung von multikriteriellen Entscheidungsproblemen
im weiteren n�aher untersuchen. Dabei wird unter anderem aufgezeigt, da� das Kartesische
Produkt von relationalen Modellen in den Sprachen der Klasse MS als Konjunktion von
mehrwertigen Aussagen verstanden werden kann. Dies macht den Ansatz insgesamt plausibel
und vereinfacht seine Anwendung. Wir f�uhren zu diesem Zweck zun�achst den Begri� der
mehrwertigen Entscheidung ein.

4.8 De�nition Es sei AL eine Menge von Alternativen. Ferner sei ein relationales

Entscheidungsmodell D = (AL; C; C; F; I) 2 D(AL) gegeben. Die mehrwertige Relation

DD 2 F(AL), mit

DD(a) := I(F [a]; C) f�ur alle a 2 AL

hei�t die mehrwertige Entscheidung des Entscheidungsmodells D.

Wir erl�autern die Begri�sbildung.

4.9 Bemerkung

(i) Der Begri� der mehrwertigen Entscheidung lehnt sich an den von Bellman und Zadeh

[Bellman '70] eingef�uhrten Terminus der Fuzzy-Entscheidung (engl.: fuzzy decision)

an (vgl. auch Abschnitt 4.4).

(ii) Es sei AL eine Menge von Alternativen. Eine mehrwertige Entscheidung DD 2 F(AL)
eines Entscheidungsmodells D 2 D(AL) l�a�t sich als Darstellung der mehrwertigen

Aussage

"
a ist eine optimale Alternative des Modells D\
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verstehen. Jede fuzzy-eÆziente Alternative eines relationalen Entscheidungsmodells

maximiert den Wahrheitswert dieser Aussage.

(iii) Die L�osung eines relationalen Entscheidungsmodells D 2 D(AL) l�a�t sich vollst�andig

durch die zugeh�orige mehrwertige Entscheidung DD 2 F(AL) bestimmen. Es ist a�

genau dann eine fuzzy-eÆziente L�osung von D, wenn DD(a
�) = supa2ALDD(a) gilt.

Jedem relationalen Entscheidungsmodell kann eine mehrwertige Entscheidung zugeordnet
werden. Dar�uber hinaus zeigt sich, da� die Verkn�upfung von relationalen Modellen durch
das Kartesische Produkt mit einer entsprechenden Verkn�upfung der mehrwertigen Entschei-
dungen identi�ziert werden kann. Dies ist der Gegenstand des folgenden Homomorphiesatzes
von relationalen Entscheidungsmodellen.

4.10 Satz - Homomorphiesatz von relationalen Entscheidungsmodellen

Es sei AL eine Menge von Alternativen und � = (t; n; [0; 1]) ein Wahrheitsraum. Die t-

Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1] sei nullteilerfrei. Wir betrachten ferner ein � -Relationensystem

der Gestalt (F(AL);\;[; c). Unter diesen Voraussetzungen de�niert die Abbildung

� : D(AL) �! F(AL) D 7�! DD

einen Halbgruppen-Epimorphismus der Halbgruppen (D(AL);
t) und (F(AL);\).

Beweis: Es seien � = (t; n; [0; 1]) und (F(AL);\;[; c) wie oben gegeben. Wir betrachten
die relationalen Entscheidungsmodelle D1;D2 2 D(AL).

Es seien D1 := (AL; C1; C1; F1; I1) und D2 := (AL; C2; C2; F2; I2). Ferner sei

�(D1 
t D2) := DD1
tD2

Dann gilt f�ur alle a 2 AL:

DD1
tD2
(a) = I1 
t I2(F1[a]
tF2[a]; C1 
t C2)

= t(I1(F1[a]; C1); I2(F2[a]; C2))

= t(DD1
(a); DD2

(a))

Da wir das � -Relationensystem (F(AL);\;[; c) betrachten, erhalten wir

�(D1 
t D2) = DD1
\DD2

= �(D1) \�(D2)

Also ist � ein Halbgruppen-Homomorphismus.

Wir weisen nach, da� � ein Epimorphismus, also surjektiv, ist. F�ur P 2 F(AL) ist

DP = (AL;AL; P; F; I) 2 D(AL)

ein relationales Entscheidungsmodell. Dabei sei F : AL �! F(AL) a 7�! fag und I ein
beliebiges Inklusionsma�. Es ist f�ur alle a 2 AL

DDP
(a) = I(fag; P ) = P (a)

Also ist DDP
= P und wir erhalten �(DP ) = P . Somit ist � surjektiv und daher ein

Epimorphismus.
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Wir wollen die Konsequenzen des Satzes 4.10 f�ur die Modellierung von multikriteriellen
Entscheidungsproblemen n�aher untersuchen.

4.11 Bemerkung Es sei AL eine Menge von Alternativen und � = (t; n; [0; 1]) ein Wahr-

heitsraum mit einer nullteilerfreien t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1]. Ferner sei (F(AL);\;[; c)
ein � -Relationensystem. Wir betrachten die Entscheidungsmodelle D1; : : : ;D� 2 D(AL) und

de�nieren

D := D1 
t : : :
t D�

Nach Satz 4.10 gilt f�ur die mehrwertige Entscheidung DD von D:

DD = (((DD1
\DD2

) \ : : : \DD��1) \DD� )

F�ur jede � -Interpretation I� = (k�k;S) der mehrwertigen Entscheidungen DD; DD1
; : : : ; DD�

folgt nach De�nition 2.10:

k bDD qk = k ((( bDD1
q ^ bDD2

q) ^ : : : ^ bDD��1
q) ^ bDD�q) k

Dabei bezeichnet q 2 A ein beliebiges Variablen- oder Konstantensymbol. Wie �ublich sei

ferner bDD; bDDi
2 A mit S(bDD) = DD und S(bDDi

) = DDi
f�ur i = 1; : : : ; �.

In jeder � -Interpretation der mehrwertigen Entscheidungen DD; DD1
; : : : ; DD� stimmt also

der Wahrheitswert des Ausdrucks bDD q mit einer Konjunktion der Ausdr�ucke bDDi
q f�ur i =

1; : : : ; � �uberein. Das Kartesische Produkt der Entscheidungsmodelle entspricht also in der

durch � beschriebenen mehrwertigen Sprache einer ,und'-Verkn�upfung der entsprechenden

Teilaussagen.

In Bemerkung 4.9 haben wir darauf hingewiesen, da� sich f�ur alle a 2 AL und i = 1; : : : ; �
die mehrwertige Entscheidung DDi

des Modells Di als die mehrwertige Aussage

"
a ist eine optimale Alternative des Modells Di\

verstehen l�a�t.

Nach den obigen �Uberlegungen entspricht die mehrwertige Entscheidung DD von D f�ur jedes

a 2 AL in der durch � bestimmten Sprache der Aussage

"
a ist eine optimale Alternative bez�uglich D1

und a ist eine optimale Alternative bez�uglich D2

...
...

...

und a ist eine optimale Alternative bez�uglich D�\.

Jede fuzzy-eÆziente L�osung a� von D maximiert den Wahrheitswert dieser Aussage.

Nehmen wir nun an, da� durch die Entscheidungsmodelle D1; : : :D� die � verschiedenen

Kriterien eines Entscheidungsproblems mit mehreren Kriterien dargestellt werden, so ist

eine m�ogliche Interpretation der entstehenden mehrwertigen Entscheidung DD f�ur alle a 2

AL:

"
a ist eine optimale Alternative bez�uglich des 1-ten Kriteriums

und a ist eine optimale Alternative bez�uglich des 2-ten Kriteriums
...

...
...

und a ist eine optimale Alternative bez�uglich des �-ten Kriteriums\.
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Abbildung 4.2: Mehrwertige Entscheidungen

Diese Interpretation des Homomorphiesatzes zeigt, da� ein relationales Entscheidungsmodell

in sehr einfacher und naheliegender Weise die intuitive Vorstellung von Entscheidung mit

mehreren Kriterien abbildet.

In Abschnitt 5.4 wird ein ausf�uhrliches Beispiel f�ur die Modellbildung von multikriteriellen
Entscheidungsproblemen in der relationalen Entscheidungstheorie angegeben. Wir geben
daher an dieser Stelle lediglich ein sehr einfaches Beispiel f�ur ein multikriterielles Entschei-
dungsproblem an.

4.12 Beispiel Es sei [a; b] � R eine Menge von Alternativen. Wir nehmen an, da� Ent-

scheidungsmodelle D1;D2 2 D([a; b]) derart gegeben seien, da� f�ur alle x 2 [a; b] gilt:

DD1
(x) =

x� a

b� a
DD2

(x) =
b� x

b� a

Wir betrachten das Entscheidungsmodell D1
tA D2. Dabei sei tA das Algebraische Produkt.

Nach dem Homomorphiesatz 4.10 gilt dann f�ur alle x 2 [a; b]:

DD1
tA
D2
(x) = DD1

(x) �DD2
(x) =

(x� a)(b� x)

(b� a)2

Die eindeutige fuzzy-eÆziente L�osung x� 2 [a; b] des Entscheidungsmodells D1
tAD2 ist die

Alternative x� = 1
2
(b+a). Es ist DD1
tA

D2
(x�) = 1

4
. In Abbildung 4.2 sind zur Verdeutlichung

die Graphen der mehrwertigen Entscheidungen von D1, D2 und D1 
tA D2 aufgetragen.

4.4 Symmetrische Entscheidungsmodelle

In dem folgenden Abschnitt soll als eine Anwendung des Homomorphiesatzes 4.10 gezeigt
werden, da� sich das symmetrische Entscheidungsmodell nach Bellman und Zadeh sowie
seine Erweiterungen von Zimmermann und Rommelfanger in den Rahmen der relationalen
Entscheidungstheorie einbetten lassen. Dabei verfolgen wir bei der Diskussion zwei Zielset-
zungen. Erstens soll das Konzept der Darstellung von Entscheidungsproblemen mit meh-
reren Kriterien weiter illustriert werden. Zum zweiten werden wir die relationale Entschei-
dungstheorie gegen�uber dem Konzept der symmetrischen abgrenzen und Parallelen und
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Unterschiede verdeutlichen. So werden wir insbesondere nachweisen, da� eine bestimmte
Klasse von relationalen Entscheidungsmodellen isomorph zur Menge aller symmetrischen
Entscheidungsmodelle ist. Wir beschreiben zun�achst den Bellman-Zadeh'schen Ansatz des
symmetrischen Entscheidungsmodells.

Es sei AL eine Menge von Alternativen. Der Grundgedanke des symmetrischen Ansatzes zur
Entscheidungstheorie ist, die Restriktionen eines gegebenen Entscheidungsproblems durch
Fuzzy-Mengen Ci 2 F(AL) f�ur i = 1; : : : ; � und die Ziele durch Fuzzy-Mengen Gj 2

F(AL) f�ur j = 1; : : : ; � abzubilden. Die Modellierung der Fuzzy-Mengen entspricht dabei
den Vorgaben (C1)-(C3) (vgl. Seite 108), die wir f�ur mehrwertige Kriterien aufgestellt haben.

Die Fuzzy-Menge D 2 F(AL) mit

D := ((((C1 \ C2) \ : : : \ C��1) \ C�) \ (((G1 \G2) \ : : : \G��1) \G�))

wird die Fuzzy-Entscheidung (engl.: fuzzy decision) des Entscheidungsmodells genannt. Da-
bei ist \ der mehrwertige Durchschnitt eines geeigneten � -Relationensystems.

Als optimale L�osung werden die a� 2 AL betrachtet, f�ur die gilt:

D(a�) = sup
a2AL

D(a)

Wegen der identischen Modellbildung von Restriktionen und Zielen wird dieser Ansatz zur
Optimierung als symmetrisches Entscheidungsmodell bezeichnet.

Nach Satz 4.10 l�a�t sich o�enbar jedes relationale Entscheidungsmodell auf ein symme-
trisches Modell abbilden. Umgekehrt l�a�t sich jede Fuzzy-Menge P 2 F(AL) mit einem
Entscheidungsmodell (AL;AL; P; F [a]; I) 2 D(AL) identi�zieren. Dabei ist I beliebig und
F : AL �! F(AL) a 7�! fag (vgl. den Beweis zu Satz 4.10). Daher k�onnen alle Restrik-
tionen Ci und ZieleGj eines symmetrischen Modells durch relationale Entscheidungsmodelle

DCi
= (AL;AL; Ci; F [a]; I) 2 D(AL)

beziehungsweise
DGj

= (AL;AL; Gj; F [a]; I) 2 D(AL)

f�ur i = 1; : : : ; � und j = 1; : : : ; � dargestellt werden. Ist nun

D := (DC1

t : : :
t DC� )
t (DG1


t : : :
t DG�)

so gilt nach dem Homomorphiesatz 4.10:

DD = ((((C1 \ C2) \ : : : \ C��1) \ C�) \ (((G1 \G2) \ : : : \G��1) \G�))

Daher ist DD gleich der Fuzzy-Entscheidung des entsprechenden symmetrischen Entschei-
dungsmodells. Insbesondere stimmen die fuzzy-eÆzienten beziehungsweise die optimalen
L�osungen beider Ans�atze �uberein.

Die obigen �Uberlegungen zeigen, da� sich die Menge aller symmetrischen Entscheidungsmo-
delle �uber einer Menge von Alternativen AL bijektiv auf eine echte Teilmenge von D(AL)
abbilden l�a�t. In diesem Sinne kann das relationale Entscheidungsmodell als Erweiterung
des symmetrischen Entscheidungsmodells verstanden werden. Allerdings gibt es wesentli-
che inhaltliche und konzeptionelle Unterschiede. So erlaubt es das symmetrische Modell
in seiner urspr�unglichen Form nicht, unvollst�andige Information bei der Modellbildung zu
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ber�ucksichtigen. Zudem ist es die Grundidee des symmetrischen Ansatzes, Kriterien durch
mehrwertige Mengen und deren Verkn�upfungen darzustellen. Hingegen sind mehrwertige
Inklusionsma�e und das Kartesische Produkt von relationalen Modellen zentrale Elemente
der relationalen Entscheidungstheorie. Sie lassen sich zwar nach Satz 4.10 homomorph auf
Mengenverkn�upfungen abbilden, sind jedoch nicht mit diesen identisch. �Ahnlich werden wir
in Abschnitt 5 zeigen, da� auch gewisse Mengen von klassischen Entscheidungsmodellen
ihre Entsprechung in der relationalen Entscheidungstheorie �nden. Daher sollte die relatio-
nale Entscheidungstheorie als ein eigenst�andiger Ansatz zur mathematischen Beschreibung
von Entscheidungsproblemen verstanden werden, in dessen Rahmen Entscheidungsmodelle
beschrieben werden k�onnen, die homomorph zum symmetrischen Ansatz sind.

Wir weisen zum Abschlu� nach, wie sich die oben genannten Erweiterungen des symme-
trischen Entscheidungsmodells nach Zimmermann und Rommelfanger im Rahmen des re-
lationalen Modells abbilden lassen. Da beiden Ans�atzen das symmetrische Entscheidungs-
modell zugrunde liegt und wir dieses bereits oben betrachtet haben, verzichten wir auf
eine ausf�uhrliche Diskussion und geben im folgenden jeweils ein homomorphes relationales
Entscheidungsmodell an.

Wir betrachten zun�achst den Zimmermann'schen Ansatz. F�ur b; d 2 R mit d > 0 sei die
mehrwertige Relation P b;d

L 2 F(R) mit

P
b;d

L (x) =

8><
>:

1 x � b
�x+(b+d)

d
b < x � b + d

0 b + d < x

gegeben (vgl. auch Abschnitt 2.4).

Ferner sei f�ur eine Abbildung f : R� �! R die mehrwertige Abbildung

Ff : R
�
�! F(R) x 7�! ff(x)g

de�niert.

Mit diesen Vorgaben l�a�t sich jede Restriktion und jedes Ziel eines Zimmermann'schen
Entscheidungsmodells durch relationale Modelle der Form

Di = (R� ;R; P bi ;di
L ; Ffi; I)

mit bi; di 2 R, di > 0 und fi : R
� �! R f�ur i = 1; : : : ; � darstellen. Dabei werden alle

Abbildungen als linear vorausgesetzt und die Parameter di und bi f�ur i = 1; : : : ; � derart
bestimmt, da� f�ur das vorliegende Entscheidungsproblem die Bedingungen (C1)-(C3) erf�ullt
sind.

Das relationale Gesamtmodell wird de�niert durch

D := D1 
tmin
: : :
tmin

D�

Dabei sei tmin : [0; 1]2 �! [0; 1] der Minimum-Operator. Dieses Modell entspricht einem
Entscheidungsmodell nach Zimmermann (vgl. u. a. [Zimmermann '75, Zimmermann '76],
[Lai '92, 95 f.] bzw. [Rommelfanger '94, S. 170 f.]).

Der Ansatz von Rommelfanger ist die einzige bisher bekannte Erweiterung des symmetri-
schen Entscheidungsmodells, in der eine Klasse von ungenauer Information ber�ucksichtigt
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werden kann. Wir haben darauf bereits in Beispiel 4.4 (iii.e) hingewiesen. Wir beschreiben
auch hier, wie sich ein Entscheidungsmodell nach Rommelfanger im Rahmen des relationalen
Ansatzes darstellen l�a�t.

Zu diesem Zweck sei R� eine Menge von Alternativen. Alle Kriterien eines Entscheidungs-
problems sollen bez�uglich der Menge von Konsequenzen R dargestellt werden. F�ur jedes der
� Kriterien der Entscheidung sei dann Ci 2 F(R) f�ur i = 1; : : : ; � ein mehrwertiges Krite-
rium. Ferner seien Fi : R

� �! F(R) f�ur i = 1; : : : ; � mehrwertige Konsequenzenfunktionen
derart, da� die Bilder von Fi stets normalisiert sind, d. h. f�ur alle x 2 R und i = 1; : : : ; �
ist hgt(Fi(x)) = 1.

Wir betrachten das Inklusionsma� Iu. Von der entsprechenden Anwendung abh�angig de�-
niert man den charakteristischen Punkt von Fi[x] f�ur alle x 2 R

� durch

u
(1)

Fi[x]
= inffy 2 R; y 2 ker(Fi[x])g

oder
u
(2)

Fi[x]
= supfy 2 R; y 2 ker(Fi[x])g

(vgl. Beispiel 4.4) f�ur i = 1; : : : ; �.

Wir de�nieren die relationalen Entscheidungsmodelle

Di = (R� ;R; Ci ; Fi; Iu)

f�ur i = 1; : : : ; �.

Das Entscheidungsmodell
D = D1 
tmin

: : :
tmin
D�

entspricht dann einem Entscheidungsmodell nach Rommelfanger.

Zusammenfassend l�a�t sich feststellen, da� alle g�angigen Verallgemeinerungen des symme-
trischen Entscheidungsmodells im Rahmen der relationalen Entscheidungstheorie dargestellt
werden k�onnen. Allerdings wurde bereits in Beispiel 4.4 angedeutet, da� die relationale Theo-
rie weitere M�oglichkeiten zur Modellbildung bietet. Zu diesen existieren im symmetrischen
Ansatz keine Entsprechung.

Neben dem symmetrischen Ansatz sind verschiedene weitere Methoden zur Darstellung von
Entscheidungsproblemen in der Fuzzy-Set-Theory bekannt. Hierzu geh�ort beispielsweise die
Klasse der Modelle, die auf dem Konzept von erweiterten Kleiner-Gleich-Relationen beru-
hen (vgl. [Lai '92, S. 187 �.] und [Rommelfanger '94, S. 218 �.]). Diese lassen sich nicht in
die relationale Entscheidungstheorie integrieren und wir haben sie daher in dieser Arbeit
nicht betrachtet. Ohnehin erscheinen uns viele dieser Ans�atze auf spezi�sche Anwendungs-
situationen ausgerichtet zu sein und es ist zweifelhaft, ob sie in allgemeinen Situationen zu
plausiblen Modellbildungen f�uhren.
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4.5 �Aquivalenz und Isomorphie von relationalen Ent-

scheidungsmodellen

Mit dem Kartesischen Produkt von relationalen Entscheidungsmodellen lassen sich Ent-
scheidungsmodelle mit mehreren Kriterien im Rahmen der relationalen Entscheidungstheo-
rie abbilden. Liegt etwa ein Entscheidungsproblem mit � Kriterien vor, so kann dieses nach
den �Uberlegungen des Abschnitts 4.3 durch ein Modell der Form

D := D1 
t : : :
t D�

abgebildet werden. Dabei repr�asentiert jedes Entscheidungsmodell Di f�ur i = 1; : : : ; � ein
Kriterium des Entscheidungsproblems.

Die L�osung eines solchen relationalen Entscheidungsmodells h�angt von mehreren Parame-
tern ab. Dies sind zum einen die Entscheidungsmodelle Di mit i = 1; : : : ; �, deren Festlegung
Ein
u� auf die mehrwertige L�osung von D und damit auf die Menge der fuzzy-eÆzienten
L�osungen hat. Hier ist denkbar, solche Modelle zu klassi�zieren, die vergleichbaren Ein
u�
auf die Modellbildung haben.

Ein zweiter wesentlicher Parameter der Entscheidung ist die Art der t-Norm, die zur De-
�nition des Kartesischen Produkts verwendet wird. Hier stellt sich Frage, ob verschiedene
t-Normen unterschiedliche Entscheidungen hervorrufen und ob umgekehrt die Verkn�upfung
von unterschiedlichen Klassen von Entscheidungsmodellen mit verschiedenen t-Normen nicht
dennoch zu vergleichbaren Gesamtmodellen f�uhrt. Als Motivation k�onnen die Ausf�uhrungen
des Abschnitts 2.4 dienen, in dem wir bereits ein Beispiel f�ur diese Problemstellung ange-
geben haben.

Die genauere Untersuchung dieser beiden Fragestellungen wird Gegenstand des folgenden
Abschnitts sein. Im Mittelpunkt der �Uberlegungen stehen dabei die Begri�e der �Aquivalenz
und Isomorphie von Entscheidungsmodellen. Beide beschreiben verschiedene Konzepte des
Vergleichs von Entscheidungsmodellen. Sie sind eng mit den entsprechenden Konzepten f�ur
Wahrheitsr�aume und Relationensysteme verwandt.

Wir beginnen mit der Einf�uhrung des Begri�es der �Aquivalenz. �Aquivalente Modelle be-
schreiben die gleiche mehrwertige Entscheidung und besitzen daher stets die gleichen fuzzy-
eÆzienten L�osungen.

4.13 De�nition Es sei AL eine Menge von Alternativen. F�ur D1;D2 2 D(AL) seien ferner

die mehrwertigen Entscheidungen DD1
; DD2

2 F(AL) gegeben. Die Entscheidungsmodelle

D1;D2 2 D(AL) hei�en �aquivalent (in Zeichen: D1 � D2), wenn DD1
= DD2

gilt.

Wir stellen einfache Eigenschaften �aquivalenter Entscheidungsmodelle zusammen, die die
Begri�sbildung verdeutlichen.

4.14 Bemerkung

(i) �Aquivalente Modelle beschreiben stets die gleiche mehrwertige Entscheidung. Daher

besitzen sie insbesondere die gleichen fuzzy-eÆzienten L�osungen.

(ii) Die Relation `�' de�niert eine �Aquivalenzrelation auf D(AL).
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(iii) F�ur D 2 D(AL) bezeichne

D� := fD
0
2 D(AL); D0

� Dg

die �Aquivalenzklasse aller zu D �aquivalenten Entscheidungsmodelle. Die Menge aller

dieser �Aquivalenzklassen sei mit D(AL)j� bezeichnet.

F�ur eine nullteilerfrei t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1] sei ferner die Abbildung



�
t : D(AL)j2� �! D(AL)j� (D1� ;D2�) 7�! (D1 
t D2)�

de�niert. Dann gilt:

(a) Es ist (D(AL)j�;

�
t ) eine kommutative Halbgruppe mit einem neutralen Ele-

ment.

(b) Ist � = (t; n; [0; 1]) ein Wahrheitsraum und (F(AL);\;[; c) ein � -Relationen-

system, so sind die Halbgruppen (D(AL)j�;

�
t ) und (F(AL);\) isomorph.

Beweis: Wir weisen nur (iii) nach. Dabei ist zun�achst klar, da� durch (D(AL)j�;

�
t ) eine

kommutative Halbgruppe de�niert wird. Dies folgt unmittelbar aus der Kommutativit�at
und Assoziativit�at des Kartesischen Produkts der relationalen Entscheidungsmodelle. Es
bleibt die Existenz eines neutralen Elements DE� 2 D(AL)j� nachzuweisen. Wir geben
einen Repr�asentanten dieser �Aquivalenzklasse explizit an.

Zu diesem Zweck sei F : AL �! AL beliebig. Dann ist

DE := (AL;AL;AL; F; I)

ein relationales Entscheidungsmodell. F�ur die mehrwertige Entscheidung DDE 2 F(AL) ist

DDE (a) = I(F [a];AL) = 1

f�ur alle a 2 AL. Daher ist DDE = AL, wobei wir die Menge AL mit ihrer charakteristischen
Funktion identi�zieren. Aus dem Homomorphiesatz 4.10 folgt zusammen mit Lemma 2.15
(v) f�ur alle D 2 D(AL):

DDE
tD = DDE \DD = DD

Hieraus folgt

DE� 

�
t D� = D�

f�ur alle D� 2 D(AL)j�. Also ist DE� das neutrale Element der Halbgruppe (D(AL)j�;

�
t ).

Die Isomorphie der Halbgruppen (D(AL)j�;

�
t ) und (F(AL);\) l�a�t sich wie die Homo-

morphie in Satz 4.10 nachweisen und soll hier nicht gezeigt werden.

Bei speziellen F�allen von Kartesischen Produkten f�uhrt die Verkn�upfung �aquivalenter Mo-
delle wieder zu einem �aquivalenten Gesamtmodell. Solche Verkn�upfungen sollen im folgenden
charakterisiert werden. Zu diesem Zweck f�uhren wir zun�achst den Begri� des Entscheidungs-
systems ein.
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4.15 De�nition Es sei AL eine Menge von Alternativen, S � D(AL) mit S 6= ; und

t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine nullteilerfreie t-Norm. Ferner sei � = (t; n; T ) ein Wahrheitsraum.

Wir de�nieren die Mengen

�S :=
n
D 2 D(AL); 9D1; : : : ;D� 2 S; � 2 N mit D1 
t : : :
t D� = D

o
sowie

S :=
[
D2 �S

Im(DD)

Das Tupel E = (S;
t) hei�t ein � -Entscheidungssystem, wenn gilt S � T .

4.16 Bemerkung Es sei S � D(AL) mit S 6= ;, t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine nullteilerfreie

t-Norm und � = (t; n; T ) ein Wahrheitsraum.

(i) Ist (S;
t) ein � -Entscheidungssystem, so kann jede Komposition von Entscheidungs-

modellen aus S in einer durch � beschriebenen Sprache als Konjunktion logischer Aus-

sagen interpretiert werden (vgl. Abschnitt 4.3).

(ii) Es ist S � �S.

(iii) ( �S;
t) ist eine Unterhalbgruppe der Halbgruppe (D(AL);
t). Man bezeichnet ( �S;
t)
auch als die von S erzeugte Unterhalbgruppe (vgl. [Meyberg '80, S. 41]).

Wir k�onnen nunmehr solche Entscheidungssysteme charakterisieren, die durch Mengen
�aquivalenter Entscheidungsmodelle bestimmt werden und die zudem �uber eine Verkn�upfung
verf�ugen, die diese Eigenschaft erh�alt. Dabei beschr�anken wir unsere Betrachtungen auf
Systeme mit endlichen Mengen von erzeugenden Entscheidungsmodellen.

4.17 De�nition Es sei AL eine Menge von Alternativen. Ferner seien Wahrheitsr�aume

�1 = (t1; n1; T1) und �2 = (t2; n2; T2) sowie ein �1-Entscheidungssystem E1 = (S1;
t1) und

ein �2-Entscheidungssystem E2 = (S1;
t2) gegeben. Es sei S1 = (Di)1�i�� � D(AL) und

S2 = (D0
i)1�i�� � D(AL).

Die Entscheidungssysteme E1 und E2 hei�en �aquivalent (in Zeichen: E1 � E2 ), wenn f�ur

alle � 2 N und i1; : : : ; i� 2 f1; : : : ; �g gilt:

Di1 
t1 : : :
t1 Di� � D
0
i1

t2 : : :
t2 D

0
i�

Wir erl�autern zun�achst die Begri�sbildung der De�nition 4.17.

4.18 Bemerkung Es seien S1 = fD1; : : : ;D�g und S2 = fD
0
1; : : : ;D

0
�g sowie (S1;
t1) �

(S2;
t2).

(i) Dann ist Di � D
0
i f�ur alle i = 1; : : : ; �.

(ii) Die Halbgruppen ( �S1;
t1) und ( �S2;
t2) sind isomorph. Allerdings gibt es Entschei-

dungssysteme deren erzeugte Halbgruppen ebenfalls isomorph sind, ohne da� die Sy-

steme selbst �aquivalent w�aren.
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Der folgende Satz charakterisiert �aquivalente Entscheidungssysteme.

4.19 Satz - �Aquivalenzsatz von Entscheidungssystemen

Es sei AL eine Menge von Alternativen und S1 = (Di)1�i�� � D(AL) eine Menge von

Entscheidungsmodellen. F�ur �1 = (t1; n1; T ) sei E1 = (S1;
t1) ein �1-Entscheidungssystem.

Es seien ferner S2 = (D0
i)1�i�� � D(AL) und �2 = (t2; n2; T ) gegeben.

Ist �1 � �2 und Di � D
0
i f�ur alle i = 1; : : : ; �, so gilt:

(i) Es ist (S2;
t2) ein �2-Entscheidungssystem.

(ii) Es ist E1 � E2.

Beweis: Da �1 � �2 ist, ist nach dem �Aquivalenzsatz 1.34 insbesondere t1jT = t2jT . Da

E1 ein �1-Entscheidungssystem ist, ist daher t1jS1 = t2jS1. Dabei ist S1 wie in De�nition

4.15 de�niert. Wegen des Homomorphiesatz 4.10 gilt somit f�ur alle a 2 AL und i1; : : : ; i� 2

f1; : : : ; �g:

DDi1

t1 :::
t1Di�

(a)

= t1(DDi1
(a); t1(DDi2

(a); : : : ; t1(DDi��1
(a); DDi�

(a))))

= t2(DDi1
(a); t2(DDi2

(a); : : : ; t2(DDi��1
(a); DDi�

(a))))

Nach Voraussetzung ist nun Di � D
0
i f�ur alle i = 1; : : : ; �. Also ist DDi

= DD0i f�ur alle

i = 1; : : : ; �. Es folgt daher weiter:

t2(DDi1
(a); t2(DDi2

(a); : : : ; t2(DDi��1
(a); DDi�

(a))))

= t2(DD0i1
(a); t2(DD0i2

(a); : : : ; t2(DD0i��1
(a); DD0i� (a))))

= DD0i1
t2 :::
t2D
0
i�
(a)

Wir erhalten f�ur alle i1; : : : ; i� 2 f1; : : : ; �g:

DDi1

t1 :::
t1Di�

= DD0i1
t2 :::
t2D
0
i�

Hieraus folgt, da� S1 = S2 gilt. Daher ist E2 ein �2-Entscheidungsystem. Zudem folgt f�ur

alle i1; : : : ; i� 2 f1; : : : ; �g:

Di1 
t1 : : :
t1 Di� � D
0
i1

t2 : : :
t2 D

0
i�

Also ist E1 � E2.

4.20 Beispiel Es sei AL eine Menge von Alternativen.

(i) Es seien �1 = (t1; n1; T ) und �2 = (t2; n2; T ) Wahrheitsr�aume mit �1 � �2. Fer-

ner sei eine endliche Menge von Entscheidungsmodellen S � D(AL) gegeben. Nach

Satz 4.19 ist (S;
t1) genau dann ein �1-Entscheidungssystem, wenn (S;
t2) ein �2-

Entscheidungssystem ist. In diesem Fall gilt f�ur alle D1; : : : ;D� 2 S:

D1 
t1 : : :
t1 D� � D1 
t2 : : :
t2 D�

Die Abbildungen 
t1 und 
t2 sind in diesem Sinne austauschbar.
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(ii) �Aquivalente relationale Entscheidungsmodelle sind bei der Modellierung von Entschei-

dungsproblemen austauschbar. Es sei dazu S � D(AL) eine endliche Menge von

Entscheidungsmodellen. Ferner seien D;D0
2 D(AL) mit D � D

0. Ist dann f�ur

� = (t; n; T ) das System (S [ fDg;
t) ein � -Entscheidungssystem, so ist nach

Satz 4.19 auch das System (S [ fD
0
g;
t) ein � -Entscheidungssystem und es ist

(S [ fDg;
t) � (S [ fD0
g;
t).

Also gilt f�ur alle D1; : : : ;D� 2 S und � 2 N:

D1 
t : : :
t D� 
t D � D1 
t : : :
t D� 
t D
0

Insbesondere stimmen die fuzzy-eÆzienten L�osungen der entsprechenden Entschei-

dungsmodelle stets �uberein.

4.21 Bemerkung Die Bedingung f�ur die �Aquivalenz von Entscheidungssystemen, die wir in

Satz 4.19 formuliert haben, ist hinreichend, aber nicht notwendig. Sind beispielsweise �1 =
(t; n1; T ) und �2 = (t; n2; T ) mit n1jT 6= n2jT gegeben, so ist jedes �1-Entscheidungssystem

auch ein �2-Entscheidungssystem. Allerdings ist nach Satz 1.34 �1 6� �2.

�Aquivalente Modelle beschreiben die gleiche mehrwertige Entscheidung und repr�asentieren
in diesem Sinne vergleichbare relationale Entscheidungsmodelle. Unter dem Blickwinkel der
Entscheidungstheorie erscheint es jedoch sinnvoll, eine zus�atzliche, schw�achere Charakteri-
sierung von Vergleichbarkeit festzulegen. Dabei steht die �Uberlegung im Vordergrund, da�
zwei Entscheidungsmodelle D1 und D2 im Prinzip schon dann vergleichbar sind, wenn eine
Alternative a einer Alternative a0 in D1 genau dann vorzuziehen ist, wenn dies auch im
Modell D2 der Fall ist. Diese �Uberlegung motiviert den Begri� der isomorphen Entschei-
dungsmodelle, den wir im folgenden pr�agen.

4.22 De�nition Es sei AL eine Menge von Alternativen. Zwei Entscheidungsmodelle

D1;D2 2 D(AL) hei�en isomorph (in Zeichen: D1 ' D2), wenn eine monoton steigende,

bijektive Abbildung 
 : [0; 1] �! [0; 1] derart existiert, da� gilt:


 ÆDD1
= DD2

Sind zwei relationale Entscheidungsmodelle D1;D2 2 D(AL) im Sinne der De�nition 4.22
isomorph, so folgt aus den Eigenschaften der Abbildung 
 aus De�nition 4.22:

(i) F�ur alle a; a0 2 AL ist: DD1
(a) > DD1

(a0) , DD2
(a) > DD2

(a0).

(ii) Die Menge der fuzzy-eÆzienten L�osungen beider Modelle sind gleich.

In diesem Sinne sind die Modelle vergleichbar, denn sie f�uhren o�enbar stets zu den gleichen
Entscheidungen.

�Ahnlich wie bei �aquivalenten Entscheidungsmodellen bleibt die Eigenschaft der Isomorphie
von Entscheidungsmodellen bei speziellen Verkn�upfungen der Modelle erhalten. Systeme
solcher Entscheidungsmodelle sollen als isomorph bezeichnet werden.
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4.23 De�nition Es sei AL eine Menge von Alternativen. Ferner seien Wahrheitsr�aume

�1 = (t1; n1; T1) und �2 = (t2; n2; T2) sowie ein �1-Entscheidungssystem E1 = (S1;
t1) und

ein �2-Entscheidungssystem E2 = (S2;
t2) gegeben. Es seien S1 = (Di)1�i�� � D(AL) und

S2 = (D0
i)1�i�� � D(AL).

Die Entscheidungssysteme E1 und E2 hei�en isomorph (in Zeichen: E1 ' E2 ), wenn eine

bijektive und monoton steigende Abbildung 
 : [0; 1] �! [0; 1] derart existiert, da� f�ur alle

� 2 N und i1; : : : ; i� 2 f1; : : : ; �g gilt:


 ÆDDi1

t1 :::
t1Di�

= DD0i1
t2 :::
t2D
0
i�

Die Begri�e der Isomorphie und �Aquivalenz von Entscheidungssystemen besitzen konzep-
tionelle Parallelen.

4.24 Bemerkung Es seien S1 = fD1; : : : ;D�g, S2 = fD
0
1; : : : ;D

0
�g sowie �1 = (t1; n1; T1)

und �2 = (t2; n2; T2) gegeben.

(i) Ist (S1;
t1) � (S2;
t2), so ist (S1;
t1) ' (S2;
t2).

(ii) Ist (S1;
t1) ' (S2;
t2), so ist

Di1 
t1 : : :
t1 Di� ' D
0
i1

t2 : : :
t2 D

0
i�

f�ur alle i1; : : : ; i� 2 f1; : : : ; �g. Insbesondere gilt Di ' D
0
i f�ur alle i = 1; : : : ; �.

(iii) Ist (S1;
t1) ' (S2;
t2), so sind die Halbgruppen ( �S1;
t1) und ( �S2;
t2) isomorph.

Wie schon bei der �Aquivalenz von Entscheidungssystemen ist es auch bei isomorphen
Entscheidungssystemen m�oglich, die Isomorphie auf Eigenschaften der zugrunde liegenden
Wahrheitsr�aume zur�uckzuf�uhren. Dies zeigt der folgende Satz.

4.25 Satz - Isomorphiesatz f�ur Entscheidungssysteme

Es sei AL eine Menge von Alternativen und S1 = (Di)1�i�� � D(AL) eine Menge von

Entscheidungsmodellen. F�ur �1 = (t1; n1; T1) sei E1 = (S1;
t1) ein �1-Entscheidungssystem.

Es seien ferner S2 = (D0
i)1�i�� � D(AL) und �2 = (t2; n2; T ) gegeben.

Ist �1 ' �2, wobei 
 : [0; 1] �! [0; 1] den Isomorphismus de�niert3, und ist zudem DDi
=


 ÆDD0i f�ur alle i = 1; : : : ; �, so gilt:

(i) Es ist E2 = (S2;
t2) ein �2-Entscheidungssystem.

(ii) Es ist E1 ' E2.

3d. h. es gilt: k � k 2 �1 , 
 Æ k � k 2 �2
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Beweis: Nach Voraussetzung ist �1 ' �2 mit k � k 2 �1 , 
 Æ k � k 2 �2.

Nach dem Isomorphiesatz 1.44 von Wahrheitsr�aumen gilt dann f�ur alle a; b 2 T1:

t1(a; b) = 
�1(t2(
(a);
(b)))

n1(a) = 
�1(n2(
(a)))

und
T2 =

[
a2T1

f
(a)g (4.1)

F�ur alle Alternativen a 2 AL und f�ur alle Indizes i1; : : : ; i� 2 f1; : : : ; �g gilt somit:

DDi1

t1 :::
t1Di�

(a)

= t1(DDi1
(a); t1(DDi2

(a); : : : ; t1(DDi��1
(a); DDi�

(a))))

= 
�1(t2(
(DDi1
(a)); t2(
(DDi2

(a)); : : : ; t2(
(DDi��1
(a));
(DDi�

(a))))))

Nach Voraussetzung gilt f�ur alle i = 1; : : : ; �: 
 ÆDDi
= DD0i . Daher folgt weiter:


�1(t2(
(DDi1
(a)); t2(
(DDi2

(a)); : : : ; t2(
(DDi��1
(a));
(DDi�

(a))))))

= 
�1(t2(DD0i1
(a); t2(DD0i2

(a); : : : ; t2(DD0i��1
(a); DD0i� (a)))))

= 
�1(DD0i1
t2 :::
t2D
0
i�
(a))

Wir erhalten f�ur alle i1; : : : ; i� 2 f1; : : : ; �g:


 ÆDDi1

t1 :::
t1Di�

= DD0i1
t2 :::
t2D
0
i�

(4.2)

Da nach Voraussetzung E1 ein �1-Entscheidungssystem ist, gilt Im(DDi1

t1 :::
t1D1�

) 2 T1 f�ur

alle i1; : : : ; i� 2 f1; : : : ; �g. Nach den obigen �Uberlegungen folgt zusammen mit Gleichung
(4.1):

Im(DD0i1
t1 :::
t1D
0
i�
) = Im(
 ÆDDi1


t1 :::
t1Di�
) 2 T2

Somit ist E2 = (S2;
t2) ein �2-Entscheidungssystem. Die Isomorphie von E1 und E2 folgt
aus Gleichung (4.2).

4.26 Bemerkung Die Bedingungen des Satzes 4.25 sind hinreichend, aber nicht notwendig

(vgl. auch Bemerkung 4.21).

Wir betrachten ein Beispiel f�ur isomorphe Entscheidungssysteme.

4.27 Beispiel Wir betrachten erneut das Anwendungsbeispiel aus Abschnitt 2.4. Zu diesem

Zweck seien f�ur b; d 2 R mit d > 0 de�niert:

P
b;d

L (x) :=

8><
>:

1 x � b
�x+(b+d)

d
b < x � b+ d

0 b+ d < x

P
b;d

K (x) :=

8>>><
>>>:

1 x � b

1�exp(���x+(b+d)

d )
1�exp(��)

b < x � b+ d

0 b+ d < x
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Dabei sei � > 0 fest gew�ahlt.

Es sei nun R die Menge von Alternativen eines Entscheidungsproblems. Wir nehmen an, da�

Mengen von Entscheidungsmodellen S1 = (Di)1�i�� � D(R) und S2 = (D0
i)1�i�� � D(R)

derart gegeben sind, da� f�ur i = 1; : : : ; � gilt:

DDi
= P

bi;di
L und DD0i = P

bi;di
K

Solche Familien von Entscheidungsmodellen lassen sich nach dem Homomorphiesatz 4.10

stets �nden.

Wir betrachten die Abbildung


�(a) :=
1� exp (��a)

1� exp(��)


� ist streng monoton steigend und bijektiv (vgl. Abschnitt 2.4) und es gilt f�ur alle i =
1; : : : ; �:


� ÆDDi
= 
� Æ P

bi;di
L = P

bi;di
K = DD0i

Es sei nun �min = (tmin; ns; [0; 1]). Dann ist E1 = (S1;
tmin
) ein �1-Entscheidungssystem.

Ist nun �
�
= (tmin; n
�

; [0; 1]) mit n
�
(a) = 
�1(ns(
(a))) f�ur alle a 2 [0; 1], so ist nach

den Ausf�uhrungen von Abschnitt 2.4 �min ' �
�
. Aus dem Isomorphiesatz 4.25 folgt, da�

E2 = (S2;
tmin
) ein �
�

-Entscheidungssystem ist und da� E1 ' E2 gilt.

Es ist also f�ur alle i1; : : : ; i� 2 f1; : : : ; �g:

Di1 
tmin
: : :
tmin

Di� ' D
0
i1

tmin

: : :
tmin
D
0
i�

Insbesondere stimmen die fuzzy-eÆzienten L�osungen solcher Modelle stets �uberein.

Wir schlie�en die Ausf�uhrungen zur Isomorphie von relationalen Entscheidungsmodellen mit
einem Anwendungsbeispiel ab, das wesentliche Eigenschaften isomorpher Entscheidungsmo-
delle verdeutlicht.

4.6 Ein Anwendungsbeispiel: Indi�erenzkurven iso-

morpher Systeme

In der klassischen Entscheidungs- und Wirtschaftstheorie werden gelegentlich sogenann-
te Indi�erenzkurven betrachtet, um Entscheidungen mit zwei Zielen zu modellieren (vgl.
[Laux '95, S. 76 �.]). Insbesondere im Bereich der Mikro�okonomie �nden solche graphischen
Modelle ihre h�au�ge Verwendung (vgl. z. B. [Schneider '86, Laux '95]). Wir werden diese Me-
thode hier betrachten, um einige Eigenschaften der Isomorphie von Entscheidungssystemen
zu verdeutlichen. Zu diesem Zweck skizzieren wir zun�achst das grundlegende Konzept und
schildern dann seine m�ogliche Verwendung bei der Analyse von relationalen Entscheidungs-
modellen.

Zur Darstellung der Methode der Indi�erenzkurven gehen wir davon aus, da� ein Entschei-
dungsproblem �uber einer endlichen Menge von Alternativen AL mit zwei Zielen gegeben
ist. Beide Ziele sollen durch reellwertige Konsequenzen beschrieben werden, die s�amtlich in
einem Intervall [c; d] � R liegen. Wir gehen ferner davon aus, da� eine Entscheidung bei
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Abbildung 4.3: Indi�erenzkurven

Sicherheit vorliegt. Jeder Alternative a 2 AL kann also eindeutig ein Tupel (xa1; x
a
2) 2 [c; d]2

zugeordnet werden, welches die Konsequenzen aus der Wahl einer Alternative a bez�uglich
beider Ziele beschreibt. Indi�erenzkurven werden in der Entscheidungstheorie in solchen
F�allen verwendet, um Alternativen so zu bestimmen, da� sie bez�uglich beider Kriterien
optimal sind. Unter einer Indi�erenzkurve I � [c; d]2 versteht man dabei die Menge der
Konsequenzenpaare (x1; x2) 2 [c; d]2, denen gegen�uber der Entscheider bez�uglich beider
Ziele indi�erent ist (vgl. [Laux '95, S. 76]). Bei der Modellierung sind hier vor allem solche
Indi�erenzkurven I von Interesse, f�ur die mindestens ein a 2 AL mit (xa1; x

a
2) 2 I existiert.

In Abbildung 4.3 ist ein Beispiel f�ur Indi�erenzkurven dargestellt. Dabei haben wir an-
genommen, da� der Nutzen in beiden Zielen streng monoton mit den Zahlenwerten der
entsprechenden Konsequenzen w�achst. Man �uberlegt sich leicht, da� die Steigung der Indif-
ferenzkurven in diesem Fall negativ sein mu� (vgl. [Laux '95, S. 77-78]). Bei der Darstellung
haben wir jede Alternative ai 2 AL f�ur i = 1; : : : ; 5 mit dem Punkt (xai1 ; x

ai
2 ) 2 [c; d]2

identi�ziert. I1; I2 und I3 bezeichnen die drei relevanten Indi�erenzkurven. Die Alternativen
a1 und a2 sowie a3 und a4 sind im Beispiel der Abbildung 4.3 paarweise indi�erent. Daher
liegen diese paarweise auf den Indi�erenzkurven I1 beziehungsweise I2. Die Alternative a5
ist den �ubrigen Alternativen vorzuziehen, da es zu jeder Alternative a1; : : : ; a4 Paare von
Konsequenzen aus I3 gibt, die die Konsequenzen der Alternativen a1; : : : ; a4 in beiden Kom-
ponenten �ubertre�en, d. h. f�ur i = 1; : : : ; 4 existiert stets ein Paar (xi1; x

i
2) 2 I3 mit x

i
1 > xai1

und xi2 > xai2 .

Die Methode der Indi�erenzkurven wird in der Entscheidungstheorie unter anderem dann
verwendet, wenn keine quantitative Bewertung des Nutzens der Konsequenzen bekannt ist.
Allerdings lassen sich auch Indi�erenzkurven in Situationen erzeugen, in denen solche quan-
titativen Bewertungen vorliegen. Wir werden dieses im folgenden ausnutzen, um so spezielle
Eigenschaften relationaler Entscheidungsmodelle aufzuzeigen.

Der Fall eines Entscheidungsproblems der oben skizzierten Art kann wie folgt in einem
relationalen Entscheidungsmodell dargestellt werden. Es seien D1;D2 2 D(AL) de�niert
durch

Di = (AL; [c; d]; Ci; Fi; I)

f�ur i = 1; 2. Dabei ist
Fi : AL �! F([c; d]) a 7�! fxai g
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Abbildung 4.4: Indi�erenzkurven t1 = tA Abbildung 4.5: Indi�erenzkurven t1 = tmin

f�ur i = 1; 2 und I ein beliebiges Inklusionsma�. Die mehrwertigen Kriterien Ci 2 F([c; d])
seien f�ur i = 1; 2 gegeben durch Ci(x) = g(x). Dabei sei g : [c; d] �! [0; 1] streng monoton
steigend mit g(c) = 0 und g(d) = 1.

Es sei t1 : [0; 1]
2
�! [0; 1] eine nullteilerfreie t-Norm. Dann beschreibt das Modell

D = D1 
t1 D2

ein Entscheidungsproblem, in dem beide Ziele repr�asentiert werden. F�ur die mehrwertige
Entscheidung DD 2 F(AL) von D gilt:

DD(a) = t1(DD1
(a); DD2

(a)) = t1(I(F1[a]; C1); I(F2[a]; C2)) = t1(C1(x
a
1); C2(x

a
2))

Jede Indi�erenzkurve I eines solchen Entscheidungsmodells wird durch

I := f(x1; x2) 2 [c; d]2; t1(C1(x1); C2(x2)) = �g

mit � 2 [0; 1] bestimmt.

In den Abbildungen 4.4 und 4.5 sind die Indi�erenzkurven von Modellen der oben beschrie-
benen Art dargestellt. Dabei haben wir die mehrwertigen Kriterien Ci(x) =

x�c
d�c

f�ur i = 1; 2
vorausgesetzt. In Abbildung 4.4 ist das Algebraische Produkt zur De�nition des Kartesischen
Produkts verwendet worden. In Abbildung 4.5 liegt der Minimum-Operator zugrunde.

Wir wollen nun betrachten, wie sich Indi�erenzkurven isomorpher Entscheidungssysteme
verhalten. Zu diesem Zweck seien D1 und D2 wie oben gegeben. Dann ist E1 =
(fD1;D2g;
t1) ein Entscheidungssystem. Wir nehmen ferner an, da� E2 = (fD0

1;D
0
2g;
t2)

ein weiteres Entscheidungssystem ist. Dabei soll f�ur i = 1; 2 gelten

D
0
i = (AL; [c; d]; C 0

i; Fi; I) ;

wobei Fi wie oben de�niert ist und C 0
i(x) = h(x) f�ur alle x 2 [c; d] gilt. Auch die Abbildung

h : [c; d] �! [0; 1] soll streng monoton steigend mit h(c) = 0 und h(d) = 1 sein.

Wir nehmen an, da� E1 ' E2 ist. Dann existiert eine streng monoton steigende Abbildung

 : [0; 1] �! [0; 1] mit


 ÆDD1
t1D2
= DD01
t2D

0
2
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Abbildung 4.6: Indi�erenzkurven des
Modells D1 
min D2

Abbildung 4.7: Indi�erenzkurven des
Modells D0

1 
min D
0
2

Es gilt f�ur alle a 2 AL:


(DD1
t1D2
(a)) = 
(t1(DD1

(a); DD2
(a))) = t2(DD01(a); DD02(a)) = t2(C

0
1(x

a
1); C

0
2(x

a
2))

und wir erhalten

t1(C1(x
a
1); C2(x

a
2)) = � , t2(C

0
1(x

a
1); C

0
2(x

a
2)) = 
(�)

Liegen die Konsequenzen zweier Alternativen auf der gleichen Indi�erenzkurve in dem Mo-
dell D1
tD2, so gilt dies auch f�ur eine Indi�erenzkurve des Modells D0

1
t0D
0
2. Insbesondere

ist daher die Menge aller fuzzy-eÆzienten Entscheidungen in beiden Modellen die gleiche.
Liegen umgekehrt Alternativen in zwei relationalen Modellen auf unterschiedlichen Indi�e-
renzkurven, so k�onnen diese nicht aus isomorphen Entscheidungssystemen gebildet werden.
Man erkennt so leicht, da� die Entscheidungsmodelle der Abbildungen 4.3 und 4.4 im all-
gemeinen nicht isomorph sind (dies h�angt allerdings von der Menge der Alternativen und
Funktionen Fi ab).

Als konkretes Beispiel weisen wir nach, da� die Systeme E1 = (fD1;D2g;
min) und
E2 = (fD0

1;D
0
2g;
min) stets isomorph sind und da� daher die Indi�erenzkurven der Mo-

delle D1 
min D2 und D
0
1 
min D

0
2 immer �ubereinstimmen. Dabei seien die Modelle D1;D2

sowie D0
1;D

0
2 wie oben de�niert und 
min durch den Minimum-Operator bestimmt.

Es sei dazu 
 : [0; 1] �! [0; 1] mit 
 := h Æ g�1 gegeben. 
 ist nach Konstruktion streng
monoton steigend und bijektiv. Zudem gilt f�ur alle x 2 [c; d] und i = 1; 2:


(Ci(x)) = ((h Æ g�1) Æ g)(x) = h(x) = C 0
i(x)

Wir betrachten die Wahrheitsr�aume �min = (tmin; ns; [0; 1]) sowie �
 = (tmin; n
; [0; 1]). Dabei
sei n
(a) := 
�1(ns(
(a))) f�ur alle a 2 [0; 1]. Dem Isomorphiesatz von Wahrheitsr�aumen
entnimmt man, da� �min ' �
 ist. Da zudem E1 ein �min-Entscheidungssystem ist, ist E2
nach Satz 4.25 ein �
-Entscheidungssystem und es ist E1 ' E2. Insbesondere stimmen die
Indi�erenzkurven der Modelle D1 
min D2 und D

0
1 
min D

0
2 �uberein.

In den Abbildungen 4.6 und 4.7 ist der oben beschriebene Fall f�ur

g(x) =
x� c

d� c
und h(x) =

1� exp(x�c
d�c

)

1� exp(�1)

aufgetragen. Man erkennt leicht, da� die entsprechenden Indi�erenzkurven �ubereinstimmen.
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4.7 Abschlie�ende Bemerkungen

In dem vorausgegangenen Kapitel wurde ein Entscheidungsmodell formuliert, in dem aus-
schlie�lich mehrwertige Relationen und Ma�e zur Abbildung von Entscheidungsproblemen
verwendet werden. Ein solches Entscheidungsmodell wurde als relationales Entscheidungs-

modell bezeichnet. Leitender Gedanke dabei war, da� eine Entscheidung dann optimal ist,
wenn die Menge der m�oglichen Konsequenzen aus der Wahl einer Alternative m�oglichst in
der Menge der optimalen Konsequenzen liegt. Es wurde gezeigt, da� verschiedene Kategorien
von Entscheidungsproblemen durch ein relationales Entscheidungsmodell darstellbar sind.
Insbesondere wurden Entscheidungen bei Sicherheit und Risiko sowie verschiedene Ans�atze
f�ur Entscheidungen bei Unsicherheit betrachtet (vgl. Bsp. 4.4).

In der relationalen Entscheidungstheorie lassen sich alle Entscheidungsprobleme auf der
Basis eines einheitlichen Grundmodells darstellen. Daher besitzen relationale Entschei-
dungsmodelle stets die gleiche Struktur, die die Verkn�upfung und den systematischen Ver-
gleich verschiedener Entscheidungsmodelle erm�oglicht. Diese Verkn�upfung { das Kartesi-

sche Produkt relationaler Entscheidungsmodelle { erlaubt es insbesondere, multikriteriel-
le Entscheidungsprobleme innerhalb der relationalen Theorie darzustellen. Innerhalb eines
Modells k�onnen dabei verschiedene Klassen von Information dargestellt werden. Es ist al-
so m�oglich, Entscheidungsmodelle zu formulieren, bei denen verschiedene Kriterien sowohl
unsicherheits- oder risikobehaftet als auch sicher4 sein k�onnen. Die relationale Entschei-

dungstheorie ist die einzige uns bekannte Methode zur Beschreibung von Entscheidungspro-

blemen, die eine derart gro�e Klasse von Modellierungsm�oglichkeiten auf der Basis einer

einheitlichen Theorie bereitstellt.

Mit den Begri�en der �Aquivalenz bzw. der Isomorphie von Entscheidungsmodellen wurden
schlie�lich Konzepte eingef�uhrt, die einen systematischen Vergleich verschiedener Entschei-
dungsmodelle erlauben. Hierdurch wird Raum f�ur die mathematische Analyse von Entschei-
dungsmodellen gescha�en. Wir haben dies f�ur den Fall von multikriteriellen Entscheidungs-
problemen getan und gezeigt, wie sich die Strukturen der Sprachen MS entsprechend in
Systemen von Entscheidungsmodellen wiederspiegeln (bgl. die S�atze 4.19 und 4.25). Weitere
Untersuchungen sind hier m�oglich. So k�onnen verschiedene Ans�atze f�ur Entscheidungen bei
Unsicherheit, Sicherheit und Risiko konzeptionell gegen�ubergestellt und die Modelle vergli-
chen werden. Schlie�lich haben wir bereits im Anwendungsbeispiel 2.4 auf die Bedeutung des
Isomorphiekonzeptes f�ur algorithmische Problemstellungen hingewiesen. Wir gehen davon
aus, da� hier durch geeignete Transformationen auch in allgemeineren F�allen Fortschritte
erreicht werden k�onnen.

4im Sinne von: Entscheidungen bei Sicherheit



Kapitel 5

Relationale und klassische

Entscheidungstheorie

Zusammenfassung:

Gegenstand des folgenden Abschnittes ist der Vergleich von relationalen Entschei-

dungsmodellen mit klassischen Modellen mit Nutzenfunktion. Dabei werden Modelle f�ur

Entscheidungen bei Sicherheit, Risiko und Unsicherheit sowie Modelle mit Restriktionen

und mehreren Zielfunktionen betrachtet. Es wird gezeigt, da� sich zu jedem Entscheidungs-

modell mit Nutzenfunktion, das nur ein Zielkriterium besitzt, ein isomorphes relationa-

les Entscheidungsmodell �nden l�a�t. Insbesondere beschreiben relationale und klassische

Theorie in diesen F�allen stets die gleiche Menge von eÆzienten L�osungen. Im Falle der

Entscheidung mit mehreren Zielen existieren solche einfachen Zusammenh�ange zwischen

relationaler und klassischer Theorie nicht mehr. Im allgemeinen f�uhren hier beide Ans�atze

zu verschiedenen L�osungen. Es werden Beispiele hierf�ur angegeben und es wird an ei-

nem Anwendungsbeispiel gezeigt, da� beide Modellierungsans�atze zu plausiblen L�osungen

f�uhren k�onnen.

5.1 Entscheidungsmodelle mit Nutzenfunktion

In Kapitel 4 wurden die Grundz�uge einer relationalen Theorie der Entscheidung skizziert.
Wir haben dort dargelegt, da� sich verschiedene Klassen von Entscheidungsproblemen im
Rahmen der relationalen Entscheidungstheorie abbilden lassen. So k�onnen Entscheidungen
bei Sicherheit, Risiko und Unsicherheit sowie multikriterielle Entscheidungsprobleme darge-
stellt werden. Allerdings ist bisher der systematische Vergleich und eine Abgrenzung zu den
klassischen Ans�atzen der Modellierung von Entscheidungsproblemen nicht erfolgt. Dieser
Gesichtspunkt soll in dem nun folgenden Kapitel 5 untersucht werden.

Bei dem angestrebten Vergleich der relationalen Entscheidungstheorie mit den Methoden
der klassischen Entscheidungstheorie ergibt sich zun�achst die Aufgabe, den Begri� der klas-

sischen Entscheidungstheorie, die im folgenden betrachtet werden soll, genauer abzugrenzen.

133
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Problematisch dabei ist, da� unter dem Begri� Entscheidungstheorie im allgemeinen ver-
schiedene Methoden zusammengefa�t werden, die zur mathematischen Abbildung von Ent-
scheidungsproblemen verwendet werden. Diese unterscheiden sich hinsichtlich der Verfahren
zur Beschreibung der Qualit�at von Alternativen1, in den M�oglichkeiten und Konzepten zur
Darstellung von unvollst�andiger oder ungenauer Information2 sowie { im Falle von Modellen
mit mehreren Entscheidungskriterien { in den Ans�atzen zur Gesamtbeurteilung der Alter-
nativen bez�uglich aller Kriterien3. Ein �Uberblick �uber verschiedene Ans�atze �ndet sich unter
anderem in den B�uchern von S. French [French '86], A. Rapoport [Rapoport '89] sowie K.
Manz [Manz '93] und H. Laux [Laux '95]. Eine ausf�uhrliche Diskussion von Verfahren zur
Beschreibung von Entscheidungsproblemen mit mehreren Zielen ist beispielsweise bei O.
Huber [Huber '77] oder bei H.-J. Zimmermann und L. Gutsche in [Zimmermann '91] zu
�nden. Vor dem Hintergrund dieses breiten Spektrums an Methoden, Ans�atzen und Mo-
dellen wird klar, da� ein Vergleich der relationalen Entscheidungstheorie mit s�amtlichen
Verfahren sicher nicht im Rahmen dieser Arbeit m�oglich ist. Wir werden uns daher auf
einen Vergleich mit einer speziellen Klasse von Entscheidungsmodellen beschr�anken, den
Entscheidungsmodellen mit Nutzenfunktion (oder kardinalem Nutzen). Hier werden wir
insbesondere Entscheidungsmodelle bei Sicherheit, Risiko und Unsicherheit (Abschnitt 5.2)
sowie einen einfachen Fall von Entscheidungsmodellen mit mehreren Kriterien (Abschnitt
5.3) betrachten.

Der Vergleich zwischen relationaler und klassischer Entscheidungstheorie4 wird im folgenden
Kapitel auf der Modellebene erfolgen. Das hei�t, es wird untersucht, ob die klassischen und
relationalen Methoden der Beschreibung von Entscheidungsproblemen im Anwendungsfall
zu vergleichbaren Modellen f�uhren und wo gegebenenfalls Unterschiede zwischen den Er-
gebnissen der Modellbildungen zu �nden sind. Hierzu gilt es zun�achst ein Kriterium zu
formulieren, das geeignet ist, etwaige Parallelen zwischen den Modellen zu charakterisieren.
Zu diesem Zweck skizzieren wir zun�achst den Grundansatz der Entscheidungstheorie mit
Nutzenfunktion und leiten im Anschlu� ein geeignetes Vergleichskriterium her.

Wir gehen zun�achst davon aus, da� ein Entscheidungsproblem mit einem Ziel gegeben ist.
Es sei AL die Menge der Alternativen und C die Menge von Konsequenzen. Die Menge C sei
mit einer vollst�andigen Ordnung � derart versehen, da� eine Konsequenz c1 2 C bez�uglich
des Ziels einer Konsequenz c2 2 C genau dann vorzuziehen ist, wenn c2 � c1 und c1 6� c2
gilt. Eine Abbildung u : C �! R hei�t eine Nutzenfunktion, wenn f�ur alle c1; c2 2 C gilt:

c2 � c1 , u(c2) � u(c1) (5.1)

Bei Entscheidungsmodellen mit Nutzenfunktion ist es ebenso wie bei relationalen Modellen
m�oglich, verschiedene Arten der Information �uber die Relation von Alternativen und Kon-
sequenzen zu repr�asentieren. Allerdings sind die verwendeten Konzepte untereinander sehr
verschieden, so da� kein einheitlicher theoretischer Rahmen existiert5. Gemeinsam ist allen
Ans�atzen jedoch, da� in Abh�angigkeit von der Nutzenfunktion u eine geeignete Abbildung

1Hier sind unter anderem Modelle mit verschiedenen Nutzenskalen bekannt. Eine m�ogliche Einteilung
besteht in der Di�erenzierung nach nominalem, ordinalem und kardinalem Nutzen (vgl. [Zimmermann '91,
S. 13]).

2Wir haben auf verschiedene Ans�atze f�ur die Entscheidung bei Unsicherheit bereits im Rahmen des
Beispiels 4.4 hingewiesen.

3Hier sei auf lexikographische Methoden, auf verschiedene Verfahren mit Anspruchsniveaus, auf Nutzen-
modelle, auf die verschiedenen Methoden des Goal-Programming usw. verwiesen.

4im obigen Sinne
5Wir werden verschiedene Ans�atze im folgenden Abschnitt 5.2 beschreiben.
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bu : AL �! R konstruiert wird, die beschreibt, ob eine Alternative a1 2 AL einer Alter-
native a2 2 AL vorzuziehen ist. Dies soll genau dann der Fall sein, wenn f�ur a1; a2 2 AL
gilt: bu(a2) � bu(a1) und bu(a1) 6� bu(a2) (5.2)

Eine Alternative a� 2 AL hei�t eÆzient (oder optimal), wenn keine Alternative a 2 AL

derart existiert, da� bu(a�) � bu(a) gilt. Als einfaches Beispiel f�ur ein Entscheidungsmodell mit
Nutzenfunktion sei auf den Fall der Entscheidung bei Sicherheit verwiesen. Dort de�niert
man die Abbildung bu(a) := u(f(a)) mit f : AL �! C a 7�! ca. Dabei ist ca 2 C die
Konsequenz, die aus der Wahl der Alternative a 2 AL folgt (vgl. auch Beispiel 4.4 (i) oder
Abschnitt 5.2.1).

In der klassischen Theorie �nden sich unterschiedliche Ans�atze zur Ableitung einer solchen
Nutzenfunktion und zu den verschiedenen Skalen, auf denen der Nutzen aufgetragen werden
kann. Wir wollen an dieser Stelle lediglich auf die grundlegenden Werke von J. von Neumann
und O. Morgenstern [Neumann '53] sowie von Savage [Savage '72] verweisen, in denen dieser
Ansatz zur Entscheidungstheorie axiomatisch abgeleitet wird. Aussagen �uber die Existenz
etwaiger Nutzenfunktionen �nden sich bei D. Bridges und G. Mehta [Bridges '95], wo auch
ein weiter �Uberblick �uber den aktuellen Stand der Forschung im Bereich der Nutzentheorie
zu �nden ist. Standardwerke zur Einf�uhrung in das Themengebiet sind sicher im deutsch-
sprachigen Raum das oben bereits genannte Werk von Laux [Laux '95] sowie das Buch von
French [French '86].

Bei dem beabsichtigten Vergleich von relationaler Entscheidungstheorie und der Entschei-
dungstheorie mit Nutzenfunktionen wird die Gleichung (5.2) von zentraler Bedeutung sein.
Ist bu wie oben gegeben und ist D 2 D(AL) ein entsprechendes relationales Entscheidungs-
modell, so werden wir die beiden zugrunde liegenden Modelle als isomorph bezeichnen, wenn
f�ur alle a1; a2 2 AL gilt:

bu(a2) � bu(a1) , DD(a2) � DD(a1) (5.3)

Unter den Voraussetzungen der Gleichung (5.3) ist eine Alternative a1 2 AL einer Alterna-
tive a2 2 AL genau dann im Entscheidungsmodell mit Nutzenfunktion vorzuziehen, wenn
dies auch im relationalen Modell der Fall ist. Insbesondere ist eine Alternative genau dann
im Entscheidungsmodell mit Nutzenfunktion eÆzient, wenn sie eine fuzzy-eÆziente L�osung
des entsprechenden relationalen Modells ist. In diesem Sinne sind dann das Entscheidungs-
modell mit Nutzenfunktion und das relationale Modell vergleichbar.

In dem folgenden Kapitel werden wir diese Art der Charakterisierung von Entscheidungs-
modellen verwenden, um die Entscheidungstheorie mit Nutzenfunktion dem relationalen
Entscheidungsmodell gegen�uberzustellen. In Abschnitt 5.2 werden Entscheidungsprobleme
mit einem Zielkriterium betrachtet. Hier werden insbesondere Entscheidungsprobleme unter
Sicherheit, Risiko und Unsicherheit untersucht und nachgewiesen, da� zu jedem Entschei-
dungsmodell mit Nutzenfunktion in diesen F�allen ein isomorphes relationales Modell exi-
stiert. Im Anschlu� werden Entscheidungsmodelle mit mehreren Kriterien analysiert. Bei der
Diskussion wird zwischen Entscheidungsmodellen mit Restriktionen (Abschnitt 5.3.1) und
Entscheidungsproblemen mit mehreren Zielen (Abschnitt 5.3.2) unterschieden. Dabei wird
sich zeigen, da� die relationale Theorie und die Entscheidungstheorie mit Nutzenfunktion im
zuletzt genannten Fall zu grunds�atzlich verschiedenen Modellen f�uhren k�onnen. Diese Un-
terschiede sollen abschlie�end vor dem Hintergrund eines Anwendungsbeispiels (Abschnitt
5.4) diskutiert werden.
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5.2 Entscheidungen mit einem Kriterium

Gegenstand dieses Abschnitts ist die Untersuchung des Zusammenhangs von Entschei-
dungsmodellen mit Nutzenfunktion und relationalen Entscheidungsmodellen f�ur den Fall
eines Entscheidungsproblems mit einem Ziel. Die Grundidee ist dabei, jeder Nutzenfunkti-
on ein spezielles mehrwertiges Kriterium derart zuzuordnen, da� die entsprechenden Ent-
scheidungsmodelle isomorph im Sinne der Gleichung (5.3) sind. Ein solches mehrwertiges
Kriterium wird im folgenden Lemma festgelegt.

5.1 Lemma Es sei C eine endliche Menge von Konsequenzen und u : C �! R eine

Nutzenfunktion eines Entscheidungsmodells. Wir de�nieren

umin := min
c2C

u(c)

sowie

umax := max
c2C

u(c)

Es sei ferner

� : R �! R x 7�!
x� umin

umax � umin
;

wenn umin 6= umax gilt, und

� : R �! R x 7�!
x

umax
;

wenn umin = umax ist. Dann de�niert die Abbildung

C�;u : C �! [0; 1] c 7�! �(u(c))

ein mehrwertiges Kriterium im Sinne der De�nition 4.1.

Beweis: Wir weisen die Bedingungen (C1) bis (C3) (vgl. Seite 108) f�ur C�;u nach. Dabei
ist der Fall umin = umax trivial, da in diesem Fall alle Konsequenzen indi�erent sind. Es ist
dann C�;u(c) = 1 f�ur alle c 2 C. Diese mehrwertige Relation erf�ullt (C1) bis (C3).

Es sei umin 6= umax. Dann ist � streng monoton steigend. Aus der Monotonie folgt zusammen
mit Gleichung (5.1) f�ur alle c1; c2 2 C:

c2 � c1 , u(c2) � u(c1) , C�;u(c2) � C�;u(c1)

Also gilt:

(c2 � c1 ^ c1 6� c2) , C�;u(c2) < C�;u(c1)

Somit ist (C1) f�ur C�;u erf�ullt.

Wegen der strengen Monotonie von � folgt zudem C�;u(c) = 1 , u(c) = umax. Somit ist
auch (C2) erf�ullt.

Die Bedingung (C3) ist klar.



5.2 Entscheidungen mit einem Kriterium 137

5.2 Bemerkung

(i) Es sei u : C �! R eine Nutzenfunktion eines Entscheidungsmodells und umin; umax 2 R

wie in Lemma 5.1 de�niert. Ist umin 6= umax und 	 : [umin; umax] �! [0; 1] streng mo-

noton steigend mit 	(umax) = 1, so l�a�t sich analog zum Beweis des Lemmas 5.1 nach-

weisen, da� C	;u := 	 Æ u stets ein mehrwertiges Kriterium de�niert. Alle folgenden
�Uberlegungen lassen sich prinzipiell auch f�ur diese mehrwertigen Kriterien anstellen

und f�uhren zu analogen Ergebnissen. Man kann zudem zeigen, da� alle im folgenden

diskutierten relationalen Entscheidungsmodelle, die wir durch C�;u festlegen, isomorph

zu Modellen sind, die durch ein mehrwertiges Kriterium C	;u bestimmt werden.

(ii) Jedes mehrwertige Kriterium, das ein Ziel repr�asentiert, kann formal als Nutzenfunk-

tion im Sinne der klassischen Theorie verstanden werden. Die Einschr�ankung auf das

Intervall [0; 1] ist dabei nicht relevant, sofern Entscheidungsprobleme mit beschr�anktem

Nutzen betrachtet werden, da diese Entscheidungsmodelle mit Nutzenfunktion im all-

gemeinen invariant gegen�uber linearen, streng monoton steigenden Transformationen

des Wertebereichs der Nutzenfunktion sind (vgl. [Neumann '53]). Diese Interpretation

von mehrwertigen Entscheidungen als Nutzenfunktionen erlaubt es beispielsweise, Me-

thoden zur Bestimmung von Nutzenfunktionen auch zur Festlegung von mehrwertigen

Entscheidungen zu verwenden.

Trotz dieser Analogien sind die Konzepte von Nutzenfunktionen auf der einen und

mehrwertigen Entscheidungen auf der anderen Seite nicht identisch. So k�onnen durch

mehrwertige Kriterien sowohl die Restriktionen als auch die Ziele eines Entschei-

dungsproblems abgebildet werden6. Dies ist in der Nutzentheorie nicht m�oglich. Zudem

ist das Verst�andnis eines mehrwertigen Kriteriums als eine mehrwertige Relation ein

wesentlicher Teil des Konzepts der relationalen Entscheidungstheorie. Eine �ahnliche

Interpretation ist im allgemeinen f�ur Nutzenfunktionen nicht m�oglich.

Wir wenden uns nun den verschiedenen Entscheidungsmodellen mit Nutzenfunktion zu. Da-
bei werden wir die gleichen Kategorien betrachten, die auch schon Gegenstand des Beispiels
4.4 waren.

Zur Vereinfachung der Diskussion dieses Abschnitts tre�en wir die folgenden Konventionen:
Es sei im weiteren stets eine endliche Menge von Alternativen AL und eine endliche Menge
C von Konsequenzen gegeben. Ist dann u : C �! R eine Nutzenfunktion eines Entschei-
dungsmodells, so sei C�;u stets das entsprechende nach Lemma 5.1 de�nierte mehrwertige
Kriterium. Um triviale F�alle zu vermeiden, gehen wir ferner davon aus, da� mit den Be-
zeichnungen des Lemmas 5.1 stets umin 6= umax gilt.

5.2.1 Entscheidungen bei Sicherheit

Bei Entscheidungen bei Sicherheit wird in Entscheidungsmodellen mit Nutzenfunktion die
Relation von Alternativen zu Konsequenzen durch eine Abbildung

f : AL �! C a 7�! ca
6Dieser Aspekt wird ausf�uhrlich in Abschnitt 5.3.1 betrachtet.
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abgebildet (vgl. Beispiel 4.4 (i)). Dabei ist ca 2 C die Konsequenz, die bei der Wahl der
Alternative a 2 AL eintritt. Optimal sind solche Alternativen a� 2 AL, die den Wert der
Abbildung bu := u Æ f maximieren (vgl. [Laux '95, S. 25 f.]). Es gilt f�ur diese Alternativen:

bu(a�) = u(f(a�)) = max
a2AL

u(f(a)) :

Es sei nun ein Entscheidungsproblem bei Sicherheit und ein entsprechendes Entscheidungs-
modell mit Nutzenfunktion gegeben. Wir de�nieren F : AL �! F(C) durch F [a] := ff(a)g
und betrachten das relationale Entscheidungsmodell D = (AL; C; C�;u; F; I), wobei I ein
beliebiges Inklusionsma� ist (vgl. Bsp. 4.4 (a)). F�ur alle a 2 AL gilt:

DD(a) = I(F [a]; C�;u) = C�;u(f(a)) = �(u(f(a))) = �(bu(a))
Wegen der strengen Monotonie der Abbildung � erhalten wir f�ur a1; a2 2 AL:

DD(a1) � DD(a2) , bu(a1) � bu(a2)
Also ist das relationale Entscheidungsmodell D im Sinne der Gleichung (5.3) isomorph zum
Entscheidungsmodell mit Nutzenfunktion. Insbesondere ist eine Alternative a� 2 AL genau
dann eine fuzzy-eÆziente L�osung des relationalen Entscheidungsmodells D, wenn a� eine
optimale L�osung des entsprechenden Entscheidungsmodells mit Nutzenfunktion ist.

5.2.2 Entscheidungen bei Risiko

Wie in Beispiel 4.4 bereits dargestellt, liegt eine Entscheidung bei Risiko vor, wenn die
Relation zwischen Alternativen und Konsequenzen durch ein Wahrscheinlichkeitsma� be-
schrieben werden kann. Zu diesem Zweck ordnet man bei Entscheidungsmodellen mit Nut-
zenfunktion jeder Alternative a 2 AL eine (diskrete) Zufallsvariable Xa : C �! R sowie
eine Verteilungsfunktion �a : R �! [0; 1] derart zu, da� f�ur alle c 2 C der Wert von
�a(Xa = c) := pa(c) die Wahrscheinlichkeit angibt, mit der die Konsequenz c bei Wahl der
Altenative a eintritt. Ziel der Optimierung ist es dann, eine Alternative a� 2 AL derart zu
bestimmen, da� der entsprechende Erwartungswert Ea�(u) :=

P
c2C pa�(c) � u(c) maximiert

wird. Im Sinne der Gleichung (5.2) wird also die Abbildung

bu : AL 7�! R a 7�! Ea(u)

maximiert (vgl. [Laux '95, S. 149])7.

Wir de�nieren die Abbildung F : AL �! F(C) durch F [a](c) := pa(c) f�ur alle c 2 C

sowie a 2 AL und betrachten das relationale Entscheidungsmodell D = (AL; C; C�;u; F; IP ).
Dabei verwenden wir das Algebraische Produkt zur Darstellung des Inklusionsma�es IP . F�ur
O;Q 2 F(C) ist stets

IP (O;Q) =

P
c2C O(c) �Q(c)P

c2C O(c)
7Wir betrachten in dieser Arbeit nur diesen einfachen Fall der Modellbildung bei Entscheidung unter

Risiko. Es sind andere Ans�atze bekannt, die zum Beispiel zus�atzlich zum Erwartungswert die Standardab-
weichung der betre�enden Verteilungen ber�ucksichtigen (vgl. [Laux '95, 158 f.]). Auch diese Ans�atze k�onnen
prinzipiell durch die Ber�ucksichtigung weiterer Kriterien bei der Modellbildung in einem relationalen Ent-
scheidungsmodell abgebildet werden.
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F�ur alle a 2 AL gilt dann:

IP (F [a]; C�;u) =

P
c2C F [a](c) � C�;u(c)P

c2C F [a](c)

=

P
c2C pa(fcg) � �(u(c))P

c2C pa(fcg)

=
X
c2C

pa(fcg) �
u(c)� umin

umax � umin

=
1

umax � umin
�

 X
c2C

pa(fcg) � u(c)�
X
c2C

pa(fcg) � umin

!

=
Ea(u)� umin

umax � umin

= �(Ea(u))

= �(bu(a))
Da � streng monoton steigend ist, folgt auch in diesem Fall f�ur alle a1; a2 2 AL:

DD(a1) � DD(a2) , bu(a1) � bu(a2)
Somit ist das relationale Entscheidungsmodell D im Sinne der Gleichung (5.3) isomorph
zum Modell mit Nutzenfunktion.

5.2.3 Entscheidungen bei Unsicherheit

In Beispiel 4.4 haben wir verschiedene Methoden zur Abbildung von Entscheidungsmodellen
unter Unsicherheit beschrieben. Wir wollen an dieser Stelle nicht alle Ans�atze diskutieren,
sondern lediglich die Maximin-Regel von Wald n�aher betrachten. F�ur die �ubrigen Ans�atze
lassen sich leicht analoge Schl�usse ziehen.

Entscheidungen bei Unsicherheit liegen vor, wenn keine Entscheidungssituation unter Ri-
siko oder Sicherheit besteht. Wie bereits in Beispiel 4.4 erl�autert, sieht es der Ansatz von
Wald vor, in diesem Fall die Qualit�at einer Alternative a 2 AL durch die Qualit�at der
ung�unstigsten Konsequenz zu bewerten, die sich als Ergebnis der Wahl von a ergeben kann.

In einem Entscheidungsmodell mit Nutzenfunktion kann der Wald'sche Ansatz dargestellt
werden, indem zun�achst die Relation zwischen Alternativen und Konsequenzen durch ei-
ne Abbildung f : AL �! }(C) beschreiben wird. Diese weist jeder Alternative a 2 AL

die Menge der Konsequenzen Ca 2 }(C) zu, die bei Wahl von a realistisch sind. Ziel der
Optimierung ist es dann, die Abbildung

bu : AL �! R a 7�! min
c2Ca

u(c)

zu maximieren (vgl. [Wald '50] bzw. [Laux '95, S. 116 f.]).
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F�ur die Modellbildung in einem relationalen Entscheidungsmodell de�nieren wir die Ab-
bildung F : AL �! F(C) durch F [a] := Ca f�ur alle a 2 AL. Es sei dann D =
(AL; C; C�;u; F; I

c
M) (vgl. Bsp. 4.4 (iii.b)). Wegen der Monotonie von � gilt f�ur alle a 2 AL:

DD(a) = IcM(F [a]; C�;u)

= min
c2supp(F [a])

C�;u(c)

= min
c2fa

�(u(c))

= �(min
c2fa

u(c)) = �(bu(a))
Wir erhalten auch hier f�ur alle a1; a2 2 AL:

DD(a1) � DD(a2) , bu(a1) � bu(a2)
Das relationale Modell D ist also zu dem entsprechenden Entscheidungsmodell mit Nutzen-
funktion isomorph. Alle in Beispiel 4.4 beschriebenen klassischen Ans�atze zur Entscheidung
unter Unsicherheit lassen sich analog in ein entsprechendes relationales Modell abbilden.

5.3 Bemerkung Wir fassen die Ergebnisse der obigen �Uberlegungen zusammen. Wir ha-

ben in den Abschnitten 5.2.1 bis 5.2.3 gezeigt, da� sich zu jedem der oben angesprochenen

Entscheidungsmodelle mit Nutzenfunktion ein im Sinne der Gleichung (5.3) isomorphes re-

lationales Entscheidungsmodell angeben l�a�t, sofern die Mengen der Alternativen und Kon-

sequenzen endlich sind. Demzufolge lassen sich zumindest die Entscheidungsprobleme in

relationalen Modellen abbilden, die auch in den entsprechenden Modellen mit Nutzenfunk-

tion abgebildet werden k�onnen. Gegen�uber den klassischen Modellen besitzt der relationale

Ansatz den Vorteil, da� er innerhalb eines einheitlichen theoretischen Rahmens formuliert

wird. Dies erlaubt einerseits eine weitergehende Interpretation der bereits vorhandenen Mo-

dellans�atze (vgl. Beispiel 4.4), erschlie�t aber andererseits auch neue M�oglichkeiten f�ur die

mathematische Modellbildung. Hier ist die m�ogliche Verwendung von weiteren Inklusionsma-

�en ebenso zu nennen wie die Abbildung von Entscheidungsproblemen mit mehreren Zielen,

bei denen heterogene Klassen von Information zur Verf�ugung stehen. Zudem sind die Kon-

zepte des Abschnitts 4.3 ausschlie�lich auf relationale Entscheidungsmodelle anwendbar.

5.3 Entscheidungen mit mehreren Kriterien

In diesem Abschnitt werden multikriterielle Entscheidungsprobleme betrachtet. Dabei un-
terscheiden wir zwischen zwei Klassen von Problemstellungen, den Entscheidungen mit Re-
striktionen und den Entscheidungen mit mehreren Zielfunktionen. Diese Di�erenzierung
ist unter dem Gesichtspunkt der relationalen Entscheidungstheorie nicht notwendig, ver-
einfacht jedoch die Diskussion. Im weiteren sei AL eine endliche Menge von Alternativen.
Ferner seien alle vorkommenden Mengen von Konsequenzen ebenfalls endlich.
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5.3.1 Entscheidungsprobleme mit Restriktionen

Es sei ein Entscheidungsproblem mit � � 1 Restriktionen und einem Ziel gegeben. Wir
skizzieren zun�achst das prinzipielle Vorgehen bei der Darstellung von Restriktionen in rela-
tionalen Modellen.

Jede Restriktion wird durch eine Menge von Konsequenzen Ci sowie eine Konsequenzenfunk-
tion Fi : AL 7�! F(Ci) dargestellt. Wir de�nieren f�ur i = 1; : : : ; � eine Relation Ci 2 F(Ci),
welche die Zul�assigkeit der jeweiligen Konsequenz beschreibt. Ist eine Konsequenz c 2 Ci

zul�assig, so soll Ci(c) = 1 gelten. Ist eine Konsequenz c 2 Ci nicht zul�assig, so soll Ci(c) = 0
gelten. Im Gegensatz zu klassischen Ans�atzen ist hier auch ein gradueller �Ubergang von

"
zul�assig\ zu

"
nicht zul�assig\ m�oglich. Die Relationen Ci sind o�enbar mehrwertige Kri-

terien im Sinne der De�nition 4.1. F�ur jede Restriktion de�nieren wir nun ein relationales
Entscheidungsmodell Di = (AL; Ci; Ci; Fi; Ii). Dabei sind Fi und Ii f�ur alle i 2 f1; : : : ; �g
von der Klasse der Information abh�angig, die �uber die Relation von Alternative zu Kon-
sequenzen bekannt ist. Hier k�onnen die gleichen Ans�atze verwendet werden, die auch bei
der Darstellung von Zielen ihre Anwendung �nden (vgl. Abschnitt 5.2). Das relationale
Entscheidungsmodell, das alle Kriterien abbildet wird dann durch das Modell

D := D0 
t D1 
t : : :
t D�

gegeben. Dabei beschreibt D0 2 D(AL) das Ziel des Entscheidungsproblems. Das Kartesi-
sche Produkt 
t sei bez�uglich einer nullteilerfreien t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1] de�niert.

Um den relationalen Ansatz mit dem Ansatz zur Entscheidungstheorie mit Nutzenfunktion
zu vergleichen, betrachten wir den Spezialfall eines Entscheidungsproblems bei Sicherheit.
Wir beschreiben zun�achst ein entsprechendes Modell mit Nutzenfunktion.

Das Ziel wird dazu wie in den vorausgegangenen Abschnitten mittels einer Nutzenfunktion
u : C0 �! R sowie einer Abbildung f0 : AL �! C0 beschrieben. Zur De�nition der Restrik-
tionen betrachtet man f�ur i = 1; : : : ; � eine Menge von Konsequenzen Ci, eine Teilmenge
C 0
i � }(Ci), welche die zul�assigen Konsequenzen bez�uglich der i-ten Restriktion umfa�t,

sowie eine Abbildung fi : AL �! Ci, die jeder Alternative ihre Konsequenzen zuordnet.
Eine Alternative a 2 AL wird f�ur i 2 f1; : : : ; �g als zul�assig bez�uglich der i-ten Restriktion
bezeichnet, wenn fi(a) 2 Ci gilt.

Es sei nun
A0 := fa 2 AL; fi(a) 2 C

0
i f�ur alle i = 1; : : : ; �g

Die Menge A0 umfa�t alle Alternativen, die bez�uglich jeder Restriktion g�ultig sind. Sie wird
als die Menge der zul�assigen Alternativen bezeichnet. Wir nehmen an, da� A0 6= ; ist.
Als optimale L�osung des Entscheidungsproblems betrachtet man diejenigen Alternativen
a� 2 AL, f�ur die gilt:

u(f0(a
�)) = max

a2A0
u(f0(a)) = max

a2A0
bu(a)

Dabei ist bu := u Æ f0 (vgl. Abschnitt 5.2.1).

Wir wenden uns der Modellbildung im relationalen Ansatz zu. Es sei dazu zun�achst
D0 = (AL; C0; C�;u; F; I) das isomorphe relationale Modell des Entscheidungsproblems ohne

Ber�ucksichtigung der Restriktionen (vgl. Abschnitt 5.2.1). Zur Modellierung der Restrik-
tionen sei Fi[a] := ffi(a)g f�ur alle a 2 AL sowie Ci := C 0

i f�ur alle i = 1; : : : ; �. Dabei
identi�zieren wir die betre�enden Mengen mit ihrer Zugeh�origkeitsfunktion (vgl. S. 52). Die
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relationalen Modelle Di := (AL; Ci; Ci; Fi; Ii) sind unter diesen Voraussetzungen von der
Wahl der Inklusionsma�e Ii unabh�angig (vgl. Bsp. 4.4).

Wir erhalten das relationale Entscheidungsmodell

D = D0 
t D1 
t : : :
t D�

Dabei sei t : [0; 1]2 �! [0; 1] eine beliebige, nullteilerfreie t-Norm. In diesem Entscheidungs-
modell sind alle Kriterien des Entscheidungsproblems abgebildet. Nach dem Homomorphie-
satz 4.10 gilt f�ur alle a 2 AL:

DD1
t:::
tD�(a) = (DD1
\ : : : \DD�)(a)

=

(
1 fi(a) 2 C

0
i f�ur alle i = 1; : : : ; �

0 sonst

Es ist also DD1
t:::
tD� = A0. F�ur die mehrwertige Entscheidung DD des Entscheidungsmo-
dells D gilt:

DD(a) =

(
C�;u(a) a 2 A0

0 a 62 A0
=

(
�(u(f0((a)))) a 2 A0

0 a 62 A0

F�ur alle a1; a2 2 A
0 gilt wegen der Monotonie von �:

DD(a1) � DD(a2) , bu(a1) � bu(a2)
Da nach Voraussetzung A0 6= ; ist, ist a� 2 AL genau dann eine fuzzy-eÆziente L�osung des
Modells D, wenn a� auch eine optimale L�osung des Entscheidungsmodells mit Nutzenfunk-
tion ist. Man kann daher auch in diesem Fall von einer Isomorphie des relationalen Modells
und des Entscheidungsmodells mit Nutzenfunktion sprechen, die inhaltlich der Isomorphie
nach Gleichung (5.3) entspricht.

5.4 Bemerkung

(i) In einem relationalen Entscheidungsmodell sind Restriktionen abbildbar, die risiko-

oder unsicherheitsbehaftet sind. Wir verweisen in diesem Zusammenhang auf die

Ausf�uhrungen des Abschnittes 4.1. Da im relationalen Modell methodisch nicht

zwischen Zielen und Restriktionen unterschieden wird, sind die dort angestellten
�Uberlegungen universell auf alle Klassen von Kriterien anwendbar. Bei der Modell-

bildung ist es daher nicht notwendig, da� alle Kriterien mit dem gleichen Inklusions-

ma� beschrieben werden. So sind auch Probleme darstellbar, bei denen verschiedene

Kategorien von Ungenauigkeit vorliegen.

(ii) Im relationalen Entscheidungsmodell k�onnen auch Restriktionen mit graduellen �Uber-

g�angen dargestellt werden. Wir wollen an dieser Stelle auf eine Diskussion dieser

M�oglichkeit verzichten und auf [Bellman '70], [Lai '92] und [Rommelfanger '94] ver-

weisen, wo sich ausf�uhrliche Darstellungen dieser Thematik �nden. Dort werden auch

Anwendungsbeispiele f�ur mehrwertige Restriktionen angegeben.
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Wir fassen die bisherigen Ergebnisse des Abschnittes 5 zusammen.

5.5 Bemerkung Jedes Entscheidungsproblem mit einem Zielkriterium, das durch ein Ent-

scheidungsmodell mit Nutzenfunktion abgebildet werden kann, ist auch innerhalb der rela-

tionalen Entscheidungstheorie formulierbar. Dies kann so geschehen, da� die relationalen

Modell isomorph zu den Entscheidungsmodellen mit Nutzenfunktionen sind. Gegen�uber der

Entscheidungstheorie mit Nutzenfunktionen verf�ugt die relationale Entscheidungstheorie je-

doch �uber erheblich mehr M�oglichkeiten zur Modellbildung sowie �uber ein einheitliche kon-

zeptionelle Grundlagen. Im einzelnen ergeben sich hieraus aus unserer Sicht die folgenden

Vorteile:

� Die Theorie der Inklusionsma�e und ihre Anwendung f�ur die Darstellung von Unge-

nauigkeit und Information, die wir in Abschnitt 3.4 beschrieben haben, erlauben es,

neuartige Beschreibungen von unvollst�andiger Information bei der Darstellung von

Entscheidungsmodellen zu verwenden und bekannte Methoden vor einem neuen Hin-

tergrund zu interpretieren (vgl. Beispiel 4.4). So lassen insbesondere das Konzept des

dualen Inklusionsma�es (vgl. De�nition 3.27) sowie die m�oglichen Verkn�upfungen ver-

schiedener Inklusionsma�e (vgl. Satz 3.22) eine f�ur die Anwendung spezi�sche Model-

lierung der Informationsklasse zu. Hier gilt es, in weiteren Untersuchungen ein tieferes

Verst�andnis f�ur diese Methoden zu entwickeln.

� In einem relationalen Entscheidungsmodell lassen sich auch Entscheidungsprobleme

abbilden, deren Kriterien durch verschiedene Arten von Information charakterisiert

werden. So k�onnen beispielsweise Restriktionen durch Wahrscheinlichkeitsverteilungen

modelliert werden, w�ahrend zur Darstellung des Ziels ein Ansatz gew�ahlt wird, der mit

dem Wald'schen Kriterium vergleichbar ist (vgl. Abschnitt 5.2.3).

� Im relationalen Entscheidungsmodell sind auch unscharfe Restriktionen abbildbar. Auf

diese Weise kann eine genauere Beschreibung des Entscheidungsproblems erm�oglicht

werden (vgl. [Bellman '70, Lai '92, Rommelfanger '94]).

5.3.2 Entscheiden mit mehreren Zielen

In den vorausgegangenen Abschnitten haben wir weitreichende Parallelen zwischen der re-
lationalen Entscheidungstheorie und den Entscheidungsmodellen mit Nutzenfunktion fest-
gestellt. Unsere Betrachtungen haben sich dabei auf Entscheidungsmodelle mit einem Ziel
beschr�ankt. Demgegen�uber werden die �Uberlegungen des folgenden Abschnittes zeigen, da�
sich im Falle der Modellierung von Entscheidungsmodellen mit mehreren Zielkriterien im
allgemeinen wesentliche Unterschiede zwischen relationalenModellen und Modellen mit Nut-
zenfunktion ergeben. Dazu werden wir zun�achst das Grundproblem der Entscheidungspro-
bleme mit mehreren Zielen skizzieren und notwendige Begri�e einf�uhren. Im Anschlu� wer-
den wichtige Eigenschaften relationaler Modelle mit mehreren Zielen gezeigt. Wir werden
insbesondere nachweisen, da� fuzzy-eÆziente L�osungen eines relationalen Entscheidungsmo-
dells unter gewissen Voraussetzungen stets als optimale L�osungen des zugrunde liegenden
Entscheidungsproblems verstanden werden k�onnen. Anhand von Beispielen werde dann die
Unterschiede zur klassischen Theorie mit Nutzenfunktion verdeutlicht. Abschlie�end wird
in Abschnitt 5.4 ein ausf�uhrliches Anwendungsbeispiel angegeben.
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Wir werden die folgenden Betrachtungen bewu�t auf die Diskussion grundlegender Eigen-
schaften von Entscheidungsproblemen mit mehreren Zielen bei Sicherheit sowie auf Angabe
eines einfachen Beispiels beschr�anken. Diese Einschr�ankung l�a�t sich mit Hilfe des Homo-
morphiesatzes 4.10 begr�unden. Dort wurde gezeigt, da� sich die mehrwertige Entscheidung
eines multikriteriellen Entscheidungsproblems durch den Durchschnitt der mehrwertigen
Entscheidungen bestimmen l�a�t, die die einzelnen Kriterien charakterisieren. Dabei h�angen
zwar die einzelnen mehrwertigen Entscheidungen von der Methode der Repr�asentation der
Information ab, der verwendete Durchschnitt ist davon jedoch unabh�angig. Daher erscheint
es nicht notwendig, im folgenden Entscheidungsmodelle bei Unsicherheit oder Risiko ge-
sondert zu betrachten. Wir haben zudem bereits in Abschnitt 4.4 darauf hingewiesen, da�
jedem relationalen Entscheidungsmodell ein symmetrisches Entscheidungsmodell zugeord-
net werden kann. Auch dieses ist unabh�angig von der Klasse der zur Verf�ugung stehen-
den Information m�oglich. Symmetrische Entscheidungsmodelle sowie ihre Unterschiede und
Parallelen zur klassischen Entscheidungstheorie sind jedoch seit l�angerem Gegenstand von
Untersuchungen und die Diskussion erscheint hier weitestgehend abgeschlossen. Eine de-
taillierte Beschreibung �ndet sich unter anderem in dem bereits genannten Buch von L.
Gutsche und H.-J. Zimmermann [Zimmermann '91].

Wir pr�azisieren zun�achst die Problemstellung und f�uhren wesentliche Begri�e ein. Es sei
Entscheidungsproblem �uber einer Menge von Alternativen AL gegeben. Wir nehmen an,
da� das Entscheidungsproblem � > 1 Ziele besitzt. Jedes Ziel werde durch eine Menge von
Konsequenzen Ci sowie eine vollst�andige Ordnung �i beschrieben. Dabei soll f�ur i = 1; : : : ; �
eine Konsequenz c

(i)
1 2 Ci genau dann bez�uglich des i-ten Ziels einer Konsequenz c

(i)
2 2 Ci

vorzuziehen sein, wenn c
(i)
2 �i c

(i)
1 und c

(i)
1 6�i c

(i)
2 gilt. Da wir ausschlie�lich Entscheidungen

bei Sicherheit betrachten, gehen wir ferner davon aus, da� die Relation zwischen der Wahl
einer Alternative und ihren Konsequenzen bez�uglich des i-ten Ziels durch eine Abbildung

f (i) : AL �! Ci a 7�! c(i)a

f�ur i = 1; : : : ; � beschrieben wird. Jedes der � Ziele kann also wie ein Ziel eines Entschei-
dungsproblems mit einem Zielkriterium modelliert werden. Wir gehen schlie�lich davon aus,
da� eine Nutzenunabh�angigkeit zwischen den Zielen besteht, d. h., da� die Qualit�at bez�uglich
eines Ziels � 2 f1; : : : ; �g ausschlie�lich von den Konsequenzen aus C� nicht aber von Kon-
sequenzen aus C� f�ur � 2 f1; : : : ; �g n f�g abh�angt.

Unter den obigen Voraussetzungen hei�t eine Alternative a 2 AL eÆzient (oder eine eÆzi-

ente L�osung), wenn keine Alternative a0 2 AL derart existiert, da� gilt:

(i) 8 i 2 f1; : : : ; �g : fi(a) �i fi(a
0)

(ii) 9 i 2 f1; : : : ; �g : fi(a) �i fi(a
0) ^ fi(a

0) 6�i fi(a) .

Ist eine Alternative eÆzient, so existiert keine Alternative, die in allen Kriterien besser ist.
O�enbar sollte die L�osung des zugrunde liegenden Entscheidungsproblems eine eÆziente
L�osung sein. Existieren Alternativen a0 und a derart, da� (i) und (ii) gelten, da� a also
keine eÆziente L�osung ist, so sagt man auch, da� a0 die Alternative a dominiert.

Wir zeigen nun, da� jede fuzzy-eÆziente L�osung eines geeigneten relationalen Modells unter
gewissen Voraussetzungen eine eÆziente L�osung des Entscheidungsproblems ist.
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5.6 Satz Es sei AL eine endliche Menge von Alternativen. Es sei ferner ein Entscheidungs-

problem mit � > 1 Zielen gegeben. Diese sollen f�ur i = 1; : : : ; � durch Mengen von Konse-

quenzen Ci, durch Abbildungen fi : AL �! Ci sowie durch vollst�andige Ordnungsrelationen

�i beschrieben werden. F�ur i = 1; : : : ; � sei Di 2 D(AL) ein relationales Entscheidungs-

modell, das das i-te Ziel beschreibt. F�ur eine nullteilerfreie t-Norm t : [0; 1]2 �! [0; 1] sei

ferner:

D := D1 
t : : :
t D�

Dann gilt:

(i) Es existiert eine fuzzy-eÆziente L�osung des Entscheidungsmodells D, die auch eine

eÆziente L�osung des urspr�unglichen Entscheidungsproblems ist.

(ii) Ist tj]0;1]2 streng monoton steigend in beiden Komponenten und DD 6= ;, so ist jede

fuzzy-eÆziente L�osung von D eine eÆziente L�osung des Entscheidungsproblems.

Beweis: zu (i): Es sei ein Entscheidungsproblem mit mehreren Zielen gegeben, das in der
obigen Form beschrieben sei. Ferner sei Di = (AL; Ci; Ci; Fi; Ii) 2 D(AL) f�ur i = 1; : : : ; �
ein Entscheidungsmodell des i-ten Ziels. Dabei sei f�ur i = 1; : : : ; �

Fi : AL �! F(Ci) a 7�! ffi(a)g

Das Inklusionsma� Ii : F(Ci)
2 �! [0; 1] ist beliebig f�ur i = 1; : : : ; �. Wir betrachten die

mehrwertige Entscheidung von Di. Es ist f�ur alle a 2 AL und i = 1; : : : ; �:

DDi
(a) = Ii(Fi[a]; Ci) = Ci(fi(a))

F�ur die mehrwertige Entscheidung des Modells D = D1 
t : : :
t D� gilt f�ur alle a 2 AL:

DD(a) = t(DD1
(a); t(DD2

(a); : : : ; t(DD��1
(a); DD� (a))))

= t(C1(f1(a)); t(C2(f2(a)); : : : ; t(C��1(f��1(a)); C�(f�(a)))))

Wir betrachten nun die Menge EF � AL der fuzzy-eÆzienten L�osungen von D, d. h.

EF =

�
a 2 AL; DD(a) = sup

a02AL

DD(a
0)

�

Da AL endlich ist, ist EF 6= ;. Wir betrachten ferner die Menge E 0
� EF , der eÆzienten

L�osungen des Entscheidungsproblems, das entsteht, wenn man die Menge der Alternativen
des urspr�unglichen Entscheidungsproblems auf EF einschr�ankt. Da EF endlich ist, ist auch
E 0 6= ;. Wir weisen nach, da� jedes Element a 2 E 0 eine eÆziente L�osung des urspr�unglichen
Entscheidungsproblems ist. Wegen E 0 � EF ist dann die Behauptung (i) gezeigt.

Zun�achst ist nach Konstruktion klar, das es kein a 2 EF n E
0 geben kann, das ein Element

a0 2 E 0 dominiert, da sonst a0 nicht eÆzient sein w�urde, also a0 62 E 0 gilt.

Wir weisen nach, da� es auch keine Alternative a 2 AL n EF und kein a0 2 E 0 gibt, so
da� a die Alternative a0 2 E 0 dominiert. Es folgt dann die Behauptung. Zu diesem Zweck
nehmen wir an, da� es ein a 2 AL n EF und ein a0 2 E 0 derart gibt, da� a die Alternative
a0 dominiert, d. h. es ist

(a) 8 i 2 f1; : : : ; �g : fi(a
0) �i fi(a)
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(b) 9 i 2 f1; : : : ; �g : fi(a
0) �i fi(a) ^ fi(a

0) 6�i fi(a) .

Wir weisen nach, da� aus dieser Annahme ein Widerspruch folgt.

F�ur jedes mehrwertige Kriterium Ci 2 F(Ci) mit i = 1; : : : ; � gilt wegen der Bedingung

(C1) f�ur alle c
(i)
1 ; c

(i)
2 2 Ci:

Ci(c
(i)
1 ) � Ci(c

(i)
2 ) , c

(i)
1 �i c

(i)
2

Es gilt also insbesondere f�ur alle a; a0 2 AL und f�ur alle i = 1; : : : ; �:

Ci(fi(a
0)) � Ci(fi(a)) , fi(a

0) �i fi(a)

Da jede t-Norm monoton steigend in beiden Komponenten ist, erhalten wir daher aus (a):

DD(a) = t(C1(f1(a)); t(C2(f2(a)); : : : ; t(C��1(f��1(a)); C�(f�(a)))))

� t(C1(f1(a
0)); t(C2(f2(a

0)); : : : ; t(C��1(f��1(a
0)); C�(f�(a

0)))))

= DD(a
0)

Da a0 2 E 0 � EF ist, erhalten wir somit:

DD(a) � DD(a
0) = sup

a002AL

DD(a
00)

Also ist DD(a) = supa002ALDD(a
00) und es folgt a 2 EF im Widerspruch zur Annahme.

zu (ii): Es sei EF � AL wie oben die Menge aller fuzzy-eÆzienten L�osungen. Wir weisen
nach, da� keine Alternativen a 2 ALnEF und a0 2 EF derart existieren, da� a die Alterna-
tive a0 dominiert. Dann ist jede Alternative a0 2 EF nach De�nition eine eÆziente L�osung.
Auch hier zeigen wir die Behauptung durch die Konstruktion eines Widerspruchs.

Wir nehmen an, da� Alternativen a 2 AL n EF und a0 2 EF derart existieren, da� a die
Alternative a0 dominiert. Da nach Voraussetzung DD 6= ; gilt, ist dann f�ur alle i = 1; : : : ; �:

0 < Ci(fi(a
0)) � Ci(fi(a))

Zudem existiert ein i 2 f1; : : : ; �g derart, da� gilt:

Ci(fi(a
0)) < Ci(fi(a))

Da nach Voraussetzung tj]0;1]2 streng monoton steigend ist, gilt:

DD(a
0) = t(C1(f1(a

0)); t(C2(f2(a
0)); : : : ; t(C��1(f��1(a

0)); C�(f�(a
0)))))

< t(C1(f1(a)); t(C2(f2(a)); : : : ; t(C��1(f��1(a)); C�(f�(a))))) = DD(a)

Insbesondere folgt wegen DD(a
0) < DD(a), da� supa002ALDD(a

00) > DD(a
0) gilt. Also ist

a0 62 EF im Widerspruch zur Annahme.

5.7 Bemerkung

(i) Es ist tminj]0;1]2 nicht streng monoton steigend. tAj]0;1]2 ist streng monoton steigend in

beiden Komponenten.
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(ii) Ist die fuzzy-eÆziente L�osung des Modells D eindeutig, so ist sie stets eine eÆziente

L�osung des Entscheidungsproblems.

Wir wenden uns nun der Modellierung von Entscheidungsproblemen mit mehreren Zielen
im Rahmen der Theorie der Entscheidungsmodelle mit Nutzenfunktion zu. Im Anschlu�
skizzieren wir Unterschiede und Parallelen zur relationalen Entscheidungstheorie.

Erneut sei ein Entscheidungsproblem �uber einer endlichen Menge AL von Alternativen mit
� > 1 Zielen gegeben. Jedes Ziel werde wie oben durch eine Menge Ci von Konsequenzen,
durch eine Abbildung fi : AL �! Ci a 7�! c

(i)
a sowie durch eine vollst�andige Ordnung �i

beschrieben. Wie oben seien die Ziele nutzenunabh�angig. Wir gehen schlie�lich davon aus,
da� Nutzenfunktionen ui : Ci �! R gegeben seien, die f�ur i = 1; : : : ; � die jeweiligen Ziele
gem�a� Gleichung (5.1) beschreiben.

Ein h�au�g verwendeter Ansatz ist in diesem Fall, eine Abbildung

bu : AL �! R a 7�!

�X
i=1


i � ui(fi(a)) (5.4)

mit 
i 2 R, 
i > 0 f�ur i = 1; : : : ; � zu de�nieren (vgl. [Laux '95, S. 86 f.]). Zudem wird
h�au�g

P�

i=1 
i = 1 angenommen. Es sind diejenigen Alternativen a� 2 AL optimal, f�ur die
gilt: bu(a�) = sup

a2AL

bu(a)
Mit dieser Art der Modellierung ist das Entscheidungsmodell mit Nutzenfunktion im all-
gemeinen nicht zu einem entsprechenden relationalen Entscheidungsmodell isomorph. Die
Mengen der optimalen L�osungen und der fuzzy-eÆzienten L�osungen sind im allgemeinen
verschieden. Wir geben zur Verdeutlichung ein einfaches Beispiel an.

5.8 Beispiel Es sei [a; b] � R eine Menge von Alternativen. Wir betrachten ein Ent-

scheidungsproblem mit zwei Zielen. Diese seien bez�uglich der Mengen von Konsequenzen

C1 = C2 = [c; d � R] gegeben. Wir nehmen an, da� die Relation zwischen Alternativen und

Konsequenzen durch die linearen Abbildungen

f1 : [a; b] �! [c; d] x 7�!
(d� c)(x� a)

b� a
+ c

f2 : [a; b] �! [c; d] x 7�!
(d� c)(b� x)

b� a
+ c

beschrieben werden. Es ist dann f1(a) = f2(b) = c und f1(b) = f2(a) = d. Ferner seien

mehrwertige Kriterien Ci 2 F([c; d]) sowie Nutzenfunktionen ui : [c; d] �! R f�ur i = 1; 2
derart gegeben, da� f�ur x 2 [c; d] und i = 1; 2 gilt:

Ci(x) = ui(x) =
x� c

d� c

Wir de�nieren die relationalen Entscheidungsmodelle Di := ([a; b]; [c; d]; Ci; fi; Ii) f�ur i =
1; 2 mit beliebigen Inklusionsma�en Ii : F([c; d])

2 �! [0; 1]. Es ist dann

DD1
(x) = C1(f1(x)) = u1(f1(x)) =

x� a

b� a

DD2
(x) = C2(f2(x)) = u2(f2(x)) =

b� x

b� a
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Abbildung 5.1: Graph von bu
 f�ur 
 = 1
4
; 1
2
; 2
3

Da f�ur alle x1; x2 2 [a; b] mit x1 6= x2 stets

C1(f1(x1)) = u1(f1(x1)) > C1(f1(x2)) = u1(f1(x2))

_ C2(f2(x1)) = u2(f2(x1)) > C2(f2(x2)) = u2(f2(x2))

gilt, ist jede Alternative x 2 [a; b] eine eÆziente L�osung des Entscheidungsproblems. Wir

wollen im folgenden untersuchen, welche fuzzy-eÆzienten bzw. optimalen L�osungen durch

ein relationales Modell und durch verschiedene Modelle mit Nutzenfunktion beschrieben wer-

den.

Wir betrachten zun�achst das relationale Entscheidungsmodell D = D1 
tA D2. Dabei ist

tA : [0; 1]2 �! [0; 1] das Algebraische Produkt. Gem�a� Beispiel 4.12 gilt dann f�ur alle

x 2 [a; b]:

DD(x) =
(x� a)(b� x)

(b� a)2

Die eindeutige fuzzy-eÆziente L�osung des Entscheidungsmodells D lautet x� = 1
2
(b+ a). In

Abbildung 4.2 (S. 117) sind die Graphen der mehrwertigen Entscheidungen D1; D2 und D

aufgetragen.

Wir wenden uns dem Ansatz mit Nutzenfunktion zu. Zu diesem Zweck sei f�ur 
 2]0; 1[
de�niert: bu
 : [a; b] �! R x �! 
 � u1(f1(x)) + (1� 
) � u2(f2(x))

Dies ist stets eine Nutzenfunktion im Sinne der Gleichung (5.4). �Uber den Parameter 


k�onnen die Ziele unterschiedlich gewichtet werden. Wir wollen untersuchen, welche optima-

len L�osungen durch die Abbildung bu
 in Abh�angigkeit von 
 beschrieben werden.

Es ist f�ur alle 
 2]0; 1[:

bu
(x) = 2
 � 1

b� a
x+

(1� 
) b� 
 a

(b� a)

Die Abbildung bu
 ist also stets linear. F�ur 
 < 1
2

ist die Steigung negativ, f�ur 
 > 1
2

positiv.

F�ur 
 = 1
2

ist sie Null. Wir erhalten daher in Abh�angigkeit von 
 die folgenden Mengen X�
�

[a; b] als Menge der optimalen L�osungen des Entscheidungsmodells mit Nutzenfunktion:
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Abbildung 5.2: Indi�erenzkurven von D Abbildung 5.3: Indi�erenzkurven 
 = 1
4

Abbildung 5.4: Indi�erenzkurven 
 = 1
2

Abbildung 5.5: Indi�erenzkurven 
 = 2
3

Parameter L�osungen

0 < 
 < 1
2

X� = fag


 = 1
2

X� = [a; b]
1
2
< 
 < 1 X� = fbg

Insbesondere existiert kein Parameter 
 2]0; 1[ derart, da� die Menge der fuzzy-eÆzienten

L�osungen von D mit der Menge X� der optimalen L�osung des Entscheidungsmodells mit

Nutzenfunktion �ubereinstimmt. Zur Veranschaulichung der �Uberlegung ist in Abbildung 5.1

die Funktion bu
 f�ur 
 = 1
4
; 1
2
; 2
3

aufgetragen. Man kann die G�ultigkeit der obigen Tabelle f�ur

die eingezeichneten Funktionen leicht ablesen.

Um die Unterschiede zwischen dem relationalen Ansatz und den Entscheidungsmodellen mit

Nutzenfunktion weiter zu verdeutlichen, wollen wir die Indi�erenzkurven der verschiedenen

Modelle miteinander vergleichen. Zu diesem Zweck stellen wir f�ur den Falle des relationalen

Modells diejenigen Tupel (c1; c2) 2 [c; d]2 dar, f�ur die gilt:

tA(C1(c1); C2(c2)) = �

Dabei ist � 2 [0; 1] (vgl. Abschnitt 4.6). Im Falle der Entscheidungsmodelle mit Nutzenfunk-

tion kennzeichnen wir diejenigen Tupel (c1; c2) 2 [c; d]2, f�ur die


 � u1(c1) + (1� 
) � u2(c2) = �
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mit � 2 [0; 1] ist. F�ur 
 2]0; 1[ sind dies diejenigen Konsequenzen, bez�uglich derer der

Gesamtnutzen indi�erent ist. Wir betrachten hier wie oben die F�alle 
 = 1
4
; 1
2
; 2
3
.

In Abbildung 5.2 sind die Indi�erenzkurven des relationalen Entscheidungsmodells D auf-

getragen. Um eine gr�o�ere �Ubersichtlichkeit zu gew�ahrleisten, haben wir lediglich die Indif-

ferenzkurven f�ur � = 0:1; 0:2; 0:3; 0:5 und 0:7 in die Abbildung eingetragen. Zudem ist die

Menge

A0 :=
[

x2[a;b]

f(f1(x); f2(x))g

in die Abbildung eingezeichnet. Sie umfa�t alle Paare von Konsequenzen, die aus der Wahl

einer Alternative x 2 [a; b] enstehen k�onnen.

Man erkennt, da� das optimale Paar von Konsequenzen aus A0 das Paar (1
2
(c+d); 1

2
(c+d))

ist. Es gilt

f1(
1
2
(a+ b)) = f2(

1
2
(a + b)) = 1

2
(c+ d)

Folglich best�atigt sich, da� x� = 1
2
(a+ b) die fuzzy-eÆziente L�osung von D ist.

In den Abbildungen 5.3, 5.4 und 5.5 sind die Indi�erenzkurven der Entscheidungsmodelle

mit Nutzenfunktion f�ur die Parameter 
 = 1
4
; 1
2
; 2
3

dargestellt. Auch hier haben wir lediglich

die Indi�erenzkurven f�ur � = 0:1; 0:2; 0:3; 0:5 und 0:7 in die Abbildungen eingetragen.

Es l�a�t sich erkennen, da� im Falle 
 = 1
4

(Abbildung 5.3) das Paar (c; d) das optimale

Konsequenzenpaar aus A0 ist. Es ist f1(a) = c und f2(a) = d. Folglich ist a die optimale

L�osung des Entscheidungsmodells mit Nutzenfunktion. Das optimale Konsequenzenpaar im

Falle 
 = 2
3

(Abbildung 5.4) wird durch (d; c) gegeben. Hier folgt, da� b die optimale L�osung

ist. Schlie�lich wird klar, da� alle Paare von Konsequenzen aus A0 im Falle 
 = 1
2

indi�erent

sind, da sie s�amtlich auf der Indi�erenzkurve von � = 1
2

liegen.

Keines der dargestellten Entscheidungsmodelle ist zu dem anderen isomorph, da sich in al-

len F�allen die Indi�erenzkurven zweier Modelle schneiden. Daher wird klar, da� in dem hier

skizzierten Fall kein, zum relationalen Entscheidungsmodell isomorphes Modell mit Nutzen-

funktion existiert, das mittels des obigen Ansatzes modelliert werden kann.

5.9 Bemerkung

(i) Wir haben in Beispiel 5.8 gezeigt, da� sich relationale Entscheidungsmodelle im all-

gemeinen von Entscheidungsmodellen mit Nutzenfunktion unterscheiden. Dies ist kei-

neswegs notwendig, sondern vom zugrunde liegenden Entscheidungsproblem abh�angig.

So existieren Entscheidungsprobleme, bei denen beide Konzepte zu isomorphen Model-

len f�uhren (dies ist insbesondere bei nur einem Ziel der Fall). Diese Vergleichbarkeit

ist jedoch empirischer und nicht grunds�atzlicher Natur.

(ii) Wie bereits erw�ahnt, sind zahlreiche andere Ans�atze zur Beschreibung der optima-

len L�osung bei Entscheidungsproblemen mit mehreren Zielen im Rahmen der Nut-

zentheorie bekannt. So wird beispielsweise im Falle von � Zielkriterien gelegentlich

eine beliebige (streng) monoton steigende Abbildung g : R� �! R betrachtet (vgl.

[Zimmermann '91, S. 110]). Man de�niert dann

bu(a) := g(u1(a); : : : ; u�(a))
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Eine L�osung a� 2 AL hei�t optimal, wenn bu(a�) = supa2AL bu(a) gilt. Wie im Beweis

zu Satz 5.6 kann man nachweisen, da� jede optimale L�osung dieser Art eine eÆziente

L�osung des Entscheidungsproblems ist, wenn die Abbildung g streng monoton ist. Die

oben betrachtete Funktion aus Gleichung (5.4) ist ein Spezialfall dieses Verfahrens.

O�enbar kann vor dem Hintergrund eines solchen, sehr allgemeinen Ansatzes jedes

relationale Entscheidungsmodell letztlich als Modell mit Nutzenfunktion interpretiert

werden, da jede t-Norm { und damit auch jede Verkettung von t-Normen { monoton

steigend ist. Allerdings erscheint uns diese Au�assung aus mehreren Gr�unden nicht

zweckm�a�ig. So unterscheiden sich die Ans�atze zur Entscheidungstheorie mit Nutzen-

funktion methodisch grunds�atzlich von dem Ansatz der relationalen Entscheidungstheo-

rie. Kein klassischer Ansatz l�a�t sich aus der Anwendung einer mehrwertigen Logik

ableiten, wie dies bei der relationalen Theorie der Fall ist. Die t-Normen sind daher

auch keine beliebigen Abbildungen, sondern sie unterliegen einer genauen Axiomatik,

aus welcher sich letztlich die Plausibilit�at des gesamten Ansatzes ableiten l�a�t.

Schlie�lich zeigen sich insbesondere im Falle der Beschreibung von Ungenauigkeit und

unvollst�andiger Information weitere grunds�atzliche Unterschiede. Im relationalen An-

satz k�onnen beliebige Klassen von Information im Rahmen eines einheitlichen theore-

tischen Konzeptes abgebildet werden. Dies ist in der klassischen Theorie nicht m�oglich.

5.4 Ein Anwendungsbeispiel: Online-Routing-Systeme

Die �Uberlegungen des Abschnittes 5.3.2 haben deutlich gemacht, da� sich relationale Ent-
scheidungsmodelle von Modellen mit Nutzenfunktion unterscheiden. Sie haben nicht gezeigt,
da� einer der beiden Ans�atze prinzipiell sinnvoller als der andere ist oder zwangsl�au�g zu
zweckm�a�igen Ergebnissen f�uhrt. Eine solche Aussage kann letztlich nur vor dem Hinter-
grund der spezi�schen Problemstellung erfolgen und auch hier wird ein endg�ultiges Urteil
nicht zu erwarten sein, wenn die optimale Entscheidung nicht a priori bekannt ist. In diesen
F�allen erscheint es jedoch ohnehin sinnvoller, einen deskriptiven8 Ansatz zur Entscheidungs-
theorie zu w�ahlen. Demgegen�uber handelt es sich sowohl bei den vorgestellten Modellen mit
Nutzenfunktion wie auch bei den relationalen Ans�atzen um normative Ans�atze zur Ent-
scheidungstheorie, d. h. es handelt sich um Methoden, die zeigen, wie Entscheidungen bei
Entscheidungsproblemen rational getro�en werden k�onnen (vgl. [Laux '95, S. 3,4]). Daher
wird man auch in der Anwendung selten zu objektiven Aussagen �uber die Eignung der ver-
schiedenen Ans�atze gelangen k�onnen, da die Rationalit�at und mithin auch die Objektivit�at
selbst Gegenstand der Modelle ist.

Vor diesem Hintergrund ergeben sich f�ur den folgenden Abschnittes zweierlei Zielsetzungen.
Zum einen soll ein konkretes Beispiel f�ur die Anwendung der relationalen Entscheidungstheo-
rie in der Praxis gegeben werden. Dies wird die Methode der Modellierung verdeutlichen.

8Bei Laux [Laux '95, S. 3] �ndet sich die folgende De�nition:

"
Die deskriptive Entscheidungstheorie will beschreiben, wie in der Realit�at Entscheidungen

getro�en werden, und erkl�aren, warum sie gerade so und nicht anders zustande kommen. Ihr
Ziel ist es, empirisch gehaltvolle Hypothesen �uber das Verhalten von Individuen und Gruppen
im Entscheidungsprozess zu �nden, mit deren Hilfe bei Kenntnis der jeweiligen konkreten
Entscheidungssituation Entscheidungen prognostiziert werden k�onnen.\

Auch in der deskriptiven Entscheidungstheorie �nden mathematische Modelle ihre Anwendung (vgl. z. B.
[Hersh '76, Zimmermann '82]).
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Zum zweiten sollen erneut die Unterschiede zwischen einem relationalen Modell und einem
Entscheidungsmodell mit Nutzenfunktion aufgezeigt und verdeutlicht werden. Dabei ist es
aus den oben genannten Gr�unden nicht unser Ziel, ein endg�ultiges Urteil �uber die Eignung
der beiden Methoden zu f�allen.

Bei der angesprochenen Anwendung handelt es sich um die Modellierung eines Online-
Routing-Systems f�ur den Stra�enverkehr. Dieses wurde im Rahmen einer Kooperation der
Fachbereiche Physik und Mathematik an der Gerhard-Mercator-Universit�at Duisburg ent-
wickelt und anhand realistischer Verkehrsdaten getestet. Ansatzpunkt f�ur die Untersuchung
war, da� die Zunahme des Stra�enverkehrs in den letzten Jahren, das steigende Bed�urfnis
nach Mobilit�at innerhalb der Bev�olkerung sowie die erkennbaren Kapazit�atsgrenzen des
Verkehrstr�agers Stra�e in der j�ungeren Vergangenheit zu einem wachsenden Interesse an
Online-Routing-Systemen f�ur den Stra�enverkehr gef�uhrt haben [Esser '97 B]. Das Ziel sol-
cher Systeme ist es, den Verkehrsteilnehmer kontinuierlich mit Informationen �uber den ak-
tuellen Verkehrszustand zu versorgen und auf Basis dieser Informationen Vorschl�age f�ur den
zur Zeit besten Reiseweg zu unterbreiten. Ein

"
bester\ Reiseweg wird im allgemeinen von

verschiedenen Kriterien abh�angen. Wichtig sind dabei sicher die aktuelle Reisezeit und die
L�ange des betre�enden Weges. Zus�atzlich k�onnen Kriterien wie die Einfachheit des Weges
(dies sind zum Beispiel Wege mit wenigen Abbiegungen), der verwendete Stra�entyp (so
ist es etwa nur in Ausnahmef�allen zweckm�a�ig, Routen durch verkehrsberuhigte Stra�en zu
w�ahlen), die Verkehrsdichte sowie der zuk�unftige Verkehrszustand eine Rolle bei der Bewer-
tung der Routen spielen (vgl. [Laak '97]). Aus dem Blickwinkel der Entscheidungstheorie
handelt es sich hier um ein Entscheidungsproblem mit einer endlichen Menge von Alterna-
tiven (den verschiedenen m�oglichen Wegen) und mehreren Zielkriterien, die gegebenenfalls
unsicherheitsbehaftet sind.

Wir werden im folgenden Ans�atze zur mathematischen Modellierung eines Online-Routing-
Systems auf der Basis von Nutzenfunktionen einerseits und im Rahmen der relationalen
Entscheidungstheorie andererseits vorstellen und vor dem Hintergrund realistischer Ver-
kehrsdaten miteinander vergleichen. Dabei werden wir uns auf die Betrachtung von lediglich
zwei der m�oglichen Kriterien beschr�anken, um den beabsichtigten Vergleich zu vereinfachen.
Diese werden die Reisezeit und die L�ange der entsprechenden Wege sein9. Das Vorgehen
wird das folgende sein. Wir werden zun�achst die mathematische Modellierung der Entschei-
dungsmodelle f�ur die vorliegende Anwendung beschreiben. Im Anschlu� skizzieren wir die
wesentlichen Parameter der Testdaten sowie die verwendeten Methoden zu ihrer Erzeugung.
Schlie�lich werden wir die Ergebnisse der Untersuchung vorstellen und diskutieren.

Modellierung der Entscheidungsmodelle. Wir beginnen mit der Modellierung des
Verkehrsnetzes und seiner relevanten Daten.

Darstellung des Verkehrsnetzes. Das Verkehrsnetz wird durch einen gerichteten Graphen
dargestellt. Die Menge der Knoten des Graphen sei mit K bezeichnet. Sie stellt die Menge
der m�oglichen Start- und Zielorte im Verkehrsnetz dar. Das Paar (i; j) 2 K2 geh�ort genau
dann zur Menge V � K2 der Kanten des Graphen, wenn der Knoten j von dem Knoten i
aus erreicht werden kann, ohne da� dabei ein weiterer Konten ber�uhrt wird. Es sei ferner
die Abbildung

LV : V �! R+

9Untersuchungen, die auch andere Kriterien ber�ucksichtigen, �nden sich bei [Laak '97] und [Annen '99].
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gegeben, die jeder Kante die L�ange des korrespondierenden realen Weges zuordnet. Schlie�-
lich sei

TV : V � R+ �! R+

gegeben. F�ur v 2 V und t 2 R+ sei TV (v; t) die Zeit, die ben�otigt wird, um die Kante v zum
Zeitpunkt t zu passieren.

Unter einem Weg vom Start i 2 K zum Ziel j 2 K mit i 6= j verstehen wir eine Familie von
Kanten W = (i�; j�)(1����) � V , f�ur die gilt:

(i) i1 = i und j� = j

(ii) F�ur alle 1 � � < � ist j� = i�+1

Wir nennen den Weg kreisfrei, wenn zudem gilt:

(iii) F�ur alle �; � 2 fi1; : : : ; i�g mit � 6= � ist i� 6= i�.

Die Menge aller kreisfreien Wege in einem Graphen von einem Start i zu einem Ziel j sei
mitWij bezeichnet. Es ist Wij � }(V ). Die L�ange eines kreisfreien Weges von i nach j ist
dann gegeben durch

L :Wij �! R
+ W 7�!

X
v2W

LV (v)

Entsprechend l�a�t sich die aktuelle Reisezeit zum einem Zeitpunkt t eines Weges durch

T :Wij � R
+
�! R+ W 7�!

X
v2W

TV (v; t)

beschreiben.

Formulierung des Entscheidungsproblems. Mit den obigen Bezeichnungen l�a�t sich das Ent-
scheidungsproblem wie folgt formulieren. Finde zu gegebenem Start i 2 K und Ziel j 2 K

zu einem Zeitpunkt t denjenigen Weg W 2Wij, der Reisezeit und Wegl�ange gleicherma�en
minimiert. Diese Zielsetzung wird formal durch die Formel

(L(W ); T (W; t))
W2Wij
�! min (5.5)

wiedergegeben.

Das Entscheidungsmodell mit Nutzenfunktion. Wir wenden uns der Modellierung eines Ent-
scheidungsmodells mit Nutzenfunktion f�ur das Entscheidungsproblem (5.5) zu. Dabei gehen
wir davon aus, da� der Nutzen in beiden Zielen negativ proportional zu den jeweiligen Ziel-
gr�o�en w�achst. Um die Vergleichbarkeit der Ziele herzustellen, werden die beiden Zielgr�o�en
zudem normiert. Es sei zu diesem Zweck f�ur einen gegebenen Start i 2 K, ein Ziel j 2 K

sowie einen Zeitpunkt t

Lmin
ij := min

W2Wij

L(W ) (5.6)

und

Tmin
ij;t := min

W2Wij

T (W; t) (5.7)
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Abbildung 5.6: Zugeh�origkeitsfunktion M3:4; 1:4

Die Zielfunktion des Entscheidungsmodells mit Nutzenfunktion wird dann gegeben durch

bu :Wij �! R W 7�! �

�
1

7

L(W )

Lmin
ij

+
6

7

T (W; t)

Tmin
ij;t

�
(5.8)

Dabei haben wir eine starke Pr�aferenz auf die Reisezeit des Weges gelegt, was durch die
Faktoren 1

7
bzw. 6

7
ausgedr�uckt wird. Ein Weg W � 2 Wij ist eine optimale L�osung des

Entscheidungsmodells mit Nutzenfunktion, wenn gilt:

bu(W �) = max
W2Wij

bu(W )

Das relationale Entscheidungsmodell. Im folgenden beschreiben wir die Modellierung eines
relationalen Entscheidungsmodells f�ur das Entscheidungsproblem (5.5). Zu diesem Zweck
de�nieren wir zun�achst die Abbildung

M�;d : R �! [0; 1] x 7�! 1
2
(1� tanh(� (x� d)))

Mehrwertige Relationen, welche Zugeh�origkeitsfunktionen von der Klasse M�;d besitzen,
wurden bereits h�au�ger zur Darstellung von Entscheidungsproblemen verwendet (vgl.
[Rommelfanger '94, S. 173]). Es handelt sich um so genannte s-f�ormige Funktionen. Abbil-
dungen mit �ahnlichen Formen erwiesen sich in empirischen Untersuchungen als besonders
geeignet zur Darstellung von mehrwertigen Kriterien (vgl. [Hersh '76]). Man beachte, da�
M�;d(d) = 0:5 gilt. Der Wert von � bestimmt die Kr�ummung der Kurve. In Abbildung
5.6 ist eine entsprechende Zugeh�origkeitsfunktion f�ur die Parameter � = 3:4 und d = 1:4
aufgezeichnet.

Wir betrachten erneut das Entscheidungsproblem (5.5) f�ur einen vorgegebenen Start i, ein
Ziel j sowie einen Zeitpunkt t. Die mehrwertigen Kriterien des relationalen Modells werden
�uber der Menge von Konsequenzen [Lmin

ij ;1] im Falle der Wegl�ange und [Tmin
ij;t ;1] f�ur die

Reisezeit de�niert. Dabei sind Lmin
ij und Tmin

ij;t wie in (5.6) und (5.7) de�niert. Es sei

CL(x) :=

0
@M3:4; 1:4

�
x

Lmin
ij

�
M3:4; 1:4(1)

1
A

1
7

das mehrwertige Kriterium zur Beurteilung der Wegl�angen und

CT (x) :=

0
@M3:4; 1:4

�
x

Tmin
ij;t

�
M3:4; 1:4(1)

1
A

6
7
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Abbildung 5.7: Indi�erenzkurven der Entscheidungsmodelle

das mehrwertige Kriterium, welches die Reisezeiten beurteilt. Dabei geben die Exponen-
ten 1

7
und 6

7
eine unterschiedliche Gewichtung der Kriterien wieder, die nach Yager (vgl.

[Yager '78]) der Gewichtung der linearen Nutzenfunktion aus Gleichung (5.8) entsprechen
soll. Durch die Division mitM3:4;1:4(1) erfolgt eine Normierung der mehrwertigen Relationen,
d. h. es ist

CL(L
min
ij ) = CT (T

min
ij;t ) = 1

Zur Darstellung des Kriteriums Wegl�ange betrachten wir ein relationales Entscheidungsmo-
dell DL 2 D(Wij) mit

DL = (Wij; [L
min
ij ;1]; CL; L

0; I)

Dabei ist L0 : Wij �! }([Lmin
ij ;1]) W 7�! fL(W )g und I ein beliebiges Inklusions-

ma�. Entsprechend wird das Kriterium Reisezeit durch ein relationales Entscheidungsmodell
DT 2 D(Wij) der Form

DT = (Wij; [T
min
ij;t ;1]; CT ; T

0; I)

mit T 0 :Wij �! }([T min
ij;t ;1]) W 7�! fT (W; t)g beschrieben. Auch hier ist I ein beliebiges

Inklusionsma�.

Das relationale Entscheidungsmodell zur Bewertung beider Kriterien wird dann durch

D = DL 
tA DT

gegeben. Hierbei wird das Algebraische Produkt zur Darstellung der entsprechenden Kar-
tesischen Produkte verwendet. Mit dem Homomorphiesatz 4.10 folgt f�ur die mehrwertige
Entscheidung DD 2 F(Wij) des Modells D f�ur alle W 2Wij:

DD(W ) = CL(L(W )) � CT (T (W; t))



156 Kapitel 5. Relationale und klassische Entscheidungstheorie

=

0
@M3:4;1:4

�
L(W )

Lmin
ij

�
M3:4;1:4(1)

1
A

1
7

�

0
@M3:4;1:4

�
T (W;t)

T min
ij;t

�
M3:4;1:4(1)

1
A

6
7

Fuzzy-eÆzient sind diejenigen Wege W �
2Wij, f�ur die gilt:

DD(W
�) = sup

W2Wij

DD(W )

In Abbildung 5.7 sind zur Verdeutlichung die Indi�erenzkurven beider Modellans�atze auf-
getragen. In Abbildung 5.7 a) sind die Kurven des klassischen Modells mit Nutzenfunktion
dargestellt. In Abbildung 5.7 b) �nden sich die entsprechenden Indi�erenzkurven f�ur den
relationalen Ansatz. Wie schon in Abschnitt 4.6 und Beispiel 5.8 wird deutlich, da� die
beiden Modellbildungen nicht isomorph sind.

Beschreibung des Versuchsumfeldes. Als Datengrundlage f�ur den Vergleich der beiden
Entscheidungsmodelle werden Verkehrsdaten aus dem Innenstadtbereich der Stadt Duisburg
verwendet. Prinzipiell ist die 
�achendeckende Erhebung von Verkehrsdaten in Form von di-
rekten Messungen mit gro�em technischen Aufwand verbunden. In dem vorliegenden Fall
wurde daher der aktuelle Verkehrszustand aus lokalen Messungen durch eine mikroskopi-
sche Simulation extrapoliert. Eingabedaten waren dabei die Daten von 205 kommunalen
Z�ahlschleifen aus dem Duisburger Stadtgebiet. Diese wurden zu 51 Me�punkten zusam-
mengefa�t. Bei den verwendeten Daten handelt es sich also nicht um reale Verkehrsdaten,
sondern um Daten, die den realen Verkehrsdaten �ahnlich sind und ein realistisches Bild
der Verkehrslage wiedergeben. Grundlegende Informationen zu dem verwendeten Verfah-
ren �nden sich in [Nagel '92]. Detaillierte Ausf�uhrungen zu der Simulation der Innenstadt
von Duisburg sowie Absch�atzungen zur Qualit�at der erzeugten Daten sind den Arbeiten
[Esser '97 A] und [Esser '97 B] zu entnehmen.10 Das betrachtet Stra�ennetz und die Me�-
stellen sind in Abbildung 5.8 dargestellt.

Das Stra�ennetz der Stadt Duisburg wurde f�ur die Untersuchung in einem vereinfachten
Graphen mit 107 Knoten und 280 Kanten abgebildet. Die ber�ucksichtigten Stra�en sind
ebenfalls in Abbildung 5.8 zu erkennen. Auf Basis des oben erw�ahnten Modells wurden f�ur
den Zeitraum von Dienstag, dem 1.4.1997 (12.00 Uhr), bis zum Mittwoch, dem 2.4.1997
(12.00 Uhr), die Reisezeiten auf allen Kanten in min�utlichen Abst�anden berechnet. Das
verwendete Verfahren zur Messung der Reisezeiten ist ebenfalls in [Esser '97 B] zu �nden.

Ergebnisse. Im folgenden sollen die Ergebnisse der beiden Entscheidungsmodelle mitein-
ander verglichen werden. Zu diesem Zweck werden zuf�allig 2994 Knotenpaare und Zeitpunkte
ausgew�ahlt und jeweils ein optimaler Weg bez�uglich des Modells mit Nutzenfunktion sowie
ein fuzzy-eÆzienter Weg im relationalen Modell bestimmt.

In 465 (15,5%) F�allen ergeben sich dabei bei beiden Verfahren unterschiedliche Wege. In
allen �ubrigen F�allen sind die gew�ahlten Wege identisch. Hierunter fallen 474 (15,8%) F�alle,
in denen Wege gew�ahlt werden, die sowohl die optimale Reisezeit als auch die optimale
Wegstrecke besitzen. Diese (trivialen) F�alle werden stets von beiden Ans�atzen ermittelt.

10Weitere Informationen zu den Grundlagen und der Implementierung der Simulation sind unter der In-
ternetadresse http://www.traÆc.uni-duisburg.de/OLSIM/olsim.html abrufbar. Dort wird auch der aktuelle
Verkehrszustand im Innenstadtgebiet dargestellt.
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Abbildung 5.8: Das Stra�ennetz der Stadt Duisburg mit Me�stellen

Alle Reisezeiten liegen in dem Intervall von 3 Minuten 45 Sekunden bis 12 Minuten und 9
Sekunden. Die mittlere Reisezeit aller Wege ist 6 Minuten und 8 Sekunden. Die L�ange der
Wege liegt zwischen 3 und 8.49 km bei einem Mittel von 4.3 km.

Wir wollen im folgenden vor allem die F�alle betrachten, f�ur die der optimale Weg und der
fuzzy-eÆziente Weg verschieden sind. Zu diesem Zweck werden zu allen berechneten We-
gen die entsprechenden Reisezeiten und die Wegl�ange ermittelt. Zus�atzlich wird jeweils die
minimal m�ogliche Reisezeit (Tmin

ij;t ) und die minimal m�ogliche Wegstrecke (Lmin
ij ) bestimmt.

F�ur jeden Weg Wij, der berechnet wurde, wird das Tupel�
L(W )

Lmin
ij

;
T (W; t)

Tmin
ij;t

�

bestimmt. Dieses gibt in beiden Koordinaten die relative Abweichung dieses Weges zu dem
Weg an, der in beiden Gr�o�en optimal w�are11.

In Abbildung 5.9 haben wir diese Art der Darstellung verwendet, um die Wege darzustellen,
bei denen der fuzzy-eÆziente Weg und der optimale Weg �ubereinstimmen. Deutlich ist zu
erkennen, da� die Reisezeit der gew�ahlten Wege die jeweils optimale Reisezeit h�ochstens
um 10% �ubertre�en. Hingegen sind in der Wegl�ange Abweichungen von bis zu ca. 70%
zu beobachten. Hier schl�agt sich die h�ohere Gewichtung der Reisezeit in beiden Modellen
nieder.

Um die Wege zu vergleichen, in denen beide Ans�atze zu verschiedenen Resultaten f�uhren,
haben wir in Abbildung 5.10 und Abbildung 5.11 jeweils die entsprechenden Werte f�ur das
Modell mit Nutzenfunktion (Abbildung 5.10) und f�ur das relationale Modell (Abbildung
5.11) aufgetragen. Zudem wird die H�au�gkeit des Vorkommens der jeweiligen Abweichung

11Ein solcher Weg existiert tats�achlich nur in 474 F�allen (s. o.).
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Abbildung 5.9: Routen mit gleicher Qualit�at

vom Optimum erfa�t. Eine Darstellung der entsprechenden Histogramme wird in den Ab-
bildungen 5.12 und 5.13 gegeben. Die entsprechenden Zahlen �nden sich in den Tabellen 5.1
und 5.2.

Erneut l�a�t sich in beiden F�allen die starke Gewichtung des Kriteriums Reisezeit gegen�uber
dem Kriterium Wegl�ange erkennen. Dies best�atigt sich bei der Betrachtung der entspre-
chenden Histogramme. So wird in dem Modell mit Nutzenfunktion in 83 % der F�alle der
Weg mit der optimalen Reisezeit gew�ahlt. Bei den �ubrigen 17 % der F�alle liegt die Abwei-
chung vom Optimum unterhalb von 10 %. Im Mittel l�a�t das Modell mit Nutzenfunktion
lediglich eine Abweichung von 0,202 % gegen�uber der optimalen Reisezeit zu. Betrachtet
man demgegen�uber die entsprechenden Wegl�angen, so ist au��allig, da� die gr�o�te Klasse
der auftretenden L�angen (34 % der betre�enden Wege) um 20 % bis 30 % oberhalb des
Minimums liegen. Auch der Mittelwert der Abweichung von 34,5 % macht die hohe Ge-
wichtung des Kriteriums Reisezeit gegen�uber der Wegl�ange deutlich. Im Maximum liegt die
�Uberschreitung der minimalen Wegl�ange bei 120 % (Faktor 2,2). Es wird nie der k�urzeste
Weg gew�ahlt.

Bei der Betrachtung des relationalen Modells best�atigen sich zwar die grunds�atzlichen
Beobachtungen, allerdings f�allt die Priorisierung des Kriteriums Reisezeit gegen�uber der
Wegl�ange nicht ganz so extrem wie im Modell mit Nutzenfunktion aus. So ist auch hier
festzustellen, da� die Reisezeit bei 84 % aller Wege h�ochstens um 10 % von der optimalen
Reisezeit abweicht. Allerdings wird nie der Weg mit der optimalen Reisezeit gew�ahlt. Die
mittlere Abweichung der Reisezeit liegt mit 5 % deutlich �uber dem entsprechenden Wert
des Modells mit Nutzenfunktion. Auch die maximale �Uberschreitung des zeitlichen Mini-
mums f�allt mit 37% h�oher aus, als dies in dem anderen Modell der Fall ist. Im Vergleich
zu dem Kriterium Wegl�ange wird dennoch die st�arkere Gewichtung der Reisezeit deutlich.
Die mittlere Abweichung liegt hier mit 16,3 % ebenso wie die maximale Abweichung mit
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Abbildung 5.10: Modell mit Nutzenfunktion Abbildung 5.11: Relationales Modell

72 % deutlich �uber den entsprechenden Werten der Reisezeit. Die am h�au�gsten auftretende
Klasse von Wegl�angen ist mit einem Anteil von 29 % die Klasse von 10 bis 20 % Abweichung.
Auch dieser Wert �ubertri�t die entsprechende Gr�o�e der Reisezeit. Es ist weiter festzustel-
len, da� der Mittelwert und die maximale Abweichung der Wegl�angen deutlich unter den
entsprechenden Werten des Modells mit Nutzenfunktion liegen. So ist der Mittelwert der
Wegl�angen hier um 18,2 % niedriger als bei dem Modell mit Nutzenfunktion. Auch die ma-
ximale Abweichung ist um 48 % kleiner als die des Modells mit Nutzenfunktion. Zudem
wird im relationalen Modell viermal ein Weg mit optimaler Wegl�ange gew�ahlt. Dies ist im
Modell mit Nutzenfunktion nie der Fall.

Zusammenfassend l�a�t sich feststellen, da� die unterschiedliche Gewichtung der Zielgr�o�en
Reisezeit und Wegl�ange in beiden Modellen deutlich wird. Allerdings zeigt sich, da� die-
se Pr�aferenz bei dem Modell mit Nutzenfunktion deutlich st�arker ausgepr�agt ist als bei
dem relationalen Modell. Zudem ist die hohe Zahl der Wege mit optimaler Reisezeit (83 %)
au��allig, die vom Modell mit Nutzenfunktion gew�ahlt wird. Ein Optimum in dieser Zielgr�o�e
ist in dem Ansatz mit Nutzenfunktion folglich kaum durch eine entsprechende Verbesserung
des anderen Kriteriums zu kompensieren. Hier liegt ein deutlicher Unterschied zum rela-
tionalen Modell. Die im Mittel um 5 % verschlechterten Reisezeiten werden hier zugunsten
einer mittleren Verbesserung der Wegl�angen um 18,2 % in Kauf genommen. Die st�arkere
Kompensation zwischen den beiden Kriterien wird zudem darin deutlich, da� in vier F�allen
Wege mit optimaler Wegl�ange gew�ahlt werden, obwohl dieses Kriterium deutlich schw�acher
gewichtet ist als die Reisezeit.

Zum Abschlu� dieses Abschnittes sei noch einmal betont, da� aus unserer Sicht aufgrund
der obigen Ausf�uhrungen kein endg�ultiges Urteil �uber die

"
bessere\ Methode zur Beschrei-

bung von Entscheidungsproblemen mit mehreren Zielen gef�allt werden kann. Gleichwohl
meinen wir feststellen zu d�urfen, da� das relationale Entscheidungsmodell im obigen Fall
stets zu plausiblen Ergebnissen gef�uhrt und seine Tauglichkeit f�ur die Praxis unterstrichen
hat. Da sich relationale Entscheidungsmodelle f�ur Entscheidungsprobleme mit mehreren
Zielen homomorph auf symmetrische Entscheidungsmodelle abbilden lassen, verweisen wir
im �ubrigen auf die Ausf�uhrungen in den B�uchern von [Rommelfanger '94] und [Lai '92] zu
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Abbildung 5.12: Histogramm / Reisezeit Abbildung 5.13: Histogramm / Wegl�ange

Daten des Histogramms Reisezeiten

Klasse Relationales
Modell

Modell mit
Nutzen

0 % 0 389
0 { 10 % 393 76
10 { 20 % 67 0
20 { 30 % 4 0
30 { 40 % 1 0
40 { 50 % 0 0
50 { 60 % 0 0
60 { 70 % 0 0
70 { 80 % 0 0
80 { 90 % 0 0
90 { 100 % 0 0
100 { 110 % 0 0
110 { 120 % 0 0

Tabelle 5.1: Abweichung der Reisezeiten
nach Klassen

Daten des Histogramms Wegl�angen

Klasse Relationales
Modell

Modell mit
Nutzen

0 % 77 0
0 { 10 % 97 5
10 { 20 % 135 66
20 { 30 % 92 159
30 { 40 % 27 99
40 { 50 % 14 66
50 { 60 % 17 31
60 { 70 % 4 18
70 { 80 % 2 12
80 { 90 % 0 4
90 { 100 % 0 3
100 { 110 % 0 0
110 { 120 % 0 2

Tabelle 5.2: Abweichung der Wegl�angen
nach Klassen

diesem Thema.

5.5 Abschlie�ende Bemerkungen

Gegenstand des Kapitels 5 war der Vergleich von relationalen Entscheidungsmodellen und
Entscheidungsmodellen mit Nutzenfunktion. Dieser Vergleich erfolgte auf einer Modelle-
bene, d. h. es wurden die Entscheidungsmodelle selbst und nicht etwa ihr konzeptioneller
Hintergrund miteinander verglichen. Dabei haben wir zun�achst festgestellt, da� f�ur die be-
trachteten Entscheidungsprobleme mit einem Zielkriterium zu jedem klassischen Entschei-
dungsmodell mit Nutzenfunktion ein isomorphes relationales Entscheidungsmodell existiert.
Es kann also in diesen F�allen stets ein relationales Modell gefunden werden, welches die
gleichen eÆzienten L�osungen wie der klassische Ansatz besitzt. Insbesondere lassen sich
alle Entscheidungsprobleme, die durch ein Entscheidungsmodell mit Nutzenfunktion be-
schrieben werden, auch durch ein relationales Entscheidungsmodell beschreiben. Gegen�uber
dem klassischen Ansatz besitzt die relationale Entscheidungstheorie jedoch den Vorteil der
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einheitlichen mathematischen Formulierung sowie der eindeutigen mathematischen Grund-
lagen. Zudem verf�ugt die relationale Theorie �uber zus�atzliche Modellierungsm�oglichkeiten,
so da� die relationale Entscheidungstheorie als das umfassendere der beide Konzepte ver-
standen werden kann.

Im Falle der Entscheidungen mit mehreren Zielkriterien ergeben sich zwischen klassischer
und relationaler Entscheidungstheorie deutliche Unterschiede. Zwar lassen sich auch hier zu
jedem klassischen Entscheidungsmodell relationale Gegenst�ucke �nden, im allgemeinen kann
jedoch nicht davon ausgegangen werden, da� die L�osungen beider Modelle �ubereinstimmt.
Allerdings k�onnen einfache Kriterien angegeben werden, unter denen die fuzzy-eÆziente
L�osung des relationalen Entscheidungsmodells auch eine eÆziente L�osung im Sinne der
Mehrzieloptimierung ist. Unter diesem Blickwinkel sind die entsprechenden L�osungen plau-
sibel.

Zusammenfassend l�a�t sich feststellen, da� jede Problemstellung, die durch ein Modell mit

Nutzenfunktion beschrieben werden kann, auch angemessen durch ein relationales Entschei-

dungsmodell modelliert werden kann. Gegen�uber der Theorie mit Nutzenfunktion besitzt der
relationale Ansatz jedoch wesentliche Vorteile. Dies sind zum einen die einheitliche Struktur

und mathematische Grundlage der Modelle. Diese erlauben { wie wir in Kapitel 4 gezeigt
haben { die systematische Analyse und den Vergleich verschiedener Modellierungen. Zudem
gestattet die Einbettung der Entscheidungstheorie in die mehrwertige Logik die Anwendung
eines breiten mathematischen Instrumentariums, das in dieser Art in der Theorie mit Nut-
zenfunktion nicht zur Verf�ugung steht. So werden insbesondere zus�atzliche Methoden zur

Modellierung von Entscheidungsproblemen zur Verf�ugung gestellt. Dies betri�t zum einen
die Darstellung von unvollst�andiger Information in der Entscheidungstheorie, wo durch das
Konzept der logischen Inklusionsma�e neue M�oglichkeiten er�o�net werden. Dies betri�t aber
insbesondere auch die Modellierung von Entscheidungsproblemen mit mehreren Zielkrite-
rien. Hier werden zum einen mit den t-Normen erweiterte Konzepte zur Verkn�upfung der

Kriterien zur Verf�ugung gestellt. Zum anderen gestattet der relationale Ansatz die einfa-
che Modellierung von Entscheidungsproblemen mit mehreren Kriterien, f�ur die verschiedene

Arten der Information zur Verf�ugung stehen. Eine derart einfache Integration solcher Pro-
blemstellungen in die Theorie ist f�ur den Ansatz mit Nutzenfunktion nicht bekannt.
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Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein neuer Ansatz zur mathematischen Darstellung von
Entscheidungsproblemen beschrieben. Dieser beruht auf Konzepten der mehrwertigen Lo-
gik. Er erweitert das symmetrische Entscheidungsmodell von Bellman und Zadeh um die
M�oglichkeit, in ihm s�amtliche Arten von ungenauer Information repr�asentieren zu k�onnen.
Dies geschieht vor einem einheitlichen konzeptionellen Hintergrund, der es erlaubt, alle Ent-
scheidungsprobleme auf der Basis eines Grundmodells abzubilden. Hierdurch werden insbe-
sondere strukturelle Untersuchungen von Entscheidungsmodellen erm�oglicht. Das Konzept
der relationalen Entscheidungstheorie besitzt also die in der Einleitung skizzierten Schwach-
stellen des symmetrischen Ansatzes nicht mehr und wir sind daher der Meinung, der dort
formulierten Zielsetzung der Arbeit zumindest nahegekommen zu sein.

Allerdings erscheinen nach wie vor zus�atzliche Untersuchungen zweckm�a�ig. Diese betre�en
zun�achst weitere strukturelle Analysen von relationalen Entscheidungsmodellen. Zwar sind
hier mit den S�atzen 4.19 und 4.25 erste Grundlagen gelegt worden. Allerdings k�onnten diese
erweitert werden, indem der Gebrauch und ein Vergleich verschiedener Inklusionsma�e in
Entscheidungsmodellen weiter untersucht wird. Zudem haben wir uns in dieser Arbeit im we-
sentlichen auf konzeptionelle Fragestellungen konzentriert. Weitere Untersuchungen k�onnten
die Konsequenzen der Resultate f�ur die Anwendung n�aher beleuchten. Beispielsweise k�onnen
algorithmische Aspekte im Zusammenhang mit der Bestimmung fuzzy-eÆzienter L�osungen
von Interesse sein (vgl. hierzu auch Abschnitt 2.4). Schlie�lich kann der hier begonnen Ver-
gleich der relationalen Entscheidungstheorie mit anderen Ans�atzen zur Beschreibung von
Entscheidungsproblemen fortgesetzt werden.

Neben der Beschreibung des Ansatzes war die Entwicklung der notwendigen theoretischen
Grundlagen ein Schwerpunkt dieser Arbeit. Dabei wurde einerseits Wert auf eine m�oglichst
vollst�andige und systematische Darstellung gelegt. Dar�uberhinaus wurden jedoch neue Kon-
zepte in die Diskussion eingef�uhrt, die zur Darstellung der Entscheidungstheorie notwendig
waren, deren m�ogliche Anwendungen aber sicher dar�uberhinaus gehen.

Dies ist zum einen das Konzept der Wahrheitsr�aume und die darauf aufbauende Klassi�-
zierung der Sprachen der Klasse MS. Wichtige Aussagen sind hier der �Aquivalenzsatz 1.34,
durch den verschiedene Darstellungsformen der gleichen Sprache charakterisiert werden, so-
wie der Isomorphiesatz 1.44, der ein weiteres wesentliches Kriterium zur Vergleichbarkeit von
mehrwertigen logischen Sprachen umfa�t. Wir haben in dieser Arbeit an verschiedenen Stel-
len die Konsequenzen dieser Klassi�zierung der Sprachen dargelegt. Zu nennen sind hier die
�Uberlegungen zu parametrisierten t-Normen (Abschnitt 1.5), das Konzept der w-Isomorphie
von Relationensystemen (Abschnitt 2.3.2), die �Uberlegungen zu den Formen mehrwertiger
Relationen (Abschnitt 2.4) sowie die oben bereits erw�ahnten Untersuchungen zur Struktur
von Entscheidungsmodellen. Da die mehrwertigen logischen Sprachen der Klasse MS aller-
dings als Grundlage vieler in der Fuzzy-Set-Theory gebr�auchlicher Konzepte bilden, gehen
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wir davon aus, da� weitere Untersuchungen hier zu fruchtbaren Resultaten f�uhren k�onnen.

Schlie�lich wurde unter Verwendung von logischen Ma�en { und hier insbesondere von logi-
schen Inklusionsma�en { ein neuer Ansatz zur Repr�asentation von Information durch logi-
sche Konzepte vorgeschlagen. Hierdurch war es uns m�oglich, das Konzept der Fuzzy-Ma�e
und vor allem des Wahrscheinlichkeitsma�es auf mehrwertige Relationen zu erweitern. Zu-
dem erlaubt es der hier gew�ahlte Ansatz, das Konzept der Fuzzy-Ma�e in eine Theorie zu
integrieren, die sowohl Fuzzy-Ma�e als auch Fuzzy-Mengen umfa�t und welche die Zusam-
menh�ange und Unterschiede zwischen beiden Konzepten verdeutlicht (vgl. auch Abschnitt
3.5). Wir sind der Au�assung, da� der hier skizzierte Weg zur Modellierung von Infor-
mation die einschl�agige Diskussion bereichern und die Entwicklung neuer Methoden f�ur
die Anwendung vorantreiben kann. Als Beispiel mag die relationalen Entscheidungstheo-
rie selbst dienen, mit deren Formulierung wir bereits ein ausf�uhrliches Anwendungsbeispiel
angegeben haben.
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