
Relativistische Theorie der

Elektronen-Koinzidenz-Spektroskopie für

Festkörperober�ächen

Vom Fachbereich Physik - Technologie der

Gerhard-Mercator-Universität-Gesamthochschule Duisburg

zur Erlangung des akademischen Grades

eines Doktors der Naturwissenschaften

genehmigte Dissertation

von

Dirk Meinert

aus

Bochum

Referent: Prof. Dr. rer. nat. Roland Feder
Korreferent: Prof. Dr. rer. nat. Ralf Courths
Tag der mündlichen Prüfung: 9 Mai 2000





Überblick

In der vorliegenden Arbeit wird eine quantenmechanische Theorie zur Beschreibung der so-
genannten (e,2e)-Spektroskopie an Festkörperober�ächen formuliert. Beim (e,2e)-Prozess wird
das einlaufende Elektron, das auf eine Festkörperober�äche auftritt, inelastisch gestreut, wobei
die Verlustenergie vollständig von einem Kristallelektron aufgenommen wird, das daraufhin
den Festkörper verlassen kann. Es handelt sich um eine elastische Zweiteilchenstreuung, an
der vier Einteilchenzustände aktiv beteiligt sind: Der Zustand des einfallenden Elektrons, des
gebundenen Kristallelektrons und die beiden nach dem Prozess emittierten Zustände. Die re-
sultierende Übergangswahrscheinlichkeit wird auf der Grundlage einer relativistischen, spinab-
hängigen Korringa-Kohn-Rostoker(KKR)-Schicht-Theorie im sogenannten �dynamischen Ein-
stufenmodell� berechnet.

Das Primärelektron und die emittierten Elektronen werden durch die im Schicht-KKR-
Verfahren verwendeten LEED (Low Energy Electron Di�raction)- bzw. zeitumgekehrten LEED
Zustände beschrieben. Für die Beschreibung des gebundenen Kristallzustandes werden zwei
unterschiedliche theoretische Ansätze gewählt: In der sogenannten KKR-Bloch-Wellenmethode
benutzt man stationäre Eigenlösungen des Halbraums, die als Linearkombination von Bloch-
Wellenfunktionen geschrieben werden können. In der Green-Funktionsmethode beschreibt ei-
ne relativistische Einteilchen-Green-Funktion das gebundene Kristallelektron. Die Coulomb-
Wechselwirkung der am Stoÿ beteiligten Zustände wird in beiden Fällen durch ein abgeschirm-
tes Potential genähert, das in eine der Green-Funktion entsprechenden Form umentwickelt
wird.

Der Bloch-Wellenansatz hat gegenüber der Green-Funktionsmethode den Vorteil, dass die
numerische Behandlung des Problems erheblich vereinfacht ist, und somit einen schnellen
Vergleich mit experimentellen Ergebnissen ermöglicht. Die hieraus gewonnenen numerischen
Erfahrungen konnten genutzt werden, um entsprechende Computerprogramme für die sehr viel
komplexere Green-Funktionsmethode zu entwickeln. Der Vorteil der Green-Funktionsmethode
ist, dass Ober�ächenzustände und die endliche Lebensdauer des Zustands im Kristall unmit-
telbar berücksichtigt werden können.

Numerische Rechnungen auf der Basis dieser Theorie für die Streuung von Elektronen an
einer W(001)-Ober�äche zeigen insgesamt eine relativ gute Übereinstimmung mit vorliegenden
experimentellen Ergebnissen. Spezielle, durch Ober�ächenzustände hervorgerufene Intensitäts-
strukturen, werden mit Hilfe der Green-Funktionsmethode erschlossen. Darüber hinaus zeigt
sich, dass die Stärke der Abschirmung des Zweiteilchen-Coulomb-Potentials die Struktur der
Intensitätsverteilungen wenig beein�usst. Ebenso haben Potentialbeiträge über den atomaren
Anteil hinaus sehr geringen Ein�uss auf die Intensität.
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2 ÜBERBLICK

Insgesamt gesehen kann durch die in der vorliegenden Arbeit entwickelte (e,2e)-Theorie
die Intensitätsverteilung von korrelierten Elektronenpaaren für komplizierte Systeme, insbe-
sondere bei Festkörperober�ächen, quantitativ erklärt werden.
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KAPITEL 1

Einleitung

Die inelastische Elektronenstreuung oder Energieverlustspektroskopie EELS (Electron En-
ergy Loss Spectroscopy) mit spinpolarisierten Primärelektronen gehört, neben anderen Spek-
troskopiemethoden wie der winkelaufgelösten Photoemission ARPES (Angle Resolved Photo
Emission Spektroscopy) und der niederenergetischen Elektronenbeugung LEED (Low Energy
Electron Di�raction), zu einer der wichtigsten Methoden der Untersuchung von elektronischen
Strukturen von Festkörpern und deren Ober�ächen sowie von dünnen Filmen (siehe z. B. Ka-
pitel 8 in [1], [2] sowie [3], [4], [5] und darin zitierte Arbeiten).

Die bei einem EELS-Experiment auf die Ober�äche eines Kristalls gelenkten Primärelek-
tronen wechselwirken mit den Elektronen und Atomen des Kristalls und werden vielfach ge-
streut, wobei sie Energieverluste erfahren. Da solche Elektronen mit hohem Wirkungsquer-
schnitt elastisch an den Atomrümpfen gestreut werden und inelastisch mit Festkörperelektro-
nen wechselwirken (unter Anregung von Teilchen-Lochpaaren und Plasmonen etc.), dringen
sie nur wenige Atomlagen in den Festkörper ein, bzw. stammen bei Emissionsprozessen nur aus
einer Tiefe von wenigen Atomlagen. Bei ausreichender Energie können sie wieder zur Ober-
�äche zurückgestreut und bei Austritt aus dem Kristall bzgl. Energie, Impuls und möglicher
Spinau�ösung analysiert werden. Eine Hauptursache für die inelastische Elektronenstreuung
ist die Coulomb-Wechselwirkung, bei welcher, nach inelastischer Streuung des einfallenden
Elektrons an den Kristallelektronen, zwei Elektronen in Koinzidenz ausgelöst werden können.
Bei der EELS wird üblicherweise nur ein Elektron detektiert, das heiÿt, Informationen über die
Korrelationen zwischen den beiden Sekundärelektronen geht hierbei verloren. Der Nachweis
beider Elektronen erfolgt in der sogenannten (e,2e)-Spektroskopie, die einen deutlich höheren
Aufwand in der Meÿtechnik erfordert. Da man andererseits bei der theoretischen Analyse der
resultierenden (e,2e)-Intensitäten nicht über alle erlaubten Zustände des zweiten Elektrons
summieren muss, erhält man detailliertere Informationen über den Streuprozess, die Korre-
lation zwischen den Elektronen sowie über die elektronische Struktur des zu untersuchenden
Kristalls, insbesondere die der Ober�äche.

Für Primärelektronen mit Energien über 100 eV wird diese Methode in [6], [7] und darin
zitierte Arbeiten beschrieben. Das Primärelektron sowie die beiden auslaufenden Elektronen
werden dabei in guter Näherung durch ebene Wellen und die Kristallelektronen durch deren
Impulsdichte beschrieben. Bei tieferliegenden Primärenergien (unterhalb von 100 eV) müssen
dagegen für das Primärelektron und für die emittierten Elektronen die aus der LEED-Theorie
bekannten starken elastischen Vielfachstreuungen mit den Atomrümpfen berücksichtigt wer-
den. Dies führt auf eine deutlich kompliziertere Theorie (vergl. [5], [8], [9] und [10]) als im
hochenergetischen Fall.

Wesentliche experimentelle Fortschritte an kristallinen Ober�ächen wurden durch Ein-
führung einer sogenannten Rückre�exionsgeometrie mit niederenergetischen Primärelektronen
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6 1. EINLEITUNG

(unter 50 eV) erzielt. Jeweils zwei Elektronen, die unter einem festen Winkel aus der Ober-
�äche austreten, werden in Koinzidenz gemessen (siehe [11], [12], [13] sowie [14], [15] und
dort zitierte Arbeiten). Insbesondere eine neue Koinzidenztechnik im niederenergetischen Be-
reich (unter 25 eV), bei der Primärelektronen auf eine Wolfram W(001)-Ober�äche geschossen
werden, ermöglicht es, simultan Energie und Impuls eines korrelierten Elektronenpaares zu
messen [16] und die Auswahl nur solcher zeitkorreliert emittierter Elektronenpaare zu tre�en,
die durch ein Primärelektron ausgelöst wurden. Dadurch werden alle weiteren inelastisch ge-
streuten Elektronen von der Beobachtung ausgeschlossen, die nicht durch den (e,2e)-Prozess
verursacht werden. Man erhält ein komplettes Energiespektrum der emittierten Elektronen-
paare bei vorgegebenen Ausfallswinkeln. Neben der relativ gut verstandenen elektronischen
Struktur des Kristallgrundzustands und des LEED-Mechanismus bestimmt vor allen Dingen
das Zweiteilchen-Wechselwirkungspotential das (e,2e)-Spektrum. Ein genaue Analyse der ex-
perimentellen und theoretischen Ergebnisse der (e,2e)-Spektroskopie sollte Rückschlüsse auf
das Wechselwirkungspotential und somit auf die Dielektrizitäts-Funktion des Festkörpers er-
lauben.

In dieser Arbeit soll, auf Grundlage der Korringer-Kohn-Rostoker-(KKR)-Theorie [17]
und [18], ein spinabhängiges, vollrelativistisches theoretisches Modell der niederenergetischen
(e,2e)-Spektroskopie im sogenannten �dynamischen Einstufenmodell� vorgestellt werden. Die
am (e,2e)-Prozess beteiligten Zustände für das einfallende und die emittierten Elektronen
werden durch LEED- bzw. zeitumgekehrte LEED Zustände (Kapitel 5.6) beschrieben. Der
an der Wechselwirkung beteiligte Kristallzustand wird einerseits durch stationäre Lösungen
des Halbraumproblems (Überlagerung von Bloch-Wellen) und andererseits durch eine neu ent-
wickelte relativistische Einteilchen-Green-Funktion, die die Streueigenschaft sowie die endliche
Lebensdauer des Zustands im Kristall enthält (Kapitel 5), berechnet. Die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung der am Streuprozess beteiligten Elektronen wird durch ein abgeschirmtes
Coulomb-Potential genähert. Dieses Wechselwirkungspotential, das Atom-, Schicht- und In-
terschichtbeiträge enthält (Kapitel 6), wurde hierzu ebenfalls entwickelt. Zusammen mit der
Einteilchen-Green-Funktion, die die gesamten elektronischen Eigenschaften des halbunendli-
chen Kristalls enthält, lassen sich inelastische Streuprozesse an Festkörperober�ächen in einem
dynamischen Modell simulieren und durch entsprechende Intensitätsausdrücke (Kapitel 7.2)
beschreiben. In Vorüberlegungen werden Modellpotentiale in Kapitel 8 und geeignete Ober-
�ächenpotentiale für die W(001)-Ober�äche in Kapitel 9.1 und 9.2 näher untersucht.

Die Theorie wird in Rechnerprogramme umgesetzt, wobei Teilprogramme von [19] über-
nommen wurden. Rechnungen mit der Halbraummethode werden für eine W(001)-Ober�äche
in Kapitel 9.3 durchgeführt und die erhaltenen Intensitätsverteilungen mit entsprechenden ex-
perimentellen Ergebnissen verglichen. In Kapitel 9.4.1 werden die Eigenschaften der Einteilchen-
Green-Funktion, wie Konvergenzverhalten, Zustandsdichte und Ober�ächenzustände hin un-
tersucht. Für einige ausgewählte Primärenergien werden dann die numerischen Ergebnisse von
Green-Funktionsmethode und Halbraummethode in Kapitel 9.4.2 miteinander verglichen.

In dieser Arbeit wird die Skalierung m = ~ = e = 1 und c = 137;037 verwendet, das
heiÿt, Längen sind in atomaren Einheiten von a0 (Bohrscher Radius) und Energien in Hartree
(27;2116 eV) angegeben.



KAPITEL 2

Grundlagen zur (e,2e)-Spektroskopie

Theoretisch lässt sich der inelastische Wechselwirkungsprozess, der im (e,2e)-Experiment
untersucht wird, als eine Elektron-Loch-Anregung beschreiben. Hierbei wird das einlaufende
Elektron inelastisch gestreut, wobei die Verlustenergie vollständig von einem Kristallelektron
aufgenommen wird, das daraufhin den Festkörper verlassen kann. Es handelt sich also um
eine elastische Zweiteilchenstreuung an der vier Einteilchenzustände beteiligt sind. Die hier-
bei interessierenden Übergangswahrscheinlichkeiten lassen sich in Bornscher-Näherung unter
Benutzung von Kristallwellenfunktionen (distorted-wave Born approximation) in erster Ord-
nung Störungsrechnung bzgl. der e�ektiven Coulomb-Wechselwirkung beschreiben (siehe z. B.
Kapitel 4 in [1], [8] und dort zitierte Arbeiten).

Die Messung des Energiebeitrags der korrelierten Elektronenpaare, die nach Anregung
von niederenergetischen Elektronen emittiert werden, stellt hohe Anforderungen an das Ex-
periment. Um simultan Energie und Impuls der emittierten Elektronen zu messen, musste
eine neue Koinzidenztechnik entwickelt werden (für Details siehe [16] und dort zitierte Ar-
beiten). Diese erlaubt, alle inelastischen Elektron-Elektron Streuprozesse auszuschlieÿen, die
nicht durch einen (e,2e)-Prozess ausgelöst werden.

2.1. Experiment

Bei der Messung der Energie eines korrelierten Elektronenpaares im Experiment [16], das
durch ein einfallendes Elektron erzeugt wurde, wird die Koinzidenztechnik mit einer Flug- und
Elektronenergiemessung kombiniert. Den experimentellen Aufbau zeigt Abbildung 2.1. Beide
Detektoren, die Elektronenkanone sowie die Probe liegen in einer Ebene.

Im Falle des senkrechten Einfalls wurde als Winkel zwischen den beiden Detektoren und
der Ober�ächennormalen der Probe 40Æ gewählt (Abbildung 2.1 a)). In einer zweiten Anord-
nung wurde die Probe um 7Æ und die Elektronenkanone in der Ebene der Detektoren um
95Æ gedreht, um einen streifenden Einfall (Abbildung 2.1 b)) der Elektronen (88Æ relativ zur
Ober�ächennormalen der Probe) zu erhalten. Die Entfernung L zwischen der Probe und den
Detektoren ist variabel und liegt zwischen 130 � 260 mm. Die Position und damit die Emp-
�ndlichkeit der Detektoren erlaubt die Kontrolle der Elektronenstrahlposition auf die Probe
sowie der gestreuten und gespiegelten Strahlen.

Der einfallende Elektronenstrom beträgt im Mittel 10�14A mit einer Impulsdauer von 1ns.
Innerhalb eines Impulses verlässt ein Elektron mit einer Wahrscheinlichkeit von ungefähr 1=40
die Elektronenkanone. Falls dieses einfallende Elektron ein korreliertes Elektronenpaar erzeugt,
werden jeweils beide Impulse von zwei Detektoren in zwei Flugzeit-Amplituden-Konvertern
(TAC) registriert. Ein Stopimpuls zu beiden TAC kommt von einer Logikeinheit, die ihn nur
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8 2. GRUNDLAGEN ZUR (E,2E)-SPEKTROSKOPIE
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Abbildung 2.1. Experimenteller Aufbau des Koinzidenzexperiments [16]. a)
Senkrechter Einfall des Primärelektron, b) streifender Einfall des Primärelek-
tron. Der ADC stellt den Analog-Digital und TAC den Zeit-Amplituden-
Konverter dar. Die Flugzeit von zwei Elektronen wird durch zwei TAC berech-
net und gelangt mittels zweier ADC zur weiteren Verarbeitung in den Compu-
ter. Ein schneller Koinzidenzschaltkreis misst ein Ereignis von zwei Elektronen
gleichzeitig, falls das Ereignis innerhalb eines 200 ns Fensters statt�ndet.

dann übergibt, wenn diese Elektronen in einem vorgebenen Zeitfenster von 200 ns in Koinzi-
denz gemessen werden. Ein gültiges Ereignis wird durch einen Punkt im zweidimensionalen
Flugzeit-Kordinatensystem repräsentiert. Jeweils eine Koordinate dieses Punktes de�niert die
Flugzeit des ersten und die zweite Koordinate de�niert die Flugzeit des zweiten Elektrons.

Abbildung 2.2 a) zeigt ein typisches Beispiel einer experimentell gemessenen zweidimen-
sionalen Intensitätsverteilung I(T1; T2) in Abhängigkeit der Flugzeit T von korrelierten Elek-
tronenpaaren für senkrechten Einfall, die durch ein Elektron mit einer Primärenergie von
EP = 20 eV angeregt wurden.
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ÆE =
2E

L

p
2E ÆT :(2.2)

Die Zeitau�ösung hängt wiederum von der Impulsrate der Primärelektronen ab. Für ÆT =
1 ns; L = 260mm und ÆE = 0;05 eV erhält man z. B. eine kinetische Energie des Elektrons
von E = 5 eV. Im Experiment wird die relative Flugzeit T der Elektronen in Bezug zur
Ankunftszeit der elastisch re�ektierten Primärelektronen gemessen. Folglich wird die kineti-
sche Energie EP des Primärelektrons auf der Grundlage von Gleichung 2.1 gemessen, in dem
man die relative Flugzeit des elastisch getreuten Elektrons �T für verschiedene Entfernun-
gen �L = L1 � L2 misst. Die gemessene Energie EP des Primärelektrons dient wiederum als
Referenzenergie für die Energieskala des Analysators. Der Nullpunkt der Flugzeit-Skala kor-
respondiert mit der Ankunftszeit des einfallenden Elektrons, welches elastisch gestreut wird.
Ein Punkt auf der Zeitskala bezeichnet die Flugzeit T eines getreuten Elektrons, das durch
ein einfallendes Elektron erzeugt wurde. Diese Zeit T wird wieder in Bezug zur Ankunftszeit
des Primärelektrons der Energie EP gemessen. Es gilt

T = L

 r
1

2E
�
r

1

2EP

!
:(2.3)

Die Umwandlung von der Zeit- in die Energieskala erfolgt dann durch

E =
1

2

�
T

L
+

r
1

2EP

��2

:(2.4)

Mit Hilfe dieser Formel lässt sich die Intensitätsverteilung in Abhängigkeit von der Flugzeit
auf die entsprechende zweidimensionale Intensitätsverteilung I(E3; E4) von korrelierten Elek-
tronenpaaren in der Energiedarstellung umrechnen, wie sie in Abbildung 2.2 b) dargestellt
ist. Hierbei kennzeichnen E3 und E4 die Energien der beiden emittierten Elektronen. Ab-
bildungen 2.2 c) und 2.2 d) zeigen zusätzlich die über E3 � E4 integrierte Zustandsdichte in
Abhängigkeit von E3+E4 und einen Schnitt durch I(E3; E4) bei konstantem E3+E4 = 15 eV.

2.2. Theorie

Die Beschreibung eines halbunendlichen Festkörpers mit Ober�äche, etwa mit dem Schicht-
KKR-Formalismus, wird dadurch erschwert, dass die Translationssymmetrie senkrecht zur
Ober�äche (z-Richtung) gebrochen ist, sodass es keinen Impulserhaltungssatz der Elektronen
in dieser Richtung gibt und die z-Komponente des Wellenvektors kz keine �gute� Quanten-
zahl mehr darstellt. Aufgrund der gitterperiodischen Anordnung der Streuzentren entlang der
Ober�äche (xy-Richtung) bleibt aber der Impuls kjj in dieser Richtung bis auf reziproke Git-
tervektoren gjj erhalten, wenn man sich z. B. auf die erste Ober�ächen-Brillouin-Zone (OBZ)
beschränkt. Ein elektronischer Zustand im Halbraum wird dann durch die Quantenzahlen
Energie E, kjj und den Spin � des Elektrons charakterisiert.

Sind Energie, Impuls und Spin des Primärelektrons im Zustand jE1;k
k

1; �1i � j1i, das auf
die Festkörperober�äche unter einem Winkel �1 auftri�t sowie die Energien und Impulse der
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erzeugten Streuteilchen in den Zuständen jE3;k
k

3; �3i � j3i und jE4;k
k

4; �4i � j4i, die simultan
und unter vorgegebenem Winkel �3 und �4 gemessen werden, vorgegeben, so ist der besetz-
te Zustand im Festkörper jE2;k

k

2; �2i � j2i nur bzgl. fE2;k
k

2g eindeutig charakterisiert. Das
Primärelektron im Zustand j1i mit der Energie E1 > Evac wechselwirkt mit einem Festkör-
perelektron im Zustand j2i der Energie E2 < EF. Durch Coulomb-Wechselwirkung zwischen
diesen beiden Elektronen kann es zu einem augerähnlichen Übergang kommen und zwei Elek-
tronen, beschrieben durch die Zustände j3i sowie j4i, können den Kristall mit den Energien
E3; E4 > EF + � verlassen. EF stellt die Fermi-Energie, � die Austrittsarbeit und Evac die
Energie bzgl. des Vakuumniveaus dar. Dabei kann der Endzustand j3; 4i sowohl durch den
direkten Übergang j1i ! j3i ; j2i ! j4i als auch durch den Austauschprozess j1i ! j4i und
j2i ! j3i erzeugt worden sein. Erreicht das Elektronen mit der kinetischen Energie E3 und
Impuls kk3 den ersten Detektor bzw. das zweite Elektron mit der Energie E4 und Impuls kk4
den zweiten Detektor (siehe Abbildung 2.1) und treten keine weiteren Energieverluste wäh-
rend der Detektion auf, so bleibt während dieses Übergangs die Energie E1 + E2 = E3 + E4

bzw. der Impuls parallel zur Ober�äche kk1 + k
k

2 = k
k

3 + k
k

4 erhalten.

Bezeichnet man die zeitunabhängigen Vielteilchenzustände mit jii für den Anfangszustand
und mit jfi für den Endzustand und die Coulomb-Wechselwirkung der beteiligten Elektronen
mit VC, so wird die Übergangswahrscheinlichkeit in quantenmechanischer Störungsrechnung
erster Ordnung durch einen �Goldene Regel� Ausdruck der Form

W34;12 = jhf jVC jiij2 Æ(E1 +E2 �E3 �E4)(2.5)

beschrieben.

Der Anfangszustand des Vielteilchensystems (Vakuum und halbunendlicher Festkörper)
wird am geeignetsten symbolisch beschrieben durch die sogenannte Besetzungszahl-Darstellung
(siehe z. B. [20], [21]):

jN + 1ii � jii = j1; : : : ; 1; : : : ; 1| {z }
"<EF

; 0; : : : ; 0| {z }
EF<"<Evac

; 0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0| {z }
">Evac

iN+1

= j e12i 
 jN � 1ii ;

(2.6a)

wobei " für die Einteilchenenergien steht.

Näherungsweise ist eine formale Trennung des jN + 1i Zustands in dem am Streuprozess
direkt beteiligten Zweiteilchenzustand, zu dem restlichen (nicht aktiven) jN � 1i Zustand
möglich (etwa in Hartree-Fock-Näherung). Der Vielteilchenendzustand jfi, der durch das ein-
geschossene Primärelektron verursacht wird (induzierte Streuung), ergibt sich dann zu

jN + 1if � jfi = j1; : : : ; 0; : : : ; 1; 0; : : : ; 0; 0; : : : ; 1; 0; 1; : : : ; 0iN+1

= j e34i 
 jN � 1if :
(2.6b)
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Die Zustände j e34i und j e12i sind Zweiteilchenzustände, während jN � 1i Zustände des �Rest-
systems� darstellen.

Die Übergangswahrscheinlichkeit für diese Prozesse lautet somit

W34;12 = jhf jVC jiij2 Æ(E1 +E2 �E3 �E4)

=
���h e34j VC j e12i 
 f hN � 1jN � 1ii

���2 Æ(E1 +E2 �E3 �E4)

=
���h e34j VC j e12i���2 Æ(E1 +E2 �E3 �E4) ;

(2.7)

wobei zusätzlich vorausgesetzt wurde, dass sich die jN � 1i-Zustände im Anfangs- und End-
zustand nur sehr wenig unterscheiden und für das Produkt f hN � 1jN � 1ii �= 1 gilt. Die
Zustände j e34i und j e12i lassen sich dann durch Zweiteilchen-Spinoren, wie sie z. B. von [22]
für den relativistischen Fall vorgeschlagen wurden, beschreiben. Dieser Ansatz führt auf eine
Slater-Determinante

jeiji = 1p
2

����jii jii
jji jji

���� mit i; j = 1; 2 oder 3; 4 ;(2.8)

die die Zweiteilchenzustände durch Einteilchenzustände ausdrückt. In dieser Näherung be-
trachtet man die Einteilchenzustände als unabhängig voneinander. Der Austausch-Streupro-
zess ist aufgrund des Pauli-Prinzips (Antisymmetrisierung der Wellenfunktion) automatisch
enthalten.

Durch das Experiment sind die Quantenzahlen des einfallenden und der emittierten Elek-
tronen eindeutig festgelegt, sodass über alle besetzten Festkörperzustände summiert werden
muss. Die gemessene Gesamtintensität ist damit eine Funktion der Energien Ei und Impulse
k
k

i und Spins �i; mit i = 1; 3; 4. Sie ist eine inkohärente Summe über alle möglichen Teilin-
tensitäten. Man erhält die energie- und winkelaufgelöste (e,2e)-Intensitätsverteilung dann bei
vorgegebenem Zustand j1i in der Näherung unabhängiger Teilchen analog Fermis �Goldener
Regel� durch

I3;4 = �

X
�2

EFZ
�1

Z
OBZ

jf�1;�2;�3;�4 � g�1;�2;�3;�4 j2 Æ(E1 +E2 �E3 �E4) dE2 dk
k

2 ;(2.9)

wobei die kjj-Erhaltung in den Matrixelementen enthalten ist. Für die Streuamplituden gilt

f�1;�2;�3;�4 = h34j VC j12i und g�1;�2;�3;�4 = h43j VC j12i :(2.10)

Obige Gleichung entspricht einer Summe über alle möglichen Spinkon�gurationen, sodass
die (e,2e)-Intensitätsverteilung für beliebige Spinorientierung berechnet werden kann, wenn
die Spinrichtung der Wellenfunktion im Vakuum (Zustand j1i) vorgegeben wird. Die (e,2e)-
Gesamtintensitätsverteilung hat dann die formale Gestalt
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I3;4 � I(E3;k
k

3; �3;E4;k
k

4; �4)

= I
ff�

3;4 + I
fg�

3;4 + I
gf�

3;4 + I
gg�

3;4 :

(2.11)

Eine vereinfachte schematische Darstellung des Wechselwirkungsprozesses zeigt Abbil-
dung 2.3.

Abbildung 2.3. Die Schematische Darstellung des (e,2e)-Prozesses a) im
Ortsraum b) in Energiedarstellung.

Die gesamte �Spininformation� ist in diesem Fall in den f; g enthalten, wenn man voraus-
setzt, dass die spinabhängigen Gröÿen dem Experiment direkt zugänglich sind (vergl. hier-
zu [2], [13]). Der Spin im Zustand j1i sowie die Spins der gemessenen Zustände j3i und j4i
sind damit festgelegt. Da der Spin des Festkörperzustands j2i experimentell nicht bestimmt
ist, muss über ihn summiert werden.

In relativistischer Näherung bei vorgegebenen Spins �i mit i = 1; : : : ; 4 besteht f und g
jeweils aus vier Teilkomponenten

f�1�2�3�4 = f
""""

�1�2�3�4
+ f

"#"#

�1�2�3�4
+ f

#"#"

�1�2�3�4
+ f

####

�1�2�3�4
(2.12a)

g�1�2�3�4 = g
""""

�1�2�3�4
+ g

"##"

�1�2�3�4
+ g

#""#

�1�2�3�4
+ g

####

�1�2�3�4
;(2.12b)

wobei " dem Spin � = 1 und # dem Spin � = �1 entspricht.
Eine Trennung, wie im nichtrelativistischen Fall, ist nicht möglich, da sich die Gesamt-

intensität (Gleichung 2.9) aufgrund der Spin-Bahn-Kopplung stets aus einer Mischung aller
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Spinzustände zusammensetzt (siehe [1], [2], [23], [24], [25]). Weitere relativistische E�ekte
werden z. B. in [1] und [26] diskutiert.

Im nichtrelativistischen Fall verschwinden alle Komponenten f�i�i bzw. g�i�i mit der Spinein-
stellung �i 6= �i und man erhält, unter der Voraussetzung, dass �1 =" ist, die drei möglichen
Teilintensitäten

I
"""

134
=

X
2

(f"""" � g
"""")2(2.13a)

I
""#

134
=

X
2

f
"#"#2(2.13b)

I
"#"

134
=

X
2

g
"##"2

:(2.13c)

Hierbei entspricht I"#"
134

einem �Spin-Flip�-Anteil. Man erhält hieraus die Gesamtintensität

I3;4 = I
"""

134
+ I

""#

134
+ I

"#"

134
:(2.14)



KAPITEL 3

Dirac-Gleichung und E�ektives Einteilchenpotential

Die Grundzustandseigenschaften von Festkörpern mit Ober�äche lassen sich im Rahmen
der Dichtefunktionaltheorie [27], [28] und mit selbstkonsistenten Methoden zur Lösung ei-
ner e�ektiven Einteilchen-Schrödinger-Gleichung wie der LMTO-Methode (Linear Mu�n Tin
Orbitals) [29], [30], oder der FLAPW-Methode (Full Potential Linearized Augmented Plane
Wave) [31], [32], [33], gut reproduzieren. Die angeregten Zustände werden dabei näherungs-
weise durch eine komplexe Selbstenergie beschrieben (siehe [34], [35]), die man zum Einteil-
chenpotential hinzu addiert und somit Quasiteilcheneigenschaften simuliert. Hiermit lassen
sich LEED- und AREPS-Spektren von Festkörpern mit Ober�äche (siehe [1], [36], [37], [38]
und [39], [40], [41]) quantitativ erklären.

3.1. Dirac-Gleichung

In der Quasi-Einteilchen-Näherung (siehe z. B. [34], [42]) wird die Bewegung der Elektro-
nen durch einen e�ektiven Einteilchen-Dirac-Hamilton-Operator beschrieben:

Ĥ = �i c��� � r+ � c
2 + VH(r) +

Z
�(r; r0;E) dr0 :(3.1)

c ist die Lichtgeschwindigkeit, ��� und � sind Dirac-Matrizen, VH(r) ist das statische Coulomb-
oder Hartree-Potential und �(r; r0;E) die komplexe Selbstenergie. Ein geschlossener Aus-
druck für die nichtlokale, energieabhängige und nichthermitesche Selbstenergie existiert bislang
nicht. Lediglich in der lokalen Approximation, wie im homogenen Elektronengas, existieren
Näherungsverfahren, die über eine Dyson-Gleichung de�niert sind. Eine Korrektur gegenüber
der Grundzustandsgröÿe, also des Potentials V (r), muss aufgrund empirischer Erfahrung und
unter Berücksichtigung von Ergebnissen an einfachen Systemen vorgenommen werden.

In einer solchen Näherung mit effektiven Einteilchenpotentialen lautet der Dirac-Hamilton-
Operator (siehe [22], [43] und [44]):

Ĥ = �i c��� � r+ � c
2 + V (r) :(3.2)

Die Matrizen ��� und � ergeben sich in Dirac-Notation zu

��� =

�
0 ���

��� 0

�
und � =

�
1 0
0 �1

�
;(3.3)

15
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wobei ��� = (�x; �y; �z) Pauli-Spin-Operatoren sind und � aus (2� 2)-Einheitsmatrizen zusam-
mengesetzt ist.

Das Potential V (r) muss hier ebenfalls als Matrix aufgefasst werden, die im allgemeinen
Fall auch Nichtdiagonalelemente enthält (vergl. [45]). Bei der Beschreibung nichtmagnetischer
Materialien gilt näherungsweise

V (r) =

�
ve�(r) 0
0 ve�(r)

�
(3.4)

mit

ve�(r) = VH(r) + vex(r) + VO(r;E) :(3.5)

Das e�ektive Potential ve� setzt sich zusammen aus dem Hartree-Anteil VH und dem Austausch-
Korrelations-Anteil vex. Diese Potentialanteile, die prinzipiell die Grundzustandseigenschaf-
ten des Kristalls beschreiben, werden im Rahmen der Dichte-Funktional-Theorie mit einem
selbstkonsistenten Bandstrukturverfahren, wie LMTO, berechnet. Hinzu kommt das sogenann-
te optische Potential VO, welches das Quasiteilchenverhalten bei dynamischen Prozessen be-
schreibt [35].

3.2. Konstruktion des reellen Kristallpotentials

Um die Eigenwerte und Eigenfunktionen der e�ektiven Einteilchen-Dirac-Gleichung im
Kristall zu berechnen, benötigt man das gitterperiodische Potential V (r) = VH(r) + vex(r).
Für Metalle mit dichter Kugelpackung und angenähert kugelsymmetrischer Form des Po-
tentials um die Atomkerne sowie vergleichsweise geringer Struktur des Potentials zwischen
den Atomenkernen liegt es nahe, das Potential in der Mu�n-Tin-Form zu nähern (siehe
z. B. [46], [31]). Hierzu wird das Kristallpotential zweckmäÿig in zwei Bereiche aufgeteilt:
Innerhalb nicht überlappender Kugeln (Mu�n-Tin-Kugeln) um die Gitterplätze wird es als ku-
gelsymmetrisch angenommen und im Zwischenraum (interstitiellen Bereich) konstant gesetzt,
wobei der konstante Bereich als Energienullpunkt gewählt wird. Dadurch ist die Winkelabhän-
gigkeit der Wellenfunktion separierbar und man erhält entkoppelte Di�erentialgleichungen. Im
konstanten Bereich sind die Lösungen ebene Wellen. Der Ein�uss von nichtsphärischen Antei-
len innerhalb der Mu�n-Tin-Kugel ist z. B. in [47] untersucht worden. Die Lösungen in beiden
Bereichen können dann zu Eigenfunktionen des gesamten Systems zusammengefügt werden.

Für Gitter mit Translationssymmetrie ist die Mu�n-Tin-Methode zur Berechnung der
elektronischen Struktur von Kristallen auf der Grundlage der KKR-Methode mit groÿem Er-
folg angewandt worden [46], [48]. In Bezug auf Systeme mit Gittertranslationssymmetrie
wurde die KKR-Theorie auf halbunendliche Kristalle mit Ober�äche durch [49], [50] verall-
gemeinert (siehe auch [35], [38], [39]).

3.3. Imaginärteil des Potentials

Tre�en Elektronen, wie z. B. im EELS-Experiment auf die Ober�äche eines Festkörpers
auf, erfahren sie eine Beschleunigung, da im Festkörper relativ zum Vakuum ein negatives
Potential vorherrscht (zu Abschirme�ekten siehe [2], [38] und darin zitierte Arbeiten). Die
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daraus resultierende Erhöhung der kinetischen Energie der Elektronen wird innerhalb der
Theorie durch den Realteil VOr(r;E) des optisches Potentials

VO(r;E) = VOr(r;E) + iVOi(r;E) mit VOr; VOi 2 R(3.6)

berücksichtigt. Durch den Imaginärteil VOi(r;E) werden e�ektive Absorptionen infolge inela-
stischer Streuungen beschrieben. Zur Beschreibung von angeregten Zuständen ist also dem
e�ektiven Zweiteilchen-Potential (siehe Gleichung 3.5 und vergl. [35]) das optisches Potential
VO(r;E) hinzu zufügen. Die Lösung der zugehörigen e�ektiven Einteilchen-Dirac-Gleichung
(siehe Kapitel 4.2), die nun das vollständige Potential (Gleichung 3.5) enthält, liefert dann
komplexe Streuphasen.

Die genaue Form des optischen Potentials ist unbekannt. Aus diesem Grunde benutzt man
einfache ad hoc Näherungen, in denen z. B. der Realteil konstant gesetzt und der Imaginärteil
durch einen räumlich konstanten energieabhängigen Ausdruck genähert wird (vergl. [51], [52]
für niedrige Energien). Da für E = EF der Imaginärteil VOi �= 0 (abgesehen von Temperatur-
e�ekten) sein muss, wird häu�g als Näherung

VOi(E) = a(E �EF)
b
;(3.7)

wobei a; b experimentell angepasste Parameter sind, benutzt.

Die mit Gleichung 3.6 beschriebenen �Quasieinteilchenprozesse� besitzen entsprechende
Quasiteilchenenergien, deren Imaginärteil die endliche Lebensdauer dieser Anregungen be-
schreibt. Die Amplituden dieser Quasiteilchen sind im allgemeinen gedämpft und gegenüber
den Grundzustandsamplituden (Realteil des Potentials) verschoben. Damit sind die Elemente
der Potential-Matrix, bzw. das Potential V (r) (Gleichung 3.4), komplex. Als wichtige Konse-
quenz hieraus ergibt sich unter anderem, dass der e�ektive Dirac-Hamilton-Operator zur Be-
schreibung des halbunendlichen Systems (Festkörper mit Ober�äche und Vakuum) nicht mehr
hermitesch ist. Die Nichthermitizität des Hamilton-Operators tritt aber schon in der LEED-
Theorie selbst auf, da der gestreute LEED-Elektronenzustand im gesamten halbunendlichen
Raum mit imaginärem Potentialanteil de�niert ist und folglich der Hamilton-Operator un-
terschiedliche asymptotische Formen bzgl. der Vakuum- und Kristallseite aufweist (siehe [53]
und darin zitierte Arbeiten). Diese fundamentale Eigenschaft der LEED-Wellenfunktion, bzw.
die Orthogonalität der LEED-Wellenfunktion in bezug auf ihre Anwendung in der Photoe-
missionstheorie zur Beschreibung von Photoelektronzuständen durch zeitumgekehrte LEED-
Zustände (siehe hierzu Kapitel 5.6) und deren Überprüfung, erwies sich lange Zeit als pro-
blematisch [54], [55]. Die Umgehung dieser Schwierigkeiten erfolgt in der Theorie durch Ver-
wendung von biorthogonalen Basissätzen zur Beschreibung der Streuungen von Elektronen im
Kristall [45], [56]), wie sie auch in der relativistischen Photoemissionstheorie, im sogenannten
�dynamischen Einstufenmodell�, berücksichtigt werden [41], [57].

3.4. Ober�ächenpotential

Eine praktikable Beschreibung des Ober�ächenpotentials ist durch die Trennung des halb-
unendlichen Kristalls vom Vakuum durch eine Potentialbarriere möglich. Diese kann wie eine
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zusätzliche Schicht behandelt werden (siehe Kapitel 4.5) und deren Verlauf kann in einfachster
Form durch eine z-abhängige Interpolation zwischen Bild- und Kristallpotential genähert wer-
den. Im Ober�ächenbereich des Kristalls steigt das Potential �VOr hin zu seinem per De�nition
festgelegten Wert Null (V = 0). Das einfachste Modell hat die Form einer Stufenfunktion:

V (z) =

(
0 für z < 0

�VOr für z > 0 ;
(3.8)

wobei VOr der Realteil des inneren Potentials des Festkörpers ist (Gleichung 3.6).

Eine realistische Interpolation des Ober�ächenpotentials, das in groÿer Entfernung vom
Kristall asymptotisch gegen das Bildladungspotential läuft und im Kristallbereich sättigend
und stetig in das innere Potential übergeht und erfolgreich in LEED-Untersuchungen ange-
wandt wurde, wird durch

V (z) =

8>><
>>:

1

4(z � z0)
(1� exp[�(z � z0)]) für z < z0

� VOr

A exp[B(z � z0)]
für z > z0 ;

(3.9)

mit A = �1 + 4VOr=� und B = 2VOr=A beschrieben [58], [59], [60]. A und B ergeben sich
durch die Forderung der Stetigkeit und Di�erenzierbarkeit in z0. Die anzupassenden Parameter
sind � und z0 sowie die Bildebene, wobei z0 der Singularität des Bildpotentials entspricht und
� der �Weichheit� oder auch Breite der Potentialstufe.

In einigen Fällen, z. B. bei kleineren Werten von �, reicht obige Potentialstufe zu weit in
den Kristall hinein, was zu unphysikalischen E�ekten führen kann (siehe [61], [62] und darin
zitierte Arbeiten). Alternativ kann eine Potentialbarriere gewählt werden, die durch geschick-
tes Anpassen des inneren Potentials an das Ober�ächenpotential mit Hilfe einer Lorentz-Kurve
gebildet wird

V (z) =

8>>>><
>>>>:

� 1

4 jz � z0j
für z < z1

a

1 +

�
z � z0

b

�2
für z1 < z < z2 ;

(3.10)

wobei ein unphysikalischer Ein�uss auf das innere Potential von vornherein vermieden wird.
Die Parameter a; b ergeben sich ebenfalls aus Stetigkeit und Di�erenzierbarkeit des Potentials
in z1. Hierbei bezeichnet z2 den Ort der ersten Atomlage.

Die Auswahl einer geeigneten Potentialbarriere für die numerische Behandlung erfolgt
durch Vergleich einiger theoretisch berechneter Barrierentypen mit verschiedenen Parametern
für die Wolfram W(001)-Ober�ächen aus experimentellen Daten (siehe Kapitel 9.2).



KAPITEL 4

Relativistische Schicht-KKR-Theorie

In diesem Kapitel werden die zur Berechnung der relativistischen Streuung von spinpo-
larisierten Elektronen an periodischen Festkörperober�ächen benötigten grundlegenden theo-
retischen Methoden (siehe z. B. [38], [63], [64] und Kapitel 4 in [1] sowie [65] und darin
zitierte Arbeiten) vorgestellt. Der halbunendliche Kristall wird dazu in Schichten parallel zur
Ober�äche aufgeteilt. Das Vakuum wird vom Kristall durch eine Ober�ächenbarriere (siehe
Kapitel 3.4) getrennt. Im Vakuum hat das Potential den konstanten Wert Evac = EMT+ jVOrj,
wobei EMT den Nullpunkt der Mu�n-Tin-Kugeln bezeichnet und VOr den Realteil des inne-
ren bzw. optischen Potentials (Gleichung 3.6). Die Potentialbarriere wird als Funktion von z
behandelt und im einfachsten Fall durch eine Stufe beschrieben (siehe Gleichung 3.8). Das Ko-
ordinatensystem wird dabei so gewählt, dass die z-Achse parallel zur Ober�ächennormalen in
den Kristall hinein zeigt. Die Schichten sind zweidimensional periodisch bzgl. der (xy)-Ebene
angeordnet und werden von Mu�n-Tin-Kugeln ausgefüllt. Das Potential ist sphärisch symme-
trisch in den Kugeln und konstant im Raum zwischen den Kugeln. Jede Schicht besitzt eine
gemeinsame zweidimensionale Einheitszelle parallel zur Ober�ächenebene, in der sich in ein-
fachster Anordnung ein Atom pro Einheitszelle be�ndet. Nach der Ober�äche folgen ab einer
bestimmten Schicht nur noch physikalisch identische Schichten, die man als Volumenschichten
bezeichnet. In jeder dieser Schichten wird ein Referenzatom (Referenzpunkt) ausgezeichnet
und durch einen konstanten Verschiebungsvektor d verbunden.

In der Schicht-KKR-Methode wird zunächst die t-Matrix für die Streuung eines Elektrons
an einer Mu�n-Tin-Kugel mit de�nierter Energie berechnet. Ausgangspunkt ist hierbei die
e�ektive Einteilchen-Dirac-Gleichung, die alle relativistischen E�ekte berücksichtigt. Anschlie-
ÿend wird die Vielfachstreuung an einer zweidimensionalen periodischen Schicht, einschlieÿlich
der Vielfachstreuung innerhalb dieser Schicht, berechnet. Aus dieser Einteilchenbeschreibung
folgen, mit geeigneten Randbedingungen, die Eigenzustände eines Elektrons des halbunendli-
chen Systems (einschlieÿlich der Ober�äche) im sogenannten �dynamischen Einstufenmodell�
(siehe z. B. [66], [67] und darin zitierte Arbeiten für ARPES).

4.1. Nichthermitescher Dirac-Hamilton-Operator

Wegen des komplexen Potentials (siehe Gleichung 3.4) ist der Dirac-Hamilton-Operator
(Gleichung 3.2) nicht mehr hermitesch ( bH 6= bHy) und besitzt im allgemeinen auch komplexe
Energien (Eigenwerte). Das hat zur Folge, dass die zur Dirac-Gleichung verbundenen Wel-
lenfunktionen (Eigenfunktionen) nicht mehr orthogonal zueinander sind, sodass biorthogonale
Basisfunktionen [56], oder auch sogenannte �rechte� und �linke� Bispinor-Lösungen, eingeführt
werden (siehe [45]).

19
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Betrachtet man folgende Dirac-Gleichungen

(E � bH) jZRi = 0(4.1a)

und

hZLj (E � bH) = 0 ;(4.1b)

wobei jZRi und hZLj �rechte� und �linke� Bispinor-Lösungen sind, so kann die �linke� Lösung
hZLj als hermitesche Konjungation der �rechten� Lösung der adjungierten Gleichung aufgefasst
werden:

(E� � bHy) jZLi = 0 :(4.2)

Eine Lösung von Gleichung 4.1a hat innerhalb der Mu�n-Tin-Kugel die Form

hrjZRi =
X
�;�

�
 
R
��(r) hbrj���i

i�R��(r) hbrj����i
�

(4.3a)

und für die �linke� Lösung (Gleichung 4.1b)

hZLjri =
X
�;�

�
 
L
��(r) h���jbri ;�i�L��(r) h����jbri� :(4.3b)

Die Spin-Winkel-Funktionen j���i (siehe [43]) sind de�niert durch

hbrj���i = X
��1=2

C(l; 12j;�� �; �) hbrjY ���
l i �� ;(4.4)

wobei C(l; 1
2
j;� � �; �) die Clebsch-Gordan-Koe�zienten, hbrjY ���

l i die gewöhnlichen Kugel-
�ächenfunktionen, � der Spin und �� die Pauli-Spinoren, mit

�
1=2 =

�
1

0

�
und �

�1=2 =

�
0

1

�
(4.5)

sind. Die Quantenzahl � legt Bahn- und Gesamtdrehimpuls l und j eindeutig fest (siehe [43]):

� =

(
l für j = l � 1

2
� > 0

�l � 1 für j = l + 1
2 � < 0 ;

(4.6)

� ist die z-Komponente des Gesamtdrehimpulses und nimmt die Werte zwischen � = �j;�j+
1; : : : ; j � 1; j an.



4.1. NICHTHERMITESCHER DIRAC-HAMILTON-OPERATOR 21

Die Relation zwischen �rechten� und �linken� Bispinor-Lösungen erfolgt durch den Zeit-
umkehr-Operator K (siehe z. B. [68]):

K = �i
�
�y 0
0 �y

�
K0 ;(4.7)

wobei K0 der Operator der Komplexkonjungation ist und �y ein Pauli-Spin-Operator.

Wendet man den Zeitumkehr-Operator auf die Dirac-Gleichung an, so erhält man

bHy = K bHK�1(4.8)

und

hZLj = �K jZRi�y :(4.9)

Die Wirkung des Zeitumkehr-Operators auf die Spin-Winkelfunktion ergibt

�i�yK0 j���i = (�1)�+1=2
S� j���� i ;(4.10)

mit S� = �= j�j.
Eine allgemeine Bispinor-Lösung auÿerhalb eines konstanten Potentials, wie sie zwischen

Mu�n-Tin-Kugeln (V (r) = 0) angenommen wird, kann nach einlaufenden (regulärer Zustand
Z = J) und auslaufenden Wellen (irregulärer Zustand Z = H) entwickelt werden (vergl.
Gleichung 4.3a und 4.3b). Für die asymptotischen �rechten� Bispinor-Lösungen auÿerhalb des
Potentials gilt dann:

jJR��i ! jjR��i+
X
�0;�0

jhR�0�0i tR�0�0;��(4.11a)

und

jHR
��i ! jhR��i ;(4.11b)

wobei (z = j) bzw. (z = h) gewöhnliche Bessel- bzw. Hankel-Funktionen und Lösungen der
Dirac-Gleichung (Gleichung 4.1a) für konstantes Potential und damit ebene Wellen sind und
t
R die atomare Streumatrix ist.

Eine allgemeine �rechte� Bispinor-Lösung auÿerhalb des Potentials ist eine Linearkombi-
nation von ein- und auslaufenden Wellen:

hrjZRi =
X
�;�

�
A�� hrjJR��i+B�� hrjHR

��i
�
:(4.12)

Die �linken� Bispinor-Lösungen ergeben sich durch Anwenden des Zeitumkehr-Operators (sie-
he Gleichung 4.9) aus den entsprechenden �rechten� Bispinor-Lösungen. Die A�� sind die
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Amplituden des einfallenden ungestreut auslaufenden Wellenfeldes und können beliebig ge-
wählt werden. Die Amplituden der gestreuten auslaufenden Wellen B��, ergeben sich aus der
stetigen Anpassung der Lösung innerhalb der Mu�n-Tin-Kugel an die Lösung auÿerhalb der
Mu�n-Tin-Kugel, das heiÿt für r = RMT, wobei RMT der sogenannte Mu�n-Tin-Radius ist.
Daraus ergeben sich die atomaren Streuphasen Æ�� und die atomare Streumatrix tR��;�0�0 , die
die Amplituden A�� und B�� verbindet:

B�� =
X
�0;�0

t
R
��;�0�0A�0�0 :(4.13)

4.2. Streuung am Atom

Obwohl das Kristallpotential im nichtmagnetischen Fall spinunabhängig ist, hat der Spin
des Elektrons, wegen der Spin-Bahn-Kopplung, einen erheblichen Ein�uss auf den di�erenziel-
len Streuquerschnitt. Die im vorigen Kapitel angestellten Betrachtungen bilden die Grundlage
für die elastischen Streuungen an einem nichtmagnetischen Einzelatom, wie sie z. B. [38], [64]
und [69] für magnetische und [45] für allgemeine Potentiale, beschreibt. Für dieses Potential
wird die Streulösung der Einteilchen-Dirac-Gleichung bestimmt.

Die e�ektive Einteilchen-Dirac-Gleichung (vergl. Gleichung 3.2) in einem zentralsymme-
trischen Potential lautet:

��i c��� � r+ � c
2 + V (r)

� hrjZRi = E hrjZRi ;(4.14)

mit E = " + c
2, wobei " die Einteilchenenergie ohne Ruheanteil ist und V (r) das Potential

aus Gleichung 3.4.

In der Schicht-KKR-Theorie hat das Potential die zweidimensionale Periodizität bzgl. der
(xy)-Ebene, das heiÿt, es gilt

V (rk; z) = V (rk +Rk
; z) ;(4.15)

wobeiRk ein zweidimensionaler Gittervektor ist. Der Dirac-Hamilton-Operator (Gleichung 4.14)
besitzt damit ebenfalls eine zweidimensionale Translationssymmetrie, sodass die Lösungen das
Bloch-Theorem

hrk +Rk
; zjZRi = exp(ikk �Rk) hrk; zjZRi ;(4.16)

erfüllen.

In der verwendeten Mu�n-Tin-Näherung innerhalb der Einheitszelle gilt dann für das
Potential
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V (r) =

(
V (r) für r < RMT

0 für r > RMT :
(4.17)

Innerhalb der Mu�n-Tin-Kugel, das heiÿt in einem sphärisch symmetrischen Potential, bleibt
der Drehimpuls erhalten, sodass als Lösung von Gleichung 4.14 der Viererspinor im nichtma-
gnetischen Fall durch

hrjZRi =
X
�;�

�
 
R
� (r) hbrj���i

i�R� (r) hbrj����i
�

(4.18)

angesetzt wird.

Die Winkelvariablen können in Gleichung 4.14 separiert werden (siehe [43]), wenn man
folgende Beziehungen einsetzt:

��� � p = �i���r
�
@

@r
� ��� � l

r

�
mit ���r =

��� � r
r

(4.19a)

��� � l j���i = �(�+ 1) j���i und ���r j���i = � j����i(4.19b)

h���j��
0

�0i = Æ��0Æ��0(4.19c)

h���j�z j��
0

�0i =

8>>>>><
>>>>>:

� �

�+ 1=2
für � = �

0 und � = �
0

�
s
1�

�
�

�+ 1=2

�2

für � = ��0 � 1 und � = �
0

0 sonst :

(4.19d)

Die Lösungen der Dirac-Gleichung für den Radialanteil müssen im allgemeinen Fall (ma-
gnetischer Fall) für die �rechte� bzw. �linke� Dirac-Gleichung (siehe z. B. 4.1a) getrennt be-
handelt werden. Im nichtmagnetischen Fall hängen die Radialfunktionen nicht mehr explizit
von � ab, sodass  R� (r) und �

R
� (r) gilt. Das bedeutet, dass sich die �linken� aus den �rechten�

Bispinor-Lösungen durch Gleichung 4.9 berechnen lassen. Die Radialfunktionen unterscheiden
sich dann nur um ihre Komplexkonjungation und brauchen deshalb nicht mehr, wie im allge-
meinen Fall, zusätzlich durch ein Subskript (R;L) (siehe Gleichung 4.3a und 4.3b) gekennzeich-
net werden. Man erhält zwei mögliche Ansätze für die Radialfunktionen der Bispinor-Lösung

hrjZRi =
�
 �(r)
i��(r)

�
und hZLjri = ( �(r);�i��(r))(4.20)

bzw.

hrjZRi =
�
 
�
�(r)

i���(r)

�
und hZLjri = ( ��(r);�i���(r)) :(4.21)
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Dies hat den Vorteil, dass man sich im nichtmagnetischen Fall auf die Lösung von einer der
beiden Dirac-Gleichungen (Gleichung 4.1a oder 4.1b) beschränken kann.

Die Separation der Winkelvariablen (siehe Gleichung 4.19a - 4.19d) erfolgt durch Einsetzen
in die Dirac-Gleichung (Gleichung 4.14). Es ergibt sich ein gekoppeltes radiales System von
Di�erentialgleichungen unter Berücksichtigung von Gleichung 3.4 der Form:

c
d

dr
 � + c

�+ 1

r
 � � (E + c

2 � ve�(r))�� = 0(4.22a)

c
d

dr
�� + c

��+ 1

r
�� + (E � c

2 � ve�(r)) � = 0 ;(4.22b)

mit den beiden linear unabhängigen Lösungen

hrjJR� i =
�
 
1
�(r)

i�1�(r)

�
(4.23a)

und

hrjHR
� i =

�
 
2
�(r)

i�2�(r)

�
:(4.23b)

Das Subskript (1,2) bezeichnet hier die regulären bzw. irregulären radialen Wellenfunktionen,
wie sie zur Berechnung der LEED-Zustände (Kapitel 5.6) und der Übergangsmatrixelemente
(siehe Kapitel 7.1 und 7.2) verwendet werden.

Mit Hilfe der Wronski-Determinante (die man aus Gleichung 4.22a und 4.22b erhält)

W = cr
2[ 1

� 
2
� �  

2
� 

1
�]

=
i

k

c
2

E + c2
mit k =

p
E2 � c4=c ;

(4.24)

die unabhängig von r ist, wird gezeigt, dass die Radialfunktionen (Gleichung 4.23a und 4.23b)
ein Fundamentalsystem bilden.

Die reguläre Lösung (Gleichung 4.23a) ist überall endlich und normierbar, während die
irreguläre Lösung (Gleichung 4.23b) keine physikalische Streusituation beschreibt und am
Ursprung divergiert. Beide Lösungen sind jedoch zur Darstellung der atomaren Einteilchen-
Green-Funktion (siehe Kapitel 5.1) notwendig. Die Lösungen der radialen Wellenfunktion
(Gleichung 4.23a und 4.23b) werden durch numerische Integration mit Hilfe eines Prädiktor-
Korrektor-Verfahrens berechnet. Die reguläre Lösung wird ausgehend vom Ursprung r = 0 bis
zum Radius RMT der Kristallatomkugel berechnet. Die am Ursprung irreguläre Lösung wird
durch entsprechendes Rückwärtsrechnen ermittelt. Für genügend kleine Radien im Bereich
V (r) � �Z=r+VOr, wobei Z die Kernladungszahl ist, lassen sich die Radialgleichungen durch
einen Potenzreihenansatz für die  (1;2)

� ; �
(1;2)
� lösen (siehe [40], [43], [64], [69]).

Auÿerhalb der Mu�n-Tin-Kugel (r > RMT) erfüllen die radialen Wellenfunktionen die
Randbedingungen (vergl. Gleichung 4.11a und 4.11b):
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hrjJR� i ! exp(�i Æ�)
 

exp(2i Æ�)h
(1)
l (kr) + h

(2)
l (kr)

i ckS�=
�
E + c

2
��

exp(2i Æ�)h
(1)
�l

(kr) + h
(2)
�l
(kr)

�!(4.25a)

und

hrjHR
� i ! exp(i Æ�)

 
h
(1)
l (kr)

i ckS�=
�
E + c

2
�
h
(1)
�l
(kr)

!
;(4.25b)

wobei h(1) bzw. h(2) gewöhnliche Hankel-Funktionen erster bzw. zweiter Art und Æ� die re-
lativistische Streuphase und S� = �= j�j ; �l = l � S� sowie k =

p
E2 � c4=c ist. Es können

aber nur die Wellen gestreut werden, die identische � und � Werte haben. Damit wird die
atomare Streumatrix (siehe Gleichung 4.13) diagonal. Ebenso hängen die Hankel- und Bessel-
Funktionen (Gleichung 4.25a und 4.25b) explizit nicht mehr von � ab, sodass sich für die
atomare Streumatrix

t
R
��;�0�0 =

exp(2i Æ�) � 1

2
Æ��0Æ��0(4.26)

ergibt. Damit sind die �rechten� bzw. �linken� t-Matrizen identisch (tR� � t
L
� ).

4.3. Streuung an einer monoatomaren Schicht

Aufgrund der hohen Streuamplituden von niederenergetischen Elektronen an Kristallato-
men liefern Vielfachstreuereignisse einen wichtigen Beitrag und müssen dementsprechend in
der Theorie berücksichtigt werden. Diese Streutheorie wird als �dynamisch� bezeichnet. Eine
zentrale Gröÿe ist dabei die Streumatrix (M -Matrix), die die Streuung eines Wellenfeldes an
einer monoatomaren Schicht vollständig beschreibt (vergl. [1] und [35], [39], [64] und darin
zitierte Arbeiten).

Hierzu betrachtet man eine zweidimensionale periodische Schicht (die im einfachsten Fall
ein Atom pro Einheitszelle enthält), an der ein Elektron, mit vorgegebener Energie E, Wel-
lenvektor kkg und Spin � gestreut wird. E ist im allgemeinen komplex (siehe Kapitel 4.1). Die
Translationssysmmetrie der Schicht bewirkt, dass die Komponenten des Wellenvektors ksg der
einfallenden ebenen Welle bis auf reziproke Gittervektoren gjj parallel zur Schicht erhalten
bleibt. Die Streuung kann als Folge von Einzel- bzw. Vielfachstreuungen zwischen benach-
barten Schichten aufgefasst werden. Dabei fallen ebene Wellen, die von beiden Seiten nach
Streuung aus benachbarten Schichten stammen, auf eine monoatomare Schicht (j-te Schicht)
ein, die als Referenzschicht gewählt wird. Dieses Wellenfeld hat in der ebenen Wellendarstel-
lung die Form:
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hrj ji =
X
g;�;s

0
@ �

�

c��� � ksg
E + c2

�
�

1
A hrjksgi

=
X
g;�;s

u
s
j(g; �) hrjksgi mit s =

(
+ für z < 0

� für z > 0
:

(4.27)

Der Ursprung des Koordinatensystems liegt im Zentrum des Referenzatoms der Schicht. Das
Wellenfeld fällt im allgemeinen von beiden Seiten auf die Schicht ein, das heiÿt, Wellen mit
s = � laufen in (�z)-Richtung, das heiÿt, sie tre�en auf die (�)-Seite der Schicht. Das nach
der Streuung an der Schicht auslaufende Wellenfeld ist dann

hrj ji =
X
g;�;s

0
@ �

�

c��� � ksg
E + c2

�
�

1
A hrjksgi

=
X
g;�;s

v
s
j (g; �) hrjksgi mit s =

(
+ für z > 0

� für z < 0

(4.28)

und ksg = (kjj + gjj; s kzg) mit k
z
g =

p
k
2 �

��kjj + gjj
��2 sowie k =

p
E

2 � c
4
=c.

Die Amplituden der ein- bzw. auslaufenden Wellen werden durch die M -Matrix miteinan-
der verknüpft:

v
s
j (g; �) =

X
g0;� 0;s0

M
s;s0;j
g�;g0� 0 u

s0

j (g
0
; �

0) :(4.29)

Die zu berechnende M -Matrix hängt im wesentlichen nur von der Streueigenschaft der einzel-
nen Atome bzw. von deren geometrischer Anordnung ab.

Infolge der Mehrfachstreuungen zwischen den Schichten erhält man für jede Schicht ein von
auÿen einfallendes Wellenfeld, das seinen Ursprung in der Schicht oder in einer anderen Schicht
hat und von anderen Schichten zurückgestreut wird. Die Lösung des Vielfachstreuproblems er-
folgt zweckmäÿigerweise in zwei getrennten Schritten, das heiÿt, man betrachtet zunächst die
Streuung innerhalb einer einzelnen Atomlage (Intraschichtstreuung) und dann die zwischen
den einzelnen Atomlagen (Interschichtstreung). Hierzu wird das am Ort des Referenzatomes
in der j-ten Schicht gesamte einfallende Wellenfeld in einen ungestreuten j Æ;ji und einen ge-
streuten Anteil j s;ji, der von den anderen Atomen der Schicht auf das Referenzatom einfällt,
unterteilt. Hierbei wird vorausgesetzt, dass alle Atome einer Schicht gleich streuen, das heiÿt,
die Amplituden unterscheiden sich nur um einen Phasenfaktor exp(ikk �Rk

j ). Das insgesamt
aufgrund der Vielfachstreuung beim Referenzatom der j-ten Schicht einfallende Wellenfeld ist
dann:

hrj ji = hrj Æ;ji+ hrj s;ji :(4.30)
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Das ungestreute Wellenfeld wird am Ort des Referenzatoms nach Kugelwellen entwickelt. Für
r � RMT gilt:

hrj Æ;ji =
X
g;�;s

u
s
j(g; �) hrjksgi

=
X
�;�

A
Æ;j
�� hrjjR��i

(4.31)

mit

A
Æ;j
�� = 4�

X
g;�;s

i lC(l 1
2
;�� �; �) hbksgjY ���

l i� :(4.32)

Für das gesamte einfallende Wellenfeld gilt die analoge Entwicklung

hrj ji =
X
�;�

A
j
�� hrjjR��i ;(4.33)

wobei die Amplituden der gestreuten Wellen mit denen der einlaufenden Wellen durch die
t-Matrix verknüpft (Gleichung 4.13) sind. Durch Summation über alle Atome (mit Ausnahme
des Referenzatoms) erhält man das von den anderen Atomen in der Referenzschicht gestreu-
te Wellenfeld. Dieses wird dann am Ort des Referenzatoms Rk

j0 als einfallendes Wellenfeld
geschrieben:

hrj s;ji =
X
j0

exp(ikk �Rk

j0)
X
�0;�0

B
j
�0�0 hr�Rj0 jhR�0�0i

=
X
�;�

A
s;j
�� hrjjR��i :

(4.34)

Mit der Transformation (für den nichtrelativistischen Fall siehe [35]), die die Gittersumme
über alle Atomorte enthält:

hr�Rj0 jhR�;�i =
X
�0;�0

G��;�0�0(�Rk

j0) hrjjR�0�0i ;(4.35)

erhält man mit (Gleichung 4.34 und 4.35 sowie 4.13) das gestreute Wellenfeld aller Atome in
dieser Schicht
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hrj s;ji =
X
j0

exp(ikjj �Rk

j0)
X
�;�
�0;�0

�00;�00

t
R
�0�0;��A��G�0�0;�00�00(�Rk

j0) hrjjR�00�00i

=
X
�;�

A
s;j
�� hrjjR��i :

(4.36)

Im Vergleich zu der Zerlegung (in der man auslaufende durch einlaufende Wellen ersetzt)

A
s;j
�� =

X
�0;�0

A
j
�0�0 X

j
�0�0;�� ;(4.37)

erhält man die Streumatrix bzgl. der Vielfachstreuung an der j-ten Schicht:

X
j
�0�0;��(E;k

jj) =
X
j0

X
�00;�00

exp(ikjj �Rk

j0) t
R
�00�00;�0�0G�00�00;��(�Rk

j0) :(4.38)

Insgesamt fallen am Referenzatom Wellen auÿerhalb der Schicht (Gleichung 4.31) und von
anderen Atomen der Schicht (Gleichung 4.37) ein. Deshalb gilt für die Gesamtamplitude
(vergl. [35]):

A
j
�� = A

Æ;j
�� +A

s;j
��

= A
Æ;j
�� +

X
�0;�0

A
j
�0�0 X

j
�0�0;��

=
X
�0;�0

A
Æ;j
�0�0 (1�X

j)�1
�0�0;�� :

(4.39)

Das gestreute Wellenfeld, einschlieÿlich das des Referenzatoms, lässt sich dann zusammenfas-
sen zu:

hrj s;ji =
X
g;�;s

v
s
j (g; �) hrjksgi

=
X
j0

exp(ikjj �Rjj

j0) hr�Rj0 j�ji

=
X
gjj

bg(z) exp(ik
jj

g � rjj) ;

(4.40)

wobei

hr�Rj0 j�ji =
X
�;�

B
j
�� hr�Rj0 jhR��i(4.41)
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eine gitterperiodische Funktion ist (Bloch-Theorem). Mit Hilfe einer zweidimensionalen Fourier-
Transformation werden die Komponenten

bg(z) =
1

Ac

Z
Ac

X
j0

hr�Rj0 j�ji exp(ikk �Rk

j0) exp(�ik
jj

g � rjj) drjj

=
1

Ac

Z
Ac

hrj�ji exp(�ikjjg � rjj) drjj

=
2�

kzgkAc

X
�;�

B
j
�� i

�l
X
�;s

C(l 12j;� � �; �) hbksgjY ���
l i exp(si kzgz) ;

(4.42)

mit s = � berechnet, wobei kzg =
p
k
2 �

��kjj + gjj
��2 und k =

p
E

2 � c
4
=c sowie Ac die Fläche

der Einheitszelle ist. Daraus erhält man für das gesamte auslaufende gestreute Wellenfeld

hrj s;ji = 2�

kzgkAc

X
�;�

X
g;�;s

B
j
�� i

�l
C(l 1

2
j;�� �; �) hbksgjY ���

l i hrjksgi(4.43)

und durch Vergleich mit Gleichung 4.40 den Zusammenhang zwischen den Amplituden in der
Entwicklung von ebenen Wellen nach Kugelwellen:

v
s
j (g; �) =

2�

kzgkAc

X
�;�

B
j
�� i

�l
C(l 1

2
j;�� �; �) hbksgjY ���

l i :(4.44)

Setzt man in obige Gleichung nacheinander die Gleichungen 4.26, 4.32 und 4.39 ein, so erhält
man durch Vergleich die M -Matrix der j-ten Schicht:

M
s;s0;j
g�;g0� 0 = Æ

ss0

gg0;�� 0 +
8�2

kzgkAc

X
�;�
�0;�0

�00;�00

i�l+l
0

C(l 12j;�� �; �) hbksgjY ���
l i

� C(l0 12j
0;�0 � �

0
; �

0) hbks0g0 jY �0
�� 0

l0 i� tR��;�0�0(1�X
j)�1
�00�00;�0�0 :

(4.45)

Die M -Matrix berücksichtigt die aus s = �z-Richtung auf die Schicht einfallenden Wellenan-
teile: Die des einzelnen Kristallatoms, die durch die Streuphasen Æ� welche über die t-Matrix
(Gleichung 4.26) de�niert sind sowie die Vielfachstreuanteile, die in der Streumatrix X (Glei-
chung 4.38) enthalten sind. Durch Aufsummation der von allen Atomen ausgehenden gestreu-
ten Kugelwellen erhält man die re�ektierenden und transmittierenden Wellenanteile. Damit ist
die Streuung an einer Schicht vollständig bestimmt. Das Kronecker-Symbol Æss

0

gg0;�� 0 bezeichnet
dabei die ursprünglich einlaufende ungestörte Welle, die als Hilfswelle eingeführt wurde und
später wieder abgezogen wird.
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4.4. Blochwellen und Volumenre�exionsmatrix

Werden unendlich viele identische periodische Schichten in (�z)-Richtung aneinanderge-
reiht, so kann man mit Hilfe der Translationseigenschaften von Wellenfeldern im Kristall die
Volumenre�exionsmatrix R

�+
vol und die Volumenbandstruktur E(k) des Kristalls berechnen

(siehe [35]). Über die Blochwellen-Zustände, die sich als Eigenwerte aus der Transfermatrix
ergeben, können Halbraumzustände konstruiert werden (siehe Kapitel 7.1). Ausgangspunkt
der Betrachtung ist ein Wellenfeld, das von der (�z)-Seite der j-ten Schicht auf die (�z)-
Seite der (j + 1)-ten Schicht transformiert wird. Für eine übersichtliche Darstellung werden
im folgenden die Amplituden zu Spaltenvektoren zusammengefasst.

Betrachtet man zwei isolierte Schichten im Kristall, so setzt sich das Wellenfeld u+j+1 (vergl.
Gleichung 4.27) aus dem durch die j-te Schicht transmittierten Anteil u+j , der zur (j +1)-ten
Schicht propagiert sowie einem re�ektierten Anteil v�j+1 (vergl. Gleichung 4.28), der an der j-
ten Schicht re�ektiert und wieder zum Ursprung zurück propagiert, zusammen. Der Ursprung
des Koordinatensystems be�ndet sich im Zentrum des Referenzatoms der (j +1)-ten Schicht.
Die freie Propagation dieser ebenen Wellen von einer Schicht zur nächsten wird durch einen
Phasenfaktor P s;s0

g�;g0� 0 = Æ
ss0

gg0;�� 0 exp(ik
s
g � d) beschrieben, falls keine Schichten durchdrungen

werden. Der Verschiebungsvektor d verbindet die Referenzatome zweier benachbarter Schich-
ten.

Aus obiger Betrachtung erhält man folgende Zusammenhänge:

u
+
j+1 = P

+
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++
u
+
j + P

+
M

+�
P
�
v
�

j+1(4.46a)

und

v
�

j =M
�+
u
+
j +M

��
P
�
v
�

j+1 ;(4.46b)

mit den Komponenten der M -Matrix (siehe Gleichung 4.45).

Aus den M -Matrizen werden die Transfermatrizen (Q-Matrix) bestimmt, die das Wellen-
feld auf der linken Seite der j-ten Schicht mit dem auf der linken Seite der (j +1)-ten Schicht
verknüpft. Das Wellenfeld wird also um eine Schicht transformiert. Es gilt:

�
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+
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=
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�
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�
:(4.47)

Durch Koe�zientenvergleich erhält man die Komponenten der Q-Matrix, die mit den Kom-
ponenten der M -Matrix durch

Q
++ = P

+
M

++ � P
+
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+�
P
�(M��

P
�)�1

M
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Q
+� = P

+
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P
�)�1

M
�+

Q
�� = (M��

P
�)�1

(4.48)
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zusammenhängen.

Die Diagonalisierung der Q-Matrix ergibt als Eigenfunktionen die Bloch-Wellen mit den
Koe�zienten bsj und die Volumenbandstruktur E(k), die man bei vorgegebener Energie E und
Wellenvektor kjj erhält.

Es ergibt sich folgendes Eigenwertproblem:

�
Q

++
Q

+�

Q
�+

Q
��

��
b
+
j

b
�

j

�
= exp(ik � d)

�
b
+
j

b
�

j

�
(4.49)

mit den Eigenwerten � = exp(ik � d).
Bloch-Wellen zeichnen sich dadurch aus, dass sie im gesamten Festkörper endlich bleiben

und sich die Amplituden dieser Wellen bei Translation um einen Gittervektor nur um einen
Phasenfaktor unterscheiden [35]. Der Betrag der Eigenwerte � muss hierfür also eins sein.
Existierende Lösungen zu � 6= 1 beschreiben exponentiell anwachsende bzw. evaneszierende
Wellen. Diese spielen bei der Konstruktion von Ober�ächenzuständen eine Rolle.

Um die Streuung eines LEED-Wellenfeldes an einer halbunendlichen Anordnung von volu-
menähnlichen Schichten zu bestimmen, wird dieses Wellenfeld nach Bloch-Wellen entwickelt.
Sind u+j und v�j die Amplituden des Wellenfeldes unmittelbar vor der Potentialbarriere (vergl.
Gleichung 4.27 und 4.28) und b+j bzw. b�j die entsprechenden Amplituden der Bloch-Wellen,
so gilt:

u
+
j (g; �) =

X
kz

akzb
+
kz;j(g; �)(4.50a)

und

v
�

j (g; �) =
X
kz

akzb
�

kz;j(g; �) ;(4.50b)

wobei kz die Eigenwerte der Q-Matrix (Gleichung 4.49) sind. Man erhält hieraus eine Bezie-
hung zwischen den Amplituden u+j und v�j :

v
�

j (g; �) = R
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g�;g0� 0u

+
j (g

0
; �

0) ;(4.51)

hierbei ist R�+
g�;g0� 0 � R

�+
vol die Volumenre�exionsmatrix des halbunendlichen Kristalls (sie-

he [35]), die durch

R
�+
g�;g0� 0 =

X
kz

b
�

kz(g; �)
�
b
+
kz(g

0
; �

0)
��1(4.52)

de�niert wird.
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4.5. Streuung an der Ober�äche

Im Schicht-KKR-Formalismus kann die Ober�ächenlage wie auch die vorgelagerte Poten-
tialbarriere als separate Schicht behandelt werden, sodass sich die Streueigenschaften durch
Angabe der M -Matrizen (Kapitel 4.3) vollständig bestimmen lassen. Die Ober�äche wird
durch die Potentialbarriere (siehe Kapitel 3.4) vom Vakuum getrennt, sodass ein Primärelek-
tron mit der Energie Evac bzgl. des Vakuumniveaus im Kristall, das heiÿt, im Bereich des
konstanten Potentials zwischen den Mu�n-Tin-Kugeln, die Energie

Evol = Evac + VO(4.53)

aufweist. VO ist das optische Potential (Gleichung 3.6) des Festkörpers. Für ein z-abhängiges
Potential bleibt die Komponente des Wellenvektors beim Durchtritt durch die Ober�äche par-
allel zur (xy)-Ebene bis auf einen reziproken Gittervektor gjj der Ober�äche bei der Streuung
erhalten, es ändert sich lediglich die z-Komponente. Im Vakuum hat das einfallende Elektron
den Wellenvektor

k+0 = (�kk;+k+z )(4.54)

und bei der Re�exion an der Ober�äche den Wellenvektor

k�g = (kk + gjj;�kzg)(4.55)

mit

k
+
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�
2(Evol � VO) +

(Evol � VO)
2

c2
�
���kk���2�1=2

(4.56a)

und

k
z
g =

�
2Evol +

E
2
vol

c2
�
���kk + gjj

���2�1=2

:(4.56b)

Das Wellenfeld eines gestreuten Elektrons kann dann auf beiden Seiten der Potentialbarrie-
re nach ebenen Wellen entwickelt werden, die stetig di�erenzierbar in die Barriere übergehen.
Die erlaubten reziproken Gittervektoren folgen aus der Periodizität der darunterliegenden Kri-
stalllage. Die Amplituden der ebenen Wellen auf der (�z)-Seite der Ober�ächenbarriere seien
v
�

0 ; u
+
0 und v�1 ; u

+
1 die entsprechenden Amplituden auf der (�z)-Seite der ersten Schicht. u+0

ist die Amplitude des Anfangszustandes des einfallenden Primärelektrons auf die Ober�äche
(siehe Kapitel 5.6). Für die Amplituden (vergl. Gleichung 4.46a und 4.46b) erhält man dann
folgenden Zusammenhang:
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1(4.57a)
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1(4.57b)
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und

v
�

1 = R
�+
vol u

+
1 :(4.57c)

Setzt man die Gleichungen ineinander ein, so erhält man nach kurzer Umformung
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wobei M s;s0

0 die Re�exions- bzw. Transmissionsmatrizen der Ober�äche sind, R�+
vol die Volu-

menre�exionsmatrix des Kristalls (Gleichung 4.52) und P
s;s0

0g�;g0� 0 = Æ
ss0

gg0;�� 0 exp(ik
s
g � d0) die

Phasenfaktoren, die die Wellenfelder zwischen dem Bezugspunkt der Ober�ächenbarriere und
dem Referenzatom der ersten Schicht transferieren. Dabei zeigt d0 vom Bezugspunkt in der
Barriere zum Referenzatom in der ersten Schicht [70]. Zu Rechnungen und Diskussionen mit
�dynamischen�, also energieabhängigen Ober�ächenbarrieren, siehe [61].

Unter der Voraussetzung, dass nach der Ober�ächenbarriere und der ersten Schicht nur
noch volumenartige Schichten folgen, ist die Re�exionsmatrix der Schicht durch Gleichung 4.51
gegeben. Das einlaufende Wellenfeld des Primärelektrons u+0 wird mit dem re�ektierten Wel-
lenfeld v�0 an der Ober�äche durch die Re�exionsmatrix R�+

tot (siehe [35])

v
�

0 = R
�+
tot u

+
0(4.59)

verknüpft. Dann ist die totale Re�exionsmatrix R
�+
tot der gesamten Anordnung (siehe [35])

gegeben durch
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vol )
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+
0 M

++
0 ;(4.60)

mit der Volumenre�exionsmatrix und den Streumatrizen der Ober�äche (Gleichung 4.58).

Für die Propagation des einlaufenden LEED-Wellenfeldes von der Ober�äche in den Kri-
stall hinein kann ein iteratives Verfahren angewandt werden, das in [70] angegeben wird. Sind
die Amplituden u+j ; v

�

j des LEED-Wellenfeldes auf der (�z)-Seite der j-ten Schicht sowie die
Streumatrix M s;s0 dieser Schicht (Gleichung 4.29) und die Re�exionsmatrix R�+

vol der folgen-
den Schichten mit j+1 > j bekannt, so erhält man die Amplituden u�j ; v

+
j auf der (+z)-Seite

der j-ten Schicht und der (�z)-Seite der (j + 1)-ten Schicht u+j+1; v
�

j+1 durch:
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wenn man die Beziehungen
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in

v
+
j =M

++
u
+
j +M

+�
u
�

j(4.63)

einsetzt.

Durch sukzessives Einsetzen erhält man mit Gleichung 4.61 - 4.63 die Entwicklung des
gesamten Wellenfeldes im Kristall, ausgehend von der Ober�äche. Wegen der Dämpfung (Ima-
ginärteil des optischen Potentials) kann man sich auf die Kenntnis der Wellenfunktionen aus
den obersten Schichten beschränken. Die auf eine Schicht zulaufenden Wellen werden mit
Gleichung 4.31 beim Referenzatom der Schicht nach Kugelwellen entwickelt. Diese werden
mit Gleichung 4.39 korrigiert und daraus die Amplituden der insgesamt beim Referenzatom
einfallenden Wellen berechnet.

Für die Propagation des zeitumgekehrten LEED-Zustandes (siehe Kapitel 5.6) durch den
Kristall muss der Zeitumkehroperator (Gleichung 4.7) angewandt werden. Dies wird bei der
Berechnung der Übergangsmatrixelemente (siehe Kapitel 7) berücksichtigt.



KAPITEL 5

Relativistische Einteilchen-Green-Funktion

Eine zentrale Gröÿe im Schicht-KKR-Streuformalismus ist die Einteilchen-Green-Funk-
tion G(r; r0;E;kk) (siehe z. B. [71], [72], [73]. Über die Lippman-Schwinger-Gleichung, die die
Green-Funktion für V (r) mit der Green-Funktion für �freie� Teilchen verknüpft, erhält man
Informationen über die Verteilung der Elektronen in einem Festkörper, die an einem Potential
gestreut werden (siehe [74]). Aus ihr lassen sich die Ladungsverteilung an der Ober�äche sowie
die lokale Zustandsdichte eines Kristalls berechnen.

Eine in dieser Arbeit auf der Grundlage von [75], [76] und deren relativistischer Erwei-
terung [41], [77] neu entwickelte Green-Funktionsmethode (vergl. [66]) erlaubt zusätzlich die
Berechnung von inelastischen Anregungsprozessen und deren Propagation durch den Kristall,
wie sie z. B. in Photoemissionsprozessen (siehe z. B. [78]) und darin zitierte Arbeiten) und
in EELS-Prozessen auftreten. Die Darstellung der Theorie in den folgenden Kapiteln ist so
allgemein gehalten, dass sie sich jederzeit auch auf komplexe Strukturen erweitern lässt.

Die Streueigenschaften des Gesamtsystems, das heiÿt von einzelnen Atomen, von einer
Schicht sowie von verschiedenen Schichten werden mit Hilfe der Einteilchen-Green-Funktion
berechnet. In dieser Entwicklung lassen sich die Green-Funktionsanteile durch Matrizen be-
schreiben. Ober�ächenzustände sowie die endliche Lochlebensdauer der angeregten Zustände
sind in dieser Darstellung ohne zusätzliche Annahmen in der Theorie enthalten. Ausgehend
von der Green-Funktion des potentialfreien Raumes berechnet man die Propagation eines
Elektrons innerhalb einer fehlenden Schicht (Leerschicht-Green-Funktion). Die so gewonnene
Green-Funktion wird im nächsten Schritt dazu verwendet, die e�ektive Einteilchen-Dyson-
Gleichung für die Green-Funktion mit Potential zu berechnen. Als Randbedingungen werden
dabei vorausgesetzt, dass sich Quell- und Endpunkt der Green-Funktion innerhalb der Schicht
be�nden (Intraschicht-Green-Funktion). Die gesamte Green-Funktion, das heiÿt, die Green-
Funktion für verschiedene Schichten, berücksichtigt die Propagation des Elektrons zwischen
beliebigen Schichten. Quell- und Endpunkt der Green-Funktion können beliebig gewählt wer-
den, haben aber ihren Ursprung in der leeren Schicht (Interschicht-Green-Funktion). Aus-
gehend von der De�nition der Leerschicht-Green-Funktion de�niert man Wellen, die ihren
Ursprung in der leeren Schicht haben zusätzlich zu den Wellen, die nach Vielfachstreuung in
dieselbe Richtung propagieren. Man erhält Sätze von ein- bzw. auslaufenden Wellen aus der
leeren Schicht, die durch den gesamten Kristall propagieren können. Die vollständige Green-
Funktion erhält man durch Lösen der entsprechenden Dyson-Gleichung für den Kristall. Die so
berechneten Koe�zienten liegen in Form von Matrizen vor, die die Propagation eines Elektrons
durch den gesamten Kristall einschlieÿlich aller Vielfachstreuungen beschreiben.

35
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5.1. Atomare-Green-Funktion

Eine weitere zentrale Gröÿe in der Schicht-KKR-Methode ist die retardierte Einteilchen-
Green-Funktion G+

a (r; r
0;E) des Atoms, die Informationen über die Verteilung der Elektronen,

die an einem Einteilchenpotential gestreut werden, enthält (siehe z. B. [20], [21], [73], [79]).
Mit ihr gewinnt man die elektronische Struktur des Kristalls (siehe nachfolgende Kapitel). Sie
erfüllt, bei vorgegebenem Potential V (r), die inhomogenen Einteilchen-Dirac-Gleichungen mit
Quellterm [45]:

(E � bH)G+
a (r; r

0;E) =

�
1 0
0 1

�
Æ(r � r0)


X
�=� 1

2

j�i h� j(5.1a)

oder

G
+
a (r; r

0;E)(E � bH) =

�
1 0
0 1

�
Æ(r � r0)


X
�=� 1

2

j�i h� j :(5.1b)

Die Green-Funktion erfüllt damit die Gleichungen 5.1a oder 5.1b für den Fall r 6= r0 und ist
eine (2� 2) Green-Funktionsmatrix

G
+
a (r; r

0;E) =

�
G11(r; r

0;E) G12(r; r
0;E)

G21(r; r
0;E) G22(r; r

0;E)

�
:(5.2)

Für nichtmagnetische und kugelsymmetrische Potentiale (Mu�n-Tin-Potentiale) ist die
radiale Green-Funktion diagonal bzgl. (��) und unabhängig von �, sodass man einfache Be-
ziehungen erhält (siehe [43], [45]).

Mit Hilfe einer Zerlegung der �Æ-Funktion� in einen radialen und einen Winkelanteil

Æ(r� r0) =
1

r
Æ(r � r

0)
X
�;�

hbrj���i h���jbr0i(5.3)

kann die Green-Funktion (Gleichung 5.2) separiert werden, sodass der radiale Anteil die radia-
len Gleichungen, die sich aus (Gleichung 5.1a oder 5.1b) ergeben, löst. Durch eine Integration
lässt sich zeigen, dass die Ableitung der Elemente der radialen Green-Funktion an der Stelle
r = r

0 eine Sprungstelle haben. Nochmalige Integration zeigt, dass sie an dieser Stelle dann
selbst stetig sind.

Als Randbedingung ist vorgegeben, dass die radiale Green-Funktion für r < r
0 am Ur-

sprung regulär ist. Die reguläre Lösung entspricht einem Streuzustand, der endlich und nor-
mierbar ist. Der Streuzustand erfüllt die Lippmann-Schwinger-Gleichung (siehe Kapitel 5.4),
die äquivalent zur Dirac-Gleichung ist. Andererseits soll sie für r > r

0 nur auslaufende Wel-
len enthalten. Dies entspricht einem auslaufenden Zustand, der aber am Ursprung divergiert.
Diese Randbedingungen werden von Gleichung 4.25a und 4.25b erfüllt, sodass sich die Green-
Funktion als Linearkombination von regulären und irregulären Lösungen der Dirac-Gleichung
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(Gleichung 4.23a und 4.23b) ergibt. Unter Ausnutzung der Stetigkeit können die Entwicklungs-
koe�zienten bestimmt werden und man erhält die atomare Green-Funktion, die die Randbe-
dingungen von auslaufenden Wellen erfüllt:

G
+
a (r; r

0;E) =
1

W

X
�;�

(
hrjJR��i hHL

��jr0i für r < r
0

hrjHR
��i hJL��jr0i für r > r

0
:

(5.4)

Mit Hilfe der Wronski-Determinante W (siehe Gleichung 4.24) wird die Normierungskonstante
der Green-Funktion bestimmt. Wendet man den Zeitumkehr-Operator (Gleichung 4.7) auf
obige retardierte Green-Funktion an, so erhält man hieraus die avancierte Green-Funktion,
die die Randbedingungen von einlaufenden Wellen erfüllt:
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(5.5)

5.2. Freiteilchen-Green-Funktion

Die relativistische Green-Funktion für �freie�Teilchen erfüllt die Einteilchen-Dirac-Glei-
chung

�
E � bH0

�
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+
0 (r; r

0;E;kk) =

�
1 0
0 1

�
Æ(r � r0)


X
�=� 1

2

j�i h� j ;(5.6)

wobei bH0 der Einteilchen-Dirac-Operator für �freie� Teilchen (siehe [43], [63]) ist. Die Green-
Funktion genügt in der Ebene parallel zur Ober�äche dem zweidimensionalen Bloch-Theorem
(periodische Randbedingung) und in senkrechter Richtung der Randbedingung auslaufender
Wellen:

G
+
0 (r+Rk

; r0;E;kk) = exp(ikk �Rk)G+
0 (r; r

0;E;kk) :(5.7)

Die relativistische Einteilchen-Green-Funktion für �freie� Teilchen kann aus der nichtrela-
tivistischen Einteilchen-Green-Funktion g(r; r0;E;kk) (siehe [80]) konstruiert werden. Aus der
nichtrelativistischen Green-Funktion erhält man durch Entwicklung nach zweidimensionalen
Gittervektoren gk
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g(r; r0;E;kk) = � 1

4�

X
Rk

exp(i k
��r� r0 �Rk

��)��r� r0 �Rk
�� exp(ikk �Rk)

=
1

(2�)3

X
Rk

Z
exp(iK � (r� r0 �Rk))

k2 �K2 + i �
dK exp(ikk �Rk) mit � ! 0+

=
1

2iAc

X
gjj

1

kzg

exp(i kzg
��z � z

0
��) exp(ikkg � (rk � r0

k
)) ;

(5.8)

mit kzg =
p
k
2 �

��kk + gjj
��2 sowie k =

p
E

2 � c
4
=c (vergl. [76]). Gleichung 5.8 wurde von

Kambe (vergl. [49], [50]) in der LEED-Theorie abgeleitet.

Die als

G
+
0 (r; r

0;E;kk) =
1

c2

�
E + bH0

�
g(r; r0;E;kk)


X
�=� 1

2

j�i h� j
�
1 0
0 1

�
(5.9)

de�nierte relativistische Green-Funktion erfüllt dann automatisch die Dirac-Gleichung (Glei-
chung 5.6). Setzt man Gleichung 5.8 in 5.9 ein, erhält man nach kurzer Rechnung (vergl. [80])

G
+
0 (r; r

0;E;kk) =
1

iAc

X
g

1

kzg

0
B@
E + c

2

c2

��� � k�g
c

��� � k�g
c

E � c
2

c2

1
CA


X
�=� 1

2

j�i h� j

� exp(�i kzg(z � z
0)) exp(ik

k

g � (rk � r0
k
)) ;

(5.10)

mit � für (z � z
0) ? 0 und k�g = (kk + gjj;�kzg), wobei r und r0 innerhalb der Einheitszelle

beschränkt sind.

Die Transformation der Green-Funktion in die (�; �)-Darstellung ergibt

G
+
0 (r; r

0;E;kjj) = �2i k
X
�;�

(
hrjjR��i hhL�;�jr0i für r < r

0

hrjhR��i hjL�;�jr0i für r > r
0
;

(5.11)

mit den normierten Bispinor-Lösungen für �freie� Teilchen (vergl. Kapitel 4.1)

hrjzRi =
r
E + c2

2c2

�
zl(kr) hbrj���i

i ckS�=(E + c2)z�l(kr) hbrj����i
�

(5.12a)
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und

hzLjri =
r
E + c2

2c2

�
zl(kr) hbrj���i ;�i ckS�=(E + c

2)z�l(kr) hbrj����i� ;(5.12b)

mit S� = �= j�j ; �l = l � S� und k =
p
E

2 � c
4
=c. In diesem Fall werden zwei linear un-

abhängige Lösungen der Dirac-Gleichung durch z = j sphärische Bessel-Funktionen und für
z = h sphärische Hankel-Funktionen erster Art gebildet.

Aus Gleichung 5.8 erhält man die Entwicklung der sogenannten Struktur Green-Funktion
für verschiedene Atomorte (siehe [49], [50]) durch

g(r; r0;E;kk)

X
�=� 1

2

j�i h� j = �i k
X
�;�

�
jl(kr<)h

(1)
l (kr0>) hbrj���i h���jbr0i

+
X
Rk

h
(1)
l (k jr�Rj)jl(kr0) h\r�R

kj���i h���jbr0i exp(ikk �Rk)

�

= �i k
X
�;�

jl(kr<)h
(1)
l (kr0>) hbrj���i h���jbr0i

+
X
�;�
�0;�0

A��;�0�0jl(kr)jl0(kr
0) hbrj���i h���jbr0i ;

(5.13)

wobei A��;�0�0 die relativistische KKR-Strukturkonstante der Schicht und r> = max(r; r0)
bzw. r< = min(r; r0) ist.

Einsetzen von Gleichung 5.13 in 5.9 liefert schlieÿlich die relativistische Formulierung

G
+
0 (r; r

0;E;kk) = G
+
a (r; r

0;E) + C

X
�;�
�0;�0

hrjzR��iA��;�0�0 hzL�0�0 jr0i ;(5.14)

mit

A��;�0�0(E;kk) = �i k
X
Rk

G��;�0�0(�Rk) exp(ikk �Rk) :(5.15)

Die Strukturkonstante hängt nur von der Geometrie des Gitters und nicht von den atomaren
Potentialen ab. Der Vorfaktor C ergibt sich aus dem Vergleich der entsprechenden Kompo-
nenten (siehe hierzu [45]).

5.3. Leerschicht-Green-Funktion

Betrachtet man ein System, in dem eine atomare Schicht aus dem halbunendlichen Kristall
entfernt wird, so bleibt eine Leerschicht (V (r) = 0) übrig, die durch atomare Schichten, z. B.
Ober�ächen- und /oder Volumenschichten, begrenzt wird. Die Berechnung der Leerschicht-
Green-Funktion lässt sich nun in zwei getrennten Schritten durchführen:
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1. Schritt:
� Aus dem halbunendlichen Kristall wird eine atomare Schicht entfernt, wobei die-
se Leerschicht durch Ober�ächen- bzw. Kristallschichten begrenzt wird. Die so
konstruierte Green-Funktion lässt sich dann in zwei Anteile zerlegen:

� Anteil für �freie� Elektronen.
� Anteil, der die Randbedingungen der angrenzenden Schichten und somit die Viel-
fachstreuung innerhalb der leeren Schicht berücksichtigt.

2. Schritt:
� Im zweiten Schritt wird durch Au�üllen der leeren Schicht, das heiÿt durch Lö-
sen der Dyson-Gleichung, die Green-Funktion für eine Schicht berechnet und die
Streuung am Potential (V (r) 6= 0) berücksichtigt. Hieraus berechnen sich die
Koe�zienten (Matrizen), die neben der relativistischen Strukturkonstanten auch
alle Streukorrekturen der Schicht enthalten.

Die Einteilchen-Green-Funktion für dieses System (Leerschicht-Green-Funktion) kann inner-
halb der Leerschicht mit Randbedingungen in der Form

Gempty(r; r
0;E;kk) = G

+
0 (r; r

0;E;kk) +Gbound.(r; r
0;E;kk)(5.16)

dargestellt werden, mit der Green-Funktion für �freie� Elektronen (Gleichung 5.10). Man hat
ein symmetrisches Randwertproblem vorliegen, in dem, ausgehend von einem Fundamental-
system der Operator-Gleichung für die Green-Funktion, die noch zu bestimmenden Matrizen
W

s;s0

g�;g0� 0 alle Randbedingungen enthalten.

Die Randbedingungen lassen sich durch einen Satz biorthogonaler Basisfunktionen (siehe
Kapitel 4.1)

Gempty(r; r
0;E;kk) = G

+
0 (r; r

0;E;kk) +
X
g;�;s
g0;� 0;s0

hrjfR(ksg;� )i W s;s0

g�;g0� 0 hfL(ks
0

g;� )jr0i ;(5.17)

mit s = �, ausdrücken. Die �freie� Green-Funktion (vergl. Gleichung 5.10) hat dann die Form:

G
+
0 (r; r

0;E;kk) =
1

iAc

E + c
2

2c2

X
g;�

1

kzg

(
hrjfR(k+g ; �)i hfL(k+g ; �)jr0i ; z > z

0

hrjfR(k�g ; �)i hfL(k�g ; �)jr0i ; z < z
0
:

(5.18)

Für die Darstellung der ebenen Wellen (vergl. Gleichung 5.12a und 5.12b) gilt:

hrjfR(ksg; �)i =
r
E + c2

2c2

0
@ �

�

c��� � ksg
E + c2

�
�

1
A hrjksgi(5.19a)

hfL(ksg; �)jri =
r
E + c2

2c2

�
(�� )y; (�� )y

c��� � ksg
E + c2

�
hksgjri(5.19b)
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sowie

hfL(ksg; �)jri 6= hfR(ksg; �)jri =
�hrjfR(ksg; �)i�y ;mit k 2 C :(5.20)

Zur Berechnung der Koe�zienten der Matrix W s;s0

g�;g0� 0 wählt man die Anfangsbedingung
z
0 = 0 und führt e�ektive Re�exions-Matrizen R�+

g�;g0� 0 bzw. R
+�
g�;g0� 0 ein (siehe Kapitel 4.4),

die bei z = lim
�!0

�� die Randbedingungen erfüllen.

Die Koe�zienten lassen sich eindeutig bestimmen und mit Hilfe der Matrix-Gleichung
(siehe [77]):

��R�+ 1
1 �R+�

� �
W

++
W

+�

W
�+

W
��

�
=

1

iAc

E + c
2

2c2

�
R
�+ 0
0 R

+�

� �
� 0
0 �

�
(5.21)

zusammenfassen. Dabei ist die diagonale Matrix � de�niert durch �g�;g0� 0 = 1=kzgÆgg0;�� 0 .

Aus Gleichung 5.21 erhält man die einzelnen Matrizen durch

W
++ =W

+�
R
�+

; W
+� =

1

iAc

E + c
2

2c2

�
1�R

+�
R
�+
��1

R
+� �(5.22a)

W
�� =W

�+
R
+�

; W
�+ =

1

iAc

E + c
2

2c2
R
�+
�
1�R

+�
R
�+
��1

� :(5.22b)

Durch Transformation von ebenen Wellen nach Kugelwellen erhält man die Streukorrek-
turen in der Form

B��;�0�0(E;kk) = 16�2 i l�l
0
X
g;�;s
g0� 0s0

W
s;s0

g�;g0� 0 C(l
1
2j;�� �; �) hbksgjY ���

l i

� C(l0 12j
0;�0 � �

0
; �

0) hbks0g0 jY �0
�� 0

l0 i� :

(5.23)

Die Koe�zienten der Matrix W s;s0

g�;g0� 0 sind also eindeutig durch die Randbedingungen festge-
legt. Sie drücken anschaulich die Aufsummation der Vielfachstreuungen zwischen den angren-
zenden Schichten bei z = �� aus, danach geordnet, ob der erste (bzw. letzte) Streuprozess bei
z = +� (bzw. z = ��) statt�ndet. Die Matrixelemente der Streuoperatoren (Gleichung 5.22a
und 5.22b) werden in der Darstellung nach ebenen Wellen aus den Re�exions- und Transmis-
sionsmatrizen (siehe Kapitel 4.4) der einzelnen Schichten berechnet.

5.4. Intraschicht-Green-Funktion

Um die Einteilchen-Green-Funktion einer Schicht (i = j) zu berechnen, transformiert man
die Leerschicht-Green-Funktion (Gleichung 5.17) in die (�; �)-Darstellung. Die Green-Funktion
kann dann innerhalb der Leerschicht mit der Green-Funktion (Gleichung 5.11) in der Form



42 5. RELATIVISTISCHE EINTEILCHEN-GREEN-FUNKTION

Gempty(r; r
0;E;kk) = G

+
0 (r; r

0;E;kk) +
X
�;�
�0;�0

hrjjR��i D��;�0�0(E;kk) hjL�0�0 jr0i(5.24)

angesetzt werden, wobei sich die Matrix D��;�0�0 aus Gleichung 5.15 und 5.23 zu

D��;�0�0(E;kk) = A��;�0�0(E;kk) +B��;�0�0(E;kk)(5.25)

zusammensetzt.

Für die Berechnung der Green-Funktion des halbunendlichen Kristalls werden die �rechten-
und linken� Lösungen jZRi und hZLj der Dirac-Gleichung innerhalb der Mu�n-Tin-Kugel be-
nötigt (Gleichung 4.23a und 4.23b). Damit erfüllt der reguläre Streuzustand (Z = J) und der
irreguläre auslaufende Zustand (Z = H) die Dirac-Gleichung (Gleichung 4.14). Der Streuzu-
stand erfüllt auÿerdem die zur Dirac-Gleichung äquivalente Lippmann-Schwinger-Gleichung

hrjJR��i = hrjjR��i+
Z
Vc

G
+
0 (r; r

0;E;kjj)V (r0) hr0jJR��i dr0 ;(5.26)

wobei Vc das Volumen der Einheitszelle ist. Daraus wird die atomare Streumatrix (vergl.
Gleichung 4.26) der Schicht de�niert durch:

t
R
��;�0�0 = �2i k

Z
Vc

hjL��jr0i V (r0) hr0jJR�0�0i dr0 :(5.27)

Die Green-Funktion, die die elektronische Struktur einer monoatomaren Schicht beschreibt,
kann somit in folgender Form angesetzt werden

G(r; r0;E;kk) = G
+
a (r; r

0;E) +
X
�;�
�0;�0

hrjJR��i U��;�0�0(E;kk) hJL�0�0 jr0i ;(5.28)

mit der atomaren Green-Funktion G+
a (r; r

0;E) (Gleichung 5.4). Gleichung 5.28 entspricht einer
Entwicklung nach Drehimpulseigenfunktionen mit den Lösungen der radialen Dirac-Gleichung
innerhalb der Mu�n-Tin-Potentiale. Die Matrix U��;�0�0 enthält den gesamten Schichtbeitrag,
einschlieÿlich der Strukturkonstanten sowie der Streukorrekturen (Gleichung 5.25), analog zum
LEED-Streuformalismus (Kapitel 4.3). Die Leerschicht-Green-Funktion (Gleichung 5.24) und
die Schicht-Green-Funktion (Gleichung 5.28) erfüllen die Dyson-Gleichung einer Schicht:

G(r; r0;E;kk) = Gempty(r; r
0;E;kk) +

Z
Vc

Gempty(r; r
00;E;kk)V (r00)G(r00; r0;E;kk) dr00 :

(5.29)
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Die Matrix U��;�0�0 erhält man durch Einsetzen der Gleichungen 5.24, 5.27 sowie durch 5.28 in
Gleichung 5.29. Anschlieÿender Vergleich der Koe�zienten liefert folgende Matrix-Gleichung:

U =

�
1� i

2k
D t

R

��1

D :(5.30)

Die Green-Funktion (Gleichung 5.28) beschreibt damit die gesamte elektronische Struktur
einer zweidimensionalen monoatomaren Schicht. Man erhält z. B. durch Integration des Ima-
ginärteils von G(r; r0;E;kjj) über die Einheitszelle und Spurbildung eine schichtabhängige,
spin- und kjj -aufgelöste Zustandsdichte (vergl. [66], [77]).

N(E;kjj) = � 1

�
Sp
�
ImG(r; r0;E;kjj)

�
= � 1

�
Im
X
�;�;�

h��; � jG(E;kjj) j��; � i ;

(5.31)

wobei j��; � i Spin-Winkel-Eigenfunktionen der Dirac-Gleichung (Gleichung 4.14) mit

j��; 1i =
�j���i

0

�
und j��; 2i =

�
0

j��
��i

�
(5.32)

sind.

5.5. Interschicht-Green-Funktion

Die Leerschicht-Green-Funktion verschiedener Schichten kann analog zu Gleichung 5.17
für den Fall i > j angesetzt werden, da sich nur die vorgegebenen Randbedingungen ändern,
die sich durch die Matrizen W s;s0

g�;g0� 0 ausdrücken lassen. Man hat also jetzt

G
ij
empty(r; r

0;E;kk) =
1

iAc

E + c
2

2c2

X
g;�

1

kzg

hrjfR(k+g ; �)i hfL(k+g ; �)jr0i

+
X
g;�;s
g0;� 0;s0

hrjfR(ksg; �)i W s;s0

g�;g0� 0 hfL(ks
0

g0 ; �
0)jr0i :

(5.33)

Der obige Ansatz ist genau dann gültig, wenn z die Randbedingungen der j-ten bzw. (j +1)-
ten Schicht etc. erfüllt. Im Gegensatz zu Gleichung 5.17 ist jetzt z0 6= 0 in der j-ten Schicht
frei wählbar. Man kann daher �einlaufende� Wellen mit der Amplitude u+j+1 in Abhängigkeit
von z

0 de�nieren, die mit den �auslaufenden� Wellen der Amplitude v+j aus der Leerschicht
durch

u
+
j+1(g; �) = exp(ik+g � d) v+j (g; �)(5.34)
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verknüpft sind. Dann kann man mit Gleichung 5.33 die vielfachgestreuten, korrigierten aus-
laufenden Wellen aus der j-ten Schicht wie folgt de�nieren:

v
+
j (g; �) hk+g jr0i =

1

iAc

E + c
2

2c2
1

kzg

hfL(k+g ; �)jr0i+
X

g0;� 0;s0

W
+;s0

g�;g0� 0 hfL(ks
0

g0 ; �
0)jr0i(5.35)

und analog für die (j � 1)-te Schicht:

u
�

j�1(g; �) = exp(�ik�g � d0) v�j (g; �) ;(5.36)

mit

v
�

j (g; �) hk�g jr0i =
1

iAc

E + c
2

2c2
1

kzg

hfL(k�g ; �)jr0i+
X

g0;� 0;s0

W
�;s0

g�;g0� 0 hfL(ks
0

g0 ; �
0)jr0i :(5.37)

Hierbei sind d und d0 Abstandsvektoren angrenzender beliebiger Schichten. Eine analoge
Rechnung gilt für den Fall i < j, sodass man die �auslaufenden� Wellen in folgender Matrix-
Gleichung

�
v
+
j

v
�

j

�
=

0
B@

1

iAc
� +W

++
W

+�

W
�+ 1

iAc
�+W

��

1
CA
�
f
L(+)

f
L(�)

�
(5.38)

zusammenfassen kann. Die �einlaufenden� Wellen ergeben sich dann automatisch zu:

u
+
j (g; �) hk+g jr0i =

X
g0;� 0;s0

W
+;s0

g�;g0� 0 hfL(ks
0

g0;� 0)jr0i(5.39a)

bzw.

u
�

j (g; �) hk�g jr0i =
X

g0;� 0;s0

W
�;s0

g�;g0� 0 hfL(ks
0

g0;� 0)jr0i :(5.39b)

Hieraus ergibt sich wiederum eine Matrix-Gleichung:

�
u
+
j

u
�

j

�
=

�
W

++
W

+�

W
�+

W
��

� �
f
L(+)

f
L(�)

�
:(5.40)

Aus den Randbedingungen bei z = �� folgt

�
u
+
j

u
�

j

�
=

�
0 R

+�

R
�+ 0

��
v
+
j

v
�

j

�
;(5.41)
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sodass man mit Gleichung 5.38 und 5.41 wiederum 5.40 erhält.

Die Leerschicht-Green-Funktion beschreibt aufgrund ihrer �Konstruktion� die Propagation
von vielfach gestreuten �auslaufenden� Wellen aus einer leeren Schicht zu vollen angrenzen-
den benachbarten Schichten. Die ebenen Wellen mit den Amplituden v+j ; u

�

j bzw. v�j ; u
+
j sind

�Quellwellen� der leeren j-ten Schicht, die in (�z)-Richtung zu den angrenzenden Schichten
propagieren. Um das �einlaufende� ebene Wellenfeld mit der Amplitude u�i , das auf das Refe-
renzatom der i-ten Schicht einfällt, zu berechnen, wird die Leerschicht-Green-Funktion in die
Drehimpulsentwicklung transformiert, um die Propagation zwischen der �einlaufenden� unge-
störten und der �auslaufenden� gestreuten Kugelwelle am Ort des Referenzatomes in der i-ten
Schicht zu berechnen.

Der Ansatz für die Leerschicht-Green-Funktion für verschiedene Schichten lautet in Ana-
logie zu Gleichung 5.24:

G
ij
empty(r; r

0;E;kk) =
X
�;�
�0;�0

hrjJR��i Dij
��;�0�0(E;k

k) hjL�0�0 jr0i :(5.42)

Die Matrix D
ij
��;�0�0 beschreibt die Propagation der �auslaufenden� gestreuten Wellen aus

der leeren j-ten Schicht zur vollen i-ten Schicht (siehe Kapitel 4.4). Das totale �einlaufende�
Wellenfeld auf das Referenzatom der i-ten Schicht wird gemäÿ Gleichung 4.39 korrigiert. Das so
transformierte Wellenfeld muss in der i-ten Schicht noch durch Vielfachstreuungen innerhalb
dieser Schicht korrigiert werden (vergl. Gleichung 4.39), sodass

D
ij
��;�0�0 =

X
�00;�00

(1�X
i)�1
��;�00�00D

(Æ)ij
�00�00;�0�0(5.43)

mit der Vielfachstreumatrix (Gleichung 4.38) gilt. Damit ist der Zusammenhang für �auslau-
fende� Wellen aus der leeren j-ten Schicht mit �einlaufenden� Wellen der vollen i-ten Schicht
hergestellt.

Mit Hilfe des Ansatzes (Gleichung 5.42) kann nun die gesamte Green-Funktion für den hal-
bunendlichen Kristall, einschlieÿlich der Ober�äche, berechnet werden. Man macht in Analogie
zu Gleichung 5.28 den Ansatz:

G
ij(r; r0;E;kk) = G

+
a (r; r

0;E) Æij +
X
�;�
�0;�0

hrjJR��i U ij
��;�0�0(E;k

k) hJL�0�0 jr0i :(5.44)

Die Green-Funktionen Gij und Gij
empty erfüllen die Dyson-Gleichung der j-ten Schicht mit:

G
ij(r; r0;E;kk) = G

ij
empty(r; r

0;E;kk) +

Z
Vc

G
ij
empty(r; r

00;E;kk)V (r00)Gjj(r00; r0;E;kjj) dr00 :

(5.45)
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Durch Vergleich der Koe�zienten (siehe Gleichung 5.30) erhält man die Matrix-Gleichung für
verschiedene Schichten:

U
ij = D

ij

�
1 +

i

2k
t
R
U

�
;(5.46)

mit der Matrix U (Gleichung 5.30) und der atomaren Streumatrix tR des Referenzatoms der
j-ten Schicht (Gleichung 5.27). Im Fall i = j erhält man wiederum Gleichung 5.30.

Die Matrix U ij
��;�0�0 und damit die Schicht-Green-Funktion (Gleichung 5.44) enthält somit

Informationen über die elektronischen Eigenschaften des gesamten halbunendlichen Kristalls,
einschlieÿlich der Ober�äche und ist Lösung der Einteilchen-Dirac-Gleichung des Gesamtsy-
stems, das heiÿt von Vakuum und halbunendlichem Festkörper

(E � bH)Gij(r; r0;E;kjj) =

�
1 0
0 1

�
Æ(r � r0)


X
�=� 1

2

j�i h� j :(5.47)

5.6. LEED- und zeitumgekehrter LEED-Zustand

Die am (e,2e)-Prozess (siehe Kapitel 2.2) beteiligten Zustände j1i ; j3i und j4i werden
durch LEED-Zustände bzw. durch zeitumgekehrte LEED-Zustände beschrieben, wie sie auch
im Einstufenmodell der Photoemission (siehe [40], [53], [81]) als Anfangs- bzw. Endzustand
verwendet werden.

Hierzu betrachtet man die an den Detektoren gemessenen Zustände j3i und j4i (siehe
Abbildung 2.1). Bei einer Ebene parallel zur Ober�äche z = z0, in der die Elektronen nachge-
wiesen werden, gilt in Ortsdarstellung für die Wellenfunktion:

hrjfR(kk; �)i � hrjE;kk; �i

=

0
@ �

�

c��� � kk
E + c2

�
�

1
A hrjkki Æ(z � z0) :

(5.48)

Gleichung 5.48 liefert die Randbedingungen für die Berechnungen dieser Zustände im gesam-
ten Raum, das heiÿt im Vakuum und im halbunendlichen Festkörper. Für das �auslaufende�
Wellenfeld, das heiÿt, eines emittierten Elektrons mit vorgegebener Energie E, Wellenvektor
kk und Spin � gilt:

hrj �
E;kki = hrjG�(E) jE;kk; �i ; � = �1=2 ;(5.49)

mit der Green-Funktionen G
�, die auslaufende Randbedingungen (vergl. Gleichung 5.5) er-

füllt. Damit kann der Endzustand des Wellenfeldes geschrieben werden als:
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hrj �
E;kki = hrjG�(E) jE;kk; �i

= hrjKG
+(E)Ky jE;kk; �i

= �K hrj G+(E) jE;�kk;�� i
= �K hrj���

E;�kk
i ;

(5.50)

wobei j���
E;�kk

i der LEED-Zustand mit (�kk;+k+z ), also der zeitumgekehrte Zustand ei-
nes auslaufenden Elektrons, ist. Der Zeitumkehr-Operator K (siehe Gleichung 4.7) transfor-
miert den Zustand hrjE;kk; � i nach sign(�) hrjE;�kk;��i, sodass auch die (�z)-Komponente
das Vorzeichen wechselt und die Welle auf den Kristall zuläuft. Die zeitumgekehrte LEED-
Wellenfunktion genügt den gleichen Randbedingungen wie die LEED-Wellenfunktion. Beide
sind Streulösungen der Lippmann-Schwinger-Gleichung (Gleichung 5.26) und erfüllen in der
Ober�ächenebene periodische Randbedingungen und in der Grenzebene (Vakuum/Kristall)
die Randbedingungen auslaufender Wellen (siehe z. B. [82]). Der �Anfangszustand� j���

E;�kk
i

wird dazu verwendet, die Streueigenschaften des Kristalls zu berechnen (siehe Kapitel 4.5).

Aus der Störungsrechnung in erster Ordnung folgt

G
+ = G

+
0 (1 + TG

+
0 ) mit T = V + V G

+
0 T ;(5.51)

wobei V das Kristallpotential ist. Vernachlässigt man den Kristall, so gilt mit der Green-
Funktion für �freie� Elektronen (Gleichung 5.18):

hrj���
E;�kk

i = hrj G+
0 (E)K

y jE;kk; � i

= � i

k
+
z

0
@ �

��

c��� � k+0
E + c2

�
��

1
A hrjk+0 i mit k+0 = (�kk;+k+z )

=
X
g;� 0

u
+
0 (g; �

0) hrjk+g i ;

(5.52)

mit k+z =
p
2Evac +E

2
vac=c

2 �
��kk��2 (siehe Gleichung 4.56a) wobei Gleichung 5.48 benutzt

wurde. Durch Vergleich erhält man die Amplituden des unmittelbar vor der Ober�ächenbar-
riere auf der Vakuumseite einlaufende Wellenfeld (siehe Kapitel 4.5) durch:

u
+
0 (g; �

0) = � i

k
+
z

0
@ �

� 0

c��� � k+g
E + c2

�
� 0

1
A Æg0Æ� 0;��(5.53a)

mit

v
�

0 (g; �) =
X
g0;� 0

R
�+
g�;g0� 0u

+
0 (g

0
; �

0) ;(5.53b)
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wobei R�+
g�;g0� 0 � R

�+
tot (Gleichung 4.60) die Re�exionsmatrix des halbunendlichen Kristalls,

einschlieÿlich der Ober�äche (siehe Gleichung 4.59) ist. Der Bezugspunkt liegt unmittelbar vor
der Barriere auf der Vakuumseite. Mit dem in Kapitel 4.5 beschriebenen Formalismus berech-
net man nun die Propagation des Wellenfeldes in den Kristall hinein. Wegen der Dämpfung
des Imaginärteils des optischen Potentials (Gleichung 3.6) kann man sich auf eine endliche
Anzahl von Schichten beschränken. Die auf eine Schicht zulaufenden Wellen werden am Ort
des Referenzatoms nach Kugelwellen (Gleichung 4.31) entwickelt. Die Mehrfachstreuung in
der Schicht wird dann durch Gleichung 4.39 berücksichtigt, wodurch sich die Amplitude A�;j

��

des insgesamt bei Referenzatom der j-ten Schicht einfallenden Wellenfeldes ergibt.

Am Ort des Referenzatoms in der j-ten Schicht gilt für die LEED-Wellenfunktionen:

hrj���;j
E;�kk

i =
X
�;�

A
��;j
��

�
 
1
�(r) hbrj���i

i�1�(r) hbrj����i
�
;(5.54a)

bzw.

h���;j
E;�kk

jri = �hrj���;j
E;�kk

i �y(5.54b)

=
X
�;�

A
��;j�
��

�
 
1�
� (r) h���jbri ;�i�1�� (r) h����jbri

�
:

Mit Hilfe des Zeitumkehr-Operators (Gleichung 4.7) und der Beziehung aus Gleichung 4.10
berechnen sich die entsprechenden zeitumgekehrten LEED-Wellenfunktionen zu

hrj �;j
E;kk

i = K

 X
�;�

A
��;j
��

�
 
1
�(r) hbrj���i

i�1�(r) hbrj����i
�!

(5.55a)

=
X
�;�

sign(��)A�;j�
�� (�1)�+1=2

S�

�
 
1�
� (r) hbrj���� i

i�1�� (r) hbrj�����i
�

=
X
�;�

~A�;j�
��

�
 
1�
� (r) hbrj���� i

i�1�� (r) hbrj���
��i

�
;

bzw.

h �;j
E;kk

jri = �hrj �;j
E;kk

i �y(5.55b)

=
X
�;�

sign(��)A�;j
��(�1)�+1=2

S�

�
�
 
1
�(r) h���� jbri ;�i�1�(r) h�����jbri

�

=
X
�;�

~A�;j
��

�
 
1
�(r) h���� jbri ;�i�1�(r) h�����jbri

�
:
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Die LEED-Wellenfunktionen (Gleichung 5.54a und 5.54b), bzw. die zeitumgekehrten LEED-
Wellenfunktionen (Gleichung 5.55a und 5.55b) werden zur Berechnung der (e,2e)-Intensitäts-
ausdrücke sowohl in der Halbraummethode (siehe Kapitel 7.1), als auch in der Green-Funktions-
methode (siehe Kapitel 7.2) verwendet.
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KAPITEL 6

(e,e)-Wechselwirkung

Bei der Beschreibung von inelastischen Prozessen, die durch Elektron-Elektron-Wechsel-
wirkungen hervorgerufen werden, ist die Wahl eines geeigneten Wechselwirkungspotentials von
entscheidender Bedeutung. Da man aber über das Wechselwirkungspotential im Festkörper
keine allgemeinen Aussagen machen kann, ist man auf Näherungsmethoden angewiesen (vergl.
Kapitel 3.3), denen das homogene Elektronengas zugrundeliegt (siehe [83] und darin zitier-
te Arbeiten). Im Einteilchenbild lassen sich Elektron-Elektron-Wechselwirkungen relativ gut
durch ein abgeschirmtes Coulomb-Potential beschreiben (siehe [84], [85]). Für Entwicklungen,
die über diese Näherung hinaus gehen und relativistische E�ekte wie Breit-Wechselwirkungen
berücksichtigen siehe [43] und darin zitierte Arbeiten. Für relativistische Wechselwirkungen
zwischen Elektron und Atom siehe z. B. [86].

Aus den Anforderungen der zu entwickelnden Theorie im Schicht-KKR-Formalismus ist
es notwendig, dass das Wechselwirkungs-Potential folgenden Anforderungen genügt: In der
Mu�n-Tin-Näherung sollte das Coulomb-Potential die Elektron-Elektron-Wechselwirkung in-
nerhalb eines Atoms (Atom-Anteil), zwischen verschiedenen Atomen innerhalb einer Schicht
(Intraschicht-Anteil) sowie zwischen verschiedenen Schichten (Interschicht-Anteil), an jeweils
verschieden Orten, einschlieÿlich der Ober�äche, berücksichtigen (siehe hierzu Kapitel 5).
Die grundlegende Idee hierzu ist, dass man das abgeschirmte Coulomb-Potential formal als
Green-Funktion betrachtet. Man erhält, in Analogie zur Entwicklung der Green-Funktion (sie-
he Kapitel 5), Teilausdrücke, die alle Coulomb-Wechselwirkungsprozesse innerhalb des halb-
unendlichen Festkörpers, einschlieÿlich der Ober�äche enthalten.

6.1. Näherungen

Die Elektron-Elektron-Wechselwirkungen im Festkörper können durch ein Coulomb-Poten-
tial beschrieben werden. Aufgrund gegenseitiger Beein�ussung der beteiligten Teilchen sowie
der Vielteilchene�ekte, muss dieses Potential durch ein sogenanntes e�ektives Potential ersetzt
werden, für dessen Berechnung unterschiedliche Näherungen existieren. Eine Vielteilchenkor-
rektur des Potentials berücksichtigt dabei eine Abschirmung der Ladungsverteilung gegenüber
den wechselwirkenden Elektronen. In dieser Korrektur sollen näherungsweise alle Vielteilchen-
e�ekte wie Elektron-Elektron-, Elektron-Plasmon- Wechselwirkungen etc., enthalten sein. Die
e�ektive Wechselwirkung der Teilchen im homogenen Elektronengas kann mit Hilfe der quan-
tenmechanischen Störungsrechnung in der sogenannten Random-Phase-Approximation (RPA)
durchgeführt werden, bei der es sich streng genommen um eine Aufsummierung von sogenann-
ten Polarisationseinschüben handelt (siehe z. B. [87], [88]). Die Aufsummation aller Polari-
sationseinschübe ergibt für translationsinvariante Systeme mit spinunabhängiger, instantaner
Wechselwirkung:

51
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Ve�(q; !) = V (q) + V (q) Q(q; !) Ve�(q; !) ;(6.1)

wobei Q(q; !) die Summe aller irreduziblen Polarisationseinschübe darstellt. Löst man formal
obige Gleichung nach der e�ektiven Wechselwirkung auf, so kann man eine wellenzahl- und
frequenzabhängige dielektrische Funktion "(q; !) de�nieren durch:

Ve�(q; !) =
V (q)

1� V (q) Q(q; !)
=:

V (q)

"(q; !)
:(6.2)

Physikalisch berücksichtigt die e�ektive Wechselwirkung, gegenüber der reinen Elektron-Elek-
tron-Wechselwirkung, gerade die Polarisation des Mediums im Sinne der linearen Antwort-
Theorie. Die Frequenzabhängigkeit bedeutet, nach einer Fourier-Transformation, dass es sich
um eine zeitabhängige e�ektive Wechselwirkung handelt, die man auch als Trägheit der Po-
larisationswolke verstehen kann. Für Coulomb-Wechselwirkungen wird in der RPA, anstelle
der vollen irreduziblen Polarisation, der Polarisationspropagator in nullter Ordnung in die
Dyson-Gleichung eingesetzt. In dieser Näherung wird Gleichung 6.2 zu

V
(RPA)
e� (q; !) =

V (q)

1� V (q) �0(q; !)
=:

V (q)

"(RPA)(q; !)
;(6.3)

wobei

"
(RPA)(q; !) = 1� V (q) �0(q; !)(6.4)

ist. Ein geschlossener Ausdruck für die dielektrische Funktion "(RPA)(q; !) ist nicht bekannt.
Für das homogene Elektronengas existieren aber unterschiedliche Näherungen, wie die von
Lindhardt (siehe [89]). Aus der expliziten Darstellung mit Hilfe der Lindhardt-Funktionen
ergeben sich folgende Grenzfälle für die dielektrische Funktion:

"
(RPA)(q; 0) = 1 +

2kF

�q2

�
1 +

kF

q

�
1� q

2

4k2F

�
ln

����kF + q=2

kF � q=2

����
�

�= 1 +
4kF

q2
für q ! 0

(6.5a)

"
(RPA)(0; !) = 1� !

2
p

!2
;(6.5b)

wobei kF der Fermi-Impuls, !p die Plasmafrequenz und q = jqj ist. Aus dem ersten Aus-
druck erhält man näherungsweise für die e�ektive Wechselwirkung ein abgeschirmtes Coulomb-
Potential

V
(RPA)
e� (q; ! = 0) =

4�

q2 + �2
;(6.6)
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mit dem Thomas-Fermi-Abschirmparameter �. Durch Fourier-Rücktransformation erhält man
hieraus ein abgeschirmtes ortsabhängiges statisches Coulomb-Potential in der Thomas-Fermi-
Näherung

VC(r; r
0;�) =

1

4�

exp(�� jr� r0j)
jr� r0j

� 1

4�

exp

�
�jr� r0j

`TF

�
jr� r0j ;

(6.7)

wobei die e�ektive Abschirmlänge durch `TF = �
�1 gegeben ist. Mit Gleichung 6.7 liegt

ein Wechselwirkungspotential vor, das sich in vielen Fällen als gute Näherung erwiesen hat
und schon erfolgreich in anderen Theorien (siehe [84] ,[85]) implementiert worden ist. Der Ab-
schirmparameter � muss dabei in sinvoller Weise festgelegt werden (siehe hierzu Kapitel 9.3.2).

Physikalisch bedeutet die Näherung, dass das �nackte� Elektron, aufgrund der Austausch-
und Korrelationswechselwirkung, die anderen Elektronen von sich fort stöÿt. Es führt da-
mit eine �Lochwolke� mit sich, wodurch es zu einem Quasiteilchen wird, das eine geänderte
Dispersionsrelation besitzt. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit für Elektronen in der unmit-
telbaren Umgebung des Elektrons nimmt, wegen der inversen Abschirmlänge, ab. Damit ist
aus der vollen Coulomb-Wechselwirkung zwischen Elektronen eine e�ektive Wechselwirkung
von Quasielektronen geworden. Die so gefunde Näherung für das Wechselwirkungspotential
wird nun im weiteren dazu benutzt, einen Ausdruck abzuleiten, der zusammen mit der hierzu
entwickelten Green-Funktionsmethode (Kapitel 5) die Berechnung inelastischer Wechselwir-
kungsprozesse im halbunendlichen Festkörper mit Ober�äche ermöglicht.

6.2. Atom- und Intraschicht-Anteil

Man kann die Coulomb-Wechselwirkung formal als Green-Funktion au�assen, die dann als
Lösung der Gleichung

(�2 �r2)VC(r; r
0;�) = Æ(r� r0) ; � > 0(6.8)

de�niert wird. Eine Fourier-Transformation ergibt

VC(r; r
0;�) =

1

(2�)3

Z
VC(k; �) exp(ik � (r� r0)) dk(6.9a)

mit

VC(k; �) =
1

�2 + k2
(6.9b)

und k =
p
E

2 � c
4
=c. Die Auswertung des Integrals (Gleichung 6.9a mit 6.9b) ergibt mit Hilfe

der Funktionentheorie die bekannte Näherung für das abgeschirmte Coulomb-Potential (siehe
Gleichung 6.7)
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VC(r; r
0;�) =

1

(2�)3

Z
exp(ik � (r� r0))

�2 + k2
dk

=
1

4�

exp(�� jr� r0j)
jr� r0j :

(6.10)

Gleichung 6.10 ist somit Lösung von 6.8.

Für die Entwicklung des Coulomb-Potentials in einem parallel zur Ober�äche periodischen
Gitter ist es notwendig, dass die Wechselwirkung die gitterperiodischen Randbedingungen
erfüllt. Mit der De�nition

VC(r; r
0;�;qk) :=

X
Rjj

VC(r� r0 �Rjj;�) exp(iqk �Rjj) ;(6.11)

wobei qk ein zweidimensionaler Wellenvektor ist, der sich aus der parallelen Impulserhaltung
der beteiligten Elektronenzustände am Ort der Wechselwirkung ergibt, zeigt man die Gültig-
keit von

VC(r+R0jj
; r0;�;qk) =

X
Rjj

VC(r+Rjj
; r0 +R0jj;�) exp(iqk � (Rjj �R0jj)) exp(iqk �R0jj)

= VC(r; r
0;�;qk) exp(iqk �R0jj) :

(6.12)

Die Bloch-Bedingung ist somit erfüllt und man erhält mit Gleichung 6.10, in Analogie zu
Gleichung 5.8, die Entwicklung:

VC(r; r
0;�;qk) =

1

4�

X
Rjj

exp(��
��r� r0 �Rjj

��)��r� r0 �Rjj
�� exp(iqk �Rjj) :(6.13)

Die Coulomb-Wechselwirkung ist somit angepasst an die zweidimensionale Periodizität des
halbunendlichen Festkörpers, parallel zur Ober�äche.

Für den Fall, dass sich die Vektoren r und r0 innerhalb einer Schicht (i = j) be�nden, und
dass VC(r; r0;�;qk) eine Lösung von Gleichung 6.8 ist, kann man aus der Entwicklung von Glei-
chung 6.13 den Atom- bzw. Intraschichtanteil getrennt berechnen, indem man analoge Bezie-
hungen wie in Kapitel 5.2 einsetzt. Man erhält schlieÿlich die Coulomb-Wechselwirkungsanteile
eines Atoms sowie einer zweidimensionalen atomaren Schicht durch
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VC(r; r
0;�;qk) = ��

X
l;m

jl(i�r<)h
(1)
l (i�r>) hbrjY m

l i hbr0jY m
l i�

�
X
l;m
l0;m0

Alm;l0m0(i�;qk)jl(i�r) jl0(i�r
0) hbrjY m

l i hbr0jY m
l i�

= Va(r; r
0;�) + ~VC(r; r

0;�;qk)

(6.14)

mit

Alm;l0m0(i�;qk) = �

X
Rjj

Glm;l0m0(�Rk) exp(iqk �Rjj) ;(6.15)

hierbei ist Alm;l0m0(i�;qk) die Schicht-Strukturkonstante für die Wechselwirkung der Elek-
tronen innerhalb einer Schicht. Es ergibt sich damit formal dieselbe Entwicklung, wie bei
der Green-Funktion (vergl. Kapitel 5.2), sodass Gleichung 6.14 den vollständigen Atom- und
Intraschicht-Anteil enthält. Alle Wechselwirkungen der Atome innerhalb einer Schicht sind,
wegen der Periodizität der Schicht, in der Strukturkonstante erfasst, bzw. sind in deren Sum-
mation enthalten, da sich die Atome lediglich durch einen Phasenfaktor unterscheiden. Der
Vorteil ist, dass keine zusätzlichen Entwicklungen, wie sie bei Überlappintegralen um verschie-
dene Zentren auftreten, auszuführen sind.

6.3. Interschicht-Anteil

Eine andere Situation ergibt sich, wenn sich die Vektoren ri := r� ci und r0j := r0 � cj in
unterschiedlichen Schichten (i 6= j) be�nden, da man nicht entscheiden kann, ob (z � z

0) ? 0

gilt. Es gilt aber in jedem Fall die Beziehung
��r�Rjj

�� > jr0j. Mit Hilfe der Entwicklung
Gleichung 6.11 erhält man in diesem Fall:

~V
ij
C (r; r0;�;qk) =

X
Rjj

VC(r� r0 �R+ d;�) exp(iqk �Rjj)(6.16)

und Analog zu Gleichung 6.10 die Identität

~V
ij
C (r; r0 + d;�) =

1

(2�)3

Z
exp(ik � (r� r0 + d))

�2 + k2
dk ;(6.17)

wobei d := ci�cj = (dk; dz) der Abstandsvektor vom Referenzatom der i-ten zum Referenza-
tom der j-ten Schicht ist. Aus der Gitterperiodizität von V ij

C (r; r0;�;qk) (siehe Gleichung 6.12)
wird damit eine Entwicklung nach zweidimensionalen reziproken Gittervektoren hjj möglich.
Es gilt:

~V
ij
C (r� r0 + d;�) =

X
hjj

bh(z) exp(�i (qk + hjj) � rjj) :(6.18)
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Mit Hilfe einer zweidimensionalen Fourier-Transformation und Einsetzen von Gleichung 6.17
berechnet man den Fourier-Koe�zienten zu

bh(z) =
1

Ac

Z
Ac

VC(r; r
0 + d;�) exp(�i (qk + hjj) � rk) drjj

=
1

Ac(2�)3

ZZ
exp(ik � (r� r0 + d))

�2 + k2
exp(�i (qk + hjj) � rk) drjj dk

=
1

2Ac

exp

�
�
q
�2 +

�
qk + hjj

�2�
(jzj � z

0 + d
z)q

�2 +
�
qk + hjj

�2 exp
�
�(iqk + hjj) � (r0k � dk)

�
;

(6.19)

mit k = (kk; kz) und kz =
p
�
2 +

��qk + hjj
��2

sowie

jzj � z
0 =

(
z � z

0 für z > 0

�z + z
0 für z < 0 :

Setzt man nun das Ergebnis in Gleichung 6.16 ein, so erhält man

~V
ij
C (r; r0;�;qk) =

1

2Ac

X
hjj

exp(iQs
h � (r� r0 + d))q
�2 + qk

2
h

; s = �(6.20)

mit

Qs
h =

�
q
k

h; si

q
�2 + qk

2
h

�
und q

k

h = qk + hjj :

Das Vorzeichen (s = �) berücksichtigt dabei den wechselwirkenden Beitrag rechts bzw. links
von der jeweiligen Referenzschicht, das heiÿt, bei lokalisiertem Vektor r, liegt der Vektor r0

links bzw. rechts von der Referenzschicht auf der Mu�n-Tin-Kugel. Da die Vektoren r und r0

auf dem Rand der i-ten bzw. j-ten Mu�n-Tin-Kugel de�niert sind, ist eine Entwicklung nach
ebenen Wellen möglich. Man erhält schlieÿlich die zweidimensionale, qk-aufgelöste Coulomb-
Wechselwirkung für verschiedene Schichten durch

~V
ij
C (r; r0;�;qk) =

X
s=�

X
l;m
l0;m0

B
s
lm;l0m0jl(i�r) jl0(i�r

0) hbrjY m
l i hbr0jY m0

l0 i�(6.21)

mit
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B
s
lm;l0m0 =

8�2

Ac

X
hjj

1q
�2 + qk

2
h

exp(iQs
h � d) i l�l

0 hbQs
hjY m

l i� hbQs
hjY m0

l0 i :(6.22)

Mit Gleichung 6.21 liegt eine allgemeine Entwicklung analog der Green-Funktion (siehe Kapi-
tel 5.5) für die abgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung in der Mu�n-Tin-Näherung vor. Diese
Entwicklung hat dieselbe formale Eigenschaft wie die Green-Funktion (Gleichung 5.44), sodass
man den Intraschicht-Anteil aus Gleichung 6.14 sowie den Interschicht-Anteil (Gleichung 6.21)
entsprechend durch

~V
ij
C (r; r0;�;qk) =�

X
l;m
l0;m0

 
Alm;l0m0(i�qk)Æij �

X
s=�

B
s
lm;l0m0(1� Æij)

!

� jl(i�r)jl0(i�r
0) hbrjY m

l i hbr0jY m0

l0 i�

(6.23)

in einer Gleichung zusammenfasst.

Man erhält schlieÿlich eine Darstellung des Gesamtpotentials, wenn man den atomaren
Anteil aus Gleichung 6.14 sowie den Intra- und Interschichtanteil aus Gleichung 6.23 durch
eine Gleichung beschreibt:

V
ij
C (r; r0;�;qk) = Va(r; r

0;�)Æij + ~V
ij
C (r; r0;�;qk) :(6.24)

Damit liegt eine vollständige Entwicklung des abgeschirmten Coulomb-Potentials (vergl. Glei-
chung 5.44) im Schicht-KKR-Formalismus vor.
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KAPITEL 7

(e,2e)-Intensitäten

In diesem Kapitel wird die relativistische (e,2e)-Intensitätsverteilung im Schicht-KKR-
Formalismus formuliert. Ausgangspunkt für die Ableitungen bildet der formale Ausdruck aus
Gleichung 2.9, wobei die Wellenfunktionen des �einlaufenden� Elektrons und die des emittier-
ten Elektronenpaars im Kristall (Zustände j1i bzw. j3i und j4i) mit der Theorie der Streuung
langsamer Elektronen, das heiÿt, durch LEED bzw. zeitumgekehrte LEED-Zustände (Kapi-
tel 5.6), beschrieben (vergl. [5], [8]) werden. Der Zustand des am Stoÿ beteiligten gebundenen
Kristallelektrons (Zustand j2i) kann als Eigenzustand des halbunendlichen Kristalls (Bloch-
Wellenmethode), oder im Rahmen der dynamischen Theorie, das heiÿt, mit einer Einteilchen-
Green-Funktion (Kapitel 7.2), berechnet werden. Die Coulomb-Wechselwirkung der am (e,2e)-
Prozess beteiligten Elektronenzustände wird durch das in Kapitel 6.2 und 6.3 abgeleitete Po-
tential berücksichtigt.

Der wesentliche Vorteil des Bloch-Wellenansatzes gegenüber der Green-Funktionsmethode
ist, dass die Intensität (Gleichung 2.9) weiterhin durch Fermis �Goldene Regel� gegeben ist, das
heiÿt, es sind nur Übergangsmatrixelemente zu berechnen, die dann zu quadrieren sind. Da-
durch wird die numerische Behandlung des Problems erheblich vereinfacht und erlaubt einen
schnellen Vergleich mit experimentellen Ergebnissen. Die hieraus gewonnenen numerischen
Erfahrungen können genutzt werden, um entsprechende Computerprogramme für die sehr viel
aufwendigere und auch komplexere Green-Funktionsmethode zu entwickeln, da beide aus dem
selben Schicht-KKR-Formalismus hervorgehen. Dies wurde schon in der relativistischen Photo-
emissionstheorie ausgenutzt, in der sich vergleichsweise gute numerische Übereinstimmungen
zwischen den beiden Methoden ergeben haben ([41]), [90], [91] und [92]).

7.1. Intensitäten mit Halbraumzuständen

Der Einteilchenzustand j2i des halbunendlichen Festkörpers wird mit Hilfe von Bloch-
Wellen (siehe Kapitel 4.4) in folgender Weise berechnet: Jeder Halbraumzustand mit Energie
E2 und Wellenvektor (k

jj

2 ; k
z;n
2 ) muss an der Ober�äche stetig di�erenzierbar in nach auÿen

exponentiell abfallende Lösungen zur Energie E = E2 + VOr übergehen. Dieses Randwertpro-
blem wird gelöst, indem man den Halbraumzustand aus einem zur Ober�äche propagierenden
Bloch-Zustand (Bandindex n) und einer Linearkombination aller in den Kristall propagieren-
den Bloch-Zustände und zusätzlich der exponentiell abfallenden Lösungen des Eigenwertpro-
blems (Gleichung 4.49) zusammensetzt. Man erhält so aus 2N Bloch-Zuständen N unabhängi-
ge Halbraumlösungen fE2;k

k

2; �2; ng. Zur Konstruktion der Halbraumzustände siehe [40] und
darin zitierte Arbeiten.

Damit ergibt sich die (e,2e)-Intensitätsverteilung (vergl. [8]) analog zu Gleichung 2.9 im
Schicht-KKR-Formalismus mit Halbraumzuständen zu

59
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I3;4 = �
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wobei die Streuamplituden f i und gi die Form (Gleichung 2.10) haben. Für die Streuamplitude
f
i, die den direkten Streuprozess beschreibt, gilt dann in Ortsdarstellung:

f
i
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X
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� dr1 dr2 mit SBZ =
(2�)2

Ac
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(7.2)

V
ij
C ist die Coulomb-Wechselwirkung, j n;j2 i der Halbraumzustand, j�j1i bzw. j i3;4i sind LEED-

bzw. zeitumgekehrte LEED-Zustände (Kapitel 5.6). In obiger Gleichung sind k
k

2, E2 folgen-
dermaÿen festgelegt:

E2 = E3 +E4 �E1 bzw. k
k

2 = k
k

3 + k
k

4 � k
k

1(7.3a)

und für den Impulsübertrag qk gilt

qk = k
k

3 � k
k

1 = k
k

2 � k
k

4 :(7.3b)

Bei der Ableitung von Gleichung 7.2 wurde die periodische Anordnung des Kristalls ausge-
nutzt. Da sich das halbunendliche Festkörpervolumen aus gleichartigen Schichten zusammen-
setzt (auf eventuelle Ober�ächenrelaxationen etc. soll hier nicht explizit eingegangen werden),
lassen sich die einzelnen Schichten als Summe von repräsentativen Einheitszellen mit Volumen
Vc beschreiben. DieZustände innerhalb einer Schicht sind dann bis auf Phasenfaktoren iden-
tisch, sodass wegen der Translationsinvarianz das Bloch-Theorem (Gleichung 4.16) parallel zur
Schicht gilt. Somit reduziert sich die Integration über ein Schichtvolumen auf eine Integration
über eine repräsentative Einheitszelle innerhalb der Referenzschicht.

Setzt man für die Coulomb-Wechselwirkung folgende De�nition

V
ij
C (r; r0;�) =

1

SBZ

Z
OBZ

V
ij
C (r; r0;�;qk)dqk ;(7.4)

die der De�nition für die Green-Funktion mit Ober�äche (siehe [93]) analog ist, in Glei-
chung 7.2 ein und wendet das Bloch-Theorem mit
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hr+Rkj i = exp(ikk �Rk) hrj i(7.5a)

und

V
ij
C (r+Rk

; r0 +R0k;�;qk) = exp(iqk � (Rk �R0k))V
ij
C (r; r0;�;qk)(7.5b)

an, so lässt sich zusammen mit der �Kristall-Deltafunktion�

1

SBZ

X
Rk

exp(i (kk � k0
k
)) �Rk = Æc(k

k � k0
k
) ;(7.6)

die über die Summe aller Phasenfaktoren die Impulserhaltung der Wellenvektoren k
jj

i mit
i = 1; : : : ; 4 parallel zur Ober�äche enthält, der Ausdruck für die Streuamplitude gewin-
nen. Durch Einsetzen der Entwicklung des Coulomb-Potentials (Gleichung 6.24) sowie der
Wellenfunktionen (Gleichung 5.54a - 5.55b) in Gleichung 7.2, erhält man die am Ort des Re-
ferenzatoms der i-ten Schicht nach Kugelwellen ((�; �)-Darstellung) entwickelte Darstellung

f
i
�1;n�2;�3;�4 = SBZ

X
j

ZZ
Vc

X
�1;�1
�2;�2
�3;�3
�4;�4

~A�3;i
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�4�4A
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�2;n;i
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Va(r1; r2;�)Æij + ~V

ij
C (r1; r2;�;q

k)

�
hr1j���1;j�1�1 i hr2j �2;n;j�2�2 i dr1 dr2:

(7.7)

Die Entwicklung des Halbraumzustandes im gesamten Kristall, einschlieÿlich der Ober�äche
und aller Vielfachstreuprozesse, wird durch die Amplitude A�2;n;i

�2�2 beschrieben, sodass der
Vielfachstreuformalismus (siehe Kapitel 4) ganz analog für diesen Zustand angewandt werden
kann.

Für jede Schicht kann die Streuamplitude f
i in einen Beitrag f

(0);i, der das atomare
Coulomb-Potential (Gleichung 6.14) und in einen Beitrag f (1);ij, der den entsprechenden Intra-
und Intraschichtanteil des Potentials (Gleichung 6.23) enthält, zerlegt werden. Es gilt dann:

f
i
�1;n�2;�3;�4

= f
(0);i
�1;n�2;�3;�4

+
X
j

f
(1);ij
�1;n�2;�3;�4

:(7.8)

Die Zerlegung beschreibt Coulomb-Wechselwirkungen zwischen den beteiligten Elektronen in
einer Einheitszelle, in verschiedene Einheitszellen einer Schicht sowie zwischen unterschiedli-
chen Schichten. Es werden somit sämtliche Coulomb-Wechselwirkungsprozesse zwischen Elek-
tronen unterschiedlicher Schichten durch Einbeziehung von Vielfachstreuprozessen berücksich-
tigt.

Bei der Berechnung der auftretenden Matrixelemente können die kleinen Komponenten
des Dirac-Spinors (vergl. Gleichung 4.27) zwischen den Mu�n-Tin-Kugeln und für den Be-
reich innerhalb der Mu�n-Tin-Kugel (vergl. Gleichung 4.18) vernachlässigt werden [94]. Diese
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Näherung scheint in Anbetracht der hier vorliegenden Problematik als sinnvoll, da die gewähl-
ten Energien im Bereich bis max. 23 eV liegen (und damit kleiner als 2 Rydberg sind), sodass
wegen E=c2 < 2=(137)2 die unteren Komponenten in guter Näherung vernachlässigt werden
können. Diese Beiträge sollten nur dann eine Rolle spielen, wenn Rumpfzustände explizit an
den Streuprozessen beteiligt sind.

Für das Matrixelement f (0);i einer Einheitszelle der i-ten Schicht gilt:

f
(0);i
�1;n�2;�3;�4 =

X
�1;�1
�2;�2
�3;�3
�4;�4

M
(0);i
�3;�3;�4;�4
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(7.9)

mit
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(�4; �4; l;m;�2; �2)

�R
(0);i(�3; l; �1;�4; l; �2) :

(7.10)


(: : : ) bezeichnet das Integral über die Winkelanteile und R(0);i(: : : ) über die Radialanteile
des Matrixelements. Die Winkelanteile setzen sich dabei folgendermaÿen aus C(: : : ) Clebsch-
Gordan-Koe�zienten und G(: : : ) Gaunt-Integralen zusammen:
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(7.11)

Für die Radialanteile gilt:

R
(0);i(�3; l; �1;�4; l; �2) =
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�
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(7.12)

wobei dieser Ausdruck bzgl. r1 und r2 nicht separierbar ist, wegen der �kleiner-gröÿer� Rela-
tionen der Hankel- und Bessel-Funktionen (siehe Gleichung 6.14):
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fl;?(r1)fl;?(r2) =

(
jl(r1)h

(1)
l (r2) für r1 < r2

jl(r2)h
(1)
l (r1) für r1 > r2 :

(7.13)

Die Integrationsgrenzen in Gleichung 7.12 ergeben sich durch entsprechende Fallunterschei-
dung zu 0! RMT bzw. r ! RMT.

Der Beitrag zu Gleichung 7.8, der die Intra- und Interschichtanteile des Coulomb-Potentials
enthält, ist dann:
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wobei die Potentialentwicklung (Gleichung 6.23) eingesetzt wurde.

Die entsprechende Berechnung des Radialanteils R(1);ij(: : : ) erweist sich in diesem Fall als
einfacher. Es müssen keine Fallunterscheidungen berücksichtigt werden, da sich die Koordina-
tenursprünge der Wellenfunktionen in verschiedenen Schichten be�nden. Für die Radialinte-
grale gilt daher

R
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2
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(7.16)

In analoger Weise werden die Matrixelemente für die Streuamplituden gi bzw. g(1);ij berechnet,
sodass sich für die (e,2e)-Intensitätsverteilung im Schicht-KKR-Formalismus mit Halbraum-
zuständen folgender Gesamtausdruck ergibt
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Summiert wird über alle Schichten i; j = 1; : : : ; N des halbunendlichen Festkörpers ein-
schlieÿlich der Ober�äche. Dieser Intensitätsausdruck wird in ein entsprechendes Computer-
Programm umgesetzt und mit experimentellen Ergebnissen (siehe Kapitel 9.3) verglichen.

Ein Nachteil der Bloch-Wellenmethode ist, dass Selbstenergiekorrekture�ekte bzgl. des
Kristallzustandes (Zustand j2i) zunächst nicht berücksichtigt werden können, da Bloch-Wellen
als Eigenzustände des halbunendlichen Kristalls nur dann existieren, wenn die endliche Lochle-
bensdauer vernachlässigt wird, das heiÿt, im Falle eines reellen Potentials (siehe Gleichung 3.6).
Die Lochlebensdauer kann daher nur nachträglich durch eine Lorentz-Faltung auf die (e,2e)-
Intensitätsverteilung berücksichtigt werden. Die energetisch scharf lokalisierten Ober�ächen-
zustände, die in der Green-Funktion implizit enthalten sind, lassen sich im Prinzip auch durch
Konstruktion von Halbraumzuständen gewinnen (vergl. [40]). Dies ist aber numerisch sehr
aufwendig, da das Energieraster sehr klein gewählt werden muss, um die Energien der Ober-
�ächenzustände zu tre�en.

7.2. Intensitäten mit Green-Funktion

Eine zu Gleichung 7.17 äquivalente, aber allgemeinere Formulierung der (e,2e)-Intensitäts-
verteilung, in der sowohl der Anfangszustand j1i, als auch die Endzustände j3i und j4i und
das durch die Coulomb-Wechselwirkung enstandene Loch im Valenzband (Zustand j2i) mit
einem dynamischen Mehrfachstreuformalismus berechnet werden können, erfolgt mit Hilfe der
Green-Funktionsmethode (siehe Kapitel 5). Auf diese Weise werden alle an der elastischen
Streuung beteiligten Zustände als angeregte Zustände beschrieben. Zusätzlich kann die Loch-
lebensdauer sowie Volumen- und Ober�ächenzustände durch die Einteilchen-Green-Funktion
(Gleichung 5.44) in der Rechnung unmittelbar berücksichtigt werden. Ober�ächenzustände
(siehe [95] und Diskussion in Kapitel 9.4.1) werden dann leichter gefunden, weil sie wegen der
endlichen Lochlebensdauer energetisch verbreitert sind, sodass sie automatisch in das gewählte
numerische Energieraster (typischerweise zwischen 0;2� 0;4 eV) fallen.

Der entsprechende Intensitätsausdruck mit Einteilchen-Green-Funktion in Ortsdarstellung
kann über die Goldene Regel (Gleichung 7.1) hergeleitet werden. Die Zerlegung

j f � g j2= ff
� � fg

� � gf
� + gg

�(7.18)

gestattet in Analogie zur Photoemission (vergl. [70] und [82]) die Ersetzung der besetzten
Festkörperzustände j2i durch einen entsprechenden Green-Funktionsausdruck.

Für die f -Komponente erhält man
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Diese Ersetzung ist exakt im Fall reeller Energien (siehe [82]). Analog werden die anderen Ter-
me berechnet, sodass sich der allgemeine Intensitätsausdruck mit Einteilchen-Green-Funktion
zu
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ergibt. Die Summe über alle Halbraumzustände in Gleichung 7.1 wurde durch den Imaginärteil
der Einteilchen-Green-Funktion Gij(r; r0;E) mit E = E2+VOi, das heiÿt, für den Lochzustand
(Zustand j2i) durch

X
�

jZR
� i hZL

� j Æ(E �E�) = � 1

�
ImG

ij(E) ;(7.21)

ersetzt (vergl. [40]). Gij bezeichnet die Interschicht-Green-Funktion (Gleichung 5.44). Die Zu-
stände jZR

� i und hZL
� j (vergl. Gleichung 4.3a und 4.3b) sind Lösungen der Dirac-Gleichung in



66 7. (E,2E)-INTENSITÄTEN

einer Schicht. Die Beziehungen für die Energie E2, des Wellenvektors kjj2 und des Impulsüber-
trags qjj sind entsprechend Gleichung 7.3a und 7.3b festgelegt.

Gleichung 7.20 erhält man, wenn man die De�nition der Green-Funktion mit Ober�äche
(siehe [93])

G
ij(r; r0;E) =

1

SBZ

Z
OBZ

G
ij(r; r0;E;kk)dkk(7.22)

und die Gleichungen 7.4, 7.5a und 7.5b sowie die Bedingungen des Bloch-Theorems mit

G
ij(r+Rk

; r0 +R0k;E;kk) = exp(ikk � (Rk �R0k))Gij(r; r0;E;kk)(7.23)

einsetzt und die Integration über eine Einheitszelle analog zu Gleichung 7.2 durchführt. Die
�Kristall-Deltafunktion� (Gleichung 7.6) sorgt dann wieder für die Impulserhaltung der Wel-
lenvektoren kjji mit i = 1; : : : ; 4 parallel zur Ober�äche.

Um den Formalismus für die zu berechnenden Übergangsmatrixelemente in einem vertret-
baren Rahmen zu belassen, wird im folgenden nur der Intensitätsbeitrag für die Komponente
I
ff�

3;4 (vergl. Gleichung 7.2) entwickelt. Die anderen Komponenten (vergl. Gleichung 7.20) er-
geben sich dann in analoger Weise. Für den ersten Term von Gleichung 7.20 erhält man somit:
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(7.24)

Setzt man in diesen Ausdruck, entsprechend Gleichung 7.7 die Entwicklungen für die Coulomb-
Wechselwirkung und die entsprechenden Ausdrücke für die Green-Funktion (Gleichung 6.24
und 5.44) sowie für die Wellenfunktionen in der entsprechenden Kugelwellenentwicklung (Glei-
chungen 5.54a- 5.55b) ein, so erhält man den Intensitätsbeitrag in dieser Darstellung durch
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Nach Ausmultiplizieren der Klammerausdrücke in obiger Gleichung erhält man zusätzlich acht
verschiedene Terme, die eine Entwicklung nach Ordnungen bzgl. des Coulomb-Potentials und
der zugehörigen Green-Funktion (vergl. hierzu Gleichung 7.7) darstellen. Für den Intensitäts-
ausdruck Iff

�

3;4 ergeben sich damit folgende formale Ausdrücke:
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Diese Beiträge lassen sich insgesamt wie folgt zusammenfassen:
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(7.27)

wobei Iff
�(1;2);ijj0 6= I

ff�(1;2);i0jj ist.

Analog zu Gleichung 7.8 erhält man für jede Schicht einen Beitrag vom Einzelatom, zwi-
schen Einzelatomen verschiedener Schichten, sowie Beiträge höherer Ordnung, die Atom- und
Intra- bzw. Interschichtanteile aus einer, bzw. aus unterschiedlichen Schichten enthalten.
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Die entsprechende Darstellung von Gleichung 7.26 in der Drehimpulsentwicklung führt
dann auf
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wobei das Subskript (: : : ) an den Matrixelementen die Ordnung und den Schichtindex kenn-
zeichnet, mit der das Coulomb-Potential mit dem entsprechenden Anteil der Green-Funktion
gekoppelt ist.

Die Hauptbeiträge zur (e,2e)-Intensitätsverteilung sollten die Terme in nullter und erster
Ordnung (die ersten beiden Terme von Gleichung 7.28) bzgl. des atomaren Wechselwirkungs-
potentials liefern. Diese Beiträge koppeln den atomaren Anteil des Coulomb-Potentials mit der
Green-Funktion des Atoms und der für verschiedene Schichten miteinander. Hierdurch wer-
den Wechselwirkungsprozesse zwischen Elektronen innerhalb der i-ten Einheitszelle der i-ten
Schicht sowie Nachbarschafts-Wechselwirkungen mit Elektronen der j-ten Einheitszelle in der
j-ten Schicht erfasst, einschlieÿlich aller Vielfachstreuprozesse innerhalb der Schicht und zwi-
schen diesen Schichten. Es ist zu erwarten, wie noch gezeigt wird, dass die übrigen Terme, u. a.
wegen der relativ starken Abschirmung des Wechselwirkungspotentials, eine untergeordnete
Rolle spielen.

Bei der Berechnung der entsprechenden Übergangsmatrixelemente können Vereinfachun-
gen vorgenommen werden, da einzelne Matrixelemente ~M (0);i

; ~M (1);jj0 oder M (1);ij wieder-
holt vorkommen, wohingegen M

(0);i und M
(2);ijj0 jeweils nur einmal auftreten. Diese Ma-

trixelemente sind in den Intensitätsausdrücken Iff
�(0);i und Iff

�(1);ij und z. B. im Ausdruck
I
ff�(1;2);ijj0 bzw. Iff

�(2;3);ijj0 enthalten. Durch entsprechende Kombinationen ausgewählter
Übergangsmatrixelemente lassen sich dann alle übrigen Intensitätsbeiträge zusammensetzen
bzw. berechnen.

Setzt man nun die entsprechende Entwicklung für das atomare Wechselwirkungspotential
und für die atomare Green-Funktion (Gleichung 6.14 und 5.4) in Gleichung 7.28 ein, so erhält
man für den Beitrag in nullter Ordnung (vergl. Gleichung 7.9) am Ort des Referenzatoms, das
heiÿt, aus der i-ten Einheitszelle der i-ten Schicht, den Intensitätsbeitrag
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Für das Matrixelement M (0);i folgt dann
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mit k2 =
p
E

2
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4
=c. Für die Winkelintegration gelten die Beziehungen von Gleichungen 7.11.

Die Radialintegration R
a;i(: : : ) ist aber hier wesentlich komplizierter als in Gleichung 7.12.
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mit (siehe Gleichung 5.4)
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und Gleichung 7.13 für die fl;?. Dabei gibt es insgesamt 24 verschiedene (davon 16 unabhän-
gige) Möglichkeiten, die Argumente r1; r2 und r01; r

0
2 innerhalb der Einheitszelle untereinander

zu kombinieren. Die Integrationsgrenzen ergeben sich dann durch entsprechende Fallunter-
scheidungen.

Der zugehörige Intra- und Interschichtbeitrag, der die inelastische Wechselwirkung zwi-
schen zwei Elektronen, die sich in verschiedenen Einheitszellen der i-ten bzw. j-ten Schicht
be�nden sowie deren Propagation vor und nach dem Wechselwirkungsprozess einschlieÿlich
deren Vielfachstreuungen zwischen den beteiligten Schichten, wird durch den Beitrag in erster
Ordnung
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berechnet. Die zu berechnenden Matrixelemente (Terme in nullter Ordnung) ergeben sich zu

~M
(0);i
�3�3;�4�4
�1�1;�2�2

= ��
X
l;m

~A�3;i
�3�3

~A�4;i
�4�4

A
��1;i
�1�1

(7.34a)

� 
(�3; �3; l;m;�1; �1) 
(�4; �4; l;m;�2; �2)

� ~R(0);i(�3; l; �1;�4; l; �2)

und

~M
(0);j

�0
3
�0

3
;�0

4
�0

4

�0
1
�0

1
;�0

2
�0

2

= ��
X
l0;m0

A
�� 0

1
;j�

�0
1
�0

1

~A
� 0
4
;j�

�0
4
�0

4

~A
� 0
3
;j�

�0
3
�0

3

(7.34b)

� 
(�02; �
0

2; l
0
;m

0;�04; �
0

4) 
(�
0

1; �
0

1; l
0
;m

0;�03; �
0

3)

� ~R(0);j(�02; l
0
; �

0

4;�
0

1; l
0
; �

0

3) :

Die entsprechenden Radialanteile der Aufatome sind entkoppelt (vergl. Gleichung 7.12) und
werden durch
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berechnet.

Für den Intensitätsbeitrag, der die Intra- und Interschichtanteile der Coulomb-Wechsel-
wirkung in linearer Ordnung enthält, gilt:
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Hierbei hat das Matrixelemt, das den Atom- und Intra- bzw. Interschichtanteil des Coulomb-
Potentials über die atomare Green-Funktion miteinander koppelt (Term in erster Ordnung),
dann die Form
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wobei für die Coulomb-Wechselwirkung die Entwicklung (Gleichung 6.23) eingesetzt wurde.
Da sich der Koordinatenursprung des Aufatoms in der i-ten Einheitszelle be�ndet, kann man
die Radialintegration R(1);ij bzgl. r1;2 bzw. r10;20 nicht aufgelöst werden (vergl. Gleichung 7.12).
Man erhält mit Gleichung 7.13 und 7.32 daher
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(7.38)

Die zugehörigen Intra- und Interschichtanteile mit den Matrixelementen ~M (0);i und ~M (1);jj0

lassen sich aus den Intensitätsausdrücken I
ff�(1;2) (in zweiter Ordnung) und z. B. aus dem

Ausdruck Iff
�(2;3) (in dritter Ordnung) kombinieren.

Der Intensitätsbeitrag in dritter Ordnung enthält nur Intra- und Interschichtbeiträge der
Coulomb-Wechselwirkung (Gleichung 6.23)
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Das Matrixelement (Term in zweiter Ordnung), das verschiedene Intra- und Interschicht-
anteile des Coulomb-Potentials mit der atomaren Green-Funktion verbindet, ergibt sich zu
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Auch hier lässt sich die Radialintegration aufgrund der atomaren Green-Funktion (Koordi-
natenursprung in der i-ten Einheitszelle) nicht trennen (vergl. Gleichung 7.38). Man erhält
daher

R
(2);ijj0(�3; l; �1;�4; l

0
; �2;�2; l

00
; �

0

4;�
0

1; l
000
; �

0

3) =

Z �
 
1;i
�3
(r1)jl(r1) 

1;j
�1
(r1)

�
�Z

 
1;i
�4
(r2)jl0(r2) 

1;2;j
�2;?

(r2)

�Z
 
1;2;j
�2;?

(r02)jl00(r
0

2) 
1;j0�
�0
4

(r02)

�
Z
 
1;j�
�0
1

(r01)jl000(r
0

1) 
1;j0�
�0
3

(r01)r
02
1dr

0

1

�
r
02
2dr

0

2

�
r
2
2dr2

�
r
2
1dr1 :

(7.41)

Anders sieht der Fall für den Intra-und Interschichtanteil aus. Diese Matrixelemente (Ter-
me in erster Ordnung) sind entkoppelt und ergeben sich zu
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Für die radialen Integrale ~R(1);i0i und ~R(1);jj0 braucht man dagegen keine Fallunterscheidungen
durchzuführen. Man muss aber die unterschiedliche Schichtabhängigkeit der Wellenfunktionen
beachten. Die Radialanteile ergeben sich analog zu Gleichung 7.16 durch:

~R(1);i0i(�3; l; �1;�4; l
0
; �2) =

RMTZ
0

 
1;i0

�3 (r1) jl(i�r1) 
1;i
�1 (r1) r

2
1 dr1

�
RMTZ
0

 
1;i0

�4 (r2) jl0(i�r2) 
1;i
�2 (r2) r

2
2 dr2

(7.43a)

und

~R(1);jj0(�02; l
00
; �

0

4;�
0

1; l
000
; �

0

3) =

RMTZ
0

 
1;j
�0
2

(r02) jl00(i�r
0

2) 
1;j0�
�0
4

(r02) r
02
1 dr

0

2

�
RMTZ
0

 
1;j�
�0
1

(r01) jl000(i�r
0

1) 
1;j0�
�0
3

(r01) r
02
1 dr

0

1 :

(7.43b)

Unter Berücksichtigung der anderen Terme (siehe Gleichung 7.20) ergeben sich dann insgesamt
folgende Intensitätsbeiträge für den atomaren Anteil

I
(0);i
3;4 = I

ff�(0);i
3;4 + I

fg�(0);i
3;4 + I

gf�(0);i
3;4 + I

gg�(0);i
3;4(7.44)

und entsprechend für die Intra- bzw. Interschichtanteile
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Die Gesamtintensität setzt sich somit aus obigen atomaren Beiträgen sowie den Intra- und
Interschicht-Beiträgen zusammen. Summiert wird über alle Schichten i; j bzw. i0; j0 = 1; : : : ; N
des halbunendlichen Festkörpers, einschlieÿlich der Ober�äche. Zusammenfassend erhält man
dann mit den Gleichungen 7.44 und 7.45 die gesamte (e,2e)-Intensitätsverteilung im Green-
Funktionenformalismus durch
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Dieser Ausdruck (vergl. Gleichung 7.17) wird nun in ein Computer-Programm umgesetzt und
die numerischen Ergebnisse mit denen aus der Halbraummethode (siehe Kapitel 9.4) vergli-
chen.



KAPITEL 8

Numerische Ergebnisse für Jellium

In vielen Fragen der Festkörperphysik hat sich das homogene Elektronengas, auch als
Jellium-Modell bekannt, als wichtiges Modellsystem erwiesen, dessen genäherte berechenbare
Eigenschaften in vielerlei Hinsicht zum besseren Verständnis der elektronischen Struktur ei-
nes Festkörpers sowie seiner Ober�äche beigetragen haben. In diesem Modell können sowohl
Einteilchen- als auch Vielteilchene�ekte, das heiÿt, Coulomb-Wechselwirkungen von Elektro-
nen, simuliert werden. Eine wichtige und charakteristische Eigenschaft des Elektronengases
ist die statische Abschirmung einer Testladung, die sich gleichmäÿig in einer verschmierten
positiven Untergrundladung bewegt. Die Untergrundladung kompensiert die Ladung der Elek-
tronen, sodass das Gesamtsystem neutral ist. Für Testzwecke bietet sich dieses Modell daher
an, um ein erstes Grundverständnis über die beteiligten Prozesse in der (e,2e)-Spektroskopie
zu erlangen. Zum anderen kann, aufgrund der relativ einfachen numerischen Behandlung, der
Ein�uss wichtiger Gröÿen, wie z. B. der Abschirmlänge `TF, auf verschiedene Systeme näher
untersucht werden.

8.1. (e,2e)-Intensitäten in Freiteilchen-Näherung

Bei der Berechnung der Intensitätsverteilung (vergl. Gleichung 2.9) im Jellium-Modell wer-
den alle beteiligten Zustände als ebene Wellen behandelt. Das Coulomb-Potential geht dann
mit Gleichung 6.7 in die Berechnung ein. Die (e,2e)-Intensitätsverteilung wird in einem soge-
nannten Dreistufenmodell mit einem geeigneten Bandstrukturverfahren berechnet (siehe [84]).
Das hat den Vorteil, dass die hierbei auftretenden Integrale in den Übergangsmatrixelementen
sich geschlossen lösen lassen und durch einfache Ausdrücke ersetzt werden können.

In der Freiteilchen-Näherung ergibt sich für die Streuamplitude f in Ortsdarstellung (vergl.
Gleichung 7.2) dann folgender Ausdruck:

f =

Z
V

e
�ik3�r1 e

�ik4�r2
e
��jr1�r2j

jr1 � r2j
e
ik1�r1 e

ik2�r2dr1 dr2 Æ(E1 +E2 �E3 �E4)

= (2�)3
4�

q2 + �2
Æ(E1 +E2 �E3 �E4) Æ(k1 + k2 � k3 � k4) ;

(8.1)

mit q = k3 � k1 = k2 � k4. Analog lässt sich die Teilkomponente g berechnen.

Unter der Bedingung der Energie- und Impulserhaltung kann man nun folgende analy-
tische Betrachtungen anstellen: Beschreibt man alle vier beteiligten Zustände durch Plan-
wellen, dann schränken die Bedingungen E1 + E2 = E3 + E4 und k1 + k2 = k3 + k4 mit

75
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Ei + VOr = k
2
i (in Rydberg-Einheiten) die Zahl der möglichen Lösungen fk2; E2g zur vorge-

gebenen E3 und E4 drastisch ein. Die ki sind hierbei die k-Werte innerhalb des Kristalls mit
ki = ki(� sin �i; 0; cos �i) (wobei vorausgesetzt wurde, dass sich die Zustände j j3i bzw. j j4i
in der (xy)-Ebene be�nden). Die Potentialstufe VOr = EF + � (ca. 13;5 eV bei Wolfram und
14;4 eV bei Aluminium) bewirkt dann eine Brechung des primär einfallenden Elektrons an der
Ober�äche mit

sin(�i) =

r
Ei

Ei + VOr
sin(�Æi ) mit i = 1; 3; 4 ;(8.2)

wobei �i der Winkel im Festkörper und �Æi der Einfallswinkel auf die Festkörperober�äche ist.
Setzt man die obigen Beziehungen ein, so erhält man aus k22 = E3 + E4 � E1 + VOr mit den
Abkürzungen s = sin(�Æ3) und c = cos(�Æ3) (wobei �

Æ
4 = �

Æ
3) die Gleichung

VOr +E1 � s
2
p
E3E4 +

p
(VOr + c2E3)(VOr + c2E4)

� k1

�p
VOr + c2E3 +

p
VOr + c2E4

�
= 0 :

(8.3)

Die Vorzeichen vor den beiden letzten Wurzeln beziehen sich auf den Fall direkter inelasti-
scher Rückstreuung (+), bzw. inelastischer Vorwärtsstreuung nach elastischer Rückstreuung
(�), an einer künstlich eingeführten unendlich hohen Potentialbarriere (�k1 = k1) des Pri-
märelektrons. In dieser Gleichung ist E1 fest, gesucht wird E3 in Abhängigkeit von E4. Mit

den Abkürzungen x =
p
VOr + c

2
E3, A =

�
k1 �

p
VOr + c

2
E4

�2
und B = s

4
E4=c

2 erhält man
jeweils eine quadratische Gleichung für x:

(A�B)x2 � 2k1Ax+Ak
2
1 +BVOr = 0 :(8.4)

Es stellt sich heraus, dass von den vier möglichen Lösungen für E3 nur eine der phy-
sikalischen Bedingung E3 + E4 � E1 � � genügt und zwar für den Fall der inelastischen
Vorwärtsstreuung nach einer elastischen Rückstreuung des Primärelektrons.

8.2. Ergebnisse

Für ausgewählte Jellium-Parameter, die eine Cu(001)-Ober�äche simulieren, wurden nu-
merisch die Matrixelemente (Gleichung 8.1) berechnet. Als Ober�ächenpotential wurde eine
Stufe (siehe Gleichung 3.8) mit �VOr = 14 eV und eine Austrittsarbeit von � = 4;4 eV gewählt.
Der Abschirmparameter der Coulomb-Wechselwirkung beträgt `TF = 1. Das Primärelektron
tri�t unter einem Winkel �1 = 0Æ auf die Ober�äche und die emittierten Elektronen haben
beide den gleichen Ausfallswinkel �.

Die resultierenden (e,2e)-Intensitäten sind in Abbildung 8.1 für E1 = 16 eV in Abhängig-
keit der Ausfallswinkel �3;4 = � gezeigt. Wie aus Gleichung 8.3 und 8.4 folgt, erhält man für
vorgegebenen Ausfallswinkel � und Energie E3 für genau einen Wert E4 einen erlaubten Über-
gang. Die scheinbaren Strukturen in den Intensitäten sind hierbei eine Folge des gewählten
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Abbildung 8.1. Zweidimensionale Intensitätsverteilung I(E3; E4) für senk-
rechten Einfallswinkel �1 = 0Æ und einer Primärenergie von E1 = 16;4 eV in
Abhängigkeit der Ausfallswinkel � in der Freiteilchen-Näherung.

Energierasters. Für � / 30Æ erhält man im Bereich E3 + E4 < EF keine erlaubten Lösungen
mehr.

Aus obigen Testrechnungen lässt sich ein erstes Fazit ziehen: Ähnlich, wie schon bei der
Beschreibung von Spin-Flip-Prozessen an Ober�ächen [96], ist die Freiteilchen-Näherung zur
Beschreibung von (e,2e)-Prozessen unzureichend. Dies zeigt sich deutlich durch Vergleich mit
den experimentell gewonnenen Spektren (siehe Kapitel 9.3.2). Mit obiger Näherung können
die Ergebnisse nicht befriedigend erklärt werden. Hier zeigt sich der entscheidende Nachteil
der Freiteilchen-Näherung. Re�exionen und Transmissionen an der Ober�äche können nur
durch zusätzliche ad hoc Annahmen berücksichtigt werden (siehe Kapitel 9.3) und [84]. Ein
zusätzlicher Grund könnte z. B. das Fehlen eines realen Kristallpotentials sein, das deutlich
von den zugrundeliegenden Jellium-Annahmen abweicht. Daher werden nicht alle relevanten
elastischen Streuprozesse sowie z. B. inelastische Vorwärtsstreuungen, wie sie in realen Poten-
tialen eine wichtige Rolle spielen, durch die Freiteilchen-Näherung berücksichtigt. Weiterge-
hende Ansätze, wie die KKR-Bloch-Wellenmethode [5], [8], die LEED-, bzw. zeitumgekehrte
LEED-Zustände für das einlaufende Primärelektron, bzw. für die emittierten Elektronenpaare
und für den unteren Kristallzustand eine Linearkombination von KKR-Bloch-Lösungen (Ka-
pitel 7.1) verwenden, sind daher notwendig. Ein solches Verfahren garantiert gleichzeitig ein
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physikalisch sinnvolles Verhalten der Wellenfunktionen an der Ober�äche. Die Streuamplitu-
den werden hierbei prinzipiell wie im Dreistufenmodell berechnet. Letztere Methode dient als
Grundlage für weitere Untersuchungen an W(100)-Ober�ächen und als Vergleich zur Green-
Funktionsmethode (siehe Kapitel 9.4), die eine exakte dynamische Beschreibung der (e,2e)-
Intensitäten liefert.



KAPITEL 9

Numerische Ergebnisse für die W(001)-Ober�äche

Für erste numerische Untersuchungen wurde die Wolfram W(001)-Ober�äche gewählt, da
sie sowohl eingehend experimentell, als auch theoretisch untersucht worden ist [47], [52]. Aus
dem direkten Vergleich mit dem Experiment [97] erhält man Aufschlüsse über die Qualität
der in dieser Arbeit verwendeten Näherungen, das heiÿt für die Ober�ächenbarriere und den
Imaginärteil des optischen Potentials.

9.1. Potentialnäherungen

Die W(001)-Ober�äche ist nicht rekonstruiert und zeigt eine Relaxation bzgl. des Abstands
der beiden ersten Lagen von ca. 7 % [39], [52]. Das Kristallpotential mit Ober�ächenanteil
stammt aus Selbstkonsistenten LMTO-Rechnungen in Mu�n-Tin-Näherung, wie sie auch [52]
verwendet. Somit ist auch ein direkter Vergleich mit numerischen Ergebnissen möglich.

Der Verlauf des Imaginärteils des optischen Potentials (siehe Gleichung 3.6) für die LEED-
bzw. zeitumgekehrten LEED-Zustände wurde im Bereich bis 25 eV durch den Ansatz

VOi(Ei) = a (Ekin + c)b mit i = 1; 3; 4(9.1)

genähert (vergl. [52]), wobei die Parameter a; c und b durch den Vergleich mit experimen-
tellen Daten bestmöglich angepasst wurden. Ekin ist die kinetische Energie der Elektronen
im Vakuum bzgl. Vvac = 0. Für Wolfram wurden die Parameter zu a = 0; 11 und b = 0; 83
und die Konstante zu c = 5; 4 eV gewählt (siehe [52]). In Vorarbeiten wurden verschiedene
Barrieretypen (siehe Kapitel 3.4) getestet und miteinander verglichen. Als dem Experiment
gut angepasste Parameter für eine Jennings-Jones-(JJ)-Barriere (Gleichung 3.9) ergaben sich
schlieÿlich � = 1; 6 und d = z0 � z1 = 0; 25.

9.2. LEED-Ergebnisse für (00)-Strahlen

In Abbildung 9.1 ist der Ein�uss der Potentialbeiträge auf LEED für einen (00)-Strahl
bei senkrechtem Einfallswinkel � = 0Æ im Vergleich mit dem Experiment [97] gezeigt sowie
die eindimensionalen Ober�ächene�ekte bei verschiedenen Barrieretypen und einer Relaxati-
on des Abstandes der beiden obersten Schichten um 7%. Für den senkrechten Einfall (untere
Bilder von Abbildung 9.1) beobachtet man die bekannten E�ekte der Ober�ächenbarriere
(siehe [52], [97]), die durch die Spin-Bahn-Kopplung (bei 4 eV), durch Bandstrukture�ekte
(bei 8 eV und 17 eV) sowie durch das Bildkraftpotential (bei 11 eV) verursacht werden. Bei
E = 0 nimmt die Re�ektivität ab, und man erhält ein vertieftes Minimum zwischen den bei-
den Maxima bei 4 eV und 8 eV. Bei ungefähr 11 eV erscheint eine resonanzartige Schulter. Die
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Abbildung 9.1. LEED-Intensitäten des (00)-Strahls von W(001) für � = 0Æ.
Vergleich von Experiment und Theorie: (� � �)-Experiment [97] (- - -) ohne
Relaxation der ersten Wolframlage und (�) mit 7% Relaxation der ersten
Wolframlage.

Kontraktion der obersten Wolframlagen um 7% bewirkt eine Vergröÿerung des Maximums bei
11 eV und eine Verkleinerung des Maximums bei 4 eV. Deutlich ist der Ein�uss des Bildkraft-
potentials bei 11 eV in den unteren Barrieretypen zu erkennen, der in den Ergebnissen für
eine nichtre�ektierende Barriere und Stufe (obige Kurven) nicht enthalten ist. Die gute Über-
einstimmung der experimentell gewonnenen LEED-Ergebnisse mit einer (JJ)-Barriere (vergl.
Gleichung 3.9) zeigt, dass die verwendeten Näherungen, die dieser Arbeit zugrunde liegen, als
Basis für weitere Untersuchungen im Rahmen der theoretischen Genauigkeiten geeignet sind.

Abbildung 9.2 zeigt berechnete spingemittelte LEED-Intensitäten eines (00)-Strahls in
Abhängigkeit von der Energie des unpolarisierten Primärstrahls, der im (01)-Scheitelkreis un-
ter einem Polarwinkel � im Bereich von 0Æ bis 88Æ einfällt. Die berechneten Spektren für den
senkrechten Einfall stimmen mit den experimentellen Ergebnissen aus [97] sowie im Bereich
von 15Æ � � � 45Æ mit [98] und für 45Æ � � � 70Æ mit jenen aus [99], [100] recht gut
überein. Bei dem Winkel � = 25Æ zeigt sich ein dominantes Bragg-Maximum bei 5 eV, das
sich mit zunehmendem Winkel � zu niedrigen Energien hin verschiebt. Die Feinstrukturen
auf der rechten Seite stammen aus einer Rydbergserie von Ober�ächenresonanzen in Verbin-
dung mit dem auftretenden Grenzwert des (01)-Strahls (vergl. hierzu [99], [100]). Die gute
Übereinstimmung der berechneten Spektren mit den experimentellen Daten weist darauf hin,
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Abbildung 9.2. LEED-Intensitäten für W(001): Spingemittelte Intensitäten
des (00)-Strahls als Funktion der Energie eines unpolarisierten Primärstrahls.
Theorie (�) und Experiment (���) [97]. Für jede Kurve ist die Grundlinie auf
der rechten Seite gekennzeichnet. Die Strichmarke auf der y-Achse entspricht
0;5 , das heiÿt 50% Re�exion.

dass der einfallende und die emittierten Einelektronenzustände in dieser durchgeführten Nä-
herung (siehe Kapitel 7.1) angemessen beschrieben werden. Im einzelnen bedeutet dies, dass
die Beschreibung des Ober�ächenpotentials durch eine eindimensionale Ober�ächenbarriere,
unter Vernächlässigung von Korrekturen, wie Winkelabhängigkeiten etc., eine ausreichende
Näherung für weitere Bertrachtungen darstellt (siehe Kapitel 3).

Die LEED-Spektren sind deswegen direkt von Bedeutung für die (e,2e)-Intensität, weil
die Re�ektivität R (siehe Kapitel 4.3) für hohe, bzw. niedrige Energien im Zusammenhang
mit schwacher bzw. starker Transmission in den Festkörper steht. Für einen Primärelektro-
nenstrahl mit vorgegebener Energie E1 enthält die Intensität I(E3; E4) daher den Faktor
(1 � R(E1)). Alle zweidimensionalen Intensitätsverteilungen I(E3; E4), bzw. Konturplots für
Primärenergien von E1 � 16 eV, werden durch diesen Faktor, der von 0;75 bis fast 1 reicht,
skaliert (vergl. hierzu senkrecht gespiegelte Re�ektivitäten in Abbildung 9.2). Im Gegensatz
zu R(E1) beein�ussen die Re�ektivitäten R(E3) undR(E4) die Gestalt der zweidimensionalen
Funktion I(E3; E4).
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9.3. Ergebnisse mit der Halbraummethode

9.3.1. Interpretation der (e,2e)-Intensitäten. Bevor eine eingehende Analyse bzw.
Interpretation der numerischen und experimentellen Ergebnisse dieser Arbeit erfolgt, muss vor-
ab die Frage geklärt werden, welche Informationen niederenergetische (e,2e)-Intensitätsdaten
aus der W(001)-Ober�äche bzgl. der Streudynamik, der beteiligten Elektronenzustände so-
wie der elektronischen Struktur liefern können. Hierzu sei kurz darin erinnert, dass in der
hochenergetischen (e,2e)-Spektroskopie die beteiligten Elektronenzustände in guter Näherung
durch ebene Wellen und die Impulserhaltung im dreidimensionalen Zustandsraum beschrie-
ben werden können, sodass der beobachtbare Streuquerschnitt nur die spektrale Impulsdichte
der beteiligten Elektronen wiederspiegelt. Im Gegensatz hierzu ist in der niederenergetischen
(e,2e)-Spektroskopie die elastische Vielfachstreuung von entscheidender Bedeutung und somit
sind die beteiligten Zustände durch LEED- bzw. zeitumgekehrte LEED-Zustände zu beschrei-
ben (siehe Kapitel 5.6).

Die Interpretation der numerischen Ergebnisse der W(001)-Ober�äche gestattet in der
Einteilchennäherung eine getrennte Behandlung sowohl der individuell beteiligten vier Elek-
tronenzustände, als auch die Untersuchung der einzelnen elastischen Streuereignisse von Pri-
märelektron und emittierten Elektronenpaaren bei der Erzeugung der (e,2e)-Intensität. Durch
die experimentelle Vorgabe (siehe Kapitel 2) sind die Energien Ei sowie die Komponente des
Wellenvektors parallel zur Ober�äche kki mit i = 1; 3; 4 festgelegt, sodass sich die entspre-

chenden Quantenzahlen E2 und k
k

2 des besetzten Festkörperzustandes j2i durch Energie- und
Impulserhaltung berechnen lassen (siehe Kapitel 2.2). Obwohl die Normalkomponente des Wel-
lenvektors senkrecht zur Ober�äche kz2 keine �gute� Quantenzahl darstellt, ist eine eingehende
Betrachtung der entsprechenden elektronischen Festkörperstruktur aufschlussreich.

Analog zur zweidimensionalen Intensitätsverteilung I(E3; E4) kann man die zugrunde-
liegende zweidimensionale Kristallzustandsdichte D(E3; E4), kurz als k-DOS bezeichnet, be-
rechnen. Für jeden Punkt (E3; E4) mit zugehörigem (k

k

3;k
k

4) wird mit Hilfe von Energie- und
Impulserhaltung der zugehörige Energiewert E2 bzw. Wellenvektor kk2 für den gebundenen
Zustand berechnet. Abbildung 9.3 a) zeigt für kk2 = 0 und E3 = E4 in Koplanarsymmetrie
(alle drei Strahlen liegen in der (xz)-Ebene) die k-DOS sowie die zugehörige relativistische
Bandstruktur für kz2 entlang � � H bei einer Primärenergie von E1 = 17;2 eV (siehe hier-
zu [101], [102]). Die hiermit verknüpfte Zustandsdichte (k-DOS) zeigt dominante Peaks nahe
der Fermienergie EF, die hauptsächlich von d-Elektronen stammen. Für E4 6= E3 sind die
Bandstrukturen in der (kx2 ; k

z
2)-Ebene gezeigt (siehe hierzu die Bildunterschrift von Abbil-

dung 9.3).

Einige typische Beispiele dieser Bänder in Verbindung mit der Zustandsdichte zeigt Ab-
bildung 9.3 b). Als Konsequenz aus der Koplanarsymmetrie ist die k-DOS spiegelsymmetrisch
bzgl. der (E3 = E4)-Linie. Weiter ist zu bemerken, dass für die feste Energie E1, die Dia-
gonallinien durch feste Werte von E2 = E1 � E3 � E4 charakterisiert sind. Die gestrichelte
Horizontallinie bezeichnet hierbei die Lage der Fermie-Energie. Für eine Primärenergie von
17;2 eV relativ zum Vakuum-Niveau liegt E2 bei der Fermi-Energie, wenn E3 + E4 = 12;6 eV
ist. Die Di�erenz E1 � (E3 + E4) = 4;6 eV entspricht in diesem Fall genau der Austrittsar-
beit � für Wolfram. Die hierzu berechneten korrespondierenden (e,2e)-Intensitäten I(E3; E4)
(Gleichung 7.17) sind in Abbildung 9.4 dargestellt. Auf der gestrichelten Winkelhalbierenden



9.3. ERGEBNISSE MIT DER HALBRAUMMETHODE 83

.......
.................

..........................
..................................

.........................................
...............................................

....................................................
.......................................................

........................................................
....

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

..................
................

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

-12 -10 -8 -6

0.2

0.4

0.6

0.8

E3 = E4

k2

E1 = 17.2 eV 1 = 0
o

a)

b)

k-DOS

...........
.......................

..................................
..........................................

.............................................
.............................................

.........................................
...................................

.............................
.......................

...................
................

..............
............
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

............................................................................................................................................................

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

.

.

...

.

...

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0.2

0.4

0.6

0.8

E3=1 eV

......
.............

....................
............................

.....................................
............................................

...................................................
........................................................

...............................................

.

.

.

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

.......................................................................................................................................................................................................................
.
..

.

..

............

..

.

..

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.............................
................................

....

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

..

............

..

.

..

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0.2

0.4

0.6

0.8

E3=3 eV

...
......
.........
.............

..................
........................

...............................
.......................................

.........................................

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

....

.

..

.

..

.......................................................................................................................................................................................................................................................................................

.

.

.

.

.

.

.

..

...........

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.............
.................

...................

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

...................

.

.

.

.

..

.

..

..........

....

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

......................

.

.

.

.

..

.

..

..........

....

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

...

-12 -10 -8 -6

0.2

0.4

0.6

0.8

E3=5 eV

E2 (eV)

Abbildung 9.3. Volumenbandstruktur und zugehörige Zustandsdichte von
W(001) entlang ausgewählter Richtungen. Die Energie E2 ist relativ zum Vaku-
umnullpunkt, die Fermie-Energie ist die gestrichelte Vertikallinie bei �4;6 eV.
a) E2 gegen kx2 entlang ��H aufgetragen, das heiÿt für (kx2 ; k

y
2) = (0; 0). b) Pro-

jektion von E2(k
x
2 ; k

y
2 ; k

z
2) auf die (E2; k

z
2)-Ebene und k-DOS mit k

y
2 = 0, wobei

k
x
2 mit Hilfe der Energieerhaltung und Erhaltung der Parallelkomponente des
Wellenvektors der Ober�äche für feste Primärenergie E1 = 17;2 eV berechnet
wurde. Der Einfallswinkel ist �1 = 0Æ, das heiÿt kk1 = 0. Die Energie E3-Werte
wurden durch E4 = E1+E2�E3 mit kx2 (E2) = k

x
3 (E3)+k

x
4 (E4) berechnet, wo-

bei kx3 (E3) =
p
2E3 sin(�3), kx4 (E4) = �

p
2E4 sin(�4) sowie Emissionswinkel

�3 = �4 = 40Æ.

gilt E3 = E4. Die Spiegelsymmetrie bzgl. der (E3 = E4)-Linie ist eine Folge der gewählten
Geometrie und der Tatsache, dass die Primärstrahlen unpolarisiert sind und die emittierten
Elektronen nicht spinaufgelöst analysiert werden. Die Intensität ist sehr ausgeprägt für eine
Energie E2 im Bereich zwischen EF und EF�2 eV, überall Null im Bereich von 2 eV und wieder
signi�kant zwischen �4und �6 eV. Vergleicht man die Intensitätsverteilung I(E3; E4) und die
k-DOS miteinander, so erscheinen die Hauptmerkmale der Intensitäten in Bereichen hoher k-
DOS, wohingegen in Bereichen verschwindender k-DOS die Intensitäten verschwinden. Dort
ist auch keine detaillierte Korrespondenz zu �nden. Abgesehen von Beiträgen aus Ober�ä-
chenzuständen ist eine merkliche k-DOS eine notwendige, aber keine ausreichende Bedingung
hierfür. Dies impliziert, dass einlaufende und auslaufende Elektronenzustände eine wichtige
Rolle spielen, sodass die Untersuchung der drei LEED-Re�ektivitäten weitere Erkenntnisse
liefern kann.
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Abbildung 9.4. Zweidimensionale Intensitätsverteilung I(E3; E4) für senk-
rechten Einfallswinkel �1 = 0Æ, Primärenergie von E1 = 17;2 eV sowie Emis-
sionswinkel �3 = �4 = 40Æ Theorie: a) k-DOS, Intensitäten I(E3; E4) b) mit
elastischer Vielfachstreuung, c) mit Rückstreu-Matrixelement des Primärelek-
trons R(1) = 0, d) mit R(3;4) = 0, e) mit R(4) = 0, f) bei Vernachlässigung aller
Transmissions-Matrizen M++

gg0 des Primärelektrons auÿer für M++
00 .

Für auslaufende Elektronen zeigt Abbildung 9.2 bei 40Æ einen ausgeprägten Peak zwischen
4 und 5 eV. Konsequenterweise wird der Transmissionskoe�zient und die Emission aufgrund
der Zeitumkehr eingeschränkt, falls die Energien E3 oder E4 zwischen 4 und 5 eV liegen. Man
erkennt aber in Abbildung 9.4 a), dass die Intensitätswerte bei diesen Energien trotzdem stark
ausgeprägt sind. Es ist daher hilfreich, den einfallenden und die auslaufenden Elektronenzu-
stände, welche innerhalb der Kristallebene durch Atome verursachte Vielfachstreuungen ent-
halten, durch künstliche Modi�kation, das heiÿt, durch selektives Ausschalten der elastischen
Streuamplitude, einer genaueren Analyse zu unterziehen (siehe hierzu Kapitel 4.3). An dieser
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Stelle sei noch kurz daran erinnert, dass die gestreuten Wellenfelder mit Hilfe der M -Matrix
(Gleichung 4.45) verknüpft sind. Die Matrixelemente M++

gg0
und M��

gg0
beschreiben hierbei die

Transmission durch die Schicht von links nach rechts bzw. von rechts nach links, während
M

+�
gg0

und M�+
gg0

die Re�exionen an der rechten bzw. linken Seite einer Schicht beschreiben.

Der halbunendliche Festkörper besetzt den Halbraum z > 0, sodass Re�exionen zur Ober-
�äche durch Setzen von M

�+
gg0

= 0 ausgeschaltet werden können. Dies wird für das �ein-
laufende� Elektron (Zustand j1i) und für die austretenden Elektronen (Zustand j3i und j4i)
einzeln angewendet. Im weiteren werden die Rückstreu-Matrixelemente mit Ri

gg0 mit i = 1; 2; 3

bezeichnet.

Der Ein�uss der (e,2e)-Intensität auf die selektiv vernachlässigten Rückstreuereignisse ist
in Abbildung 9.4 c) und 9.4 e) dargestellt. Für R(1) = 0 (Abbildung 9.4 c)) erhält man eine
fast gleichförmige Veränderung der Intensitätsverteilung. Vernachlässigt man die Re�exions-
koe�zienten der beiden auslaufenden Sekundärelektronen (R(3;4) = 0 in Abbildung 9.4 d)), so
ergibt sich eine deutlich stärkere Veränderung der Hauptmaxima, insbesondere in der Nähe der
Fermi-Energie. Falls alle drei Re�exionsmatrizen eingeschaltet und nur R(4) = 0 ausgeschaltet
ist (Abbildung 9.4 e)), sieht man stärker ausgeprägte Intensitäten, die aber unsymmetrisch
bzgl. E3 � E4 sind. In Abbildung 9.4 f) sind alle Re�exionen berücksichtigt, aber Ereignisse
für die Transmission des einlaufenden Vorwärtsstrahls, welche reziproke Gittervektoren un-
gleich Null enthalten, vernachlässigt, das heiÿt nur M++

00 6= 0. Wie in Abbildung 9.4 c) erhält
man nur eine allgemeine Veränderung der Intensitätsverteilung, ohne Ein�uss auf die relativen
Strukturen.

Detaillierter lassen sich diese Ein�üsse durch ausgewählte Diagonalschnitte durch die
zweidimensionalen Intensitätsverteilungen I(E3; E4) darstellen. Solche Schnitte sind in Abbil-
dung 9.5 dargestellt. Die in Abbildung 9.5 a) gezeigten Schnitte zeigen einige markante Peaks
(gekennzeichnet durch A � G) der gesamten (e,2e)-Intensitätsverteilung. Beim Ausschalten
aller Re�exionskoe�zienten des Primärstrahls R(1) = 0 (Abbildung 9.5 b)) nehmen die Inten-
sitäten aller gezeigten Teilspektren deutlich und zwar relativ gleichförmig ab. Prozesse, wie sie
in Abbildung 9.6 c) und 9.6 d) schematisch dargestellt sind, scheinen nach diesen Ergebnissen
für alle möglichen Übergänge gleich wichtig zu sein. Ganz anders sieht es im Fall R(3;4) = 0
(Abbildung 9.5 c)) aus, wenn man die Re�exion für die auslaufenden Elektronen unterdrückt.
Hier werden die Zentralpeaks B und G bzw. G0 im Bereich E3 = E4 deutlich beein�usst. Der
Übergang B ist verschwunden, das heiÿt, dass die Übergänge B und G bzw. G0 im wesent-
lichen durch Streuprozesse, wie sie in Abbildung 9.6 e) gezeigt sind, bestimmt werden. Wird
einer der beiden Sekundärstrahlen ausgeschaltet R(4) = 0 (Abbildung 9.5 d)), so werden die
Intensitätsstrukturen asymmetrisch bzgl. E3�E4. Hier bleibt der Zentralpeak A bei E3 < E4

fast unverändert, während A0 (hier bei E3 > E4) stark abgeschwächt wird. Merkwürdigerweise
ist dieses Verhalten bei den Zentralpeaks G bzw. G0 umgekehrt. Ein möglicher (e,2e)-Prozess,
aus denen A und G0 im wesentlichen geformt wird, könnte Abbildung 9.6 f) erklären. In Abbil-
dung 9.5 e) sind alle Re�exionskoe�zienten R(1;3;4) = 0 ausgeschaltet. Man erkennt lediglich
übriggebliebene Restintensitäten. Strahlen aus (e,2e)-Prozessen, wie sie in Abbildung 9.6 a)
und 9.6 b) dargestellt sind, wären hierfür eine mögliche Ursache. In Abbildung 9.5 f) sind
bei der Transmission des Primärelektrons alle Nebenstrahlen ausgeschaltet, das heiÿt, es gilt
gjj 6= 0, sodass wieder alle Teilintensitäten gleichmäÿig stark auftreten. Streuprozesse, wie sie
Abbildung 9.6 b) und 9.6 f) symbolisieren, sind in diesem Fall unterdrückt.
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Abbildung 9.5. Diagonalschnitte I(E3 � E4) durch die zweidimensionale
Intensitätsverteilungen I(E3; E4) für senkrechten Einfallswinkel �1 = 0Æ und
einer Primärenergie von E1 = 17;2 eV sowie Emissionswinkel �3 = �4 = 40Æ.
Theorie: a) mit elastischer Vielfachstreuung, b) mit Rückstreu-Matrixelement
des Primärelektrons R(1) = 0, c) mit R(3;4) = 0, d) mit R4) = 0, e) mit
R
(1;3;4) = 0, f) bei Vernachlässigung aller Transmissions-Matrizen M

++
gg0 des

Primärelektrons auÿer für M++
00 .

Abbildung 9.6 zeigt einige typische Streupfade in schematischer Darstellung, die mögliche
Übergänge bei (e,2e)-Prozessen symbolisieren. Die dargestellten Übergänge lassen sich im Ein-
zelnen wie folgt interpretieren: Das einfallende Primärelektron (1) in Abbildung 9.6 a) erfährt
eine Vorwärtsstreuung nach dem (e,2e)-Prozess (symbolisiert durch �), während die beiden
Sekundärelektronen (3,4) direkt den Kristall verlassen können. Dieser Prozess ist relativ un-
günstig, da die beiden Sekundärelektronen fast rückwärts gestreut werden, was mit einer relativ
kleinen Übergangswahrscheinlichkeit verbunden ist. Abbildung 9.6 b) enthält, wie in 9.6 a), kei-
ne Re�exionen der Sekundärelektronen. Wegen des beteiligten Gittervektors des einfallenden
Primärelektrons bei der Transmission durch die Ober�äche in den Kristall hinein, wird eines
der beiden Sekundärelektronen mehr als in 9.6 a) nach vorne gestreut, was eher zu einer höhe-
ren Übergangswahrscheinlichkeit führen kann. Solche Teilprozesse bilden die relativ schwachen
Strukturen, wenn, wie in Abbildung 9.5 e), alle Re�exionskoe�zienten R(1;3;4) vernachlässigt
werden. In Abbildung 9.6 c) wird das Primärelektron vor dem (e,2e)-Prozess elastisch an ei-
ner Kristalllage re�ektiert, sodass die Sekundärelektronen nach dem (e,2e)-Prozess praktisch
nach vorne gestreut werden. Die zugehörige (e,2e)-Übergangswahrscheinlichkeit W (e,2e) ist
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Abbildung 9.6. Schematische Darstellung von typischen Streupfaden der
beim (e,2e)-Übergang beteiligten möglichen Teilprozesse für senkrechten Ein-
fallswinkel �1 = 0Æ des Primärelektrons (1) und der Sekundärelektronen (3)
und (4) die unter einem Polarwinkel von �3;4 = 40Æ emittiert werden. Der
Punkt � symbolisiert den (e,2e)-Prozess. Die dünne durchgezogene vertikale
Linie bezeichnet die Ober�äche und die gestrichelte die einer Kristalllage mit
entsprechenden elastischen Re�exionsmatrixelementen Ri

g;g0 . Die durchgezoge-
ne bzw. die gestrichelte Linie in d) bzw. f) bezeichnen verschiedene mögliche
spiegelsymmetrische Streupfade.

wegen der Vorwärtstreuung relativ groÿ. Die gesamte Wahrscheinlichkeit dieses Teilprozesses
ist dann W (e,2e) � R1

00, wobei R
1
00 deutlich kleiner als 1 ist. Abbildung 9.6 d) unterscheidet

sich von 9.6 c) dadurch, dass ein Gittervektor bei der Re�exion des Primärelektrons an einer
Kristalllage beteiligt ist. Die Vernachlässigung der Re�exionskoe�zienten (Abbildung 9.6 c)
und 9.6 d)) macht hier den Unterschied der Intensitäten in Abbildung 9.5 a) und 9.5 d) aus. In
Abbildung 9.6 e) werden nach dem (e,2e)-Prozess des Primärelektrons anschlieÿend die beiden
Sekundärelektronen an einer Kristalllage re�ektiert und nach vorn gestreut. Die Vernachläs-
sigung dieser Re�exionskoe�zienten hat groÿen Ein�uss auf die Form der (e,2e)-Intensitäts-
verteilung (siehe Abbildung 9.5 c)), wo die Hauptmaxima teilweise ganz verschwunden sind. In
Abbildung 9.6 f) erhält zunächst das Primärelektron einen Gittervektor bei der Transmission
durch die Ober�äche in den Kristall. Bei dem anschlieÿenden (e,2e)-Prozess verlässt einer der
beiden Sekundärelektronen direkt den Kristall, während das zweite Sekundärelektron unter
Beteiligung eines Gittervektors an einer Kristalllage re�ektiert wird. Dieser Prozess kann dann
besonders wichtig sein, wenn sich die Energie E3 und der Wellenvektoren kjj3 deutlich von E4

bzw. kjj4 unterscheiden.

Die bisherige Betrachtung lässt darauf schlieÿen, dass die mehr qualitativen Einblicke
in obige Streuprozesse, die zu Teilmerkmalen der (e,2e)-Intensitätsverteilungen geführt ha-
ben, auf Vernachlässigung einzelner spiegelnder und nichtspiegelnder ebener Wellenanteile des
einlaufenden bzw. der auslaufenden Einelektronenzustände beruhen. Daher sollte man diese
Streuprozesse, die mit ebenen Wellen verbunden sind, näher untersuchen. Da diese ebenen
Wellenanteile innerhalb des Festkörpers vorliegen, ist es unentbehrlich die Rückstreuung des
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Primärelektrons und der austretenden Elektronen an der Potentialbarriere der Höhe VOr, wo-
bei VOr der Realteil des optischen Potentials ist (siehe Gleichung 3.6), zu betrachten.

Der innere Polar- bzw. Einfallswinkel �01 und die Austrittswinkel �03; �
0
4 sind mit dem äu-

ÿeren durch

sin(�0i) =

r
E

E + VOr
sin(�i) mit i = 1; 3; 4(9.2)

verbunden. Die Brechung ist also umso stärker, je kleiner die Energie und je gröÿer die äuÿeren
Winkel sind. Das bringt mit sich, dass sich bei VOr = 14 eV für die vorliegenden betrachte-
ten Primärenergien von ungefähr 20 eV, die innere Streugeometrie signi�kant von der äuÿeren
unterscheidet, sogar dann, wenn man nur einen spiegelnden Teil betrachtet, da die Winkel �03
bzw. �04 von den Energien E3 bzw. E4 abhängen. Das bedeutet, dass die innere Streugeometrie
von jedem der Paare (E3; E4) verschieden ist, sogar für die vorliegende senkrechte Einfalls-
geometrie, in der der Primärstrahl nicht re�ektiert wird. Diese inneren Geometrien sind daher
nicht länger symmetrisch, das heiÿt �03 6= �

0
4, abgesehen vom speziellen Fall E3 = E4. Die be-

rechneten Ergebnisse stehen daher im direkten Zusammenhang mit Gleichung 9.2, die implizit
Beugungse�ekte enthält und deren Einelektronenzustände Lösungen der Einteilchen-Dirac-
Gleichung (Gleichung 4.14) sind, also des gesamten halbunendlichen Festkörpers, einschlieÿlich
des Vakuums.

Zusammenfassend lässt sich sagen, dass elastische Re�exionsereignisse eine groÿe Rol-
le spielen, mit einigen charakteristischen Merkmalen in den (e,2e)-Intensitätsverteilungen,
die hauptsächlich Re�exionen des einlaufenden Elektrons sowie von auslaufenden Elektro-
nen enthält. Diese stimmen mit EELS-Experimenten [103] und entsprechenden Rechnungen
(siehe [84]) überein. Für die (e,2e)-Re�exionsmethode mit niedrigen Primärenergien werden
elastische Re�exionsereignisse in [9] dargestellt, für niederenergetische wird die Bedeutung von
elastischen Re�exionen des Primärelektrons in [13], [104] untersucht.

9.3.2. Ergebnisse für senkrechten Einfall. Da die vorliegende theoretische Metho-
de in dieser Arbeit die Thomas-Fermi-Abschirmlänge `TF der Coulomb-Wechselwirkung (sie-
he Gleichung 6.7) als Parameter enthält, ist es naheliegend, den Ein�uss von `TF auf die
Intensitätsverteilung näher zu untersuchen.

Die Abschirmlänge wurde bei T = 0K durch

`TF = (4�N(EF))
�1=2(9.3)

genähert (siehe z. B. [89]), mit einem Wert von `TF = 0;48Å, der durchgängig in dieser Arbeit
verwendet wurde. N(EF) ist die Zustandsdichte zur Fermi-Energie EF.

Abbildung 9.7 zeigt den Ein�uss der Thomas-Fermi-Abschirmlänge `TF auf die I(E3; E4)
Intensitätsverteilung für senkrechten �1 = 0Æ und streifenden Einfall �1 = 88Æ des Primär-
elektrons mit einer Energie von 17;2 eV, wobei `TF zu 0;96, 0;48 und 0;24Å gewählt wurde.
Hierbei zeigte sich, dass die absoluten Werte von I(E3; E4) mit wachsender Abschirmlänge
zunehmen, das heiÿt für einen längeren Bereich der Wechselwirkung mit maximaler Intensität
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Abbildung 9.7. Ein�uss der Abschirmlänge `TF auf die Intensitätsverteilung
I(E3; E4) für senkrechten �1 = 0Æ und streifenden Einfallswinkel �1 = 88Æ und
einer Primärenergie von E1 = 17;2 eV. a) `TF = 0;96Å, b) `TF = 0;48Å, c)
`TF = 0;24Å . Die relativen Intensitäten werden durch die jeweiligen entspre-
chenden Balkendiagramme angegeben.

ratio 200 : 44 : 7 bzw. 3;4 : 0;96 : 0;18 für die Werte `TF = 0;96; 0;48 und 0;24Å. Die relativen
Intensitäten der charakteristischen Merkmale sind trotzdem nahezu gleich, das heiÿt, die nor-
malisierten Konturplots sehen nahezu identisch aus. Zusammenfassend lässt sich sagen, dass
die Abschirmlänge `TF lediglich einen Ein�uss auf die Intensität ausübt, was aber nicht ver-
wunderlich ist, da mit zunehmender Gröÿe der Abschirmlänge der Abschirme�ekt kleiner wird.
Die markanten Strukturen der (e,2e)-Intensitätsverteilung bleiben daher vollständig erhalten.

In weiteren werden experimentelle und numerische Ergebnisse für den senkrechten Einfall
des Primärelektrons verglichen, wobei in allen berechneten (e,2e)-Intensitätsverteilungen nur
der atomare Anteil des Coulomb-Potentials (vergl. Gleichung 6.14) eingeht. Die vollständige
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Berücksichtigung der Coulomb-Wechselwirkung (vergl. Gleichung 6.24), also zusätzlich des
Intra- und Interschichtbeitrags sowie deren Auswirkung auf die (e,2e)-Intensitätsverteilung,
wird in Kapitel 9.3.4 gezeigt bzw. diskutiert.

Die numerischen Ergebnisse hängen im wesentlichen davon ab, an welcher Stelle man die
(�; l)-Entwicklung (siehe Gleichung 4.6) abbricht. Das Konvergenzverhalten bzgl. der Drehim-
pulsentwicklung für die Einelektronenzustände j1i � j4i ist in Abbildung 9.8 für senkrechten
Einfallswinkel �1 = 0Æ und eine Primärenegie von 24;6 eV für zwei Diagonalschnitte I(E3 �
E4) bei E3 + E4 = 18;5 eV und E3 + E4 = 19 eV gezeigt. Da die Partialwellen der Ein-
elektronenzustände bei der Berechnung der radialen Matrixelemente über die Gaunt-Integrale
(Gleichung 7.11) an die Drehimpulsentwicklung lcoul des Coulomb-Potentials gekoppelt sind,
bedeutet dies, dass der maximale l-Wert für das Coulomb-Potential doppelt so groÿ ist wie
lmax (lcoul = 2 � lmax). Man erkennt in beiden Fällen relativ groÿe Veränderungen in den

-15 -10 -5 0 5 10 15

E1 = 24.6 eV 1 = 0
o

E3 + E4 = 19 eV

lmax = 4

lmax = 3

lmax = 2

E3 - E4 (eV)
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E3 + E4 = 18.5 eV

lmax = 4

lmax = 3

lmax = 2

Abbildung 9.8. Abhängigkeit der (e,2e)-Intensitätsverteilung von der Dreh-
impulsentwicklung. Diagonalschnitte I(E3�E4) für senkrechten Einfallswinkel
�1 = 0Æ und einer Primärenegie von 24;6 eV bei E3 + E4 = 18;5 eV und E3 +
E4 = 19 eV. (�) I(lmax), (� � ��) I(lmax)� I(lmax � 1).

Intensitätsstrukturen, wenn man die Drehimpulsentwicklung von lmax = 2 auf lmax = 3 erhöht.
Zur Verdeutlichung des Unterschiedes ist die Di�erenz der Intensitäten I(lmax)� I(lmax � 1)
(� � ��) angegeben. Der Sprung von lmax = 3 auf lmax = 4 fällt weniger drastisch aus. Zwar sind
noch deutliche Di�erenzen in der Gesamtstruktur zu erkennen, doch stimmt die relative Form
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der Peaks gut überein. Da in dieser Arbeit die benutzten Primärenergien zwischen 10 und
24 eV liegen, ist das benutzte lmax = 3 für die gegenwärtigen Untersuchungen ausreichend.
Für alle folgenden Ergebnisse mit der Halbraummethode wurde daher lmax = 3 benutzt.

Um eine quantitative Beziehung zwischen Theorie und Experiment herzustellen, müssen
die endliche Energie- und Winkelau�ösung der experimentellen Apperatur näher betrachtet
werden. Ihren ausschlaggebenden Ein�uss zeigt Abbildung 9.9 für eine Primärenergie von
E1 = 17;2 eV, indem einige Details des Übergangs von der theoretisch berechneten (e,2e)-
Intensitätsverteilung zur experimentellen �Wirklichkeit� dargestellt sind. Der E�ekt einer ener-
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Abbildung 9.9. Zweidimensionale Intensitätsverteilung I(E3; E4) für senk-
rechten Einfallswinkel �1 = 0Æ und einer Primärenergie E1 = 17;2 eV. Theorie:
Mit scharfer Energie E1 und Emissionswinkel �3 = �4 = 40Æ, a) ohne Lochle-
bensdauer, b) mit Lochlebensdauer, c) mit Winkel- und Energieunschärfe, d)
Experiment.

gieabhängigen endlichen Lebensdauer des gebundenen Elektrons (Zustand j2i) erfolgt durch
Vergleich der Intensitätsverteilung Abbildung 9.9 a) mit der von Abbildung 9.9 b). Dabei wur-
de der Verlauf von VOi(E2) durch folgende Näherung beschrieben:

VOi(E2) = E0
(E2 �EF)

2

(E2 �EF)2 + a2
;(9.4)
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mit den Parametern E0 = 1 eV und a = 4 eV. Bei E2 = EF verschwindet VOi(E2), steigt dann
quadratisch an und sättigt sich für groÿen Abstand von EF in VOi = E0. In allen weiteren
Rechnungen wurde der Imaginärteil des unteren Zustandes entsprechend berechnet.

Während der Streuquerschnitt E2 nahe der Fermienergie (durchgezogene Diagonallinie)
Intensitäten zeigt, die fast unverändert sind, liegen sie im Bereich von 4 eV unterhalb EF

in Abbildung 9.9 b) geschwächt, bzw. ausgeschmiert vor, in Folge der vergleichsweise kur-
zen Lebensdauer in diesem Energiebereich. Abbildung 9.9 c) enthält folgende Ein�üsse auf
die Intensitätsverteilung: Unschärfe der Primärenergie von �0;5 eV und Mittelung der aus-
laufenden Elektronen über einen endlichen Emissionskegel von 22Æ Breite um die nominale
koplanare Richtung (�3 = �4 = 40Æ). Die resultierenden Verbreiterungen der Intensitätsma-
xima, insbesondere um E3

�= E4 etwas unterhalb der Fermi-Energie, führt zu einer guten
Übereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen von Abbildung 9.9 d). Da die vorhan-
dene Geometrie (senkrechter Einfall) und symmetrische Detektion eine spiegelbildliche Sym-
metrie des Konturplots verursacht, die man in der Tat in allen berechneten Abbildungen sehen
kann, muss die schwache Asymmetrieabhängigkeit von der E3 = E4 Diagonallinie, die man in
Abbildung 9.9 d) sieht, experimentellen Ursprungs sein. Mögliche Gründe hierfür können die
Zählstatistik, oder eine leichte Abweichung von der nominalen Geometrie sein.

Abbildung 9.10 zeigt die zweidimensionale Intensitätsverteilung I(E3; E4) für senkrechten
Einfallswinkel �1 = 0Æ und verschiedene Primärenergien E1 im Vergleich zum Experiment,
in der alle drei in Abbildung 9.9 besprochenen E�ekte (energieabhängige Lochlebensdauer,
Energieunschärfe von E1, Winkelunschärfe etc.) enthalten sind. Für E1 = 15;9 eV beobachtet
man einen ziemlich scharfen zentralen charakteristischen Fleck, der von gebundenen Elektro-
nen etwas unterhalb von EF herrührt und für E3 = E4 ist kk2 �= 0. Für E1 = 19;8 eV teilt
sich dieser Fleck signi�kant entlang der Diagonalen auf. In diesen Trend passen die Ergebnisse
von Abbildung 9.9 c) und setzen sich für E1 = 23;7 eV, aber mit individuellen Strukturen,
entlang der Diagonalen fort. Die Übereinstimmung zwischen Experiment und Theorie ist sehr
gut zu erkennen, auÿer bei gröÿeren Energiedi�erenzen E3�E4, bei denen die experimentellen
Kurven schneller gegen Null abfallen. Der Grund hierfür ist, dass, falls eines der ausgetretenen
Elektronen eine Energie von ungefähr 1;8 eV oder kleiner hat, wegen der damit verbundenen
relativ langen Laufzeit zum Detektor, dieser Bereich experimentell nicht mehr erfasst werden
kann. Auÿerdem ist es au�ällig, dass für E3 = E4 = 1;8 eV die experimentellen Ergebnisse in
Abbildung 9.10 ein deutlich ausgeprägtes Streumaximum ergeben, das völlig in den theoreti-
schen Ergebnissen fehlt. Dieses charakterisitische Maximum (schwarzer Fleck) muss deshalb
von anderen Mechanismen abhängen, als von direkter Streuung zwischen Primärelektron und
einem Valenzelektron. Solche Mechanismen sind Vielfachstreuprozesse und Energieverlustpro-
zesse sowie andere Hintergrundbeiträge. Diese Interpretation stützt sich auf die Beobachtung,
dass der markante Fleck bei höheren Energien (mehr Sekundärbeiträge) und für höhere Ströme
(mehr Hintergrundbeiträge) deutlicher hervortritt.

Ein detallierteres Bild der Entwicklung dieser charakteristischen Intensitätsmaxima lässt
sich im Detail an ausgewählten Schnitten der zweidimensionalen I(E3; E4) Intensitätsvertei-
lung darstellen. Abbildung 9.11 zeigt solche Diagonalschnitte in der jeweils E3 +E4 = konst.
gehalten wird und � = E3 �E4 variiert.

Insgesamt erkennt man eine relativ gute Übereinstimmung zwischen Theorie und Expe-
riment. Wobei auch hier au�ällt, dass die Intensitäten für groÿe Di�erenzen E3 � E4 nicht
wiedergegeben werden.
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Abbildung 9.10. Zweidimensionale Intensitätsverteilung I(E3; E4) für senk-
rechten Einfallswinkel �1 = 0Æ und verschiedene Primärenergien E1. Vergleich
von Theorie und Experiment.

9.3.3. Ergebnisse für streifenden Einfall. Die Primärelektronen tre�en unter einem
Winkel von �1 = 88Æ auf die Ober�äche und die emittierten Elektronen werden koplanar, das
heiÿt unter den polaren Winkeln �3 = 47Æ und �4 = 33Æ, mit �1 = �4 = 0Æ und �3 = 180Æ,
relativ zur Flächennormalen detektiert, sodass die Zustände j4i und j1i im selben Quadranten
liegen und j3i im gegenüberliegenden. Die Streuwinkel relativ zur Richtung des Einfallsstrahls
sind demzufolge �3 = 135Æ und �4 = 45Æ, das heiÿt ein Elektron des Paares ist vorwärts,
das andere rückwärts gestreut. Die Geometrie bezieht sich in diesem Fall auf Abbildung 2.1 b)
und die obere rechte Einfügung von Abbildung 9.14.

Im Falle des senkrechten Einfalls (vergl. Abbildung 9.9) mit �3 = �4 = 140Æ, werden beide
Elektronen z. B. rückwärts gestreut. Unter Berücksichtigung der inneren Streugeometrien, die
am Ende von Kapitel 9.3.1 besprochen wurden, stellt man fest, dass für Primärenergien von E1



94 9. NUMERISCHE ERGEBNISSE FÜR DIE W(001)-OBERFLÄCHE

-15 -10 -5 0 5 10 15

E1 = 15.9 eV
E3+E4 = 10.5 eV

(-0.8)

-15 -10 -5 0 5 10 15

17.2 eV
12.5 eV

(-0.1) 1
3 4

-15 -10 -5 0 5 10 15

19.8 eV
14.5 eV

(-0.7)

-15 -10 -5 0 5 10 15

23.7 eV
17.5 eV(-1.6)

18.5 eV(-0.6)

E3 - E4 (eV)

1 = 0

Abbildung 9.11. Diagonalschnitte für senkrechten Einfallswinkel �1 = 0Æ

und verschiedene Primärenergien E1. Theorie (�) und Experiment (� � �).
Die Intensitäten sind jeweils über ein Intervall von 1 eV gemittelt und jeweils
über die Energie E3 + E4 zentriert. Die Energie E2 entspricht relativ dem
Ferminiveau. Der Energiewert (in Klammern) ergibt sich aus E1� 4;6� (E3+
E4).

um 20 eV Brechungen an der Ober�äche (vergl. Gleichung 9.2) den externen Winkel �1 = 88Æ

zu einem internen �01 �= 50Æ ändern. Der Einfallswinkel innerhalb des Kristalls ist aus diesen
Gründen nicht mehr streifend.

Abbildung 9.12 zeigt im Vergleich für E1 = 17;2 eV die k-DOS der gebundenen Elek-
tronen (Zustand j2i) und die Intensitätsverteilung I(E3; E4) von Theorie und Experiment.
Ein Vergleich zwischen den Teilbildern Abbildung 9.12 a) und 9.12 b) bestätigt die berechne-
ten Ergebnisse für den senkrechten Einfall (vergl. Abbildung 9.4). Eine endliche k-DOS ist
notwendig, da die Coulomb-Matrixelemente, die die anderen drei Zustände enthalten, ebenso
einen wesentlichen Ein�uss haben können. Man kann z. B. feststellen, dass die charakteristi-
schen starken k-DOS Maxima (Abbildung 9.12 a)) um (E3;E4) = (2; 9;5) eV und (9; 1) eV sich
nicht in der Intensitätsverteilung zeigen. Die endliche Lochlebensdauer (Abbildung 9.12 c))
schwächt wiederum die charakteristische Intensität weit entfernt von EF. Die Mittellung über
den Emissionskegeln (Abbildung 9.12 d)) führt zu einer weiteren Verbreiterung, die im Ganzen
eine gute Übereinstimmung mit dem Experiment zeigt. Wie im Fall des senkrechten Einfalls
beobachtet bzw. diskutiert, zeigen die experimentellen Daten einen �Hintergrund�eck� nahe
(E3;E4) = (2; 2) eV und ein Abschneiden für E3 oder E4 unter 2 eV, das vom 200 ns Fenster
abhängt und für die Koinzidenzbedingung ausschlaggebend ist.

In Abbildung 9.13 sind für verschiedene Primärenergien experimentelle I(E3; E4) Inten-
sitätsverteilungen im Vergleich mit berechneten dargestellt, wobei energieabhängige Lochle-
bensdauere�ekte und eine vorgegebene E1-Unschärfe von �0;5 eV sowie der Ein�uss des Ö�-
nungswinkels des Detektors von ungefähr 22Æ berücksichtigt wurden (siehe Bildunterschrift).
Für E1 = 16;1 eV stimmen theoretische und experimentelle Ergebnisse gut überein. In beiden
Ergebnissen �ndet sich ein dominanter Peak, der bei (E3;E4) = (5; 6) eV zentriert erscheint.
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Abbildung 9.12. Zweidimensionale Intensitätsverteilung I(E3; E4) für strei-
fenden Einfallswinkel �1 = 88Æ und Primärenergie E1 = 17;2 eV (für Geometrie
siehe Abbildung 2.2 b). Theorie: a) die k-DOS, b) -d) zeigen die Intensitäten
I(E3; E4), b) ohne berechnete Lochlebensdauer, c) mit Lochlebensdauer, d)
mit einem Winkelbeitrag (�3; �4) des Kegels von ungefähr 22Æ, e) Experiment.

Bei E1 = 19;8 eV sieht man deutliche Unterschiede zwischen theoretischen und experimentel-
len Intensitäten. Während bei (E3;E4) = (7;5; 6) eV die Intensitäten noch übereinstimmen,
wird der experimentelle Peak bei (E3;E4) = (5; 6) eV vergleichsweise schwach wiedergege-
ben. Ein Peak unterhalb von EF bei (E3; E4) = (8; 6) eV könnte einem Ober�ächenzustand
zugeschrieben werden, der im Einzelnen noch in Kapitel 9.4 diskutiert wird.

Für E1 = 23;8 eV wird im Experiment die eigentliche (e,2e)-Intensitätsverteilung unter-
halb von EF durch den (5; 6;5) eV Peak überstrahlt. Man kann diesen breiten Peak in derselben
Weise interpretieren, wie den bei (6; 6) eV beobachteten Peak für den senkrechten Einfall (siehe
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Abbildung 9.13. Zweidimensionale Intensitätsverteilung I(E3; E4) für strei-
fenden Einfallswinkel �1 = 88Æ und verschiedene Primärenergien E1. Vergleich
von Theorie und Experiment.

Abbildung 9.10). Energieverluste des Primärelektrons von E1 zu einer Energie E0
1 und nachfol-

gende Streuungen mit einem Valenzelektron und Paaremissionen hängen nicht vom Wert der
Energie E1 ab. Eine andere charakteristische Struktur, welche in den Berechnungen nicht auf-
taucht, ist das Maximum nahe (5; 6) eV in den experimentellen Ergebnissen für E1 = 23;8 eV
und das etwas weniger ausgepägte im Energiebereich für E1 = 19;8 eV. Als möglicher Mecha-
nismus ist ein Energieverlust des Primärelektrons mit Energie E1 zu einer Energie E0

1 denkbar,
der nicht vom Wert E1 abhängt sowie von nachfolgenden Streuungen von Valenzelektronen
mit Paaremissionen. Aus der Folge der gezeigten experimentellen Konturplots würde dann der
Streuquerschnitt nahe E3 = E4 = 5;5 eV ständig zu der Energie E0

1 von ungefähr 16 eV kor-
respondieren. Ein Rückschluss auf die Natur dieses Mechanismus liefert das LEED-Spektrum
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von Abbildung 9.2 für � = 40Æ, welches eine Serie von Ober�ächenresonanzen um 16 eV ver-
ursacht. Man kann deshalb das folgende Bild konstruieren: Das Primärelektron wird zunächst
inelastisch in eine Ober�ächenresonanz gestreut, die anschlieÿend durch Streuung mit einem
Valenzelektron (aus unmittelbarer Nähe zur Fermienergie) zerfällt und danach das beobach-
tete korrellierte Elektronenpaar mit der Energie E3 = E4 = 6 eV erzeugt. Diese Interpretation
wird durch das experimentelle Ergebnis untermauert, das zeigt, dass der obere Peak durch
Sauersto�absorption unterdrückt wird.

Wegen der zunehmenden Vielfachenergieverluste und Hintergrunde�ekte mit wachsender
Primärenergie wird der Vergleich von Theorie (die nur Einzelstreuereignisse enthält) und Ex-
periment zunehmend ungenau, sodass ausgesuchte Pro�lschnitte durch die zweidimensionale
Intensitätsverteilung aufschluÿreicher sind. Im Prinzip entspricht jeder Punkt dieser Kurven
I(E3�E4) an der Stelle E3+E4 = konst. dem entsprechenden Wert im I(E3; E4)-Diagramm.
Zur Unterdrückung von Rausche�ekten wurden für die experimentelle Kurve bei vorgegebe-
nem � = E3�E4 alle Intensitäten über einen Streifen der Breite von 1 eV (von E3+E4�0;5 eV
bis E3 +E4 + 0;5 eV) summiert. Eine entsprechende Interpolation wurde auch für die theore-
tischen Kurven durchgeführt. Alle Kurven sind daher asymmetrisch hinsichtlich E3�E4 = 0,
da die Symmetrie bzgl. der Streugeometrie nicht mehr gegeben ist.

Abbildung 9.14 zeigt Diagonalschnitte durch die zweidimensionale Intensitätsverteilung
für streifenden Einfallswinkel �1 = 88Æ und verschiedene Primärenergien E1. Für eine Ener-
gie von E1 = 16;1 eV zeigen Experiment und Theorie einen dominanten Peak bei �2;5 eV.
Um seinen Ursprung zu verstehen, sind ergänzende Berechnungen mit elastischen Re�exions-
Matrixelementen durchgeführt worden. Analog wie in Abbildung 9.11 sind in Abbildung 9.15 a)
Diagonalschnitte, hier für streifenden Einfallswinkel �1 = 88Æ und Primärenergie E1 = 16;1 eV
gezeigt, wobei E3 + E4 = 15;3 eV gewählt wurde. Im Gegensatz zu Abbildung 9.14 wurde
keine Winkelmittlung durchgeführt. In Abbildung 9.15 b)- 9.15 d) sind hierzu einige mögliche
Streupfade dargestellt (siehe hierzu den Text von Abbildung 9.6). Abbildung 9.15 a) zeigt drei
markante Peaks A;B und C der gesamten Intensitätsverteilung. Beim Ausschalten des Re�exi-
onskoe�zienten für den Primärstrahl R(1) = 0, das heiÿt, Teilprozesse wie in 9.15 d) sind hier
nicht zugelassen, nehmen die Intensitäten der beiden Peaks A und B leicht ab, während Peak
C unverändert bleibt. Im Fall R(3;4) = 0 sind die Re�exionskoe�zienten der beiden Sekun-
därelektronen ausgeschaltet. Die zentralen Peaks A und B sind verschwunden, man erkennt
lediglich Restintensitäten. Die Intensität von Peak C nimmt ebenfalls deutlich ab. Hierfür,
aber insbesondere für die Maxima A und B, sind also die elastische Re�exion der Elektronen
3 und 4 an Kristallebenen (Abbildung 9.15 c)) von entscheidender Bedeutung. Wird nur R(3)

ausgeschaltet, so erkennt man ein leichtes Wiederansteigen des Peaks B, Peak A bleibt aber
nach wie vor ausgelöscht. Peak C wird hierdurch nur leicht beein�usst. Lediglich die Breite,
nicht aber die Intensität, verändert sich. Erlaubte Übergänge für diesen Prozess wären z. B. die
von Abbildung 9.15 b) und 9.15 d). Schaltet man dagegen den Re�exionskoe�zienten des Se-
kundärelektrons R(4) = 0 aus, so zeigt sich, dass die Intensität von Peak C deutlich zunimmt.
Peak B verschwindet wieder nahezu und man sieht ein leichtes Wiederauftauchen des Peaks
A. Der Schlüssel zum Verständnis dieser Ergebnisse liegt in der Tatsache, dass der direkte
Kollisionsquerschnitt groÿ für kleine Impulsüberträge ist, das heiÿt, wenn beide gestreuten
Elektronen sich in Vorwärtsrichtung bewegen und klein, falls eines hiervon rückwärts gestreut
wird. Da in der zugrundeliegenden Geometrie (vergl. Bild in der obersten rechten Figur von
Abbildung 9.14) ein emittiertes Elektron rückwärts gestreut wird, wird die direkte Streuung in
dieser Richtung, also ohne jegliche Re�exion, nur eine geringe Wahrscheinlichkeit besitzen. Für
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Abbildung 9.14. Diagonalschnitte I(E3 � E4) durch die zweidimensionale
Intensitätsverteilung I(E3; E4) für streifenden Einfallswinkel �1 = 88Æ und ver-
schiedene Primärenergien E1. Die Darstellung ist analog zu Abbildung 9.11.
Experiment: (� � �) sowie bei E1 = 19;8 eV die experimentellen Daten nach
Absorption von Sauersto� auf der W(001)-Ober�äche (Æ Æ Æ). Theorie: (�).

Streuungen mit einem theoretisch spiegelre�ektierten Primärelektron läuft Zustand j4i rück-
wärts und der Querschnitt ist folglich klein. Die Streuung des direkt transmittierten Strahls
mit Valenzelektronen produziert hauptsächlich zwei Elektronen, die nach vorwärts laufen, das
heiÿt in den Kristall. Ihre nachfolgende Re�exion in eine interne Kristallebene, wobei in einem
Fall ein reziproker Gittervektor beteiligt ist, lenkt diese direkt in den Detektor. Diese Folge
von Prozessen hat deshalb eine hohe Wahrscheinlichkeit.

Innerhalb des experimentell zugänglichen Bereichs besteht eine gute Übereinstimmung
zwischen Experiment und Theorie für die meisten Kurven, aber es gibt einige Diskrepanzen.
Eine Wichtige erscheint bei einer Primärenergie von E1 = 19;8 eV und E2 = �0;7 eV um
E3 � E4 = 2 eV. Ein starker experimenteller Peak (bezeichnet mit S) tritt im Gegensatz
zu der berechneten Stuktur deutlich hervor. Das Verschwinden dieses Peaks im Experiment
nach Sauersto�absorption legt nahe, dass dieser von einem Ober�ächenzustand oder Resonanz
herrührt [105]. In der Tat zeigten Photoemissionexperimente auf W(001) (siehe [106]) drei
Ober�ächenresonanzen, deren Energien schwach von k

k

2 abhängen, deren Intensitäten aber
stark variieren. Um diese Daten näher zu betrachten, muss man die Parallelkomponente des
Wellenvektors kk2 des Valenzelektrons kennen, die mit dem Peak S verbunden ist. Aus Energie-
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Abbildung 9.15. Diagonalschnitte I(E3 � E4) durch die zweidimensionale
Intensitätsverteilungen I(E3; E4) für streifenden Einfallswinkel �1 = 88Æ und
einer Primärenergie von E1 = 16;1 eV. a) mit elastischer Vielfachstreuung,
mit Rückstreu-Matrixelement des Primärelektrons R(1) = 0, mit R(3;4) = 0,
mit R4) = 0 und R(1;3;4) = 0, b)- d) schematische Darstellung von typischen
Streupfaden der beim (e,2e)-Übergang beteiligten möglichen Teilprozesse (zur
Erläuterung siehe hierzu Abbildung 9.6).

und paralleler Impulserhaltung erhält man kk2 = (kx2 ; 0) = (�0;95g; 0), wobei g die Gitterkon-
stante des reziproken Gitters darstellt. In der ersten Brillion-Zone �ndet man kx2 + g = 0;05g,
welche ungefähr 0;1Å�1 beträgt. Bei diesem Wert zeigen die Photoemissionswerte von [106]
eine starke Ober�ächenresonanz bei einer Energie von �0;4 eV relativ zu EF und eine schwä-
chere bei �0;8 eV. Der Peak S könnte demnach in Zusammenhang mit der Resonanz bei
�0;8 eV stehen. Die Abwesenheit des Peaks S in den berechneten Kurven ist möglicherweise
auf die in Kapitel 7.1 angewandte Halbraummethode zurückzuführen. Da diese Methode die
Verwendung eines realen Kristallpotentials benötigt (vergl. hierzu Kapitel 3.3), haben diese
Ober�ächenzustände sehr scharfe Energien. Konsequenterweise werden sie daher in dem nu-
merisch zugrundeliegenden Energienetz von 0;2� 0;4 eV nicht gefunden. Dieser Punkt wird in
Kapitel 9.4.1 mit der Green-Funktionsmethode näher untersucht. Andererseits wird das ent-
sprechende Maximum E2 = EF � 1;7 eV und auch für die Primärenergien 20;7 eV und 21;9 eV
(bei 0;6bzw. 0;8 eV unter EF) durch die Halbraumergebnisse recht gut wiedergegeben. Proble-
matisch bei der Deutung der zugrundeliegenden experimentellen Ergebnisse ist hier vor allem
deren schlechte Energieau�ösung.
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9.3.4. Ein�uss der Coulomb-Potentialanteile. In Kapitel 7.1 wurde gezeigt (Glei-
chung 7.8), wie die Intra- und Interschichtanteile des Coulomb-Potentials in die Berechnung der
Übergangsmatrixelemente eingehen. Abbildung 9.16 zeigt die I(E3; E4) Intensitätsverteilung
mit Berücksichtigung dieser Anteile für senkrechten Einfallswinkel �1 = 0Æ des Primärelektrons
mit einer Energie von E1 = 14;6 eV. Im direkten Vergleich der (e,2e)-Intensitätsverteilung
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Abbildung 9.16. Zweidimensionale I(E3; E4) Intensitätsverteilung mit Be-
rücksichtigung der gesamten Coulomb-Potentialanteile für senkrechten Ein-
fallswinkel �1 = 0Æ und Primärenergie E1 = 14;6 eV. (e,2e)-Intensitäts-
verteilung I(Va) mit atomaren und I(Va + ~Vij) mit vollständigen Potential-
anteilen (obere Bildhälfte). Relative Intensitätsbeiträge von Intraschichtanteil
I(Va+ ~Vi)�I(Va) und Intra- und Interschichtbeitrag I(Va+ ~Vij)�I(Va) (untere
Bildhälfte). Die jeweiligen relativen Intensitäten geben die Balkendiagramme
wieder.

I(Va) mit atomaren und mit vollständigen Potentialanteilen I(Va + ~Vij) (obere Bildhälfte)
sind keine Unterschiede in der (e,2e)-Intensitätsverteilung festzustellen. Die Beiträge I( ~Vij)
sind so schwach, dass die Graustufenskallierung der Darstellung nicht ausreicht, um Verände-
rungen optisch wahrzunehmen. Daher sind in der unteren Bildhälfte von Abbildung 9.16 die
Di�erenz der Intensitäten des Intra bzw. des Intra- und Interschichtanteils dargestellt. Der In-
traschichtanteil alleine liefert schwache zusätzliche Intensitätsbeiträge zum dominanten Peak
bei (E3;E4) = (5; 5) eV, während der Intra- und Interschichtanteil diesen zusätzlich verstärkt,
wie auch den ausgedehnten Bereich von ca. 4 eV unterhalb von EF. Auch ist deutlich zu er-
kennen, wenn man die relativen Intensitäten vergleicht (Balkendiagramme), dass der Intra-
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und Interschichtanteil zusammengenommen in gewissen Bereichen, hier z. B. rechts und links
etwa 2 eV unterhalb von EF, negative Intensiätsbeiträge liefert, also in diesem Bereich wieder
Intensitätsbeiträge abzieht.

Die Aussage, dass die zusätzlichen Coulomb-Wechselwirkungsanteile vernachlässigbar klei-
ne Intensitätsanteile liefern, gilt entsprechend für die Green-Funktionsmethode (siehe Kapi-
tel 7.2) und die Diskussionen zu Gleichung 7.28, die durch Abbildung 9.16 bestätigt werden.

9.4. Ergebnisse mit der Green-Funktionsmethode

9.4.1. Zustandsdichten. Die grundlegende Gröÿe zur Berechnung der (e,2e)-Intensitäts-
verteilung mit Hilfe von Gleichung 7.46 ist die Einteilchen-Green-Funktion G

ij(r; r0;E;kk).
Zunächst sollen in diesem Kapitel einige Eigenschaften dieser Funktion, z. B. das Konver-
genzverhalten bzgl. der Drehimpulsentwicklung, untersucht werden. Durch Spurbildung der
Green-Funktion erhält man die lagenaufgelösten Zustandsdichten. Diese in Abhängigkeit von
E3 und E4 aufgetragen erlaubt, qualitative Aussagen über die zu erwartende (e,2e)-Intensitäts-
verteilung. Insbesondere lässt sich voraussagen, für welche Parameter der Sekundärelektronen
Ober�ächenzustände zu erwarten sind. Danach erfolgt ein Vergleich der numerischen Ergeb-
nisse der Green-Funktionsmethode mit der Halbraummethode.

Die Anteile der Zustandsdichte aus der Green-Funktion Gij(E2;k
jj

2) (Gleichung 5.44) für
i = j berechnen sich im Einzelnen aus (vergl. Gleichung 5.31):

N(E2;k
jj

2) = Na(E2) +N1(E2;k
jj

2)(9.5a)

mit

Na(E2) = � 1

�
Sp
�
ImGa(r; r

0;E2)
�

(9.5b)

und

N1(E2;k
jj

2) = � 1

�
Sp

�
Im
X
j

X
�;�
�0;�0

hrjJR��i U ij
��;�0�0(E2;k

k

2) hJL�0�0 jr0i Æij
�
:(9.5c)

Durch die Beziehungen E1 +E2 = E3 +E4 und k
jj

1 + k
jj

2 = k
jj

3 + k
jj

4 lassen sich die den (e,2e)-
Intensitätsverteilungen entsprechenden Zustandsdichten Na(E3; E4) und N1(E3; E4) berech-
nen.

In Abbildung 9.17 ist die lagenabhängige Zustandsdichte Na und N1 für die erste, zwei-
te und dritte Lage bei senkrechtem Einfallswinkel �1 = 0Æ und einer Primärenergie von
E1 = 16;6 eV dargestellt. Man erkennt in Abbildung 9.17 (linke Bildhälfte), dass der atomare
Anteil von Na(E2) gleichförmig verläuft und keine Strukturen zeigt. Dies gilt für jede Lage,
da die atomare Green-Funktion nur die atomähnlichen Lösungen des Mu�n-Tin-Potentials
beschreibt. Die strukturierenden Ein�üsse des Festkörpers auf die Zustandsdichte erhält man
erst durch den Intraschichtanteil der Green-Funktion (Gleichung 9.5c), der von E2 und k

jj

2 ab-
hängt. Für jede Lage erhält man eine resultierende Zustandsdichte. Dabei ist au�allend, dass
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Abbildung 9.17. Lagenabhängige Zustandsdichte der Green-Funktion für
senkrechten Einfallswinkel �1 = 0Æ und Primärenergie E1 = 16;6 eV von ato-
maren Na, Intraschichtanteil N1 und die gesamte Zustandsdichte der Green-
Funktion N = Na +N1.

im zentralen Bereich bei E3 = E4 = 6 eV fast der gesamte atomare Anteil durch den Intra-
schichtanteil aufgehoben wird, sodass die gesamte Zustandsdichte in diesem Bereich fast Null
ist. An anderen Stellen (dunkle Streifen) wird die Zustandsdichte durch die Intraschichtanteile
deutlich verstärkt. Man sieht insgesamt eine deutliche Lagenabhängigkeit der Zustandsdich-
te. Für die dritte Lage erkennt man bereits eine gute Übereinstimmung mit der berechneten
k-DOS für eine Volumenschicht, wie sie Abbildung 9.3 a) zeigt.

Detallierter ist das charakteristische Verhalten der Green-Funktion durch zweidimensionale
Diagonalschnitte durch die I(E3; E4) Intensitätsverteilung zu erkennen. Solche sind speziell für
die zweite Lage mit EF�E2 = 0; 1; 2; 3 eV, das heiÿt, für E3+E4 = 12;6 ; 11;6 ; 10;6 und 9;6 eV



9.4. ERGEBNISSE MIT DER GREEN-FUNKTIONSMETHODE 103

in Abbildung 9.18 gezeigt. Hierbei wurde ebenfalls eine Primärenergie E1 = 16;6 eV und senk-
rechtem Einfallswinkel �1 = 0Æ gewählt. Die linke Hälfte zeigt separat die Green-Funktionsan-
teile Na ; N1 und die rechte Bildhälfte die gesamte Intraschicht-Green-Funktion N = Na+N1.
Während der atomare Anteil der Green-Funktion entlang E3�E4 konstant und positiv bleibt,
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Abbildung 9.18. Anteile der Zustandsdichte N(E3 � E4) für senkrechten
Einfallswinkel �1 = 0Æ und Primärenergie E1 = 16;6 eV des atomaren Na und
Intraschichtanteils N1 und der gesamten Green-Funktion N = � Im(Ga +G1)
mit Drehimpulsentwicklung lmax = 2 und lmax = 3 der zweiten Lage. (�) Na

und (- - -) N1 bzw. (�) N = � Im(Ga +G1).

zeigt der Intraschichtanteil auch relativ starke negative Intensitätsbeiträge. Beide Anteile kön-
nen sich in weiten Bereichen fast vollständig kompensieren, etwa bei EF � E2 = 3 eV. Man
sieht hier wieder recht deutlich, dass in der Summe der Intraschichtanteil die Strukturen be-
stimmt. Dies ist auch weiter nicht verwunderlich, da der Intraschichtanteil der Green-Funktion
die Wellenfunktionen des gesamten Kristalls enthält.

Um das Konvergenzverhalten der Green-Funktion bzgl. der Kugel�ächenfunktionsentwick-
lungen zu untersuchen, wurde diese Rechnung auch für lmax = 3 durchgeführt. Der atomare
Anteil ändert sich kaum, während der Intraschichtanteil an einigen Stellen deutliche Unter-
schiede zeigt. Dies ist besonders au�ällig für die ausgeprägten Maxima bei EF � E2 = 1 eV.
Hieraus lässt sich erkennen, dass der Intraschichtanteil der Green-Funktion für lmax = 2
noch nicht auskonvergiert ist, was auch bei der Berechnung der (e,2e)-Intensitäten mit der
Green-Funktionsmethode zu berücksichtigen ist. Die Berechnung vollständiger Intensitäts-
verteilungen für lmax = 3 der gesamten Green-Funktion ist zur Zeit aus Rechenzeitgründen
noch nicht möglich.

Ursache für die hohe Rechenzeit ist die groÿe Zahl der ineinander verschachtelten Sum-
mationen bei der Berechnung des (e,2e)-Übergangsmatrixelementes für den atomaren Anteil
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(siehe Kapitel 7.2). Die Anzahl nG der zu durchlaufenden Schleifen über �2 für die Green-
Funktion, �i bzw. �i0 für die LEED-Zustände und l bzw. l0 für die Entwicklung des Coulomb-
Potentials um den Block, in dem die Anteile des Übergangsmatrixelements aufsummiert wer-
den, beträgt in diesem Fall nG = (2l + 1)9. Im Gegensatz dazu hat man bei der Halbraum-
methode nur Schleifen über �i für alle Zustände und l für das Coulomb-Potential. Man erhält
hier nHR = (2l + 1)5. Die gleiche Anzahl von Schleifendurchläufen erhält man auch für den
Intra- bzw. Interschichtanteil der Green-Funktion (Gleichung 7.33).

In Tabelle 1 ist die entsprechende Anzahl der Schleifendurchläufe zur Berechnung der
Übergangsmatrixelemente in Abhängigkeit von lmax von beiden Methoden gegenübergestellt.
Während die Rechenzeit für die Berechnung der (e,2e)-Intensitäten mit Hilfe der Intraschicht-

Tabelle 1. Anzahl n der Schleifendurchläufe bei der Berechnung von
Übergangsmatrixelementen in Abhängigkeit von lmax: Vergleich von Green-
Funktionsmethode und Halbraummethode.

Green-Funktionsmethode Halbraummethode
nG(�; l) nHR(�; l)

lmax = 0 1 1
lmax = 1 19683 243
lmax = 2 1953125 3125
lmax = 3 40353607 16807

Schleifendurchläufe (2l + 1)9 (2l + 1)5

Green-Funktion bzw. Halbraummethode für lmax = 3 unproblematisch ist und auf den zur
Verfügung stehenden Rechnern bis zu 24 CPU-Stunden für einen kompletten Durchlauf be-
nötigt, dauern entsprechende Rechnungen für den atomaren Anteil (Gleichung 7.29) mehr als
einen Monat CPU-Zeit. Aus diesen Gründen wird im folgenden die (e,2e)-Intensitätsverteilung
mit Hilfe der gesamten Green-Funktion mit einer Drehimpulsentwicklung von lmax = 2 be-
rechnet.

Mit Hilfe der Green-Funktion, die formal als Operator

G(E) = (E � Ĥ + i �)�1 mit � ! 0+ ;(9.6)

durch den Hamilton-Operator (Gleichung 3.2) de�niert ist, lässt sich über den Imaginärteil des
optischen Potentials (Gleichung 3.6) die Lochlebensdauer � = (2 j VOi(E2) j)�1 des Kristall-
zustand berücksichtigen. Der Selbstenergieoperator und damit der Imaginärteil des Potentials
ist nur eine näherungsweise bekannte Gröÿe, die in vielen Fällen empirisch festgelegt wird
(siehe Kapitel 3.1). Weitere wichtige Erkenntnisse über VOi(E2) und dessen Ein�uss auf den
Kristallzustand j2i könnte die (e,2e)-Spektroskopie liefern.

In Abbildung 9.19 ist der Ein�uss des Imaginärteils VOi(E2) des optischen Potentials (sie-
he Gleichung 9.4) auf die Zustandsdichte N(E3; E4) dargestellt. Die Zustandsdichten in der
rechten Spalte wurden zunächst mit einem Imaginärteil VOi �= 0 berechnet und anschlieÿend
mit folgender Lorentz-Kurve
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Abbildung 9.19. Ein�uss des Imaginärteils VOi des optischen Potentials auf
die Zustandsdichte N(E3; E4) für senkrechten Einfallswinkel �1 = 0Æ und einer
Primärenergie E1 = 16;6 eV. a) E0 = 0;02 eV; a = 4 eV b) E0 = 1;0 eV; a = 4 eV
c) wie a) jedoch mit Lorentz-Kurve gefaltet und VOi wie in b).

L(E; VOi) =
1

1 +
(E �EF)

2

V
2
Oi(E2)

(9.7)

gefaltet. Für VOi wurde hier ebenfalls E0 = 1 eV und a = 4 eV gewählt (siehe auch [8]).

Man erkennt, dass eine nachträgliche Lorentz-Faltung auf die mit VOi �= 0 berechneten In-
tensitätsverteilungen insgesamt sehr ähnliche Strukturen, wie mit entsprechendem Imaginär-
teil VOi berechnet, ergibt. Insbesondere werden die deutlichen Strukturen etwa 4 eV unterhalb
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der Fermi-Energie verschmiert, wobei in der Lorentz-Näherung die ursprünglichen Maxima
noch leicht zu erkennen sind. Andererseits ergeben sich auch charakteristische Unterschiede.
So werden die Maxima etwa 1 eV unterhalb der Fermi-Energie durch die direkte Berücksich-
tigung des Imaginärteils in der Green-Funktion deutlich stärker modi�ziert, als durch die
nachträgliche Faltung mit der Lorentz-Kurve.

Die (e,2e)-Intenitätsverteilung wird auch von Ober�ächenzuständen geprägt. Anders als
mit der Halbraummethode lassen sich die Ober�ächenzustände mit Hilfe der Green-Funktions-
methode unproblematischer �nden. So gibt es experimentelle Anzeichen in [105] dafür, dass
der Hauptpeak bei streifendem Einfallswinkel �1 = 88Æ und einer Primärenergie von E1 =
19;8 eV durch einen Ober�ächenzustand gebildet wird. Ober�ächenzustände und ihre Abhän-
gigkeiten sind allein durch die Green-Funktion festgelegt. Charakteristisch sind dabei ver-
gleichbar höhere Intensitäten in den Ober�ächenlagen als in den Kristallschichten und eine
starke Abhängigkeit von den die Kristallober�äche beschreibenden Parameter. Hierzu gehören
Form und Lage der Ober�ächenbarriere und Relaxationen bzw. Rekonstruktion der Ober�ä-
chenlage.

Abbildung 9.20 zeigt hierzu als Beispiel die Zustandsdichten der ersten Ober�ächenlagen
in Abhängigkeit von der Lage der Ober�achenbarriere relativ zur ersten atomaren Kristalllage.
Hierfür wurde eine re�ektierende Stufenbarriere (vergl. Gleichung 3.8) gewählt. Zum Vergleich
ist zusätzlich die Volumenzustandsdichte (gestrichelt und versetzt) dargestellt. Der Abstand
sB der Barriere zur obersten Lage wurde ausgehend vom halben Lagenabstand sB = 0;25 ag
(ag ist die Gitterkonstante), jeweils geringfügig um 0;01 ag, variiert. Für sB = 0;25 ag ergeben
sich aus dem Vergleich mit der Kristallzustandsdichte die mit S gekennzeichneten Ober�ächen-
zustände. Verschiebt man die Ober�ächenlage geringfügig dichter an den Kristall, erscheint
ein stark ausgeprägter Ober�ächenzustand bei E3 � E4 = 7;5 eV, der bei sB = 0;22 wieder
verschwindet. Zusätzlich erkennt man, dass die Intensitäten dieser Ober�ächenzustände ein
oszillatorisches Verhalten zeigen, das heiÿt, stark ausgeprägt in den ungeraden Lagen und rela-
tiv schwach in den geraden Lagen sind. Die emp�ndliche Reaktion auf die Lage der theoretisch
angenommenen Ober�ächenbarriere zeigt, dass für eine genaue Analyse von Ober�ächenzu-
ständen eine zuverlässige Beschreibung der Ober�ächenbarriere erforderlich ist. Ein Teilschritt
besteht darin, selbstkonsistente stationäre Ober�ächenpotentiale in hoher Genauigkeit zu be-
rechenen, was mit modernen Bandstrukturmethoden wie FLAPW [33], [107] möglich ist.
Die für Streuprozesse wichtigen �dynamischen� Ein�üsse auf das Ober�ächenpotential lassen
sich zur Zeit aber nur durch relativ einfache, parameterisierte Näherungen beschreiben. Der
Ein�uss solcher Näherungen für die oberen Zustände wurde in Kapitel 9.2 untersucht. Als
Standardwert für den Kristallzustand wurde für alle weiteren Rechnungen eine Stufenbarriere
mit dem Abstand sB = 0;25 ag gewählt.

Um den experimentell gefundenen Ober�ächenzustand näher zu analysieren, wurde die
Zustandsdichte N(E3 � E4) in Abhängigkeit von der Primärenergie bei EF � E2 = 0;75 eV
berechnet. Abbildung 9.21 zeigt diese Zustandsdichte für die erste Lage, bzw. Kristalllage
im Vergleich mit der entsprechenden experimentellen (e,2e)-Intensitätsverteilung. Man sieht,
dass das experimentelle (e,2e)-Hauptmaximum (���) für 19;8 eV an der Stelle eines möglichen
Ober�ächenzustandes S liegt. Im Vergleich mit den anderen Primärenergien zeigt sich aber
eine entgegengesetzte Wanderung des experimentellen Hauptpeaks zu der des theoretischen
Ober�ächenzustandes. Vergleicht man obige Abbildung mit Abbildung 9.14 so erkennt man
für eine Primärenergie von 20;7 eV und 21;9 eV, dass diese Peaks bereits relativ gut mit der
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Abbildung 9.20. Abhängigkeit der partiellen Zustandsdichten von der Lage
der Ober�ächenbarriere für streifenden Einfallswinkel �1 = 88Æ und einer Pri-
märenergie E1 = 19;8 eV für verschiedene Lagen und für ausgewählte Werte
EF �E2 (0;25 ; 0;5und 0;75 eV). S bezeichnet die Lage der Ober�ächenzustän-
de, die gestrichelte senkrechte Linie die Fermie-Energie EF, sB ist der Abstand
der Barriere zur ersten Kristalllage. (- - -) Volumenzustandsdichte, (�-) Ober-
�ächenzustandsdichte.
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Abbildung 9.21. Zustandsdichte N(E3�E4) für die erste Lage bzw. Kristal-
lage in Abhängigkeit von der Primärenergie bei EF�E2 = 0;75 eV im Vergleich
mit experimentellen (e,2e)-Intensitäten (� � �).

Halbraummethode erklärt werden können, sodass hierfür keine Ober�ächenzustände notwen-
dig sind. Zur genaueren Analyse wären aber deutlich besser aufgelöste Experimente nötig.

9.4.2. (e,2e)-Intensitäten. Im folgenden werden (e,2e)-Intensitätsverteilungen aus der
Green-Funktionsmethode (Gleichung 7.46) diskutiert und mit entsprechenden Ergebnissen aus
der Halbraummethode (Gleichung 7.17) verglichen. Neben den in dem vorhergehenden Kapi-
tel diskutierten Zustandsdichten werden diese durch die drei beteiligten LEED-Zustände, bzw.
zeitumgekehrten LEED-Zustände und das Wechselwirkungspotential geformt (Übergangsmat-
rixelement-E�ekte). Wie in Kapitel 9.3.4 gezeigt wurde, haben dabei Beiträge des Coulomb-
Potentials, über den atomaren Anteil hinaus, sehr geringen Ein�uss auf die Intensitätsvertei-
lung. Die nichtatomaren Anteile des Coulomb-Potentials (Gleichung 6.24) wurden daher in
beiden Fällen vernachlässigt.

Abbildung 9.22 zeigt die (e,2e)-Intensitätsverteilung mit Green-Funktionsmethode und
der entsprechenden Halbraummethode für eine Primärenergie von E1 = 14;6 eV und senkrech-
ten Einfallswinkel �1 = 0Æ. Au�allend bei der Intensitätsverteilung berechnet mit atomarer
Green-Funktion IGa(E3; E4) ist das ausgeprägte, aber unstrukturierte Intensitätsmaximum
im Bereich von (E3;E4) = (5; 5) eV, das bis etwa 4 eV unterhalb der Fermi-Energie reicht. In
der entsprechenden Verteilung, berechnet mit der Interschicht-Green-Funktion IG1

(E3; E4),
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Abbildung 9.22. Intensitätsverteilung I(E3; E4) für senkrechten Einfallswin-
kel �1 = 0Æ und einer Primärenergie von E1 = 14;6 eV. IGa(E3; E4): Intensität
berechnet mit atomarer Green-Funktion, IG1

(E3; E4): mit Interschicht-Green-
Funktion, IG(E3; E4): mit gesamter Green-Funktion, IHR(E3; E4): mit Halb-
raumzuständen, N(E3; E4): Zustandsdichte.

erkennt man dagegen an gleicher Stelle stark negative Intensitäten (vergl. zugehörige Balken-
diagramme). In der Summe IG(E3; E4) heben sich diese Hauptbeiträge fast vollständig auf. Die
resultierende Intensitätsverteilung IG(E3; E4) ist deutlich strukturierter als die Teilintensitä-
ten (siehe Diskussion in Kapitel 9.4.1). Erkennbar sind nun auch Strukturen deutlich unterhalb
der Fermi-Energie, sodass sich insgesamt eine �schmetterlingsartige� Struktur ergibt. Diese
spiegelt sich prinzipiell in der Intensitätsverteilung aus der Halbraummethode IHR(E3; E4)
wider. Andererseits zeigen sich eine Reihe individueller Unterschiede, sowohl in der Form, als
auch in der Lage der Peaks. So ist der Zentralpeak in IHR(E3; E4) deutlich stärker ausgeprägt
und ersteckt sich links und rechts um ca. 1;5 eV entlang der Diagonallinie. Ebenso treten die
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Maxima etwa 5 eV unterhalb der Fermi-Energie ((E3;E4) = (4; 2) eV und (E3;E4) = (2; 4) eV)
weit deutlicher in Erscheinung. Andererseits zeigt die Green-Funktionsmethode für groÿe Dif-
ferenzen E3 �E4 in der Nähe der Fermi-Energie ausgeprägte Intensitäten, die insgesamt eine
schleifenförmige Struktur ergeben. Insbesondere �ndet man zwei Maxima entlang der Diago-
nalen (E2 = EF) bei (E3;E4) = (7; 3;5) eV und (E3;E4) = (3; 7) eV. Der Vergleich mit den
Zustandsdichten deutet darauf hin, dass diese Schleifenstruktur Ober�ächene�ekten zuzuord-
nen ist.

Abbildung 9.23 zeigt die entsprechenden Intensitätsverteilungen I(E3; E4) für streifenden
Einfallswinkel �1 = 88Æ. Prinzipiell zeigt sich ein ähnliches Verhalten wie bei senkrechtem Ein-
fallswinkel. Die nun etwas verschobenen Hauptanteile von IGa(E3; E4) und IG1

(E3; E4) heben
sich fast vollständig auf und bilden in der Summe eine deutlich anders geformte Gesamtstruk-
tur IG(E3; E4), die sehr gut mit dem entsprechenden Halbraumergebnis übereinstimmt. Ein
wesentlicher Unterschied ist das zusätzliche Maximum bei (E3;E4) = (6; 4) eV. Dieses lässt
sich aus dem Vergleich mit den Zustandsdichten wieder einem Ober�ächene�ekt (im Zusam-
menspiel mit den Matrixelement-E�ekten) zuordnen.

Abbildung 9.24 und 9.25 zeigen entsprechende Intensitätsverteilung I(E3; E4) für eine
Primärenergie von E1 = 16;6 eV. Tendenziell zeigt sich dasselbe Verhalten wie bei E1 =
14;6 eV. Dabei ist au�allend, dass bei streifenden Einfall (Abbildung 9.25) eine Zuordnung
zu den Zustandsdichten nur schwer möglich ist, also Matrixelement-E�ekte hier also deutlich
überwiegen.

Abbildung 9.26 zeigt die Beiträge einzelner Ober�ächenlagen zur gesamten Intensitäts-
verteilung I(E3; E4) für eine Primärenergie von E1 = 16;6 eV und senkrechten Einfallswinkel
�1 = 0Æ. Erkennbar ist, dass der Beitrag der ersten Lage sich deutlich von denen der übri-
gen Lagen unterscheidet. Auch für die Intensitäten der übrigen Lagen ergeben sich deutlich
stärkere Unterschiede, als bei den zugehörigen Zustandsdichten. Da andererseits, wegen des
Ein�usses des optischen Potentials, die Intensitätsbeiträge aus tieferen Lagen sehr stark ge-
dämpft werden, spielen diese Unterschiede für die Gesamtintensität keine wesentliche Rolle.
Anders als bei der Photoemission, bei der üblicherweise bis zu sechzehn Lagen zur Konver-
genz nötig sind, reichen für die (e,2e)-Intensitätsverteilung drei bis fünf Lagen aus. Der Ver-
gleich von Green-Funktionsmethode und Halbraummethode zeigt wieder eine tendenzielle gu-
te Übereinstimmung beider Methoden. Die wesentlichen Strukturen der Intensitätsverteilung
�nden sich in allen Lagen, mit kleinen individuellen Unterschieden, wieder. Deutlich sind
einige unterschiedliche Strukturen in der ersten Lage zu erkennen. So fehlen bei der Green-
Funktionmethode die energetisch tiefer liegenden Intensitäten um (E3;E4) = (3;0; 3;0) eV.
Andererseits �ndet man eine gute Übereinstimmung beider Methoden für die zweite bis vierte
Lage. Charakteristisch für beide Methoden ist, dass die beiden Zentralpeaks mit zunehmender
Lage immer weiter auseinanderdriften. Der einzige markante Unterschied ist das Maximum
bei (E3;E4) = (2;5; 2;5) eV, das mit der Green-Funktionmethode nicht wiedergegeben wird.
Im Vergleich mit Abbildung 9.24 erkennt man, dass die gesamte (e,2e)-Struktur hauptsächlich
von der ersten Lage geprägt wird. Die (e,2e)-Spektroskopie ist also deutlich ober�ächenemp-
�ndlicher als die Photoemission. Dies lässt sich anschaulich dadurch verstehen, dass bei der
(e,2e)-Streuung drei gedämpfte LEED-Zustände beteiligt sind, bei der Photoemission dagegen
nur einer.

In Abbildung 9.27 ist der Ein�uss des optischen Potentials auf die (e,2e)-Intensitätsvertei-
lung dargestellt. Das gewählte optische Potential bewirkt vor allem Änderungen der Struktur
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Abbildung 9.23. Intensitätsverteilung I(E3; E4) für streifenden Einfallswin-
kel �1 = 88Æ und einer Primärenergie von E1 = 14;6 eV. IGa(E3; E4): Intensität
berechnet mit atomarer Green-Funktion, IG1

(E3; E4): mit Interschicht-Green-
Funktion, IG(E3; E4): mit gesamter Green-Funktion, IHR(E3; E4): mit Halb-
raumzuständen, N(E3; E4): Zustandsdichte.

einige Elektronenvolt unterhalb der Fermi-Energie, wobei allerdings au�ällt, dass die bei VOi �=
0 erhaltenen Intensitäten durch den in b) benutzten Imaginärteil (VOi bis zu 1 eV) nicht nur
verschmiert werden, sondern auch modi�zierte Strukturen zeigen. Die Lorentz-Faltung auf
die mit VOi �= 0 berechneten Intensitätsverteilungen IG und IHR bewirkt dagegen nur eine
energieabhängige Glättung der jeweiligen Gesamtstruktur.
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Abbildung 9.24. Intensitätsverteilung I(E3; E4) für senkrechten Einfallswin-
kel �1 = 0Æ und einer Primärenergie von E1 = 14;6 eV. IGa(E3; E4): Intensität
berechnet mit atomarer Green-Funktion, IG1

(E3; E4): mit Interschicht-Green-
Funktion, IG(E3; E4): mit gesamter Green-Funktion, IHR(E3; E4): mit Halb-
raumzuständen, N(E3; E4): Zustandsdichte.
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Abbildung 9.25. (e,2e)-Intensitätsverteilung I(E3; E4) für streifenden Ein-
fallswinkel �1 = 88Æ und einer Primärenergie von E1 = 16;6 eV. IGa

(E3; E4): In-
tensität berechnet mit atomarer Green-Funktion, IG1

(E3; E4): mit Interschicht-
Green-Funktion, IG(E3; E4): mit gesamter Green-Funktion, IHR(E3; E4): mit
Halbraumzuständen, N(E3; E4): Zustandsdichte.
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Abbildung 9.26. Lagenabhängige (e,2e)-Intensitätsverteilung I(E3; E4) für
senkrechten Einfallswinkel �1 = 0Æ und einer Primärenergie von E1 = 16;6 eV.
IG(E3; E4): Intensität berechnet mit gesamter Green-Funktion, IHR(E3; E4):
mit Halbraumzuständen.
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Abbildung 9.27. Ein�uss des optischen Potentials auf die (e,2e)-Intensitäts-
verteilung I(E3; E4) für senkrechten Einfallswinkel �1 = 0Æ und einer Pri-
märenergie von E1 = 16;6 eV. Linke Bildhälfte: Green-Funktionsmethode
IG(E3; E4), rechte Bildhälfte: Halbraummethode IHR(E3; E4). a) VOi �= 0, b)
mit Gleichung 9.4, E0 = 1 eV, a = 4 eV, c) mit Lorentz-Faltung (Gleichung 9.7).



116 9. NUMERISCHE ERGEBNISSE FÜR DIE W(001)-OBERFLÄCHE



Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde auf der Grundlage des Schicht-KKR-Formalismus ein
theoretisches Modell zur Beschreibung der (e,2e)-Streuung von niederenergetischen Elektro-
nen an Festkörperober�ächen formuliert, wobei die zugehörigen Intensitätsausdrücke aus ei-
nem �Goldene Regel� Formalismus abgeleitet wurden. Bei dem (e,2e)-Prozess wird der Ener-
gieverlust des Primärelektrons durch die Coulomb-Wechselwirkung auf ein Kristallelektron
übertragen, das ebenfalls den Kristall verlassen kann. Hierbei lassen sich die beteiligten Ein-
elektronenzustände für das Primärelektron und für die beiden auslaufenden Elektronen durch
LEED-bzw. zeitumgekehrte LEED-Zustände beschreiben, in denen Ein�üsse der Vielfachstreu-
ungen an den Kristalllagen enthalten sind.

Zur Beschreibung des am Streuprozess beteiligten Kristallzustandes wurden zwei verschie-
dene Methoden gewählt: In der KKR-Bloch-Wellenmethode wird der gebundene Kristallzu-
stand durch Bloch-Wellenfunktionen beschrieben, die in Wellenfunktionen für den Halbraum
umentwickelt werden. Da diese Zustände stationär sind, können E�ekte einer endlichen Loch-
lebensdauer nicht direkt berücksichtigt werden. Auÿerdem lassen sich Ober�ächenzustände
hiermit nur sehr schwer lokalisieren. Diese Probleme lassen sich durch eine dynamische Be-
schreibung des Kristallzustandes mit Hilfe einer Einteilchen-Green-Funktion umgehen.

Das den (e,2e)-Prozess bestimmende Wechselwirkungspotential wird von den nicht direkt
am Prozess beteiligten Kristallelektronen modi�ziert, insbesondere gedämpft. Dieser Ein�uss
wird näherungsweise durch einen Thomas-Fermi-Ansatz, der als Parameter die Abschirmlänge
enthält, beschrieben. Der resultierende Potentialausdruck wurde zur numerischen Auswertung
in einer der Green-Funktion entsprechenden Form umentwickelt. Dabei zeigt sich, dass, auf-
grund der Abschirmung, im wesentlichen der inneratomare Anteil zur Intensität beiträgt. Die
Abschirmlänge hat zwar einen deutlichen Ein�uss auf die Stärke der Intensitäten, verändert
aber die relativen Strukturen kaum.

Am Beispiel einer Wolfram W(001)-Ober�äche wurden die (e,2e)-Intensitätsverteilungen
für verschiedene Primärenergien für senkrechten und streifenden Einfall des Primärelektrons
berechnet und die Ergebnisse mit experimentellen Daten verglichen. Unter Berücksichtigung
der experimentellen Au�ösung bzgl. des Ausfallswinkels und der Primärenergien ergaben sich
für niedrige Primärenergien sehr gute Übereinstimmungen mit dem Experiment. Für Pri-
märenergien über 20 eV �ndet man im Experiment zusätzliche Strukturen, die sich nicht
durch einen einfachen (e,2e)-Prozess erklären lassen. Eine Analyse der theoretischen Ergebnisse
bzgl. der Streuanteile zeigte, dass elastische Re�exionen im Kristall entscheidend zur Inten-
sitätsstruktur beitragen. Aus Berechnungen lagenabhängiger Zustandsdichten mit der Green-
Funktionmethode zeigt sich weiter, dass die (e,2e)-Intensitätsverteilung sehr ober�ächenemp-
�ndlich reagiert. Insbesondere wurden mögliche Ober�ächenzustände im (e,2e)-Spektrum un-
tersucht. Vergleiche mit dem Experiment sind zur Zeit, aufgrund der Au�ösung vorliegender
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Daten, noch nicht zufriedenstellend möglich. Im Vergleich von Green-Funktionsmethode mit
der Halbraummethode zeigen sich noch charakteristische Unterschiede, insbesondere für In-
tensitätsbeiträge aus der ersten Lage. Eine Ursache hierfür ist die verbesserte Einbeziehung
von Ober�ächenzuständen in der Green-Funktionsmethode, bei der andererseits, aufgrund
des deutlich höheren Rechenzeitbedarfs, die Ergebnisse bzgl. der Drehimpulsentwicklung noch
nicht zufriedenstellend konvergiert sind.

In dieser Arbeit wurde der Ein�uss des Spins des einfallenden Primärelektrons und der
emittierten Elektronen sowie der Spinrichtung des Primärelektrons auf die Intensitätsvertei-
lung (Spin-Asymmetrie durch Spin-Bahn-Kopplung) nicht näher untersucht. Die Spinabhän-
gigkeit der Intensitätsverteilungen könnte weitere wertvolle Informationen über die elektro-
nische Struktur in der Nähe der Ober�äche liefern. Lohnende Systeme für weitere Untersu-
chungen wären daher magnetische Materialien, in denen die Spinabhängigkeit der emittierten
Elektronen eine groÿe Rolle spielt. Im gegenwärtigen Formalismus geht das Wechselwirkungs-
potential nur in der Berechnung der Übergangsmatrixelemente ein. Im Allgemeinen werden
auch nach dem (e,2e)-Streuprozess die beiden auslaufenden Elektonen von der gegenseitigen
Coulomb-Wechselwirkung beein�usst. Da in den untersuchten Geometrien die auslaufenden
Elektronen unter einem festen aber verhältnismäÿig groÿen Winkel (80Æ) auseinanderlaufen,
spielt dieser E�ekt eine geringere Rolle. Andererseits könnte dieser Ein�uss sehr groÿ werden,
falls die auslaufenden Elektronen annähernd gleiche Richtung und vergleichbare Energien ha-
ben. Erste Untersuchungen hierzu wurden in [108] verö�entlicht.

Insgesamt zeigt sich, dass das (e,2e)-Spektren im Wesentlichen von den Eigenschaften der
obersten Atomlagen der Kristallober�äche bestimmt werden. Um aber genauere Rückschlüsse
auf die elektronische Struktur und speziell auf die dielektrischen Funktion ziehen zu können,
ist eine bessere experimentelle Au�ösung der Intensitätsverteilungen sowie eine angemessene
Erweiterung der Theorie wünschenswert.
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