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Uber kubische Ausnahmeeinheiten

ATTILA PETHO *

1. Einleitung. Es bezeichne IH die Menge der ganzen kubischen algebraischen Zahlen.
n—=1

Es sei P(x) = x"+ Y. p,x' € Z[x]. Weiter bezeichne D(P) und H(P) die Diskriminante
i=0

und die Hohe von P. Unter der Hohe eines nicht unbedingt einvariablen Polynoms
verstehen wir das Maximum der Absolutbetrage seiner Koeffizienten. Es seien m,, m, € Z
und es bezeichne H,, ,,. die Menge aller n ¢ H mat

(1) N(n) =m,
N(P(n) = m,.

Fur eine ganze algebraische Zahl a sei N(a) bzw. H(x) als das Produkt aller ihrer
verschiedener Konjugierten bzw. dic Hohe ihres Minimalpolynoms definiert. Setzen wir
m; =m, =1und P(x) = x — 1, dann ist H, , die Menge der kubischen Ausnahmeein-
heiten. Ausfuhrliche Literaturangaben uiber die Ausnahmeeinheiten findet man bei1 Enno-
la [1] und Narkiewicz [5].

Nach einem Satz von Gyory [3] sind die Losungen der S-Einheitengleichungen effektiv
berechenbar. Daraus folgt, siehe z. B. Fung et al. [2], daB wenn das Polynom P(x) und ein
(nicht unbedingt kubischer) Zahlkorper K vorgegeben sind, dann existieren nur endlich
viele n € Zx mit (1). LaBt man aber K variieren, dann kann (1) unendlich viele Losungen
haben. (siche z.B. Ennola [1]) Wir wollen in der vorliegenden Arbeit zeigen, dal3 dieser
Fall nur dann vorkommen kann, wenn P ein lineares oder ein quadratisches Polynom ist.
Es gilt genauer

Satz 1. Es sei P eine Potenz eines linearen oder quadratischen Polynoms mit positiver
Diskriminante. Ist fiir ein Paar (m,, m,) % (0, 0) die Menge IH,, ,, nicht leer, dann enthdilt
sie unendlich viele Elemente.

Treffen die Voraussetzungen der ersten Behauptung nicht zu, dann ist H,, , = endlich.

Der Fall n = 2, den wir in [6] bewiesen haben, wurde durch die Untersuchungen von
Fung et al. [2] motiviert. Dort wurden die Torsionsstrukturen der iiber kubischen Zahl-
korpern definierten elliptischen Kurven untersucht. Es stellte sich heraus, dall gewisse

*) Diese Arbeit entstand wihrend der Gastprofessur des Authors am Fachbereich 14 — Infor-
matik, Universitidt des Saarlandes.
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Torsionsstrukturen nur dann vorkommen konnen, wenn (1) mit dem Polynom
x? —11x + 1 in H l6sbar ist.

Satz 1 ist fur n > 2 im allgemeinen nicht effektiv. In seinem Beweis benutzen wir
namlich den folgenden, nicht effektiven Satz von Schinzel [7].

Hilfssatz 1 (Schinzel). Es sei f(x,y) € Z[x, y] ein iiber Q[x, y] irreduzibles Polynom.
Wenn die Diophantische Gleichung

J(x,y)=0

unendlich viele Losungen (x, y) € Z* hat, dann ist der hochste homogene Anteil von f(x, y)
eine Potenz einer linearen oder einer indefiniten quadratischen Form.

Unter etwas schwacheren Voraussetzungen konnen wir sogar eine effektive Aussage
beweisen.

Satz 2. Nehmen wir an, daff P entweder mindestens zwei iiber Q[x] irreduzible Teiler P,, P,
mit (B, B,) = (P, x) = (B, x) = 1 hat, oder P eine Potenz eines quadratischen Polynoms mit
negativer Diskriminante ist, dann gibt es eine nur von H(P), n, m, und m, abhdngige effektiv
berechenbare Konstante c,, so daf

H(n) < c,
fur alle ne H, ,. gilt.

Aus den Sétzen 1 und 2 ergibt sich die nidchste Behauptung unmittelbar

Folgerung 1. Es sei P(x) € Z[x] ein Hauptpolynom vom Grad n. Gelten die Voraussetzun-
gen vom Satz 1, dann gibt es nur endlich viele kubische Einheiten n, so daf P(n) ebenfalls
eine Einheit ist. Gelten sogar die Voraussetzungen vom Satz 2, dann sind diese Einheiten
effektiv berechenbar.

2. Hilfsergebnisse. Es bezeichne o; = g(x, y, z), i = 1, 2, 3 die elementarsymmetrischen
Polynome der Unbestimmten x, y, z. Sei k = 0 eine ganze Zahl und

S, = x* + y* + 2~

Die folgenden Newtonschen Formeln beschreiben den Zusammenhang zwischen S,
und o;

(2) Sn=3,sl=ﬂ.1,S2=ﬂ'i1_2ﬂ'z,
Sk+3 - ﬂ'lsk+2 - ﬂsz+1 + ﬂask, wEnn k g 0.

Im weiteren bezeichnen i, j, k, I, s immer nicht negative ganze Zahlen. Das folgende
Lemma i1st mit Induktion einfach zu beweisen.

Lemma 1. Es gilt
(3) S &+ Y a¥didley

i+2j+3s:
i<k

fiir alle k1 mit a®) e Z.
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Lemma 2. Es gilt
St =8, =203+2 Y aloicyolt?

i+2j+3s=1
i<l

fir allel = 1,leZ.
Beweis. Wir haben
St — Sy ="+ y + 2 —(x* + y*' + 22) = 2((xy) + (x2)' + (2)).
Aus Lemma 1 ergibt sich

(5) Y+ &2 +(y2f= ¥ alxy+xz+yz)

i+2j+3s=1
s (X2yz + xy*z + xyz?Y (x yz)**

=dh+ T doidialt®,
i+2j+3s=1

woraus (4) unmittelbar folgt. [

Lemma 3. Es seien k > | > 0. Dann gilt

(6) S8 — S =07 ‘o5 + 2 b}f}ﬂﬂ"; 0} 03
i+2j+3s=k+1
mit bf“_,'i e Z. PHj<k

Beweis. Das Lemma wird durch Induktion nach k bewiesen. Seine Richtigkeit kann
man fur k £ 3 mit einfacher Rechnung nachvollzichen. Diesen Schritt iiberlassen wir dem
Leser. Es se1 K = 3 und wir nehmen an, daB3 (6) fur alle K = k > | > 0 erfiillt ist. Aus (2)

erhalten wir die Identitat
(7) Sk+191 — Sk+1+1=01(Sx S — Sx+1) — 62(Sk—18 — Sk-1+1)
+ 03(Sk-28 — Sg-2+1)-
Nun unterscheiden wir vier Falle.

Fall 1. K —2>1I In diesem Fall diirfen wir (6) auf alle dre1 Summanden, die auf
der rechten Seite von (7) stehen, anwenden. Nach Einsetzung sieht diese Summe wie folgt
aus:

O'f-'- ﬂ.12+ Z b(K nﬂ'iﬂﬁ‘iﬂ'ﬂ

i+2j+3s=K+1

i+j<K
_o.llt lﬂ.l+1 E b{K- l)alla.;z+la.§
i+2j+3s=K+1-1
i+j<K
+ 01 '0303 + > by ooy
i+2j+3s=K+1-2
i+j<K

=o_l1t+1—lo.lz+ Z blx”“’alm’oﬁ
+2j+3s=K+I1+1
i+j<K+1

In diesem Fall ist (6) also richtig.
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Fall2. K — 2 = I Hier konnen wir die Formel (6) nur auf die ersten beiden Summan-
den der rechten Seite von (7) anwenden. Fiir den dritten Summanden setzen wir (4) ein.
Sonst ist die Rechnung dhnlich wie im Fall 1.

Fall 3. K —1 = I. Den ersten Summanden kénnen wir wiederum durch (6) ersetzen
und den zweiten durch (4). Wenn wir die Rolle von k und / vertauschen, dann kénnen wir

(6) auch auf den dritten Summanden anwenden. Dadurch erhalten wir die folgende
Summe

o’ + >3 K, Dgitlsl g8

i,j,s
i+2j+3s=K+I
i+j<kK
-205 =20, T df)oichoi"
i+2j+3s=1
i<l
I LK=2) i _j +1
+51‘-Tz"-73‘|‘ Z bE.j.s 610_'50‘5 .
i+t2j+3s=K+1-2
i+j<K

Da [+1<K+1 und in dem vierten Summanden i+ 2j+ 3s=1 ist, d.h.
JH2i+1)+3(G+2s)=2(i+2j+3s)+2=214+2=K + 1+ 1 gilt, haben wir (6)
auch in diesem Fall bewiesen.

Fall 4. K =1 Wir gehen nun vor wie in Fall 3 mit dem Unterschied, daB die Rolle
von k und ! sowohl bei dem zweiten als auch bei dem dritten Summanden vertauscht
wird. [J

' n—1
Lemma 4. Es sei K ein Korper und P(x) = x" + 3 p;x'€ K|[x]. Dann gilt
i=0

® PO POPE=piP(3)+ 3 cicioidt
k<n

mit ¢ € Z[po, ..., Pa_1]-

Beweis. Fiir n = 0 und 1 kann man (8) sehr einfach verifizieren. Wir nehmen an, (8)
1st wahr fir n — 1 mit n > 1. Ist p, = 0, dann gilt P(x) = x P, (x) mit einem Polynom P, (x)
vom Grad n — 1. Wir haben damit P(x) P(y) P(z) = o5 P,(x) P,(y) P,(z). Diese Identitit
zusammen mit der Induktionsannahme impliziert die Richtigkeit von (8) er kOonnen

also 1m weiteren p, + 0 annehmen. Es sei P(x) = x" + P,(x) mit P,(x) = Z p;x' e K|[x].
Durch Multiplikation erhilt man

(9) P(x) P(y) P(z2) = (xyz)" + A, + A, + A,
wobei die drei Summanden
= (xy)'"A(2) + (x2)" A (y) + (y2)" A (x)
A, = x"R(2) A (y) + 2" B (x) B (y) + y"Fi(x) Fi(y)
Az = F(x) A (y) A (2)

getrennt untersucht werden.
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Sei 0 < J < n — 1 die groBte ganze Zahl mit p, + 0, dann ist P,(x) p, P (x) mit
I p
Px)=Y 2] x'. Aus der Induktionsannahme folgt

i=0 DJ
(10) Ay= 2 d:’ijiI 0} 0%,
i+jsJ
ksJ
Die Summe A, konnen wir mit der Hilfe von (5) wie folgt umgestalten
n—1
Ay = _Zﬂ pixyz) (xy)'™" + (x2)" " + (y2)' ™)
n-1
=Y pfa";; 3 ﬂ}:};—“ J{O‘ﬁﬂ-?“.
i=0 k+2j+31=n—i

Ist eine der Zahlen i, j oder | groBer als 0, dann gilt j &k < n. Wir haben nach (5) auch
a), = 1, somit erhalten wir

(11) Ay = po03 +_+Z d;jx010%03.
i+j<n
k<n

Wir beschaftigen uns schlieBlich mit 4,. Es gilt zunichst

n—1 n—2 n—1
A, =X Piz‘-"g e DD Pinﬂ?s(Sn—iSj—i— nt 20
i=0 i=0 j=i+1

Wir konnen hier auf den ersten Summanden Lemma 1 unddan- i>j iist, auf den
zweiten Summanden Lemma 3 anwenden. Dadurch erhalten wir

n-1
(12) A; = po EZO pio] 03 +*+Z d;jx 01 0% 035,
= i+j<n
k<n

Aus (9), (10), (11) und (12) folgt (8) unmittelbar. [

Lemma 3. Es seien P(x) € K[x] vom Grad n mit P(0) %+ 0 und R(x, y) € K[x, y] vom Grad

kleiner als n. Es sei T(x, y) € K|[x, y] ein Teiler des Polynoms Q(x, y) = y" P (%) + R(x, y).

Dann gibt es P,(x) € K[x] vom Grad n, und R,(x, y) € K[x, y] vom Grad kleiner als n, so
dag P,(x) | P(x) und T(x, y) = y" P, (—f;) + Ry (x, y) gilt.

Beweis. Sei P(x) =Y a;x' mit g,eK, i=0,...,n; a, # 0. Wegen der Annahme
i=0
P(0) #+ 0 gilt auch g, * 0. Ist T(x, y) ein konstantes Polynom, dann ist die Behauptung
unmittelbar klar. Nehmen wir an, daBB T= T, ¢ K und ein T, € K|[x, y] existiert mit

(13) Q(x,y) = Ti(x, y) T,(x, y).
Es sei

Titx, ) = 3. ay() ¥

mit  a;;(y)eK[yl,a;,(»)*+0, i=12  Aus (13) folgt n,+n,=n und
ai n,(y) a3 ,,(y) = a,. Deswegen ist sowohl a, , als auch a, , eine Konstante. Betrachtet
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‘man T,(x, y) als Polynom in y, dann kann man auf dieselbe Art nachweisen, daB in T:(x, y)
die hochste Potenz von y separat vorkommt. Bezeichne k; die hchste Potenz von y in
Ti(x, y), i =1, 2. Es gilt n; + n, = k; + k, = n wegen (13). Wiirde eventuell n, < k, gel-
ten, dann wire auch n, > k,. In diesem Fall kommt das Monom x"2 y** auf der rechten
Seite von (13) vor, aber nicht auf der linken Seite. Deswegen gilt n, = k, und n, = k, und
wir konnen

T(x, y) y"*ﬂ(ﬁ) Ri(x, y)

schreiben, mit P(x) e K[x], R;(x, y) € K[x, y], wobei der Grad von R;(x, y) kleiner ist als
n;,i =1,2. Aus (13) folgt nun

P(x) = A (x) B(x).

Damit 1st das Lemma bewiesen. [J

3. Beweis der Siitze. Zum Beweis der Sitze brauchen wir das folgende Ergebnis von
Mignotte [4].

Hilfssatz 2. Es sei Q(x) € Z[x] vom Grad nund T(x) e Z [x] ein Teiler von Q(x). Dann gilt

H(T)< 2" /n + 1 H(Q).
Beweis von Sa Es sei
(14) P(x) = P (x)** - -+ B(x)*

die irreduzible Faktorisierung von P(x) in Z[x]. Wir werden im weiteren t = 1 annehmen,
da der Fall ¢t > 1 im Beweis von Satz 2 in scharferer Form behandelt wird.

Es sei n € H eine Losung von (1). Dann gehort N(P(n)) zu Z und m, muB eine e,-te
Potenz einer ganzen Zahl sein. Somit diirfen wir 0.B.d.A. e, = 1 und P(x) irreduzibel
annehmen. Der Fall n = 1 ist sehr einfach nachzuvollzichen. Den Fall n = 2 habe ich in
[6, Corollary 1 und 2] bewiesen. Im weiteren werden wir also n > 2 annehmen.

Es sei n € H eine Losung von (1) und bezeichne E(x) = x3 — vx? + ux — m, € Z[x] das
Minimalpolynom von .

Ist P(n) € Z, dann bedeutet N (P(n)) = m, nichts anderes als P(y) = m,. Dann ist E(x)
einer der endlich vielen Teiler von P(x) — m,. Somit besitzt (1) endlich viele Losungen in
H und diese sind effektiv berechenbar.

Im weiteren nehmen wir P(n) ¢ Z an. Dann ist P(n) eine ganze, kubische algebraische
Zahl. Bezeichnen wir ihre Konjugierten mit X, ¥, Z. Dann bedeutet das Gleichungssy-
stem (1)

(15) XYZ=0,X,%2Z)=m,
P(X) P(Y) P(Z) = m,.
Mit der Anwendung von Lemma 4 erhalten wir

/) : .
(16) P(X)P(Y)P(Z)ma;f’(;;—) 3 dioiolds
k=n
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Ersetzen wir in (16) ¢, durch u und ¢, durch v, dann bekommen wir

PX)PMNP@) m powP(; R o)
wobel R(u, v) € Z[u, v] vom Totalgrad kleiner als n ist. Das Polynom F(u, v) ist nach
Lemma 5 irreduzibel. Da das Polynom p,u" P (E) ebenfalls irreduzibel ist und sein

Grad n groBer als 2 ist, hat die Diophantische Gleichung
F(x,y)=0

nach Hilfssatz 1 nur endlich viele Losungen. Dadurch folgt, daB die Menge H,  auch
in diesem Fall endlich ist.

Beweis von Satz 2. Es sei (14) wieder die irreduzible Faktorisierung von P(x),
wobei nun ¢t > 1 gilt. Wir diirfen 0.B.d.A. (P, (x), x) = (B(x), x) = 1 annehmen. Die Losun-
gen n€ H von (1) mussen, wegen der multiplikativen Eigenschaft der Normfunktion,
emnem der Gleichungssysteme der Form

N(n) =m,
(17) N (P () = m,,
N (B(n) = m,,

geniigen, wobei m,,, m,, | m,. Die Anzahl solcher Gleichungssysteme ist kleiner als 4m3.
Nach Hilfssatz 2 gilt auch

H(R), HB) = c,,

wobel ¢, nur von n und H(P) abhdangt und effektiv berechenbar ist.

Diejenigen n € Hmit P, () € Z oder P, (n) € Z sind, wie wir im Beweis von Satz 1 gezeigt
haben, effektiv berechenbar. Wir miissen uns also nur noch mit solchen n € IH beschafti-
gen, fur welche P (n), B,(n) ¢ Z gilt. Es sei deg P(x) =n; und P(0)=p;o #0,j=1,2.
Wenden wir die Uberlegung des Beweises vom Satz 1 auf die ersten und zweiten, sowie
auf die ersten und dritten Gleichungen von (17) an, dann sehen wir, dall ¥ und v den
Gleichungen

(18) Fi(u, v) pjﬂu"fg(‘—;)+aj(u, v) 0, 2

geniigen miissen, wobei R;(x, y) € Z[x, y] mit degR; < n;, j =1, 2 ist. Aus dem Beweis
von Lemma 4 folgt nun, daB H(F)) < c; gilt mit ener nur von H(P),m;,m, und n
abhingigen, effektiv berechenbaren Konstanten c;. Die Polynome F,, F, sind nach
Lemma 5 uber @Q[x, y] irreduzibel und teilerfremd, da P, und P, dieselben Eigenschaften
uber @[x] besitzen. Somit gilt

Res, (F,(u, v), F,(u, v)) = F;,(u) ¥ 0,

wobei Res (A4, B) die Resultante von A, B € Q[u, v] beziiglich v bezeichnet. Eine Abschat-
zung liefert offensichtlich

H(F,,) = n! "hg"(max {H(Fl)i H(Fz)})",
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d.h. H(F,,) < c,, mit einer effektiv berechenbaren Konstanten c,.

Ist n € H eine Losung von (1), dann ist (4, v) € Z* eine Losung von (18) und es gilt
F,,(u) = 0. Dann teilt u den konstanten Term von F,,,d.h. |u| £ H(F,,) < c,. Vertauscht
man die Rollen von u und v, dann erhilt man dieselbe Abschidtzung auch fiir v. Damit ist
auch Satz 2 bewiesen.
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